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Nadie nos salva excepto nosotros mismos. Nadie puede y nadie
podria. Nosotros debemos andar por el Sendero por nosotros
mismos, pero los Buddhas claramente muestran el camino.

El Buddha
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Introduccion

Mucho se discute sobre como el lenguaje determina la realidad de un
individuo. En la matemaética creo que ocurre un fenémeno similar. Cuando se
aprende una rama de la mateméatica se adquiere un lenguaje matematico, un
esquema de pensamiento. Cuando se sabe de topologia se perciben fenémenos
de la topologia en otras ramas; cuando se sabe de algebra, o de categorias, o de
logica, lo mismo ocurre. A mi parecer, la comprension de un lenguaje conlleva
a buscar los patrones de este lenguaje en otros. Es de ahi de donde nace la
belleza de aquellos teoremas donde distintas areas de la matematica convergen.
En este trabajo haremos una breve exposicion de algunos resultados de esta
naturaleza. Centraremos la atenciéon en un objeto que se ha estudiado ya
desde diversas ramas de la matematica, el espacio universal de Urysohn.

El espacio métrico universal de Urysohn, U, es un objeto matematico muy
interesante. En lo personal, me parece el objeto matematico mas bello que
conozco, pues el espectro de propiedades que se dibuja cuando se emplean
diversas teorias mateméticas para estudiarlo es basto. Por ejemplo, si se
parte desde la teoria de modelos, podremos notar similitudes entre (Q, <)
y U. La construccién dada por Urysohn de U [22]| es similar a la dada
por Roland Fraissé de (@, <) [7]. Hoy, en la teoria de modelos, se podrian
estudiar los limites de Urysohn en vez de los limites de Fraissé, pues la
primer construccion del espacio métrico universal surgi6 alrededor de 30 anos
antes que la construcciéon de los racionales con su orden. Otras propiedades
modelo-tedricas de U seran estudiadas en el capitulo 2 de este texto.

El contenido de este texto se encuentra en diversas areas de la matematica;
por ejemplo: en la teoria de modelos, en la teoria estructural de Ramsey, en la
teoria de grupos topologicos de transformaciones, en el anélisis matematico y
en la teoria descriptiva de conjuntos. Por esta razén asumiremos que el lector
tiene conocimientos bésicos del analisis matematico y de la topologia; en
particular de la teoria de grupos topoldgicos de transformaciones. Los temas
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basicos de estas areas se pueden consultar en [14], [4] y [5]. Por otro lado, el
lenguaje de este texto es un lenguaje modelo-tedrico. A los lectores que han
estudiado teoria de modelos, el texto les parecera familiar. Los lectores que
no estan familiarizados con la logica pueden estudiar los conceptos bésicos
de la teoria de modelos en [9] y en [21]. En este texto también hay otros
conceptos y notaciones que se han adoptado de la teoria de conjuntos; los
topicos basicos y la notaciéon que empleamos en este texto de teoria de los
conjuntos se pueden consultar en [15].

Uno de los objetivos de este texto es mostrar que el uso de las técnicas de
la teoria de modelos en otras areas de la matematica es rentable. Con este fin
se ha incluido en los preliminares de este trabajo una exposicion detallada de
la teoria de Fraissé, donde el lector que no esta relacionado con la teoria de
modelos tiene la oportunidad de familiarizarse con los conceptos y lenguaje
de esta area.

En los preliminares hay algunos teoremas que se exponen sin prueba. Esto
ocurre en algunas de las siguientes situaciones: o bien la prueba es meramente
técnica, o para presentarla habria que abundar demasiado en algunos detalles,
lo que nos alejaria de nuestros objetivos.

En el capitulo II se expone una prueba de la existencia y unicidad del
espacio de Urysohn. La prueba que exhibimos sobre el espacio universal
estd basada en la construccion de Fraissé y en el trabajo de Ziegler. Para
mostrar que U tiene las propiedades que lo hacen sobresaliente, se emplea una
ligera variacion de una técnica de teoria de modelos llamada saturacion. Se
sabe que hay una relacion entre aquellas estructuras cuya existencia asegura
el Teorema de Fraissé, la w-saturacion y la eliminaciéon de cuantificadores.
Esta relacion se transmite a nuestro caso de interés: los espacios métricos.
Asi, a pesar que la definicién de tipo que se maneja en este texto no es la
definicion modelo-teodrica de tipo, se puede manejar de forma analoga; pues
las funciones de Katétov pueden ser consideradas como conjuntos de formulas
sin cuantificadores.

Los modelos saturados son estructuras ricas en propiedades, pero es dificil
que existan. Si se asume la existencia de un cardinal k que cumpla algunas
propiedades combinatorias, entonces se pueden construir modelos saturados
cuya cardinalidad sea x [21]. La situacion analoga en los espacios métricos es
expuesta por Katétov en [11]|. En este trabajo se presenta una construccion
de los espacios universales de Urysohn-Katétov basada en la construccion de
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espacios saturados. La unicidad salvo isometria de los espacios de Urysohn-
Katétov no se expone pero es una aplicacién rutinaria de back-and-forth,
similar a la expuesta para probar la unicidad del espacio de Urysohn. Para
finalizar el capitulo se prueba la existencia de una clase propia a la cual se le
puede dotar de estructura métrica. La construccion de esta clase esta basada
en los modelos monstruo. Los modelos monstruo tienen propiedades analogas
a los modelos saturados y un inconveniente: a nivel 16gico su unicidad depende
del axioma de eleccion de Godel o axioma de eleccion global.

La relacion entre la extrema promediabilidad y la teoria estructural de
Ramsey estudiada por Kechris, Pestov y Todorcevic, es otra muestra de la
convergencia de varias areas de la matematica. Esta relacion se puede estudiar
en la dindmica de grupos infinitodimensionales [18]. En el capitulo III se
expone una prueba del teorema de Kechris, Pestov y Todorcevic; la relacion
que establece este teorema suele denominarse la relacion KPT. También
exponemos sin prueba una parte del trabajo del matematico Neséttil, pues las
técnicas que se usan en las pruebas son muy propias de la teorfa estructural
de Ramsey; por lo que nos limitamos a solo dar una descripcion. La relacion
KPT y los resultados de Nesétril solo son una parte del trabajo para probar
que Iso(U) es extremadamente promediable, el trabajo restante se lleva a
cabo de manera detallada en el texto.

El grupo de isometrias del espacio de Urysohn, denotado con Iso(U), es
un grupo muy grande. Iso(U) es universal para los grupos separables, es decir,
todo grupo polaco se encaja en Iso(U) [23]. Asi que resultados como el de
Vershik, sobre la existencia de una cadena de subgrupos finitos de Iso(U),
cuya union es densa en Iso(U), resultan bastante ttiles. Para terminar el
texto presentamos una prueba de la existencia de esta cadena empleando un
teorema de Kechris-Rosendal y la propiedad de Hrushovski.

El presente trabajo no sé6lo es una exhibicion de algunos resultados sobre
el espacio universal de Urysohn, también se inscribe dentro de aquellos
conocimientos que son de interés profesional del autor, pues formarian parte
de un proyecto de investigacion que éste desarrollaria con el fin de obtener
el grado de doctor. Mas atin, como se ha expuesto al principio de esta
introduccion, la convergencia de areas de la matematica es un interés personal,
sobre todo cuando la teoria de modelos esta implicada.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo expondremos los resultados basicos de las teorias que se
deben manejar para una adecuada lectura de este texto.

1.1. Teoria de modelos

Un tipo de semejanza 7, o tipo, es un conjunto de simbolos de tres
categorias: relacionales, funcionales y constantes

Tz(U%n)u(Uﬂn)u%,

nezZ~+ nezZ~+

donde algunos uniendos son posiblemente vacios y %, es el conjunto de letras
relacionales de aridad m, .%; es el conjunto de letras funcionales de aridad i y
% es el conjunto de constantes. La tnica restriccion que se establece es que
un simbolo no sea la sucesion de otros simbolos.

Definicion 1.1. Dado 7 se define una interpretacion como un par ordenado
(A, I) donde la primera entrada es un conjunto no vacio e I es una funcion
con dominio T que valia de la siguiente manera:

» para cada simbolo relacional R de aridad m, I(R) < A™;
= para cada simbolo funcional f de aridad n, I(f): A" — Ay

= para cada ¢ constante, I(c) € A.
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Con lo anterior se define una T-estructura (elemental) o estructura del tipo T
como

A=CA{IR):reth, {I(f): feth{I(c):ceT}).
Donde la sequnda entrada de la estructura es el conjunto de las interpretaciones

de las letras relacionales del tipo 7, la tercera es el conjunto respectivo a las
funcionales y la cuarta con las constantes.

Definicion 1.2. Dada una estructura
A=CA{IR): Ret},{I(f): fer},{I(c):ceT}),
el conjunto A se llama universo de la estructura 2A.

Se emplea B para el universo de 8, C' para el universo de €, etc. También
se usa || para referirnos al universo de 2.

Por la forma en la que se han definido las estructuras elementales, podemos
establecer la siguiente notacion.

Notacioén 1.3. Dado un tipo de semejanza 7 y una estructura elemental
A= (A{I(R): Re7), {I(f): fer} {I(c):cerh,
el simbolo s* denota a I(s), para cada s € 7.

Ahora es conveniente introducir algunas definiciones y notaciones basicas
sobre las estructuras. Para llevar a cabo esta labor fijamos al tipo de semejanza
T.

Notacion 1.4. Denotamos con V, a la clase de todas las estructuras de tipo
T.

Definicion 1.5. Sea A € V,. El tamario o cardinal de la estructura A es |Al.

Definicion 1.6. Sean 4,8 € V. y h: A — B. La funcion h se llama
morfismo si

1. para cada simbolo funcional f € T de aridad n y para todas a4, . ..,a, € A
h(f (a1, .. a,)) = fP(h(ar),. .., h(a,));

2. para cada R € T simbolo relacional de aridad m y para todas ay, . .., a, €

A, (ay,...,an) € R* siy solo si (h(ay),. .., h(ay)) € R® y
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3. para cada constante c € T, h(c*) = c®.

Si h: A — B es un morfismo, se denotard con h: A — 8.

Los morfismos de estructuras pueden ser morfismos de muchas categorias,
por ejemplo, monoides, grupos, ordenes, gréaficas, espacios vectoriales, R-
modulos, etc.

Definicion 1.7. Sean A,B € V. y h: A — B. La funcion h se llama encaje
si h es un morfismo y una funcion inyectiva. Si ademds la funcion h es
sobreyectiva, h se llama isomorfismo.

Definicion 1.8. Sean A,B € V.. Si A < B y la funcion inclusioni: A — B
es un encaje, nos referiremos a este hecho diciendo que 2 es subestructura de
B y lo denotamos con A < B.

Notacién 1.9. Si hay un isomorfismo entre A y B, lo denotaremos con
A = B. 51 hay un encaje de A en B, escribiremos A < B.

Dado X < A, (X )y es la subestructura generada por X en 2; es decir,
la S-menor subestructura de 2 que contiene a X en su universo. Cuando
X es finito la subestructura se denomina finitamente generada. Notemos
que de esta definicién, una estructura es finitamente generada si es generada
por un subconjunto finito de sus elementos, como en el caso de los espacios
vectoriales de dimension finita. Otro hecho importante a observar es que en
las estructuras relacionales’ X mismo es el universo de la estructura generada,
por lo tanto las finitamente generadas son finitas.

Caractericemos con un poco del lenguaje de primer orden a los elementos
de una estructura generada. Para esto debemos introducir la nocién de término
del tipo 7, razén por la que necesitamos variables VAR = {z; : i < w} y
procedemos como sigue:

Definicion 1.10. Se define el conjunto de los T-términos TRM,, con las
siguientes propiedades:

1. a) € <TRM,;
b) VAR < TRM, y

! Aquellas estructuras donde solo hay relaciones en su lenguaje, es decir, no hay simbolos
funcionales ni constantes.
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2. TRM;, es cerrado bajo la aplicacion de letras funcionales, es decir: Si
fernZ,yty,...,t,, € TRM,, entonces

Ftr, ... tm) € TRM.,.

Los términos se pueden pensar como polinomios, pues describen elementos
de las estructuras; dados t € TRM, con n variables, € V, y aq,...,a, € A,
les corresponderd un elemento de A. Veamos como se hace la interpretacion.

Definiciéon 1.11. Sean 7 un tipo de semejanza, A€ V., t e TRM, y
s: VAR — A,

la cual se denominard asignacion. Se define la Interpretacion de t en la
estructura A bajo la asignacion s, en simbolos t*[s], por recursion sobre
TRM,:

1. Para los bdsicos:

» 2¥[s] = s(2);

» As] =Py

2. Paso recursivo: Si f € T es una letra funcional de aridadn yty, ..., t, €
TRM,, entonces

(f(tr, - ta))*[s] = fAEs], - als])-

Solo hay un nimero finito de variables en un término. Cuando el término
es una variable, se cumple nuestra afirmacion. Cuando el término es una
constante, el conjunto de las variables que ocurren en el termino es vacio.
Notese que si ty...,t, € TRM, tales que, en cada uno de ellos tiene una
cantidad finita de variables y f € 7 es un simbolo de funcién de aridad n
entonces, el término f(t1,...t,) tiene una cantidad finita de variables. En
efecto, las variables que tiene f(¢y,...t,) son la unién de las que tienen los t;.
Por lo que solo necesitamos una cantidad finita de valores de s. Estos valores
se denotan con (ay,...,a,). Ahora caracterizaremos a los elementos de una
subestructura generada.

Proposicion 1.12. Sea A€V, y X € A. Asi para cada a € A es equivalente:
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1. ae [{X)yl;
2. existe t(xy1,...,x,) € TRM, y ay,...,a, € X tales que

t*ay,...,a,) = a.

No se presentara la prueba de este teorema por que es sumamente técnica,
pero presentamos un esbozo de ella. Para probar la necesidad, solo se debe
de considerar que las interpretaciones de las letras funcionales son funciones
cerradas y que la composicion de estas es una funcién cerrada. Por lo que
cada término interpretado con pardmetros en X, esta en toda subestructura
cuyo universo contenga a X. Para la suficiencia, se define el rango de un
término con la funcién p: TRM, — w. La funcién p se define por recursion
sobre TRM.,.. En las variables y las constantes vale cero; para un término
complejo f(ty,...,t,),

p(f(t1, ... t,)) = max{p(t;) + 1 :ie {1,...,n}}.

El rango de un término es el valor de p en el término. Note que de manera
analoga se puede definir el rango de un elemento de una subestructura
generada. Por inducciéon sobre los naturales, se prueba que los términos de
rango n interpretados con parametros en X son exactamente los elementos

de rango n de (X )qy.

Ahora podemos relacionar morfismos y términos con el siguiente resultado.

Proposicion 1.13. Sean A,B € V., y h: A — B. Si h es un morfismo
entonces para todo t € TRM., y todas aq,...,a, € A se tiene que

h(t*ay, ... an]) = tP[h(ay), ..., h(a,)].

Para terminar este apartado solo hace falta definir un objeto que sera de
capital importancia en este trabajo.

Definiciéon 1.14. Sea 1 € V.. Denotamos con
Aut(A) = {h: A—> A: h es isomorfismo }.

Es evidente que (Aut(2),0,14) es un grupo, al cual identificaremos con
Aut(2(), el grupo de automorfismos de . También se tiene que Aut(2A) < Sy,
donde S, denota el conjunto de las biyecciones del conjunto A.
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1.2. Teoria de Fraissé

Una de las construcciones més majestuosa en matemaéticas es la brindada
por Roland Fraissé, la cual estudiaremos a continuaciéon con todo detalle,
exhibiendo algunas propiedades y resultados. Recorreremos este tema iniciando
por los topicos necesarios para presentar el Teorema de Fraissé e iremos
agregando conceptos e informacion relevante para caracterizar a las estructuras
construidas con el método de Fraissé.

Definicion 1.15. Dada una estructura A € V., definimos su esqueleto, que
serd denotado con E(2), como la coleccion de todas las estructuras isomorfas
a alguna subestructura finitamente generada de A, en simbolos

EQ) ={BeV,: haya,...,a, € A tales que ({ay,...,a,})a = B}.

Si KK €V, para la cual existe € € V. tal que E(C) = K, entonces diremos
que IC es un esqueleto.

Para ilustrar la definiciéon tenemos el siguiente ejemplo, el cual también
muestra que dos estructuras pueden tener el mismo esqueleto y no ser iso-
morfas.

Ejemplo 1.16. Considérese la clase de los ordenes totales finitos, llamada
COTOFIN. Asi se tiene que

£(Q, <)) = E(R, <)) = COTOFIN

El esqueleto de una estructura nunca es un conjunto, pero dependiendo
de la estructura pueden parecer muy simples. Si la estructura es relacional
sus subestructuras finitamente generadas tienen como universo subconjuntos
finitos, pero si hay simbolos funcionales la situaciéon cambia. Una manera de
pensar a los esqueleto es como la clase de todas las estructuras finitamente
generadas que se encajan en una dada.

Ahora se exhiben algunas definiciones para clases de estructuras. A pri-
mera vista estas definiciones podran parecer muy simples, pero podremos
caracterizar a través de ellas a las clases de estructuras que son un esqueleto.

Definicion 1.17. Sea K < V. una clase de estructuras finitamente generadas.
Definimos las siguientes propiedades para ella.
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1. Decimos que K tiene la Propiedad Hereditaria (HP) si y solo si para
cada A € K ocurre que E(A) < K.

2. Decimos que K tiene la Propiedad del Encaje Comin (JEP) si y solo
st para cualesquiera A,B € K existe Ce K, f:A—C yh:B — C
encajes.

Asi las cosas, se tiene:

Proposicion 1.18. Sea K < V, una clase de estructuras finitamente genera-
das en un lenguaje contable; esto es, |T| < w. Entonces K es el esqueleto de

una estructura contable si y solo si K es cerrado bajo isomorfismo, K/~ es
contable, K tiene HP y JEP.

Prueba. La suficiencia es obvia, por lo que solo veremos la necesidad. Sea
(2;)ic, una clase de representantes de K/~. Definiremos una cadena de es-
tructuras por recursion sobre w. Sea By = 2, y supongamos definida B,, € K.
Por hipotesis K tiene la propiedad de encaje comun. Luego existe € € IC tal
que 2,1y B, se encajan en ella, por lo que se puede tomar 8,1 isomorfa
a € tal que B, < B,,,1, por lo que B, .1 € K. Consideramos

F=1Js:
1<w
Afirmamos que K = £(F). En efecto, por construccion, para cada n < w se
tiene que B, < §, con lo que K < £(F).

Para la otra contencién, sin perdida de generalidad, podemos tomar
B C § finitamente generada®, por lo que hay bi,...,b, € B tales que
{br,...,bp})s = B. Asi existe j < w tal que by,...,b, € B;, por lo que
B se encaja en B; y como K tiene la propiedad hereditaria, B € K. T

Ahora tenemos caracterizadas las clases de estructuras que son un esqueleto
de alguna estructura contable. Pero no tenemos mucho control sobre la
estructura resultante, pues tenemos situaciones como las siguiente:

Ejemplo 1.19.

COTOFIN = E((N, <)) = £((Q, <)) = E(Z, <))

2Si se toma una estructura finitamente generada que se encaja en §, podemos trabajar
con su imagen.
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Asi, es necesario analizar el caso cuando el esqueleto tiene més propie-
dades. En el ejemplo anterior estamos considerando a (Q, <), la cual tiene
mas propiedades que (N, <) y (Z, <). Para formalizarlo introduzcamos las
siguientes definiciones.

Definicién 1.20. Sea A € V..

1. Se dice que A es homogénea si y solo si para todos a,b € A existe
h e Aut(A) tal que h(a) = b.

2. Sea k un cardinal infinito se dice que 2 es k-homogénea si y solo si
dadas B1,B, < A generadas por conjuntos de la misma cardinalidad
menor que K, tales que existe h: By — By isomorfismo, entonces existe
g € Aut(A) tal que g | By = h.

Aunque el punto dos de la definiciéon se ha hecho para cardinalidades
arbitrarias, en esta seccion solo nos interesa la w-homogeneidad, puesto que
estamos tratando con estructuras contables. Ahora toca estudiar la propiedad
de amalgamacion en clases de estructuras. La propiedad de amalgamacion
serd una propiedad clave en la teoria de Fraissé, pues como el lector podra
percatarse al final de esta seccion: la amalgamacion de estructuras esta
estrechamente vinculada a la w-homogeneidad.

Definicion 1.21. Sea K una clase de estructuras. Se dice que IC tiene la pro-
piedad de amalgamacion (AP) si y solo si dadas A, B, € € K tales que existen
encajes hy: A — B y hy: A — C, entonces existen ® € K, g1: B— D y
go: C'—> D tales que gy o hy = go 0 ho.

Ahora presentaremos una caracterizacion de la w-homogeneidad.
Proposicion 1.22. Sea A € V.. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es w-homogénea y

2. Para cualquier B8 < A finitamente generada y para cualesquiera encajes

f,h: B— A,

existe g € Aut(A) tal que go f = h.
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Prueba. Probemos primero la suficiencia. Bajo las hipotesis establecidas
se tiene que f[B] = h[B] y consideremos a ¢': f[B] — h[B] testigo de la
isomorfia. Como 2 es w-homogénea existe g € Aut(2l) tal que extiende a ¢'.
Por lo que tenemos 2. Para probar la necesidad solo hay que dejar en claro
que si B y € son subestructuras de 2l finitamente generadas e isomorfas a la
luz de una funcién h, entonces podemos considerar a h como un encaje de 5
en 2 y hacemos f el encaje inclusion; de lo cual existe g € Aut(2) tal que
go f = h; es decir g extiende a h. T

Ahora podemos probar el siguiente resultado importante.

Proposicion 1.23. Sea 20 € V.. Si 2 es w-homogénea, entonces E(A) tiene
AP.

Prueba. Sean B,¢,& € £RA), fi: B — C1 y fo: B — (5 encajes.
Como €,&; € £(A), tenemos las inclusiones, que en realidad también son
encajes, i1: C1 —> Ay is: Co —> A en 2. Luego al componer éstas con f;
y fo estamos en el segundo inciso de la Proposicion 1.22. Por lo que existe
g € Aut(2) tal que goi; o fi = is o fo. Consideremos a D; un conjunto
finito de generadores de €; en 2, es decir (D;)y = i1[€;]. Anélogamente
Dy es el conjunto de generadores de is[@s]. Sea © = (¢gD; U Dq)y. Como
goiyo fi =190 fy, entonces € y €, se encajan en 2. T

Ahora con esto estamos en condiciones de probar el Teorema de Fralssé.

Teorema 1.24 (Fraissé). Sea K €V, una clase de estructuras finitamente
generadas. Si K/ = es contable y K tiene AP, JEP y PH, entonces existe §
tal que:

1. § es contable;

2. £(%) =K;

3. § es w-homogénea y

4. § es unica salvo isomorfismo.

Prueba. (Existencia) Por la Proposicion 1.18, hay ® € V, contable tal que
K =£&(®). Sea

S ={(A,B):2A B <D finitamente generadas}.
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Esta coleccion es numerable, puesto que ® lo es. Con ello S es un conjunto
de pares ordenados y se puede afirmar que para cada clase de isomorfia de IC,
hay un representante como entrada en algtn par en S. Construiremos una
cadena de estructuras (§; : ¢ € w) en K con la siguiente propiedad: Para cada
(A,B) € S, y para cada encaje

con % € w, existe 7 < 7 y un encaje
fi%—>{§j

que extiende a h. Sea n < w y supongamos §; definida para todo i < n,
definiremos §,, . Consideremos una biyeccion p : w? — w, tal que para cada
[,r <w se tiene que | < p(l,r). Sea

0= {(@i,m;mimm %z,m) m<wy (Qli,m7 %zm> € S}

donde para cada j < w se tiene que ¢; ; : A; ; — §; es un encaje.

Como p es biyeccion, existe s,l < w tales que p(s,l) = n. Ahora conside-
ramos a (s, As;, Bsy) € O y se toma a §F, la amalgama de A, By, v Fs;
la cual se puede elegir de tal forma que §; < .

Veamos que la sucesion (§, )<, cumple con lo prometido. Sean (2, B) € S
e i < w. Tomamos un encaje h: A — F;. Como h es un encaje entre
estructuras de K, hay j < w tal que (h,2,B) = (¢, ;,2U; ;,B; ;). Por como se
hizo la construccién de la cadena, §,; ;) cumple lo requerido. Sea

F=1J 3

Como cada §,, es contable, § lo es y claramente K = £(F).

Por construccion se tiene que si 2 < B < § son finitamente generadas y
p: A — § es un encaje, entonces existe p: B — §F tal que ¢ extiende a
©. Si tomamos dos subestructuras finitamente generadas de §, a saber 2 y
B isomorfas, podriamos tomar una enumeraciéon de F' con la cual podemos,
usando la propiedad anterior y back-and-forth, construir el automorfismo de
$ que extiende al isomorfismo entre 2 y B, con lo cual queda establecida la
w-homogeneidad.
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[Unicidad] Para esto se toman B, € € V. w-homogéneas y contables tales
que K es su esqueleto. Sean (b; : i € w) y {¢; : i € w) enumeraciones de B
y C respectivamente. Construiremos un isomorfismo con éstas, para lo cual
tomamos ({by} ) n. Asi existe Dy € K y existe un encaje j : ({bg} s —> Do.
Por ser K esqueleto de € existe un encaje gy : ®9 — € del cual consideramos
ho = {(bo, 90(j(bo)))}, que es un encaje parcial.

Supongamos definido el encaje parcial h, : {b;,...,b,} — € . Sin es
par, tomamos ¢, ,, € C donde

knv1 =min{m € w : ¢y, & |[<hn[{biy, -+, b1, el }-

Por lo anterior hay un encaje

f : <{bl17 ce 7bln}>% - <hn[{bl17 BRI bln}] v {Ckn+1}>¢‘

Siendo K el esqueleto de B y € se pueden escoger estructuras en él isomorfas
a las anteriores que tengan dicho encaje. Con ellas y la w-homogeneidad
escogemos by, ,, € By definimos hy,1 = hy U {(bi,,,,, Ck,,,)}. En el caso de que
n sea impar s6lo hay que tomar b, , € B con el menor indice de la numeracién
de forma que dicho elemento no esté en el generado por {b;,,...,b;,}.

Por dltimo tomemos h = | J,_ hi. Por construccion, se tiene que h es el
isomorfismo buscado, con lo cual se ha probado la unicidad. T

Notacion 1.25. La inica estructura w-homogénea y contable, que resulta de
una clase, sequn el resultado anterior, se llama limite de Fraissé de la clase

K.

Para una lectura tradicional sobre el tema se recomienda [9] y para
una lectura méas actual se puede consultar 21| que ademés introduce la
construccion como la hace Hrushovski. Una fuente con una buena exposicion
del material es [3].

Ya se ha mencionado el hecho de que las estructuras finitamente generadas
no necesariamente son finitas. En la siguiente seccién solo emplearemos clases
de estructuras finitas, asi podemos variar algunas condiciones sobre las clases
de estructuras finitas para que éstas tengan limites de Fraissé numerables.

Definicion 1.26. Sea K < V, una clase de estructuras finitas en un lenguaje
contable. La clase K se llama de Fraissé si y solo si KC tiene HP, JEP y
AP; K tiene una cantidad contable de clases de isomorfia y tiene estructuras
arbitrariamente grandes; es decir, dado un natural n, se puede encontrar una
estructura A € IC, tal que el cardinal de A es mayor que n.
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Toda clase de Fraissé tiene un limite de Fraissé. El limite es numerable,
pues su esqueleto tiene estructuras arbitrariamente grandes. Ademaés el limite
tiene una nueva propiedad. Sabemos que las subestructuras finitamente
generadas de un limite de Fraissé estan en su esqueleto, por lo tanto en el
caso de una clase de Fraissé, las subestructuras finitamente generadas de su
limite son finitas. Las estructuras cuyas subestructuras finitamente generadas
son finitas se llaman localmente finitas. De esta manera los limites de clases
de Fraisse tienen limites localmente finitos.

Definiciéon 1.27. Sea § € V, con 7 contable. La estructura § se llama de
Fraisse si es w-homogénea, numerable y localmente finita.

1.3. Teoria estructural de Ramsey

En esta secciéon abordaremos la teoria estructural de Ramsey, la cual es
un tipo de generalizacion de la ya clasica teoria aplicada a niimeros enteros.
Haremos un recorrido rapido desde los teoremas tipicos de Ramsey hasta los
necesarios para nuestros objetivos.

Notacion 1.28. Dadas A < € definimos

(Q@[) ={Acc: A=A}
Definicion 1.29. Sean A < B < € estructuras finitas y k = 2. Se dice que

¢ — (B);

" (§l>—>{1...k},

existe B € (%) tal que (“;f) es monocromdtico; es decir, q es constante en
(%)
o)

Ahora podemos presentar la definicion mas importante de la seccion.

st para cada k-coloracion

Definicion 1.30. Sea K < V. una clase de estructuras finitas con la propiedad
hereditaria. Se dice que IC es una clase de Ramsey o que tiene la propiedad de
Ramsey si para cualesquiera 24,8 € K tales que A < B y cualquier k € w — 2
existe € e IC tal que

¢ — (B);.
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Ahora para ilustrar la definiciéon presentaremos los Teoremas de Ramsey
e iremos ilustrando cémo se relaciona con ésta.

Notacion 1.31. Sea A un conjunto y k un cardinal. Establecemos la siguiente
notacion:

1.
[A]"={B< A:|B|=~k}y

[A]=" = {B< A:|B| <}

Teorema 1.32 (Teorema de Ramsey infinito). Sea k = 2. Asi para todo
n € Z* y para toda k-coloracion q: [w]® — {1...k} existe B < w infinito
tal que [B]™ es monocromdtico.

Definicion 1.33. Sean a,b,c € Z*. Sia < b < ¢ decimos que ¢ —> (b){ si
para toda k-coloracion q: [c]* — {1,...,k} existe by € [c]® tal que [by]® es
monocromdtico.

Teorema 1.34 (Teorema de Ramsey finito). Para cada k € w—2 y para todo

a,bew sia<b existe cew con c=b tal que c —> ().
Cambiemos la 6ptica desde la que se ven las cosas. Llamemos FIN a la
clase de los conjuntos finitos. Veamos que la siguiente proposicion tiene lugar.

Proposicién 1.35. FIN es una clase de Ramsey.

Prueba. Veamos que FIN tiene la propiedad hereditaria. Si z € FIN no
es vacio, podemos decir inmediatamente dos cosas: existe n € Z* tal que
x ={ay,...,a,} y E(x) es la clase de todos los conjuntos con a lo més n
elementos. Pues llevando los conjuntos a las estructuras tenemos que el tipo
de semejanza a considerar sera vacio y por lo tanto los morfismos son solo
funciones y los encajes son funciones inyectivas. Asi £(z) < FIN.

Ahora consideremos A, B € FIN talesque A< By kew—2. Como Ay
B son finitos podemos trabajar con sus cardinales, que son isomorfos a ellos,
digamos a,b € w, asi a < b. Por el Teorema de Ramsey hay c € w tal que
¢ — (b)¢. Claramente ¢ € FIN. Sea C' cualquier conjunto con ¢ elementos, de
lo cual C' — (B)#. De estas observaciones es inmediato que FIN es una clase
de Ramsey. T
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La prueba deja ver que la Proposiciéon 1.35 es una consecuencia directa del
teorema de Ramsey finito. Esto ocurrird también en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.36. COTOFIN es una clase de Ramsey.

Prueba. Como cualesquiera dos ordenes totales finitos del mismo tamano
son isomorfos se tiene que dados 2, B tal que 2 < 9B, el conjunto (3) es
biyectable con [| B []4l. Ademas al ser finitos A y B se tiene que | A |,| B |e w.
Asi dadas k > 1y A,B € COTOFIN con 2 < B, consideramos a =| A |
y b=| B |. Como A < B entonces a < b. Por el Teorema de Ramsey finito
hay ¢ € w tal que b < ¢y ¢ — (b)¢. Consideremos € = (¢, <). Asi una k-
coloracion de (gl) induce una k-coloracién en [c]®. Por lo que existe by € [c]® tal
que [bo]® es monocromatico. Consideremos B, = (by, <). Por la observacion
con la que iniciamos esta prueba, By =~ B y By < €. Por como elegimos B
se tiene que (%0) es monocromatico. La propiedad hereditaria de COTOFIN

' 2
es obvia. T

Ahora tenemos dos ejemplos de clases de Ramsey, FIN y COTOFIN. Cu-
riosamente FIN y COTOFIN también son clases de Fraisse. Ahora queremos
establecer una relacion entre las clases de Ramsey y las de Fraissé. Para esto
necesitamos definir lo siguiente.

Definicion 1.37. Sea A € V,. La estructura 2 se llama rigida si Aut(2l) es
trivial.

Proposicion 1.38. Sea K una clase de Ramsey de estructuras rigidas. Si K
tiene JEP, entonces IC tiene AP.

Prueba. Supongamos que K no tiene la propiedad de amalgamacién. Por lo
tanto existen A, B, € € K y existen encajes h: A — By f: A — € para los
cuales no existe una amalgama en K. Sea © € K una estructura testigo de
que K tiene JEP entre B y €, por lo que 2 < ®. Como K es una clase de
Ramsey, existe § € K tal que © < §

§F— D)3

Definamos una 3-coloracion ¢ para (g) Por la rigidez de las estructuras en
la clase K la 3-coloracién ¢ estara bien definida. Para 2/, € (gl) definimos
q(2lp) = 3 si Ay se obtiene mediante un encaje de € en § pero no se obtiene
con un encaje de B; el color 2 se define analogamente. El color 1, si %l
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no se puede obtener como imagen de un encaje de B ni de € en §. Asi
hay g € (g) tal que (QQ[O) es monocromatico, veamos que esto es imposible.
Notemos primero que la rigidez de 2 asegura que el isomorfismo entre 2
y cualquier copia suya es tnico. Si q[@l‘))] = {3}, el isomorfismo entre D y
9, lleva los elementos de (ﬁ) en @f) Luego hay copias de 2 en ®q que se
obtienen mediante encajes de B, por lo que su color no es 3. Analogamente

se llega a una contradiccion en los casos de los otros colores. T

En este trabajo veremos que el espacio universal de Urysohn es practica-
mente un limite de Fraissé. Por lo que es normal preguntarse si su esqueleto
es una clase de Ramsey. Méas adelante veremos que la clase de los espacios
métricos finitos cuya métrica solo toma valores racionales es una clase de
Ramsey. Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar como se relacionan los
fenomenos tipo Ramsey con la dindmica de ciertos grupos de automorfismos
de estructutras, relacion magnificamente descrita y explotada en [12].

En la Proposicion 1.38 se prob6 que las clases de Ramsey de estructuras
rigidas que tienen JEP tiene AP. Lo que nos lleva a la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.39. Sea K < V. una clase de estructuras rigidas finitas
arbitrariamente grandes en un lenguagje contable tal que K/~ es contable. Si
K es una clase de Ramsey con JEP, entonces K es una clase de Fraissé.

Prueba. Para que K sea una clase de Fraissé solo nos falta la propiedad de
amalgamacion, pero esta se tiene por la Proposicion 1.38. T

A continuacion veremos que las propiedades de coloracion de las clases de
Ramsey, cuando éstas son también clases de Fraissé, se pueden verificar en
sus limites.

Teorema 1.40. Sea K una clase de Fraissé con limite §. Asi los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. K es de Ramsey y

2. para todas A, B € K, si A < B entonces

F— (B)3.

Prueba. Para la suficiencia. Sean 2 y 8 como en las hipoétesis de 2. Como
K es de Ramsey existe € € K tal que B < €y € — (B)¥. Luego € < §
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pues K es el esqueleto de §; por lo que podemos tomar € < §. Asi cualquier
2-coloracion de (gl) induce una en (gl) Luego el conjunto monocromético para
¢ también lo es en §.

Veamos la otra direccion. Supongamos que la clase no es de Ramsey.
Puesto que K es hereditaria por ser de Fraissé, existen 2,8 € K con A < B

tales que para cada € > B hay una coloracion gg: (g) — 2 tal que para
ninguna B, € (;), q es constante en (“;[0). Sea I el conjunto de todas las

subestructuras finitas de §. Para cada 2 € I, definimos
Ext(A) ={Bel: A< B}

y afirmamos que {Ext(2) : 2 € I} tiene PIF, la propiedad de la interseccion
finita. Esto ocurre por que K tiene JEP, ya que si 2, ...,%2, € [ existe una
estructura 8 € I donde se encaja cada ;. Por lo que

Ezt(B) < ﬁ Ext(A;).

Por lo tanto existe un ultrafiltro % sobre I que extiende a {Fxt(2) : A € I}.
Si dado 2, € I hacemos

El’tl(glo) = {% € Ext(?lo) : q%(%) = Z}
con i € 2, entonces
E(L’to(glo) EU o Ellftl(?l()) eEY.

Por lo cual se puede definir

" <g)—>{1,...,k}

de la siguiente manera q(2ly) = i si Ext;(%y) € %. Como § — (B)3,

entonces existe By € (g) tal que (Qf) es monocromatico. Pero si tomamos

D e ( ﬂ Exti(EZlo)> N Ext(%By),

2oe ()

y notamos que q(2l;) = ¢o(2l1) para cada 2; € (‘ﬁf), obtenemos una contra-

diccidén. f
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Corolario 1.41. Sea § una estructura en un lenguaje numerable y K su
esqueleto. Entonces son equivalentes la siguientes afirmaciones,

= K es de Ramsey y

= para todas A, B € IC, si A < B entonces

3 — (B)5.

Mas adelante estudiaremos los efectos que la propiedad de Ramsey tiene
en la dinamica de grupos de automorfismos de limites de clases de Ramsey-
Fraissé.

1.4. Grupos topologicos, grupos de isometrias
y acciones de grupos

Cuando creamos objetos a través de otros nos preguntamos que propiedades
se heredan. A continuacion enlistaremos algunos de estos resultados para un
espacio métrico y su grupo de isometrias.

Definiciéon 1.42. Un espacio topoldgico completamente metrizable y separable
se llama grupo polaco.

Proposicion 1.43 ([18]). Sean X un espacio métrico y G = Iso(X). Asi la
topologia de la convergencia puntual y la compacto abierta coinciden en G.

Proposicion 1.44 ([18]). Sea X wun espacio topoldgico. Si X es polaco,
entonces el grupo Iso(X) con la topologia compacto-abierta también es polaco.

Teorema 1.45 (Birkhoff-Kakutani [2|). Sea G un grupo topoldgico. Entonces
G es metrizable si y solo si G es Hausdorff y 1g tiene una base fundamental
numerable. Mds aiun si G es metrizable, entonces G admite una métrica
compatible izquierda invariante d: G x G — G, es decir,

Vg, x,y € Gld(z,y) = d(gz, gy)].
Andlogamente se puede tener una métrica derecha invariante.

A continuacion se enuncian algunas definiciones sobre acciones de grupos
para establecer un lenguaje en comin.
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Definicion 1.46. Sea (G, *, 1) un grupo topoldgico y X un espacio topoldgico.
Una accion de G en X es una funcion continua

a:Gx X — X
que satisface las siguientes propiedades:
1.Vee X, a(lg,z) =z y
2. ¥g,heG, a(g,a(h,z)) = a(g=h,x).

Cominmente se denota con gz a (g, x). Si hay una accion de G en el espacio
X y no hay ningin tipo de confusion, la denotamos con G —~ X. La terna
(G, X,a) se conoce como G-espacio, si no hay confusion solo diremos que X
es un G-espacio.

Notemos que una acciéon induce un morfismo de GG en en grupo de homeo-
morfismos de X, Hom(X). Pues para cada ¢ la funcion 6,(z)a(g, x), es un
homeomorfismo debido a las propiedades algebraicas de GG. La existencia del
elemento inverso y la definiciéon de accién garantizan que ésta es biyectiva y
de la continuidad de la accién se derivan que ella y su inversa son continuas.

Definiciéon 1.47. Sea G un grupo topologico, X un G-espacio, ' < X, x e X
y g € G. Denotamos los siguientes conjuntos.

gF ={gr:xe F};

Bl estabilizador puntual de F, Gpy = {g€ G :Vx € F, gv = x};

El estabilizador conjuntista de F, Gp = {g€ G : gF = F};

El estabilizador del punto x, G, = Gy,

GF)=GF ={gx:9eG & z€F}y
G(z) = G({z}).

De la definicion se tiene que G(ry < Gr < Gy G, < G. Ademas cuando
un subconjunto F' < X, cumple que G(F') = F le llamaremos G-invariante o
invariante.

Proposicion 1.48. Sea G un grupo topoldgico y X un G-espacio. Asi para

toda x € X se tiene que G(x) es un subconjunto invariante.



Capitulo 2

Espacio universal de Urysohn

2.1. El espacio de Urysohn

Para los objetivos de este trabajo daremos por sentado el conocimiento
de las propiedades béasicas de los espacios métricos, los cuales se exponen de
muy buena manera en |14]

En este capitulo presentaremos una construccion del espacio universal de
Urysohn. La construccion que presentamos es la dada en [24]. A continuacion
enunciaremos el Teorema de Pavel Urysohn y su prueba se ird dando poco a
poco.

Teorema 2.1 (Urysohn). Eziste un unico espacio métrico (salvo isometria),
que cumple con las siquientes propiedades:

1. Separabilidad;

2. Universalidad: para cualquier (X, px) separable, existe un encaje iso-
métrico 1 : X — U;

3. w-homogeneidad y

4. Completud.

Podemos notar de manera inmediata la similitud con el Teorema 1.24; y
como ya hemos enunciado en la introduccion, lo emplearemos para probar
este teorema. Para usar el Teorema 1.24, debemos de emplear estructuras.
Los espacios métricos no son estructuras, pero podemos construir estructuras
a partir de espacios métricos de la siguiente forma:

19
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Dado un espacio métrico (X, p), definimos 7/ = {R, : r € R" U {0}} y una
interpretacion 2l con universo X, como sigue: dados a,b e X se establece que
{a,by € R* siy solo si p(a,b) = r. Asi

A=(X,{R*:reR" U {0}}

es una estructura elemental. Con esta construcciéon, un encaje isometrico
(isometria) dara lugar a un encaje entre estructuras (isomorfismo). Un aparente
inconveniente es que los espacios métricos son dificilmente capturables con
axiomas de primer orden, pero no necesitamos de ellos, por lo tanto, si
queremos hacer la conversion inversa se tiene que estar completamente seguros
que al dar (A, {R*}) y definir p: A> — R a través de la interpretacion, ésta
es una métrica.

Para dar inicio a la prueba del Teorema 2.1, consideramos la clase de los
espacios métricos finitos y racionales Mg, es decir, la clase de todos aquellos
espacios finitos para los cuales la métrica solo toma valores racionales. En
vista de las consideraciones del parrafo anterior no haremos distinciones entre
espacios métricos o estructuras elementales, empleando sin previo aviso la
que nos sea més util.

Proposicién 2.2. Mq es una clase de Fraissé.

Prueba. Por considerar solo las métricas que tienen valores racionales ya se
tiene que el tipo de semejanza es contable.

Para verificar la HP, consideramos X € Mg y Y un espacio métrico tal
que existe un encaje isometrico 7 : Y —> X. Asi la métrica en Y solo toma
valores racionales y Y es finito pues j es una funcién inyectiva.

Para probar que se cumple la JEP sean X,Y € Mg, al ser finitos X y Y,
tomamos p, s € Q los méximos en sus métricas. Definimos la nueva métrica
en la union ajena de X con Y como

dx(a,b) siabe X,
dx,y(a,b) =X dy(a,b) sia,beY,

p-+q en otro caso.

Para probar que Mg tiene AP, tomamos A, B,C' € Mg y los encajes
i:A— Byj:A—> C. Sin perdida de generalidad podemos suponer B
y C ajenos, pues si no lo son podemos considerar copias isomorfas que si lo
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cumplan. Sean B; y C] tales. Consideremos un isomorfismo pgp: B — B; y
andlogamente . Asi pgoi: A —> Bj es un encaje y también pcoj: A —
C1; con lo que estamos en la situacion de inicio. Definimos

Z = (B\i[A]) v C

y la métrica dz: Z x Z — Z, de la siguiente manera: si dos puntos estan
en alguno de los uniendos, entonces la distancia entre ellos es la dada por el
uniendo. Si z € B\i[A] y y € C, entonces

dz(z,y) = min{dg(z,i(a)) + dc(j(a),y) : a € A}.

Tomar el minimo tiene sentido pues A es finito y es racional pues cada
cantidad considerada lo es. Verificar que dz esta bien definida es una cuestion
meramente técnica, pues las propiedades a verificar se heredan directamente
deda,dpy dc ady. A este espacio se le llama amalgama canonica, en algunos
textos se le denota como B @4 C.

Para finalizar, hay que ver que M/, es contable. Si
(X, p) e Mq,

entonces p[X x X] € [Q]=¥ y como [Q]=“ es contable, se tiene que hay w
clases de isomorfia en Mg. Otra manera de verlo es la siguiente. Para cada
n < w, si X tiene n elementos, entonces

{d:XxX—»Q:desmétrica}g{f:f:XxX—>Q},

por lo que
’{d: XxX—Q:des métrica}) < w.

Lo anterior indica que para cada natural, hay a lo mas w espacios métricos
no isomorfos dos a dos. Luego Mg tiene una cantidad contable de clases
de isomorfia, pues la clase de los representantes se puede tomar como uniéon
contable de contables. i

En la prueba de la Proposicion 2.2 se ha construido una amalgama para
elementos de una clase Mgq. Las amalgamas se pueden construir para espacios
cualesquiera, de una manera similar a la ya expuesta.

Proposicion 2.3. La clase de los espacios métricos tiene la propiedad de
amalgamacion.
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Prueba. Sean (A,d4),(B,dp)y {(C,dc) espacios métricos tales que existen
encajes i1: A —> By iy: A — C. Sin perdida de generalidad supongamos
que B n C = @&. Consideremos

y definimos d',: Z x Z — Z como sigue: si z,y € C, entonces d7(x,y) =
dc(z,y). Andlogamente si z,y € B, entonces d7(x,y) = dg(z,y). Sin perdida
de generalidad podemos tomar x € B y y € C. Establecemos

dy(z,y) = inf{dp(z,ip(a)) + dc(ic(a),y) : a € A}.

Esta funcion esta bien definida. Cuando z,y € B o z,y € C, no cabe duda
del hecho, veamos el caso restante. Como dg y dc son métricas, el conjunto
{dp(z,ig(a)) + dc(ic(a),y) : a € A} < R se encuentra acotado inferiormente
por el 0. De la completud de R se tiene que d’;(z,y) esta bien definida para
todo x,y € Z. Sea

Be,C = Z/{(:p,y)erZ:d’Z(:r,y):(J}-

La funcion d’, cumple con la desigualdad triangular y la simetria por estar
definida directamente de métricas. Lo que no cumple d’, es que solo se anule
en la identidad de Z x Z. Asi la funcién inducida por d’, en B@®, C, resultara
una meétrica. Al conjunto B @4 C' dotado con la métrica inducida por el
cociente se le llama amalgama canoénica para A, B 'y C' con iy € is. T

Otra observacion importante es que hay otra forma de verificar JEP en
M. Esta forma es mas general, es tomar el producto cartesiano de los dos
espacios y dotarlos de la métrica maximo, por lo que: La clase de los espacios
métricos tiene JEP.

Del Teorema 2.2 se tiene que Mg es una clase de Fraissé, por lo que tiene
un limite. Al limite de Mgq lo denotaremos con Ug. En la literatura se le
llama Urysohn racional. El espacio universal de Urysohn seré la completacion
de éste y le denotaremos con U.

Para probar la existencia de U, podemos aplicar el teorema de Fraissé a
Mg por que el lenguaje que se necesita para esta clase es numerable. Asf para
cada S < R U {0} contable, podemos considerar la clase de espacios métricos
finitos cuya métrica toma valores en S, a saber Mg. ;Serda Mg una clase de
Fraissé? Por el Teorema 1.24 esta pregunta es equivalente a la existencia de
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un espacio analogo a Ug, denotado con Ug. Remontandonos a la prueba del
Teorema 2.2, nosotros necesitamos que

inf{d(x,a) + d(a,y) : a € A} 6 sup{| d(z,a) — d(a,y) |: a € A}

existan. Esta situacion es estudiada a fondo por Sauer en [19)].

Ahora resta verificar que U tiene las propiedades enunciadas en el Teorema
2.1, para lo cual necesitaremos algunas herramientas mas. Dichas herramientas
nos seran utiles en algunas secciones posteriores.

Definicion 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico.

1. Una funcion f: X — R* u {0} se llama funcion de Katétov si para
cualesquiera dos puntos a,be X se cumple la siguiente desigualdad

[f(a) = f(0)] < d(a,b) < fa) + f(b);

2. Para cada A < X, a la sucesion p = (74)aea en R U {0} se le llama
1-tipo métrico con parametros en A si existe una funcion de Katétov
f: A — R tal que f(a) = r, para cada a € A. Si no hay lugar a
confusiones diremos, en este caso, que p es un tipo sobre A y

3. Para todo B < X, Sx(B) denota el conjunto de todos los tipos con
pardmetros en B.

En teoria de modelos también se consideran objetos llamados tipos. Estos
tipos son similares a los que hemos definido anteriormente, sin embargo el
lector no debe confundirlos. Para definir un tipo de algtin objeto se necesita
que sea posible la existencia, en algiin lugar, de una realizacién de este.
Razon por la cual es necesaria la consistencia entre las propiedades del
objeto y las propiedades de los parametros que tiene el tipo. En la teoria
de modelos, una herramienta frecuente para asegurar la consistencia de un
conjunto de propiedades es el teorema de compacidad. Nosotros podemos
tomar un conjunto de formulas para caracterizar un tipo métrico y aplicar
directamente el teorema de compacidad, pero los modelos resultantes no seran
necesariamente espacios métricos. Por eso es que en la definiciéon de tipo
métrico empleamos las funciones de Katétov, pues con estas se rescatan las
condiciones minimas para extensiones unipuntuales de espacios métricos; esto
a su vez nos brinda las condiciones necesarias de consistencia para que sea
posible la realizacion del tipo.
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Dado un espacio métrico (X, d), w ¢ X y (r2)zex € Sx(X), se define en
el conjunto X U {w} una funcién dx g} que extiende a d y que para cada
x € X se tiene que dx,quw)(w,r) = r,. La funcion dx . resulta ser una
métrica por las desigualdades que se manejan en la definiciéon de funcion de
Katétov. De alguna manera los tipos son una descripcion de cémo agregar un
nuevo elemento a un espacio métrico y que el objeto resultante sea un espacio
métricos.

Definicion 2.5. Sean (X, dx) un espacio métrico, A S X y (rq)aea € Sx(A).
Si existe w € X tal que d(w,a) = r, para cada a € A, se dice que w realiza a
(ra)aeA-

En un espacio métrico (X, dx), si se toman y € X y A < X, se puede
considerar

f:A—R,

dada por f(a) = dx(y,a). Asi, se tiene que f es una funciéon de Katétov. A
su tipo correspondiente, (f(a))aca, a veces lo denotaremos por tp~ (y/A).

Mas adelante analizaremos el poder de esta observaciéon y su relaciéon con
las técnicas de teoria de modelos, por ahora nos limitaremos a trabajar en U.
Hay varias formas de trabajar a los tipos. Como funciones de Katétov se les
puede dotar de la métrica uniforme, pero queremos abarcar el caso cuando
el conjunto donde toman parametros no es el mismo, para lo cual, dado un
espacio X, A € X de didmetro finito y p = (r,)aeea definimos

p={(re,a):ae A} S R x A.

A R x A se le puede dotar con la métrica méximo, con lo cual podemos definir

D: (U{SX(A) A c X i diam(A) < oo}>2 — R.

Sip; € Sx(A)y p2 € Sx(B), entonces D(p1, ps) es el valor de la métrica de
Hausdorff inducida por la métrica méximo en R x A, entre p; y ps. Cuando el
conjunto de parametros de los dos tipos es el mismo, nuestra métrica concuerda
con la métrica del supremo entre las funciones de Katétov correspondientes.

De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, p sera la métrica
en U y cuando se hable de la distancia entre dos subconjuntos de un espacio
métrico (X, d) se estara considerando la distancia de Hausdorff:

d(A,B) =Inf{r >0: B N(A,r) y A< N(B,r)}.
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Lema 2.6. Para todo A € [Ug]=* y todo p = (7a)aca € Suqy(A) tales que para
cada a € A, r, € Q, existe u € Ug que realiza p.

Prueba. Sea A y p como en las hipdtesis. Como A es un subespacio de Ug,
este mismo es un espacio métrico, asi A € Mgq. Sea z un punto que no esta
en Ay consideramos B = A U {z}. Solo basta definir la distancia entre z y
a como 7, para cada a € A, de lo cual B € Mgq. Ahora al ser Ug el limite
de Mg existen encajes pq: A —> Ugq, pp: B — Ugq y existe g € Aut(Ug)
tales que gpp[A] = @a[A], por lo que g(pp(w)) realiza p. T

También es cierto que Ugq es el tnico (salvo isometria) con esta propiedad.
La prueba es una aplicacion de back-and-forth y quedara clara cuando la
usemos para probar la unicidad de U.

Lema 2.7. Sean (X,d) un espacio métrico, A, B < X de didmetro finito y
r,ye X. Sip=tpx(x/A) yq=1tpx(y/B), entonces

d(A,B) < D(p,q) <d(A,B) +d(x,y).

Prueba. Para probar que d(A, B) < D(p,q), tomamos a r = D(p,q). Va-
mos a probar que A € N(B,r), por lo que basta probar que Ya € A3b €
B(d(a,b) < r). Sea a € A, asi (a,d(a,x)) € p. Como r = D(p,q), en-
tonces hay b € B tal que dpax((a,d(z,a)),(b,d(b,y))) < r. Por lo tan-
to d(a,b) < r. Para probar que D(p,q) < d(A,B) + d(x,y), tomemos
s = d(z,y) vyl = s+ d(A,B). Sea (a,d(a,x)) € p. Asi existe b € B tal
que d(a,b) < d(A, B). Afirmamos que dpax((a,d(a,x)), (b,d(b,y))) < I. Si
dmax((a,d(a, z)), (b,d(b,y))) = d(a,b), como d(a,b) < d(A,B) < [ hemos
terminado. Si dpax((a,d(a,z)), (b,d(b,y))) = |d(a,x) — d(y,b)|, entonces to-

mamos en cuenta que
|d<a7 ‘1:) - d(y7 b)’ < ’d(a’a LU) - d(a7 y)| + ’d(aa y) - d<y7 b)|
< d(z,y) + d(a,b),
con lo que obtenemos el resultado deseado. T

Lema 2.8. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, B < X de didmetro finito.
Sipe Sx(A) y q e Sx(B), entonces existe una extension Y de X, donde
eviste x € Y tal que x realiza ap yy€eY que realiza a q y

d(z,y) < 2<D(p, q) + d(A,B)).
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Prueba. Sin perdida de generalidad, por amalgamacion, podemos considerar
a X = A u B. Dividiremos la prueba en dos casos:

[Caso 1] A = B. Si p = ¢, tomamos una extension A u {w} donde
w realiza p. Por lo que w realiza ¢q. Asi 0 = d(w,w) < 2D(p,q) = 0. Asi,
supongamos que p # q.

Sean x y y puntos que no estan en A. Tomamos las extensiones A U {x}
que realiza a p, y A U {y} que realiza a q. Ahora definiremos una métrica en
A v {z,y}, ala cual llamaremos d'. Si u,w € A, entonces d'(u,w) = da(u,w).
Para toda a € A, se tiene que d'(a,x) = da(zy(a, ) y d'(a,y) = davg(a,y).
Y

d(x,y) = Sup{dAu{x}(x, a) —daogy(a,y) ae A}.

Para probar que la métrica d’ esta bien definida, solo presentamos la prueba
de la desigualdad triangular; las otras propiedades se deducen directamente
de la definicion. Sean u, w,z € Au{z,y}. Siu,w, z € A la afirmacion es cierta.
Six=uyw,ze A, entonces d'(w, z) < d'(w,z) + d(x, z). En efecto, pues x
realiza a p y tanto d'(w, x) como d'(x, z) estan considerados en p. Lo anterior
sirve también cuando y = u y w, z € A. Por lo que solo falta el caso cuando
se considera w € A, x y y. Como ya hemos notado que la desigualdad del
triangulo tiene lugar cuando se consideran dos elementos de A se tiene que,
para cada a € A se cumple que

|d'(z,a) — d'(a, w)| < d'(z,w) y que |d'(y,a) — d'(a,w)| < d'(y,w).

Asi, para toda a e A

|d'(x,a) - d/(a7y)| < |d’(x,a) - d,<a7w)| + |d/(w7a) - d/(avy)|
< d'(z,w) + d'(w,y).
Por lo tanto

d'(x,y) = sup{|d'(z,a) — d'(a,y)| : a € A} < d'(x,w) + d'(w,y).

Con lo que queda probado que d’ es una métrica.

Para continuar con la prueba del lema, notemos que:

d'(z,y) = sup{d'(x,a) — d'(a,y) : a € A}
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= Sup{dAu{z} (:Ea a) - dAu{y} (Cl, y) tae A}
< D(p,q) < 2D(p, q).
Con lo que A U {z,y} es la extension buscada.

[Caso 2] Si A # B, entonces tomamos una realizacion x de p. Amalga-
mamos A U By AU {z}, y en este espacio se considera p’ = tp*X“{#}(2/B)
(claramente z realiza p’). Con lo cual tenemos, en base a lo anterior

d(z,y) < 2D(q,p") < 2(D(g,p) + D(p,p))
< 2(D(p.q) + d(A, B)).
f

Lema 2.9. Para cada A € Mg, cadap € Sa(A) y cadae > 0 eziste g € Sx(A)
tal que q es racional y D(p,q) < €

Prueba. Sea ¢ > 0. Procedemos por induccién sobre el conjunto de paré-
metros. Cuando solo hay un parametro el conjunto de los tipos se puede
identificar con el conjunto de los reales no negativos. Por la densidad de Q%
en R tenemos el caso n = 1. Supongamos que la propiedad se tiene para los
espacios métricos finitos racionales de tamano n. Sea A = {a1,...,ap, Qpy1}
y p€ Sa(A). Hagamos A" = A — {a,41} y ' = p [, el cual es ahora un tipo
con parametros en A’. Por hipotesis de induccion existe un tipo racional ¢
con parametros en A’ tal que D(p/, q) < e. Luego por el Lema 2.8 existe una
extension B de A’ con realizaciones x de p’ y y de ¢ tales que

d(z,y) <2D(p',q) < 2.

Sin perdida de generalidad, podemos pensar que B es igual a {aq, ..., ap,, x,y}.
Asi consideremos C' = A" U {z,y, a,,1} donde la distancia es como sigue: Las
distancias entre los elementos de B como en B, d(a;, a,+1) como en A,

d(ans1,y) = min{d(a,41,a;) + d(a;,y) i =1,...,n} € Q
y d(@n+1,2) = Da,.,, POr lo que
D(p,tp“(y/A)) = d(z,y) < 2¢

y tp©(y/A) es un tipo racional. Con lo anterior concluimos. T
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Con esto estamos listos para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.10. U realiza los tipos con pardmetros en subconjuntos totalmente
acotados.

Prueba. Sea A < U totalmente acotado y sea p € Sy(A). Para cada n € Z+,
existe A,, = Ugq finito tal que p(A,, A) < 1. Consideremos w una reahzamon
de p, y hagamos X = U u {w}. Definimos ¢, = tp*(w/A,). Por el Lema 2.9
ex1ste un tipo racional con parametros en A,, a saber p,, tal que D(p,,q,) <
Asi

10n
1

D(p,pn) < D(p,qn) + D(qn, pn) < D(p, qn) + Ton

pero g, = tp*(w/A,). Por el Lema 2.7 tenemos que

1

< n PPN
D(p,qn) < p(A, A,) < Ton

1
Por lo tanto D(p, pn) < z-.

Como cada p,, es racional con parametros en subconjuntos de Ugq, por el
Lema 2.6 sus realizaciones estan en Ug. Construyamos una sucesion de estas
por recursiéon como sigue: Consideramos u; € Ug cualquier realizacion de p;.

Supongamos definida w,,. Por el Lema 2.8 existen u, w € Ugq tales que

p(u7 w) < 2(D(pn7pn+1) + p(Am An+1))‘

Claramente A,, U {u,} es isométrico a A,, U {u}. Por w-homogeneidad de
los limites de Fralssé existe g € Aut(Ugq) tal que g[A, u {w}] = A, U {u}.
Definimos u, 1 = g(w) con lo que p(uy,, uny1) = p(u,w) y como ya hemos
probado que D(p, p,) < 5%, tenemos que

D(pn7pn+1) < D<pmp) + D(papn+1)

1 1

< —+—0—r
5n - 5(n+1)
(Any AnJrl) x 1(1)n + m Por lo tanto

1 1 1 1

< R
Pl 1) S T00+ 10070 T T B )




2.1. EL ESPACIO DE URYSOHN 29

Asi (Upy1)n<w €s una sucesion de Cauchy. Por lo que existe b € U donde
(Uny1)n<w converge. Ademés tpY(b/A) = tpX(b/A) pues U < X. Por lo tanto

D(tp*(b/A), p)
< D(tp* (b/A), tp™ (b/A)) + D(tp™ (b/Ar), m) + D (pm, p)

1
S +p<b7um) +

10m 5m’
Por lo que b realiza a p. T
Corolario 2.11. U es w-saturado.
Prueba. Todo conjunto finito es totalmente acotado. T

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 2.1. Por la construccion
que hemos brindado tenemos aseguradas la completud y la separabilidad,
pues Ug es numerable por el Teorema 1.24. Las propiedades restantes las
obtendremos por partes.

Proposicion 2.12. U es universal.

Prueba. Sea (X, d) un espacio métrico separable y Y € X un denso contable.
Consideramos (y; : i < w) una enumeracion de Y. Definiremos por recursion
una familia de encajes parciales (hy,)n<,. Sea ug € U cualquier elemento y
definimos hy = (yo, ug). Sea n > 0 y supongamos definido el encaje

ho: {yo, .- yn} — U,

donde u; = hy,(y;). Consideremos 9,11 € Yy p = tp* WYns1/{¥0,- -+, Un})-
Como h,, es un encaje, se tiene que (d(Yn+1,9i))u; € Su(uo, ..., u,). Como U
es w-saturado, entonces existe a € U que realiza p. Consideramos

hn+1 = hn % {(yn-‘rla a’)}

Por la forma de elegir a a se tiene que h,,; es un encaje y por construcciéon
h,.1 extiende a h,,. Definimos el encaje

h=Uhn:Y—>U

n<w

Por ser Y denso en U, existe un tnico encaje isometrico h: X — U que
extiende a h. La prueba de la existencia de esta funcién, y de que esta cumple
con las propiedades deseadas se puede verificar en [14]. T
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En la prueba de la Proposicion 2.12 se ha utilizado la w-saturaciéon de U
para construir un encaje. En la siguiente proposiciéon haremos algo similar,
pero esta vez la w-saturacion se aplica al rango y al dominio para construir
una isometria.

Proposicién 2.13. U es w-homogéneo.

Prueba. Sean A, B € [U]<“ tales que existe una isometria h: A — B.
Sea (a;)j<, una enumeracion del Urysohn racional. Definimos hy = h 'y
supongamos definido h,,. Si n es par se toma

k = min{s < w : as ¢ Dom(h,)}.

Luego consideramos tpU(ax/Dom(h,) y como se hizo en la Proposicion 2.12,
tomamos una relizacion b de (p(ak, by, ' ()))zetmg(n,)- Asi definimos

hn-‘rl = hn Y {(ak7b)}

Si n es impar, consideramos el primer natural & < w tal que ay, ¢ Img(h,,)
y definimos

p = tp”(ar/Img(h,)).

Como U es w-saturado, existe ¢ € U tal que p(c,x) = p(ag, hn(x)) para
cada z € Dom(h,). Sea
Q= U P,

n<w

Claramente ¢ es un encaje. Por construccion, Ug < Img(y) n Dom(p). Por
lo que afirmamos que ¢ se puede extender a un g € Aut(U). En efecto, como
Uq < Dom(yp), entonces existe un encaje g: U — U que extiende a h.
Veamos que g es sobreyectiva. Sea u € U. Como Ugq es denso en U, hay una
sucesion (w; )., de elementos de Ug que converge a u. Por lo que (A~ (w;))i<.,
es una sucesion de Cauchy. Como U es completo y Ug < Img(g), entonces
existe w € U tal que {g~"(w;)}i<, — w. Por lo que g(w) = u.

Como ¢ extiende a h, tenemos que g extiende a h. T

De esta forma ya tenemos la prueba del Teorema 2.1. Nosotros usamos el
Teorema 2.10 para probar el Teorema 2.1. Sin embargo el Teorema 2.10 indica
que U realiza los tipos con parametros en conjuntos totalmente acotados,
nosotros solo hemos usado la w-saturacién, no hemos usado en su totalidad el
Teorema 2.10. A continuacién explotaremos més este resultado.
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Proposicion 2.14. Sean A, B < U totalmente acotados. Si existe una iso-
metria h: A — B, entonces existe g € Aut(U) que extiende a h.

Prueba. La prueba es idéntica a la de la Proposicién 2.13. Solo hay que
considerar que en la familia de encajes que se define por recursion, cada uno
de ellos debe tener domino e imagen totalmente acotados. El paso recursivo
de la definiciéon de la familia de encajes es posible por que la unién de un
conjunto totalmente acotado y un conjunto finito es un conjunto totalmente
acotado. T

La proposiciéon previa tiene una importante secuela.

Corolario 2.15. Para cualesquiera K1, Ko < U compactos, si existe una
isometria h: Ki — Kj, entonces existe g € Aut(U) que extiende a h.

Prueba. Los subconjuntos compactos de un espacio métrico son conjuntos
totalmente acotados. T

Hasta este punto hemos presentado y estudiado diversas propiedades.
Estas propiedades se han expuesto en el estudio del espacio de Urysohn,
pero han sido definidas sin ninguna dependencia a este. Si analizamos con
cuidado la prueba de la Proposicion 2.12, se puede ver que esta afirmacion se
puede generalizar, y obtener como resultado que en los espacios w-saturados
se puede encajar cualquier espacio métrico contable. Por lo tanto, cualquier
espacio métrico separable se puede encajar en un espacio métrico completo y
w-saturado. De manera anédloga, también se puede obtener que los espacios
w-saturados y completos son w-homogéneos. En lo que resta de esta seccion,
analizaremos algunas consecuencias y relaciones de las propiedades que han
resultado notables en el estudio de U.

A continuacién presentamos otra caracterizacion del espacio de Urysohn,
esta vez con el concepto de w-saturacion.

Teorema 2.16. U es el unico espacio métrico con las siguientes propiedades:
1. completud;
2. separabilidad y

3. w-saturacion.
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Prueba. Ya sabemos que U tiene estas propiedades. Para verificar la unicidad
salvo isometria lo que resta hacer es ver que la w-saturaciéon es consecuencia
de las propiedades que se establecen en el Teorema 2.1.

Sea A < U finito no vacio y p € Sy(A). Consideramos un elemento w que
no esté en A y tomamos B = A u {w} donde declaramos la métrica p’ de la
siguiente forma: en los elementos de A, p’ es p, la métrica en U, y para cada
a€ A, pla,w) =r, Asi B es un espacio métrico finito. Por lo tanto existe
un encaje p: B —> U. Luego A y ¢[A] son isométricos, por lo que existe
g € Aut(U) tal que g(¢(a)) = a para todo a € A. Asi

p(g(p(w)), a) = ra;
es decir, g(p(w)) realiza p. i

Sabemos que U realiza los tipos con pardmetros en subconjuntos totalmen-
te acotados. Llamemosle a esta propiedad TA-saturacion. Claramente esta
propiedad es més fuerte que la w-saturacion. Para terminar esta discusion
veamos que los espacios separables TA-saturados y universales son completos.

Proposicion 2.17. Si (X, d) TA-saturado, separable y universal, entonces
X es completo.

Prueba. Empleando técnicas usadas en la prueba de la Proposicion 2.13, es
claro que las isometrias entre subconjuntos totalmente acotados de X pueden
extenderse a un automorfismo de X.

Sea (ay)n<, una sucesion de Cauchy en X. Considerémosle como espacio
métrico. Definimos Y = {a, : n < w}. Asi podemos considerar a Y como su
completacion, la cual es separable, pues Y es contable y se encaja densamente
en Y. Asi hay un encaje ¢: Y — X. Notemos que podemos pensar a Y
como Y u {+} donde {a,}n<w — *. Por lo que {p(a,) : n < w} es isométrico
(p(a,) — a,) a Y. Por lo tanto existe g € Aut(X) que extiende a h. Asi
(an)n<o converge a g(x). Por lo que X es completo. i

2.2. Espacios Universales de Urysohn-Katétov

Cuando decimos que U es un espacio universal, deberiamos ocupar un
lenguaje mas fino. Con el adjetivo universal nos referimos a que U es universal
para una clase especifica de espacios, los espacios métricos separables. En
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este caso, la teoria desarrollada en la secciéon anterior hace notar que es la
numerabilidad de ciertos conjuntos lo que nos permite tener las propiedades
deseadas. Basicamente podriamos decir que las propiedades de U se reducen
a cuestiones numerables. Lo que trae una pregunta: ;Habra otros espacios
métricos con propiedades similares, pero referentes a otros cardinales?

Una de las hipotesis del Teorema 1.24 limita la cantidad de clases de
isomorfia de la clase de estructuras finitamente generadas. Cuando se pretende
construir la sucesion de estructuras cuya union sera el limite de la clase, en
cada paso de la recursion se estan comparando w estructuras, ya que

iy, Ai g, Bij) 1§ <w)

es una enumeracion adecuada de todas ellas y para seleccionar la indicada se
usa el hecho de que w x w es equipotente con w. En la construccion del limite
primero se nota que la clase es un esqueleto. Luego se toma la estructura de
la que es esqueleto para consideran las estructuras finitamente generadas de
ésta. La coleccion de estas estructuras finitamente generadas es numerable

pues
] = o = w.

La tltima igualdad es una propiedad combinatoria extremadamente fuerte. Se
sabe que w es un cardinal regular, limite y fuerte (estas definiciones se pueden
consultar en [15]). A los cardinales no numerables que cumplen con estas
propiedades se les llama fuertemente inaccesibles y no es posible demostrar
su existencia desde ZFC. Esta relacion logica no serd una limitante, pues
nosotros queremos examinar como las propiedades combinatorias de algunos
cardinales son aquellas que influyen para que sea posible la construccion de
espacios universales de otros pesos topologicos.

Lema 2.18. Sea X un espacio métrico y A < X. Entonces
1Sx(A)] <2 wiAl

Prueba. Sean E(A) el conjunto de las funciones de Katétov con dominio A,
C(A,R) el conjunto de las funciones continuas de A a R y 4R el conjunto de
todas las funciones de A a R.

Por definicion de tipo se tiene que |Sx (A)| = |E(A)|. Por otro lado tenemos
que
E(A) < C(A,R) < “R.
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Por lo que |E(A)| < 2l De las dos expresiones anteriores se tiene lo
deseado. T

Para lograr nuestro objetivo brindaremos algunas definiciones sobre cardi-
nales. Con CAR denotamos la clase de los cardinales infinitos.

Definicion 2.19. Un cardinal k se llama singular si existe A € CAR tal que
A < K, y existe una sucesion (fie)e<y en k tal que

Sup{pe 1 € < A} = k.
Los cardinales requlares son aquellos que no son singulares.
Definicion 2.20. Sean \,x € CAR. Definimos
K=Y = Sup{r®: € < A}
Con esto podemos iniciar la construcciéon de otros espacios universales.

Lema 2.21. Sea A\ € CAR tal que w < X\ y A = A=*. §i X es un espacio
métrico tal que | X| < A, entonces existe una extensionY de X tal que |Y| < A
y Y realiza los tipos con parametros en subconjuntos de X de tamano menor
que \.

Prueba. Sea X como en las hipdtesis. Por el Lema 2.18, se tiene que
|Sx(A)] <2 wlAl

para todo A € [X]=*. Como |A| < A y A no es numerable, tenemos que
|Sx(A)] < A. Por lo que

U sx@= Y A< <Z>\5>)\=)\/\=/\.
Ae[X]<> Ae[X]=<> £<A

Asi, sea (pe)e<y una enumeracion de
L Sx(4)
Ae[X]<>

posiblemente con repeticiones. Haciendo recusion sobre A definimos la siguiente
cadena de espacios:
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n Xp=X;
= para todo & < A definimos
Xer1 = Xe v {xe}
donde z¢ es un punto que realiza a pe y
= siy < Aes limite X, = (Jy_, Xo.

En los casos limite y 0 los espacios métricos estan bien definidos, veamos el caso
sucesor. Supongamos definido X, y consideramos también a pe. Supongamos
que A € X es el conjunto de pardmetros de pe. Luego tomamos un elemento
w tal que pe se realiza en A U {w}. Para terminar consideramos X¢.; =
(A U {w}) ®a X¢ que concuerda con X¢y1 = Xe U {w}. Con esto se prueba
que la cadena esta bien definida.

Consideramos Y = Ug —y X¢. Por construccion

Vi<Ix|+] | Sx(@)]<r+a=x
Ae[X]<A

Por lo que |Y| < Ay cada tipo de X con pardmetros en un conjunto cuyo
tamano es menos que A se realiza en Y. T

Si X es un espacio métrico que cumple con las hipotesis del lema 2.21, su
correspondiente Y lo denotaremos con X*. Ahora estamos en condiciones de
probar el siguiente teorema.

Teorema 2.22. Sea A € CAR. Si \ es reqular, w < X y A\ = \=*, entonces
existe un espacio métrico A-saturado.

Prueba. Sea X cualquier espacio métrico de tamano a lo més A. Definimos
por recursion transfinita para A, la siguiente cadena: Xg = X; si & < A

Xerr = (Xe)"
y para cada limite v < A se define

X, = Xe
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Sean K la unién de la cadena (X¢)e<y, A € [K]=* y p € Sg(A). Como |A| < A,

A es regular y
Ac U X&,
&<

entonces existe a < A tal que A < X,. Por lo que p € Sx_(A). Asi existe
z € Xot1 que realiza a p. Como X, € K, se tiene que K realiza p. T

Para terminar el tema, fijemos A como en las hipotesis del teorema.
El espacio K tiene propiedades analogas a las de U. A continuacion las
enumeramos en la siguiente proposiciéon que presentamos sin prueba, pues el
autor del texto considera que son completamente analogas a las expuestas
para U.

Proposicion 2.23. K goza de las siguiente propiedades:
" |]K| = A

= Cualquier espacio de tamano a lo mds \ se encaja isométricamente en
Ky

s K es \-homogéneo.

El espacio U es completo, asi fue construido. La completud de K sera
consecuencia de la no numerabilidad de A\ y de que K es A-saturado. La
prueba es completamente analoga a la prueba del la completud del espacio
en la Proposicion 2.17.

Teorema 2.24. K es un espacio métrico completo.

Prueba. Sea (x;);<, una sucesion de Cauchy en K. AsiY = {z; : i € w} esun
espacio métrico. Sea Y su completacién. Luego Y se encaja en K. Llamemos
e al encaje testigo. Por lo tanto la regla e(z;) — x; es un encaje parcial entre
subconjuntos numerables de KK, al ser éste A\-saturado con A no numerable,
existe ¢ € Aut(K) que lo extiende. Asi si z € Y es el punto de completacion
de Y, entonces (z;)i<, — @(e(2)). i

Con esto hemos probado que para todos los cardinales regulares x, que
cumplan con k=" = k, existe un espacio universal completo, k-homogéneo y
de tamano k.
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2.3. El Espacio Métrico Monstruo

Para terminar este capitulo ofreceremos la construcciéon de un espacio
métrico analogo a los modelos monstruo. Para lo cual se deben notar algunas
cosas. La primera es que la construccion que se di6 de K es analoga a la
construccién de modelos saturados, la cual vamos a extender. La segunda
es que Urysohn probd que no existe un espacio métrico que contenga una
copia isométrica de cualquier otro, es decir, no existe un universal para M, la
clase de los espacios métricos. A continuaciéon ofrecemos una prueba de estos
hechos.

Teorema 2.25. No existe un universal para M.

Prueba. Supongamos lo contrario. Sea (X, d) un espacio métrico universal
para M. Consideremos la clase OR de los ordinales y cada o € OR con la
métrica discreta. Por lo que para todo a € OR, a < X. Como X es un
conjunto tiene un cardinal, a saber A. Como 2* € OR, se tiene que 2* < X.
Por lo que hay una funcion inyectiva de 2* en . Lo que contradice el Teorema
de Cantor, pues | X| = A. i

En la prueba de este teorema se puede ver que la limitacion para la
existencia de un espacio universal para M, es que en la definicién de espacio
se pide que éste esté definido sobre un conjunto. En la matematica de manera
cotidiana trabajamos con clases o categorias, solo se tiene mucho cuidado en
no tratarlas como conjuntos. En seguida ofrecemos una construcciéon donde
no tomamos en cuenta esta limitante y se define un objeto analogo a U y a
K, cuyo universo es una clase propia.

Lema 2.26. Si X un espacio métrico, entonces existe un espacio X' que
realiza cualquier tipo con pardmetros en X.

Prueba. Consideremos |,y Sx(A). Por lo que

U x| = X [sx( < 29 < Y o <o

AcX AcX AcX AcX

Asi, por recursion sobre 2/¥! y amalgamando se consigue dicho X’; como en
la prueba del Lema 2.21. T
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Dado un espacio métrico X, al espacio resultante del Lema 2.26 le deno-
taremos con X',

Ahora consideramos cualquier espacio X. Por recursiéon para OR definimos
la siguiente cadena de espacios métricos: Xy = X; si § € OR, entonces
Xgp1 = (XB)/' Y para v € OR limite, consideramos

Xv UX§
<y
Definimos
M = U X,,.
aeOR

Claramente IM no es un conjunto, es una clase propia'. Para trabajar con IM
hay que tener ciertas precauciones, como emplear solo subclases de él que si
sean conjuntos.

Proposicion 2.27. M es k-saturado para todo k € CAR.

Prueba. Sean x € CAR, A € M de tamano menor que Kk y p € Sp(A). Asi
A es un conjunto y como

Ac U X,
aeOR

existe ap € OR tal que A < X,,. Por lo que p se realiza en (Xa)/, por tanto
en M. T

Hace falta calcar las pruebas ya expuestas con las precauciones necesarias
para ver que cualquier espacio se puede encajar en M y que si X, Y < M
son espacios para los cuales existe una isométria h: X — Y, entonces se
puede construir una funcional de IM en si mismo que trabaja como isometria
y extiende a h.

Con esto hemos explotado técnicas modelo-tedricas para la construccion de
varios espacios universales, inclusive el monstruo que propiamente hablando
no es uno, pero solo difiere de ellos por que su universo no es un conjunto.

IEn la literatura de teoria de modelos se le puede encontrar como modelo-clase. Una
clase propia es una colecciéon que no es un conjunto.



Capitulo 3

El Grupo de isometrias del
espacio de Urysohn

En este capitulo estudiaremos el grupo de isometrias del espacio de Ury-
sohn, pues algunas propiedades de este grupo son consecuencia de algunas
propiedades que posee la clase Mgq. En el capitulo 2 de este texto, se ha
expuesto una construccion de U como la completacion del limite Ug de la
clase Mgq. Por el Teorema 2.1 sabemos que U es polaco. Asi el grupo de
isometrias del espacio de Urysohn, con la topologia de la convergencia puntual,
es un grupo polaco. Por otro lado, como consecuencia de la Proposicion 1.43,
en este grupo coinciden la topologia de la convergencia puntual y la topologia
compacto-abierta.

En el capitulo 2, se establecié una relaciéon entre espacios métricos y
estructuras elementales. De esta relacion se derivd que los encajes isométri-
cos pudiesen ser considerados como encajes entre estructuras y viceversa;
analogamente con las isometrias. Asi, como conjuntos, Aut(U) = Iso(U) y
Aut(Uq) = Iso(Ugq). Los limites de clases de Fralssé son estructuras numera-
bles, por lo que, sin pérdida de generalidad, se puede considerar a w como su
universo. Por lo tanto, el grupo de automorfismos de un limite de una clase
de Fraissé puede realizarse como un grupo de permutaciones de w. En este
capitulo emplearemos algunas técnicas de la teoria descriptiva de conjuntos.
Para ello emplearemos como ambiente a S,; el grupo de permutaciones de w
con la topologia de la convergencia puntual, donde w es considerado con la
topologia discreta. Como w con la topologia discreta! es polaco, entonces S,

'En este trabajo, si no se indica lo contrario, a w se le considera con la topologia discreta.

39
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es polaco. Tomando en cuenta lo anterior:

Notacion 3.1. Dada 2L € V.. una estructura numerable, con Aut(d) se denota
al grupo (Aut(A), 0,1,y < S, con la topologia de subespacio.

Notacion 3.2. Si X es un espacio métrico, entonces Iso(X) denota al grupo
(Iso(X),0,1x) con la topologia heredada de C(X,X) con la topologia punto-
abierta.

3.1. Grupos extremadamente promediables

En esta seccion estudiaremos los subgrupos de S, que tienen la propiedad
del punto fijo para compactos. A estos grupos se les llama extremadamente
promediables. Como es de esperarse, Aut(Uy) tendra esta propiedad y para
deducirlo haremos uso de la teoria estructural de Ramsey sobre la clase de los
espacios métricos finitos racionales ordenados. Se tratara de ir directamente
a establecer la relacion entre la teoria estructural de Ramsey y la extrema
promediabilidad.

Proposicion 3.3. Sea G un grupo topologico y X un G-espacio compacto y
de Hausdorff. Asi los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Existe x € X tal que para todo g € G se tiene que gr = x.

2. Para todo n € 7, para toda f € C(X,R"), para todo € > 0 y para todo
F € [G]=¥ no vacio hay x € X tal que para cada h € F' se tiene que

| f(z) = f(ha) I<e.

Prueba. Una implicacion es trivial, veamos la otra. Para cada f € C'(X,R"),
e >0y F e |G]™ no vacio se define

A(f,e,F)={re X :Yhe F | f(x)— f(hx) ||[<e} < X.

Cada A(f,e, F) es un conjunto cerrado y por hipotesis no es vacio. Por lo
tanto

({A(f.e.F): fe C(X,R"),e > 0y F € [GI*\{T}} # @,

si la familia de los A(f,eF) tiene la propiedad de interseccion finita. En
efecto, sea k € Z*. Para cada 0 < i < k + 1 se toman n; € Z*, f; € C(X,R}),



3.1. GRUPOS EXTREMADAMENTE PROMEDIABLES 41

gi > 0y F; € [G]**. Definimos F = Fy u ... U Fy, ¢ = min{ey,..., e}
y f: X — R™*-*™ dada por f = (f1,..., fx). Asi, de la hipodtesis, el
conjunto A(f,e, F') no es vacio y ademas

k
f &, F g ﬂ fzvgla i )
i=1

de lo cual
N{A(f.e.F): fe>0y Fe G} # @.
Sea

ve[{Alf.e,F): f.e>0y Fe[G]*}.

Afirmamos que z es un punto fijo de G. Supongamos que no, es decir, su-
pongamos que hay gp € G tal que gx # x, por lo que hay una funciéon de
Urysohn h: X — [0,1] que los separa. Por lo tanto ¢ A(h, 1,{g0}), lo que
contradice la eleccién de x. T

Con la herramienta anterior podemos empezar a trabajar con la extrema
promediabilidad, para lo cual brindaremos la definicién formal y caracteriza-
remos a los subgrupos de S, que son extremadamente promediables. Con el
fin de establecer un lenguaje en comin hacemos la siguiente notacion.

Notacién 3.4. Sea G un grupo y H < G. Entonces

GHz{gH:geG}y

g\¢ = {Hg ig€ G}.
Definiciéon 3.5. Sea G un grupo topoldgico.
1. Un G-espacio X se llama G-flujo si X es compacto y Hausdorff.

2. El grupo G se llama extremadamente promediable si para cada G-flujo
X, hay x € X tal que para todo g € G, gr = x. También se dice que G
tiene la propiedad del punto fijo sobre compactos.

La Proposicion 3.3 brinda un método para verificar la propiedad del punto
fijo. En el siguiente teorema lo emplearemos.
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Teorema 3.6. Sea G < S, cerrado. Asi las siguientes condiciones son
equivalentes:

» el grupo G es extremadamente promediable y

» para todos H < G abierto, k > 1, q: %/ — {1,...,k} una coloracion
y A< %/g, entonces existe g € G tal que gA es monocromdtico.

Prueba. Comencemos con la suficiencia. Consideramos
G
— H
Z="11{1,.. .k},

el espacio de todas las k-coloraciones de /. Este es un espacio compacto,
por lo que podemos hacer de Z un G-flujo considerando la accién natural;
esto es, para cada p € Z y cualesquiera g, g; € G, se tiene que

(9p)(91H) = plg~ g1 H).

Tomemos k > 2 y
q: /g — {1,...k}.

Asi G(g) es un subconjunto compacto e invariante de Z. Luego G(q) es un
G-flujo. Al ser G extremadamente promediable, existe ¢ € G(q) tal que para
todo g, ¢’ € G tenemos que c(¢'H) = (gc)(¢'H) = ¢(g~'¢g'H). Por esta razén
c es constante.

Sea A € ¢/ finito y no vacio. Como ¢ € G(q), entonces existe gy € G tal
que

gocla=qla.
Asi q es constante en g; ' A.

Para la necesidad emplearemos la Proposicion 3.3. Sea X un G-flujo.
Consideramos asi f,e y F' como en la Proposiciéon 3.3. Como G < S, los
estabilizadores de conjuntos finitos de w son una base fundamental para 1¢
[1]. Por lo que hay V' = Gk con K < w finito, tal que para todo z € X y
todo v € V se tiene que || f(z) — f(vz) [[< §. Como f es continua, f[X] es
compacto. Por lo que se pueden encontrar Ay, ..., Ay € f[X] tales que

L|Ai = fIX] y diam(A;) <

A~ ™
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Si fijamos w € X, con la division de f[X] podemos dividir a G definiendo
Uy = {9 € G: f(gw) € A;}. Luego para cada g € G hay i < k tal que
Vg < VU;. Por lo que podemos definir ¢: \% — {1,..., k} de tal manera
que para cada 1 <i <k, ¢(Vg) =i si Vg < VU,. Consideremos

A={Vh:heFu{lg}}.

Luego tomamos a /\% como G-espacio, donde la acciéon queda definida de
la siguiente manera: para todos g,h € G, g+ Vh = Vhg~!. Por hipotesis
hay g € G tal que gA es monocromético. Por lo que hay j < k tal que
q(Vhg™') = j para cada h e F U {15}.

Afirmamos que g~'w es el elemento que verifica que para cada h e F, ||
f(g~'w) — f(hg~'w) ||< €. En efecto, sea x = g~ 'w. Como A = \(F U {1¢}),
entonces

gA={Vhgt:heFu{lg}}.
Como q(Vhg™') = j para cada h € F U {15}, entonces se tiene que

Jtvhg ' ihe Fo{leh) VU,

Asi Vhg™" < VU;. Luego para cada h € F'u{lg} y cada v € V existen u € U;
y v' € V tales que vhg™' = v'u. Por lo que hay v; € V tal que v1hg™' € Uj.
Asi f(v1hx) € A; y por nuestra eleccion de V), se tiene que

| f(hz) — f(viha)| <

AN

Como Vg~ € A, también |f(z) — f(v"z)| < §. Por lo que
£

f(a). fha) e | Bla, ).

(IEAj
Por la desigualdad del triangulo se concluye lo deseado. T

La prueba anterior es 1til, pues caracteriza la extrema promediabilidad de
un grupo G con propiedades de coloracion sobre algunos conjuntos de clases
laterales. Por otro lado si G < S, es cerrado y extremadamente promediable,
entonces G —~ 2“ con la acciéon natural. Ademas pensando en la coleccion de
ordenes lineales de w, LO < 24> no es dificil ver que ésta puede considerarse
como subespacio del espacio de Cantor. Por lo tanto G —~ LO. Asi hay un
orden que G fija en w.
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Notacion 3.7. Sean X yY conjuntos yC < XY . Para cadaxe X yW €Y
tomamos

Mo(z, W) ={feC: f(x)e W}.

St no hay lugar a confusion respecto al ambiente C', simplemente escribimos

M(z,W).

Para comenzar a emplear la teoria estructural de Ramsey, observemos que
si 2 es una estructura numerable, entonces podemos considerar a su universo
como w. Por lo que Aut(2A) < S,,. Ademas, afirmamos que Aut(2() es cerrado
en S,. En efecto, si g € S, \Aut(2l), entonces g o no preserva una relacion, o
no respeta una funcion o toma un valor distinto a la interpretacion de alguna
constante, para alguna constante. En esta prueba solo se muestra el caso
donde g no preserva alguna relacion, los otros casos son analogos.

Sea R € 7 una relacién que no sea preservada por g. Por lo tanto existen
ai,...,a, € A tales que
2
(al,...,an) eR

(9(ar), ..., g(an)) ¢ R™.

Por lo que

g€ ()Mo, fola}) = S\ Aus()

i=1
Ahora veremos que la conversa se da de una manera excelente.

Lema 3.8. Para cada G < S, existe un tipo de semejanza numerable T y
A € V; una estructura de Fraissé tales que G = Aut(2g).

Prueba. Para cada n € Z*, se tiene la accion natural G — w" definida como
sigue: para cada g € G y cada z1,...,x, € w",

g(x1, ... ) = (921, .., gTy).

Hacemos 7 = {R,., Z:UJZTL?G. Tomamos A = (w, {R35}), donde

R?’%:Oew /G-

De lo anterior G < G < Aut(2). Consideremos h € Aut(Ag). Si a € w,
entonces h € M(a, {h(a)}). Asi
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De lo cual existe g € G tal que ga = h(a), luego g € M(a,{h(a)}). Asi
Aut(QlG) c G.

Para terminar afirmamos que 2 es w-homogénea. En efecto, sean
81,8, < Ay
finitas e isomorfas. Llamamos
h: Bl I BQ

al isomorfismo que verifica la isomorfia entre By y Bs. Luego si escribimos
By = {by,...,b,}, entonces By = {h(by),...,h(b,)}. Por lo que existe n € Z*
y existe o € “" /¢ tales que (by,...,b,) € o.

Ahora,
(b1,...,by) €0 < (by,...,b,) € RO
< (by,...,by) € RYL < (h(by), ..., h(b,)) € RY?
< (h(b1), ..., h(by)) € R2G < (h(b1), ..., h(by)) € 0.
por lo tanto existe g € Aut(Rs) que extiende a h.

Como 2Ug es relacional, entonces es localmente finita; hemos tomado
2| = w, por lo tanto A¢ es numerable y ya esta probado que g es
w-homogénea. Asi g es una estructura relacional. T

Corolario 3.9. Sea G < S, cerrado. Entonces existe un tipo de semejanza T
y una estructura numerable Ag € V, tales que

Aut(QlG) =@.

Definicion 3.10. Una estructura A € V, se llama ordenada st hay <€ 7 tal
que la {<}-estructura (A, <*) e COTO.

Ahora presentamos los teoremas mas importante de esta seccion.

Teorema 3.11 (Kechris-Pestov-Todorcevic). Sea G < S, cerrado. Si G es
extremadamente promediable, entonces existe T un tipo de semejanza y existe
§ € V; ordenada tal que Aut(F) = G, cada estructura en E(F) es rigida y
E(F) tiene la propiedad de Ramsey.
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Prueba. Definimos .
' = {Ron} ', 1.

nez+

Por la prueba del Corolario 3.9, sabemos que hay una estructura de Fraissé
Q(G € ‘/T/ tal que
Aut(%lg) = G.

Como G es extremadamente promediable, entonces G fija un orden O sobre
w.

Definimos
=1 U{<}

Ahora consideramos § € V. definida como sigue:
1. |§| = w;

2. para cada R,, € 7',
5 _ p
Ro,n - RO,?L y

3. <%= 0.
Como <% es un punto fijo de G, entonces

Aut(F) = Aut(g) = G.

Sea K = £(F). Las estructuras en K son rigidas, ya que son finitas y
ordenadas. Veamos que K tiene la propiedad de Ramsey. Por el Teorema 1.40
basta probar que para todo 2 < k y para cualesquiera A < B € IC, se tiene
que § — (B)}.

Sean k = 2, 2,8 € K tales que 2 < B. Como 2 es rigida entonces se
puede identificar (3) con 9/ ,. Tomamos una k-coloracion

" (gl>—>{1,...,k}.

Por lo que ¢ induce una k-coloracion

q: %, — {1,... k}.

Sea E' = (ﬁ) Por lo tanto E’ es finito y hay su correspondiente E < /¢ ,.
Dado que G es extremadamente promediable y G4 es un subgrupo abierto
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de GG, entonces existe g € G tal que gF es ¢’-monocromatico. Luego g(g) es
g-monocromatico. Pero g(i) = (92? ), por lo que ¢*B es la estructura buscada.

Como K es un esqueleto, entonces tiene HP una clase de Ramsey.

f

Teorema 3.12 (Kechris-Pestov-Todorcevic). Sea IC S V. una clase de Fraissé
con limite §. Si IC es de Ramsey y § ordenada, entonces Aut(§) es extrema-
damente promediable.

Prueba. Nombremos G = Aut(§). Notemos que al ser § ordenada, las
estructuras en K son rigidas. Por otro lado G < S, por lo que para cada
F € [w]®¥, GF es un subgrupo abierto de G. De lo cual

{G p<G:Dcw & D es el universo de una subestructura finita de S}
es una base fundamental para la identidad. Asi basta verificar con ellos las

propiedades de coloracion.

Sea 2 < § finita, k > 2,

q¢:%a,—{1,...,n}

y E € %/q, finito. Como en la prueba del Teorema 3.11, “/¢, se puede
identificar con (g[) Lo cual induce una k-coloracién

g (gl) BT

B =(U{gA:9Ga € E})s.

Asi % < B. Como § — (B)¥, entonces hay By € (g) tal que (%°) es
monocromatico para ¢'. Sea h el isomorfismo de 8B en B,. Como § es w-
homogénea, existe g € G tal que gB = By. Por lo que {gAp : Ay € (ﬁ)} es

monocromatico para ¢'. Por lo tanto g es monocromatico para q.

Definimos

Corolario 3.13. Sea § una estructura de Fraissé ordenada. Si K es el
esqueleto de §, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

w Aut(F) es extremadamente promediable

s [C es de Ramsey



48 CAPITULO 3. EL GRUPO DE ISOMETRIAS DE U

Con lo cual tenemos un resultado inmediato.

Teorema 3.14 (Pestov). El grupo Aut({Q, <)) es extremadamente prome-
diable.

Prueba. Sabemos que (Q, <) es el limite de Fraiss¢é de COTOFIN y una
estructura ordenada. Por la Proposicion 1.36 sabemos que COTOFIN es de
Ramsey. Por el Corolario 3.13 tenemos que Aut({Q, <)) es extremadamente
promediable. T

Ahora tenemos un buen ejemplo de la extrema promediabilidad, pues en el
se refleja la importancia del orden en la estructura. Sabemos que w es el limite
de Fraisse de FIN — {JJ} ¥ que ésta es una clase de Ramsey. Pero S, no es
extremadamente promediable, puesto que ya hemos notado que fijar un orden
en w es necesario para ésto. Lo cual no ocurre, basta tomar O una relaciéon
de orden para w: Sean a,b € w y sin perdida de generalidad suponemos que
(a,b) € O. Por lo tanto cualquier g € S, que extienda al ciclo a — by b— a
sirve para probar que S,,(O) tiene mas de un elemento.

3.2. El grupo de isometrias del espacio de Ury-
sohn es extremadamente promediable

Nuestro objetivo es probar que Iso(U) con la topologia de la convergencia
puntual es extremadamente promediable. Suena tentador afirmar que lo es
pues U ha sido construido a partir de un limite de Fraissé y Aut(Ug) se
puede encajar en Iso(U), pero debemos recordar que en la teoria que hemos
desarrollado todo se ha manejado para subgrupos cerrados de S, donde
w tiene la topologia discreta, por lo que debemos crear enlaces y verificar
algunas cosas. En lo que sigue presentaremos los resultados para obtener
nuestro objetivo.

Definicién 3.15. Por M3 denotamos a la clase de lo espacios métricos
finitos ordenados con distancias en S.

Ya hemos probado que Mg es una clase de Fraissé. Para ver el caso de
Mg basta agregar algunas observaciones.

Teorema 3.16. ./\/la es una clase de Fraissé.
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Prueba. Para esta prueba emplearemos que Mg y COTOFIN son clases de
Fraissé.
Como el tipo de semejanza que usamos para la clase es relacional, entonces

Mg tiene la HP. Pues dados cualquier 2 € Mg y cualquier X < A, se tiene
que X es el universo de un espacio métrico finito ordenado y racional.

Como Mg es una clase de Fraisse, entonces

Asi, dado un conjunto X con n elementos hay a lo sumo w espacios métricos
con universo X. Sea (2;);<, una enumeracion de todos ellos, posiblemente
con repeticiones. También sabemos que COTOFIN es una clase de Fraisse.
Asi dado un conjunto Y con n elementos, hay a lo sumo w ordenes lineales
sobre Y. Por lo tanto, si consideramos un espacio 2;, a éste se le puede dotar
a lo mas de w ordenes lineales sobre A; = X. Luego para cada m < w hay
a lo sumo w - w = w espacios métricos finitos ordenados y racionales sobre
un conjunto de tamano m. Asi, la cantidad de clases de isomorffa en Mg es
contable.

Dada B8 € COTOFIN, a B se le puede equipar con la métrica discreta.
Como COTOFIN es de Fralssé, entonces tiene estructuras arbitrariamente
grandes. Asi Mg tiene estructuras arbitrariamente grandes.

Se probaré que Mg tiene JEP. Considérense 2, B € Mg. Ahora se toman
(A, <, (B, <®) e COTOFIN, las estructuras resultantes de retirar de A y
% la métrica. Como COTOFIN es una clase de Fraisse, existe

¢’ = (C,<%) e COTOFIN

y existen encajes

f1: <A> <Q[> - €, y
f2:(B,<® — ¢

Por lo que sin perdida de generalidad podemos suponer que fi[A]u fo| B] = C.
Ahora definimos una métrica do sobre C' de la siguiente forma:

1. para cada aj,as € A, de(fi(a1), fi(az)) = da(ay, as);

2. si by, by € B, entonces de(fa(b1), fa(b2)) = dp(b1,b2) y
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3. para cualesquiecraae Ay be B,

dc(fi(a), f2(b)) = maxda[A x A] + maxdg[B x B].

Sea € el espacio métrico que resulta de equipar a €' con d¢. Asi € € Mg.
Por construccion f; y fo son encajes. En efecto, f; y fo ya han sido tomados
encajes de ordenes. Por la manera en la que se defini6 la métrica en C' también
son encajes isométricos. Por lo que Mg tiene JEP.

La prueba de que Mg tiene AP es completamente analoga a la prueba
de la JEP. De tomar tres estructuras con sus encajes respectivos en Mg,
podemos solo considerar su parte ordenada, por ser clase de Fraisse COTOFIN
éstos tendran una amalgama. A la cual se le da la métrica de forma idéntica
que en la prueba de la Proposicion 2.2.

Por lo tanto Mg es una clase de Fraisse. T
Denotamos con Ug al limite de Fraisse de la clase Mg.
Lema 3.17. Aut(Ug) < Aut(Uq) y Aut(Ug) es denso en Aut(Ug).

Prueba. La parte de que Aut(Ug) < Aut(Ugq) es clara.

Se probaré la densidad de Aut(Ug) en Aut(Ug). Sea V' < Aut(Uqg) un
abierto no vacio. Por lo que existe g € V. Luego existe n € Z* y existen
ai,...,0n,01,...,b, € Ug tales que

ge ﬂ M(ag, {b;}) € V < Aut(Ug).

Notemos que {(a;,b;) : i € {1,...,n}} es una isometria entre conjuntos finitos.
Ademés podemos considerar 6rdenes <4y < para {a;,...,a,} y {b1,...,b,}
respectivamente, tales que

ap <tay <t <ta,y b <Py <P <P,

Por lo que {(a;,b;) : i € {1,...,n}} también se puede considerar como
morfismo de ordenes.

Como Ug es el limite de Mg, entonces

<{CL1, < 7an}7 <A7 P r{a1,..A,an}><{a1,...,an}> < U(E y
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by, ..., bal, <B.p P borssbnd % (b)) < Ua

Como Ug es w-homogénea, existe h € Aut(Ug) que lo extiende a {(a;, b;) :
ie{l,...,n}}. Por lo tanto

he (M, {b}) < V.
i=1
Ast V n Aut(Ug) # &, obteniendo lo que buscédbamos. T

El Lema 3.17 lo emplearemos méas adelante cuando veamos que la extrema
promediabilidad se preserva bajo morfismos continuos. El siguiente punto a
tratar es que Mg es una clase de Ramsey, lo cual es un trabajo de Jaroslav
Nesétiil [16] [17]. Presentar una prueba autocontenida del resultado resultaria
muy largo, en [6] podemos encontrarla. Estas notas se recomiendan amplia-
mente por la claridad con la que se han expuesto las ideas y la organizacion
de los resultados. Nosotros nos limitaremos a explicar la idea de la prueba.

El trabajo en la teoria estructural del Ramsey se hace sobre clases de
estructuras que son un poco distintas a las clases de estructuras de primer
orden, pues se les suele imponer propiedades que no se pueden expresar en
estos lenguajes. Por lo que también se tienen que definir los morfismos de las
clases. Nuestro referente son los espacios métricos. Si [ es un espacio métrico,
sabemos que Ry es la identidad y que es la tinica relacion que la contiene.
Para un real positivo r, R* es irreflexiva y simétrica. Por lo que podemos
identificarla con {{a,b} < A : d(a,b) = r}. Asi la propiedad de ser isometria
queda determinada por imagenes directas de pares desordenados. Lo que nos
muestra que algunas relaciones pueden ser manejadas como conjuntos de
n-conjuntos. Se define un sistema relacional de la siguiente manera: dado un
conjunto I contable, se considera A = (9;);c; una sucesion de enteros positivos,
a la que llamaremos signatura. Definimos el sistema relacional como un par
ordenado (A, S) donde A es un conjunto finito no vacio linealmente ordenado
v S ={S; :i e I} tal que para cada i € I, S; < [A]%. Llamamos Rel(A) a
la clase de sistemas relacionales con signatura A y Rel la clase de todas los
sistemas relacionales.

Teorema 3.18 (Nesétiil [6]). Rel(A) es de Ramsey.
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A pesar de que podemos tomar I un conjunto numerable de reales no
negativos, no todos los sistemas relacionales son espacios métricos, pues estos
no distinguen la desigualdad triangular necesariamente. Para ir aproximando
el concepto de espacio métrico se emplea una funcién que a cada arista
en un sistema relacional le asigne un real positivo. Sean d y D dos reales
positivos tales que d < D. Asi Rel(d, D) es una subclase de Rel donde
d; =2 eI < |[d, D] contable. Un morfismo f, ademas de preservar el orden,
también debe preservar el real asignado a cada arista; es decir, {a,b} € S;
siy solo si {f(a), f(b)} € S;. Los objetos de Rel(d, D) se pueden considerar
como estructuras relacionales, donde todas las relaciones son de aridad 2 y
simétricas.

Teorema 3.19 (Nesétiil [6]). Rel(d, D) es de Ramsey.

Para garantizar la desigualdad del triangulo, se introduce para cada entero
positivo [, la nociéon de arista [-métrica.

Definicion 3.20. Dado un sistema relacional {X,{R;}icr) con I < [d, D] <
R contable y a,b € X. La arista {a,b} € R; se llama l-métrica si para toda
trayectoria

@ = U, Uy, ..., U =

b
con t <1 tal que {uy,up41} € Ry, se tiene que i <y + ...+ .

Asi se define Rel;(d, D) como la subclase de Rel(d, D) donde los sistemas
(A, {R;}icr) cumplen las siguientes propiedades:

» cada R; es irreflexiva y simétrica;
» para cada ¢,j € [,si?# jentonces R; "R = Jy

s cada arista es [-métrica.

Si en un sistema relacional cada arista es [-métrica para cada [, decimos que
la arista es métrica. Con esto tenemos que un sistema donde cada par de
puntos estan unidos por una arista métrica se puede considerar como un
espacio métrico.

No todos los objetos de Rel;(d, D) son espacios métricos. Sin embargo es
posible asignarles un espacio métrico bastante conveniente. Dados dos puntos
x y y definimos su distancia como el minimo de los valores que se obtienen
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sumando los pesos de las aristas en una x — y trayectoria. Asi los valores
de esta métrica estdn en el submonoide generado por I < R. Por otro lado,
tomando el minimo entre esta métrica y D podemos asegurar la existencia de
una métrica que toma valores en los elementos del submonoide generado por
I que estéan en el intervalo [d, D].

Teorema 3.21 (Nesétiil). Sean | € Z* y d, D € R* tales que d < D. Si
20 € Rel(d, D) es un espacié métricos, entonces para cada B € Rel,(d, D) tal
que A < B existe € € Rel,(d, D) donde

¢ — (B)Y en la clase Rely(d, D).
El resultado anterior es el que nos lleva a verificar que Mg es de Ramsey.

Teorema 3.22 (Nesétiil). My es una clase de Ramsey.

Prueba. Sean (X, px), (Y, py) € M= tales que (X, px) < (Y, py). Conside-
ramos d el minimo valor positivo de py y D el valor maximo de ésta. Sea
l e Z7 tal que % < [. Consideramos los sistemas relacionales asociados, que
en nuestro caso se pueden identificar con estructuras elementales, 2 para
X y B para Y. Asi 2 € Rel(d, D) con 2 espacio métrico y B € Rel;(d, D),
pues al ser espacio métrico sus aristas son métricas y por lo tanto [-métricas.
También se tiene que A < B pues (X, px) < (Y, py). Luego por el Teorema
3.21, existen J < [d, D] y {(C,{R;};cs€ € Reli(d, D) tales que

¢ — (B)3 en la clase Rel;(d, D).

Definimos una métrica en C' de la siguiente forma: si x,y € C, pc(z,y)
es el minimo entre D y el minimo de los j; + ... + js tales que existe una
trayectoria = co,...,cs = y con {x;,xj11} € R?H. Como € € Reli(d, D),
cada arista es [-métrica. Afirmamos que po(z,y) = j si y solo si {z,y} € R5.
En efecto, la parte solo si es obvia, veamos el si. Sea x = cg,...,cs = y una
trayectoria. Si s < [, por ser {x,y} una arista [-métrica se tiene que

I<n+...+7s
Sil < s, setiene que j1 + ...+ js >1d> D, luego j < j1 + ... + Js-

Con lo anterior si ¢ es un morfismo de 2 en € se le puede considerar
como una isometria, pues pa(z,y) = i si y solo si {z,y} € R¥ si y solo si

{@(x), 0(y)} € R sy solo si pe(p(x),¢(y)) = i. Con lo que
(Cypey — (B, pp))s .
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El Teorema 3.22 es mas general de lo que queriamos, pues habla de la
clase de los espacios métricos finitos ordenados, la cual es £(U<). Por otro
lado, para la estructura € también se ha probado que pc(z,y) = j si y solo
si {z,y} e R?. Por lo cual si 4, B € Mg basta tomar € como el subespacio
métrico racional del espacio cuya existencia garantiza el Teorema 3.22.

Corolario 3.23 (Nesétiil [6]). Mg es una clase de Ramsey.

Del Corolario 3.23, la Proposiciéon 3.16 y el Teorema 3.12 tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 3.24. Aut(Ug) es extremadamente promediable.

Ahora debemos transferir la extrema promediabilidad de Aut(Ug) a
Iso(U).

Proposicion 3.25. Sean G y Gy grupos topoldgicos. St Gy es extremada-
mente promediable y existe un morfismo continuo h: G; — G5 cuya imagen
es densa, entonces G también es extremadamente promediable.

Prueba. Sea X un Gs-flujo y consideremos la accion a: Gy x X — X.
Definimos una acciéon g: Gy x X — X de la siguiente manera:

Vg e GiVr e X, B(g,x) = a(h(g), x).

La accién S es continua, pues a y h lo son. Como (G es extremadamente
promediable, existe un punto fijo zo € X. Asi para cada g € GGy, se tiene que
a(h(g), o) = zo y como h[G1] es denso en G, entonces o también es punto
fijo para a. Por lo que G5 también es extremadamente promediable. T

Del la Proposicién 3.25 y del Lema 3.17 se desprende que Aut(Ug) es
extremadamente promediable. Como Ugq es denso en U, a cada g € Aut(Ug)
le corresponde una tunica extension g € Iso(U). Veamos que esta asignacion
es continua.

Lema 3.26. La asignacion g — g entre elementos de Aut(Ug) y Aut(U) es
continua.

Prueba. Sea {¢,}n<, — ¢ una sucesion en Aut(Ug). Afirmamos que

{g_n}n<w —4g.
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Sea x € U. Veamos que {g,(%)}n<w — g(z). Para lo cual se toman ¢ > 0y
u € Ugq tal que p(x,u) < 5. Sin < w se tiene que
p(gn (), g(x))
< p(Gn(), Gn(w)) + p(Gn(w), g(w)) + p(g(u), g(2))
= p(x,u) + p(gn(u), g(u)) + p(u, z).
Como {gn}n<w — g en Aut(Uq) y u € Ug, existe N € w tal que para todo
m > N se tiene que g,,(u) = g(u). Luego para todo m > N
pla,u) + p(gm(u), g(w) + pu, ) <.

f

Lema 3.27. La asignacion g — g entre elementos de Aut(Uq) y Aut(U) es
un morfismo de grupos.

Prueba. Sean g,h € Aut(Uq) y « € U. Por lo tanto hay una sucesion (u;);<.,

en Ugq tal que (u;)i<, — 2. Luego

goh(x) = lin (g0 )(u,) = lim (g0 h)(u,)

= g( lim (h(w))) = (go h)(z).

n—o0

f

De la Proposicion 3.25, el Lema 3.26 y el Lema 3.27 tenemos que el grupo
{7 : g € Aut(Ug)}]iso(v) es extremadamente promediable.

Afirmamos que
[{g:g¢€ Aut(UQ)}]ISO(U) = Iso(U).

Sea M(x, B(y,r)) un abierto de Iso(U). Tomamos u,,u, € Ug tales que
p(uz, ), pluy,y) < 5. Como Uq es w-homogéneo, existe g € Aut(Uq) tal que
g(uy) = uy. Veamos que g€ M(x, B(y,r)). Asi
p(g(x),y) < p(g(2), G(us)) + p(9(uz), y)
= p(@,ue) + p(g(uz),y) = p(x, ux) + pluy, y) <.
Por lo tanto g € M (z, B(y,r)). En suma tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.28. Iso(U) con la topologia de la convergencia puntual es extre-
madamente promediable.
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3.3. La Propiedad de Hrushovski

Definicion 3.29. Una funcion p es un isomorfismo parcial de la estructura
A, si existen B,C < A, tales que p: B = €. Denotaremos por Part() el
congunto de los isomorfismos parciales de 2.

El matematico Ehud Hrushovski prob6 que para el caso de las graficas
finitas se tiene esta propiedad; es decir:

Teorema 3.30 (Hrushovski [10]). Para cada grifica finita G, existe una
grdfica finita G’ tal que

1. GGy
2. para cada p € Part(G) existe g € Aut(G') tal que g lg= p.

Cuando una clase de estructuras finitas tiene esta propiedad se denomina
clase de Hrushovski. El Teorema 3.30 dice que la clase de las graficas finitas
es una clase de Hrushovski. Ya hemos visto en este trabajo que la clase de los
espacios métricos finitos racionales tiene varias propiedades combinatorias,
esta serd una mas.

La prueba del Teorema de Hrushovski es de caracter combinatorio y nada
trivial, el caso de los espacios métricos tampoco lo es. Nosotros presentaremos
la prueba dada por Solecki, la cual emplea el Teorema de Herwing-Lascar.

Definicion 3.31. Sean 7 un tipo de semejanza finito y relacional, F < V,
un congunto finito y A € V.. La estructura A se llama F libre si no hay un
morfismo débil? de alguna estructura de F en .

Teorema 3.32 (Herwing-Lascar [8]). Sea 7 un tipo de semejanza finito y
relacional. Sea F' < V. un conjunto finito. St % € T es finita y F'-libre, entonces
existe una estructura finita % € V. que cumple las siguientes propiedades:

1. A <%B;
2. B es F-libre y

3. Cualquier isomorfismo parcial de A se extiende a un automorfismo de

B.

2En la definicién de morfismo, para las letras relacionales se pidi6é que se cumpliera un
bicondicional, la debilidad consiste en que solo se pide la suficiencia.
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Podemos pensar a F' como un conjunto de subobjetos prohibidos. A
continuacion probaremos el resultado que nos dejara deducir que Mgq es una
clase de Hrushovski.

Teorema 3.33 (Solecki [20]). La clase de los espacios métricos finitos es una
clase de Hrushouvsks.

Prueba. Sea 2l un espacio métrico finito. Consideremos
D ={ds(a,b):a#b & a,be A}

Sea 7 = {R;}iepufo;- Claramente 2 € V.. Ahora se construird un conjunto
finito de estructuras que se usara para aplicar el Teorema de Herwing-Lascar.
Definimos una configuracién en D como « = (rg, 71, ...,7,) € D" tal que

n

Zn <Tp.

i=1
Dada una configuracion « se define la estructura €, € V. como sigue:

C= {207 Rly--- 7Zn};
para R; con ¢ que no aparece en la configuracion « se decreta la relacion vacia;
si 741 ocurre en la configuracion a, entonces

Rye = {(2,2j11) (211, %)}

y Ry = {(20, 2n), (2n, 20)}. Se toma

F ={¢€, : a es configuracion }.

Si hubiera un morfismo débil de una estructura de F' en 2 se tendria que
hay m + 1 puntos en A tales que

m

Z dA(U)j, wj+1) < dA(’U)(), U)m)

i=1

Lo que contradice la desigualdad del triangulo. Por lo tanto %A es F-libre. Asi,
por el Teorema de Herwing-Lascar existe una 7-estructura finita € que es
F-libre y su grupo de automorfismos posee extensiones para los isomorfismos
parciales de 2.
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Como no hay garantia que € sea un espacio métrico, se construira una
subestructura de € a la que se le pueda dotar de una métrica.

Considérese la grafica € cuyo conjunto de vértices es C' y para cada
z,y € C, se tiene que (z,y) es una arista de @ si y solo si hay r € D tal
que (z,y) € RE. Como 2l < €, podemos identificarla como subestructura.
Asi, la gréafica inducida por A es completa y por tanto conexa. Sea &’ la
componente conexa de la grafica € inducida por A. Consideramos &” = (G ).
Por la eleccién de &’ tenemos que A < &”. A la estructura &” se le dotara
de estructura métrica. Si xz,y € G’, entonces por conexidad de &’ existe una
trayectoria

T =1Upy...,Up =Y

en ®'. Ademas se tiene que para cada i < n, (u;,ujy1) € Rfi. Tomamos
en consideracion ro + ... + r,. Asi dg(x,y) serd el minimo de las sumas
ro + ...+ r, corriendo sobre las trayectorias de x a y. Afirmamos que esta
regla de correspondencia es una métrica. En efecto, como D < R* se tiene
que dg(z,y) = 0 si y solo si # = y. Por la simetria de las trayectorias
tenemos la simetria de dg y por considerar la suma minima de los pesos de
las aristas tenemos la desigualdad triangular. Llamaremos & al respectivo
espacio métrico que resulta de &'.

Como A induce una grafica completa tenemos que dg [ axa= d4. Veamos
que toda isometria parcial de 2 se extiende a una isometria de &. Sea
¢' € Part(2(). Por el Teorema 3.32, existe ¢ € Aut(€) que lo extiende.

Veamos que ¢[G] = G. Si p(w) € $[G], entonces para todo a € A hay
un camino de w a a. Consideremos a € Dom(¢'). Luego existe un camino
w = Ug,...,u, =adonde (u;, uj+1) € R,,. Al ser ¢ extension de ¢', tenemos
que

¢(w) = @(uo), .., Bun) = ¢'(a)

es una trayectoria de un elemento de A a @(w). Por lo tanto ¢(w) € G. Con
lo que se concluye que ¢[G] € G. Como G es finito y @ es biyectiva, entonces
¢|G] = G. Si se toma ¢ = @ g, tenemos que ¢ € Iso(B) y ¢ extiende a

o' T

Notemos que en la prueba del Teorema 3.33, la métrica dg toma valores en
el submonoide generado por D en R; es decir, las distancias del nuevo espacio
métrico se encuentran en el submonoide de R generado por las distancias del
dado. Asi se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.34. Mg es una clase de Hrushovsks.

Veamos qué repercusiones tiene ésto en Ug con un teorema de corte mas
general.

Teorema 3.35 (Kechris-Rosendal [13]). Si K < V, una clase de Fraissé con
limite §, entonces son equivalentes:

1. K es de Hrushovski y

2. FExiste una cadena

Go <Gy < ... < Aut(F)

de subgrupos compactos cuya union es densa en Aul(§).

Prueba. Para la suficiencia se construird primero una cadena de subestruc-
turas finitas de §.

Sea (am)mew una enumeracion del universo de §. Tomemos 2y € K cual-
quier estructura. Supongamos definida la estructura finitamente generada
20, < §. Asi existe ng € w tal que a,, ¢ A,. Como K es una clase de Hrus-
hovski, existe B € IC que verifica la propiedad de extension de isomorfismos
parciales para A, U {a,,} tal que A, < B. Asi por la w-homogeneidad de §,
tomamos una extension 2, de 2, isomorfo a B. Asi se tiene la cadena

(2) new-

Definimos para cada n < w el grupo
H, = Aut(,).

Como Aut(2l,,1) extiende los isomorfismos parciales de 2, U {a,,}, con m
como se ha indicado, en particular extiende a los elementos Aut(2(,). Por lo

tanto para cada n < w,
Hn < HnJrl'

Veamos ahora que la union es densa en Aut(F). Sea V' < Aut(F) abierto
no vacio. Como V' # (J, entonces hay g € V. Por lo que existe n € Z y existen
€1y...,6n,b1,...,b, € F tales que

ge ﬂ M(e;, {b;}) < V.
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Bajo estas consideraciones hay s < w tal que eq,...,e,,b1,...,b, € Ag. Asi
{(ei, b;) : i < n} € Part(As).
De lo cual hay ¢’ € Aut(2s,1) tal que
{(e;,0;):i<n}cg.
De este hecho se sigue que ¢’ € V; es decir,

UHan;é@.

n<w

Asi |, Hy es denso en Aut(g).

Para la necesidad consideramos (G,,),~, como en la hipotesis y 2 € K.
Como § es el limite de Fraissé de IC, entonces 2 < §. Por lo que 2 se puede
considerar como subestructura de §. Asi para cada p € Part(2l), se considera

V= [] M@ {p@)}).

zeDom(p)

Por lo que V), es un abierto en Aut(g), pues el dominio de p es finito.

Por la densidad de | J{G,, : n < w} < Aut(F), se tiene que

me(UGn>;ﬁ®.

n<w

Para cada p € Part(2() consideramos g, € V,, n (Un - Gn). Al ser Part()

finito podemos encontrar G, que contiene a cada g,. Definimos
B = <Gm(A)>8" :

Como A es finito y G,, compacto, entonces G,,(A) es un compacto de F.
Como se esta considerando la topologia discreta en F', entonces G,,(A) es
finito. Por lo tanto 8 también es finito.

Veamos que B es G,-invariante. Como laug) € G, claramente B <
G (B). Para ver la otra contencion se toma b € B. Por la Proposicion 1.12
existe t € TRM, y existen giay, ..., gua, € G(A) tales que

253(glala s 7gnan) = b
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Debido a que cada g € G, es un automorfismo de § se tiene, por la Proposicion
1.13, que para todo g € G,,,

9B (qrar, ..., guay)) = t5(gg1a1, .., ggnan) € [{Gm(A))g| = |B|.

Por lo que G, < Aut(%8); es decir, B es G,-invariante. Como B es finitamente
generada en §, entonces B € K. Como G, < Aut(*B) se tiene que cada
isomorfismo parcial de 2 tiene una extension en Aut(*8). Con lo que se
concluye lo deseado. T

Corolario 3.36. Sea R la grifica random. Si G = Aut(R), entonces existe

una cadena Gy < Gy < ... < G de subgrupos compactos tal que
| Gn = Aut(®)
n<w

es densa.

Prueba. La grafica random R se define como el limite de Fraissé de la
clase de las gréficas finitas, GRAFIN. Por el Teorema 3.30 GRAFIN es de
Hrushovski. Por el teorema anterior se tiene la existencia de la cadena de
subgrupos de G, cuya union es densa. T

Para concluir este trabajo, de nuevo hay que transferir las propiedades de
Aut(Uq) a Iso(U). Recordamos al lector que Aut(Ugq) se esté considerando
como subgrupo de S, y a Iso(U) con la topologia dada por la métrica de U.

Teorema 3.37. Existe una sucesion de Gy < Gy < ... Iso(U) numerable de
subgrupos compactos cuya union es densa en Iso(U).

Prueba. Como Mg es una clase de Hrushovski, entonces existe una cadena
numerable Gy < G < ... Aut(Ugq) de subgrupos compactos de cuya uniéon
es densa en Aut(Ug). Ya se ha visto que cada g € Aut(Ugq) se extiende a un
tnico g € Iso(U). Ademas esta correspondencia es continua (Lema 3.26) y

densa. Por lo que
{g tg€ U Gn}

n<w

es densa en Iso(U). Si se define H, = {g : g € G,}, se tiene que H,, es
compacto. Ademés, para cada m < w, se tiene que

H, < H,;1 < Iso(U).

Con lo que se concluye la prueba. T
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Con esto terminamos la exposicion de estos resultados que son consecuencia
directa del caracter combinatorio y modelo-tedrico del espacio de Urysohn.



Bibliografia

[1] H. BECKER AND A. KECHRIS, The Descriptive Set Theory of Polish
Group Actions, no. 42 in London Mathematical Society Lecture Note
Series, Cambridge University Press, 1993.

[2] S. BERBERIAN, Lectures in Functional Analysis and Operator Theory,
Springer-Verlag, 1974.

[3] P. CAMERON, The age of a relational structure, Discrete Mathematics
95, 95 (1991), pp. 49-67.

[4] F. CASARRUBIAS AND A. TAMARIZ, Elementos de Topologia General,
Sociedad Matemética Méxicana, 2012.

[5] S. DE NEYMET, Introduccion a los Grupos Topoldgicos de Transforma-
ciones, Sociedad Matematica Méxicana, 2005.

[6] C. D1 PRISCO, Ramsey theory for structures: Nesétiil’s result on finite
metric spaces, Boletin de la Asociacion Matematica Venezolana, 13 (2006),
pp. 115-127.

[7] R. FRAISSE, Sur l’extension auz relations de quelques propriétés des
ordres, Annales scientifiques de ’Ecole Normale Supérieure, 71 (1954),
pp. 363-388.

[8] B. HERWING AND D. LASCAR, Eztending partial automorphisms and
the profinite topology on the free groups, Transactions of the American

Mathematical Society, 352 (2000), pp. 1985-2021.

[9] W. HODGES, Model Theory, no. 42 in Encyclopedia of Mathematics an
its Applications, Cambridge University Press, 1993.

63



64 BIBLIOGRAFIA

[10] E. HRUSHOVSKI, Extending partial isomorphisms of graphs, Combinato-
rica 12, 12 (1992), pp. 411-416.

[11] M. KATETOV, On universal metric spaces, Proc. of the 6th Prague
Topological Symposium 1986, VI (1988), pp. 323-330.

[12] A. KECHRIS, V. PESTOV, AND S. TODORCEVIC, Fraisse limits, ram-
sey theory and topological dynamics of automorphism groups, GAFA,
Geometry & functional analysis, 15 (2005), pp. 106-189.

[13] A. KECHRIS AND C. ROSENDAL, Turbulence, amalgamation and generic

automorphisms of homogeneous structures, Proceedings of the London
Mathematical Society 94, 94 (2007), pp. 302-350.

[14] KOLMOGOROV AND FOMIN, Elementos de la Teoria de Funciones y del
Andlisis Funcional, MIR Moscu, 1975.

[15] K. KUNEN, Set Theory An Introduction To Independence Proofs, vol. 102,
North Holland, 1983.

[16] J. NESETRIL, Metric spaces are ramsey, European Journal of Combina-
torics, 28 (2007), pp. 457-468.

[17] V. NESETRIL, JAROSLAV ROLD, Partitions of finite relational and set
systems, Journal of Combinatorial Theory Ser, 22 (1978), pp. 289-312.

[18] V. PESTOV, Dynamics of Infinite-Dimensional Groups: The Ramsey-

Dvoretzky-Milman Phenomenon, vol. 40, American Mathematical Society,
2006.

[19] N. SAUER, Distance sets of urysohn metric spaces, Canadian Journal of
Mathematics, 65 (2012), pp. 222-240.

[20] S. SOLECKI, Extending partial isometries, Israel Journal of Mathematics,
150 (2005), pp. 315-331.

[21] K. TENT AND M. ZIEGLER, A Course in Model Theory, Lecture Notes
in Logic, Cambridge University Press, 2012.

[22] P. URYSOHN, Sur un espace métrique universel, Bulletin Des Sciences
Mathématiques, (1927), pp. 43-64 and 74-90.



BIBLIOGRAFIA 65

[23] V. USPENSKLJ, On the group of isometries of the urysohn universal
metric space, Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, 31
(1990), pp. 181-182.

[24] M. ZIEGLER, On urysohn’s universal separable metric space.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Espacio Universal de Urysohn
	Capítulo 3. El Grupo de Isometrías del Espacio de Urysohn
	Bibliografía

