UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
ray D\ =3 .
oY o DE MEXICO

FacurtaDp DE CIENCIAS

CARACTERIZACIONES DE
REFLEXIVIDAD

T 1D S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO
PRESENTA:

JUAN CARLOS CAPULTITLA
HERNANDEZ

TUTORA:

DRA. CARMEN MARTINEZ ADAME ISAIS

2017

CD.MX.


Veronica
Texto escrito a máquina
CD.MX.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Capultitla

Hernandez

Juan Carlos

56 77 23 17

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Mateméticas

413080150

2. Datos del tutor
Dra

Carmen

Martinez Adame
Isais

3. Datos del sinodal 1
Dr

Luis Octavio

Silva

Pereyra

4. Datos del sinodal 2
Dra

Maria de los Angeles
Sandoval

Romero

5. Datos del sinodal 3
Dr

Fancisco Javier
Torres

Ayala

6. Datos del sinodal 4
Dr

Carlos

Garcia

Azpeitia

7. Datos del trabajo escrito
Caracterizaciones de Reflexividad
176 p

2017



Agradecimientos

A Sara Efigenia Mendiola Morén, mi novia, prometida, futura esposa y com-
panera de vida por ser mi méxima inspiracién y mi méximo motor asi como por
su amor y apoyo, buenas vibras y buenos deseos puros, sinceros, eternos, infi-
nitos, incondicionales e inquebrantables infinitamente correspondidos y sin los
cuales nada de esto hubiera sido posible. Gracias por estar a mi lado en todo
momento, ayudarme a seguir creyendo en mi mismo, por todos los momentos
maravillosos, increibles, geniales e inolvidables que hemos pasado y que nos
faltan por pasar juntos y por hacerme infinita e inmensamente feliz.

A mi mamé Araceli Hernandez Guerrero, mi papé Salvador Herndndez Gue-
rrero, mi tia Graciela Hernandez Guerrero y mis abuelos Graciela Guerrero
Castillo y Salvador Hernandez Guerrero por su enorme carifio infinitamente
correspondido, por estar conmigo en todo momento, por tantos momentos y
recuerdos increibles e inolvidables, por sus ensenanzas que siempre recordaré y
por apoyarme no s6lo en mis estudios sino en todo &mbito posible y por lo cual
estaré eterna e infinitamente agradecido.

A mis amigos tanto de mis primeros afios escolares como de la facultad: Ri-
cardo Javier Rivera Garcia, David Rivera Flores, Eric Hernandez Morales, Mau-
ricio Carvallo Venegas, Paola Mariana Cardenas Ramirez, Alfie Sergio Gonzalez
Salcedo, Tonatiuh Velazquez Ceciliano, Carlos Emilio Olmos Romero, Andrea
Monserrat Ruiz Goémez, Juan Pablo Hernéndez Preciado, Rodolfo Abraham
Sanchez Isidro, David Amaro Alcala. Gracias por su inmenso apoyo y aprecio
totalmente correspondidos y por los momentos agradables que hemos pasado y
que seguiremos pasando, los cuales siempre me han sacado una sonrisa y me
han ayudado a salir adelante de cualquier situacién.

A mi asesora, la Dra. Carmen Martinez Adame Isais, por su enorme pacien-
cia, su excelente disposicion y apoyo y sus valiosos consejos que fueron de gran
ayuda para culminar exitosamente esta tesis y por los cuales le estaré eterna-

mente agradecido.

II1






Indice general

Agradecimientos 111
Introduccién VII
1. Preliminares 1

1.1. Nociones basicas . . . . . . . . . v v v i i e e

1.2. Espacios normados y espacios de Banach . . . . . .. .. ... .. 7
1.3. Operadores y funcionales lineales . . . . . ... ... ... ... .. 18
1.4. Espacios de operadores y espacios duales . . . . . . . .. ... .. 31
1.5. Algunos teoremas fundamentales . . . . .. ... ... ... ... 33
1.6. Operadores adjuntos . . . . . .. ... ... ... ... 48
2. Reflexividad y topologias débiles 51
2.1. Espaciosreflexivos . . . . . . . ... L o o 51
2.2. Topologia débil . . . . .. ... ... o 61
2.3. Topologia débil* . . . . . . ... ... ... 66
3. Algunas caracterizaciones de reflexividad 79
3.1. Caracterizacion por medio de sucesiones de conjuntos convexos . 79

3.2. Caracterizacion por medio de la compacidad débil de la bola uni-

taria . . ... L 92

3.3. Caracterizacion por medio de funcionales que alcanzan su supremo 94
3.4. Teorema de compacidad débil de James . . . . ... .. .. ... 135
Bibliografia 165






Introduccion

A partir del Teorema de Hahn-Banach y sus corolarios, es sencillo demostrar
que si X es un espacio de Banach reflexivo sobre R o C, entonces para cualquier
funcional lineal y acotada z* con dominio X existe un vector unitario u en X

que satisface la siguiente igualdad:

2" (u)| = sup [z"(z)|. (1)

rcX

llzll=1
Si bien durante muchos anos se conjetur6 la validez del resultado reciproco,
no fue sino hasta 1964 que Robert C. James pudo probar la veracidad de esta
conjetura en su trabajo Characterizations of reflexivity [4], razon por la cual a

dicho resultado se le conoce como el Teorema de James.

El primero en preguntarse si la condicién de que para toda funcional lineal y
acotada con dominio X exista un vector unitario en X que cumpla la igualdad
(1) era suficiente para asegurar la reflexividad de un espacio de Banach X fue
Stanislaw Mazur en un articulo publicado en 1933 [10]. Sin embargo, el primer
avance hacia una respuesta afirmativa a la pregunta planteada por Mazur fue
dado por James en 1950 en [4] cuando mostr6 que si un espacio de Banach
X es separable y tiene una base de Schauder, entonces X es reflexivo siempre
y cuando todo espacio de Banach Y isomorfo a X tenga la propiedad de que
para cada funcional lineal y acotada con dominio Y exista un vector unitario en
Y que satisfaga la igualdad (1). En ese mismo ano, Victor Klee, [8], demostro
el mismo resultado obtenido por James para un espacio de Banach arbitrario
basandose en el teorema que afirma que un espacio de Banach es reflexivo si y
sblo si toda sucesion decreciente de subconjuntos no vacios, cerrados, convexos

y acotados de dicho espacio tiene interseccién no vacia.

En 1957, en [3] James probo que un espacio de Banach separable X es re-

flexivo si, dada una funcional lineal y acotada con dominio X, existe un vector

VII



VIII Introduccion

unitario en X que cumple la igualdad (1) y, finalmente, siete afios después, en
el trabajo previamente citado, James mejor6 su propio resultado al demostrar
que la hipotesis sobre la separabilidad del espacio de Banach era innecesaria.
En ese mismo anio de 1964, James publico otros dos trabajos de gran relevancia.
En el primero de ellos, titulado Weakly compact sets, [6], obtuvo un importante
teorema, conocido como el Teorema de compacidad débil de James, en el que ca-
racteriza a todos los subconjuntos débilmente cerrados de un espacio de Banach
que son, a su vez, débilmente compactos y a partir del cual se puede demostrar
el Teorema de James, mientras que, en el segundo, que lleva por titulo Weak
compactness and reflexivity, [5], enlisté una serie de enunciados que caracterizan
tanto la reflexividad de un espacio de Banach como la compacidad débil de un
subconjunto débilmente cerrado y acotado de un espacio vectorial topolégico
localmente convexo.

El impacto de los teoremas mostrados por James en 1964 fue ostensible e
inmediato ya que, a raiz de su publicacién, han surgido una gran cantidad de
trabajos en los que se han hallado demostraciones mas sencillas de dichos teore-
mas asi como resultados similares o més fuertes, ademas de algunas aplicaciones
de los mismos en distintas ramas de las matematicas. Entre las pruebas mas sim-
ples a la expuesta originalmente por James se encuentran aquéllas realizadas por
Stephen Simons, [14], John D. Pryce, [13], y por el propio James, [7], en 1972.
Como ejemplos de algunos teoremas analogos o mas fuertes que se han obtenido
a partir de aquéllos probados por James, podemos citar las investigaciones de
Daniel Azagra y Robert Deville, [21], sobre la validez de los teoremas de James
para cuerpos estrellados y acotados en un espacio de Banach, las caracteriza-
ciones de reflexividad para un espacio de Banach en términos de polinomios
n-homogéneos y formas n-lineales simétricas hechas por Mario D. Acosta, Julio
Becerra y Manuel Ruiz Galan, [20], y la version cuantitativa del Teorema de
compacidad débil de James obtenida por Bernardo Cascales, Ondiej F.K. Ka-
lenda y Jifi Suprny , [18]. En lo que respecta a las aplicaciones de los teoremas
demostrados por James, cabe mencionar que una de las areas de las matema-
ticas que tuvo un mayor auge a partir de la publicacién de los mismos fue la
Teoria de aproximacion en espacios de Banach debido a que dichos resultados
permiten caracterizar a los conjuntos cerrados, convexos y antiproximinales de
un espacio de Banach, ademas de relacionar la reflexividad de un espacio de
Banach con conjuntos proximinales, como lo muestra Stefan Cobzas en su ar-
ticulo Antiproziminal sets in Banach spaces, [2]. Asimismo, tanto los teoremas

de James como algunas de sus consecuencias teéricas han sido de utilidad en
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problemas de matematicas financieras y problemas variacionales no lineales, de
acuerdo con los trabajos de Jaime Orihuela y Ruiz Galan, [19], y de Cascales,
Orihuela y Antonio Pérez, [15].

El propésito de esta tesis, la cual esta dividida en tres capitulos, es presentar
los resultados obtenidos por James en su articulo Characterizations of reflexivity,
[4], v el Teorema de compacidad débil de James. Por cuestiones de brevedad,
se han omitido las pruebas de algunos de los resultados que aqui se enunciarén,
las cuales pueden ser consultadas en [9], [11] v [12].

En el primer capitulo, con base en los contenidos de los capitulos 2 y 4 de [9],
el capitulo 1 de [11], el capitulo 2 de [1] y el capitulo 1 de [16], se enunciaran
las definiciones y proposiciones sobre espacios vectoriales, espacios normados y
operadores lineales y acotados que resultaran fundamentales para el desarrollo
del presente trabajo. Entre los teoremas que seran de mayor relevancia para
probar los resultados que se expondran en el tercer capitulo de esta tesis, se
encuentran el Teorema de Hahn-Banach en sus distintas versiones asi como sus
diversos corolarios.

El segundo capitulo esta dedicado a la introduccion de los conceptos de refle-
xividad, toplogia débil de un espacio normado y toplogia débil* del espacio dual
de un espacio normado. Lo anterior se hara tomando como base los resultados
expuestos en la seccion 4.6 de [9], las secciones 2.4, 2.5 y 2.6 de [11] y la seccién
26 de [12]. Cabe destacar que las definiciones de los espacios de sucesiones ¢q y
£y, con 1 < p < o0, la nocién de convergencia débil y los teoremas de Banach-
Alaoglu y Goldstine seran de especial importancia para probar los teoremas que
se enunciaran en el tercer capitulo del presente trabajo.

En el tercer y utlimo capitulo, comenzaremos por mostrar una serie de lemas
sobre la reflexividad de un espacio de Banach, ademas de algunos resultados au-
xiliares, como el Teorema de Helly, con el fin de caracterizar a aquellos espacios
normados que son reflexivos en términos de sucesiones decrecientes de conjun-
tos no vacios, convexos, cerrados y acotados. En la siguiente seccion de dicho
capitulo, utilizaremos los teoremas de Banach-Alaoglu y de Goldstine para ob-
tener una caracterizacion de reflexividad para espacios normados por medio de
la compacidad débil de la bola unitaria cerrada de dichos espacios. En la tercera
seccion de este capitulo, se iniciard por caracterizar la propiedad de no reflexi-
vidad de un espacio de Banach X en términos de la existencia de cierto tipo
de sucesiones en X y en su espacio dual X*, para después enunciar todos los
resultados, junto con sus pruebas originales, propuestos por James en [4]. Final-

mente, para concluir esta tesis, presentaremos el Teorema de compacidad débil
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de James basandonos en la prueba que se puede encontrar del mismo en [11], la
cual esta, a su vez, inspirada en algunas ideas propuestas por el propio James
en [7].



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar los conceptos y resultados prelimi-
nares que serviran como base para el desarrollo de esta tesis, en especial aquéllos
referentes a espacios normados, espacios de Banach y operadores lineales y aco-
tados. A menos que se especifique lo contrario, a lo largo de este trabajo X
denotara un espacio vectorial sobre el campo K (donde K =R o K = C) y
supondremos que X # {0}. Ademas, si Y C X, (Y) denotaré el subespacio
de X generado por Y. Todas las definiciones y proposiciones presentadas en el

presente capitulo pueden ser consultadas en [9] y [11].

1.1. Nociones béasicas

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial. Siz € X, 8 € Ky Ay B son
subconjuntos de X, entonces definimos los conjuntos t+ A, z— A, A+ B, A—B

y BA como:
a) rxA={rxta:ac A}l
b) A B={a+tb:a€ A, be B}.
c) BA={Ba:ac A}.

Con base en la definicién anterior podemos introducir los conceptos de sub-

conjunto convexo, balanceado y absorbente de un espacio vectorial.
Definicion 1.1.2. Un subconjunto A de un espacio vectorial X es:
a) convero sitx+(1—t)y € A para cualesquiera x,y € Ay cualquier ¢ € [0, 1].

1



b)

c)

Capitulo 1. Preliminares

balanceado si BA C A para cualquier 5 € K tal que |5] < 1.

absorbente si para cada x € X existe un nimero real s,, > 0 tal que x € tA

para cualquier ¢ > s,.

En el siguiente lema enunciaremos algunas de las propiedades esenciales que

satisfacen los subconjuntos convexos, balanceados y absorbentes de un espacio

vectorial.

Lema 1.1.3. Sea X un espacio vectorial. Sean A un subconjunto de X y{A;}icr

una familia de subconjuntos de X .

a)

b)

d)

e)

f)

Si A es absorbente, entonces 0 € A. Asimismo, si A es balanceado y no

vacio, entonces 0 € A.

Si A es balanceado y B € K es tal que || =1, entonces BA = A.

Si A; es balanceado para cada i € I, entonces U Ay ﬂ A; son subcon-

iel i€l

jJuntos balanceados de X.

Si A; es convexo para cada i € I, entonces ﬂ A; es un subconjunto con-
iel

vexo de X.

Si A es convero, entonces BA y x + A son subconjuntos convexros de X
para cada x € X y cada B € K.

A es convezo siy solo si SA+tA = (s+t)A para cualesquiera s,t > 0.

Demostracion. Sean X, Ay {A;}ic; como en el enunciado del lema.

2)

Supongamos que A es absorbente. Entonces, existe un nimero real sqg > 0
tal que 0 € tA para cualquier ¢t > sg. En particular, para sg+1 > sq se tiene
que 0 € (sg + 1)A y, en consecuencia, existe a € A tal que 0 = (sg + 1)a.
Luego, como sg + 1 # 0, se sigue que 0 = a y, consecuentemente, 0 € A.
Por otra parte, supongamos que A es balanceado y no vacio. Sea a € A.
Como |0] = 0 < 1, sabemos que 0A C A, por lo que 0 = 0a € 0A C A.
Por tanto, 0 € A.

Si A es balanceado y 8 € K es tal que || = 1, tenemos que SA C A.

Ademas, como ’%‘ = ﬁ =1, se tiene que %A C A, de donde se sigue que

si a € A, entonces a = f3 <%a) € BA y, por consiguiente, A C SA. En
consecuencia, A = SA.
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5

Supongamos que A; es balanceado para cada i € I. Sea 8 € K tal que
8] < 1. Sean z € 5UA¢ v u € 6ﬂAi. Entonces, existen z € UAi

i€l i€l i€l
yuv € mAi tales que x = Bz y u = fv. Mas aun, como z € UAi y
iel iel
v € ﬂAi, sabemos que existe j € I tal que z € A; y que v € A;

il
Vi € I. Luego, como |B] < 1y A; es balanceado Vi € I, tenemos que
BA; C A; para cada ¢ € I. Asi, obtenemos que x = 8z € fA; C A; y que
u = pv € BA; C A; Vi € 1. De lo anterior, se obtiene que = € UAi y

iel
u € ﬂ A;. Consecuentemente, (3 U A; C U Ay B ﬂ A; C ﬂ A; y, por
iel iel i€l i€l i€l
tanto, U Ay m A; son balanceados.
iel iel

Si A; es convexo para cada i € I, t € [0,1] v z,y € ﬂAi, entonces
x,y € A; para cada i € I, de donde se sigue, , por deﬁniczif’); de conjunto
convexo, que tx+(1—t)y € A; para cada i € I. De esta manera, obtenemos
que tz + (1 —t)y € ﬂ A; y, en consecuencia, ﬂ A; es convexo.
il il

Supongamos que A es convexo. Sean § € K,z € X, y,z € A, u,v € x+ A
y t € [0,1]. Entonces, existen aq,as, ag,as € A tales que y = faq, z = Bas,
u=2a4+a3y v =2+ as. Ademas, como A es convexo y t € [0,1],
tenemos que ta; + (1 —t)ag € Ay tag + (1 —t)as € A. Asi, se obtiene
que ty + (1 — t)z = tBa; + (1 — t)Baz = B(tar + (1 — t)az) € BA y
tu+(1—t)v =t(x+as)+(1—t)(x+aqs) = (t+(1—2t)z+taz+ (1 —t)ag =
x +taz+ (1 —t)aq € x + A. Por tanto, x + A y SA son convexos.

Primero, supongamos que A es convexo. Sean s,t > 0. Si s +t = 0,
entonces s =t = 0, por loque sA+tA =0 = (s+t)Asi A=0y
sA+tA={0}+{0} = {0} = (s +t)A si A+#0D. Por tanto, supongamos
que s+t # 0, de modo que s+t > 0. Sea z € sA + tA. Entonces, existen

ai,az € Atales que x = saj +taz. Luego, como ;35 € [0,1] y A es convexo,

) as € A. Asi, obtenemos que x = sa;+tas =

S

T st
(5 +1) (s + 7a2) = (s + ) (s + (1- 35 ) a2) € s+ 0)A y,
por tanto, sA+tA C (s+t)A. Mas atn, como (s+t)a = sa+ta € sA+tA
Va € A, claramente se tiene que (s +t)A C sA + tA. De esta manera,

se tiene que 37 a1+ (1

podemos concluir que sA +tA = (s +t)A.
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Conversamente, supongamos que sA + tA = (s + t)A para cualesquiera
s,t >0.Seany,z € Ayr € [0,1]. Es claro que ry+(1—r)z € rA+(1—r)A.
Ademaés, comor > 0y 1—r > 0, por hipotesis sabemos que rA+(1—r)A =
(r+ (1 —7r))A = A. En consecuencia, tenemos que ry + (1 —r)z € Ay,

por consiguiente, A es convexo.

O

Observemos que a partir del inciso ) del lema anterior es facil comprobar
por induccién matematica que si X es un espacio vectorial, A es un subconjunto
convexo de X y n € N, entonces t1A + ... +t,A = (t1 + ... + t,)A para
cualesquiera ty,...,t, > 0.

A continuacion, definiremos la nocién de capsula convexa de un subconjunto

de un espacio vectorial.

Definicion 1.1.4. Sean X un espacio vectorial y A un subconjunto de X. La

capsula convera de A, denotada por co(A), es el conjunto dado por:
co(A) = ﬂ{C’ CX:Cesconvexoy ACC}.

Con base en la definicién anterior y el Lema 1.1.3, es sencillo verificar que
si X es un espacio vectorial y A es un subconjunto de X, entonces la capsula
convexa de A es el menor subconjunto convexo de X que contiene a A, es decir,
la capsula convexa de A es un subconjunto convexo de X que contiene a A y si C'
es cualquier subconjunto convexo de X tal que A C C, entonces co(A4) C C. El
siguiente resultado nos permite expresar de manera sencilla a la capsula convexa
de un subconjunto A de un espacio vectorial X en términos de cierto tipo de

combinaciones lineales de elementos de A.

Lema 1.1.5. Sean X un espacio vectorial y A un subconjunto de X. Entonces:

n n
co(A) = {Ztiai:neN, A1y..yQpy €A, t1,...,t, >0y Ztil}.
i=1 =1

Demostracion. Sean X un espacio vectorial y A un subconjunto de X. Sea
n n

B = {Ztiai:neN, A1yevespy €A, t1,...,t, >0y Zti =1 ;. Notemos
i=1 1=1

que B es un subconjunto convexo de X. En efecto, si z,y € By r € [0,1]

podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existen n € N, ay,...,a, € A
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n
y nameros reales no negativos t1,...,t, y S1,...,S, tales que z = E tiaq,
i=1

n n n
Yy = Z Si0; Y Zti = Z s; = 1. Asi, obtenemos que:
i=1 i=1 i=1

re+(l—r)y=r (Z tiai> +(1-7) (Z siai> = Z(rti + (1 —7)s;)a;.

i=1 i=1

Como t; > 0y s; > 0 para cada ¢ € {1,...,n} y r € [0,1], se tiene que
rt; + (1 —r)s; > 0Vie{1,...,n}. Ademas, tenemos que Zrti +(1=r)s; =
i=1

thi—i—(l—r)Zsi =7+ (1—r)=1. Luego, como a; € AVie {1,...,n}, se

i=1 i=1
n

sigue que rz+ (1 —r)y = Z(rti +(1—r)s;)a; € By, por consiguiente, B es un
i=1

subconjunto convexo de X. Més atn, para cada a € A es claro que a = la € B,

por lo que A C B. Por tanto, B es un subconjunto convexo de X que contiene

a A, de donde se obtiene que co(A4) C B.
m
Por otra parte, si z = Zmbi € B, tenemos que b; € AVie {1,...,m} y como

i=1
A C co(A), podemos concluir que b; € co(A) Vi € {1,...,m}. De esta manera,

obtenemos que z = Zribi € rico(A) + ... + ryco(A). Ahora, como m € N,

i=1
r1y,...,Tm > 0y co(A) es un subconjunto convexo de X, sabemos que:

rico(A) + ...+ rpmco(A) = (r1 + ...+ rm)co(A).

m
Ademas, como Zri = 1, se tiene que (r; + ... + ry,)co(A) = co(A). Asi,
i=1
obtenemos que z € co(A) y, por tanto, B C co(A). Consecuentemente, tenemos
que co(A) = B. O

En seguida, introduciremos el concepto de compacidad en un espacio topolo-
gico, el cual se utilizard en capitulos posteriores de la tesis. También expondre-

mos algunas de sus propiedades bésicas, principalmente en espacios métricos.

Definiciéon 1.1.6. Sean (A, 7) un espacio topologico y C' un subconjunto de
A. Decimos que C' es un subconjunto compacto de A respecto a la topologia

T si toda cubierta abierta de C' contiene una subcubierta finita, es decir, si
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{Ui};c; € 7 es cualquier coleccion de conjuntos abiertos tal que C' C U Ui,
icl
entonces existe un subconjunto finito J de I tal que C C U U;.
jeJ

Sabemos que todo espacio métrico es un espacio topolégico, por lo que po-
demos hablar de subconjuntos compactos en un espacio métrico. En lo que resta
de este trabajo, cuando digamos que un subconjunto de un espacio métrico es
compacto, se entendera que dicho conjunto es compacto respecto a la topologia
inducida en dicho espacio por la métrica.

Una ventaja importante de trabajar con conjuntos compactos en un espacio
métrico radica en que el concepto de compacidad puede simplificarse en dichos

espacios de acuerdo con la siguiente caracterizaciéon en términos de sucesiones.

Teorema 1.1.7. Sean M un espacio métrico y C un subconjunto de M. Las

siguientes dos proposiciones son equivalentes:
i) C es compacto.

it) Toda sucesion de elementos de C' contiene una subsucesion convergente a

un elemento de C.

En un espacio métrico, un conjunto que satisface la condicion ii) del teorema
anterior es llamado un conjunto compacto por sucesiones.
Ahora, enunciaremos y probaremos una propiedad bésica que satisface un

subconjunto compacto en un espacio métrico.

Lema 1.1.8. Sean M un espacio métrico y C un subconjunto compacto de M.

Entonces, C' es acotado y cerrado en M.

Demostracion. Sean M y C como en el enunciado del lema. Sea z € C. Entonces,

existe una sucesion (z,,),-; en C tal que z,, — . Como C es compacto, por

0
n=1’
e’}

n=1

el Teorema 1.1.7 sabemos que existe una subsucesiéon convergente de (z,)
digamos (2, )z, » cuyo limite es un elemento de C. Ademas, como (z,)
converge a z, de lo anterior se sigue que (z,, )., converge a x y que = € C.
Por tanto, tenemos que C' C C'y es claro que C' C C. Asi, se tiene que C = C

y, por consiguiente, C' es cerrado en M.
o0
Por otra parte, es claro que M = U B(y,n), donde y es cualquier elemento
n=1
de M y, para cada n € N, B(y,n) es la bola abierta en M con centro en y y
o0

radio n. Luego, tenemos que C C M = U B(y,n), por lo que {B(y,n)}

n=1

neN
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es una cubierta abierta de C'. Como C' es compacto, obtenemos que existen

k

ke Nymni,...,ng € N tales que C C U B(y,n;). De esta manera, tomando
j=1

N = méx{n; : j € {1,...,k}}, se obtiene que C' C B(y, N). Por tanto, C es

acotado. O

Para finalizar esta seccién, enunciaremos dos resultados clasicos del célculo
diferencial e integral sobre el comportamiento de conjuntos compactos respecto

a funciones continuas que se pueden generalizar facilmente a espacios métricos.

Teorema 1.1.9. Sean M y N dos espacios métricos. Sean f : M — N una
funcion continua y C un subconjunto compacto de M. Entonces, f(C) es un

subconjunto compacto de N.

Corolario 1.1.10. Sean M un espacio métrico y C un subconjunto compacto
de M. Sea f : C — R una funcion continua. Entonces f alcanza un valor

mdzximo y un valor minimo en puntos de C.

1.2. Espacios normados y espacios de Banach

Ahora, introduciremos los conceptos de norma y espacio normado, los cuales

seran fundamentales para el desarrollo del presente trabajo.

Definicion 1.2.1. Una norma sobre un espacio vectorial X es una funcion real

valuada con dominio X, denotada por || - ||, con las siguientes propiedades:
i) |z >0 Vze X.
ii) |z|| =0 <=z =0.
iii) |az|| = laf||lz]] VaeKyVee X.
iv) [l +yll < |zl + |yl Vz,y € X (Desigualdad del tridngulo).

Definicion 1.2.2. Un espacio normado X es un espacio vectorial con una
norma sobre X, al cual denotaremos por (X, | -||) o, en caso de que no haya
ambigiliedad sobre la norma a la que se esta haciendo referencia, simplemente

por X.

Es importante notar que una norma sobre X nos permite definir de manera

natural una métrica d : X x X — R dada por:
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Es sencillo verificar a partir de la definicion de norma que, en efecto, la ex-
presion (1.1) define una métrica sobre X. Por tanto, tenemos que todo espacio
normado es un espacio métrico. Ademas, como se menciond anteriormente en la
seccion 1.1, es bien sabido que todo espacio métrico es un espacio topologico.
En consecuencia, tenemos que si X es un espacio normado, entonces la norma
sobre X induce una métrica y, por consiguiente, una topologia sobre X. Por esta
razon, cuando mencionemos cualquier concepto topologico en un espacio nor-
mado sin especificar alguna topologia, se entendera que nos estamos refiriendo
a la topologia inducida por la norma en dicho espacio.

A continuacién, presentaremos algunas de las propiedades bésicas de los

espacios normados.

Lema 1.2.3. Sea X un espacio normado. Entonces |||z|| — |ly|ll < ||z — yl|
Ve,y e X.

Demostracion. Sea X un espacio normado y sean z,y € X. Entonces, por la
desigualdad del triangulo, tenemos que ||z|| = [[(x —y) + 4| < ||z — y| + |yl
de donde se sigue que ||z|| — ||y|| < ||z — vl

Intercambiando los papeles de = y de y en el argumento anterior, obtenemos

que |ly|| = |z|| < ||y —z||. Ahora, por definicion de norma, se tiene que ||y —z|| =
= (@=y)l = [z —yll = [lz—yl|. Asi, se obtiene que [jy|| —[lz] < [y —z| =
[l = yll 'y, en consecuencia, —|[z —y|| < [[z[| = [[y]|.

Por tanto, tenemos que —||z — y|| < [|z[| — |ly|| < [z — | y, por consiguiente,
izl =Nyl < llz = yll. O

Como consecuencia inmediata del Lema 1.2.3, podemos concluir la continui-

dad de la norma en un espacio normado.

Lema 1.2.4 (Continuidad de la norma). Sea X un espacio normado. Entonces

el mapeo x — ||z|| es una funcion continua de (X,|| - ||) en R.

En seguida, definimos los conceptos de convergencia de sucesiones y sucesio-

nes de Cauchy en un espacio normado de la siguiente manera:

C X

converge en X si existe z € X tal que la sucesion real (||lz,, — z||);—, converge

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio normado. Una sucesion (z,)..;
a cero. En este caso, diremos que z es el lfmite de la sucesion (z,,),—, vy que

()22, converge a x. Ademaés, escribiremos x, — z 0 x = lim z,,.
n—oo
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Definicién 1.2.6. Sea X un espacio normado. Una sucesion ()., C X
es una sucesion de Cauchy si para cualquier ¢ > 0, existe N, € N tal que

|&n — Zm]|| < € para cualesquiera n,m > N..

A partir de las dos definiciones anteriores es facil probar que en un espacio
normado X, el limite de una sucesiéon convergente en X es tnico y que toda
sucesion convergente en X es una sucesion de Cauchy. Ademés, también es
sencillo comprobar que existen espacios normados en los que no toda sucesiéon
de Cauchy converge. Lo anterior motiva la definicién y el estudio de aquellos
espacios normados en los que las nociones de sucesiones de Cauchy y sucesiones

convergentes son equivalentes.

Definicioén 1.2.7. Un espacio normado X es completo si tiene la propiedad de
que toda sucesion de Cauchy converge en X. En este caso, se dice que X es un

espacio de Banach.

Dados un espacio normado X y un subconjunto Y de X, diremos que Y es
un subespacio de X si Y es un subespacio vectorial de X y dotamos a Y con una
norma simplemente restringiendo la norma definida sobre X al subconjunto Y;
de esta manera consideramos a Y como un espacio normado. Mas atn, si X es
un espacio de Banach, el siguiente teorema nos permite caracterizar de manera

sencilla a aquellos subespacios de X que son, a su vez, completos.

Teorema 1.2.8. Un subespacio Y de un espacio de Banach X es completo si

y solo si Y es cerrado en X.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach y Y un subespacio de X.
Primero, supongamos que Y es completo. Sea = € Y. Entonces, existe una
sucesion (y,),—; en Y tal que y, — 2. Luego, como (y,),-, es convergente,
tenemos que es una sucesion de Cauchy. Como Y es completo, se sigue que existe
y €Y tal que y, — y. Asi, tenemos que y, — Ty ¥, —> ¥y ¥, como el limite
de (yn)ff:1 es Unico, obtenemos que x = y, por lo que = € Y. De esta manera,
hemos probado que Y C Y yesclatoque Y CY. Portanto Y =Y y Y es
cerrado en X.

Conversamente, supongamos que Y es cerrado en X. Sea (yn)zoz1 una sucesion
de Cauchy en Y C X. Como X es un espacio de Banach, entonces se tiene que
existe x € X tal que y, — x. Luego, como (y,),~; CY y y, — z, tenemos
que x € Y. Mas atn, como Y es cerrado en X, sabemos que Y =Y y de este

hecho y lo anterior obtenemos que z € Y. Por tanto, x € Y y y, — =z v,
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como (yn),—, era una sucesion de Cauchy arbitraria en Y, se sigue que Y es

completo. O

Ahora, con base en la Definicion 1.2.5, definiremos el concepto de series infi-
nitas y convergencia absoluta en un espacio normado. En primer lugar, notemos
que, dados un espacio normado X y una sucesiéon (xn)zozl C X, a la sucesiéon

o0 . * 2 [ee]
(n),—, podemos asociarle una nueva sucesion (s, ), ; € X dada por:

n=

Sp = sz vn € N. (1.2)

i=1

: . o0 - Y
A la sucesion (sp),.; se le conoce comtnmente como la sucesion de sumas

arciales asociada a (x,,) -
p n/n=1*
Similarmente, a la sucesion (z,,),-; también le podemos asociar otra nueva

sucesion (t,),-; € R definida de la siguiente manera:
tn=> laill YneN. (1.3)
i=1

Definicién 1.2.9. Sea X un espacio normado. Sean (x,),—, C X una sucesién
¥ (8n),2; la sucesion de sumas parciales asociada a (z,,),-, definida como en la

expresion (1.2). Si existe s € X tal que s,, — s, entonces diremos que la serie
o0

infinita (o simplemente la serie) sz converge y que s es la suma o limite de

i=1
e8]

dicha serie. Ademas, escribiremos s = g ;.
i=1

Definicién 1.2.10. Sea X un espacio normado. Sean (z,) -

_, € X una sucesion
y (tn),—; la sucesion asociada a (), definida como en la expresion (1.3). Si

(tn),—, €s una sucesion convergente entonces decimos que la serie infinita (o la
oo

serie) g x; converge absolutamente.
i=1
A partir de las dos definiciones anteriores, podemos enunciar la siguiente
caracterizacion de completez de espacios normados en términos de convergencia

y convergencia absoluta de series.

Teorema 1.2.11. Un espacio normado X es un espacio de Banach si y solo si

toda serie absolutamente convergente es, a su vez, una serie convergente.
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Ademés, con base en la Definicién 1.2.9, podemos introducir la nocién de

base de Schauder para un espacio de Banach de la siguiente manera:

Definicion 1.2.12. Sea X un espacio de Banach. Una base de Schauder para
X es una sucesion (e,),—; C X con la propiedad de que, dada z € X, existe
oo
una tnica sucesion de escalares (o), C K tal que z = Z o;e;.
i=1
En seguida, enunciaremos el importante teorema que afirma que, si bien
no todo espacio normado es un espacio completo, si es posible considerar a
un espacio normado como un subespacio denso de un espacio de Banach. Para
este fin necesitamos definir previamente el concepto de isomorfismo entre dos

espacios normados.

Definiciéon 1.2.13. Sean (X, | |lx) v (Y;] - |l,) dos espacios normados (con
X y Y espacios vectoriales sobre el mismo campo K) . Un isomorfismo de X

sobre Y es una funcién biyectiva f : X — Y con las siguientes propiedades:
) flety)=flz)+ fly) Ve,yeX.
ii) flax)=af(z) YVaeKyVeeX.
i) flzfly = I @), VveeX.

Teorema 1.2.14 (Complecion de un espacio normado). Sea X un espacio nor-
mado. FEntonces, ezisten un espacio de Banach X Yy un isomorfismo
f: X — W, con W un subespacio denso de X. Mds atn, el espacio X es

unico salvo isomorfismos.

Al espacio X del teorema anterior se le conoce como la complecion del espacio
normado X.
A continuacién, introduciremos la nocioén de espacio cociente asociado a un

subespacio vectorial de un espacio vectorial.

Definicién 1.2.15. Sea Y un subespacio vectorial de un espacio vectorial X.
El espacio cociente X/Y es el espacio vectorial cuyo conjunto subyacente es la

coleccion {x +Y : x € X} con las operaciones definidas como:

+Y)+(z+Y)=(r+2)+Y Ve+Y,z+Y € X/Y,

alz+Y)=ar+Y VYVaeK y Vax+Y e X/Y.
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Con base en la definicion anterior, es sencillo comprobar que si Y es un
subespacio vectorial de un espacio vectorial X, entonces, para cualesquiera
x+Y,2+Y € X/Y,setieneque x +Y =2+ Y siysdlosiz —2z €Y. A
partir de lo anterior y de la Definicion 1.2.15, es facil verificar que el vector
cero de X/Y es 0 +Y y que las operaciones definidas para el espacio cocien-
te X/Y estan bien definidas, esto es, si « € Ky z,z,2',2 € X son tales que
x+Y =2'+Y y2+Y =2/ 4+Y, entonces (z+Y)+(24+Y) = (2'+Y)+ (2’ +Y)
vya+Y)=al' +Y).

Ahora, si en la Definicion 1.2.15 anadimos las hipotesis de que X sea un
espacio normado y Y sea cerrado en X, entonces podemos definir la norma

cociente de X/Y de la siguiente manera:

Definiciéon 1.2.16. Sean (X, || - ||,) un espacio normado y Y un subespacio de
X tal que Y es cerrado en X. La norma cociente de X/Y es la norma dada por
le+Y||=mf{||lz+y||,:yeY}paracadax+Y € X/Y.

Con el objetivo de facilitar la notaciéon en lo que resta de este trabajo, dados
X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X, escribiremos ||z + Y|
y ||z|| para cada x € X omitiendo el subindice X de la norma y entendiendo
que la primera norma hace referencia a la norma cociente definida sobre X/Y y
la segunda norma se refiere a la norma definida sobre X. El teorema que enun-
ciaremos en seguida justifica el uso del término norma para la norma cociente

definida anteriormente.

Teorema 1.2.17. Si X es un espacio normado y Y es un subespacio de X
tal que Y es cerrado en X, entonces la norma cociente de X/Y satisface las
condiciones i)-iv) de la definicidn de norma (Definicion 1.2.1). En consecuencia,

X/Y es un espacio normado con la norma cociente.

Demostracion. Sean X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X.
Seanz+Y,2+Y € X/Y yaeK.

i) Como ||z +y|| > 0Vy € Y, entonces ||z + Y| =nf{|lz+y| :yeY}>0.

ii) Siz+Y =0+Y, entonces z = 2—0 € Y. Luego, como Y es un subespacio

de X, obtenemos que —x € Y y, por consiguiente:
0= [0} = [l + (=2)[| = mf{[lz +y[| : y € Y} = [lz + Y| = 0.

De lo anterior, claramente se sigue que ||z + Y| = 0.
Por otra parte, si ||z + Y] = 0, entonces inf{|jz + y|| : y € Y} = 0.
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iii)

iv)

En consecuencia, se tiene que existe una sucesion (y,,),—, en Y tal que la
sucesion (||z + yn|),—, converge a cero. Asi, como ||z +y,| = ||y, — (—2z)||
Vn € N, obtenemos que la sucesion (||y, — (—x)||);—, converge a cero, por
lo que y, — —x. Ademas, como (y,),.; CY y Y es cerrado en X, de
lo anterior se sigue que —z € Y = Y. Luego, como Y es un subespacio
de X y —x € Y, entonces z € Y, de donde claramente se obtiene que

z+Y =0+Y. Por tanto, |zt +Y||=0siysolosiz+Y =0+Y.

Si a = 0, entonces es claro que ||a(z +Y)|| = lax+ Y] = |0+ Y] =
0 =10]|lz + Y| = |a|||z + Y||. Por otra parte, si « # 0, para cada y € Y,

definimos el vector u = éy € Y. De esta manera, tenemos que:

la(z +Y)[| = flax + Y| = inf {|lax + y[| :y € Y} =

1
a(x—&-y)H:er}:inf{|a|
a

1
x+ ayH ty € Y} = |a|mf {||z+ul| ;v e Y} =|a||z+ Y.

inf{
a|inf{

Por tanto, ||a(z +Y)| = |a||lz + Y.

1
at—&—yH:er}:
(6%

Sean y1,y2 € Y. Como Y es un subespacio de X, sabemos que y; +y2 € Y.

En consecuencia, por la desigualdad del tridngulo, obtenemos que:
l@+Y)+E+Y)|=lE@+2)+Y)|=mi{]z+z+y[:yeY} <

[ 42+ y1 + el < llz +yull + [z + w2l (1.4)

De (1.4) es claro que ||(z+Y)+ (z4+Y)|| = lz+ w1 < |lz+y| Yy € Y, por
loque [[(z+Y)+ (z+Y)| —lz+yl <mf{[lz+yl:y e Y} =z +Y]
y, por consiguiente:

[z +Y)+(E+Y)[ =z +Y] <z +ul (1.5)

Luego, de (1.5) se obtiene que |[(x+Y)+(2+Y)||—||z+Y || < ||lz+y|| Vy € ¥
y, por tanto, | (z+Y)+(=-+Y) |~ [s+Y | < mt{z-+yl : y € Y} = [lo+V |
o, equivalentemente, ||[(z+Y)+ z+ V)| < |lz+ Y| + ||z + Y|

Por tanto, la norma cociente satisface las condiciones i)-iv) de la definicion de

norma y, consecuentemente, el espacio cociente X/Y es un espacio normado con

la norma cociente. O
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En seguida, enunciaremos un lema, cuya prueba es sencilla, en el que se
muestran dos propiedades bésicas de la norma cociente y un teorema que nos da
una condicion suficiente para garantizar que un espacio cociente sea un espacio
de Banach.

Lema 1.2.18. Sea Y un subespacio de un espacio normado X tal que Y es

cerrado en X. Entonces:
a) |z| > ||z +Y]| Vz € X.

b) Para cualesquiera x € X ye > 0 existe z € X tal quex +Y =2z+Y y
Iz]] < |le + Y +e.

Teorema 1.2.19. Sean X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de

X. Si X es un espacio de Banach, entonces X/Y es un espacio de Banach.

Ahora, presentaremos un resultado en el que se relacionaran los conceptos
introducidos en la primera seccion del presente capitulo con la topologia inducida

por la norma en un espacio normado.
Lema 1.2.20. Sea X un espacio normado.

a) Si A es un subconjunto convexo de X, entonces A es un subconjunto con-

vero de X.
b) Toda bola abierta o cerrada en X es convexa.

¢) Toda bola abierta o cerrada en X con centro en el vector cero de X es

balanceada y abosrbente.
Demostracion. Sea X un espacio normado.

a) Supongamos que A es un subconjunto convexo de X. Sean x,y € Ay
t € [0,1]. Como =,y € A, sabemos que existen sucesiones (z,)3%; y
(yn)S2, en A tales que x, — z y ¥, — y. Ademas, como A es conve-
xo y t € [0,1], se tiene que tx, + (1 —t)y, € A Vn € N y es claro que
tz,+(1—t)y, — tz+(1—t)y. De lo anterior se obtiene que tz+(1—t)y € A

y, por consiguiente, A es convexo.

b) Sean zp € X y € > 0. Sea B(xg, €) la bola abierta en X con centro en xg

y radio €. Sean x,y € B(xg,¢€) y t € [0,1]. Entonces, tenemos que:

[tz + (1 —t)y — zol| = [[tz + (1 — t)y — 2o + twg — tzol| <
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[t — taol| + (1 = t)y — (1 =)ol = t]|z — xol + (1 = H)[ly — zol| <
te+ (1 —tle=e.

De lo anterior, se sigue que tx+(1—t)y € B(xo,€) y, por tanto, B(xg, €) es
convexa. Una prueba completamente anéloga muestra que la bola cerrada

en X con centro en zg y radio € es convexa.

c) Sea & > 0. Sean B(0,6) la bola abierta en X con centro en 0 y radio ¢
y a € K tal que |a| < 1. Si z € aB(0,6), entonces existe y € B(0, )
tal que z = ay, de donde se sigue que |z|]| = ||ay| = |||yl < [ly]| < 6.
Asi, obtenemos que z € B(0, ) y, en consecuencia, B(0,d) es balanceada.
Analogamente se puede ver que la bola cerrada en X con centro en 0 y

radio § es balanceada.

Ahora, sea z € X. Entonces, s, = W > 0 es un namero real tal que si
s
t > s, > 0, entonces se cumple que H%z” = 1]lz]| < i||z|| = ||z||||Z+”1 <9,

por lo que %z € B(0,0). Asi, se obtiene que %z € B(0,0) para cualquier

t > s., de donde claramente se sigue que z = t(lz) € tB(0,0) para

t
cualquier t > s,. Por tanto, para cada z € X, se tiene que s, = W >0
es un namero real tal que z € tB(0, ) para cualquier ¢ > s,. Asi, podemos
concluir que B(0,0) es absorbente y de manera analoga se puede probar

que la bola cerrada en X con centro en 0 y radio § es absorbente.

O

A continuacion, exploraremos algunas propiedades basicas de los espacios
normados de dimension finita que serviran de apoyo para desarrollar algunos

resultados que se expondran posteriormente.

Lema 1.2.21. Sean X un espacio normado y {x1,...,x,} un subconjunto fi-
nito no vacio de vectores linealmente independientes de X. Entonces, existe un

numero real ¢ > 0 tal que para cualesquiera escalares aq,...,a, € K se cumple

n n
Zaimi >C<Z|O¢i|> .
i=1 i=1

En seguida, enunciaremos un teorema que nos habla sobre una propiedad

que:

fundamental de los subespacios de dimension finita en cualquier espacio norma-
do.

Teorema 1.2.22. Todo subespacio de dimension finita Y de un espacio nor-

mado X es cerrado en X.
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Ahora, definiremos el concepto de equivalencia de normas en un espacio

vectorial.

Definicién 1.2.23. Se dice que una norma || - || sobre un espacio vectorial X
es equivalente a una norma || - ||, sobre X si existen dos ntimeros positivos a y
b tales que:

allz)l. < lzllo <bljzll. Ve e X.

Usando el Lema 1.2.21, podemos probar el siguiente teorema que afirma
que cualesquiera dos normas sobre un espacio vectorial de dimensién finita son

equivalentes.

Teorema 1.2.24. Sea X un espacio normado de dimension finita. Sean || - ||«
y |l - llo dos normas definidas sobre X. Entonces, las normas || |« v || - |lo son

equivalentes.
Demostracion. Sean X, |||« v || - ||o como en el enunciado del teorema. Supon-
gamos que dim X = n, con n € N. Sean {ey,...,e,} una base para X y « € X.
n
Entonces, existen (unicos) escalares ai,...,a, € K tales que x = Zaiei.
=1
Como {ey,...,e,} es base para X, entonces {e1,...,e,} es un subconjunto fi-
nito no vacio de vectores linealmente independientes de X. Por el Lema 1.2.21,
sabemos que existe una constante ¢ > 0 tal que:

Zaiei >c <Z ozi) . (1.6)

] =

Por otra parte, sea M = max{||e;|l, : j € {1,...,n}}. Luego, por la desigualdad

del tridngulo y la definicién de norma, se tiene que:

n
E ;€
i=1

llo =

< el edllo < MY ] (1.7)
1=1 i=1

o

De las expresiones (1.6) y (1.7), se sigue que:

n

Cc

allzlle < ¢ (Z Iai|> <l
i=1

Por tanto:
allzllo < [z« (1.8)
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donde a = 7 > 0.

Intercambiando los papeles de ||« ||« ¥ || || en el argumento anterior, obtenemos

que rl|zll. < ||lz[lo, donde r = & > 0, d > 0 es una constante positiva tal

n
que ||zl = Zaiei
i=1

— o i
1.2.21) y N = méax{|le;|« : j € {1,...,n}}. De lo anterior, se obtiene que:

n
>d Z || | (cuya existencia sabemos por el Lema
=1

[[z]l« < bll[|o, (1.9)
con b =+ > 0. De (1.8) y (1.9) se sigue que las normas || - ||l y || - [lo son
equivalentes. O

Es importante mencionar que, en general, el reciproco del Lema 1.1.8 no es
valido, esto es, existe un espacio métrico en el que no todo subconjunto cerrado
y acotado es compacto. No obstante, en un espacio normado de dimension finita,
el siguiente teorema nos asegura que los conjuntos compactos en dicho espacio

son precisamente aquéllos conjuntos que son cerrados y acotados.

Teorema 1.2.25. Sean X wun espacio normado de dimension finita y C' un
subconjunto de X. Entonces, C' es compacto si y sdlo si C' es acotado y cerrado
en X.

Para terminar esta seccion, presentaremos dos resultados que nos permiti-
ran concluir que en cualquier espacio normado de dimensién infinita existe un

subconjunto cerrado y acotado que no es compacto.

Lema 1.2.26 (Riesz). Sean X un espacio normado y'Y un subespacio de X.
Supongamos que Y es cerrado en X y que Y es un subconjunto propio de X.
Entonces, para cualquier 6 € (0,1) existe v € X tal que ||z|| =1y ||z —y|| >0
VyeY.

Teorema 1.2.27. Sea X un espacio normado. Entonces la bola unitaria cerrada

en X es compacta si y sélo X es de dimension finita.

Demostracion. Sean X un espacio normado y B[0, 1] la bola unitaria cerrada
en X.

Si dim X < oo, entonces el Teorema 1.2.25 nos asegura que B|0, 1] es compacta
pues, claramente, B[0, 1] es acotada y cerrada en X.

Conversamente, supongamos que dim X = oco. Notemos que basta dividir cual-

quier vector distinto de cero de X por su norma para obtener un vector con
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norma igual a uno en X. Sea pues x; € X tal que ||z;|| = 1. Sea X1 = (z1).
Es claro que X7 es un subespacio de X de dimension igual a uno. Luego, como
dim X = oo, tenemos que X7 es un subconjunto propio de X, X; es cerrado en
X, por el Teorema 1.2.22, y 21 € X;. Por el Lema de Riesz (Lema 1.2.26) se
sigue que, para § = %7 existe zo € X tal que ||z2]| =1y

|22 — 21| >

N |

Sea Xy = (x1,x2). Claramente X5 es un subespacio de X de dimensién finita por
lo que, analogamente a como se hizo anteriormente con X7, podemos concluir
que X5 es un subespacio propio de X, X5 es cerrado en X y z1,29 € Xo.
Nuevamente por el Lema de Riesz, sabemos que existe x3 € X tal que ||z3]| =1

Y 1

lzs —a;ll = 5 Vi€ {1,2}.
Continuando de esta manera, inductivamente, obtenemos una sucesion ().
1
2
n,m € N con n # m. De lo anterior, es claro que la sucesion (z,);-, no

de elementos de B[0, 1] que satisface que ||z, — zn| > 5 para cualesquiera
contiene ninguna subsucesion de Cauchy, por lo que (z,,);—; es una sucesion de
elementos de B[0, 1] que no contiene ninguna subsucesion convergente. De esta

forma, por el Teorema 1.1.7, se obtiene que B|0, 1] no es compacta. O

1.3. Operadores y funcionales lineales

Una vez introducidos los conceptos y propiedades esenciales de los espacios
normados y los espacios de Banach, definiremos aquellas funciones entre espacios
vectoriales, conocidas como operadores lineales, que resultan fundamentales pa-
ra el estudio de los mismos, pues preservan las operaciones algebraicas de dichos

espacios.

Definicion 1.3.1. Un operador lineal T es una funciéon con las siguientes pro-

piedades:

i) El dominio de T, denotado por D(T'), es un espacio vectorial y el rango de
T, que escribiremos como R(T'), es un subconjunto de un espacio vectorial

definido sobre el mismo campo que el dominio de T'.

i) T(x+y) =T(x)+T(y) VYa,y € D).
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ili) T(ax) = aT(x) Va € D(T) y para cualquier escalar o.
Definicion 1.3.2. Sea T un operador lineal. El espacio nulo de T, denotado
por N (T), es el conjunto definido por:

N(T) = {z € D(T) : T(z) = 0} .

Una propiedad bésica de todo operador lineal T' que usaremos ampliamente
a lo largo de la presente tesis es el hecho de que T(0) = 0, lo cual se puede
comprobar facilmente sustituyendo o = 0 en la condicion iii) de la Definicion
1.3.1. Otras propiedades béasicas de los operadores lineales que nos seran de gran
utilidad en el desarrollo de este trabajo, se encuentran enlistadas en el siguiente

teorema:

Teorema 1.3.3. Sea T' un operador lineal. Entonces:
a) El rango R(T) es un espacio vectorial.
b) Si dimD(T) =n, con n € N, entonces dimR(T) < n.
¢) FEl espacio nulo N(T) es un espacio vectorial.

En el siguiente teorema se justificaréd que la funciéon inversa de un operador
lineal T existe si y s6lo si el tinico elemento del espacio nulo de T es el vector cero
del dominio de T' y que, en caso de existir, la inversa de un operador lineal es
también un operador lineal, por lo que tiene sentido hablar del operador inverso

de un operador lineal.

Teorema 1.3.4. Sean X y Y dos espacios vectoriales definidos sobre el mis-
mo campo. Sea T : D(T) — Y un operador lineal tal que D(T) y R(T) son

subespacios vectoriales de X y de Y, respectivamente. Entonces:

a) La inversa T~ : R(T) — D(T) de T existe si y sdlo si N(T) = {0}.

b) Si T—! existe, entonces T~* es un operador lineal.

¢) SidimD(T) =n, conn € N, y T~ existe, entonces diim R(T) = dim D(T).
Demostracion. Sean X,Y y T : D(T) — Y como en el enunciado del teorema.

a) Supongamos que la inversa T-! : R(T) — D(T) de T existe. Como
T(0) = 0, entonces {0} C N (T'). Ahora, sea z € N(T). Entonces T'(z) =
0 =T(0) y, en consecuencia, x = T~ Y(T(x)) = T~Y(T(0)) = 0, por lo que
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x € {0}. Asi, se obtiene que N (T') C {0} y por tanto NV (T') = {0}.
Conversamente, supongamos que N (T') = {0} y veamos que T es inyectivo.
Sean x1,x2 € D(T) tales que T(x1) = T(x3). Entonces, obtenemos que
0="T(x1)—T(x2) = T(x1—=2) y, por consiguiente, z1 —z2 € N (T) = {0}.
De lo anterior, se obtiene que 21 — x5 = 0 o, equivalentemente, 1 = 5.
Por tanto, T' es inyectivo y la inversa T=1 : R(T) — D(T) de T existe.

Supongamos que T~! existe. Es claro que D(T~!) = R(T) y R(T~!) =
D(T) y, por definicion de operador lineal y por el Teorema 1.3.3, tene-
mos que D(T1) y R(T~!) son espacios vectoriales sobre el mismo cam-
po. Por otra parte, sean o un escalar y yi,y2 € D(T~1) = R(T). Sean
21,22 € D(T) los unicos elementos del dominio de T tales que T'(z1) = y1
y T(x2) = ya, de modo que T~ (y1) = 21 y T~ (y2) = z2 De lo anterior,
obtenemos que ay; = aT(r1) = T(az1) vy y1 +y2 = T(z1) + T(x2) =
T(x1 + x2). Asi, se obtiene que:

T 'y +y2) =T NT(x1+32) =21+ 22 =T "(y1) + T~ (32)

T Yay) =T HT(axy)) = azy = aT (y1).
Por tanto, 7! es un operador lineal.

Supongamos que dimD(T) = n, con n € N, y que T~! existe. Por el
inciso b) del Teorema 1.3.3, sabemos que dim R(T) < n = dimD(T). De
esta manera, se obtiene que dimD(T!) = dimR(T) < n < oo. Asi, por
el inciso b) del presente teorema, tenemos que 7! es un operador lineal

cuyo dominio es de dimension finita. En consecuencia, nuevamente por

el inciso b) del Teorema 1.3.3, sabemos que dimD(T) = dimR(T~1) <
dimD(T~1) = dim R(T). Por tanto, dim R(T) < dimD(T) y dim D(T) <
dim R(T'), de donde se sigue que dimD(T) = dim R(T).

O

Es sencillo verificar que la composicion de dos operadores lineales es tam-

bién un operador lineal. Ademés, el siguiente lema nos da una formula para el

operador inverso de la composiciéon de dos operadores lineales.

Lema 1.3.5. Sean T : X — Y y S : Y — Z dos operadores lineales y

biyectivos, con X, Y y Z espacios vectoriales sobre el mismo campo. Entonces
la inversa (ST)~' : X — Z de la composicion ST existe y (ST)~t =T-1571.
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A continuacioén, definiremos un tipo especial de operadores lineales, a saber,
los operadores lineales y acotados, que resultardn de gran importancia en el

estudio de los espacios normados.

Definicién 1.3.6. Sean (X,|-|) v (Y,||-|l,) espacios normados y sea
T : D(T) — Y un operador lineal, con D(T) un subespacio de X. Diremos
que T es acotado si existe un namero real ¢ > 0 tal que |T(z)||, < c||z||, para

cualquier z € D(T).

Si T : D(T) — Y es un operador lineal y acotado, con D(T) C X y
D(T) # {0}, y ¢ > 0 es un namero real que satisface la Definicion 1.3.6, clara-

mente tenemos que:

T
1@y . vy e ey o). (1.10)
[l x
: 1Ty . 5
Luego, de (1.10) obtenemos que el conjunto ol T € D(T)\ {0} ; esta
X

acotado superiormente. Asi, podemos definir la norma de un operador lineal y

acotado de la siguiente manera:

Definicion 1.3.7. Sean (X,|-|x) ¥ (Y,|l-|ly) espacios normados y sea
T : D(T) — Y un operador lineal y acotado, con D(T") un subespacio de

X. Definimos la norma del operador T, denotada por ||T||, como:

T(x
IT| = sup 1T ()]l
zeD(T) ]|
z#0

Si D(T) = {0}, definimos la norma de T como ||T'|| = 0.

Con el fin de simplificar la notaciéon en lo que resta del presente trabajo,
si X y Y son espacios normados y T : D(T) — Y es un oprerador lineal,
con D(T) C X, escribiremos ||T(z)|| y ||z| para cada x € D(T) omitiendo
los subindices X y Y de las normas y entendiendo que la primera norma hace
referencia a la norma definida sobre Y y la segunda norma se refiere a la norma
definida sobre X.

Con base en la Definicion 1.3.7, es claro que si T : D(T)) — Y es un operador
lineal y acotado, con D(T) C X, entonces ||T(x)| < ||T||||z|| V& € D(T) y
que si ¢ > 0 es un namero real tal que | T(z)|| < ¢|z| Yz € D(T), entonces
IT|| < c. Estos dos hechos seran usados frecuentemente en lo que resta del

presente trabajo.
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En el siguiente lema se justificara el uso del término norma en la Definicion
1.3.7.

Lema 1.3.8. Sean X y Y espacios normados y T : D(T) — Y wun operador
lineal y acotado, donde D(T) es un subespacio de X . Entonces:
a) [T = sup |T(z)|| =inf{c=0:[T(z)| < c|z| Vo € D(T)}.
zeD(T)
lzl<1
Ademds, si D(T) # {0}, entonces ||T|| = sup ||T(z)].
zeD(T)
llzll=1
b) La norma de la Definicion 1.8.7 satisface las propiedades i)-iv) de la de-
finicion de norma (Definicion 1.2.1).

Demostracion. Sean X, Y y T : D(T) — Y como en el enunciado del lema.

a) Si D(T) # {0}, para cada = € D(T) \ {0}, definimos el vector y = ﬁx,

de modo que ||ly|| = 1. De esta forma, por la linealidad de T, tenemos que:
IT]| = sup || @)= sup |—T(2)| =
zED T) H [ z€D(T) H33||
TH# x;ﬁO
s (7o) = sw 1.
z€D(T) =] y€D(T)
z7#0 llyll=1

Por tanto, |T|| = sup ||T(z)| si D(T) # {0}.
zeD(T)
llzll=1

Ahora, veamos que ||T'|| = sup |T(x)].
zeD(T)
l=ll<1

Si D(T) = {0}, como T'(0) = 0, entonces es claro que:

sup [ T()[| = 0= [T
ze€D(T)
llzll<1

Por otra parte, si D(T') # {0}, tenemos que:

|7 = sup || T(z)| < sup [T()],
xz€D(T) zeD(T)
[lz][=1 llzll <1

pues {[|T(z)|| - x € D(T), ||z = 1} S| T ()] : = € D(T), ||=[| <1}
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b)

Mas aun, notemos que si x € D(T) y |z|| < 1, entonces ||T(z)| <
ITlll2ll < 1T, de donde se sigue que sup 7)< [IT]|.
zeD(T)
llzll<1
Asi, podemos concluir que ||T'|| = sup ||T(z)|| si D(T) # {0}.
zeD(T)

llzll<1

Finalmente, probaremos la igualdad:
1T = inf{c > 0: [T(z)] < cllz]| Vo € D(T)}.

Como ||T'(x)|| > 0 Vo € D(T), entonces ||T|| = sup ||T(x)| > 0. Ade-
z€D(T)
llzll<1

mas, como |[|T(z)|| < [|T||||z|| Y= € D(T), tenemos que:
if{c>0: [T (z)| < cfz]| Vo € D(T)} < ||IT.

Si inf{c > 0 : |T(z)]] < c|z|| Yo € D(T)} < ||T||, se tendria que
existe un namero real d > 0 tal que ||T(z)|| < d||z|| V& € D(T) y
d < ||T|, lo cual no es posible ya que, como habiamos observado an-
teriormente, si ¢ > 0 es cualquier namero real con la propiedad de que
IT(@)| < c|lz|| V& € D(T), entonces ||T|| < c. Por tanto, podemos con-
cluir que ||T|| < inf{c > 0: ||T(z)| < c||z|| V& € D(T)} y, en consecuencia,
I = inf{e > 0+ | T(@)| < ellz] Vo € D(T)}.

i) Como ||T'(z)|| > 0 Vx € D(T), entonces ||T|| = sup ||T(z)| > 0.
zeD(T)
llzll<1
il) Si T = 0, claramente se tiene que ||| = sup ||T(z)| = 0, pues
z€D(T)
llxll<1

T(x) =0Vx e D).
Conversamente, si ||T|| =0y D(T') # 0 (en el caso en que D(T) =0
es claro que T = 0 ya que T'(0) = 0), entonces sabemos que:
T
N COT

zeD(T) [l
x#0

Luego, se obtiene que ”ﬂ:ﬂ)” = 0 Ve € D(T) \ {0}, de donde se
sigue que | T'(z)|| = 0 Vo € D(T') \ {0} vy, en consecuencia, T'(z) = 0
Va € D(T) \ {0}. Mas atn, como T(0) = 0, de lo anterior obtenemos

que T(z) = 0 Yo € D(T) vy, por consiguiente, T = 0. Por tanto,
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IT|| =0siysolosi T =0.

iii) Sea a € K. Como D(aT) = D(T'), entonces tenemos que:

[aT[| = sup |[[(aT)(z)]|= sup [T (z)||=
zeD(aT) z€D(T)
llzll <1 lz)l<1

sup |[af|T(z)|| = [af sup [[T'(2)| = |of[|T].
x€D(T) 2€D(T)
Izl <1 llzl <1

iv) Sean Ty : D(T1) — Y y Ty : D(Tz) — Y operadores lineales
y acotados, tales que D(T1) = D(T») y D(11) es un subespacio de
X. Por la desigualdad del tridngulo, sabemos que ||(T} + T2)(z)| =
1Ty (2) + To(x)|| < ||Ti(z)]] + ||T2(z)|| para cualquier z € D(Ty) =
D(Tz) = D(T + T»). De lo anterior se obtiene que:

1Ty +Toll = sup  [[(Ty + T2)(2)|| =
<R

sup  ||Th(2) + Ta(2)| < sup [[Ti(z)| + sup [Ta(z)]| =

z€D(T1+T>) ze€D(Ty) zeD(T2)
lzll<1 lzll<1 flxll<1
1Tl + (T2l

O

El teorema que enunciaremos a continuacién nos da otra propiedad funda-

mental de los espacios normados de dimension finita.

Teorema 1.3.9. Si X es un espacio normado de dimension finita, entonces

todo operador lineal con dominio X es acotado.

En seguida, exhibiremos un importante teorema que afirma que los opera-
dores lineales y continuos entre espacios normados son exactamente aquellos

operadores lineales que son acotados.

Teorema 1.3.10. Sean X y Y espacios normados y T : D(T) — Y un opera-

dor lineal, donde D(T') es un subespacio de X. Entonces:
a) T es continuo si y sélo si T es acotado.
b) Si existe o € D(T) tal que T es continuo en xo, entonces T' es continuo.

Demostracion. Sean X, Y y T : D(T) — Y como en el enunciado del teorema.
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a) Supongamos que T es acotado. Sea x € D(T'). Sea € > 0. Consideremos

€
§=——>0.8iy € D(T) es tal que ||y — x| < J, entonces:
7]
IT() = T@)] = [T - )] < I1Tlly - ol < 7)o = L <
7]

Por tanto, T es continuo en z para cualquier « € D(T) y, por consiguiente,
T es continuo.

Conversamente, supongamos que T es continuo. Si D(T') = {0}, entonces
claramente T es acotado pues T(0) = 0. Por tanto, supongamos también
que D(T) # {0}. Sea x¢p € D(T). Por hipotesis, sabemos que T es con-
tinuo en zo. Entonces, para ¢ = 1 > 0, tenemos que existe 6 > 0 tal
que ||T(x) — T(zo)|]| < 1siz € D(T) cumple que ||l — zo| < J. Sea
y € D(T) \ {0}. Consideremos el vector z = zg + ﬁy € D(T). Asi,

se tiene que ||z — zg|| = ﬁy“ = %Hy” = £ < 4. En consecuencia,
tenemos que:
Ll = | (50) | =176 20l = 176 - Tl <1
— T ()| = ——y ||| = |T(z — z0)|| = | T(2) — T'(xo .
2[|y| 2[ly

De lo anterior es inmediato que ||T'(y)|| < 2|y||. Luego, obtenemos que
|T(z)| < 2|z|| Vo € D(T) \ {0} y, como T(0) = 0, es claro que la de-
sigualdad anterior es valida para z = 0. Por tanto % > 0 es un nimero real
tal que ||T(z)|| < 2||z|| Vx € D(T), de donde se sigue que T es acotado.

b) El argumento de la segunda parte de la prueba del inciso a) del presente
teorema muestra que si existe zo € D(T) tal que T' es continuo en xq,
entonces T' es acotado y el inciso de a) de este teorema nos dice que si T'

es acotado, entonces T es continuo.

Corolario 1.3.11. Sea T un operador lineal y acotado. Entonces:
a) T(xn) — T(z) siz, —> z, conx € D(T) y (z,),~, CD(T).
b) El espacio nulo N(T) es cerrado en D(T).

Es sencillo ver que la composicién de dos operadores lineales y acotados es
un operador lineal y acotado. Ademés, el siguiente lema nos da una desigualdad

para la norma de la composiciéon de dos operadores lineales y acotados.
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Lema 1.3.12. Sean X, Y y Z espacios normados y sean Ty : X — Y,
To:Y — Z yT : X — X operadores lineales y acotados. Entonces:

a) ||l < [ TafllIT2]-
b) [T < |IT|[" Vn € N.

A continuacion, definiremos las nociones de restriccion y extension de un
operador lineal para después enunciar un teorema que nos garantiza que pode-
mos extender un operador lineal y acotado a otro operador lineal y acotado sin

alterar la norma del operador original.

Definiciéon 1.3.13. Sea T : D(T) — Y un operador lineal. La restriccion
de T a un subconjunto B de D(T) es la funcion T|p : B — Y dada por
T|g(x) =T (x) Vx € B.

Definiciéon 1.3.14. Sea T : D(T) — Y un operador lineal. Una extension de
T a un conjunto M que contiene a D(T) es una funciéon T:M — Y tal que
Tlpry=T.

Teorema 1.3.15. Sea T : D(T) — Y un operador lineal y acotado, donde
D(T) es un subespacio de un espacio normado X yY es un espacio de Banach.
Entonces T tiene una extension T : (T) — Y tal que T es un operador lineal

y acotado cuya norma satisface la igualdad | T| = ||T).

Ahora, recordando la definicién de espacio cociente (Definicion 1.2.15), dados
un espacio normado X y un subespacio Y de X con la propiedad de que Y es

cerrado en X, definimos el mapeo canénico de X en X/Y como sigue:

Definicion 1.3.16. Sean X un espacio normado y Y un subespacio cerrado
de X. El mapeo cociente de X en X/Y es el mapeo 7 : X — X/Y dado por
m(x) =z +Y para cada x € X.

En seguida, enunciaremos y probaremos un sencillo lema sobre el mapeo
cociente definido anteriormente con la finalidad de presentar un importante

teorema que se puede obtener como consecuencia de dicho lema.

Lema 1.3.17. Sean Y un subespacio de un espacio normado X tal que Y es
cerrado en X ym: X — X/Y el mapeo cociente de X en X/Y. Si B,(0,1)
es la bola unitaria abierta en X y B
X/Y, entonces (B, (0,1)) =B

v (0+Y,1) es la bola unitaria abierta en

X/Y(O + K 1)'
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Demostracion. Sean X, Y y 7 : X — X/Y como en el enunciado del lema.
Sean B, (0,1) la bola unitaria abierta en X y B, (0 +Y,1) la bola unitaria
abierta en X/Y. Si # € B, (0,1), por el Lema 1.2.18 sabemos que ||7(x)| =
|z + Y| < |lz]| < 1, por lo que 7(x) € B,,, (0 +Y,1) y, en consecuencia,
m(Bx(0,1)) € By,, (0 + Y,1). Por otra parte, si 2 +Y € By, (0+Y,1),
entonces ||z + Y|| < 1. Luego, nuevamente por el Lema 1.2.18, sabemos que
para e = 1 —||z+ Y] > 0 existe u € X tal que 7(u) = u+Y = 24+Y y
llul] < |z+Y]|+(1—|z+Y]|) = 1. Asi, tenemos que u € B, (0,1) y 7(u) = 2+Y,
de donde se sigue que z+Y € 7 (B, (0,1)). De esta manera, hemos probado que
By, (04+Y,1) C 7 (B(0,1)) y, por tanto, 7 (B, (0,1)) = By, (0+Y,1). [

X/Y

v (

Teorema 1.3.18. Sean X y Z espacios normados y T : X — Z un operador
lineal. Supongamos que Y es un subespacio cerrado de X tal que Y C N (T). Si
m: X — X/Y es el mapeo cociente de X en X/Y, entonces existe un inico
operador lineal S : XY — Z tal que T = Sw. Ademds, R(S) = R(T), S es

acotado si y sélo si T es acotado y, si T es acotado, entonces | T|| = ||S]|.

Ahora, introduciremos la nociéon de funcional lineal que resulta ser un caso

particular del concepto de operador lineal.

Definicion 1.3.19. Una funcional lineal f es un operador lineal cuyo dominio
es un subespacio vectorial de un espacio vectorial X y cuyo rango esté contenido

en el campo escalar K de X.

Debido a que una funcional lineal es un caso especial de un operador lineal y
(K, |- ]) es un espacio normado, de manera aniloga a como se defini6 el concepto
de operador lineal y acotado, podemos definir la nociéon de funcional lineal y

acotada como sigue:

Definicién 1.3.20. Sean X un espacio normado y f : D(f) — K un operador
lineal, con D(f) un subespacio de X. Se dice que f es acotada si existe un

ndmero real ¢ > 0 tal que | f(z)| < ¢||z|| para cualquier z € D(f).

Similarmente a como se hizo anteriormente para un operador lineal y acota-
do, definimos la norma de una funcional lineal y acotada f : D(f) — K, donde

D(f) es un subespacio de un espacio normado X, como:

1l = sup L@

zeD(f) [l ’
z#0
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y si D(f) = {0}, definimos la norma de f como | f|| = 0.

Nuevamente es claro a partir de la definicion de norma de una funcional
lineal y acotada que |f(x)| < ||f||||z|| Y& € D(f) y que si ¢ > 0 es un namero
real tal que |f(z)| < ¢||z|| Vz € D(f), entonces ||f|| < ¢. Mas atn, por el Lema

1.3.8, sabemos que:

I£ = sup |f@)] = if{e>0:[f(@)| < clal Vo € D},
[rits

y que si D(f) # {0}, entonces:

Il = sup [f(z)]-
z€D(f)
llzll=1
Notamos que, como un caso particular del Teorema 1.3.10, tenemos el siguiente

resultado:

Teorema 1.3.21. Una funcional lineal f : D(f) — K, donde D(f) es un

subespacio de un espacio normado X, es continua si y solo si f es acotada.

Para concluir esta secciéon enunciaremos un lema que nos permitiré expresar
a toda funcional lineal en términos de su parte real y concluir que, por tanto, dos

funcionales lineales son iguales si y s6lo si sus respectivas partes reales coinciden.

Lema 1.3.22. Sean X un espacio normado sobre C y X, el espacio normado

sobre R que se obtiene al restringir el producto de vectores por escalares a Rx X.

a) Si f: X — C es una funcional lineal, entonces Re(f) : X, — R es una
funcional lineal y f(x) = Re(f)(z) — iRe(f)(ix) Yz € X.

b) Sig: X, — R es una funcional lineal, entonces existe una dnica funcio-
nal lineal f: X — C tal que Re(f) = g.

¢) Si f: X — C es una funcional lineal, entonces [ es acotada si y sélo
Re(f) : X, — R es acotada. Ademds, si f es acotada, entonces || f]| =
[ Re(f)]]-

Demostracion. Sean X y X, como en el enunciado del lema.

a) Sea f: X — C una funcional lineal. Claramente se tiene que el dominio
X, de Re(f) es un espacio vectorial y que el rango de Re(f) esta conte-

nido en el campo escalar R de X,. Ademaés, es claro que si z; y z3 son
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cualesquiera dos niimeros complejos y « es cualquier ntimero real se cum-
ple que Re(z; + 2z2) = Re(z1) + Re(z2) y Re(az1) = aRe(z1). Luego, por
la linealidad de f, obtenemos que si z1,z2 € X, y 8 € R, entonces:

Re(f)(z1+ x2) = Re(f(w1 + 32)) = Re(f(21) + f(22)) =

Re(f(z1)) + Re(f(z2)) = Re(f)(x1) + Re(f)(x2),

Re(f)(Bz1) = Re(f(Bx1)) = Re(Bf (1)) = BRe(f(x1)) = BRe(f)(x1).

Por tanto, Re(f) es una funcional lineal. M4s atn, notemos que si z es un

nitmero complejo, tenemos que:
Re(z) — iRe(iz) = Re(z) — iRe(i(Re(z) + iIm(z))) =
Re(2)—iRe(—Im(z)+iRe(z)) = Re(z)—i(—Im(z)) = Re(z)+ilm(z) = 2.
De lo anterior y de la linealidad de f se obtiene que:
f(x) = Re(f(x)) — iRe(i(f(x))) = Re(f(x)) — iRe(f(ix)) =

Re(f)(x) — iRe(f)(ix),
para cualquier z € X. Por tanto, f(z) = Re(f)(x) —iRe(f)(iz) Va € X.

Sea g : X, — R una funcional lineal. Sea f : X — C la funciéon dada
por f(z) = g(x) — ig(ixz) Vo € X. Asi, por la linealidad de g, obtenemos

que si x1,72 € X y a € C, entonces:
f(z1+32) = g(w1 + 22) —ig(i(71 + 22)) = g(21) + g(22) —ig(iz1 +iza) =

g(w1) + g(x2) —ig(izy) —ig(ize) = g(w1) — ig(iz1) + g(w2) — ig(ize) =

f(z1) + f(x2),

flazy) = glaz)) —ig(i(axy)) =

9((Re(@) + iIm(a))x1) — ig(i( Re(a) + ilm(a))z1) =
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g(Re(a)zy + ilm(a)zy) — ig(—Im(a)z; + iRe(a)z) =
Re(a)g(a1) + Im(a)g(izy) + ilm(a)g(a:) — iRe(a)g(i:) =
(Re(a) + iIm(e))g(a1) + (Im(a) — iRe(c))g(iz1) =
(Re(a) + iIm(a))g(a1) — i(Re(a) + iIm(a))g(iz:) =
aglar) — iag(izy) = a(glar) — iglizr)) = af(zy).

Consecuentemente, f es una funcional lineal y, como g es real valuada, es
claro que Re(f) = g. Ademas, si h : X — C es una funcional lineal tal
que Re(h) = g, por el inciso a) del presente lema, sabemos que h(z) =
Re(h)(z) — iRe(h)(iz) = g(z) —ig(iz) = f(x) Vx € X. Por tanto, f es la

unica funcional lineal con dominio X que satisface la igualdad Re(f) = g.

Sea f : X — C una funcional lineal. Por el inciso a) de este lema, tenemos
que Re(f): X, — R es una funcional lineal.

Si f es acotada, entonces |Re(f)(x)| = [Re(f(x))| < [f()| < [fl]]
Va € X,., por lo que Re(f) es una funcional lineal y acotada.
Conversamente, supongamos que Re(f) es acotada. Sea x € X tal que
|z]] < 1. Si f(x) = 0, entonces 1 es un escalar tal que [1| =1y 1f(z) =
f(z) =0=10] = |f(x)|. Por otra parte, si f(z) # 0, entonces % es un

: f(z)
escalar que satisface que @)

=1y fa /@) = FEr = /(@) En

consecuencia, tenemos que existe un escalar a,, tal que o, | = 1y a, f(z) =

|f(z)]. Ademas, por la linealidad de f sabemos que o, f(z) = f(azx) y
como f(ayz) = azf(x) = |f(x)| € R, entonces f(azx) = Re(f(azx)) =
Re(f)(azx). Més atn, como |ag| = 1, se tiene que ||azz|| = |ag|lz| =

lz]| < 1. Asi, obtenemos que:

[f(2)] = fawz) = Re(f)(awr) < |Re(f)(0wr)| <

[Re(f)[[[ow]l < [|Re(f)]

Por tanto, |f(z)| < ||[Re(f)| para cualquier x € X tal que ||z|| < 1. De
esta manera tenemos que si y € X y y # 0, entonces u = ﬁy e X
satisface que [Jul| < 1, por 1o que |f(w)] = | £ (Jfu)| = |Ills (v79)| =

Iyl £ (39)| = Iwlls@)] < IRe(HIy]- Ademds, como f(0) = 0, es
claro que la desigualdad anterior también es vélida para y = 0, de donde

se sigue que |f(z)| < ||Re(f)||||x]| V& € X y, por consiguiente, f es acotada.
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Finalmente, observemos que si f es acotada, entonces la prueba realiza-
da anteriormente muestra que Re(f) es acotada y que las desigualdades
[Re(f)(x)] < [Ifllllzll y [£(z)] < [[Re(f)ll[lz]| se satisfacen para cualquier
z € X de donde se obtiene que [[Re(f)|| < [[f[| y [f]| < [Re(f)] ¥, por
tanto, [|[Re(f) = [ f]-

1.4. Espacios de operadores y espacios duales

A continuacion, presentaremos un nuevo espacio normado que se puede cons-
truir a partir del conjunto de todos los operadores lineales y acotados entre dos
espacios normados.

Es bien sabido que, dados dos espacios vectoriales X y Y sobre el mismo
campo, el conjunto de todos los operadores lineales con dominio X y rango
contenido en Y es un espacio vectorial, al cual denotaremos por £(X,Y"). Mas
aun, de la Definicién 1.3.6, es sencillo ver que si ademas X y Y son espacios
normados, entonces el conjunto de todos los operadores lineales y acotados con
dominio X y rango contenido en Y es un subespacio vectorial de £(X,Y).

Notacion. B(X,Y) denotara al espacio vectorial de todos los operadores
lineales y acotados con dominio X y rango contenido en Y, donde X y Y son
dos espacios normados sobre el mismo campo.

Fl siguiente teorema, el cual es consecuencia inmediata del Lema 1.3.8, afir-

ma que a B(X,Y) se le puede dar una estructura de espacio normado.

Teorema 1.4.1. Sean X yY espacios normados. Entonces, el espacio vectorial
B(X,Y) de todos los operadores lineales y acotados con dominio X y rango

contenido en 'Y es un espacio normado con la norma definida por:

7 ()|]
|T|| = sup = sup [[T(z)]| = sup [[T(z)] =
zeX H ” rEX zeX
z7#0 lzll=1 Izl <1

inf{c > 0: ||T(z)| <c|lz| Vz € X}.

Ahora que sabemos que B(X,Y’) es un espacio normado, tiene sentido pre-

guntarnos bajo qué condiciones B(X,Y") es un espacio de Banach.

Teorema 1.4.2. SiY es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) es un espacio
de Banach.
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Demostracion. Sean X y Y espacios normados y supongamos que Y es un es-
pacio de Banach. Sea (T3,),, una sucesion de Cauchy en B(X,Y). Sean z € X
€

y € > 0. Como (T},);2_, es de Cauchy, sabemos que para € = THH > 0 existe
T

N; € N tal que ||T,, — Trn|| < € para cualesquiera n,m > Nj. De esta manera,

obtenemos que:
1T0(z) = Ton (@) = (T = Ton) (@)[| < [T = T [[llz]] <€zl <,

para cualesquiera n, m > Nj.

Asi, hemos probado que (T;,(z)).~; C Y es una sucesién de Cauchy para cual-
quier x € X. Como Y es completo, de lo anterior se sigue que, para cada
x € X, existe y € Y tal que T,,(z) — y. Por tanto, podemos definir la funcién
T:X — Y como T(x) = nl;ngo T, (x) para cada z € X. Como T,, es lineal

Vn € N, entonces T es lineal pues:
T(x1+22) = lim Tp(x1 +22) = lim T,(21) + Th(ze) =
n—oo n— oo

T(x1) +T(x2) VYai,z9 € X,

T(az) = lim T,(az) = lim oT,(z) =aT(z) VaecKyVzeeX.

n—oo n—oo
Veamos que T es acotado y que T,, — T. Sean § > 0y zg € X. Como
(T,),>, es de Cauchy, tenemos que existe N € N tal que |7}, — Tp,|| < g para

cualesquiera n, m > Ny. Entonces:
0
[T (@0) = Tim(@o)ll = (T = T ) (o)l < 1T = Tmnlllloll < 5 llzoll,  (1.11)

para cualesquiera n, m > Ns.
Notemos que como la desigualdad obtenida en (1.11) es valida para cualquier
n > Ns, podemos tomar el limite cuando m tiende a infinito en dicha expresion

y usar la continuidad de la norma (Lema 1.2.4) para obtener que:
1)
I(Tn = T)(@o)ll = I Tn(z0) — T(wo)ll < 5llzoll; (1.12)

para cualquier n > N> y cualquier zg € X.
De (1.12) se sigue que T;, — T es un operador lineal y acotado ¥n > Ny y como

T, es acotado Vn € N, obtenemos que T' = Ty, — (Tn, — T') es un operador
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acotado. Por tanto T' € B(X,Y). Mas atn, de (1.12) también se sigue que
T, — T < % < ¢ para cualquier n > No. Como ¢ > 0 era un ntmero positivo
arbitrario, de lo anterior se obtiene que ||T,, — T'|| — 0 y, por consiguiente,
T, — T. Por tanto, B(X,Y) es un espacio de Banach. O

Para terminar esta seccion, definiremos el espacio dual y el espacio doble dual
de un espacio normado y veremos que el espacio dual de todo espacio normado

es un espacio normado completo.

Definicion 1.4.3. Sea X un espacio normado. El espacio dual de X, denotado
por X*, es el espacio normado ! de todas la funcionales lineales y acotadas con

dominio X cuya norma esté definida por:

2] = SUD Sup |z* ()] = sup lz* ()| =
0 lzl=1 lzl<1

inf{c > 0: |z"(z)| < ¢|z|| Vz € X}.

El espacio doble dual de X, denotado por X**, es el espacio dual del espacio

normado X*.

Observemos que como el rango de una funcional lineal esta contenido en K
(el campo escalar de X)), entonces X* = B(X,K). Ademaés, como K es completo
con la métrica usual, a partir del Teorema 1.4.2 obtenemos de manera inmediata

el siguiente resultado:

Teorema 1.4.4. FEl espacio dual X* de un espacio normado X es un espacio
de Banach.

1.5. Algunos teoremas fundamentales

En esta seccion, enunciaremos y probaremos algunos teoremas que resultan
fundamentales para el desarrollo de la teoria sobre espacios normados y ope-
radores lineales y acotados, a saber, el Teorema de Hahn-Banach, el Teorema

del Acotamiento Uniforme, el Teorema del Mapeo Abierto y el Teorema de la

LAl ser un espacio normado, el espacio dual X* de un espacio normado X es considerado
como un espacio vectorial con las operaciones de suma y producto escalar definidas como
(z* + y*)(z) = z*(z) + y*(z) y (ax*)(z) = az*(z) para cualesquiera z*,y* € X*, a € K
y x € X. Alternativamente, si X es un espacio vectorial complejo, de acuerdo con Leonid
V. Kantorovich y Gleb P. Akilov, [17], es posible definir el producto escalar en X* como
(az*)(z) = az*(z) para cualesquiera z* € X*, a € Cy z € X.
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Gréfica Cerrada. Empezaremos por presentar el Teorema de Hahn-Banach en su
versién para espacios reales, su version generalizada a espacios vectoriales sobre
C y su version para espacios normados, asi como algunas de sus consecuencias
teodricas. Para este fin requerimos definir previamente los conceptos de funcional

sublineal y seminorma.

Definicion 1.5.1. Sea X un espacio vectorial. Una funciéon p : X — R es una

funcional sublineal si:
i) ple+y) <plx) +ply) vo,y € X.
ii) p(ax) = ap(z) Vo € X y para cualquier ntimero real a > 0.

Definicién 1.5.2. Sea X un espacio vectorial. Una funcién p : X — R es una

seminorma si:
i) p(z) >0Vr € X.
ii) plaz) = |ajp(z) Vae Ky Ve € X.
iii) p(z+y) < p(z) + p(y) Vo,y € X.

A partir de la Definiciéon 1.5.1 podemos enunciar el Teorema de Hahn-Banach

en su version real.

Teorema 1.5.3 (Hahn-Banach real). Sean X un espacio vectorial sobre R y
p: X — R una funcional sublineal. Sean Z es un subespacio vectorial de X y

f:Z — R una funcional lineal que satisface la propiedad:

flx) <p(z) VzxeZ
Entonces f tiene una extension fv: X — R tal que f es una funcional lineal y
flx) <p(z) Ve X.

Ahora, con base en la Definicién 1.5.2 enunciaremos el Teorema de Hahn-
Banach en su versioén generalizada a espacios vectoriales sobre C, cuya prueba

depende del teorema anterior.

Teorema 1.5.4 (Hahn-Banach generalizado). Sean X un espacio vectorial y
p: X — R una seminorma. Sean Z un subespacio vectorial de X y f : Z — K

una funcional lineal que cumple la condicion:

|f(z)] < p(z) VYreZ
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Entonces f tiene una extension f: X — K tal que ]7 es una funcional lineal y

|f(x)] < p(x) Vo € X,

El Teorema de Hahn-Banach generalizado nos ayudari a demostrar el si-
guiente teorema fundamental para espacios normados conocido como el Teorema

de Hahn-Banach para espacios normados:

Teorema 1.5.5 (Hahn-Banach para espacios normados). Sean X un espacio
normado y Z un subespacio de X. Sea z* : Z — K una funcional lineal y
acotada. Entonces z* tiene una extension xz* : X — K tal que z* es una

funcional lineal y acotada y ||z*|| = ||z*]|.

Demostracion. Sean X, Z y z* : Z — K como en el enunciado del teorema.
Si Z = {0}, entonces z*(0) = 0 y es claro que la funcion z* : X — K dada por
z*(z) = 0 Vz € X cumple que z* es una extensiéon de z*, z* es una funcional
lineal y acotada y ||z*|| = ||z*|| = 0.

Por otra parte, si Z # {0}, consideremos la funciéon p : X — K definida como
p(x) = ||z*|||z|| para cada x € X. Entonces, tenemos que p es una seminorma

pues claramente p(z) > 0 Vz € X y, por la definicién de norma, sabemos que:

ple +y) = |27z + yll < [7[[(l] + [lyl) = plx) + p(y)  Va,y € X,

plaz) = ||z [[[laz| = lafllz* [z = |alp(z) Vo €Ky Ve e X.

Ademas, se tiene que |2*(z)| < ||z*||||z|| = p(x) Vx € Z. Luego, por el Teorema
de Hahn-Banach generalizado (Teorema 1.5.4), obtenemos que z* tiene una

extension z* : X — K tal que * es una funcional lineal y:
2% (@) < p(x) = [["|l[l=]] Vo e X. (1.13)

De (1.13), claramente se sigue que z* es una funcional lineal y acotada y que

ll*]| < ||z*||- Méas atn, como Z C X y x*|, = z*, entonces es claro que:

* * *
s @ @] @]
eez |zl 2ez Nzl T eex 2|
x#0 z#0 x#0
y, por consiguiente, ||z*|| = ||z*||. Por tanto, 2* : X — K es una extension de

z*, z* es una funcional lineal y acotada y ||z*|| = ||z*||. O
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A continuacion, enunciaremos dos resultados importantes que son una con-

secuencia sencilla del Teorema de Hahn-Banach para espacios normados.

Teorema 1.5.6. Sean X un espacio normado y xo € X tal que zg # 0. En-

tonces existe una funcional lineal y acotada z* : X — K tal que ||z*|| = 1

y «*(x0) = [lzol|-

Corolario 1.5.7. Sean X un espacio normado y x € X. Entonces:

*

lafl = sup @I
s Py
¥ #£0

En consecuencia, si xg € X es tal que x*(xg) = 0 Vz* € X*, entonces x¢ = 0.

En seguida, definiremos la funcional de Minkowski asociada a un subconjunto

absorbente de un espacio vectorial:

Definicién 1.5.8. Sean X un espacio vectorial y A un subconjunto absorbente
de X. La funcional de Minkowski asociada a A es la funciéon p, : X — R dada
por p,(x) =inf{t >0: 2 € tA} vz € X.

Ahora, probaremos un teorema de separaciéon que se puede obtener como
consecuencia del Teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales sobre R.

Para este fin, necesitamos enunciar previamente el siguiente resultado:

Lema 1.5.9. Sean X un espacio vectorial y A un subconjunto absorbente de

X. Seap, : X — R la funcional de Minkowski asociada a A. Entonces:
a) pi(x) 20Vre X yAC{r e X:p,(z) <1}
b) p, es una funcional sublineal si A es convezo.

Demostracion. Sean X, Ay p, : X — R como en el enunciado del lema.

a) Sea x € X. Es claro que 0 es cota inferior del conjunto {t > 0: z € tA},
por lo que p, (z) = inf{t > 0: 2z € tA} > 0. Ademas, si a € A, entonces
tenemos que 1 € {t > 0: a € tA}, de donde se sigue que p, (a) <1y, por
consiguiente, A C {x € X : p,(x) < 1}. Por tanto, p,(x) > 0Vz € X y
AC{zxe X :p,(z) <1}

b) Supongamos que A es convexo. Sea z € X. Como A es absorbente, por
el Lema 1.1.3 sabemos que 0 € A, por lo que 0 = t0 € tA para cualquier
t > 0. Asi, obtenemos que {t > 0:0 € tA} = {t € R:t > 0}, de donde
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se sigue que p,(0) = inf{t € R : ¢ > 0} = 0. De lo anterior, se obtiene
que p,(0x) =p,(0) = 0= 0p,(z). Ahora, sea a € R tal que a > 0. Sea
B, ={t>0:2€tA}. Entonces {at:t € B,} = {s > 0: ax € sA} yaque
sit € By, tenemos que at > 0y ax € (at)A, pues z € tA, y si s > 0 es tal
que ax € sA, claramente se tiene que = >0y x € > A, de donde se sigue
que 2 € B, y, por tanto, s = « (g) € {at : t € B,}. En consecuencia, po-
demos concluir que p, (az) = inf{s > 0: ar € sA} =inf{at : t € B,} =
ainf{t:t e B,} = ap,(x). De esta manera, hemos probado que p, (ax) =
ap,(z) Vo € X y para cualquier niamero real o > 0.

Por otra parte, si u,v € X yt >0y s > 0 son tales que u € tAy v € sA,
entonces u +v € tA + sA . Luego, como A es convexo, por el Lema 1.1.3
tenemos que tA+sA = (t+s)A, por lo que u+v € tA+sA = (t+s)A, con
t+s > 0. Consecuentemente, se tiene que p, (u+v) < t+s. De lo anterior,
obtenemos que p, (u + v) — ¢t < s para cualquier namero real s > 0 tal
que v € sA, por lo que p,(u+v) —t < p,(v). De la desigualdad anterior
podemos concluir que p, (u+ v) — p,(v) <t para cualquier ntimero real
t > 0 tal que u € tA y, por consiguiente, p,(u +v) —p,(v) < p,(u) o,
equivalentemente, p, (u+v) < p, (u) +p, (v). Asi, hemos demostrado que
p(u+v) <p,(u)+p,w) Vu,v € X y, por tanto, p, es una funcional

sublineal.
O

Teorema 1.5.10. Sea X un espacio normado. Sean C un subconjunto convexo
no vacio de X y xo € X tal que in(f) lzo — ¢|| > 0. Entonces, existe z* € X* tal
ce

que Re(z*)(zo) > sup Re(z*)(c).
ceC

Demostracion. Sean X un espacio normado y C' un subconjunto convexo no
vacio de X. Sean zg € X y § = égg |lzo — c||. Supongamos que 6 > 0. A lo largo
de esta demostracion, dados zg € X y €y > 0, denotaremos a la bola abierta con
centro en z y radio €y como B(zg, €o).

Primero probaremos el teorema para el caso en que X es un espacio vectorial
sobre R. Sea yg € C. Consideremos el conjunto —yg + C + B (O, %) Notemos
que, para cada ¢ € C, se satisface que —yg + c+ B (O7 g) =B (—yo + ¢, g)
va que si b € B(0,3), entonces || —yo +c+b— (—yo + )| = ||| < 3,
loque —yg+c+be B (—yo +c, g) y, por otra parte, si a € B (—yo +c, g),

por

entonces a +yg —c € B ((), g) y, en consecuencia, podemos concluir que a =

—yo+c+ (a+yo—c) € —yo+c+ B0, %) De lo anterior, obtenemos que
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—yo+c+ B (O, %) es abierto en X para cada ¢ € C'y, por tanto, tenemos que
—yo+C+B (0, g) =U {fyo +c+ B (O, g) ic € C’} es abierto en X. Mas aun,
se tiene que —yo+C+B (0, %) es convexo. En efecto, siy, z € —yo+C+B (O, g) y
t € [0,1], entonces existen ¢1,¢c3 € Cy by, bs € B (O7 g) tales que y = —yo+c1+b1
y 2z = —yo + ¢2 + ba, de donde se sigue que:

ty+ (1 —t)z=t(—yo+c1+b1) + (1 —t)(—yo+ca+b2) =

—yo + (ter + (1 —t)ea) + (tby + (1 — t)ba). (1.14)

Como C es convexo, sabemos que tc; + (1 — t)eg € C. Ademas, por el Lema
1.2.20, tenemos que B (0, g) es convexa y, por tanto, tby + (1 —t)bgs € B (O, g)
De lo anterior y de (1.14), obtenemos que ty + (1 —t)z € —yo + C + B (()7 g) v,
por consiguiente, —yg + C + B (07 g) es convexo.

Por otra parte, si u € —yo—l-C-i-B(O,%) vu=-yo+d+b,cond €Cy
bV eB (0, g), del Lema 1.2.3 se sigue que:

0 = w0 —ll = llzo = y0 — (= + ¢ + V)| = g — ¢/ = /)| >
6 4
—d| =W >5—===,
o = ¢ = ) > 6 = 5 =

de donde se obtiene que inf {[lzo —yo —v|| :v € —yo + C + B (0,3)} > $ > 0.
Ademas, es claro que 0 = —yg +yo+0 € —yo+ C + B (O, g) En resumen,
hemos probado que —yo + C + B (0,3
y no vacio de X tal que 0 € —yg+ C + B (0, %) y o — yo € X satisface

) es un subconjunto abierto, convexo

que inf {||ac0 —yo—v||:veE—-y+C+ B (0, g)} > (0. Supongamos que existe
x* € X* tal que:
. * 0
x* (o — yo) >supqax*(v):veE —y+C+B 0,5 . (1.15)

Como ¢ =c+0€C+B(0,3) Ve e C, se tiene que C C C + B(0,%). Como

x* es funcional lineal, de lo anterior y de (1.15) obtenemos que:

z* (o) > 2" (yo) + sup {x*(v) tvE—yo+C+B <0, g)} -

x*(yo) + sup {x*(—yo+c+b) cceC,beB <O, g)} =
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x*(yo)+sup{—x*(yo)+m*(c+b):cEC, beB(O,i)} =
" 6
sup{x (c+b):ceC, bEB(O,Q)}:

an{rtwwec s (0.8)) = omeo

ceC

En consecuencia, z* € X* es tal que z*(xg) > supz*(c) y, por tanto, basta
ceC
probar el teorema para el caso en que C es un subconjunto abierto y no vacio

de X tal que 0 € C. Supongamos pues que C es abierto en X y que 0 € C.
Entonces existe ¢ > 0 tal que B(0,¢) C C. Por el Lema 1.2.20, sabemos que
B(0,¢) es absorbente y, en consecuencia, para cada x € X existe un namero
real s, > 0 tal que x € tB(0,¢) C tC para cualquier ¢ > s,. De lo anterior
se sigue que C es absorbente. Sea p, : X — R la funcional de Minkowski
asociada a C. Observemos que como § > 0, entonces existe sy € (0,1) tal que
soxg ¢ C, pues, en caso contrario, tendrfamos que (1 — ﬁ) xo € C'Vn € N de
donde se obtendria que § < ||z — (1 — 5=) @o|| = || 0] = 5= [lwo]| Vn € N
y, en consecuencia, se tendria que § < 0, contradiciendo la hipotesis sobre §.
Luego, como sg € (0,1) es tal que soxg ¢ C, entonces g ¢ tC si 0 < ¢ < i, ya
que si existiese un ntimero real ¢ty > 0 tal que tg < i y g € toC, claramente
obtendriamos que %xo € C y que sptp € (0,1] y, como 0 € C' y C es convexo,
podriamos concluir que soxg = (Soto) (%m) + (1 — sotp)0 € C, contradiciendo
el hecho de que sgzg ¢ C. Por tanto, si 0 < ¢t < %, entonces xg ¢ tC vy,
consecuentemente, % es cota inferior del conjunto {t > 0 : zy € tC}. De esta
manera, se obtiene que p,(zg) > i Ademés, por el Lema 1.5.9, sabemos que
CC{xe X :p,(x) <1}, porlo que flelgpc(c) < 1. Més atn, como sg € (0,1),

de lo anterior obtenemos que:

D (x0) > 1 > 1> supp,(c). (1.16)
S0 ceC
Ahora, sea Z = (xg) y sea f : Z — R la funcion dada por f(tzg) = tp.(zo)
para cada t € R. Notemos que Z es un subespacio vectorial de X y que, como
0 > 0, entonces xy ¢ C, de donde se sigue que zo # 0, pues 0 € C. Asi, se
obtiene que f estad bien definida ya que si txg = szq, entonces t — s = 0, por lo
que f(txo) = tp.(zo) = sp.(xo0) = f(szo). Més atn, si txg,sz0 € Zy a € R,
tenemos que f(tz+ sw0) = F((t-+5)20) = (t+ )P (20) = tpe (w0) + sp (0) =
f(tzo) + f(sw0) vy fla(tzo)) = f((at)zo) = (at)p.(w0) = altp, (o)) = af(tzo)
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y, por consiguiente, f es una funcional lineal. Como C es convexo, nuevamente
por el Lema 1.5.9, se tiene que p.(z) > 0 Vz € X y que p, es una funcional
sublineal. De lo anterior, obtenemos que p, (txg) = tp,(xo) = f(txg) sit >0y
D (tzg) > 0 > tp,(xg) = f(txp) sit < 0. De esta forma, podemos concluir que f
es una funcional lineal tal que f(z) < p.(z) Vz € Z, con Z subespacio vectorial
de X y p. funcional sublineal. Por el Teorema de Hahn-Banach en su versién
para espacios reales (Teorema 1.5.3), sabemos que f tiene una extension lineal
z*: X — R tal que 2*(z) < p.(z) Vo € X. Luego, si z € B(0,¢) C C, tenemos
que —z € B(0,¢) C C, pues || —z|| = ||z|| <€ y —z*(x) = 2*(—=x), de donde
podemos concluir que:

|27 (2)] = méx{z"(2), —2"(2)} = max{z"(x), 2" (-2)} <

max{pe (), po (—2)} < suppe(c) < 1.

ceC
Asi, se obtiene que si z € X \ {0}, entonces ‘ 2Her\|xH = man =5 <¢, por lo
que mgj € B(0,€) y, consecuentemente, |z* (ZHZHCE)‘ < 1. De la desigualdad
anterior claramente se sigue que:
. 2
|x* ()| < ngH vz e X\ {0}. (1.17)

Como z*(0) = 0, es claro que la desigualdad en la expresion (1.17) es vélida

para x = 0 y, por tanto, * es acotada. Ademas, de (1.16) y del hecho de que

x*(x) < p,(x) Vo € X, obtenemos que z*(x¢) = f(xo) = p. (zo) > supp,(c) >
ceC

sup z*(c). En consecuencia, z* € X* y 2*(zg) > supz*(c).

ceC ceC

Finalmente, si X es un espacio vectorial sobre C, consideramos el espacio nor-

mado real X,. que se obtiene restringiendo el producto de vectores por escalares

a R x X. Entonces, C' es un subconjunto convexo no vacio de X, y xg € X, es

tal que § > 0. El caso probado anteriormente para espacios normados sobre R

muestra que existe y* € (X,.)* tal que y*(zp) > supy*(c). Luego, por el Lema
ceC

1.3.22, obtenemos que existe * € X* tal que Re(z*) = y*, de donde claramente

se sigue que Re(z*)(xo) = y*(xo) > supy*(c) = sup Re(z")(c). O
ceC ceC

A continuacion, definiremos algunos conceptos topologicos en un espacio

métrico como sigue:

Definicién 1.5.11. Sean M un espacio métrico y B un subconjunto de M. Se
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dice que B es:
a) denso en minguna parte de M si int(B) = (.

b) de la primera categoria en M si existe una coleccion numerable { B, }
o0

de subconjuntos de M tales que B = U B, y B, es denso en ninguna

neN

n=1

parte de M para cada n € N.
c¢) de la sequnda categoria en M si B no es de la primera categoria en M.

Con base en la definiciéon anterior, podemos presentar el conocido Teorema
de Categoria de Baire, el cual nos servird como herramienta para probar el

Teorema del Acotamiento Uniforme y cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 1.5.12 (Categoria de Baire). Sea M un espacio métrico no vacio. Si

M es completo, entonces M es de la sequnda categoria en M. Consecuentemen-
oo

te, si M es un espacio métrico no vacio, M es completo y M = U A,, con A,
n=1
cerrado en M Vn € N, entonces existe ng € N tal que int(A,,) # 0.

Teorema 1.5.13 (Acotamiento Uniforme). Sean X un espacio de Banach yY
un espacio normado. Sea (T),),;~_, una sucesion de operadores lineales y acotados
con dominio X y rango contenido en Y con la propiedad de que, para cada
x € X, existe un numero real ¢, > 0 tal que ||T,,(2)| < ¢y ¥n € N. Entonces,

existe un nimero real ¢ > 0 tal que ||T,| < ¢ Vn € N.

Demostracion. Sean X, Y y (T,)7—, € B(X,Y) como en el enunciado del
teorema. Para cada k € N, definimos un subconjunto A de X de la siguiente

manera:

A ={z € X : |Tn(x)|| <k ¥n € N}.

Sea k € N. Para cada n € N, sea F,, : X — R la funcién dada por F,(z) =
|7 (x)|| Yo € X. Observemos que, para cada n € N, de la continuidad de la
norma (Lema 1.2.4) y la continuidad de T,, (Teorema 1.3.10), se obtiene que F,
es continua para cada n € N . Como el intervalo [0, k] es cerrado en R, de lo

anterior se sigue que {z € X : [|T,,(z)| < k} = F,; ([0, k]) es cerrado en X para

o0

cualquier n € N. Asi, podemos concluir que A; = ﬂ F1([0,k]) es cerrado en
n=1

X para cualquier k£ € N.

(o]
Por otra parte, tenemos que X = U Ag, yaquesixz € X, por hipotesis sabemos
k=1
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que existe un nimero real ¢, > 0 tal que ||T,,(z)|| < ¢z ¥n € N. En consecuencia,
tenemos que ||T,(x)]] < N ¥n € N, donde N es un nimero natural mayor o igual
a c; vy, por tanto, N € N es tal que z € Ap.

oo
En resumen, hemos demostrado que X = U Ay, con Ay, cerrado en X Vk € N.

k=1
Por el Teorema de Categoria de Baire (Teorema 1.5.12), sabemos que existe

ko € N tal que int(Ay,) # 0. Sea x € int(Ay,) y sea rg > 0 tal que B(zg,79) C
Ap,, donde B(zg,70) es la bola abierta con centro en xo y radio 7.

Ahora, para cada z € X \ {0}, definimos el vector:

To
z=x0+ . (1.18)
2|zl

To
= — < rg, por lo que

De (1.19) obtenemos que ||z — x| = 5

e
x

2|

z € B(xg,79) C Ag,. Luego, como z € Ay, , entonces:

ITn(2)|| < ko VneN. (1.19)
Similarmente, como xg € B(zg,79) C Apg,, también se tiene que:

Ademas, de (1.19) se sigue que:

_ 2z
To

x (z — x0). (1.21)

De (1.20), (1.21) y (1.22) podemos concluir que, para cualquier n € N, tenemos

que:
2|z 2|z
IT(a)] = Tn< ” '(zx()))H'”nTn(zxo)n
To To
2|z 2|z
22l 7 ) = Dol < A el + 1)) <
To To
e tho
N k) = 25012,
20 (ot = oy

Asi, para cualquier n € N y para cualquier z € X \ {0}, se tiene que
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Aly
IT (2)|| < —]|z| y, en consecuencia:
To

T, 4k
|75 || = sup ITn ()] <=2 vneNl.
vex Izl ro
x#0
ko
Por tanto, | T,|| < c¢Vn €N, con c = — > 0. O
To

Ahora, definiremos el concepto de mapeo abierto entre espacios métricos de

la siguiente manera:

Definicién 1.5.14. Sean M y N espacios métricos. Decimos que una funcién
f: M — N esun mapeo abierto sila imagen bajo f de todo subconjunto abier-
to en M es un subconjunto abierto en IV, es decir, si A es cualquier subconjunto

abierto en M, entonces f(A) es un subconjunto abierto en N.

En seguida enunciaremos un lema que sera de gran utilidad para demostrar

el Teorema del Mapeo Abierto.

Lema 1.5.15. Sean X y Y espacios de Banach y T : X — Y un operador
lineal, acotado y suprayectivo. Si B,(0,1) es la bola unitaria abierta en X,
entonces la imagen de B, (0,1) bajo T contiene una bola abierta en Y con

centro en el vector cero de Y.

En seguida, presentaremos y demostraremos el Teorema del Mapeo Abierto,
el cual nos da condiciones suficientes para asegurar que un operador lineal es
un mapeo abierto. Ademas, dicho teorema nos permite concluir que el opera-
dor inverso de cualquier operador lineal, acotado y biyectivo entre espacios de

Banach es un operador lineal y acotado.

Teorema 1.5.16 (Mapeo Abierto). Sean X y Y espacios de Banach. Si
T:X — Y es un operador lineal, acotado y suprayectivo, entonces T es un
mapeo abierto. En consecuencia, si ademds T : X — Y es biyectivo, entonces

T71:Y — X es un operador lineal y acotado.

Demostracion. Sean X, Y y T : X — Y como en el enunciado del teorema.
Sea A un subconjunto abierto en X. Si T'(A) = (), entonces es claro que T'(A)
es abierto en Y. Por tanto, supongamos que T(A) # . Sea y € T'(A). Como
y € T(A), sabemos que existe z € A tal que y = T'(x). Ademas, como A es
abierto en X, tenemos que existe r > 0 tal que B, (z,r) C A, donde B, (z,r)
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es la bola abierta en X con centro en x y radio r. Sea B, (0, 1) la bola unitaria

abierta en X. Si w € B, (0,1), entonces ||w| < 1, por lo que:
[(rw +z) — 2| = [lrw]| = rllw] <.

De lo anterior, se sigue que rw + & € B,(z,7r) C A y, por consiguiente,
rw + x € A. Por tanto, sabemos que existe ag € A tal que rw + x = ay,
de donde se obtiene que w = 1(ag — ) € 1(A — x). Asi, hemos probado que
B,(0,1) € (A —2) y, en consecuencia, T(B, (0,1)) C T (1(A — ).

Ahora, por el Lema 1.5.15, sabemos que existe ¢ > 0 tal que B, (0,¢) C
T(B,(0,1)), donde B, (0,€) es la bola abierta en Y con centro en 0 y ra-
dio €. Luego, como T(B,(0,1)) C T (1(A—=x)), de lo anterior se sigue que
B, (0,¢) C T (£(A—x)). Sea B, (T(x),re) la bola abierta en Y con centro en
T(x) y radio re. Si u € B, (T(z),re), entonces ||u — T'(z)|| < re, de donde se

obtiene que:

1 1

—(u—T =—|lu-T .
Hu=T(@)| = - T <

Asi, obtenemos que 1(u — T(z)) € B,(0,e) C T (1(A—=z)), por lo que

=
1(u—T(z)) € T (L(A—z)). Por tanto, existe a; € A tal que *(u— T(z)) =
T (Y(a1 —z)) = L(T(a1) — T(x)). De lo anterior, claramente se sigue que
u = T(ay) y, por consiguiente, u € T(A). De esta forma, hemos demostrado
que B, (y,re) = B, (T'(x),re) CT(A) y como y era un elemento arbitrario de
T(A), podemos concluir que T(A) es abierto en Y. Por tanto, 7' es un mapeo
abierto.

Ahora, si ademas T es biyectivo, entonces T7! : Y — X existe y es un ope-
rador lineal por el Teorema 1.3.4. Mas atin, si B es un subconjunto abierto en
X, como ya vimos que T’ es un mapeo abierto, entonces (T‘l)_1 (B) = T(B)
es un subconjunto abierto en Y. Asi, se tiene que la imagen inversa bajo T~!
de cualquier subconjunto abierto en X es un subconjunto abierto en Y, por lo
que T~! es un operador lineal y continuo y, por el Teorema 1.3.10, podemos

concluir que T~! es un operador lineal y acotado. O

A continuacién, introduciremos la nocién de operador lineal y cerrado entre

espacios normados.

Definiciéon 1.5.17. Sean X y Y espacios normados y sea T : D(T) — Y un
operador lineal, donde D(T) es un subespacio de X. Diremos que T es cerrado

si su grdfica G(T) = {(x,y) : x € D(T), y =T(x)} es cerrada en el espacio nor-
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mado X XY, donde X x Y es un espacio vecotrial con las operaciones definidas

como:

(@1, y1) + (22,y2) = (1 + 22,91 +y2) V(x1,41), (22,72) € X x Y,

a(z,y) = (az,ay) YaeKyV(z,y) e X xY.

y la norma sobre X X Y se define de la siguiente manera:
1@yl = llzll + lyl V(z,y) € X x Y.

Observemos que en la definicién anterior también hemos presentado una
manera de darle estructura de espacio normado al producto cartesiano de dos
espacios normados. Ademas, a partir de dicha definicién es sencillo comprobar
que si X y Y son dos espacios normados y ((Zn,yn)),.; €s una sucesiéon en
X x Y, entonces (z,,y,) — (z,y) siysdlosiz, — 2y y, — y vy que
((Zn,yn))p—y € X x Y es una sucesion de Cauchy si y solo si las sucesiones
(n)r—1 C Xy (yn),—; CY son de Cauchy.

Como ya vimos anteriormente en la seccion 1.1, el concepto de compacidad
se puede simplificar en un espacio métrico en términos de sucesiones. Asimismo,
la nocion de operador lineal y cerrado entre espacios normados se puede facilitar

en términos de sucesiones conforme al siguiente teorema:

Teorema 1.5.18. Sea T : D(T) — Y wun operador lineal, donde D(T) es un
subespacio de un espacio normado X y Y es un espacio normado. Entonces
T es cerrado si y solo si T satisface la siguiente propiedad: si una sucesion
(xn)02, € D(T) es tal que z,, — = y T(x,) — y, entonces x € D(T) y

n=1

y="T(z).

Demostracion. Sean X y Y espacios normados y sea T : D(T) — Y un opera-
dor lineal, con D(T') un subespacio de X. A lo largo de esta prueba, consideramos
a X XY como un espacio normado con la norma introducida en la Definicion
1.5.17.

Primero, supongamos que 7' es cerrado. Sea (x,),., una sucesion en D(T)
tal que x,, — =y T(z,) — y. Como z, — x y T(x,) — y, entonces
(xn, T(z,)) — (2,9) v claramente ((z,,T(7,))).—, € G(T). Luego, obtene-

n=1

mos que (x,y) € G(T). Ademas, como T es cerrado, sabemos que G es cerrada

en X xY, por lo que G(T) = G(T). De lo anterior, se obtiene que (z,y) € G(T)
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y, en consecuencia, x € D(T) y y = T'(z).

Conversamente, supongamos que 7" satisface la propiedad de que si una suce-
sion (z,)7o, C D(T) es tal que z, — x y T(z,) — y, entonces z € D(T)
y y = T(z). Sea (u,v) € G(T). Entonces, existe una sucesion ((uy,,v,))oc, en
G(T) tal que (up,vy) — (u,v). Como (up,vy,) — (u,v), tenemos que u, —> u
y vp — v. Méas atin, como ((un,vy))ne; € G(T), se tiene que (uy,),-, € D(T)
y vn = T(u,) Vn € N. Asi, obtenemos que (uy),., es una sucesion tal que
(un)rry € D(T), up, — u'y T(u,) — v. Luego, por hipétesis, se obtiene
que u € D(T) y v = T(u), por lo que (u,v) € G(T). De esta forma, hemos
probado que G(T) € G(T) y es claro que G(T) C G(T), de donde se sigue que
G(T) = G(T). Por tanto, G(T) es cerrada en X x Y y, por consiguiente, T' es

cerrado. O

Ahora, enunciaremos el Teorema de la Grafica Cerrada, el cual nos da con-
diciones suficientes para garantizar que un operador lineal y cerrado entre dos

espacios normados es acotado.

Teorema 1.5.19 (Grafica Cerrada). Sean X y Y espacios de Banach y
T : D(T) — Y wun operador lineal y cerrado, donde D(T) es un subespacio
de X. Si D(T) es cerrado en X, entonces T es acotado.

Demostracion. Sean X,Y y T : D(T) — Y como en el enunciado del teorema.
Supongamos que D(T') es cerrado en X. En lo que resta de esta prueba, X xY es
considerado como un espacio normado con la norma presentada en la Definicion
1.5.17.

Notemos que X x Y es un espacio de Banach , ya que si ((zp,yn))r; € X xY
es una sucesion de Cauchy, entonces (), € X y (yn),—; C Y son sucesiones
de Cauchy, de donde se sigue que existen x € X y y € Y tales que z,, — x
v yn — Y, por ser X y Y completos, y, como consecuencia de lo anterior, se
obtiene que (z,,y,) — (z,y). Por otra parte, como T es cerrado, sabemos
que G(T) es cerrada en X x Y. Ademaés, es facil comprobar que G(T') es un
subespacio de X x Y. Asi, tenemos que G(T') es un subespacio cerrado de X xY
y que D(T') es un subespacio cerrado de X. Luego, como X XY y X son espacios
de Banach, obtenemos que G(T) y D(T') son completos por el Teorema 1.2.8.
Ahora, consideremos el mapeo P : G(T') — D(T') dado por P((z,T(x))) = «
V(z,T(z)) € G(T). Es claro que D(P) = G(T) es un espacio vectorial, por ser
subespacio de X x Y, y que el rango de P esta contenido en el espacio vectorial
D(T). Mas aun, P es lineal ya que si (z1,T (1)), (z2, T(22)) € G(T) y o € K,
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entonces:
P((z1, T(21)) + (22, T (22))) = P((x1 + 22, T(21) + T(2))) =

P((z1 + 22, T (21 + 22))) = 21 + 22 = P((21,T(21))) + P((22, T(22))),

P(a(z1,T(21))) = P((ax1,aT(21))) = P((ax1, T(az1))) =
ary = aP((x1,T(x1))).

Por tanto, P es un operador lineal. Ademas, claramente se tiene que el mapeo
P~': D(T) — G(T) dado por P~(z) = (x,T(z)) Vx € D(T) es el mapeo
inverso de P, por lo que P es un mapeo biyectivo. Més atun, tenemos que P es

acotado ya que:
1P((z, T@))I = ll=ll < llzl| + [T (@) = |z, T(@)| V(z, T(z)) € G(T).

Por tanto, P : G(T') — D(T') es un operador lineal, acotado y biyectivo, con
G(T) y D(T) espacios de Banach. En consecuencia, por el Teorema del Mapeo
Abierto (Teorema 1.5.18), se obtiene que P~! es un operador lineal y acotado,
por lo que existe un nimero real ¢ > 0 tal que ||P~(z)|| < c||z|| Vz € D(T).

Asi, podemos concluir que T es acotado ya que:
IT@)I < llzl| + 1T(2)]| = (2, T(@)]| = [P~ (@)l < cllz]| Vo € D(T).

Por tanto, T es un operador lineal y acotado. O

Para finalizar esta seccién, presentaremos un lema que nos permite ver bajo
qué condiciones un operador lineal y acotado es, a su vez, cerrado y bajo qué

condiciones el dominio de un operador lineal y acotado es cerrado.
Lema 1.5.20. Sean T : D(T) — Y wun operador lineal y acotado, donde
D(T) es un subespacio de un espacio normado X yY es un espacio normado.

Entonces:

a) T es cerrado si D(T) es cerrado en X.

b) D(T) es cerrado en X siT es cerrado y'Y es un espacio de Banach.
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1.6. Operadores adjuntos

En seguida, definiremos el operador adjunto asociado a un operador lineal y
acotado y estudiaremos algunas de sus propiedades fundamentales, para lo cual

usaremos el Teorema 1.5.6.

Definicién 1.6.1. Sea T': X — Y un operador lineal y acotado, con X y Y
espacios normados. El operador adjunto T* : Y* — X* de T es el operador
definido por:

(T*(y)N)(x) =y"(T(z)) Yy €Y yVrelX.

El siguiente teorema nos asegura que el operador adjunto de un operador
lineal y acotado también es un operador lineal y acotado y que, de hecho, las

normas de un operador lineal y acotado y de su operador adjunto son iguales.

Teorema 1.6.2. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador
lineal y acotado. Entonces el operador adjunto T* de T es un operador lineal y
acotado y ||T*|| = || T||-

Demostracion. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador
lineal y acotado. Sea T™ : Y* — X* el operador adjunto de T'. Notemos que el
dominio Y* de T es un espacio vectorial y que el rango de T esta contenido en
el espacio vectorial X*, ya que si y* € Y*, entonces T*(y*) = y*T y y*T € X*
por ser la composicion de un operador lineal y acotado con dominio X seguido
de una funcional lineal y acotada. Ademés, si yi,y5 € Y* y a € K, tenemos
que:
(T*(y1 +92)) (@) = (1 +12)(T(2)) = 41 (T (2)) + 45 (T (2)) =

(T () (@) + (T7(w2))(2) = (T"(y1) + T"(y2))(2) Ve € X, (1.22)

(T (i) (@) = (ayi |(T(2)) = ayi (T (2)) =
a(T*(y1))(z) = (aT"(y1))(z) Ve e X, (1.23)

De (1.23) y (1.24) se obtiene que T*(yf + vy3) = T*(y7) + T*(y3) v T*(ayy) =
oT*(yy) Vyi,y5 € Y* y YVa € K. Por tanto, T* es un operador lineal. Mas atin,
como T*(y*) = y*T Vy* € Y*, sabemos que |T*(y*)|| = lly*T|| < ly* [IT]| por
el Lema 1.3.12, de donde se sigue que T es un operador lineal y acotado y

que || T*|| < ||T||]. En consecuencia, para ver que ||T*|| = ||T|| basta probar que
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Il < 1Tl

Sea xg € X tal que ||zof|| = 1. Si T'(zo) = 0, entonces ||T(zg)|| =0 < ||T*||. Por
otra parte, si T(xg) # 0, por el Teorema 1.5.6, sabemos que existe y* € Y* tal
que [ly*[| = 1y y*(T(x0)) = || T(20)|- Luego, como [lzo|| = [|y*|| = 1, obtenemos

que:

1T (zo)l| = ™ (T (o)) = (T™(y™)) (o) < [(T™(y"))(wo)| < 1T (y")llzoll =
1T < N7y {1 = 1T]-

De esta manera, hemos probado que ||T(zo)|| < ||T*|| para cualquier zo € X tal

que ||zg]| = 1, por lo que:

Il =" sup [IT (@) < [T

S
llzll=1
Por tanto, T* : Y* — X* es un operador lineal y acotado y ||T|| = ||T*|. O

Ahora, presentaremos un lema en el que se enlistan algunas formulas, las
cuales son sencillas de comprobar, para el operador adjunto de la composicion
de dos operadores lineales y acotados y el operador adjunto del operador inverso

de un operador lineal y acotado.

Lema 1.6.3. Sean X, Y y Z espacios normados.
a) SiS,T € B(X,Y) ya €K, entonces (S+T)* =S*+T* y (aT)* = aT™*.
b) SiT € B(X,Y) yS e B(Y,Z), entonces (ST)* =T*S*.

¢) SiT € B(X,Y), T7! existe y T™' € B(Y,X), entonces (T*)~! emiste,
(T*)™L e B(X*,Y*) y (T*)"t = (TH)*.

Para terminar esta seccién enunciaremos un lema, cuya prueba es inmediata,
para después probar un importante teorema que nos asegura que si existe un
isomorfismo de un espacio normado X sobre un espacio normado Y, entonces
también existe un isomorfismo del espacio normado Y™ sobre el espacio normado
X*.

Lema 1.6.4. Sean X y Y espacios normados yT : X — Y un isomorfismo.
Si B, [0,1] es la bola unitaria cerrada en X y B, [0, 1] es la bola unitaria cerrada
en'Y, entonces T (B, [0,1]) = B, [0, 1].
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Teorema 1.6.5. Sean X y Y espacios normados. Si T : X — Y es un iso-

morfismo, entonces el operador adjunto T de T es un isomorfismo de Y* sobre
X*.

Demostracion. Sean X, Y y T : X — Y como en el enunciado del teore-
ma. Sean B, [0,1] la bola unitaria cerrada en X, B, [0, 1] la bola unitaria ce-
rrada en YV y T* : Y* — X* el operador adjunto de 7. Por el Teorema
1.6.2, sabemos que 7% es un operador lineal. Veamos que T* es biyectivo. Si
y* € N(T*), entonces T*(y*) = 0. Luego, como T es biyectivo, para cual-
quier y € Y, tenemos que y*(y) = y*(T(T(y))) = (T* ()T 1)) = 0,
por lo que y* = 0. De esta manera, obtenemos que N (T*) C {0} y claramen-
te {0} C N(T™*), de donde se sigue que N'(T*) = {0}. En consecuencia, por
el Teorema 1.3.4, obtenemos que el operador inverso de T existe y, por con-
siguiente, T* es inyectivo. Por otra parte, nuevamente por el Teorema 1.3.4,
sabemos que como T es un operador lineal y biyectivo, entonces 7! tam-
bién es un operador lineal. Mas atn, como T es un isomorfismo, se tiene que
1T (W)| = 1T(T*(y))|l = |lyl| Yy € Y y, por consiguiente, T~! es un operador
lineal y acotado. Asi, si * € X*, entonces z*T~! € Y*, por ser composiciéon de
dos operadores lineales y acotados. Ademas, para cualquier x € X, se tiene que
(T*(x*T~ 1)) (z) = (z*T~1)(T(x)) = 2*(T~(T(z))) = 2*(x). De lo anterior se
obtiene que T*(x*T~!) = z* y, consecuentemente, T es suprayectivo. Por tan-
to, T* es biyectivo. Ahora, para cada z € X, sea y = T(x). Por el Lema 1.6.4,
sabemos que T(B,[0,1]) = B, [0,1]. En consecuencia, para cualquier y* € Y*

tenemos que:

1T (")l = sup [(T*(y") ()| = sup |y*(T(2))] =
||:iﬁ§1 z€B[0,1]

sup  |y"(y)| = sup |y"(v)| = lly" Il
y€B,[0,1] yey
lyll<1

Por tanto, T* es un operador lineal y biyectivo tal que ||T*(y*)| = |lv*|l
Vy* € Y* y, en consecuencia, T : Y* — X* es un isomorfismo. O



Capitulo 2

Reflexividad y topologias
débiles

El proposito de este segundo capitulo es introducir el concepto de reflexividad
de un espacio normado asi como algunos resultados fundamentales referentes a
dicho concepto. Asimismo, se definiran la topologia débil de un espacio nor-
mado, la topologia débil* del espacio dual de un espacio normado y algunas
nociones topologicas que seran de gran utilidad para probar los teoremas que
se presentaran en el tercer capitulo de esta tesis. Todas las pruebas omitidas en

este capitulo pueden encontrarse en [9], [11] y [12].

2.1. Espacios reflexivos

En esta seccién introduciremos el concepto de reflexividad en espacios nor-
mados. A lo largo de esta seccion consideraremos un espacio normado X, su
espacio dual X* y su espacio doble dual X**. Comenzaremos por asociar una

funcion a cada elemento de un espacio normado de la siguiente manera:

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio normado. Para cada = € X, definimos la

funcion g, : X* — K como:
gu(z¥) =2"(x) Vz"e X" (2.1)

El lema que enunciaremos a continuacion afirma que, para cada z € X, la
funcién g, definida anteriormente es una funcional lineal y acotada y que las

normas de = y ¢, coinciden.

o1
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Lema 2.1.2. Sea X un espacio normado. Para cada © € X, la funcidn
gz : X* — K definida seqin la expresion (2.1) es una funcional lineal y acota-

da, de modo que g, € X**, y se satisface la igualdad ||| = ||gz||-

Demostracion. Sean X un espacio normado y = € X. Sea g, : X* — K la
funcion definida segun la expresion (2.1). Es claro que el dominio X* de g, es
un espacio vectorial y que el rango de g, es un subconjunto del campo escalar

K. Ademas, si 7,25 € X* v a € K, tenemos que:

ga (27 + 23) = (21 + 25)(2) = 27(2) + 25(2) = gu(27) + ga(23),

gz (awy) = (aay)(z) = awi(z) = ag.(z]).

Por tanto g, es una funcional lineal. Mas atn, sabemos que |g, (z*)| = |z*(z)| <

l*|||z|| Vz* € X*, de donde se sigue que g, es acotada.

Por otra parte, por el Corolario 1.5.7, sabemos que:

z*(x gz (x*
ol = sup gy bl
exs 1Tl arexs 2|
¥ #0 ¥ #£0
Por tanto, g, : X* — K es una funcional lineal y acotada y ||z|| = ||gz||- O

Con base en la Definicion 2.1.1, podemos definir el mapeo canonico de un

espacio normado en su espacio doble dual de la siguiente maneras:

Definicion 2.1.3. Sea X un espacio normado. El mapeo candnico de X en X**
es la funcion C' : X — X** dada por:

Cz) =g, VrelX,
donde g, es la funcién definida segun la expresion (2.1).

El teorema que mostraremos a continuacién nos permite ver que el mapeo
canoénico de un espacio normado X en su espacio doble dual X** es un operador

lineal e inyectivo que preserva normas.

Lema 2.1.4. Sean X un espacio normado y C : X — X** el mapeo candnico
de X en X**. Entonces C' es un isomorfismo del espacio normado X sobre el

espacio normado R(C) (el rango de C).
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Demostracion. Sean X y C': X — X™* como en el enuncaido del lema. Sean

z,y € X y a € K. Entonces, para cualquier z* € X* se tiene que:
(Cl@+y)(@") = gaty(z") = 2" (x +y) = 2"(z) + 27(y) =

92(2%) + gy (%) = (C(x) + C(y)) (=), (2.2)

(Clax))(2") = gau(2") = 2" (az) =
ar’(z) = age(¢") = (aC(x)) (7). (2.3)

Asi, de (2.2) y (2.3) obtenemos que C(z+y) = C(2)+C(y) y que C(azx) = aC(x)
Vz,y € X y Va € K. Ahora, por el Lema 2.1.2, sabemos que:

1C@)]| = llgall = llz] Vo e X.

De lo anterior se sigue C' es inyectiva ya que si x1, 22 € X son tales que C(x1) =
C(x3), entonces 0 = [[C(z1) — Clx2)l| = [[Clz1 — z2)|| = [lo1 — 22| ¥, por
consiguiente, 7 — 9 = 0 o, equivalentemente, 1 = x5. Luego, como C es
inyectiva, tenemos que la funcion C : X — R(C) es una funcién biyectiva del
espacio normado X sobre el espacio normado R(C) que satisface la definicion

de isomorfismo de espacios normados (Definicién 1.2.13). O

El caso en el que el mapeo canénico resulta ser suprayectivo es de gran

importancia y motiva la definiciéon de espacios reflexivos.

Definicién 2.1.5. Un espacio normado X es reflexivo si R(C) = X**, donde
C: X — X™ es el mapeo canénico de X en X**,

Como consecuencia del Lema 2.1.4, obtenemos que si un espacio normado
X es reflexivo, entonces el mapeo canénico de X en X** es un isomorfismo del
espacio normado X sobre el espacio normado X**. Més atn, por el Teorema
1.4.4, sabemos que el espacio doble dual X** es un espacio de Banach. Como

consecuencia de lo anterior, claramente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1.6. Si un espacio normado X es reflexivo, entonces X es un

espacio de Banach.

El siguiente teorema nos da otra propiedad de los espacios normados de

dimension finita, esta vez con respecto a reflexividad.
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Teorema 2.1.7. Todo espacio normado de dimension finita es reflexivo.

En seguida, enunciaremos un lema que se obtiene a partir del Teorema de
Hahn-Banach para espacios normados, asi como un teorema sobre espacios sepa-
rables, cuya prueba depende del lema anteriormente mencionado, y un corolario
de dicho teorema. Para este fin, necesitamos definir previamente la nocion de

separabilidad de un espacio normado.

Definicion 2.1.8. Un espacio normado X es separable si existe un subconjunto

numerable D de X tal que D es denso en X.

Lema 2.1.9. Sea Y wun subespacio de un espacio normado X tal que Y es

cerrado en X yY G X. Seanxg € X \Y yd = in}f/ lly — xol|- Entonces, existe
ye
x* € X* tal que ||z*|| =1, z*(y) =0 Vy € Y y a*(xg) = 0.

Teorema 2.1.10. Si el espacio dual X™* de un espacio normado X es separable,

entonces X es separabale.

Corolario 2.1.11. Si X es un espacio normado separable y el espacio dual X*

de X no es seprabale, entonces X no es reflexivo.

Demostracion. Sea X un espacio normado separable tal que el espacio dual
X* de X no es separable. Supongamos que X es reflexivo. Entonces, el mapeo
canoénico C' : X — X™** es un isomorfismo de espacios normados. Luego, como
X es separable, de lo anterior se sigue que X ** es separable. En consecuencia, por
el Teorema 2.1.10, se obtiene que X* es separable, contradiciendo la hipétesis

sobre X*. Por tanto, X no es reflexivo. O

Ahora, presentaremos un ejemplo de un espacio reflexivo y de un espacio

normado que no es reflexivo.

Ejemplo 2.1.12. Sean p € (1,00) y ¢, el espacio vectorial de todas las suce-

siones (z,,)22; en K tales que g |z,|P < oo. Para cada n € N, denotaremos
. n:1 . . .

por e, a la sucesion en /£, cuyo enésimo término es igual a 1 y todos sus demés

términos son iguales a cero. Es bien sabido que £, es un espacio de Banach con la

1
[ee) 1

P
norma dada por ||(z,)0%|l, = <Z |xn”> para cada (z,)5%; € {,. Ademas,

n=1
o

es sencillo ver que, para cada © = (z,)52; € {,, se tiene que z = Z Tpen. Mas
n=1
atn, si ¢ € (1,00) es tal que 1% + % = 1, también es bien sabido que la funcién
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T : 4, — (£g)* tal que, para cada elemento x = (x,)52; de £, T'(z) es la

(o)

funcional lineal y acotada dada por (T'(z))(y) = Z TnYn VY = (Yn)o2q € £, es
n=1

un isomorfismo y que la funcién S : (€,)* — £, tal que, para cada z* € ({,)*,

S(x*) es la sucesion (x*(ey,))52, € ¢, también es un isomorfismo. Luego, por el
Teorema 1.6.5, sabemos que el operador adjunto S* de S es un isomorfismo de
(£q)* sobre (£,)**. Asi, tenemos que si C' : £, — (£,)** es el mapeo canénico
de £, en (£,)**, entonces C' = S*T. En efecto, si * = (x,)5%; € ¢,, entonces,

para cada x* € (£,)*, tenemos que:
((57T)(2))(27) = (S*(T(2))) (") = (T(2))(S(z7)) =

(T(2))((2*(en)oy) = Y wn™ (en).

En consecuencia, por la linealidad y la continudad de x*, de lo anterior obtene-

mos que:

oo ) k
(S T)(@) (@) = Y wna*(en) = > a*(nen) = Jim >t (znen) =

k k
lim z* E Tpen | =2 [ lim E Tnen | =
k—o00 k—o00

n=1 n=1

x” <Z xnen> =z*(x) = (C(x))(x"). (2.4)
n=1

De (2.4) claramente se sigue que C(z) = (S*T)(z) Vo = (z,)52, € ¢, ¥, por
consiguiente, C' = S*T. Consecuentemente, como S* y T son isomorfismos,
entonces C' = S*T es biyectivo, por lo que R(C) = ¢, y, por tanto, £, es

reflexivo.

Ejemplo 2.1.13. Sea /- el espacio de vectorial de todas las sucesiones acotadas
en K y sea ¢y el subespacio vectorial de /., cuyos elementos son las sucesiones
en K convergentes a cero. Es bien sabido que /., es un espacio de Banach con

la norma definida como [|(2,,)22 1]lcc = sup |z,| para cada (z,)22; € loo ¥ que
neN

co es un subespacio cerrado de /. A continuacion, probaremos que el espacio
normado ¢y, considerado como un subespacio de £, no es reflexivo. Sea F un
subconjunto numerable de K tal que F es denso en K (por ejemplo F = Q si

K=R,0F =Q+iQ si K = C). Siguiendo con la notacion del ejemplo anterior,
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sean A = {e, : n € N} y D el conjunto de todas las combinaciones lineales
finitas de elementos de A con coeficientes en F. Es claro que D C ¢y y que D
es numerable, por ser F y A numerables. Veamos que D es denso en ¢y. Sean
a = (a,)52 € oy e > 0. Como a converge a cero, sabemos que existe N € N tal

que |a,| < § Vn > N. Ahora, para cada n € N, sea 3, € I tal que |a, —3,] < 5.
N

Observando que los primeros N términos de la sucesiéon a — E aney, son iguales

n=1
N N
a cero y que todos los términos de la sucesion E AnCp — E Brnen son iguales
n=1 n=1
N
a cero a excepcion de los primeros N, obtenemos que E Bren es un elemento
n=1
de D tal que:
N N N N
a— E Bnén <lla — g anenl| + g Anepn — E Bnen =
n=1 00 n=1 0o n=1 n=1 o)

€ €
sup |an|+ sup |Bn —an| < - + = <e
n>N+1 n<N 3 3

De lo anterior se sigue que D es denso en ¢y y, por tanto, ¢y es separable.

Por otra parte, si B es un subconjunto denso de f,, entonces B no es nume-
rable. En efecto, si S = {(z,)p2 € oo : Ty, € {0,1} ¥n € N}, entonces clara-
mente S no es numerable. Ahora, sean © = (,)52 1,y = (yn)o2, € S tales
que = # y. Claramente tenemos que ||z — y||oc = 1. Mas atin, si B(z, 3) es la
bola abierta en ¢, con centro en x y radio % y By, %) es la bola abierta en
{s con centro en y y radio %, entonces B(z, %) y By, %) son ajenas ya que si
z € B(z, )N B(y, 3), se tendria que 1 = ||z — yllos < || — 2]loc + |12 — ylloc <
% + % = %, lo cual claramente es una contradiccién. Luego, como B es denso
en /o, de lo anterior podemos concluir que por cada elemento x de S, la bola
abierta B(z, %) contiene un elemento distinto de B y como S no es numerable,
obtenemos que B no es numerable. De esta manera, hemos probado que cual-
quier subconjunto denso de ¢, no puede ser numerable, por lo que ¢, no es
separable.

Finalmente, si £ es el espacio vectorial de todas las sucesiones (z,,)22; en K
o0

tales que Z |z,| < o0, es bien sabido que ¢; es un espacio de Banach con la

n=1
[eS)

norma dada por ||(2,)52 4|1 = Z |z, | para cada (z,)52; € ¢1 y que existen

n=1
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isomorfismos de £, sobre (¢1)* y de ¢; sobre (cp)*, digamos T : £oo —> (£1)* y
W : 4y — (¢p)*. Consecuentemente, por el Teorema 1.6.5, sabemos que el ope-
rador adjunto W* de W es un isomorfismo de (co)** sobre (¢1)* y, por ser T un
isomorfismo, se tiene que 7! : (f1)* — £, es un operador lineal y biyectivo
y ademés |z*|| = | T(T~(z*))|| = |T~(2*)||oo V2* € (¢1)*. Si suponemos que
co es reflexivo y C' : ¢g — ()™ es el mapeo canonico de ¢y en (¢p)**, de lo
anterior claramente se sigue que T~ !W*C es un isomorfismo de cq sobre /o, lo
cual es una contradiccién ya que ¢g es separable y £, no lo es. Por tanto, ¢y no

es reflexivo.

Concluimos esta secciéon probando que si X es un espacio normado y Y es
un subespacio cerrado de X, entonces X es reflexivo si y solosi Y y X/Y son
reflexivos. Para este fin, comenzaremos por introducir los conceptos de anulador
de un subconjunto de un espacio normado y anulador de un subconjunto del

espacio dual de un espacio normado como sigue:

Definicion 2.1.14. Sea X un espacio normado. Sean A y B subconjuntos de
X y X*, respectivamente. El anulador de A en X*, denotado por AL, es el
conjunto A+ = {z* € X* : 2*(x) = 0 Vz € A}. Asimismo, el anulador de B en
X, denotado por + B, es el conjunto B = {x € X : 2*(x) = 0 Va* € B}.

El siguiente lema, cuya prueba depende del Lema 2.1.9, nos da algunas pro-

piedades elementales de los anuladores definidos anteriormente:

Lema 2.1.15. Sea X un espacio normado. Sean A y B subconjuntos de X y

X*, respectivamente.

a) Los anuladores AL y LB son subespacios cerrados de X* y X, respectiva-

mente.

b) L(AL) es el menor subespacio cerrado de X que contiene a A, esto es,
L(AL) es un subespacio cerrado de X que contiene a A y si Z es cualquier

subespacio cerrado de X que contiene a A, entonces +(AY) C Z.
c¢) Si A es un subespacio de X, entonces -(AL) = A.

A continuacion, presentaremos dos teoremas que nos muestran dos isomorfis-
mos importantes de espacios normados que relacionan los conceptos de anulador,

espacio dual y espacio cociente.

Teorema 2.1.16. Sean X un espacio normado y Y un subespacio de X. En-

tonces, erxiste un isomorfismo T : X*/Y+ — Y* tal que, para cada elemento



58 Capitulo 2. Reflexividad y topologias débiles

v + YL de X*)YL, T(x* + YY) es la funcional lineal y acotada dada por
(T(x* +YH)(y) = a*(y) Vy € Y.

Teorema 2.1.17. Sea Y un subespacio de un espacio normado X tal que Y es
cerrado en X . Entonces, existe un isomorfismoT : Y+ — (X/Y)* tal que, para
cada v* € Y+, T(x*) es la funcional lineal y acotada dada por (T(x*))(z+Y) =
z*(z) Ve +Y € X/Y.

Demostracion. Sean X y Y como en el enunciado del teorema. Sean
m: X — X/Y el mapeo cociente de X en X/Y y S la funcion que a cada
elemento z* de (X/Y)* le asigna la funciéon z*7. Claramente el rango de S esta
contenido en Y1 ya que si z* € (X/Y)*, entonces (S(2%))(y) = 2*(n(y)) =
Z*y+Y) =2(0+Y) = 0 Vy € Y. Por tanto, S es una funcion del espa-
cio vectorial (X/Y)* en el espacio vectorial Y. Ademés, S es lineal ya que si

2},25 € (X/Y)* y a € K, se tiene que:

S(21 + 23) = (21 + 25)7 = 217 + 2™ = 5(27) + 5(23),

S(azl) = (az])7m = a(zin) = aS(2]).

Por otra parte, si * € Y1, es claro de la definicién de anulador que Y C N (z*).
Asi, tenemos que si z* € Y, entonces z* : X — K es una funcional li-
neal y acotada tal que Y C N (z*), de donde se sigue, por el Teorema 1.3.18,

que existe una tnica funcional lineal y acotada u* : X/Y — K tal que

¥ = w*n = Su*) y |lut|| = ||lz*] = ||S(u*)|. Asi tenemos que, para cada
¥ € Y1, existe una tnica u* € (X/Y)* tal que z* = S(u*), por lo que
S es un operador lineal inyectivo y suprayectivo, y ||u*|| = ||z*]| = [|S(u*)].

Por tanto, S : (X/Y)* — Y es un isomorfismo. En consecuencia, tenemos
que si T = S~!, entonces, para cada z* € Y, T(z*) es el unico elemento
de (X/Y)* tal que * = T'(z*)w, T es un operador lineal y biyectivo (por el
Teorema 1.3.4) y ||z*|| = ||S(T(z*))|| = ||T(z*)| Vz* € Y+, de donde se ob-
tiene que T : Y+ — (X/Y)* es un isomorfismo. Finalmente, notemos que si
z* € Y1, entonces (T(2*))(z +Y) = (T(z*))(n(x)) = (T(z*)7)(z) = 2*(x)
Ve+Y e X/Y. O

Ahora, demostraremos un teorema que nos permitiré identificar al espacio
doble dual de un subespacio Y de un espacio normado X con el anulador (Y +)*,

al cual denotaremos por Y1 para simplificar la notacion.
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Teorema 2.1.18. Sean Y wun subespacio de un espacio normado X vy
T:X*)Yt —Y* el isomorfismo del Teorema 2.1.16. Para cada y* € Y*, sea
x5 + Y+ el dnico elemento de X*/Y* que satisface la igualdad T(x}. +Y+) =
y*. Entonces, existe un isomorfismo S : Y+t — Y** tal que, para cada
x** € Y+, S(z**) es la funcional lineal y acotada dada por (S(z**))(y*) =
T

“(ah) Yyt € Y

Demostracion. Sean X, Y y T : X*/Y+ — Y* como en el enunciado del teo-
rema y, para cada y* € Y™, sea xj. + Y+ el tnico elemento de X*/Y+ que
cumple la igualdad T'(z}. +Y=*) = y*. Sea T* el operador adjunto de T'. Por el
Lema 2.1.15, sabemos que Y es un subespacio cerrado de X*. Luego, por el
Teorema 2.1.17, obtenemos que existe un isomorfismo W : Y+ — (X* /Y1)~
tal que, para cada z** € Y1+, W(2z**) es la funcional lineal y acotada da-
da por (W(z**))(z* + Y1) = 2**(z*) Va* + YL € X*/Y1. Ademas, co-
mo T : X*/YJ- — Y™ es un isomorfismo, por el Teorema 1.6.5, se tie-
ne que 7% : Y** — (X*/Y1)* es un isomorfismo. De lo anterior, se si-

1 es un operador lineal y biyectivo. Sea S = (T*)~!W. Como

gue que (7)™
(T*)~' y W son operadores lineales y biyectivos, entonces S es también un
operador lineal y biyectivo. Ademaés, como T y W son isomorfismos, entonces
Ja | = [W(@)]| = [T((T) "2 W @) = [T W @) = [1S@)]
Vz** € Y. Asi, tenemos que S : Y+ — Y** es un isomorfismo. Més aun,

observemos que, para cualesquiera z** € Y+ y y* € Y*, tenemos que:
(S@@™))(y*) = (T*) W) (@) (T(ay. +Y)) =

(TH(((T*) W) (@) (aye +YH) = (W(@™)) (@ +YH) = 2" (2y0).
O

El siguiente lema caracteriza la reflexividad de un subespacio de un espacio

normado en términos de anuladores.

Lema 2.1.19. Sean Y wun subespacio de un espacio mormado X vy
C: X — X* el mapeo candnico de X en X**. Entonces Y es reflexivo si
y solo si C(Y) =Y+,

Como consecuencia del lema anterior, podemos obtener el teorema que mos-
traremos en seguida, el cual nos garantiza la reflexividad de un subespacio ce-
rrado de un espacio reflexivo, asi como varios corolarios importantes de dicho

teorema.
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Teorema 2.1.20. Sean X un espacio normado y Y un subespacio de X tal que

Y es cerrado en X. Si X es reflexivo, entonces Y es reflexivo.

Demostracion. Sean X y Y como en el enunciado del teorema y C : X — X**
el mapeo candnico de X en X**. En primer lugar, veamos que C(+(Y 1)) =
Y+t Siz e +(Y1), entonces es claro que (C(x))(z*) = 2*(z) = 0 Vo* € Y+,
por lo que C(x) € Y11 y, por consiguiente, C(+(Y+)) C Y++. Por otra parte,
si ¥ € Y+t C X**, como X es reflexivo, sabemos que existe y € X tal que
C(y) = z**. Luego, como x** € Y1+ entonces 2*(y) = (C(y))(z*) = z**(*) =
0 Vz* € Y+, de donde se sigue que y € *+(Y*). De lo anterior, se obtiene
que 7** = C(y) € C(+(Y1)) y, en consecuencia, Y-+ C C(+(Y1)). Por tanto
C(+(Y1)) = Y1, Ademss, como Y es un subespacio cerrado de X, de lo
anterior y del Lema 2.1.15 obtenemos que Y1+ = C(+(Y1)) = C(Y) = C(Y).
Asi, se tiene que Y1+ = C(Y) y, por el Lema 2.1.19, podemos concluir que Y

es reflexivo. O

Corolario 2.1.21. Si X es un espacio de Banach, entonces X es reflexivo si y

sdlo si X* es reflexivo.

Corolario 2.1.22. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio normado X. Si

X es reflezivo, entonces X/Y es reflexivo.

Demostracion. Sean X un espacio normado y Y un subespacio de X tales que
X es reflexivo y Y es cerrado en X. Como X es reflexivo, por el Teorema
2.1.6, tenemos que X es un espacio de Banach. Luego, por la reflexividad de
X y el Corolario 2.1.21, obtenemos que X* es reflexivo. Ademés, como Y es
un subespacio cerrado de X*, de la reflexividad de X* y del Teorema 2.1.20,
se obtiene que Y es reflexivo. Mas atin, por el Teorema 2.1.17, sabemos que
Y+ es isomorfo a (X/Y)*, de donde se sigue que (X/Y)* es reflexivo. Ahora,
como X es un espacio de Banach, por el Teorema 1.2.19, sabemos que X/Y
es un espacio de Banach. Asi, como X/Y es un espacio de Banach y (X/Y)*
es reflexivo, nuevamente por el Corolario 2.1.21, podemos concluir que X/Y es

reflexivo. O

Corolario 2.1.23. Sean X un espacio normado y Y un subespacio de X tal

que Y es cerrado en X. SiY y X/Y son reflexivos, entonces X es reflexivo.

Demostracion. Sean X y Y como en el enunciado del corolario. Supongamos
que Y y X/Y son reflexivos. Sea C' : X — X** el mapeo canoénico de X en

X**. Sea z** € X**. Por el Teorema 2.1.17, sabemos que existe un isomorfismo
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T:Y+ — (X/Y)* tal que, para cada 2* € Y+, T(2*) es la funcional lineal y
acotada dada por (T'(z*))(z+Y) = *(x) Ve+Y € X/Y. Como T es un operador
lineal y biyectivo, entonces T~! es un operador lineal y biyectivo. Ademés, como
T es un isomorfismo, tenemos que 7! es acotado pues ||z*|| = [|T(T~1(z*))| =
|T=1(2*)|| V2* € (X/Y)*. Luego, como T~ : (X/Y)* — Y1 es un operador li-
neal y acotado, se tiene que x**T~! € (X/Y)**, por ser composicién de dos ope-
radores lineales y acotados. Ahora, como X/Y es reflexivo, sabemos que existe
r+Y € X/Y tal que Q(x +Y) = 2**T~!, donde @ es el mapeo candnico de
X/Y en (X/Y)**. Asi, tenemos que si * € Y1, entonces:

2 (@) = (@) = (T (T @) =

Qz +Y))(T(z%) = (T(2"))(z +Y) = 2"(2) = (C(x))(z7).

De lo anterior, claramente se obtiene que (z** — C(x))(2*) = 0 Va* € Y1, por
lo que ** — C(z) € Y*++. Mas atin, como Y es reflexivo, por el Lema 2.1.19,
sabemos que C(Y) = Y+ y, en consecuencia, se tiene que existe y € Y tal que
x** —C(z) = C(y). Finalmente, por la linealidad de C, de lo anterior obtenemos
que z** = C(z + y) y, por consiguiente, 2** € R(C). De esta manera, hemos

probado que C' es suprayectivo y, por tanto, X es reflexivo. O

Observemos que, como consecuencia del Teorema 2.1.20 y los Corolarios
2.1.22 y 2.1.23, obtenemos el resultado deseado que afirma que, dados un espacio
normado X y un subespacio cerrado Y de X, entonces X es reflexivo si y so6lo

siY y X/Y son reflexivos.

2.2. Topologia débil

En seguida introduciremos y estudiaremos una topologia que se puede definir
en un espacio normado ademés de la topologia inducida por la norma en dicho
espacio. Esta toplogia se conoce como la topologia débil. Comenzaremos por
enunciar y demostrar un sencillo lema a partir del cual podremos definir la

topologia débil inducida por una familia de funciones en un conjunto.

Lema 2.2.1. Sea A un conjunto y sean § wuna familia de funciones y
{(Bf,Tf) cfe %’} una familia de espacios topoldgicos con la propiedad de que
cada funcion f en § mapea al conjunto A en B,. Entonces existe una tnica

topologia T, sobre A tal que:
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i) cada f en § es continua con respecto a la topologia T ; y

it) Si T es una toplogia sobre A tal que cada f en § es continua con respecto

a la toplogia T, entonces 7, C 7.

Ademds, la familia {f fes, Uer } C P(A) es una subbsase para la

topologia .

Demostracion. Sean A, §y {( f, f) fe S} como en el enunciado del lema.
Sea & = {f feg, Uer } C P(A) y sea 7, la topologia sobre A ge-
nerada por la subbase 6. Como & C 7, entonces, para cada f € §, tenemos
que f~1(U) € 7. VU € 7,, de donde se sigue que cada funcién f en § es
continua con respecto a la topologla Ts- Ahora, supongamos que 7 es una to-
pologia sobre A tal que cada funcién f en § es continua con respecto a esta
topologia. Luego, para cada f € §, se tiene que f~1(U) € 7V U € 7, por lo
que & C 7. En consecuencia, como & es una subbsase para la topologia 7., de
lo anterior se obtiene que 7, C 7. Por tanto, la topologia 7. es una topologia
sobre A que cumple las condiciones i) y ii) del lema y que tiene a la familia
{f feg, Uer } C P(A) como subbase. Ademas, si o es una topolo-
gia sobre A que satisface las propledades i) y ii) del lema, claramente tenemos
que o C 7, pues cada funciéon f en § es continua con respecto a la topologia
o,y 7, € o, ya que cada funcién f en § es continua con respecto a la topologia
7, y o cumple la condicién ii) del lema, de donde se obtiene la unicidad de 7.
Por tanto, 7, es la finica topologia sobre A que satisface las propiedades i) y ii)
del lema y {f feg, Uer } C P(A) es una subbase para 7. O

Definicién 2.2.2. Siguiendo la notaciéon del Lema 2.2.1, a la tnica topologia
sobre A que cumple las condiciones i) y ii) de dicho lema la llamaremos la
topologia débil de A inducida por § ola § topologia de A y la denotaremos por

o(X,J). La familia {f~! :feF, Uer,} CP(A) es la subbsase estdndar
para la § topologia de A. La base estdndar para la § topologia de A es la
coleccion de todos los subconjuntos de A que son intersecciones de una cantidad

finita de elementos de la subbase estandar para dicha topologia.

Observemos que si X es un espacio normado, entonces su espacio dual X*
es una familia de funciones tal que cada funciéon z* en X* mapea al conjunto X
en el campo K, el cual es un espacio topologico con la topologia inducida por la
métrica usual. Con base en lo anterior y en la Definicién 2.2.2, podemos definir

la topologia débil de un espacio normado de la siguiente manera:
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Definicion 2.2.3. Sea X un espacio normado. La topologia débil de X es la
topologia o(X, X*) o la X* topologia de X, donde consideramos al campo K

como un espacio topoldgico con la topologia inducida por la métrica usual.

En lo que resta del presente trabajo, cuando mencionemos cualquier con-
cepto o propiedad topoldgica con respecto a la topologia débil de un espacio
normado, diremos que dicho concepto o dicha propiedad es débil o que se cum-
ple débilmente. Es importante notar que el Lema 2.2.1 nos asegura que si X es
un espacio normado, entonces toda funcién en su espacio dual X* es continua
con respecto a la topologia débil de X y que si 7 es cualquier topologia sobre
X con la propiedad de que toda funcién en X* es continua con respecto a la
topologfa 7, entonces o(X, X*) C 7. En particular, como toda funciéon en X* es
continua con respecto a la topologia inducida por la norma en X, tenemos que
dicha toplogia contiene a la topologia débil de X. Como consecuencia inmediata

de lo anterior obtenemos el siguiente resultado:

Lema 2.2.4. Sean X un espacio normado y f : X — K una funcional lineal.
Entonces f es continua con respecto a la topologia débil de X si y sdlo si f es

continua con respecto a la topologia inducida por la norma en X.

El lema que enunciaremos a continuaciéon nos da una subbase sencilla para

la topologia débil de un espacio normado ademas de la subbase estandar.

Lema 2.2.5. Sea X un espacio normado. Para cada v € X y cada z* € X*,
sea
B(z,2") = {y € X : ]a*(y - @)| < 1}

Similarmente, para cada x € X y cada subconjunto finito no vacio A de X*, sea
Bz, A)={ye X :|a"(y—z)| <1Vz* € A}.
Sean
D ={B(z,z"):z € X, 2" € X"},

B ={B(x,A):z € X, A es un subcojnuto finito de X"} .

Entonces ® es una subbase y B es una base para la topologia débil de X . Ademds,
siU € o(X,X*) yxo € U, entonces existe un subconjunto finito Ay de X* tal
que B (zg, Ag) CU.
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Ahora, definiremos el concepto de convergencia débil de sucesiones en un

espacio normado de la siguiente manera:

Definicién 2.2.6. Sea X un espacio normado. Una sucesion (z,,),.; € X es
débilmente convergente en X siexiste z € X tal quesiU € o(X, X* ) yz € U,
entonces existe N € N tal que z,, € U Yn > N. En este caso, se dice que = es
el limite débil de la sucesion (x,,),—, y que (xy),—, converge débilmente a x.

2 oy . w
Ademas, escribiremos x,, — .

La nocién de convergencia débil que acabamos de definir se puede simplificar

en términos de funcionales lineales y acotadas de acuerdo con el siguiente lema:

Lema 2.2.7. Sean X wun espacio normado y x € X. Una sucesion

Tn)oo, C X converge débilmente a v si y sélo si lim z*(z,) = z*(z
n=1

n—oo
Ve* e X*.

Demostracion. Sean X un espacio normado, z € X y ()., € X una sucesion.
Supongamos que (z,),., converge débilmente a x. Sea z* € X*. Sean
€ > 0y B(z*(z),¢) la bola abierta en K con centro en z*(x) y radio e. Co-
mo B(z*(x),€) es abierta en K, entonces (z*)~! (B(z*(x),¢€)) es un elemento
de la subbase estandar de la topologia débil de X. De lo anterior, se sigue que
(%)L (B(2*(2),€)) € 0(X, X*) y claramente tenemos que z*(z) € B(x*(z),€),
por lo que z € (z*)~! (B(2*(x), €)). Luego, por definicién de convergencia débil,
obtenemos que existe N € N tal que z,, € (z*)"! (B(2*(z),¢)) Vn > N. En
consecuencia, se tiene que z*(z,) € B(z*(z),e) Yn > N o, equivalentemente,
|z*(zy,) — 2™ (x)] < € Vn > N. Por tanto, nh_>1rgo x*(xy) = = (z) para cualquier
rre X"

Conversamente, supongamos que lim z*(x,) = z*(z) Va* € X*. Sea
U e o(X,X*)tal que x € U. Por el ﬁgr;?a 2.2.5, sabemos que existe un subcon-

junto finito no vacio A de X* tal que
B(z,A)={ye X :|2"(y—=z)| <1Vz* € A} CU.

Supongamos que A = {z7,...,x% }, con m € N. Entonces, como z} € X* para
cada i € {1,...,m}, por hipotesis sabemos que nh_}ngo x; (xn) = xf(x) para cada
i € {1,...,m}. Luego, para cada i € {1,...,m}, se tiene que existe N; € N
tal que |z} (zn) — 2} (x)] < 1 ¥n > N;. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}}.
Asi, se tiene que si n > N, entonces n > N; Vi € {1,...,m}, por lo que

|z} (xy) — 2 (x)] < 1 para cada i € {1,...,m}. Ademas, como z} es lineal
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para cada i € {1,...,m}, de lo anterior se obtiene que si n > N, entonces
|zf (zn, — )| = |z} (zn) — xf(z)| < 1 Vi€ {1,...,m}. En consecuencia, tenemos
que z,, € B(z, A) C U Vn > N y, por consiguiente, (z,).-, converge débilmente
azx. O

En seguida, introduciremos la nocién de conjunto débilmente acotado en un
espacio normado y enunciaremos un teorema que nos asegura que este concep-
to es equivalente al concepto usual de conjunto acotado, asi{ como un par de

corolarios de dicho teorema.

Definiciéon 2.2.8. Sean X un espacio normado y B un subconjunto de X.
Decimos que B es débilmente acotado si para cada U € o(X, X*) tal que 0 € U

se tiene que existe s, > 0 tal que B C tU para cualquier ¢ > s, .

Teorema 2.2.9. Un subconjunto de un espacio normado es débilmente acotado

sty solo si es acotado.

Corolario 2.2.10. Un subconjunto débilmente compacto de un espacio normado

es acotado.

Corolario 2.2.11. Un subconjunto B de un espacio normado X es acotado si

y sdlo si x*(B) es un conjunto acotado de escalares para cualquier x* € X*.

Como consecuencia del corolario anterior, podemos enunciar y probar la

siguiente caracterizacién de operadores lineales y acotados:

Lema 2.2.12. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y wun operador
lineal. Entonces, T es acotado si y solo y*T € X* Vy* € Y*.

Demostracion. Sean X, Y y T : X — Y como en el enunciado del lema. Sea
B[0,1] la bola unitaria cerrada en X. Notemos que si T es acotado, entonces
1T (@) < ||ITI=] < ||T|| Y= € B[0, 1], por lo que T'(B[0, 1]) es acotado. Por otra
parte, si T'(B]0, 1]) es acotado, tenemos que existe un nimero real ¢ > 0 tal que
|T(z)|| < cVz e B[0,1]. Asi, se tiene que si z € X \ {0}, entonces meH =1,

de donde se sigue que:

o= () - w3

En consecuencia, tenemos que || T(z)|| < ¢|lz|| Yo € X \ {0} y como T'(0) = 0, es

] < clall.

claro que ||T(0)| < ¢]|0]]. Por tanto [|T'(z)|| < c||z|| Yz € X y, por consiguiente,

T es acotado. De esta manera, hemos probado que T es acotado si y s6lo si
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T(B[0,1]) es acotado. Ademés, como T'(B[0,1]) C Y, por el Corolario 2.2.11
sabemos que T'(B[0,1]) es acotado si y solo si y*(T'(B]0,1])) es un conjunto
acotado de escalares para cualquier y* € Y*. Mas ain, como y*T : X — K
es lineal para cualquier y* € Y™* un argumento analogo al que se usd para
demostrar que T es acotado si y solo si T'(B]0, 1]) es acotado, muestra que, para
cualquier y* € Y*, tenemos que y*(T(B[0,1])) es acotado si y solo si y*T es
acotado o, equivalentemente, y*T € X*. Por tanto, T es acotado si y so6lo si
y*T € X* Vy* e Y™ O

Para finalizar esta seccién, enunciaremos un importante teorema que rela-
ciona la cerradura y la cerradura débil de un subconjunto convexo de un espacio

normado.

Teorema 2.2.13. La cerradura y la cerradura débil de un subconjunto convexro
de un espacio normado son iguales. En particular, un subconjunto convero de

un espacio normado es cerrado si y solo si es débilmente cerrado.

Es claro que un subespacio de un espacio normado es un subconjunto con-
vexo de dicho espacio, por lo que el siguiente corolario del Teorema 2.2.13 es

inmediato.

Corolario 2.2.14. La cerradura y la cerradura débil de un subespacio de un es-
pacio normado son iguales. En particular, un subespacio de un espacio normado

es cerrado si y solo si es débilmente cerrado.

2.3. Topologia débil*

Sabemos que si X es un espacio normado, entonces su espacio dual X* es
un espacio normado, por lo que podemos hablar de la topologia inducida por
la norma en X* y la topologia débil de X*. En esta secciéon definiremos otra
topologia, denominada topologia débil*, sobre el espacio dual de un espacio
normado ademas de las dos topologias mencionadas anteriormente. A menos que
se especifique lo contrario, a lo largo de esta seccion, dado un espacio normado
X, C: X — X* denotara el mapeo candnico de X en su espacio doble dual
X,

En primer lugar, notemos que si X es un espacio normado, entonces el rango
de C es un subconjunto de X**. Por esta razon, el rango de C' es una familia
de funciones tal que cada funcion z** en R(C) mapea al conjunto X* en el

campo K, que puede ser considerado como un espacio topologico con la topologia
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inducida por la métrica usual. A partir de lo anterior y de la Definicion 2.2.2,
podemos definir la topologia débil* del espacio dual de un espacio normado

como sigue:

Definicion 2.3.1. Sea X un espacio normado. La topologia débil* de X* es la
topologia o(X*,R(C)) o la R(C) topologia de X*, considerando al campo K

como un espacio topologico con la topologia inducida por la métrica usual.

Recordemos que en el Lema 2.1.4 demostramos que si X es un espacio nor-
mado, entonces C' es un isomorfismo del espacio normado X sobre el espacio
normado R(C). Debido a este hecho y con el fin de simplificar la notacion en
lo que resta de la presente tesis, dado un espacio normado X, denotaremos la
topologfa débil* de X* como o(X*, X). Ademas, a partir de este punto, cuando
mencionemos cualquier concepto o propiedad topologica con respecto a la topo-
logia débil* del espacio dual de un espacio normado, diremos que dicho concepto
o dicha propiedad es débil* o que se cumple de manera débil*.

Cabe mencionar que, al igual que con la topologia débil de un espacio nor-
mado, el Lema 2.2.1 nos garantiza que si X es un espacio normado, entonces
toda funcion en el rango de C es continua con respecto a la topologia débil*
de X* y que si 7 es cualquier topologia sobre X* con la propiedad de que toda
funcién en el rango de C es continua con respecto a la topologia 7, entonces
o(X*, X) C 7. En consecuencia, como toda funcién en X** y, por tanto, en el
rango de C, es continua con respecto a la topologia débil de X™*, tenemos que
esta toplogia contiene a la topologia débil* de X*.

A continuacion, probaremos un teorema que caracteriza a aquellos espacios
normados para los cuales las topologias débil y débil* de sus espacios duales
coinciden. Para este fin, necesitamos enunciar previamente un resultado y un

teorema cuya prueba depende dicho resultado.

Lema 2.3.2. Sean X un espacio vectorial yn € N. Sean f y f1,..., fn funciona-
les lineales con dominio X. Entonces [ es una combinacion lineal de f1,..., fn
n
si y sdlo si mN(fl) CN(f).
i=1
Teorema 2.3.3. Sean X un espacio vectorial y X# el espacio vectorial de todas
las funcionales lineales con dominio X . Sea X' un subespacio vectorial de X7 .

FEntonces:

X' = {f € X% : f es continua con respecto a la topologia o(X, X’)} .
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Teorema 2.3.4. Sea X un espacio normado. Entonces las toplogias débil y
débil* de X* coinciden si y solo si X es reflexivo. Mds ain, si f : X* — K es
una funcional lineal, entonces f es continua con respecto a la topologia débil*
de X* si y sdlo si existe v € X tal que f(z*) = z*(z) Va* € X*.

Demostracion. Sea X un espacio normado.

Primero, supongamos que X es reflexivo. Entonces R(C) = X**, por lo que
claramente o(X*, X**) = o(X*, X). Por tanto, la topologia débil y débil* de
X* coinciden.

Conversamente, supongamos que X no es reflexivo, de modo que R(C) ¢ X**.
Sea y** € X** \ R(C). Por el Teorema 2.3.3, sabemos que:

R(C) = {z* € X : 2™ es continua con respecto a la topologia o(X™*, X)}.

* no es continua con respecto a

Luego, como y** € X**\ R(C), tenemos que y*
la topologia débil* de X* y que y** es continua con respecto a la topologia débil
de X*. En consecuencia, existe un subconjunto A de K tal que A es abierto en K
v (1**)71(A) ¢ o(X*, X). Sin embargo, como y** es continua con respecto a la
toplogia débil de X*, se tiene que (y**)~1(A4) € o(X*, X**). Asi, obtenemos que
(y*)71(A) € o(X*, X**)\o(X*, X) y, por consiguiente, o(X*, X**) # o(X*, X).
Por tanto, si X no es reflexivo, entonces las topologias débil y débil* de X* no
coinciden. Finalmente, la segunda parte del teorema se sigue claramente de la
definicién del mapeo canénico de X en X** y de la siguiente igualdad que ob-

tenemos como consecuencia del Teorema 2.3.3:
R(C) = {f € (X*)# : f es continua con respecto a la topologia o(X*, X)} ,
donde (X*)# es el espacio vectorial de todas las funcionales lineales con dominio

X*. 0

En seguida, enunciaremos un lema similar al Lema 2.2.5 que nos da una
subbase para la topologia débil* del espacio dual de un espacio normado distinta

a la subbase estandar.

Lema 2.3.5. Sea X un espacio normado. Para cada x* € X* y cada x € X,

definimos el conjunto B(z*,x) como

B, z) = {y" € X" : [(y" —2")(2)| <1}.
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Similarmente, para cada z* € X* y cada subconjunto finito no vacio A de X,

definimos el conjunto B(z*, A) como
B(z*, A)={y* e X*: |(y* —2")(x)| <1 Vx € A}.

Sean
D ={B(z",x): 2" € X*, z € X},

B ={B(z*, A): 2" € X", A es un subcojnuto finito de X} .

Entonces © es una subbase y B es una base para la topologia débil* de X*.
Ademdas, si U € o(X*,X) y af € U, entonces existe un subconjunto finito Ag
de X tal que B (x§, Ag) CU.

Ahora, introduciremos el concepto de convergencia débil* de sucesiones en

el espacio dual de un espacio normado de la siguiente manera:

Definicién 2.3.6. Sea X un espacio normado. Una sucesion (z7),—; C X* es
débil*-convergente en X* si existe 2* € X* tal que si U € o(X*, X) y 2* € U,
entonces existe N € N tal que ), € U ¥n > N. En este caso, se dice que z*
es el limite débil* de la sucesion (z},)—, y que (z}).2 es débil*-convergente a

- s w*
x*. Ademas, escribiremos z} — x*.

De manera analoga a como lo hicimos para la convergencia débil en la sec-
cién anterior, podemos simplificar la nocién de convergencia débil* conforme al

siguiente lema:

Lema 2.3.7. Sean X wun espacio normado y z* € X*. Una sucesion

) C es débil*-convergente a x* si y sélo si lim z(x) = x*(x

oo, € X* débil* t ) slo si i . *
n—oo

Ve e X.

Demostracion. Sean X, z* y (z},)-, como en el enunciado del lema.
* )OO

¥),—, es débil*-convergente a z*. Sea z € X. Sean

Supongamos que (z
€ > 0y B(z*(z),€) la bola abierta en K con centro en z*(x) y radio e. Como
C(x) € R(C) y B(z*(x),¢€) es abierta en K, entonces (C(z))~1(B(x*(z),€)) es
un elemento de la subbase estandar de la topologia débil* de X*, de donde se si-
gue que (C(x))"Y(B(z*(x),¢€)) € o(X*, X). Ademas, como z*(z) = (C(z))(z*),
es claro que z* € (C(z))~*(B(z*(z),€)). Luego, por definicién de convergencia
débil*, tenemos que existe N € N tal que z}, € (C(z))" ' (B(z*(z),€)) Vn > N.

Asi, obtenemos que |z} (z) — 2*(x)| = |(C(x))(x}) — x*(z)| < € para cualquier
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*

*(x))—, converge a z*(x). Por tanto,

n > N. De lo anterior, se obtiene que (z

lim 2} (z) = 2" (z) Vo € X.

n—oo

Conversamente, supongamos que lim z (z) = 2*(z) Vo € X.SeaU € o(X*, X)
n—oo

tal que z* € U. Por el Lema 2.3.5 sabemos que existe un subconjunto finito no

vacio A de X tal que

Bla*,A) = {y* € X* : |(y* —2*)(z)| < 1 Vz € A} C U.

Supongamos que A = {z1,..., 2z}, con m € N. Entonces, como z; € X para
cada i € {1,...,m}, por hipotesis sabemos que lim z}(z;) = x*(z;) para
n— oo

cada i € {1,...,m}. Luego, para cada i € {1,...,m}, existe N; € N tal que
|ek (x;) — a*(x;)] < 1 Yn > N;. Sea N = max{N;:ie€{l,...,m}}. Asi, se
tiene que si n > N, entonces n > N; para cada ¢ € {1,...,m}, por lo que
[(zf —a*)(x;)| = |25 (x;) — 2*(x;)| < 1 para cada i € {1,...,m}. De lo anterior,
claramente se sigue que z}, € B(z*, A) C U ¥n > N y, por consiguiente, (z}) ~,

es débil*-convergente a z*. O

Anélogamente a como se hizo en la seccion anterior para la topologia débil,
podemos definir la nocion de conjunto débil*-acotado en el espacio dual de un

espacio normado como sigue:

Definicién 2.3.8. Sean X un espacio normado y B un subconjunto de X*.
Decimos que B es débil*-acotado si para cada U € o(X*, X) tal que 0 € U se

tiene que existe s, > 0 tal que B C tU para cualquier ¢ > s,,.

El siguiente teorema, el cual es similar al Teorema 2.2.9, nos permite concluir
que los subconjuntos débil*-acotados del espacio dual de un espacio de Banach

son exactamente aquellos subconjuntos que son acotados.

Teorema 2.3.9. Sea X un espacio de Banach. Entonces, un subconjunto de

X* es débil*-acotado si y sélo si es acotado.

Corolario 2.3.10. Sea X un espacio de Banach. Entonces un subconjunto

débil*-compacto de X* es acotado.

Corolario 2.3.11. Sea X un espacio de Banach. Entonces un subconjunto B
de X* es acotado si y solo si (C(x))(B) = {z*(z) : 2* € B} es un conjunto

acotado de escalares para cada v € X.

A continuacién, introduciremos el concepto de espacio de Hausdorff:
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Definicién 2.3.12. Un espacio topolégico (A4, 7) es un espacio de Hausdorff si
para cualesquiera a,b € A tales que a # b existen U,V € 7 con la propiedad de
queacU,beVyUNV =.

El siguiente lema nos da una propiedad fundamental de los subconjuntos

compactos de un espacio de Hausdorff:

Lema 2.3.13. Todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es ce-

rrado en dicho espacio.

Observemos que si X es un espacio normado y z*,y* € X* son tales que
x* # y*, entonces existe x € X tal que (C(x))(z*) = z*(z) # y*(z) =
(C(2))(y*). Luego, como (C(x))(z*) y (C(x))(y*) son dos elementos distin-
tos del campo K, es sencillo verificar que existen dos subconjuntos U y V de
K tales que U y V son abiertos en K, (C(z))(z*) € U, (C(z))(y*) e V' y
UNYV = (). Consecuentemente, como U y V son abiertos en K y C(z) es un ele-
mento de R(C), tenemos que (C(x))~Y(U) y (C(x))~*(V) son elementos de la
subbase estandar de la topologia débil* de X*. De esta manera, obtenemos que
(C(2))~H(U), (C(2))H(V) € o(X*, X), 2" € (C(2))"'(U), y* € (C(z)) (V) ¥
(C(@)~HU) N (C@)"HV) = (C@)" U N V) = (C(2))"1(0) = 0. Por tan-
to, se tiene que X* con la topologia débil* es un espacio de Hausdorff y, como

consecuencia del Lema 2.3.13, se obtiene el siguiente resultado:

Lema 2.3.14. Si X es un espacio normado, entonces todo subconjunto débil*-

compacto de X* es débil*-cerrado.

En seguida, enunciaremos uno de los teoremas mas importantes sobre espa-
cios normados, conocido como el Teorema de Banach-Alaoglu, que nos garantiza

la compacidad débil* de la bola unitaria cerrada en X*.

Teorema 2.3.15 (Banach-Alaoglu). Sea X un espacio normado. Si B,.. [0,1]

es la bola unitaria cerrada en X*, entonces B, [0,1] es débil*-compacta.

Corolario 2.3.16. Sea X un espacio normado. Si U es un subconjunto de X*

tal que U es acotado y débil*-cerrado, entonces U es débil*-compacto.

Ahora, definiremos las nociones de topologia inducida en un subconjunto
de un espacio topolégico y homeomorfismo entre espacios topoldgicos con la
finalidad de enunciar un lema que nos asegura que, dado un espacio normado X,
si consideramos la topologia débil de X y la topologia inducida por la topologia
debil* de X** en R(C), entonces el mapeo canbénico C' : X — R(C) es un

homeomorfismo.
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Definiciéon 2.3.17. Sean (4, 7) un espacio topolégico y B un subconjunto de
A. La coleccion {BNU : U € 7} es una topologia sobre B conocida como la

topologia inducida por la topologia 7 en B.

Definiciéon 2.3.18. Sean (A,7,) v (B, 7,) espacios topologicos. Una funcion
biyectiva f : A — B es un homeomorfismo si f y la funcion inversa de f son

continuas.

Lema 2.3.19. Si X es un espacio mormado, entonces el mapeo candnico
C: X — R(C) es un homeomorfismo, donde las topologias consideradas para
X y R(C) son la topologia débil de X y la topologia inducida por la topologia
débil* de X** en R(C), respectivamente.

Ahora, presentaremos otro de los teoremas de mayor relevancia sobre espa-
cios normados, a saber, el Teorema de Goldstine, que nos permitira concluir que
si X es un espacio normado, entonces la cerradura débil* de C'(B,[0,1]) es la
bola unitaria cerrada en X**, donde B, [0,1] es la bola unitaria cerrada en X.

Para este fin, necesitamos enunciar previamente los siguientes dos resultados:

Lema 2.3.20. Sean X un espacio normado. Si x* : X — K es una funcional
lineal y acotada, entonces ||x*|| = sup Re(z™)(x).
X

x
llzll<1

Demostracion. Sean X un espacio normado y * : X — K una funcional lineal
y acotada. Claramente tenemos que Re(z*)(z) < |z*(z)] < |lz*||||z] < [|=*]

para cualquier z € X tal que ||z|| < 1, por lo que:

sup Re(z*)(x) < |lz*|.
rxeX
llzll<1

En consecuencia, para demostrar la igualdad deseada basta probar que
la*|| < sug Re(z™)(x).

<1
Sea y € X tal que ||y| < 1. Si z*(y) = 0, entonces 1 € K es tal que 1 = [1]

y la*(y) = z*(y) = 0 = |0] = |z*(y)|- Por otra parte, si z*(y) # 0 enton-

z* (y) - a*(y) | () B O S [l €7) g
ces 7o,y € K satisface que |x*<y>|‘ = 1Y e W) = Tir = 7@l
Por tanto, existe un escalar o, € K tal que |ay| = 1y ayz*(y) = |2*(y)].
Mas aun, por la linealidad de z*, sabemos que z*(ayy) = ayz*(y) y como

z*(ayy) = ayz*(y) = |2*(y)| € R, entonces z*(ayy) = Re(z*)(cyy). Ademas,



2.3. Topologia débil* 73

se tiene que |Jayy|| = |ay||lyl| = ||y]| < 1. Asi, obtenemos que:

[ ()] = 2" (ayy) = Re(@")(ayy) < sup Re(2™)(x).
=<1

De esta manera, hemos probado que |[z*(y)| < sup Re(z")(z) para cualquier

reX
llzll<1
y € X tal que |ly|]| < 1, de donde se sigue que:
[2"[] = sup |2"(2)| < sup Re(z")(z).
reX reX
llzll<1 llzll<1

O

Lema 2.3.21. Sean X un espacio normado y U un subconjunto no vacio de X*
tal que U es convezo y débil*-compacto. Si xf§ € X*\ U, entonces existe x € X

tal que sup Re(x™)(x) < Re(x)(x).
z*eU

Teorema 2.3.22 (Goldstine). Sea X un espacio normado. Sean B, [0,1] la bola

[0,1] la bola unitaria cerrada en X**, respectiva-
[0,1].

unitaria cerrada en X y B, ..
mente. Entonces, C(B,[0,1]) es débil*-denso en B

XK

Demostracion. Sean X, B,[0,1] y B
Sea 7,.(p) la topologia inducida por la topologia débil* de X** en B

0,1] como en el enunciado del lema.
0,1].

Por el Lema 2.1.4, sabemos que C' : X — R(C') es un isomorfismo de espacios

xo |

xo |

normados, por lo que ||C(z)| = ||z|| < 1 Vz € B, [0, 1]. De lo anterior, se sigue
que C(B,[0,1]) C B,..[0,1] € X**. Sean C(B,|0, 1})w* la cerradura débil*

*(B)
de C(Bx[0,1]) y C(By0,1])

Tw«(B); Teéspectivamente.

la cerradura de C'(B,[0,1]) en la topologia

———wx(B
Notemos que si 2** € C(B, [0, 1])w ( ), entonces es claro que ** € B

0,1].
Ademas, si U es abierto en la topologia débil* de X** y x** € U, tenemos que
UNnB,..| e+ 10, 1]. Luego,
como z** € C(B,[0,1])" [0,1]NC(B,[0,1]) # 0, por
lo que U N C(B,[0,1]) es no vacio y, por consiguiente, ** € Ww*. De
lo anterior se obtiene que z** € B,,.[0,1] ﬂmw* y, consecuentemente,
oo, cB,..[0,1nCB 01"

Por otra parte, si y** € B,..[0,1] N Ww* y V € Tu«p) es tal que
y** € V, entonces existe W € o(X**, X*) tal que V = WnNB,,.[0,1]. Asi, como

y** € V, obtenemos que y** € W. Mas atn, como W es abierto en la topologia

xo |

0,1] es abierto en la topologia 7,.(p) y ™ € UNB
B
. ), se tiene que UN B

XOR*

XOR*
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debil* de X** y y** € C(B,[0,1]) “" obtenemos que W N C(B,[0,1]) # 0.
Mas aun, como C(B,[0,1]) C 1], sabemos que V N C(B,[0,1]) =

B..[0,

W N B,..[0,1] N C(B,[0,1]) = W N C(B,[0,1]) # 0. Asi, obtenemos que
Y€ mw (B) y, consecuentemente, B,..[0,1] N Ww* C
Ww*(m. De esta manera, hemos probado que WW(B) =
B,..[0,1]NnC(B,[0,1))"

W *

Ahora, veamos que Ww* es convexo. Sean z**,y** € C(B,[0,1]) 'y
t €[0,1]. Si t = 0, entonces es claro que tz** + (1 —t)y** = y** € C(B,[0,1])
y si t = 1, claramente se tiene que tx** + (1 — t)y*™* = z™* ¢ mw*
Por tanto, supongamos que t = 0y t # 1, de modo que t > 0y 1 —¢ > 0.
Sea Z € o(X**, X*) tal que ta*™ + (1 — t)y™ € Z. Por el Lema 2.3.5, sabemos
que existe un subconjunto finito A de X* tal que B(ta™ + (1 — t)y**, A) =
{z** e X** : |(z* —tz™ — (1 = )y*"™)(z")] < 1 Vx* € A} C Z. Ahora,
para cada z* € A, sean By (2™, z") = = {z" e X (" — ") (z")] < % }
v B (ya) = { € X |(z** — ) ()] < m} Sea Q el ma-
peo candnico de X* en X***. Observemos que, para cada z* € A, se tiene
que B (2™, z%) = (Q(z*)) " (B(z**(2*), 55)), donde B(z**(z*), ;) es la bo-
la abierta en K con centro en z**(z*) y radio o, pues |(2** — 2**)(z*)| =
[2**(z*) — ™ (z*)] = [(Q(x*))(z**) — x**(a*)| Vz** € X**. Luego, como
B(z**(z*), 5;) es abierta en K y Q(z*) € R(Q), obtenemos que B (a™,2") =
(Q(z*)) 1 (B(x**(2*), 7)) es un elemento de la subbase estandar de (X **, X*).
Mas atn, como A es finito, tenemos que m B% (z
T*€EA

logia débil* de X** y, claramente, z** € ﬂ B
z*€A

** a*) es abierto en la topo-

2 (2™, 2%). De manera similar,

EES

,x") es abierto en la topologia débil* de X**

se puede ver que ﬂ B (y

z*€A

1
2(1—1)

(y*™*,z*). Como z**, y** € C(B,]0, 1})7“7 de lo ante-

yquey* € (| B
T*EA

2(1 )

rior se obtiene que existen z,y € B, [0, 1] tales que C(z ﬂ B

r*€A
Cy) € ﬂ B x*). Notemos que tz + (1 — t)y € B,[0,1], ya que
z*€A

B,[0,1] es convexa (Lema 1.2.20). En consecuencia, tenemos que

Ctr + (1 — t)y) € C(B4[0,1]). Ademas, como C(z ﬂ B (z™,2")
z*EA

z*), por la linealidad de C, para cualquier z* € A

N‘H

* 3k

(y

1
2(1—1)

*kk
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tenemos que:

(C(tx) — ta™) (27)| = [H(C(x) — &™) (27)] = t{(C(x) — 2™)(z7)] < %

(C(1 =) — (1= ™) @) = (1= )(Cl) —y™) )] =
(1=l —y) )] < 5.

Asi, obtenemos que, para cualquier * € A, se cumple que:
[(Cltx + (1 —t)y) —ta™ — (1 = t)y™)(z")| =

[(Ctz) + C((1 = t)y) —tz™ = (1 = 1)y™)(z7)| =

[(Ct) = t™)(2") + (C((1 = t)y) — (1 = )y™")(=7)| <
(C(t) = te™) (@) + [(C((1 = t)y) = A = )y™) (=) < 5 + 5 =1.
En consecuencia, C(tx + (1 — t)y) € C(B,[0,1]) N B(tz** + (1 — t)y**, A) C
C(B4[0,1]) N Z. Por tanto, Z N C(B,[0,1]) # 0, de donde se sigue que
te™ + (1 —t)y*™* € C(B,[0, 1])w* y, consecuentemente, C'(B, [0, 1])w* es conve-
XO0.
[0,1] se obtie-

es la cerradura débil*

Por otra parte, notemos que de la contenciéon C (B, [0,1]) C B
ne que C(B,[0, 1])Uj* C B,..|[0, l]w*, donde B,.. [0, l]w*
de B,..[0,1]. Ahora, por el Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema 2.3.15), te-

XOR*

xone |

nemos que B 0,1] es débil*-compacta. Luego, por el Lema 2.3.14, podemos

xo |
concluir que B,.. [0,1] es débil*-cerrada y, en consecuencia, mw* -
mw* = B,..[0,1]. Asi, como mw* es débil*-cerrado y B,.. [0, 1]
es un subconjunto débil*-compacto que contiene a Ww*, se tiene que
Ww* es débil*-compacto.

Finalmente, tenemos que X** \WW C X**\ B,..[0,1]. En efec-
to, si u** € X** \Ww*, por el Lema 2.3.21, sabemos que existe
y* € X* tal que Re(u**)(y*) > sup {Re(m**)(y*) rxtt e Ww*}, por

o] » e |

ser C'(B, [0, 1])w* convexo, débil*-compacto y no vacio. Mas atn, es claro que
C(B,[0,1]) € C(B,[0,1])"", por lo que:

sup { Re(x™*) (") 2™ € O(B,[0.1])"" } >

sup {Re(z"™)(y") : 2™ € C(B[0,1])}.
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De lo anterior se obtiene que:
0™ ()| > Re(u™)(y*) > sup { Re(x**)(y*) : 2" € OB 0, 1)} >
sup {Re(z™")(y") : 2™ € C(B[0,1])} = sup{Re((C(z))(y") : € B, [0,1]} =

sup {Re(y")(z) : € B [0, 1]} = [ly"|,

donde la ultima igualdad es consecuencia del Lema 2.3.20. Por tanto, |u**(y*)| >
lly*| v, por consiguiente, y* # 0, ya que si y* = 0, entonces 0 = [u**(0)| > ||0] =

0, lo cual claramente es una contradiccion. De esta forma, podemos concluir que:

* 3k * 3k k *
| = sup |u (*90 I (*y 1
wexs o] lly*|
¥ #£0

De lo anterior obtenemos que u** € X**\ B_.,.[0,1] y, consecuentemente,

X Hk

X**\ C(By [0,1])w* C X** \ B,..[0,1] o, equivalentemente, B,..[0,1] C
OB, 0, 1", Ast, se tiene que C(BL [0, 1)) = B,...[0,1JnC(B, [0, 1) =
B,..[0,1] y, en consecuencia, C'(B,[0,1]) es débil*-denso en B,.. [0, 1]. O

Corolario 2.3.23. Sea X un espacio normado. Sean B, [0,1] la bola unitaria
cerrada en X y B,..[0,1] la bola unitaria cerrada en X**, respectivamente.
Entonces, la cerradura débil* de C(B,[0,1]) es igual a B,..[0,1].

X

Demostracion. Sean X, B, [0,1] y B
Sea Tws(B) la topologia inducida por la topologia débil* de X** en B

0, 1] como en el enunciado del corolario.

0 [0,1]
y sean Ww* la cerradura débil* de C(B,[0,1]) y WW(B) la
cerradura de C'(B, [0, 1]) en la topologia 7,,.(p), respectivamente. Por el Teore-
ma de Goldstine (Teorema 2.3.22), sabemos que Ww(m = B,..[0,1].
Ademas, en la prueba de dicho teorema vimos que Ww*(m =

B,..[0,1] N C(B,[0,1))"". De lo anterior, se obtiene que B,..[0,1] =
——wx*(B w* w*

cB. 0" =B, ..0,11nCB 0.1 € CB.0,1)"". Por otra par-
te, en la demostracion del Teorema de Goldstine también se comprobd que

C(B,[0,1))"" C B,..[0,1]. Por tanto, C(B,[0,1])" = B,..[0,1]. O

xoe |

xoe |

XOR* XOR*

Para terminar seccion, enunciaremos el Teorema de Eberlein-Smulian, el cual
nos asegura que, al igual que en un espacio métrico, el concepto de compacidad
débil en un espacio normado se puede simplificar por medio de sucesiones. Dicho

teorema, cuya prueba depende del lema que enunciaremos en seguida, sera de
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gran relevancia para probar algunos resultados que se presentaran mas adelante

en esta tesis.

Lema 2.3.24. Sea X un espacio normado y sean A y B subconjuntos de X y

X*, respectivamente.

a) Si todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacion débil y
Ty € Zw, donde A" denota la cerradura débil de A, entonces existe una

sucesion en A que converge débilmente a xq.

b) Si todo subconjunto infinito de B tiene un punto de acumulacion débil y
Ty € Ew*, donde B"" es la cerradura débil* de B, entonces existe una

sucesion en B que converge débilmente a xj).

Teorema 2.3.25 (Eberlein-Smulian). Sean A un subconjunto de un espacio

normado X . Las siguientes dos proposiciones son equivalentes:
a) A es débilmente compacto.

b) Toda sucesion de elementos de A contiene una subsucesion débilmente

convergente a un elemento de A.






Capitulo 3

Algunas caracterizaciones de
reflexividad

Una vez que hemos introducido los conceptos y resultados que serviran co-
mo base para el desarrollo del presente trabajo, en este capitulo presentaremos
algunas caracterizaciones de reflexividad para espacios normados y espacios de
Banach, con el objetivo de enunciar y probar aquélla introducida por Robert.C.
James en [4]. En lo que resta del presente trabajo, dado un conjunto A, deno-

taremos la cardinalidad de A por |A].

3.1. Caracterizaciéon por medio de sucesiones de

conjuntos convexos

Comenzaremos por enunciar un lema que nos garantiza que para probar que
un espacio normado complejo X es reflexivo, basta demostrar que el espacio

normado real obtenido al restringir el producto por escalares a R x X es reflexivo.

Lema 3.1.1. Sean X un espacio normado sobre C y X, el espacio normado
sobre R que se obtiene restringiendo el producto de wvectores por escalares a

R x X. Entonces, X es reflexivo si y sélo si X, es reflexivo.

Demostracion. Sean X y X, como en el enunciado del lema. Sean
C : X — X** el mapeo candnico de X en X**, C, : X, — (X,)** el
mapeo candnico de X, en (X,)** y (X*), el espacio normado real obtenido
al restringir el producto de funcionales en X* por escalares a R x X*. Sea
T:(X*), — (X,)* la funcion dada por T'(z*) = Re(z*) Vz* € (X*),. Co-

79
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mo Re(z; + z2) = Re(z1) + Re(z2) y Re(az1) = aRe(z1) para cualesquiera
21,22 € Cy a € R, entonces claramente tenemos que T'(z*+y*) = Re(z*+y*) =
Re(z*) + Re(y*) = T(z*) + T(y*) y T(ax*) = Re(azx*) = aRe(z*) = oT(z*)
para cualesquiera z*, y* € (X*), y @ € R. En consecuencia, se tiene que T' es un
operador lineal. Ademas, por el Lema 1.3.22, sabemos que para cada z* € (X,.)*
existe un unico elemento v* de (X*), tal que T'(u*) = Re(u*) = z*, de donde
se sigue que T es suprayectivo e inyectivo y, por consiguiente, biyectivo. Més
atn, nuevamente por el Lema 1.3.22 se obtiene que ||z*| = ||Re(x*)|| = ||T(z*)]|
Va* € (X*),. Asi, podemos concluir que T' es un isomorfismo del espacio norma-
do (X™), sobre el espacio normado (X, )*. Luego, por el Teorema 1.6.5, obtene-
mos que el operador adjunto 7% : (X, )** — ((X*),)* de T es un isomorfismo
de espacios normados.

Supongamos primero que X es reflexivo. Sea z** € (X,.)**. Entonces, tenemos
que T*(z**) € ((X*),)*, esto es, T*(z**) : (X*), — R es una funcional li-
neal y acotada. Ahora, por el Lema 1.3.22 obtenemos que existe y** € X** tal
que Re(y**) = T*(x**). Como X es reflexivo, sabemos que existe x € X tal

que y** = C(x). Asi, se tiene que si z* € (X,)*, entonces existe u* € (X*),

tal que Re(u*) = T(u*) = z*, por ser T biyectivo, de donde se sigue que
() = a(Tw) = (T *( )W) = Re(y™)(u*) = Re(C(x))(u") =
Re(u*(z)) = (T'(u*))(x) = z*(x) = (Cr(z))(z*). En consecuencia, z € X,

satisface que x**(2*) = (C,(2))(z*) Vz* € (X,)*, por lo que z** = C,.(z) y, por
tanto, X, es reflexivo.

Conversamente, supongamos que X, es reflexivo. Sea z** € X**. Por el Lema
1.3.22, sabemos que Re(z**) : (X*), — R es una funcional lineal y acotada,
es decir, Re(z**) € ((X*),)*. Como T™ es un isomorfismo, tenemos que existe
x** € (X,)** tal que T*(2**) = Re(z**). Luego, como X, es reflexivo, se obtiene
que existe z € X, tal que ** = C,.(z). De esta manera, obtenemos que z € X
cumple que Re(=**)(z*) = (T*(*))(*) = 2™ (T(z")) = (Co(w))(T(z")) =
(T'(z*))(x) = Re(z*(z)) = Re(C(z))(x*) para cualquier z* € X*. De lo an-
terior, se sigue que Re(z**) = Re(C(x)) y, nuevamente por el Lema 1.3.22,

podemos concluir que:
27 (y") = Re(2™")(y") — iRe(2™)(iy") =

Re(C(2))(y") — iRe(C(2))(iy") = (C(2))(y"),

para cualquier y* € X*. Asi, se tiene que z** = C(z) y, consecuentemente, X
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es reflexivo. O

A continuacién, presentaremos una propiedad que satisface toda sucesion
acotada en un espacio reflexivo, para lo cual necesitamos enunciar previamente

el siguiente resultado:

Lema 3.1.2. Sea X un espacio normado. Si A es un subconjunto numerable de

X, entonces @ es un subespacio separable de X.

Demostracion. Sean X y A como en el enunciado del lema. Como (A) es un
subespacio de X, tenemos que 0 € (A) C (A). Ademas, si z,y € (A) y 8 € K,
sabemos que existen sucesiones ()22, v (yn)>2; en (A) tales que x,, —
Y Yn — y. Como (A) es un subespacio de X, de lo anterior obtenemos que
(n + yn)S2y ¥ (Bz,)S2, son sucesiones en (A) tales que x,, + ¥, — =+ y
y Bz, — Bz, de donde se sigue que z +y € (A) y Bz € (A). Por tan-
to, @ es un subespacio de X. Notemos que si A = (, entones es claro que
@ = {0} es un subespacio separable de X. En consecuencia, podemos supo-
ner que A # . Sean F un subconjunto denso y numerable de K (F = Q si
K=RoF=Q+iQ si K= C) y D el conjunto de todas las combinacio-
nes lineales finitas de elementos de A con coeficientes en F. Como A y F son
numerables, claramente se tiene que D es numerable y que D C (A) C @

Veamos que D es denso en (A). Sean z € (A) y € > 0. Como z € (A), sabemos

que existe y € (A) tal que ||z —y|| < §. Mas atn, como y € (A), tenemos que
k

existen k € N, a1,...,ar € Ay B1,...,0r € K tales que y = Zﬂiai. Sea
i=1

M = max{||la;|| : ¢ € {1,...,k}}. Como F es denso en K, sabemos que, para

cadai € {1,...,k}, existe ¢; € F tal que |58; — q;| < m Asi, se obtiene que
k
Z q;a; es un elemento de D tal que:

i=1

k

z = qui

=1

<z =yl + =z -yl +

k
Y- Z qia;
i=1

k k
E Bia; — g qia;
i=1 i=1

k

> (B - gi)as

=1

k
<llz =yl + D18 — ailllas]l <

i=1

llz —yll +

k k

€ eM
_ . — e P —
Iz =l + 310 alar < 5+ 3 g
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€, kM e € _
2 oM +1) 22 ©

De lo anterior se sigue que D es denso en (A) y, consecuentemente, (A) es

separable. O

Teorema 3.1.3. Si un espacio normado X es reflexivo, entonces toda sucesion

acotada en X contiene una subsucesion débilmente convergente en X.

Demostracion. Sean X un espacio reflexivo y ()32, un sucesiéon acotada en
X. Sea C : X — X™ el mapeo candnico de X en X**. Primero probare-
mos el teorema para el caso en que X es separable. Supongamos pues que X
es separable. Como X es reflexivo, sabemos que C es un isomorfismo de X
sobre X**, de donde se sigue que X** es separable. Luego, por el Teorema
2.1.10, obtenemos que X* es separable. Sea {x;‘ 1] € N} un subconjunto denso
y numerable de X*. Como (z,)22, es acotada, sabemos que existe un nime-
ro real M > 0 tal que ||z,]| < M ¥n € N. En consecuencia, se tiene que
|27 ()| < l2f|zn]l < l25|M Vn € N, por lo que (23 (z,))52; es una sucesion
acotada en K. De lo anterior, se obtiene que la sucesion (z7(z,))52; contiene
una subsucesion convergente, digamos (2} (2n, )5, Sea y1 = &, . Similarmen-
te, tenemos que |z5(xn, )| < ||Z5|||en, || < ||23]|M Yk € Ny, consecuentemente,
(x5 (xn, )52, es una sucesion acotada en K, por lo que dicha sucesiéon contiene
una subsucesion convergente, digamos (x;(x% ))521- Sea yz2 =y, . Continuan-
do de esta manera, recursivamente, podemos construir una subsucesion (y,,)5°_;
de (z,)p2; tal que el limite de la sucesion (77 (ym))n—; existe para cualquier
jeN

Sea z* € X*. Como {x;‘ 1j € N} es denso en X* sabemos que existe ¢ € N tal
que [|z* — zf|| < 757. Ademés, como (2] (Ym))j—1 €s una sucesion convergente
en K, se tiene que (27 (ym))5o_; es una sucesion de Cauchy y, por consiguiente,
existe N € N tal que |z} (ym) — 2] (y,)| < § para cualesquiera m,l > N. Luego,

para cualesquiera m,l > N, tenemos que:
12" (ym) — ()] = 12" (Ym — v) + 27 (Ym — 3,) — 25 (Ym — y,)| <
|25 (Ym — y)| + 2" (Ym — v,) — 27 (Ym —y)| =
|23 (ym) — 27 (y)| + (=" = 27) (ym —y,)| <
|25 (Ym) — 27 ()| + 27 = 2"[[[lym — w, || <

|27 (ym) = 27 ()| + 127 = 2" [lymll + [l 1) <
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. . N . e 2Me € €
|25 (ym) — 27 ()| + ll2zf — H2M<§+ i 2 T~ ¢

De lo anterior, obtenemos que (z*(ym))5>; es una sucesion de Cauchy en K

¥, por tanto, (x*(ym))>>_; es una sucesion convergente en K para cualquier
z* € X*. SeaT : X* — Kla funcion dada por T'(z*) = W}gnoo x*(ym) Vao* € X*.
Es claro que si z*,y* € X* y a € K, entonces T'(z*+y*) = mlijnoo(:n*qty*)(ym) =
it 2 () + lim y*(y) = T(a®) + T ¥ T(aa®) = Tim (aa") () =
a lim z*(ym) = aT'(x¥), por lo que T es una funcional lineal. Ademas, para ca-
damx_*m; X* se tiene que |[2*(ym)| < |2*|||ym || < ||z*||M Vm € N, de donde se si-
gue que |T(z*)| = n%gnoo x* (Yym)| = mlgnOo |2* (ym)| < ||z*||M para cada z* € X*
y, por tanto, T" es una funcional lineal y acotada. De esta manera, obtenemos que
T € X** y, como X es reflexivo, sabemos que existe x € X tal que T = C(z).
Consecuentemente, se obtiene que lim z*(y,,) = T(z*) = (C(z))(z*) = z*(x)
para cualquier x* € X* y, por el LeT;LI;LOB.Q.’f, podemos concluir que (ym,)5o_; es
una subsucesion de (z,,)22; que converge débilmente a = € X.
Finalmente, en el caso general en que X no necesariamente es separable, con-
sideramos el subespacio cerrado Y = ({z,, : n € N}) de X. Como {z, : n € N}
es un subconjunto numerable de X, por el Lema 3.1.2, sabemos que Y es un
subespacio separable de X. Méas aiin, como Y es un subespacio cerrado de
X y X es reflexivo, por el Teorema 2.1.20 tenemos que Y es reflexivo. Por
tanto, Y es un espacio reflexivo y separable y claramente (z,,)52 ; es un suce-
sion acotada en Y. En consecuencia, por el caso probado anteriormente para
espacios reflexivos separables, obtenemos que existen y € Y C X y una sub-
sucesion (ym,)5°_; de (x,)52; tal que (ym)So_; es débilmente convergente a
y. En consecuencia, se tiene que lim y*(y,,) = y*(y) Yy* € Y*. De lo an-
terior se obtiene que si z* € X *flzrﬁonces x*|, € Y* y, por consiguiente,
lim z*(ym) = 77}1’_1}11Oo |, (ym) = %], (y) = 2" (y). Por tanto, (ym)5—_; es una

m— oo
subsucesion de (z,)5%, que converge débilmente a y € X. O

En seguida, introduciremos un teorema, conocido como el Teorema de Helly,
con el objetivo de probar un resultado que nos asegura la existencia de cierto tipo

de funcionales lineales y acotadas en un espacio de Banach que no es reflexivo.

Teorema 3.1.4 (Helly). Sea X un espacio normado. Sean {x%,...,z%} un
subcongunto finito no vacio de X* y {c1,...,cn} un subconjunto finito no vacio

de K. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Eziste zo € X tal que x7(x0) = ¢; Vj € {1,...,n}.
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b) Existe un nimero real M > 0 tal que para cualesquiera escalares aq, . . ., ap

en K se cumple la desigualdad:
n n
Z ajci| <M Z a;T;
j=1 j=1

Ademds, si existe un nimero real M > 0 que satisfaga b), entonces para cual-

quier € > 0 existe xg € X tal que zo cumple a) y ||zol| < M +e.

Demostracion. Sea X un espacio normado y sean {z7,...,z5} v {c1,...,¢n}
subconjuntos finitos no vacios de X* y de K, respectivamente.
Primero supongamos que existe z9 € X tal que z}(wo) = ¢; Vj € {1,...,n}.

Sean ay, ..., a, € K. Entonces, ||zo]| > 0 es un namero real tal que:

n n n n
D ajei| = D aga(o)| = || Y el | (@o)| < llwoll || D ey
j=1 j=1 j=1 j=1

n n
Por tanto, M = ||a¢|| > 0 satisface que Z ajei| <M Zajx; para cuales-
j=1 j=1
quiera escalares aq,...,qa, € K.
Conversamente, supongamos que existe un ntimero real M > 0 que cumple la
condicién b) del teorema. Sic; =0 V5 € {1,...,n}, entonces z¢ = 0 claramen-
te satisface que z7(z9) = 0 = ¢; Vj € {1,...,n} y [[wo]| = 0 < M + € para
cualquier € > 0. Por tanto, supongamos que ¢; # 0 para alguna ¢ € {1,...,n}.
Luego, como ¢; # 0, tenemos que 0 < |¢;| < M|z}, por lo que |z}| # 0
y, por consiguiente, 7 # 0. En primer lugar, consideremos el caso en que
{z%,..., 25} es linealmente independiente. Sea T : X — K" la funcién dada

*
n

por T'(z) = (x3(x),...,x}(x)) Vz € X. Como X y K" son espacios vectoriales

sobre el mismo campo K y z7 es una funcional lineal para cada j € {1,...,n},

entonces es claro que T' es un operador lineal. Si n > 2, por el Lema 2.3.2 sa-

bemos que, para cada k € {1,...,n}, se tiene que ﬂ N(x}) € N(zy) pues,
Jj#k

para cada k € {1,...,n}, tenemos que zj, no es combinacion lineal de las de-

maés funcionales lineales en el conjunto {z7, ...,z }. En consecuencia, para cada

k€ {l,...,n}, existe yr € X tal que }(yr) # 0y @j(yx) = 0 Vj # k. Asi, si
definimos el vector z = myk € X para cada k € {1,...,n}, obtenemos
k

que wi(21) = momi(m) = Ly 2 (z) = o575 () = 0 V) # k, por lo



3.1. Caracterizacion por medio de sucesiones de conjuntos convexos 85

que T'(zx) es el vector en K™ cuya k-ésima entrada es igual a uno y todas sus
demés entradas son iguales a cero. Consecuentemente, se obtiene que la base
canénica de K" estd contenida en el rango de T, de donde se sigue que T es
suprayectivo. Por otra parte, si n = 1, sabemos que ¢; # 0 y =} # 0 y, por
tanto, existe u € X tal que zj(u) # 0. Luego, tomando v = ﬁu € X, se
tiene que zf(v) = mx”f(u) = 1 por lo que, nuevamente, la base canoénica
de K esta contenida en el rango de T y, por consiguiente, T' es suprayectivo.
En cualquier caso, por la suprayectividad de 7', sabemos que existe yo € X
tal que T(yo) = (7 (yo),.--,25(y0)) = (c1,...,¢n). Ahora, como ¢; # 0 pa-
ra alguna ¢ € {1,...,n}, tenemos que z(yo) = ¢; # 0 y, consecuentemente,
n

Yo ¢ ﬂ N(x}). Mas atin, como z} es una funcional lineal y acotada para ca-
Jj=1
da j € {1,...,n}, entonces, por el Corolario 1.3.11, se tiene que N (x}) es un

n
subespacio cerrado de X para cada j € {1,...,n} y, por consiguiente, ﬂ N (z7)
j=1
es un subespacio cerrado de X. De lo anterior y del Lema 2.1.9, se sigue que
n
existe * € X* tal que [|[z*|| = 1, 2*(y) = 0 Vy € ﬂ./\/(a:;) y z*(yo) = 0,
j=1

donde § = inf < |ly —wol : v € ﬂ./\/(x;‘) . Como z*(y) = 0 Vy € ﬂ./\/(x;‘),

j=1 j=1

n

entonces ﬂ N(z}) € N(z"). En consecuencia, por el Lema 2.3.2, tenemos que
i=1

* es combinacion lineal de 7, ..., 2}, por lo que existen f1,...,03, € K tales
n

que z* = Z Bjx;. Asi, para cada € > 0, se tiene que:
i=1

mf < fly—woll sy e (Y N(}) p =" (wo) = Y Biw}(yo) = Y Biej <
=1 j=1

Jj=1

MY Bas|| = Mllz*| =M < M +e
j=1

n

De lo anterior obtenemos que, para cada ¢ > 0, existe zy € m N (33;‘) tal que
j=1

llzo — woll < M + e. En consecuencia, para cada € > 0, tenemos que el vec-

tor xg = yo — 20 € X satisface que x;f(xo) = x}f(yo) — x;(zo) =c¢ —0=g¢
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e {1,...,n} v zoll = lvo — z0ll = 170 — voll < M +e.

Por otra parte, si el conjunto {7, ...,z } no es linealmente independiente, como
¢i # 0y xf # 0paraalgunai € {1,...,n}, reordenando al conjunto {z7,...,z%}
en caso de ser necesario, podemos suponer que {z3,...,2% }, conm € {1,...,n},
es un subconjunto linealmente independiente maximal de {z7,...,z%}. Luego,
una prueba analoga a la que se hizo en el caso en que {z7,...,z}} es linealmen-
te independiente muestra que, dada € > 0, existe xy € X tal que z}(z¢) = ¢k
Vk € {1,...,m} y [|zo]| £ M + e. Ademés, se tiene que z} € ({z7,...,75,})

Vi e {l,...,n} por ser {z7,...,z% } un subconjunto linealmente independiente
maximal de {z,...,z}}. Consecuentemente para cada j € {1,...,n}, exis-
ten a(J) ...,ag) € K, tales que Zak x). De esta manera, para cada

j €{1,...,n}, se obtiene que:

() *(

0 < |z} (zo) —cj|— xp(20) — ¢ k—cjf
xk —zi|| =0,
de donde se sigue que |x;‘(:1:0) — cj| =0Vy € {1,...,n} o, equivalentemente,
x7(z0) = ¢; Vj € {1,...,n}. Por tanto, para cada € > 0, existe zg € X tal que
wi(xo) = ¢; Vi e{l,...,n}y |lzoll < M +e. O

Teorema 3.1.5. Si un espacio de Banach X no es reflexivo, entonces para
cada 0 € (0,1) existen sucesiones (x})>2; C X* y (x,)52,; C X tales que

n=1

[a5 | = llzall = 1 ¥n € N, Re(x},)(x;) > 6 sin < j y Re(ay)(z;) =0 sin > j.

Demostracion. Sea X como en el enunciado del teorema. Sean C' : X — X**
el mapeo canonico de X en X** y 4 € (0,1). Comenzaremos demostrando el
teorema cuando X es un espacio vectorial sobre R. Por tanto, supongamos que
X es un espacio vectorial real. Notemos que R(C) es cerrado en X**. En efec-
to, si ** € R(C), entonces existe una sucesion (C(z,))5%; en R(C) tal que
C(zy) — =™ Asi, tenemos que (C(x,))52; es una sucesion de Cauchy y como
lzn — zm|| = |IC(xn — 2m)|| = |C(zn) — C(am)|| ¥n,m € N, de lo anterior
se obtiene que (z,)52; C X es una sucesion de Cauchy. Luego, como X es un
espacio de Banach, obtenemos que existe x € X tal que x,, — z. Luego, como
IC(z,) — C(2)]| = |C(zp, — 2)|| = ||zn — z|| Yn € N, la convergencia de la

sucesion ()52 ; a = implica la convergencia de la sucesion (C(z,,))22, a C(x)
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de donde se sigue que z** = C(x) y, por consiguiente, z** € R(C).
Por tanto, R(C) C R(C), de donde se obtiene que R(C) = R(C) y, en con-

secuencia, R(C) es cerrado en X**. Como R(C) es un subespacio cerrado de

X**, podemos considerar el espacio cociente X**/R(C). Mas aun, como X no
es reflexivo, sabemos que existe y** € X** tal que y** ¢ R(C). En consecuencia,
obtenemos que y** + R(C) # 0+ R(C) y, por tanto, ||y** + R(C)| # 0. Sea

Kk ) *ok Kk .
d€(0,1) yseaz TRy € X Entonces:

Ty

*% _ 6 *x —

I+ RO = H v+ RO *R(C)H -
H‘S <**+R<C>>H—5 ly™ + R(C)| =6 € (6,1)
ly=+ RN v rENY IR

Luego, como 1 — ||z** + R(C)|| > 0, por el Lema 1.2.18, se obtiene que existe
u*™* € X** tal que z** + R(C) = u** + R(C) y |Ju**| < ||z** + R(O)|| +
(1=l +R(C)||) = 1. Ademés, nuevamente por el Lema 1.2.18, se tiene que
[ || > [[u** + R(C)|| = ||z** + R(C)|| > 6. Asi, obtenemos que u** € X** es
tal que 8 < ||[u™* + R(O)|| = |2+ R(O)|| < 1y 0 < |[u**|| < 1. Ahora, de

manera inductiva construiremos sucesiones (y)52; € X* y (y,)52; C X tales

que:
[gnll <1y llyall <1V EN, yp(y;) = 0 sin <j,
yn(y;) =0sin>jyu(y;) =0 ¥neN. (3.1)
Como 0 < ||[u**|| = sup |u™*(x¥)|, entonces existe y* € X* tal que |ly*|| <1y
zreX™
lz"[<1

0 < 6 < |u**(y*)|. De lo anterior, claramente se sigue que u**(y*) # 0. Sea
Yy = u*%(y*)y* € X*. Observemos que como u**(y*) # 0, entonces y* # 0 vy,

por consiguiente, y; = %(y)y* # 0. Méas atn, u**(yj) = u** (%(y)y*) =
0 0

o W) =0y [lvill = = =l < =Gy < 1. pues
ly*[ <1y 0 <6 <|u**(y*)|. En consecuencia, como yi # 0y 6 < [|[u**] < 1,

%) *

tenemos que § = |u**(y7)| < [lv**||llyi|l < lly7||. Luego, de manera analoga a
como construimos y; € X* tal que ||y5]] < 1y w**(yy) = 6 a partir del hecho
de que 6 < ||u*™*||, podemos construir y; € X tal que ||y1|| <1y yi(y1) = 0.

Ahora, supongamos que yi1,...,Yn € X ¥ ¥7,...,y; € X* han sido elegidos
de modo que satisfagan las condiciones en (3.1) para algin n € N. Como

0 <6 < |u*+R(C)| < 1, podemos considerar M = m, de modo
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que 0 < M < 1. Sean ay,...,a, € R. Es claro que ZajC’(yj) € R(C), por lo

j=1
que:
n
M|+ a;Cy;)|| = M|u™ +R(C)|| = 6. (3.2)
j=1
Seanc; =...=c¢, =0y cpy1 = 0. Sean fy,...,By+1 € R. Claramente se tiene
n+1
que Z Bjci| = |Bn+1]6. Asi, obtenemos que si 8,41 = 0, entonces se satisface
Jj=1
n+1 n
que |y Bici| = [Bat1ld = 0 < MY 8;C(y;) + Bupru™|| v si Bug1 # 0,
Jj=1 j=1
tomando a; = Bﬂil para cada j € {1,...,n} y sustituyendo en la desigualdad

(3.2), obtenemos que:

n+1 n ,8
> Bics| = Bualf < [Buga|M |[u™ +> " ==Cly))|| =
1 P 5n+1
j= j=
n
M||> " B,C(y;) + Bugau’
j=1
De lo anterior se sigue que para cualesquiera escalares 31, ..., 8, € R se satisface
n+1 n
la desigualdad Z Bici| <M Z B;C(y;) + Bn+1u*||. En consecuencia, como
Jj=1 Jj=1

0 < M < 1, por el Teorema de Helly (Teorema 3.1.4), para 1 — M > 0 sabemos
que existe z* € X* tal que ||2*|| < M+(1-M) =1, (C(y;))(z*) = 2*(y;) =0 =
c; Vi e {l,...,n} y u™*(2*) = 0 = cyq1. Tomando y;; | = 2* € X*, tenemos
que [yl < 1 yna(y;) = 0V5 € {1,...,n} y w™(y;41) = 6. Por tanto,
para completar el paso inductivo, basta hallar y,+1 € X tal que ||yny1| < 1
Y Yi(Yn+1) = 0 Vj € {1,...,n + 1}. Sean 71,...,7m41 € R. Entonces, como
u™(y;) = 0 para cualquier j € {1,...,n + 1}, se tiene que:

n+1 n+1 n+1 n+1

St = > | = [ D || < e D v
j=1 j=1 j=1 J=1

Como |[u**|| < 1, nuevamente por el Teorema de Helly, para 1 — [|[u**|| > 0 se

obtiene que existe z € X tal que |lz[| < [[u**|| + (1 — [[u™])) = 1y yj(z) = 0
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Vi €{l,...,n+1}. Tomando y, 11 = z, tenemos que [|Yni1]| < 1y y;(Yns1) =0
vy € {1,...,n 4+ 1}. De esta manera, inductivamente, obtenemos sucesiones
(y£)22, € X* v (yn)22 C X que satisfacen las condiciones en (3.1). Ademas,
como y(yn) = 6 # 0 Vn € N, sabemos que y # 0y y, # 0 Vn € N. Si para
cada n € N definimos z} = HTlnl\y: V Tn = mym entonces se cumple que
laall = leall = 1¥n € N, @h(a) = phpet(u) = ety va ) = ey 2
0sin < j, pues [|yr]] < 1y |lyn|| < 1 para cualquier n € N, y z(x;) =
H%;fol(yj) = % =0sin>j.

Por otra parte, para el caso general en que X es un espacio vectorial sobre
C, consideramos el espacio normado X, sobre R que se obtiene restringiendo
el producto de vectores en X por escalares a R x X. Como X es un espacio
de Banach, es claro que X, es un espacio de Banach y debido a que X no es
reflexivo, por el Lema 3.1.1, sabemos que X, no es reflexivo. Luego, por el caso

demostrado previamente para espacios normados reales, para cada 6 € (0,1) se

obtienen sucesiones (z) C (X,)* v (x,)5%; C X, tales que ||z}| = ||lzn] = 1
Vn e N, zi(z;) > 0sin < jyzi(z;) =0sin > j Como 2z € (X,)*
Vn € N, por el Lema 1.3.22, para cada n € N, se tiene que existe z;, € X* tal

que Re(z}) = z%. Por tanto, aplicando nuevamente el Lema 1.3.22, podemos

~— 3 ¥

concluir que ()22, C X* y (2,)%2; C X son sucesiones que satisfacen que
[zl = l[Re(z)ll = llzall = llznll = 1 ¥n € N, Re(z},)(z;) = z(z;) > 0 si
n<jy Re(z})(z;) =2(z;) =0sin>j. O

Es bien sabido que en un espacio métrico toda familia de conjuntos compac-
tos tiene la propiedad de la interseccion finita. La caracterizacién de reflexividad
que presentaremos a continuacion afirma que, al igual que en un espacio métri-
co, en un espacio normado reflexivo podemos garantizar que ciertas familias de

conjuntos tienen interseccion no vacia.

Teorema 3.1.6. Sea X un espacio normado. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:
a) X es reflexivo.

b) Toda sucesion decreciente (Cp,)S2, de subconjuntos no vacios, cerrados,
o0
acotados y converos de X satisface que ﬂ Cp # 0.
n=1
Demostracion. Sea X un espacio normado. A lo largo de esta prueba, dados
2z € X y un namero real r > 0, B[z, r] denotara la bola cerrada en X con centro

en x y radio r.
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Primero supongamos que X es reflexivo. Sea (C,)5%; una sucesion decrecien-
te de subconjuntos no vacios, cerrados, acotados y convexos de X. Para cada
n € N, sea z,, € C,,. Como (C,)52; es decreciente, tenemos que z,, € C,, C Cy
Vn € N. Luego, como C; es acotado, de lo anterior se sigue que ()5 ; es una
sucesion acotada en X. En consecuencia, por la reflexividad de X y por el Teore-
ma 3.1.3, obtenemos que existen z € X y una subsucesion (z,, )52, de (z,)52;

tales que z, — 2. Supongamos que z ¢ C,, para alguna m € N. Como C,,

es cerrado y z ¢ C,,, sabemos que ir}jf lx = y|| > 0. Ademéas, como C,, es
ye

m

convexo y no vacio, por el Teorema 1.5.10 se obtiene que existe * € X* tal que

Re(x*)(x) > sup Re(xz*)(y). Notemos que lim z*(z,, ) = z*(z), por ser

yeC, k— o0

(2, )72, débilmente convergente a x y, por consiguiente, ka Re(x™)(xn,) =
—00

Re(z*)(z). Sea j € N tal que m < n;. Entonces, si k > j, se tiene que m <
n; < ng y, por ser (Cp,)22, decreciente, podemos concluir que z,, € C,, C Cy,

Vk > j. Asi, tenemos que sup Re(z*)(y) > Re(x*)(xn,) Yk > j y, por consi-

y€Cm
guiente, sup Re(z*)(y) > ka Re(x™)(xn, ) = Re(z*)(z). Consecuentemente,
ye ' — 00
se obtiene que Re(z*)(x) > sup Re(xz*)(y) > Re(z*)(x), lo cual claramente es
y€Cm

una contradiccion. Por tanto, z € C,, Vn € Ny ﬂ Cy, # 0.

Conversamente, supongamos que X cumple la cond1c10n b) del teorema. Vea-
mos que X es un espacio de Banach. Sea (y,,)52; C X una sucesion de Cauchy.
Para cada n € N, sea D,, = m Es claro que D,, # 0 y que D,
es cerrado en X para cada n € N. Ademas, para cada n € N, se tiene que
{y; :j>n+1} C{y; : 5 >n} Cco{y; : j > n}), de donde claramente se sigue
que co({y; : j > n+1}) C co{y; : j > n}) y, por tanto, Dy,.1 € D,, para cada
n € N. Méas atin, como co({y; : j > n} es convexo para cada n € N, por el Lema
1.2.20, tenemos que D,, es convexo para cada n € N. Ahora, como (y,,)52; es una
sucesion de Cauchy, sabemos que existe N € N tal que ||y, — ym| < 1 para cua-
lesquiera n,m > N. Asi, se tiene que ||y, —y, || < 1¥n > N y, por consiguiente,
{y; : j > N} C Bly,,1]. Como B [y, , 1] es convexa (Lema 1.2.20), de lo anterior
se obtiene que co({y; : j > N}) C By, 1] y, en consecuencia, D, C By, 1] =
Bly,,1]. Luego, como claramente B [y, ,1] es acotada y D, C D, C By, 1]
Vn > N, obtenemos que D,, es acotado Vn > N. De esta manera, tenemos que

(Dy)22  es una sucesion decreciente de subconjuntos de X no vacios, cerrados,
(oo}

acotados y convexos. Por hipdtesis, sabemos que ﬂ D,, # 0. Ademés, como
n=N
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o0 o0 o0

Dyy1 € D, Vn € N, es claro que ﬂDn: ﬂ D, # 0. Seay € ﬂDnysea
n=1 n=N n=1

€ > 0. Como (y,)5; es una sucesion de Cauchy, sabemos que existe M € N

tal que ||y, — ymll < § para cualesquiera n,m > M. A partir de la desigualdad
anterior, un argumento analogo al que nos permitié concluir que D,, C B[y, 1]
muestra que D,, C B [yM7 3] Entonces, para cualquier n > M, tenemos que
lyn =yl < g = yull + vy —yll < §+5 <€ puesy € D, C Bly,, 5]
De lo anterior, se obtiene que y, — ¥y y, en consecuencia, X es un espacio de
Banach.

Supongamos que X no es reflexivo. Por el Teorema 3.1.5, para 6 = % € (0,1)
se tienen que existen sucesiones (z)22; C X* y (2,)%2; C X tales que
lazll = llowll = 1 ¥n € N, Re(ag)(;) = L sin < jy Re(a})(;) = 0 si
n > j. Para cada n € N, sea C,, = m Es claro que C,, es no
vacio y cerrado en X para cada n € N. De manera anédloga a como se vio
que D,+1 € D, vy que D, es convexo para cualquier n € N, se puede ver
que Cpy1 C C), v que C, es convexo para cualquier n € N. Mas atn, como
|lzn]| = 1 Vn € N, se tiene que {z; : j > n} C B[0,1] Vn € N. Luego, por la
convexidad de B0, 1] (Lema 1.2.20), obtenemos que co({z; : j > n}) C B[0,1]
VYn € Ny, por tanto, C,, C B[0,1] = B[0,1] ¥n € N. De lo anterior, se si-
gue que C, es acotado para cada n € N. Asi, hemos probado que (C,,)>

n=1

es una sucesion decreciente de subconjuntos de X no vacios, cerrados, acota-
o0

dos y convexos. Por hipoétesis, se tiene que existe z € X tal que = € ﬂ Ch.
n=1

Sea n € N (n fija). Como z € C,, = co({z; : j > n}), sabemos que existe una
sucesion (zx)72, en co({x; : j > n}) tal que 2z —> . Sea k € N (k fija).
Como zj, € co({z; : j > n}), por el Lema 1.1.5, obtenemos que existen m € N,

w1y, wm S {xj ] > n} y nameros reales no negativos ti,...,t, tales que

thzyszl Asi, como Re(z})(x )_%&nﬁjyti e R
Vi € {1,...,m}, podemos concluir que Re(z})(zr) = Re(x}) (Z tiwi> =
i=1

;tiRe(x;)(wi) > ;ti <;> = ;;tl = % Por tanto, Re(z})(z;) > 3
Vk € N. Ademés, como zp, — «, por el Corolario 1.3.11, podemos concluir que
xk (z) — xk(x) y, por consiguiente, Re(x))(zr) — Re(x})(x). De lo anterior
se obtiene que Re(x})(x) = klgrolo Re(x))(z) > %, por lo que Re(z},)(z) > 1
para cada n € N.
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Por otra parte, sea § > 0. Como z € C1 = co({z; : j > 1}), se tiene que existe
z € co{z; : j > 1}) tal que |jxz — z|| < J. Luego, nuevamente por el Le-

ma 1.1.5, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que eX1sten leNy
ndmeros reales no negativos si,...,s, tales que z Zs Ty ZS’ = 1.

Asi, para cualquier n > [ + 1 tenemos que n > j vj 6 {1,. l} y, conse-

cuentemente, Re(x})(z) = Re(x}) (Z sm) Zs Re(x = 0. Como

|Re(x)|| = ||lzk|l = 1 para cualquier n > [ + 1, de lo anterior se sigue que

|Re(ay)(2)| = [Re(},)(x) — Re(27,)(2)| = [Re(a7)(z — 2)| < [|Re(x})[llle—z]| =

lx — z|| < ¢ para cualquier n > [+ 1y, por consiguiente, lim Re(z) )(x) = 0.
n—oo

De esta forma, obtenemos que Re(z})(z) > 1 ¥vne Ny nhﬁn;() Re(x))(x) =0, 1o

cual claramente es una contradicciéon. Por tanto, X es reflexivo. O

3.2. Caracterizaciéon por medio de la compacidad

débil de la bola unitaria

Recordando las definiciones de topologia inducida (Definicion 2.3.17) y ho-
meomorfimso (Definicion 2.3.18), cabe mencionar que es sencillo comprobar que
si (A,7,) v (D, 7,) son espacios topologicos y C C B C A, entonces C es un
subcojunto compacto de A con respecto a la topologia 7, si y sélo si C es un
subconjunto compacto de B con respecto a la topologia inducida por la topo-
logia 7, en By que si f : A — D es un homeomorfismo, entonces C' es un
subcojunto compacto de A con respecto a la topologia 7, si y solo si f(C) es
un subconjunto compacto de D con respecto a la topologia 7,,. Con base en lo

anterior, podemos probar el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Sea X un espacio normado. Sean A un subconjunto de X vy
C : X — X* el mapeo candnico de X en X*™*. Entonces, las siguientes

proposiciones son equivalentes:
a) A es débilmente compacto.
b) C(A) es débil*-compacto.
¢) A es acotado y C(A) es débil*-cerrado.

Demostracion. Sean X, Ay C : X — X** como en el enunciado del lema. Por

el Lema 2.3.19, sabemos que C' : X — R(C) es un homeomorfismo si consi-
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deramos la topologia débil de X y la topologia inducida por la topologia débil*
de X** en R(C). En consecuencia, tenemos que A es débilmente compacto si y
solo si C(A) es débil*-compacto en R(C) y esto tltimo sucede si y solo si C(A)
es débil*-compacto en X**. Por tanto, A es débilmente compacto si y solo si
C(A) es débil*-compacto.

Por otra parte, si C(A) es débil*-compacto, por el Lema 2.3.14, tenemos que
C(A) es débil*-cerrado. Ademéas, como X* es un espacio de Banach y C'(A4) es
un subconjunto débil*-compacto de X**, por el Corolario 2.3.10, se obtiene que
C(A) es acotado. Luego, como ||a|| = ||C(a)|| Va € A, de lo anterior claramente
se sigue que A es acotado. Asi, obtenemos que si C'(A) es débil*-compacto, en-
tonces A es acotado y C'(A) es débil*-cerrado.

Conversamente, supongamos que A es acotado y C'(A) es débil*-cerrado. Como
A es acotado y |la]| = ||C(a)|| Ya € A, es claro que C(A) es acotado. En conse-
cuencia, como C(A) es débil*-cerrado y acotado, por el Corolario 2.3.16 podemos
concluir que C(A) es débil*-compacto. Por tanto, C'(A) es débil*-compacto si y
solo si A es acotado y C'(A) es débil*-cerrado. O

El lema anterior nos permite presentar otra caracterizacion importante de

reflexividad en términos de compacidad débil.

Teorema 3.2.2. Un espacio normado X es reflexivo si y sdlo si la bola unitaria

cerrada en X es débilmente compacta.

Demostracion. Sean X un espacio normadoy C': X — X** el mapeo canénico
de X en X**. Sean B, [0, 1] la bola unitaria cerrada en X y B,..[0,1] la bola

unitaria cerrada en X**.

xoe |

Primero supongamos que X es reflexivo. Veamos que C(B,[0,1]) = B,.. [0, 1].
Si z € B,[0,1], entonces ||C(z)|| = |lz|| < 1, por lo que C(z) € B,..[0,1] y,
por consiguiente, C'(B[0,1]) C B,.. [0, 1]. Por otra parte, si z** € B,.. [0,1] C

X**, sabemos que existe z € X tal que z** = C(z), por ser X reflexivo. De

Xk

lo anterior, obtenemos que ||z|| = ||C(z)] = ||**|] < 1, de donde se sigue que
z** = C(x) € C(B,[0,1]) y, en consecuencia, B,.. [0,1] € C(B,[0,1]). Por tan-
to, C(B,[0,1]) = B,..[0,1]. Ahora, por el Teorema de Banach-Alaoglu (Teo-
rema 2.3.15) se tiene que C'(B[0,1]) = B

cuentemente, por el Lema 3.2.1, se obtiene que B, [0, 1] es débilmente compacta.

e [0, 1] es débil*-compacta. Conse-
Conversamente, supongamos que B, [0, 1] es débilmente compacta. Nuevamente
por el Lema 3.2.1, tenemos que C(B, [0, 1]) es débil*-cerrado. Luego, por el Co-
rolario 2.3.23, obtenemos que C(B,[0,1]) = C(B,[0,1])" = B,..[0,1], donde

Xk
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C(B,]0, 1]) es la cerradura débil* de C'(B,

entonces es claro que y** = 0 = C(0) €
]

[0,1]). Sea y** € X**. Si y** =0,
R(C). Por otra parte, si y** # 0,
C(B4[0,1]). De lo anterior, se ob-
tiene que existe x € B, [0,1] tal que Wy ** = (C(z). Asi, por la linealidad

entonces claramente ﬁy** €B,.. [0,
de C, podemos concluir que y** = [|y**||C(z) = C(|ly**[|x) y, por consiguiente,
y** € R(C). Por tanto, C es suprayectivo y, en consecuencia, X es reflexivo. [

3.3. Caracterizacion por medio de funcionales que

alcanzan su supremo

En seguida, probaremos que el reciproco del Teorema 3.1.5 es valido. Este
resultado caracteriza a los espacios de Banach que no son reflexivos en térmi-
nos de la existencia de cierto tipo de sucesiones en dichos espacios y en sus

respectivos espacios duales.

Teorema 3.3.1. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:

a) X no es reflexivo.

b) Para cada 8 € (0,1) ezisten sucesiones (z7)7~ C X* y (z,),~, C X tales

gue Izl = leall = 1 Y € N, Re()(zy) > 6 sin < j y Re(ry)(ay) = 0
sin > 7.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach.

Si X no es reflexivo, entonces el Teorema 3.1.5 nos asegura que se satisface la

condicion b) del teorema.

Conversamente, supongamos que la condicién b) del teorema es valida. En parti-

cular, para § = 3, sabemos que existen sucesiones (z}) | € X*y (z,)7o; C X

tales que ||z%|| = ||xn|| =1Vn €N, Re(z})(z;) > 5 sin S Jjy Re(z})(z;) =0

si n > j. Luego, si para cada n € N definimos el subconjunto C,, de X como

C, = m, un argumento anélogo al utilizado en la ultima parte

de la demostracion del Teorema 3.1.6 muestra que (Cy,) -, es una sucesion de-

creciente de subconjuntos no vacios, cerrados, acotados y convexos de X tal

oo

que ﬂ C,, = 0. En consecuencia, nuevamente por el Teorema 3.1.6, podemos
n=1 .

concluir que X no es reflexivo. O

Es importante mencionar que si A es un conjunto no vacio, entonces es facil

comprobar que B = {f: A— K: f es acotada} es un espacio normado con
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norma || f|| = sup{|f(a)| : @« € A}. Con base en lo anterior y el Teorema 3.3.1,
obtenemos el siguiente corolario que nos da otra condicién necesaria y suficiente

para que un espacio de Banach no sea reflexivo.

Corolario 3.3.2. Sea X un espacio de Banach. Sean A un conjunto no va-
cio tal que | X| < |A|, {an : n € N} un subconjunto infinito numerable de A y
B={f:A—K: [ esacotada}. Las siguientes proposiciones son equivalen-

tes:
a) X no es reflexivo.

b) Dada 0 € (0,1), existe un operador lineal T : X — B tal que ||z| =
|T(z)|| Yz € X y, para cada j € N, existe xj € X tal que |(T(z;))(a)] <1
Va € A, Re(T(z;))(an) >0 sin < j y Re(T(z;))(an) =0 sin > j.

Demostracion. Sean X, A, {a, : n € N} y B como en el enunciado del corolario.
Primero supongamos que X no es reflexivo. Sean 6 € (0,1) y z§ € X* tal
que |lz§]| = 1. Como X es un espacio de Banach no reflexivo, por el Teorema

3.3.1 sabemos que existen sucesiones (z7)%2; C X* y (2,)5; C X tales que

[2nll = [lznll = 1 Vn € N, Re(ay,)(z;) > 6 sin < jy Re(ap)(z;) = 0 si
n > j. Ahora, para cada € X \ {0}, sea 2* € X* tal que ||z*|| = 1y
2*(x) = ||z|| (la existencia de dicha z* para cada x € X \ {0} esta garantizada

por el Teorema 1.5.6). Notemos que, como X es un espacio vectorial sobre K
y X # {0}, entonces X es un conjunto infinito no numerable pues K es un
conjunto infinito no numerable y, si xg € X es cualquier vector distinto de cero,
entonces claramente la funciéon g : K — X dada por g(a) = axg es inyectiva,
de donde se sigue que |[K| < |X|. Luego, como |X| < |A|, obtenemos que A es
un conjunto infinito no numerable. Consecuentemente, al ser X y A conjuntos

infinitos no numerables, tenemos que:
IX\ {0} = |X| < |A| =|A\ {a, : n € N}

por lo que existe una funcion inyectiva b : X \ {0} — A\ {a,, : n € N}. En
consecuencia, para cada r € X podemos definir la funcién f, : A — K como
falan) = z3(z) Vn € N, fu(h(z)) = 27(z) Vz € X\ {0} v fu(a) = 25(2)
Va € A\ ({an, : n € N} UR(X \ {0})). Sea T : X — B la funcién dada por
T(z) = f: Vx € X. Observemos que T esta bien definida ya que si € X,
neN, ze X\ {0} yaec A\ ({a,:n e N}UR(X \ {0})), entonces:

[(T(2))(an)| = | falan)| = |z (@) < [lapllllz]] = [z,
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[(T(2))(h(2))] = |fa(h(2))] = [ ()] < [[27[[[|2]] = [|=[],

T(2))(a)] = [fe(a)l = lag(2)] < [/l = [zl

De lo anterior se obtiene que si z € X, entonces |(T'(z))(a)] < ||z|| YVa € A
y, por tanto, T'(z) € B. Ademaés, si z,y € X, a € K, n e N, z € X\ {0} y
ac A\ {an:n e N}UR(X \ {0})), tenemos que:

(T(z +y))(an) = fory(an) = 25 (x +y) =
2y (@) + 25, (y) = (fa + fy)(an) = (T(2) + T(y))(an), (3.3)
(T(x +9))(W(2) = fary(h(2)) = 2" (x +y) =
2 (x) + 25 (y) = (fo + f)((2)) = (T(2) + T () (h(2)), (3.4)

(T(z +y))(a) = fory(a) = z5(z +y) =

zg(x) + x5(y) = (fo + fy)(a) = (T(z) + T(y))(a), (3.5)
(T(ex))(an) = faz(an) =z () = ay, (z) =
(afz)(an) = (aT'(z))(an), (3.6)
(T(ex))(W(2)) = fax(h(2)) = 2" (ax) = az"(z) =
(afz)(h(2)) = (aT (2))(h(2)), (3.7)
(T(ax))(a) = faz(a) = xg(ax) = axg(z) =
(afz)(a) = (aT(z))(a). (3.8)

De (3.3), (3.4) vy (3.5) obtenemos que si z,y € X, entonces (T'(z + y))(a) =
(T(z) + T(y))(a) Ya € Ay de (3.6), (3.7) v (3.8) se sigue que si x € X y
a € K, entonces (T'(ax))(a) = (aT(z))(a) Va € A. Consecuentemente, se tiene
que T(z+y) = T(z)+T(y) y T(ax) = oT(z) para cualesquiera z,y € X
y a € Ky, por consiguiente, T" es un operador lineal. Por otra parte, como
para cada x € X se satisface que |(T(z))(a)| < ||z|| Ya € A, tenemos que
IT(x)|| = sup{|(T(z))(a)] : a« € A} < |jz| para cada z € X. Mas aun, si
x € X y o = 0, entonces es claro que ||z|]] = 0 < |[T(z)]| ysix € X y
z # 0, se tiene que [lz]| = |z*(z)| = [fo(h(x))] = [(T(z))(h(x))] < [T ()]

En consecuencia, obtenemos que ||z|| = ||T(z)|| V& € X. Finalmente, si j € N,
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entonces z; € X cumple que [(T(z;))(a)| < [|T(z;)|| = ||lz;ll = 1 Va € A,
Re(T(x;))(an) = Re(xh)(z;) > 0'si n < j y Re(T(x;))(an) = Re(x})(x;) = 0
sin > 3.

Conversamente, supongamos que se satisface la condiciéon b) del corolario. Sean
0 €(0,1)yT : X — B un operador lineal tal que ||z| = | T(z)|| Vx € X y, para
cada j € N, existe z; € X tal que |(T'(z;))(a)] < 1Va € A, Re(T(x;))(an) > 6
sin <jy Re(T(z;))(a,) =0sin > j Notemos que z; # 0 Vj € N, ya que,

para cada j € N, tenemos que:
0 <0 < Re(T(x;))(az) < [(T(x;))(az)] < [|T(x)l| = llz;]l,

por lo que ||z;|| # 0 Vj € N o, equivalentemente, z; # 0 Vj € N. Ademas,
como para cada j € N se tiene que |(T(z;))(a)| < 1 Va € A, entonces ||z;| =
|T(x;)]| < 1Vj € N. Ahora, para cada j € N, sea 27 : X — K la funcién
dada por z}(z) = (T'(z))(a;) Vo € X. Como T es lineal, sabemos que si j € N,
5,y € X y a €K, entonces 27 (z + ) = (T(x +1))(a;) = (T(x) + T())(a;) =
vi(z) + 23(y) y zj(ax) = (T(ax))(a;) = (aT(z))(a;) = azj(z), de donde se
7 es una funcional lineal para cada j € N. Mas atn, para cada
j €N, se tiene que [z3(2)| = [(T(2))(a;)] < |T(@)] = |zl Vz € X ¥, por
tanto, z7 € X* y [[z}[| <1 para cada j € N. Luego, como para cualquier j € N

obtiene que x

tenemos que:

|25 () = [(T'(x;))(a;)| = Re(T(x;))(a;) = 0 >0,
entonces z; # 0 Vj € N. Asi, si para cada j € N definimos y; € X y y; € X*

como y; = mx]— Yy = mx;‘, obtenemos que (y;)52; € X y (y;)j2, € X~

son sucesiones tales que ||y, || = [ly; || = 1Vj € N, Re(y;)(y;) = Re( g () ) —

[EIE
Re(z})(x; % o . . %
foeie) > Re(a)(z;) = Re(T(x;)(ar) 2 0 si k < j, pues [l < 1y
@i (@) ) _ Re(@p)(z;) _

EAIE I A

lz;]] <1 para cualquier j € N, y Re(y;)(y;) = Re (I

%W = 0 si k& > j. En consecuencia, por el Teorema 3.3.1, podemos
RIE
concluir que X no es reflexivo. O

Ahora, con el fin de presentar una caracterizacion de reflexividad para es-
pacios de Banach en términos de funcionales lineales y acotadas que alcanzan
su supremo en la esfera unitaria de dichos espacios, definiremos cuando es que
una funcional lineal y acotada definida sobre un espacio normado X alcanza su

supremo en un subconjunto de X.
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Definicion 3.3.3. Sean X un espacio normado, A un subconjunto de X y

xz* € X*. Diremos que z} alcanza su supremo en A si existe zo € A tal que

|z* (20)| = sup [z" ().
z€A

En seguida, con base en la definicién anterior, probaremos un lema que nos
sera de utilidad para demostrar los resultados que se presentaran méas adelante

en esta seccion.

Lema 3.3.4. Sean X un espacio normado sobre C y z* € X*. Entonces,

alcanza su supremo en la esfera unitaria de X si y solo existe y € X tal que

Iyl =1, [2*(y)| = sup lz"(x)| y |Re(z")(y)| = Sup |Re (") ()]

llzll=1 HrH o

Demostracion. Sean X un espacio normado complejo y z* € X*.

En primer lugar, supongamos que x alcanza su supremo en la esfera unitaria

de X. Entonces, existe u € X tal que ||u|| = 1y |z*(u)| = sup |z*(z)|. Un
r€X

llzll=1
argumento anilogo al utilizado en la demostracion del inciso ¢) del Lema 1.3.22,

muestra que existe a, € C tal que |a,| = 1 v z*(a,u) = auz*(u) = |z*(u)|.
Luego, como z*(ayu) = |z*(u)] € Ry z*(ayu) = |z*(u)| > 0, tenemos que
|Re(z*)(au)| = Re(z*)(ayu) = x*(auu) = |z*(u)| = sup |x* (z)|. Asi, por el

2= o
Lema 1.3.8 y el Lema 1.3.22, se obtiene que:

[ Re(owu)] = sup |o” ()] = [|l27[| = [[Re(z")]| = sup |Re(z")(@)]

HIH 1 HEH 1
Por tanto, a,u € X cumple que ||auu| = |a]l|ul| = 1, |[2*(auu)] = |2*(u)] =
sup [z*(z)| y [Re(z”)(owu)| = sup |Re(z")(x)].
rcX
[lxl|=1 H»Lll 1
Conversamente, si suponemos que existe y € X tal que |ly|| = 1, |[*(y)| =
sup |z*(x)| y |Re(x*)(y)| = sup |Re(x™)(x)|, entonces es claro que =¥ alcanza
||g,\| 1 HIH 1
su supremo en la esfera unitaria de X. O

A continuacion, antes de obtener la caracterizacion de reflexividad para es-
pacios de Banach previamente mencionada, demostraremos tres teoremas sobre
espacios de Banach y funcionales lineales y acotadas que alcanzan su supremo
en la esfera unitaria de dichos espacios. Cabe aclarar que en dichos teoremas se
empleara la notacién presentada en los Ejemplos 2.1.12 y 2.1.13 para los espa-

cios de sucesiones cg, {1 v o y para las sucesiones e,, donde n € N, ademés
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de que se considerara a ¢y como un subespacio de f.. Asimismo, en la prueba

de estos resultados se utilizardn dos hechos sencillos de comprobar, a saber, que

()22, es una base de Schauder tanto de ¢; como de ¢ y que si & = (2,)52,
o0

es una sucesion en cualquiera de estos dos espacios, entonces x = g Tp€n-

n=1
El teorema que enunciaremos en seguida nos garantiza que si X es un espacio

de Banach que contiene a £; como subespacio, entonces existe z* € X* tal que

2} no alcanza su supremo en la esfera unitaria de X.

Teorema 3.3.5. Sea X un espacio de Banach. Si €1 es un subespacio de X,
entonces existen y* € (€1)* y * € X* tales que x*|o, = y*, ||y*|| = ||l=z*| v =

no alcanza su supremo en la esfera unitaria de X .

Demostracion. Sea X un espacio de Banach que contiene a ¢; como subespacio.
Consideremos primero el caso en que X es un espacio vectorial sobre R. Para

cada k € N, sea u} : {4 — R la funcional lineal y acotada dada por uj(e,) =1

sik <nyuj(e,) =—1sik>n,demodo quesix=(x,)22, € {1, entonces:
o0 o0
ug(x) = uj, <Z xnen> = Z Tpuy(en).
n=1 n=1
Notemos que, para cada k € N, se tiene que si x = (2,)52; € ¢1, entonces:
o0 o0 o0
lui (@) = | D zauilen)| < D lznuilen)l = D lzal = (@a)oZslh = |21,
n=1 n=1 n=1

de donde se sigue que |luj|| < 1 para cada k € N. Como ¢; es un subespacio
de X y uj € (¢1)* para cada k € N, por el Teorema de Hahn-Banach para
espacios normados (Teorema 1.5.5), sabemos que, para cada k € N, u} tiene
una extension z; : X — R tal que 2} es una funcional lineal y acotada y
llzill = llugll. Ahora, sea U = {x € X : la sucesion (2} (z))52, converge en R}.
Observemos que U es un subespacio de X, pues z;:(0) = 0 Vk € N, por lo que
claramente 0 € U, ysiz,y € U y a € R, entonces las sucesiones (z} (z+y))5, =
(zx(z) + Z ()2, v (Zh(ax))s2, = (azi(x))72, convergen en R, de donde se
obtiene que x +y € U y ax € U. Sea u* : U — R la funciéon dada por
u*(z) = klinolo zip(z) Vo € U. Es claro que u* es una funcional lineal. Ademas,
como |24(2)] < l1z2lllell = luglllz]l < lloll para cualesquiera k € Ny @ € X,
tenemos que |u*(x)| = klirrgo |z (z)| < |l=|| para cualquier € X. De lo anterior,

obtenemos que u* es una funcional lineal y acotada y que [|u*|| < 1. Como
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U es un subespacio de X y u* : U — R es una funcional lineal y acotada,
nuevamente por el Teorema de Hahn-Banach para espacios normados, sabemos
que u* tiene una extension z* : X — R tal que z* es una funcional lineal y

acotada y ||u*|| = ||z*||. Consideremos la funcién z* : X — R definida como:

= <Z 2"722(3@)) —z"(z) Vz € X.
k=1

Como z; es una funcional lineal para cada & € N y z* es una funcional lineal,
claramente se tiene que z* es una funcional lineal. Mas atn, para cada x € X

se satisface que:

“(2)] = ’ (Z 2’“42(%))
k=1

(Z 2"“|Z;’$($)|> + 12"l < <Z 2"“IIZ?QIIII%II) sl | B
k=1

k=1

)| + 127 ()] <

<Z2 ’“Iukllll»"@l) + eIl < <Z2 kll%l) + el = Nzl + [l=[] = 2[|]].

k=1

En consecuencia, se obtiene que z* € X* y ||z*|| < 2. Por otra parte, para cada

n € N, tenemos que e, € {1 y, por tanto, z;(e,) = uj(e,) = 1sik <ny

zj(en) = uj(en) = —1 si k > n. De lo anterior se sigue que kh;ngo zi(en) = —1
para cada n € N y, por consiguiente, e, € U Vn € Ny 2*(e,,) = u*(e,) =
kli)ngo zj(en) = —1 para cada n € N. De esta manera, obtenemos que si n € N,
entonces:

<22—’“z,’; en>—z <Z2— + Z -2~ > ~1) =

k=n+1

n oS} 1—2"m
27k 27 F | 41=2"1 [ ——— | =27 D(2) 41 =
(,E > ) - ®

1
k=n+1 2

1—2"—2 "4 1=2_9 (1

Luego, como J|le,|| = 1 Vn € N, de lo anterior podemos concluir que

|2*]| > |2*(en)| > z*(en) = 2 — 271 ¥n € N. Consecuentemente, se tiene

que ||lz*|| > lim (2—2"™"Y) = 2y, por consiguiente, ||z*|| = 2. Sea y* = z*|, .
n—r oo

Entonces, claramente y* € (£1)* y un argumento anélogo al utilizado anterior-
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mente muestra que ||y*|| = 2 = ||z*|. Supongamos que z} alcanza su supremo

en la esfera unitaria de X, de modo que existe v € X tal que |Jv]] = 1y

|z*(v)] = sup |z*(x)] = ||z*]| = 2. Entonces z*(v) = 2 0 2*(v) = =2y, si
B

x*(v) = —2, tenemos que —v € X cumple que || —v|| = |jv|]| =1y 2*(—v) =

—x*(v) = 2. Por tanto, existe u € X tal que |lul]| =1y 2*(u) = 2. Observemos

que [2*(u)] < [[2*[llull = lullllull <1y |z @] < [2llllul = lugllflel <1

para cada k € N. Supongamos que z;‘(u) # 1 para algin j € N. Entonces, como
|27 (u)| <1, se tiene que 2} (u) < 1y z}(u) <[z} (u)| <1 para cada k # j, por lo
que 2_jz;‘(u) <279 y 272 (u) < 27F para cada k # j. Asi, podemos concluir
que:

0o J 0o
Z 27 %25 (u) = ZQikzZ(u) + Z 27F 2 (u) <
k=1 k=1

k=j+1

J [eS) oo
ZQ‘k—i— Z 2"“:22"“:1.
k=1 k=1

k=j+1

De lo anterior, se obtiene que 2 = z*(u) = Z 27 %20 (u) | — 2" (u) < 1—2*(u)
k=1

y, en consecuencia, z*(u) < —1, contradiciendo el hecho de que |z*(u)|] < 1.
Por tanto, z;(u) = 1 Vk € N. Luego, tenemos que kh’m zp(u) = 1, de donde se
— 00

sigue que u € U y z*(u) = u*(u) = ka zj(u) = 1. De esta manera, obtenemos
e deel

que 2 = z*(u) = <§:2kz;‘(u)> —2*(u) = <i2k> -1=1-1=0,1o
k=1 k=1

cual claramente es una contradiccion. En consecuencia, y* € (¢1)*, a* € X*,
e, = y*, ||2*]] = |ly*]] = 2 y % no alcanza su supremo en la esfera unitaria
de X.

Finalmente, si X es un espacio vectorial sobre C, consideramos los espacios nor-
mados reales X, y (¢1), que se obtienen restringiendo el producto de vectores
por escalares a R x X y R x {1, respectivamente. Entonces, como ¢; es subes-
pacio de X, es claro que X, es un espacio de Banach que contiene a (1), como
subespacio. Luego, una prueba analoga a la realizada anteriormente muestra
que existen y* € ((41),)* y =* € (X,)* tales que z*|;,, = v*, |ly*|| = ||=*|
y x> no alcanza su supremo en la esfera unitaria de X,. Asi, si definimos
v* : ¢4 — Ccomov*(y) = y*(y)—iy* (iy) Vy € {y w* : X — C como w*(z) =
x*(x) —ix*(iz) Vo € X, el Lema 1.3.22 nos asegura que v* € (£1)*, w* € X*
v lloll = [Re()ll = ll2*] = "l = IIRe(*)|| = [[v*]l. Ademds, como
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x*|y, = y*, claramente se tiene que w*|y, = v*. Mas ain, w? no alcanza su

supremo en la esfera unitaria de X pues, en caso contrario, por el Lema 3.3.4,

obtendriamos que existe u € X, tal que |Jul| = 1 y |z*(u)| = |Re(w*)(u)| =
sup |Re(w*)(z)| = sup |z*(z)]|, contradiciendo el hecho de que z* no alcanza
5 il

su supremo en la esfera unitaria de X,.. Por tanto, v* € (¢1)* y w* € X* sa-
tisfacen que w*|,, = v*, ||lw*|| = ||v*|| vy w¥ no alcanza su supremo en la esfera
unitaria de X. O

Ahora, presentaremos dos resultados acerca de espacios de Banach que con-
tienen a ¢y como subespacio. En las demostraciones de estos dos teoremas se uti-
lizara el hecho de que la funcion T : (¢g)* — ¢; dada por T'(z*) = (z*(e,))52,

Va* € (co)* es un isomorfismo de espacios normados cuyo operador inverso es

la funcion 71 : /1 — (cp)* tal que, para cada x = (xn) " €0, T z)es la
funcional lineal y acotada dada por (T~1(z))(y) = Z TnYn Yy = (Yn)o2; € Co.
n=1

Teorema 3.3.6. Siy* € (co)* yx* € (o) satisfacen que x*|c = y* y ||z*| =

lly*|l, entonces x% alcanza su supremo en la esfera unitaria de £o

Demostracion. Sean y* € (co)* y o* € (bo)* tales que z*|., = y* vy [|2*]| = |lv*||-
Sea T : (¢p)* — £; el isomorfismo dado por T(w*) = (w*(e,))22, Yw* € (cp)*.

Si y* = 0, entonces ||z*|| = ||y*|| = 0, por lo que z* = 0. Por tanto, la sucesion
v = ()52, € K dada por v, = 1 Vn € N claramente satisface que v € £,
vl =1y |z*(v)] =0= sup |z*(z)|. En consecuencia, tenemos que z al-
TEloo
llzlloo=1

canza su supremo en la esfera unitaria de £,. Por otra parte, si y* # 0, entonces
lz*|| = |ly*|| # 0y, por consiguiente, z* # 0. Consideremos las funcionales li-

neales y acotadas z* = My* € (co)* y u* z* € ({s)*. Como z*|., = y*

Hx [
v lz*|| = lly*|l, es claro que u*|., = z* y ||u*|| = ||z*|| = 1. Mas atn, como T es
un isomorfismo, se tiene que T'(z*) = (2*(en))22; es una sucesion de escalares

tal que:

Yol en)l = I (en))nzal = 1T = 127l =1

v 2* _ <Z $n6n> an ) para cualquier z = (z,,)5%, € co.

Ahora, sean sign : K — K la fun010n dada por sign(0) = 0 y sign(a) = Q para
cada o € K\{0}, y u = (u)$2; € Klasucesion definida como u,, = sign(z*(ey,))
Vn € N. Ademas, para cada k e N, sea ulb) = (u (k)) 1 € K la sucesion dada
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por qu) = sign(z*(en)) sin < ky u%k) = 0 si n > k. Claramente, tenemos
que |sign(a)| < 1 Va € K, de donde se sigue que |u,| = [sign(z*(ey))| < 1
Vn € Ny, consecuentemente, u € {os ¥ |lt|lc < 1. Més atn, como y* # 0,

entonces z* = ”y—{k”y* # 0, por lo que z*(e;) # 0 para algtn j € N pues,

o0
en caso contrario, tendriamos que z*(z) = E xznz"(en) = 0 para cualquier
n=1
z*(e5)
z*(e;5)

J € Ny, por tanto, ||ulloc > [sign(z*(e;))| = 1. De lo anterior, podemos concluir

r = (Tn)02 € co. Asi, obtenemos que |[sign(z*(e;))| = ‘

= 1 para algtn
que ||lu||oo = 1. Ahora, notemos que, para cada k € N, se tiene que u'*) € ¢y,

1
(k) _ —
Uy, 2un 5

sign (=" (en)) - 1sign<z*<en>>’ -

1 1
§|sign(z*(en)| = §|un| sin <k,

y
1 1
uSLk;) - iun = ‘—2sign(z*(en)) -
1, . . 1 .
§|81gn(z (en)] = §|un| sin>k.

De esta manera, se obtiene que |[u® — Iu|o = L|jul| = & para cada k € N.

Por otra parte, claramente tenemos que sign(a)a = |a] Va € K. Ademés, como
o0

u®) € ¢y para cada k € N, sabemos que u*(u®) = z*(u®)) = Z ul 2 (en) =
n=1

k k
Zsign(z*(en))z*(en) = Z |z*(en)| para cada k € N. Asi, para cada k € N,
n=1

= n=1
obtenemos que:

(;i:l |Z*(€n)> — slut(w)] = ;:lz*(en)l — |u* (;u> <
‘(;w(enn) ~u () = e e () =
' (u(k) —;u)‘ e I Y

=
s}
@D
(0553
©
aQ
o
=
o
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N
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3
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k
gue que —3 < Flu*(u)| — Z |z*(en)| para cada k € N o, equivalentemente,

n=1

k
2 (Z |z*(en)|> — 1 < |u*(u)| para cada k € N. En consecuencia, tenemos
n=1

00

que 1 = 2 <Z|z*<en>|> —1 < Jur@)| < u*llullc = 1y, por consiguien-
n=1

1

te, |u*(u)] = 1. Finalmente, como u* = Te7%"> de lo anterior se obtiene que
1

W|x*(u)| = |u*(u)| = 1y, consecuentemente, u € o es tal que ||uflcc =1y
|z*(u)] = ||z*|| = sup |z*(z)|. Por tanto, =¥ alcanza su supremo en la esfera

C oo
llz]lco=1
unitaria de £o. O

Teorema 3.3.7. Sea X un espacio de Banach real que contiene a cqg como subes-
pacio. Supongamos que para cualquier y* € (co)* se satisface que si
x* € X* es una extension de y* tal que ||z*| = ||y*||, entonces x% alcanza
su supremo en la esfera unitaria de X. Entonces, X contiene un subespacio

isomorfo a f1.

Demostracion. Sean X como en el enunciado del teorema y S : {1 — (cp)*
el operador lineal tal que, para cada = = (z,)52, € {1, S(z) es la funcional
lineal y acotada dada por (S(x))(y) = anyn Yy = (yn)32q € co. Como cg

n=1
es un subespacio de X y S(e,) € (co)* para cada n € N, por el Teorema de

Hahn-Banach para espacios normados (Teorema 1.5.5) sabemos que, para cada
n € N, S(e,) tiene una extension z;, : X — R tal que x} es una funcional
lineal y acotada y ||| = ||S(en)||- Sean A un conjunto tal que |X| < |A] y
B={f:A— R: f es acotada}. Analogamente a como se hizo en la prueba
del Corolario 3.3.2, se puede ver que A es un conjunto infinito no numerable. Sea
{a, : n € N} un subconjunto infinito numerable de A. Entonces, un argumento
anélogo al que se utiliz6 en la demostracion del Corolario 3.3.2 muestra que
existe una funcion inyectiva h : X \ {0} — A\ {a, : n € N}. Ahora, sea
zf € X* tal que ||zg]] = 1 y, para cada z € X \ {0}, sea z* € X* tal que
lz*|| =1y 2*(x) = ||z|| (el Teorema 1.5.6 nos asegura la existencia de dicha z*
paracadax € X\{0}). Asi, si para cada z € X definimos la funcion f, : A — R
como fr(an) = z7,(x) Vn € N, fo(h(y)) = y*(x) Yy € X\ {0} y fu(a) = z5(x)
Va € A\ ({an :n € NJUR(X \ {0})), y T : X — B es la funcién dada por
T(z) = f, Vo € X, una prueba completamente anédloga a la que se realizd en

la demostraciéon del Corolario 3.3.2 nos permite concluir que T es un operador
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lineal tal que ||T'(x)|| = ||z|| Vo € X. Ademas, si z = (2,)52; € ¢ C X,
para cada n € N, tenemos que f;(a,) = z}(x) = (S(en))(z) = @, por lo que
z = (zn)nly = (falan))nly

Por otra parte, sean € = (€,)52; C R una sucesion tal que ¢, =10 ¢, = —1

Vn € Ny z*: X — R la funciéon dada por z*(z) = Z(ﬂc(;l% Ve € X.

n=1
Entonces, para cualesquiera z,y € X y a € R, tenemos que:

Z fm+yan €n i x—i—y ))n:

i (T(x) + T))(an))en _ N~ (falan) + fy(an))en

2n 2n

n=1 2n n=1 2"

y
* - faz(an))en = (T(ox Qap
*(az) = _1( (2n)) _Zl((( ;zb( Deén _

> ((aT(z an))en OOozggan €n Nt z(An))€n *
2“<QD:Q:W>>W2U;”:w@

De lo anterior, se sigue que z* es una funcional lineal. Mas atn, para cada x € X,

se tiene que | fy(an)| = [(T'(x))(an)| < ||T(x)| = ||z]| Yn € Ny, por consiguiente:

= (falan))en| - o alan)llen] _ < o]
Zx” ZxHHSZT’MZ%”N

para cada x € X. De esta manera, podemos concluir que z* es una funcional

lineal y acotada y ||z*|| < 1. Ahora, para cada k € N, sea y(¥) = (yﬁbk)),‘iozl CR

la sucesiéon dada por y( ) = =e,sin<ky y(k) = 0sin > k. Es claro que

y*) e g C Xy [ly®| = sup|yl¥)| =1 para cada k € N ya que, para cualquier
neN

k € N, tenemos que |y7(1k)| =len]=1sin<ky |y$lk)| = 0 si n > k. Luego, como

y %) € ¢y Yk € N, sabemos que fyo (an) = yT(Lk) V¥n € Ny Vk € N. Asi, para cada
k € N, obtenemos que:

* - (fyk(an))en — (yn " )en k €n)? Fo
) = 3 ity e S Il S

n=1 n=1 n=1 n=1
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k
1
Por tanto, se tiene que ||z*| > |2*(y*)| = Z on Dara cualquier k¥ € N, de

n=1
oo

. 1
donde se obtiene que |z*| > o = 1. Consecuentemente, tenemos que
n=1

llz*|l = 1. Ademaés, el argumento utilizado anteriormente muestra que si y* =
2|y, €ntonces y* € (co)* y |ly*|| = 1. En consecuencia, y* € (co)* y z* € X*
son tales que z* es una extension de y* y ||z*]] = |ly*|| = 1. Por hipotesis,
sabemos que 2} alcanza su supremo en la esfera unitaria de X, por lo que existe
v e X tal que v =1y |z*(v)| = sug |z*(z)| = ||z*|| = 1. De lo anterior,

x
llzll=1

obtenemos que z*(v) = 1 0 z*(v) = —1 y si z*(v) = —1, entonces se tiene
que v = —v € X satisface que |lul| = ||[v|| = 1y 2*(u) = —2*(v) = 1. Por
tanto, existe u € X tal que |ju|| = 1y z*(u) = 1. Veamos que f,(a,) = €,
V¥n € N. Supongamos, por el contrario, que f,(am) # €, para algin m € N.
Observemos que [fu(an)| = [(T(u))(an)| < [IT(w)]| = |lull = 1 Vn € No,
equivalentemente, —1 < f,(a,) < 1 ¥n € N. Asi, obtenemos que si ¢, = 1,
entonces (fy(an))en < €, =1y, si e, = —1, entonces (f,(an))en < —€, = 1.
De esta manera, podemos concluir que (f,(an))e, < 1Vn € N. Mas atin, como
fulam) # €m, sabemos que si €, = 1, entonces f,(an,) < 1y, por tanto,
(fulam))em < €n = 1 mientras que si €, = —1, entonces —1 < f,(an), de
donde se sigue que (fy(am))ém < —€, = 1. De lo anterior, se obtiene que

(fulam))em <1y (fulan))en <1 Vn # m. En consecuencia, tenemos que:

1= 2"(u) = Z (fulan))en _ Z (fu(;:))en + Z (fulan))en <

2m 2m
=1 n=m+1

3
—
3

L | =1 =1
Dot 2 w2 m=h
n=1 n=m-+1 n=1

lo cual claramente es una contradiccion. Por tanto, f,(a,) =€, Vn € N.
Ahora, para cada j € N, sean el) = (eﬁf));’f:l C R la sucesién cuyos térmi-
nos forman bloques alternados de 1’s y —1’s, comenzando por un bloque de 1's

y con cada bloque formado por 2/ términos y z; + X — R la funcion dada

= (falan)e?”
por zj*(a:) = Z % Vax € X. Entonces, el razonamiento anterior nos
n=1
garantiza que, para cada j € N, existe u; € X tal que [ju;]| = 1, 27 (u;) =1
Y fu;(an) = esf) Vn € N. Notemos que, para cualesquiera j,n € N, se tiene
() _ ()

que €7 =€ o4 En efecto, dada j € N, por definicion de la sucesion €?) tene-



3.3. Caracterizaciéon por medio de funcionales que alcanzan su supremo 107

mos que si k,I,m € N son tales que (k — 1)2/ +1 < | < k2 y
k27 +1 < m < (k + 1)27, entonces el(j) = —€). Asi, dada n € N, sabemos
que existe un tinico ntmero natural k tal que (k—1)27 +1 < n < k27, de donde

se obtiene que k27 +1 <n+2/ < (k+1)27 y (k+1)27 +1 < n+2/H1 < (k+2)27
y, en consecuencia, ¥ = g_‘)_zj = —(—GSJ_QJH) fjlyﬂ
cualesquiera j,n € N se satisface que e(J ) = 651_3_27_,_1 y, a partir de este hecho,

() _ ()
un sencillo argumento inductivo muestra que e’ = €701

n, j, k € N. Ahora, veamos, por induccion sobre n, quesin € Ny aq,...,a, € R,

Por tanto, para
para cualesquiera

entonces existe k € N tal que:

k<2 y N agfu(ar) = oyl (3.9)
j=1

Jj=1

Para n = 1, tenemos que si a1 € Ry a3 > 0, entonces £k = 1 € N es tal que

k<2?yafyla) = alegl) = a1 = |ay|. Por otra parte, si a3 < 0 entonces

k:3€Nestalquek<22yalful(ag)—aleg) a1 = |ag|.
Supongamos ahora que existe k € N que satisface las condiciones en (3.9) para

algiin n € N y cualesquiera aj, ..., o, € R. Entonces, si Q14 Qpy1 € R por

hipétesis, sabemos que existe & € N tal que k < 2"*!y Z a; fu,; (ar) = Z laj].
j=1 j=
Si a1 > 0, entonces k € N cumple que k < 2"+ < 272 v por consiguiente:

n+1

Zajfuj ak) Zajfuj ar) +an+1fun,+1(ak) =

Z\OM t+anpael ™ = | 3 Jayl | +an =

n n+1
> oyl |+ langa] =Y loyl.
j=1 j=1

Si aypy1 < 0, entonces k+2"F! € Nees tal que 2" +1 < k+ 27+ < 2(2n+1) =

2"*2 y. consecuentemente:

n+1

n
Z @ fu, (@gponir) = Z @ fu; (@ponr) | 4 gt fuyp (Ahpones) =
j=1 j=1
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} : ©) (n+1) } :
Qj€ptont1 + an+1€k+2n+l = a]6k+2n joi+1l | T On41 =

n+1

n
ST el |+ langal = Z|aj| +|an+1|—2|aj|
Jj=1

Por tanto, existe un nimero natural que satisface las condiciones en (3.9) para

n 4+ 1y, por induccién matemética, podemos concluir que para cualquier n € N
n n

existe k € N tal que k < 2"t y Zajfuj (ar) = Z |aj|. Como consecuencia

j=1 j=1
de lo anterior, obtenemos que {u; : j € N} es un conjunto de vectores lineal-

mente independientes de X, ya que si aq,...,a, € R, con n € N, son tales
n

que Zajuj = 0, entonces T Zajuj = 0. Luego, si £ € N es tal que
Jj=1 j=1

n n
Zajfuj (ar) = Z |aj|, obtenemos que:
j=1

=1

Do agug | | ) = | 30T (us) | (o) =

Z%(T(Uj))(ak) = Zajfuj (ar) = Z |,

de donde se sigue que o; =0Vj € N. Sean Y = ({u; : jeNh) y WY — £
el operador lineal dado por W(u;) = e; Vj € N. Sea z € Y. Entonces, existen

neNyai,...,a, € Rtales que z = Zajuj. Como ||u;|| = 1Vj € N, entonces

Jj=1
n

n
tenemos que ||z|| < Z laj||wgll = Z |aj|. Ademas, sabemos que existe k € N

Jj=1 Jj=1
n

n
tal que Zajfuj (ar) = Z |e;|, por lo que:
j=1 j=1

Z || = Zajfuj(ak) = Z%(T(ua‘))(ak) = Z%‘T(ua‘) (ax) =
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~—

T Zajuj (ar) < | T Zajuj (ar)| = [(T'(2))(ar)| <

1Tl = ll2ll < D layl.
j=1

n
Por tanto, ||z]| = Z |aj|. Por otra parte, se tiene que:
j=1

n n n
W@ =D aWw)|| =D ases| =D lasl =zl
=1 L =t L g=t
De esta manera, hemos probado que ||z|| = |W(2)||1 Yz € Y y, por consiguiente,
W es un operador lineal y acotado. Como Y es un subespacio de X y ¢; es un
espacio de Banach, por el Teorema 1.3.15, se obtiene que W tiene una extensiéon
W :Y —s £, tal que W es un operador lineal y acotado y |[W| = ||[W]|.
Observemos que como Y es un subespacio de X, entonces Y es un subespacio
de X,pues 0 € Y CY y,siz,y €Y y a € R, entonces existen sucesiones
(0)221 ¥ (Yn)224 en Y tales que z,, — = y y, — y, de donde se obtiene
que (Zn + ¥n)22, v (ax,)22; son sucesiones en Y tales que z, + ¢, — ¢+ ¥y
y ax, — az y, por tanto, x +y € Y y ax € Y. Ahora, como ||z|| = ||[W(2)]1
Vz € Y, por continuidad de la norma, tenemos que si w € Y y (w,,)%; es una

sucesion en Y tal que w, — w, entonces:

HWN/(w)H = HW ( lim wn) ‘ = || lim W(wn)‘ = || lim W(w,)|| =
1 n—oo 1 n—oQ 1 n—oo 1
lm ||[W(w,)|l1 = lm |Jwy]| :‘ lim wy,|| = |jw]|.
n—00 n—00 n—00
En consecuencia, se tiene que HW(w)H = |jw|| Vw € Y. De lo anterior, obtene-
1

mos que W es inyectivo ya que si wi,ws € Y son tales que W(wl) = W(wg),
entonces 0 = HW(wl) - W(wg)H = HW(w1 - wg)H = ||wy — ws|| y, por consi-
1 1
guiente, w; —wy = 0 0, equivalentemente, w; = ws. Ademés, W es suprayectivo.
o0
En efecto, si 8 = (8,)22, € {1, entonces la serie Z Bju; converge absolutamen-

Jj=1

oo oo oo
te, pues Z 18u;]| = Z 1B5l||u;|l = Z |5;| es una serie convergente en R. Co-

Jj=1 Jj=1 Jj=1
mo X es un espacio de Banach, por el Teorema 1.2.11, podemos concluir que la
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o0 oo
serie E Bju; es convergente en X y, claramente, se tiene que E Bju; € Y. Mas

j=1 j=1
N o0 o0 . o0
ain, tenemos que W Zﬁju]— = ZﬁjW(uj) = Zﬁjej = (Bn)yr, = B.
j=1 j=1 j=1
Consecuentemente, W es un operador lineal y biyectivo tal que Hﬁ//(w) H = |Jw]|
1

Yw €Y, por lo que W es un isomorfismo de espacios normados. Por tanto, Y
es un subespacio de X isomorfo a £;.
O

A continuacion, demostraremos un lema que nos sera de gran utilidad para
probar el resultado que caracteriza la reflexividad de un espacio de Banach X
en términos de funcionales lineales y acotadas que alcanzan su supremo en la
esfera unitaria de X. Para este fin, necesitamos definir previamente el concepto
de sucesion de elementos que no se traslapan de co ({z,, : n € N}), donde (2,)%2

es una sucesion en un espacio normado X.

Definicién 3.3.8. Sean X un espacio normado y (x,)52; una sucesion en X.
Una sucesion (yx)32; € X es una sucesion de elementos que no se traslapan de
co({zr : n € N}) si existe una sucesion creciente de nimeros naturales (ny)3°

tal que yx € co ({mnk,...,xnk+1,1}> Vk € N.

Con el fin de facilitar la lectura en lo que resta de este trabajo, dados un
espacio normado X y una sucesion (z,)5%; en X, diremos que (yx)72; es una
sucesion de James de co({z,, : n € N}) si (y)72; es una sucesion de elementos
que no se traslapan de co({z,, : n € N}). A partir de la Definicion 3.3.8 es facil
comprobar que si X es un espacio normado y (z,)0%1, (Yk)eoy ¥ (2m)ee—q SOD
sucesiones en X tales que ()52, es una sucesion de James de co({z,, : n € N})
¥ (2m)59_1 es una sucesion de James de co({yr : k € N}), entonces (z,)59_;
es una sucesion de James de co({z,, : n € N}). Este hecho sera ampliamente

utilizado en la demostracion del siguiente lema:

Lema 3.3.9. Sea X un espacio de Banach real. Si X no es reflexivo y (8,)52 4
es una sucesion de nimeros reales positivos tal que f1 = 9, entonces existen
sucesiones (x,)52, C X y (25)52, C X* que satisfacen las siguientes tres
condiciones:

i) llznll =1y [lag ]l <1 ¥neN.

i) xk(x;) > % sin < j vy, para cada j € N, existe N; € N tal que

x)(x;) =0 sin > Nj.
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iti) Si para algin m € N eziste z € X tal que ||z =1 y x},(2) < L +27™,
entonces existe y € X tal que |ly|| =1y

(Z MZ(@D) — Tim a7y (y) > 27", + (Z 5an(2)> — lim 7, (2).
n=1

n=1 n—r oo

Demostracion. Sean X un espacio de Banach real y (3,,)22; una sucesion de
numeros reales positivos tales que X no es reflexivo y 51 = 9. Como X no es
reflexivo y 22 € (0,1), por el Teorema 3.3.1, sabemos que existen sucesiones
(yn)pz1 © X ¥ (n)nzy © X* tales que [lynl| = [ly; ] = 1 Vn € N, y5i(y;) > &5 si
n<jyyn(y;) =0sin> j. Supongamos que ()72, € X* es una sucesion de
James de co({y}, : n € N}). Entonces, existe una sucesion creciente de nimeros
naturales (ng)%2, tal que x} € co ({yj;k,...,y;;kﬂ_l}) vk € N. Luego, por el
Lema 1.1.5, se obtiene que, para cada k € N, existen ntimeros reales no negativos

Qs ey Oy 1 tales que:

'R

k+1 k+1

Z a;=1lyax; = Z Yy (3.10)

En consecuencia, para cada k € N, obtenemos que:

M1 ™ M1 ™
il < Z il 1l = Z o =1. (3.11)
i=n i=n,

k

Ahora, consideremos la subsucesion (ynkﬂ)zo:1 de (y,)52 ;. Entonces, se tiene

que [lyn, | =1 Vk € N. Ademas, si k < j, tenemos que n,,, < n,,, por lo
que y;‘(ynHl) > ;—8 Vi € {nk,...,nwrl — 1}. Asi, como O, seey Oy —1 SON
nkJrlfl
nimeros reales no negativos y Z a; = 1, se obtiene que:
1=mn,
n, ,—1 n —1
i} ¢ \ 79 [ & 79
mk(ynj+1) = Z QY (ynj+1) ~%0 Z %) =30
=N =n

k

Mas atn, para cada j € N, se tiene que N; = j + 1 € N satisface que si k > IV,

entonces ny > n,, y, consecuentemente yz‘(ynjﬂ) =0Vie {nk, N 1}
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de donde se sigue que:

L —1

Ti(yn,, )= Y yi(yn, ) =0.

’L:le

De esta manera, hemos probado que si (z})%2; es una sucesién de James de
co({y}, : n € N}), entonces existe una subsucesion (zx)32, de (yn)5e; tal que
()52, € X* y (xr)72; C X satisfacen las condiciones i) y ii) del lema. Por
tanto, para concluir la demostraciéon basta probar que existe una sucesion de
James de co({y} : n € N}) que satisface la condicion iii) del lema. Procederemos
inductivamnte para construir cada uno de los términos de dicha sucesion. En
primer lugar, veamos que cualquier sucesion de James de co({y) : n € N})
satisface la condicion iii) del lema para m = 1. Sea pues (z})7°, una su-
cesion de James de co({y} : n € N}) y supongamos que z € X es tal que
2| =1y 2j(2) < 14271 = 2. Como (2})72, es una sucesién de James de
co({yx : n € N}), sabemos que existe una sucesion creciente de ntimeros natu-
rales (ng)52, tal que x} € co ({y;‘lk e y2k+171}) Vk € N de donde se sigue,
nuevamente por el Lema 1.1.5, que para cada k € N existen ntimeros reales no
negativos ay, ..., Qp,  —1 que satisfacen las igualdades en (3.10). Sea j € N.
Como (ng)52; es una sucesion creciente de ntimeros naturales, tenemos que
existe k € N tal que ng > j. Asi, para cualquier r > k, se tiene que n, > ng > j

y, por consiguiente, y*(y;) =0 Vi € {nr, e, n L, — 1}. En consecuencia, para

r+
cada r > k, obtenemos que:

noy —1

i) = Y oyl (y;) =0.

i=n,.

De lo anterior podemos concluir que ka x;(y;) = 0 para cualquier j € N.
— 00

. ) * 79
Por otra parte, como i < ng Vi € {n1,...,na — 1}, sabemos que y; (yn,) > &
Vi € {n1,...,ne — 1}. Luego, como «y,,,...,Q,,—1 son nimeros reales no nega-

ny,—1
tivos y Z «a; = 1, se obtiene que:

Z:’ﬂl

n,—1

H * 7 79
ac1(yn2) = Z Q;Y; (ynz) > 30 Z a; | = 0

z:nl 1:711



3.3. Caracterizaciéon por medio de funcionales que alcanzan su supremo 113

De manera analoga a como se hizo para probar la desigualdad (3.11), se pue-
de ver que ||z;]| < 1 para cualquier & € N, de donde se sigue que |z} (2)| <
llzillllz|l < ||| = 1 para cualquier k € N o, equivalentemente, —1 < z}(z) <1

para cualquier k € N. Consecuentemente, tenemos que —1 < lim zj(2) < 1y,
k—o0

por tanto, — lim () < 1. Asi, como 3; >0y 25(z) < 2, obtenemos que:
k—o0

27951+ () — lim a(2) = By + Biaf(2) — lim 2i(2) <

k—o0 k—o0

1 3 7
*51 + Zﬂl +1= *51 +1. (3.12)

Ahora, como 80 < 9 = 3, se tiene que 1 < 20 95, = gﬁl —%51- De la desigualdad
anterior y la de51gualdad (3.12), se obtiene que:

. 7 79

271 + fraf(z) — lim @ (2) < B +1< B

Finalmente, como z7(y, ) > & y hm 5 (Yn,) = lim 2} (yn,) = 0, podemos
° k— o0 2

concluir que Yn, € X cumple que Hyn2 H =1ly:

2736 + frai(z) — m 2 (=) < S < Bratun,) — T o,
ko0 80 2 k—o0 2
Por tanto, cualquier sucesion de James de co({y;; : n € N}) satisface la condicion
iii) del lema para m = 1.

Ahora, supongamos que para algin numero natural k, la sucesion
(27,23, ..., TX_1, 2> Zfp15 - - -) ha sido elegida como una sucesion de James de

co({y;, : n € N}) de manera que si (z, 5, ..) es cualquier sucesion de James

*

*)2 , satisface la condicion iii) del

de co({z} : i > k}), entonces la sucesion (z

lema para cualquier m < k. Sea

On= it uj%g KZ By, > + Byhi (@) - lim hf(x)] (3.13)

donde (h})$°, denota una sucesion de James de co({z} : i > k}). Sea (u})5°,

una sucesion de James de co({z] : i > k}) tal que

sup [(Z Brnxy ) + Bruj(z) — lim uf(:p)] <0 + 27(k+3)5k+1_

71— 00
afe L\n=1
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Sea x; = wuj. Notemos que si (v7)i2,,; es una sucesion de James de
co({uj 1> k+1})y (w])52,,, es una sucesion de James de co({v] : i > k+1}),

entonces para cualquier x € X, se tiene que:

lim wy (z) > lim ] (z). (3.14)

i—00 i—00
En efecto, si (v])§2;,; es una sucesion de James de co({u; : i > k+1}) y
(w])2 4,1 es una sucesion de James de co({v] : i > k+1}), entonces (w; )2,
es una sucesion de James de co({uf : ¢ > k + 1}). En consecuencia, sabe-
mos que existe una sucesion creciente de ntmeros naturales (p;)3°, 4 tal que
w; € co ({u;i, e ’u;’i+1—1}) Vi > k + 1. Luego, por el Lema 1.1.5, obtenemos
que, para cada ¢ > k + 1, existen nimeros reales no negativos v, , ... ’¢P7~+1—1

que satisfacen las igualdades:

Piy1— Piy1™

Z¢n:1yw Zd)n

Sean j > k41,7 > jyx € X. Entonces, como p; > p; > j, tenemos que:

z+1 1+1

Z pun ( >1nful( ) Z U :}rzlgu}“(x)

De lo anterior, se sigue que mf wj(x) > 1'nf u; (x) para cualquier j > k+ 1, de

donde se obtiene que lim w; ( ) > hm u; ( ). Asi, obtenemos que si (v} )52,
71— 00
es una sucesion de James de co({u 21 > k4 1}y (w))i2,,, es cualquier

sucesion de James de co({v} : i > k + 1}), entonces:

sup [(Zﬂn )— lim wz-*(w)] <
le\ -

i—00

Sup [(Z B ( ) + Brug(z) — lim uf(x)] <O +2" "B, (3.15)

1
lel "

A continuacion, probaremos que existe una sucesion (v )2, tal que (v; )52,
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es una sucesion de James de co({uf : i > k+1})y

sup [(Zﬁn )wmwm( 2) — lim w;-*(x)] <

i—00
HIH 5

i—00

2- (k+3)5k+1 + sup l(Z Bny, ) + Brt1wigq () — lim w; (5‘7)] (3.16)

o2y L \n=1

donde (w})2, ,, es cualquier sucesion de James de co({v; : i > k+1}). Primero,

consideremos el conjunto A de todos los elementos u* de co({u} : i > k + 1})
n

tales que u* = E Yipis, con n € Ny vq,...,7, nimeros reales no negativos
i=1

n

tales que Z’yi =1y~ €QVie{l,...,n}. Es claro que A es un conjunto
i=1

numerable, por lo que podemos enumerar todos los elementos de A en una

sucesion, digamos (pf)2,. Luego, definimos s; como:

51 = sup bUp l(Z Brzs, ) + Be411(z) — lim fz*(m)]

VD=5 L=t e

donde (f7)$2; denota una sucesion de James de co({u} : ¢ > k + 1}). Sean

(g7)$2, una sucesion de James de co({ul : i > k+1}) y #1 € X tales que
k

oall = 1y 51 =273, < (Z 5n$2($1)> + Brt1pi(21) — lim g7 (z1).
=1 1— 00

O ., . e , M\*
Sea ((gZ ) ) una subsucesion de (g7)5°, tal que el limite lim (gi ) (21)
=1 71— 00
existe y es iguzil a lim g7 (z1). Ahora, para cada nimero natural j mayor o igual
1—>00
a 2, podemos proceder inductivamente para construir una sucesiéon ((gfj )) )
i=1
y un elemento z; € X con las siguientes propiedades: '

(a) ]l =1.

(b) ((gg;‘))*)f’ol es una sucesion de James de co ({ (gfjfl))* 2> 2})

1=

k *
(c) s;—2-®+9) By < (Z ﬂwi(%)) + B2} () = lim (9) (2), con

n=1 i—00
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s; definido como:

k
= swp wpKprmﬁ+mH@wmn@%<my

(7)) 2, s L= e

donde la sucesion (( fi(j)) ) denota una sucesiéon de James de
o () 522)).

(d) El limite lim (gij)) (x;) existe.

1—> 00
N\ K
Asi, para cada j € N, definimos v,ﬁH como v,’zﬂ- = (g%”) . Observemos que, por
N\ ky OO
construccién, claramente se tiene que ((ggj )) ) es una sucesion de James
i=1
de co ({ (ggl)) NS N}) para cada j € N. Ademas, tenemos que (v)<,

*
es una sucesion de James de co ({ (ggl)) 11 € N}) Para ver lo anterior, en

primer lugar notemos que vy, = (g£1)> € co ({ (g51)> }) y que si (¢;)52, es

una sucesion creciente de niimeros naturales tal que:

o) () a2, ) e

entonces vy, = (g?)) € co ({(9‘(11)) e (gflill> }), con ¢, > 2> 1. Por

otra parte, si j > 2y (1)2; v (a;)$2; son sucesiones crecientes de numeros

naturales para las cuales se satisface que:

(o) e co({(at7) o (o) ) viem
(67 ceo({ () - (6, ) }) vien,

entonces obtenemos que:

s = (o) e o ({(a7) s (019) )
Vs = <g§j+1))* € co ({ (gé{))* - (ggll)*}) :

Asimismo, sabemos que (g((li)_1> € co ({ (gf«j_l)) 3o (Q,Ej_i)l) }) Yy

a2



3.3. Caracterizaciéon por medio de funcionales que alcanzan su supremo 117

. * *
() € ({(7) (2 P 2> = v
a1 > 2. De esta manera, se obtiene que:

ey €0 ({(0077) o (49) )
tiegn €0 ({(d0) o (a72) )

con rq, > r, — 1. Luego, como ((ggjfl)) ) | &8 una sucesiéon de James de
i=

co ({ (ggl)) :1eN }>7 de lo anterior se sigue que existen nimeros naturales

n,l,p,q que satisfacen que n <1 < p <gq,

st oo ({0 (1)),
st <o (o) () ).

Por tanto, (v){2, ., es una sucesion de James de co ({ (gi(l))* RS N}) En
consecuencia, como (g;)$2; es una sucesion de James de co({uf :i > k+1})y
((ggl)) ) _es una subsucesion de (g;)§2;, podemos concluir que (v})2, ,; es
una sucesion de James de co({uf : ¢ > k + 1}). Ahora, sean j € N, (w i)i=k+1
una sucesion de James de co{v} : i > k+1}) y y € X tal que |ly|| =

Un argumento anélogo al que se utilizo para ver que (v;);2,,, es una sucesion

de James de co ({ (92( )) NS N}) muestra que (v;)§Z;, ; es una sucesion de

James de co ({ (gz(j )> RS N}) Consecuentemente, se satisface la desigualdad:

Zﬂn Y) + Brtrj(y) — lim wi(y) <

1—00

92— (k+5)5k L+ Zﬁn (z;) + 5k+190J (x;) — hm (gi(j))* (x;), (3.17)

n=1

pues, en caso contrario, como (w;)72, ; es una sucesion de James de

co ({(ggjfl))* Di > 2}), se tendria que:

M=

852 D Baxn(y) + Ber19; (y) — lim wi(y) >
n=1 1— 00
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k *
270 B+ Y B () + B () — Tim (o) () =

n=1

k
2051+ 3 Bui () + B () — I (o) ()
— 1—> 00

%y OO

lo cual contradice la condicién (c) que satisfacen x; y la sucesion ((ggj )) ) .

i=1

Por otra parte, como (w;)2, . v (—w;j){2;,; son sucesiones de James de
N\ K LN K

co ({ (ggj)) 1ic N}) y de co ({ (—gl@)) (i c N}), respectivamente, de ma-

nera anéloga a como se probo la desigualdad (3.14), se puede ver que:

tim w(z;) > lm (67)" () = Jim (37 (2)),

lim —wf(;) > lim (o) (2;) = i (~o”)" (@),

i—00 i—00 1—00

de donde se sigue que:

tim (97)" (2) < lim w(z;) < T w](z;) =

1—> 00 i—00 1—> 00

— tim —w; (;) < — m (—) (2;) = lm (o) ().

i—00 i—00 1—00

Por tanto, tenemos que:

lim w}(x;) = Tm w!(z;) = lim (g§j>) (;)- (3.18)

Ademas, como (w;)<, | es una sucesion de James de co({uj : i > k + 1})

¥, por consiguiente, wj, € co({uf : i > k + 1}), entonces existe jo € N tal

que |wy 4 (x) — ¢j (2)] < 2-(k+6) i ¢ € X satisface que ||z|| < 1. En efec-
n

to, supongamos que wy,, = Z(;luf, conn € N, uf € {u :7>k+1}

=1
n

vied{l,...,n}y d1,...,d, ntumneros reales positivos tales que Zél =1y que
1=1

r € X cumple que [|z| < 1. Sin = 1, entonces §; = 1 y wj,; = uj por

lo que claramente wy,; pertenece al conjunto A de todos los elementos u* de

*

T
co{uf 14 > k+1}) tales que u* = Z%uzﬂ», conr € Ny ~,...,7, ntmeros

i=1
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-

reales no negativos tales que Z vi=1lyv €QVie{l,...,r}. Asi, obtenemos
i=1

que wy,, = ¢}, para algtn jo € Ny, en consecuencia |wy ,(z) — ¢} (2)] =0 <

2= (k+6) Por otra parte, si n > 2, entonces para cada [ € {1,...,n — 1}, pode-
mos considerar un numero racional b; tal que 0 < by < &, y |b — &] < Tn(i?)

n—1
Luego, si definimos b,, como b, =1 — (Z bl>, entonces se tiene que b,, € Q,
1=1

n—1
b, >1— <Z 51) =6, >0y Zbl =1, de donde se obtiene que Zblul per-

=1 =1 =1
n

tenece al conjunto A y, consecuentemente, existe jo € N tal que Z biuf = ¢,
=1

Maés atn, como por construcciéon se tiene que (uj);’ik 41 €S una sucesion de Ja-

mes de co({y} : n > k + 1}), andlogamente a como se demostré la desigualdad

(3.11), se puede ver que ||uf|| <1 Vi>k+ 1. De esta manera, se obtiene que:

w1 (%) — @), (2 <

Z(Sl_bl ul

n n—1
> lo =il |l < (Z |01 — bl|> + [0n = bn| =
=1 =1
n—1 n—1 n—1
(Z |0y _bl|> + 11— (Z&) -1+ (sz)’ =
=1 =1 =1
n—1 n—1
<Z|5l—bl|> + Z((Sl—bl
=1

n—1
(n/__1)2—(k+7) (k
<2 8 —b| < 22— 22— o= (kt6)
1=1 lz;Il i n—1

Por tanto, existe jo € N tal que:
|wi11(2) — @5, ()| < 2~ (k+6) §j 2 € X satisface que ||z|| < 1. (3.19)

Finalmente, supongamos que la desigualdad (3.16) es falsa. Entonces:

o (5 i) - s it -

1—> 00
e L \n=1

k
2B )+ sup [(Z ) + Brer1wip () — lim w;‘(x)] ;

reX nel i—00
lzll=1 -
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por lo que existe u € X tal que |jul| =1y

71— 00

(Z Braxy, > + Be1Wiyr (u) — im w}(u) >

—00

9=+ |+ 5up l(Z Brxy, ) + Brprwyyq (x) — im wi(x)| . (3.20)

e Ln=1

e (3.17), (3.18), (3.19) y (3.20) obtenemos que:

k
2= (kt6) g po-(kHS)g 4 <Z Bn;v;;(:cjo)> + Brr1], () — Z_M wi () >

—00
n=1

1—00

(Z B}, ) + B, (u) +27FHO B — lim w] (u) >

(Zﬁn >+ﬂk+1wk+1<> lim w? (u) >

1—00

1— 00

9-(k+dg, | 4 sup l(Z Bl ) + Brr1wiyq (z) — im w] (x)] . (3.21)

HIH 5

Ademas, nuevamente de (3.19), se obtiene que:

sup KZ Bt ) + B (@) - T w;‘<x>] >

fafa L\n=1

bup [(Z 6n ) + 6k+1§030( ) 2(7k+6)ﬂk+1 - i@ w:(x)] -

e L\n=1

1—00

s KZ By, ( ) + Brr1¢, () — lim w;-“(a:)] —2 (0 . (3.22)

Hx\l 5

Mas atin, como 2-k+4g, .\ — 2=+ g, | — 2=(k+5) g 2=(k4+0)g, =
2-(+0) 3 1 (4—1-2—-1) =0, de (3.21) y (3.22) se sigue que:

o0

(Z By, (4, ) + BkJrlSD;o (jo) — 2@ w; (j,) >
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sup KZ Bt > ¥ By, (@) — T wi ()]
e L\n=t

lo cual es una contradiccion pues ||z, || = 1. Asi, podemos concluir que (v;)§2, .
es una sucesion de James de co({u} : i > k + 1}) que satisface las desigualdades
(3.15) y (3.16) si (w} )52}, es cualquier sucesion de James de co({v] : 7 > k+1}).
Ahora, supongamos que existen v* € co({v} : ¢ > k + 1}) y una sucesion

(w])2 11 tales que (wf)2, ., es una sucesion de James de co({v; :i > k+1})

sup [(Zm )+5k+1v () - lim w;f(x)] <

11— 00
e L\n=t

0, + (i + 2’“) Bri1- (3.23)

Sea w* m(ﬁkmk + Br+1v*). Reescribiendo la desigualdad (3.23), se tiene

sup l(Z Bny, ) + (Br + Be+1)w” (z) — lim w;‘(x)] <

1—> 00
a2 L \n=1

que:

O + (le - 2"“) Bry1- (3.24)

Como (u})2, v (vf)2,, son sucesiones de James de co({z; : i > k}) y de

co({zf : i > k + 1}), respectivamente, entonces zj = uj y v* pertenecen a

co({z} : i > k}). En consecuencia, podemos suponer, sin pérdida generali-

dad, que existen n € N, ntimeros reales no negatlvos €1y s €nyP1yeeesOp ¥
n

25, .., 2h € co{zf i > k}) tales que Zel = Zd)l =1, 2z} = Zelzl* y

=1 =1 =1

= E ¢1z; . Entonces, tenemos que:
1=1

2l
Br + Br+1 !

w* = ¥(5k$2 + Bepav) =Y (

Brer + 5k+1¢z) .
Br + Br+1 —

+ * * * L g
con %W>0Vl€{l,...,n}, 25, zheco{zf i >k})y

St Bno B (S ), e (30,2
; Bt Bert Bt o <Z€l> " B + Br+1 (Z@) -

=1 =1
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Consecuentemente, w* € co({z] : i > k}). Luego, como (w; )52, ; es una suce-
sion de James de co({z] : @ > k + 1}), podemos suponer, sin pérdida de gene-

ralidad, que (w*,wj_ ,,w; 4, ..) es una sucesion de James de co({z; : i > k}).

Ahora, para cada z € X, sea S(z <Z Bray( ) + Brw*(z) — lim wi(z) y
1— 00
sea s = sup S(z).Siz € X estal que ||z]| =1y s—2"* 23, < S(2), entonces
\ﬁﬁi
w*(z) > i +27F ya que, en caso contrario, tendriamos que w*(z) < i + 27k
y, como la sucesion (z7,23,...,x5_;, w*, Why1s Wi ygy-- .) satisface la condicion
iii) del lema para m = k (por ser (w*,wj_ ;,w; ,...) una sucesiéon de James

de co({z : i > k})), obtendriamos que existe v € X tal que |jv|| =1y

k
(Z (v >+ﬂkw (v) = Iim wf (v) >

1—>00

k—1
~E g+ (Z By, ) + Brw*(2) — lim wi(z) =27+ g, + 5(2),

de donde se seguiria que

1—00

5> S (ZW )wkw (v) = lim w}(v) >

1—> 00

(Z B ) T Bt (v) — T i (v) > 274D By 4 S(2),

contradiciendo el hecho de que s —2~(*+2) 3, < S(z). En consecuencia, si z € X
es tal que |[2]| = 1y s — 2= 28, < S(2), entonces S(z) + (1 +27%) Bry1 <
S(z) + Brr1w*(z). Sean g € X y 29 € X tales que |[zg]] = ||z0]] = 1 ¥
s — 27 (k213 < §(z). Si s — 2 *+2) 3, < S(x), entonces:

S(ao)+ (4 274) B < Slao) + B’ (o) <

n=1

sup KZ B ) + (B + Brs1)w (2) — lim wy(x)

17— 00
le\ 1
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Por otra parte, si S(z9) < s —2~*+2) 3, < S(z), se obtiene que:

S(l‘o) + (le + 2_k> Br+1 < S(Zo) + (411 + 2_k> Br+1 < S(Zo) + Bk+1w*(20) <

Sup [(Z B}, ) (Br + Pr41)w” (z) — lim wf(z)] :

71— 00
fafa L\n=1

Asi, podemos concluir que:

(1 + 2"“) Brs1 + sup S(z) <

4 zeX
llzl|=1

Sup [(Z By, ( ) (B + Bes1)w™ (z) — lim wf(@] :

1—> 00
faan L \n=1

De la desigualdad (3.24) y la desigualdad anterior se sigue que:

sup KZ ot ) + B (z) - lim w:<x>] <

71— 00
a2 L\n=1

1 1
O + <4 + 2_k) Br+1 — (4 + 2_k> Br+1 = Ok. (3.25)

Como (w*,wj 1, W) o,--.) es una sucesion de James de co({z] : i > k}), la
desigualdad obtenida en (3.25) contradice la definicion para 6 dada en (3.13).
Por tanto, si v* € co({v; : i > k+1}) y (w})§2;4, es cualquier sucesion de
James de co({v} : i > k4 1}), tenemos que la desigualdad (3.23) es falsa. De lo
anterior y la desigualdad (3.15), obtenemos que si v* € co({v} : i > k+1}) y

(w} )21 es cualquier sucesion de James de co({v] : i > k + 1}), entonces:

Sup KZ Bny, ) + Be+1v™(z) — lim w;*(x)] >

21 LA\n=t o
1 K —(k+3) 1 —k —(k+3)
O+ (7 +27%) B = 01 +2 Brpr+ (7 +27" -2 Br+1 >

k
(i Lok 2(k+3)) Brst + sup KZ 5nz;;(x)> ~ lim w;‘(x)] . (3.26)

zeX n—1 i—>00
[lz[|=1 -
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Luego, de las desigualdades (3.16) y (3.26), se obtiene que si (w});<,,; es una

sucesion de James de co({v] : i > k + 1}), entonces:

sup [(Z Brnxy ) + Bry1wiyq (x) — llggow (x)] >

e L \n=1

B+ sup [(Z Bnay, ) + Br1wp g (¢) — lim w:‘(m)] 2

71— 00
a2 L \n=1

(i Lok o (k+3) _ 2(k+3)> Bier1+ Sup KZ Bl > — lim w;‘(m)] =

2 L=t o
1
(4 427k _9o- k+2)> Brr1 + sup [(Z Bny, ) — lim wf(x)] . (3.27)
n=1 1—> 00

HIH o
Consecuentemente, si  (w;);2,,; es una sucesion de James de
co({v; 1i>k+1})y 2z € X estal que ||z = 1y wj,(2) < 3+ 27+
entonces (§ + 2_(k+1)) Brt1 = Bry1wyy,(2). Ademas, de la desigualdad (3.27)

se sigue que existe w € X tal que |jw|]| =1y

— 00

(Z B >+ﬂk+lwk+l< w) — T w(w) >

(i +27k 2(k+2)> Bra1 + sup l(z Brx, ) — lim wf(z)] . (3.28)

i—00
Hrl\ 5

Mas atn, como 2% — 2=(k+2) — o=(k+2)(y _ 1) = 2-(k+2)(1 4 2) =
2~ (k+2) 4 9=(+1) tenemos la siguiente igualdad:

i 497k _9=(k+2) — 9—(k+2) 4 (i + 2<k+1>> . (3.29)

Asi, de (3.28) y (3.29), obtenemos que:

k
(Z anfl(w)) + Brprwiy (w) — lim wy (w) >
n=1

11— 00
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n 71— 00

1
27 B+ <4 + 2_(k+1)> Br+1 + sup
\ﬁiﬁ

k
Zﬁnx:;(x)) ~ tim w;@] .

k
—(k+3 .
27 By 1+ Brpwiy (2) + Z Brxi(z) | — lim w}(z).
n—1 i—00
Por tanto, la sucesion (7, ... R .) es una sucesion de James de

co({yy, : n € N}) tal que si (z} 25 0,...) es una sucesion de James de

o0

co({vy : i > k + 1}), entonces la sucesion (x7)5

cumple la condicion iii)
del lema para cualquier m < k + 1. Continuando con este proceso, de manera
inductiva podemos construir una sucesion ()52 ; C X* tal que (2)%2 ; es una
sucesion de James de co({y) : n € N}) que satisface la condicion iii) del lema

para cualquier m € N.
O

Como ya vimos anteriormente en el Teorema 3.3.5, existen espacios de Ba-
nach X para los cuales no se satisface que toda funcional lineal y acotada con
dominio X alcanza su supremo en la esfera unitaria de X. El resultado que pro-
baremos a continuacion, conocido como el Teorema de James, nos garantiza que
un espacio de Banach X es reflexivo si y so6lo si toda funcional lineal y acotada

con dominio X alcanza su supremo en la esfera unitaria de X.

Teorema 3.3.10 (James). Si X es un espacio de Banach, entonces X es refle-
zivo sty solo si para cualquier x* € X* se satisface que x; alcanza su supremo

en la esfera unitaria de X .

Demostracion. Sea X un espacio de Banach.

Primero, supongamos que X es reflexivo. Sean C' : X — X** el mapeo canénico

de X en X*™ y z* € X*. Si * = 0, entonces es claro que para cualquier u € X

tal que ||u]| = 1 se cumple que |z*(u)| = 0 = ||2*|| = sug |z* ()|, por lo que x}
x

lzll=1
alcanza su supremo en la esfera unitaria de X. Por otra parte, si * # 0, por el

Teorema 1.5.6, sabemos que existe una funcional lineal y acotada u** : X* — K

tal que [|[u**|| =1y w**(z*) = ||z*||. Luego, como X es reflexivo y u™* € X**,
obtenemos que existe u € X tal que u** = C(u). Ademas, como C es un
isomorfismo, se tiene que ||u|| = ||C(u)|| = ||u**|] = 1. En consecuencia, tenemos
que u € X satisface que |lul]| =1y

2% ()] = [(C(w)(@")| = [ (27)| = [Ja"[| = sup [27(z)].

zeX
llzl|=1
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Por tanto, x; alcanza su supremo en la esfera unitaria de X.

Conversamente, supongamos que X no es reflexivo. En primer lugar, consi-
deremos el caso en que X es un espacio vectorial sobre R. Sea (8,)52; una
sucesion de nimeros reales positivos tal que 51 = 9y Bpp1 < 2_("+4)6n
¥n € N. Como (£,)52; es una sucesion de nameros reales positivos tal que

b1 =9 y X es un espacio de Banach real no reflexivo, sabemos que existen

o
n=1

y iii) del Lema 3.3.9. Sea U = {(a,)22 € loo : ()52, converge en R}. Cla-

ramente tenemos que si (a,)52; € loo es tal que a,, = 0 Vn € N, entonces

sucesiones (2,)52; C X y (zF) C X* que satisfacen las condiciones i), ii)

(an)$24 € U. Ademas, para cualquier namero real r y cualesquiera sucesiones
(an)S21, (7n)22q € U se tiene que (an +7n)oey € Uy (rawn)s%; € U, de donde
se sigue que U es un subespacio de £,. Sea u* : U — R la funcién dada por
u (o)) = lim ay, Y(ay)22, € U. Como lim o+, = lim a,+ lim 7,
n—oo n—oo n—oo n—oo
y lim ra, = r lim «, para cualesquiera (a,)>2, (7,)5>; € U y para cual-
n—oo n—oo

quier r € R, entonces tenemos que u* es una funcional lineal. Sea p : oo — R

la funcion dada por p((a,)22,) = lm ay V(an)ol, € fs. Observemos que
n—oo
como lim oy +7v, < lim o, + lim v, y lim sa, = s lim «, para cua-
n— oo n—oo n— n—oo n— oo

lesquiera ()22, (7n)52 € o v para cualquier ntimero real no negativo
s, entonces p es una funcional sublineal. Ademaés, claramente se cumple que
u*((an)Se,) = nl;rréo an < H@O an = p((an)2,) para cualquier (o), € U.
Por tanto, U es un subespacio de ¢, u* : U — R es una funcional lineal y
p: Lo — R es una funcional sublineal tal que u*((c,)22 ;) < p((ay)S2 ;) para
cualquier (a,)52,; € U. Luego, por el Teorema de Hahn-Banach real (Teore-
ma 1.5.3), obtenemos que u* tiene una extension z* : £, — R tal que z* es
una funcional lineal y z*((a,)52 ;) < p((an)22,) para cualquier (o), € {x.
Mas atn, para cualquier (a,)5%2; € fs se tiene que (—ay,)5%; € ls ¥, pOr

consiguiente:

—2"((an)721) = 2" ((—an)32y) < p((—en)iZy) = lm —ap,.

n— oo

De lo anterior se sigue que, para cualquier (o), € f, se satisface la de-

sigualdad:
lim a, = — lim —a, < 2*((ay)2,).
n—oo n—00
En consecuencia, tenemos que lim o, < z*((@,)22 ;) < p((an)5,) = lim a,
n—oo

n— oo
para cualquier (a;,)22; € fs. Ahora, como para cualquier (o, )52, € oo se cum-

ple que —||(@n)22loo < an < ()22 llec ¥n € N, entonces, para cualquier
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(an)52 € loo, se obtiene que:

—[l(en)oiillos < lim ap < 2*((an)nly) < Tim ay < [(@n)nZ [loo-
n—00 n—00
Asi, podemos concluir que |z2*(()521)] < (@)% ]loo V(an)S2, € €oo ¥, POT
tanto, z* es una funcional lineal y acotada tal que ||z*|| < 1. Sea (6,,)52; € £ tal
que J, = 1 Vn € N. Entonces, es claro que (0,)52; € U y que [|(5,)52 |lec =1,

por lo que:

1251 = 127 ((0n)7Z )] = [w" ((6n)nZ0)] = =1.

lim 6,
n—oo

De esta manera, obtenemos que z* es una funcional lineal y acotada tal que

|lz*|| = 1. Por otra parte, notemos que como la sucesion (z%)22; C X* sa-

tisface que ||zf|| < 1 Vn € N, entonces, para cada x € X, tenemos que
|zk ()] < |lzillllz]l < ||z|| Vn € N, de donde se obtiene que (z}(z))22, € ls

n

v 1(@5(2))22 1 ]|loo < ||lz]| para cada x € X. Consecuentemente, podemos definir

la funcion y* : X — R como y*(z) = z*((z}(2))5,) Vo € X. Como z* es
una funcional lineal y x} es una funcional lineal para cada n € N, entonces es
claro que y* es una funcional lineal. Ademaés, para cada z € X, se tiene que
ly™ (@) < llz"[[ll (27 (2))5zi llee = (27, (2))7%1 loo < [l De lo anterior, obtene-
mos que y* € X* y que ||y*|] < 1. Mas atn, por definicién de y*, para cada

z € X tenemos que:

lim a7 (z) < 2"((2},(2))721) = y"(2) < lim a7 (2). (3.30)

=1 =
n—o00 " " n—00

Ahora, observemos que como (8,)52; es una sucesién de ntumeros reales po-
ﬂn—i—l

sitivos y fnyr < 2-THB, ¥n € N, entonces lim

n—oo

= 0, por lo que la

n
oo

serie g Br es convergente. Asi, podemos definir la funciéon z* : X — R como

n=1
x*(z) = (Z Bnzy(z) | — y*(z) Vo € X. Como x} es lineal para cada n € N
n=1

y y* es lineal, entonces es claro que z* es una funcional lineal. Ademéas, como

lzxll <1V¥n e Ny |ly*|| <1, entonces para cada x € X se tiene que:

<y (@) + Y |Buw(x)] <
n=1

2% ()] = ‘ <Z m%i(%)) -y (2)
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ly )+ Balleplllzll < llll + > Ballzll = [l (1 + Zm) :
n=1 n=1 n=1

Por tanto, z* es una funcional lineal y acotada. Supongamos que existe z € X
tal que ||z[| =1y 2},(z) < 1 4+ 27™ para algtn m € N. Entonces, por el Lema

3.3.9, sabemos que existe y € X tal que ||y|| =1y

(Z ﬁnfvii(y)> — Iim a7(y) >

n=1

n—oo

n=1

Veamos, por induccién sobre k, que
B < 27 (MHRE3 3 (3.32)
para cualquier k € N. Para k = 1, por hipotesis sabemos que:
Bmg1 < 2—(m+4)5m — 2—(m+1+3)5m_

Luego, si suponemos que Sy < 2~ (M43 3 para algtn k € N, entonces:

ﬁm+(k+1) < 27(m+k+4)5m+k < 2,(m+k+4)2,(m+k+3)5m _

27(m+k+1+3)27(m+k+3)6m < 27(m+(k+1)+3)ﬂ

mo

pues 2~ (M+k+3) < 1. Por tanto, tenemos que Bpqr < 2R3 para cual-
quier k£ € N. De lo anterior, obtenemos que, para cualquier k£ € N se satisface

que:

Bt kT 1) < Btk | |91 < Brrkllyll = Brgr < 27" HEF 5

mo

1Bkt (2)] < Btk Tmarlll2]l < Bmakllzll = Bmrr < 2= (mtkt3)g,

En consecuencia, tenemos que:

o Baxn)| < D0 1Bz ()] = ) [Bmsrhn )] <
n=m-+1 n=m+1 k=1
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Z 2= (M8 g —g-(mtdg Z 27k =o=(m¥og | (3.33)
k=1 k=1
y
S Burn()] < Y0 1Burih() = Bmskai ik (2)] <
n=m+1 n=m+1 k=1
Z 9~ (mtkid)g _ o-(mi3)g Z 27k = o-(m+3)g (3.34)
k=1 k=1

De las desigualdades (3.33) y (3.34), se obtiene que:

oo
278G < N Buay(y) <27, (3.35)

n=m-+1

y o0
—27mHDg, < N Buan(z) <27, (3.36)

n=m-+1

Asi, de las desigualdades (3.31), (3.35) y (3.36), obtenemos que:
(Zl ann(y)> — lim 27 (y) =

(Zﬁnxii(yH > 5nw2(y)> = Tim a7, (y) >

n=m+1

2*(m+2)ﬁm + (Z Brnai(z) + Z 57@2(9)) = lim a7,(z) >

n=1 n=m+1 n—roo

n—oo

27(m+2)6m _ 27(m+3)5m + (Z an;(2)> — lim z,(z) =

n=1

2—(m+3)ﬂm + (i /anfl(z)> — lim x;;(z) 2

n—o0
n=1

<Z Butn(z)+ Y ﬂnx2(2)> = lim 7,(2) =

nema1 n— oo

(Z /3nz;;<z>> ~ lim 23(2).

n—roo
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De la desigualdad anterior y la desigualdad (3.30), se sigue que:
* — * ok > * T *
=" (y) (Zl Bn:vn(y)> v'(y) > <Zl Bn:vn(y)> Tim_ a7, (y) >
n= n=

(Z ﬁnx2(2)> = lim a7,(z) > (Z ﬂnw2(2)> —y(2) = 27(2).

n=1 n—roeo n=1
De esta manera, hemos probado que si z € X es tal que |z|| = 1y

x5, (z) <+ +27™ para algtin m € N, entonces existe y € X tal que [ly|| = 1

y *(y) > x*(z). Supongamos que z alcanza su supremo en la esfera unitaria,

de manera que existe v € X tal que ||[v|| =1y |z*(v)] = sup |z*(x)|. Entonces
X
fwli=1
z*(v) > 00 z*(v) < 0y, si z"(v) < 0, tenemos que —v € X satisface que
I =vll =1 2%(=v) = —2"(v) > 0y [z7(=v)] = | =27 (v)] = [2"(v)] =

sup |z*(z)|. Por tanto, existe u € X tal que |Ju|| = 1, 2*(u) > 0y |z*(u)| =
ex

=1

sup |z*(x)|. Si 2}, (u) < 2 427" para algtin n € N, entonces tendriamos que
ex

jzll=1

existe w € X tal que [|w| =1y a*(w) > 2*(u) y, por consiguiente:

2% (w)] = 2% (w) > 2™ (u) = |27 (u)| = sup [2"(2)],
e X
lzl=1
lo cual claramente es una contradiccion. En consecuencia, tenemos que % (u) >
i +27" > % Vn € N. De lo anterior, se obtiene que lim 7 (u) > 7° equiva-

n— o0
lentemente:

— lim z)(u) < —-. (3.37)
Ademas, notemos que, para cada n € N se cumple que:
By (u)| < Bplay, (w)| < Bullzy llull < Bullull = Bn.

De lo anterior, podemos concluir que, para cualquier n € N, se satisface que:
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Luego, de las desigualdades (3.30), (3.37) y (3.38), se sigue que:

= (Z 5an(U)> -y (u) < Zﬁ%(@) = lim a7, (u) <

n— oo

(2_:1 /j’wi(@) - i < <Z_:1 m) - i. (3.39)

Por otra parte, por el inciso ii) del Lema 3.3.9, sabemos que z},(z;) > % si

n < j y que, para cada j € N, existe N; € N tal que x}(z;) = 0 para cualquier
n > Nj;. Consecuentemente, para cada j € N tenemos que lim z(z;) =0y,
n—o0

por tanto, (z(x;))o2, € U para cada j € N. Asi, para cada j € N, obtenemos

que:
y* () = 2" (2 (25))nlr) = v (2 (25))n2) = lm a7, (z;) = 0. (3.40)
Mas atn, como ||z;|| = 1 para cada j € N, de manera analoga a como se probo

la desigualdad (3.38), se puede ver que, para cualesquiera j,n € N se cumple

que:
_ﬁn < Bn (x_]) < ﬁn (341)

798n
80

sin < j, de (3.40) y (3.41) se obtiene que, para cada j € N, se satisface la

En consecuencia, como para cada j € N se tiene que S, (z;) >
desigualdad:

T(u) = 2" ()] = sup |27 (@)] 2 [2" (w))] = 2" (w;) =
HwH 5

(Z @LZBZ(%‘)) —y (25) =Y Buap(s) =D Buap(w) + Y Buwy(x;) >
n=1 n=1 n=1

n=j+1

J

7 7 0o oo
SN Gt D bl SOZ -3 A
n=1

n=j+1 n=1 n=j+1

J
Como Jlggo z:l Bn = 2:1 Bny hm z:ﬂ Br = 0, de lo anterior podemos concluir
n= n n=j

*(u) > o Zﬁn (3.42)

que:
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Asi, de las desigualdades (3.39) y (3.42) se sigue que:
79 — . = 1
%Zﬁn <z*(u) < (Z%) vt
n=1 n=1

R 79 — 1 &
de donde se obtiene que 1 < 7; Bn — 30 ; Bn = 20 ; B, 0, equivalente-

o0
mente, 20 < Z Brn. Por otra parte, un argumento inductivo analogo al que
n=1

se realizo para probar la desigualdad (3.32) muestra que £, < 2~ ("+3) 3, para

cualquier n > 2. En consecuencia, obtenemos que:

S Bu=B+D BBy 2B =g 45> 27" =
n=2 n=2 n=>5

n=1

9
,6’1+512‘4=9+2—4<9+1:10.

o0

Consecuentemente, tenemos que 20 < Z Br < 10, lo cual claramente es impo-
n=1
sible. Por tanto, =} no alcanza su supremo en la esfera unitaria de X.

Finalmente, para el caso general en el que X es un espacio vectorial complejo,
consideramos el espacio normado real X,. que se obtiene al restringir el producto
de vectores por escalares a R x X. Como X no es reflexivo, por el Lema 3.1.1,
sabemos que X, no es reflexivo. Luego, por el caso probado anteriormente, sa-
bemos que existe v* € (X,)* tal que v} no alcanza su supremo en la esfera
unitaria de X,.. Ahora, por el Lema 1.3.22, obtenemos que existe z* € X* tal
que Re(x*) = v*. Si 2 alcanza su supremo en la esfera unitaria de X, entonces,

por el Lema 3.3.4, se seguiria que existe u € X, tal que ||ul| =1y

[v* (u)| = |Re(27)(u)| = sup [Re(z")(x)| = sup [v"(z)],
reX reX,
llzll=1 llzll=1
contradiciendo que v} no alcanza su supremo en la esfera unitaria de X,.. Por
tanto, existe z* € X* tal que x} no alcanza su supremo en la esfera unitaria de

X. 0

Para concluir esta seccion, con el fin de ilustrar la utilidad del Teorema de
James, presentaremos un ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo y una

funcional lineal y acotada que no alcanza su supremo en la esfera unitaria de
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dicho espacio. Cabe mencionar que en dicho ejemplo se utilizard la notacién

introducida en el Ejemplo 2.1.12 para las sucesiones e,,, donde n € N.

Ejemplo 3.3.11. Considerando a ¢y como un subespacio de /., sea

*

z* : ¢g — K la funcién dada por:

2 (@n)) = 3 2 Y(an)i, € co.

Notemos que como ¢y es un subespacio cerrado de /o y ¢ €s un espacio de
Banach, entonces por el Teorema 1.2.8 tenemos que ¢q es un espacio de Banach.

Ademas, como para cualesquiera (a,)52, (b,)22, € ¢ y a € K se tiene que:

(@) b)) = 2 ((an + b)) = Y0 20—

n=1

S
S

>

n=1

an)pz1) + 27 ((0n)nZ1);

[N
m‘:

oo
n Z

aay,
271,

(an)iy) = 2 ((0a,)3,) = D S0 = a > 2 = aa*((an)3Ly),
n=1 n=1

3|
3

entonces x* es una funcional lineal. Mas atn, para cualquier (a,)32; € ¢y se

satisface la desigualdad:

* - n - |
=[S« St
|| a’?’b 1I\"n/n=11lc0 1HOO o) S 1 _ o]
Z = ll(an)nZilloe D on = l(@n)nZlloo-
n=1

De lo anterior se sigue que z* € (¢o)* y [|z*|| < 1. Ahora, como para cada k € N
k

tenemos que E e, €s una sucesion cuyos primeros k términos son iguales a uno
n=1

y cuyos demaés términos son iguales a cero, entonces: para cada k € N se cumple

que:

k
> en
n=1

k
Zen €cyy
n=1

oo
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Asi, para cada k € N obtenemos que:

(213

De la desigualdad anterior se obtiene que:

I
(1~
[

"] =

Il
—

G A
> 1 — =N
o712 Jin > g =2 =
Por tanto, * es una funcional lineal y acotada tal que:

sup [z ((an)ply)| = [l27]] = 1.
(an)pq1€co
l(an)nzylloo=1
Veamos que z} no alcanza su supremo en la esfera unitaria de cy. Supongamos
que (un)52 € ¢o es tal que |[(un)22]loc = 1. Como (u,)52, converge a cero,
entonces sabemos que existe N € N tal que |u,| < % Vn > N. De esta manera,

obtenemos que:

o ') N o
o (i) = [ | < 3o Ml gLl 5 el
n=1 n=1 n=1 n=N+1
N %) N 0o
()2 lloo || 1/1 1 1 1
IR RV ICIED W R DU S
= n=N+1 n=1 n=N+1
N > 1 X
227 + ) 27222721:
n=1 n=N-+1 n=1
sup 2" ((an)nsy)-

(an)pZi€co
H(an)zozl Hoo=1

Por tanto, x; no alcanza su supremo en la esfera unitaria de ¢o. En consecuen-
cia, por el Teorema de James (Teorema 3.3.10) podemos concluir que ¢y no es
reflexivo, obteniendo asi una prueba alternativa de este hecho a la dada en el
Ejemplo 2.1.13.
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3.4. Teorema de compacidad débil de James

Para finalizar este capitulo, probaremos el Teorema de compacidad débil
de James, el cual caracteriza a aquellos subconjuntos débilmente cerrados de
un espacio de Banach que son, a su vez, débilmente compactos. Cabe destacar
que dicho teorema es una version mas fuerte del Teorema de James presentado
anteriormente.

En lo que resta de esta seccién, dados un espacio normado real X y una
sucesion acotada (x)22 ; en X*, denotaremos por L(z) al conjunto de todas
las funcionales lineales y acotadas z* € X* que satisfacen la desigualdad z*(x) <
lim % () para cualquier x € X, mientras que V(x%) denotara al conjunto de
?O—Zio;s las sucesiones (y;)n2; en X* tales que y;; € co({z} : j > n}) para cada
n € N.

Comenzaremos por enunciar un sencillo lema en el que se enlistan algunas
propiedades basicas de los conjuntos L(z}) y V(z}) definidos anteriormente,
con la finalidad de mostrar un resultado que sera de gran utilidad para probar

algunos de los teoremas que se presentaran mas adelante en esta seccién.

Lema 3.4.1. Sean X un espacio normado sobre R y (z3)22, una sucesion

acotada en X*. Sea M > 0 tal que ||| < M para cualquier n € N. Entonces:

ol
a) L(x}) y V(x}k) son conjuntos no vacios.

b) Para cualquier (y:)>2, € V(zk) se cumple que ||yl < M ¥n € N,
Viyn) € Vi(ay) v Llyy) € L(x7,).

¢) Para cada x* € L(z}) se satisface que lim z)(x) < 2*(x) Vo € X y
ol < M. o

Demostracion. Sean X un espacio normado sobre R y ()22, una sucesion
acotada en X*. Sea M > 0 tal que ||zf|| < M ¥n € N.

a) Como claramente se tiene que z;, € co({x} : j > n} para cada n € N,
entonces (2)%2, € V() y, por tanto, V(z) es no vacio. Por otra
parte, sean p : X — R y y* : {0} — R las funciones dadas por
p(z) = n@o xy(x) Ve € X y y*(0) = 0. Es claro que y* es una funcional
lineal. Ademaés, como z;, es una funcional lineal para cada n € N, entonces
para cualesquiera z,y € X y para cualquier ntimero real no negativo «,
tenemos que:

plz+y) = im 2} (v +y) = lim 27 (2) +27,(y) <

n—oo
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lim z;,(x) + lim 2 (z) = p(z) + p(y),

n—oo n—oo

plax) = nh—>120 xr (ax) = nh—>120 az)(x) = anh_{I;o ) (x) = ap(x).

De lo anterior, se sigue que p es una funcional sublineal. Asi, tenemos
que {0} es un subespacio de X, p es una funcional sublineal y y* es una
funcional lineal tal que y*(0) = 0 = n@@ x5 (0) = p(0). Luego, por el
Teorema de Hahn-Banach real (Teorema 1.5.3), sabemos que y* tiene una
extension z* : X — R tal que z* es lineal y 2*(z) < p(z) Vo € X.

En consecuencia, para cada x € X se tiene que z*(—z) < p(—=x) y, por

consiguiente:
Lim zp(2) = = lim —ap () = — lim a7, (—z) =
—pl—x) < —a*(~z) = 2"(x) < pla) = T (). (3.43)

Mas atn, como para cada z € X tenemos que |z ()| < ||z} ||||z]| < M||z|
Vn € N o, equivalentemente, —M||z| < z%(x) < M||z|| ¥n € N, entonces

para cada x € X se cumple que:

~Mla| < lm (2) <2*(2) < T ah(e) < M2l (3.44)
—00

n— o0 n

De esta manera, obtenemos que |z*(z)| < M||z| Yz € X vy, consecuen-
temente, ¥ € X* y x*(z) < p(x) = lim 2}(z) V2 € X. Por tanto,
n—oo

x* € L(z}) vy L(z}) es no vacio.

Sea (y;,)nz1 € V(z3,). Sean € N. Como y;, € co({z] : j > n}), por el Lema

1.1.5, sabemos que existen m € N, ntimeros reales no negativos t1,...,t,,
m m

Y 25z € {2 1 j > n} tales que y;, = Ztkzz y Ztk = 1. Luego,
k=1 k=1

como ||zf|| < M para cada k € {1,...,m}, entonces:

lysll <> tallzill < M (Zm) =M. (3.45)
k=1 k=1

Por tanto, ||y%|| < M Vn € N. Por otra parte, si x € X, 1l € Ny n > [,
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entonces:

yr(x) = Ztkz,’g(x) < (Z tk> supz;(z) = supz;(z), (3.46)
k=1 k=1

J=l j=l

pues zi,..., 2, € {x} : j > n} C {z}:j > 1}. De lo anterior, se obtiene

que supy;(z) < supxj(r) para cualesquiera [ € Ny z € X y, en con-
Jj=l Jj=l
secuencia, lim y;(x) < lim z](z) para cada x € X. Asi, se tiene que si
=00 l—o00

x* € L(yZ), entonces para cada z € X se cumple que:
*(0) < T yi(a) < T (o),

n—oo n—oo

de donde se sigue que z* € L(x}) y, por tanto, L(y}) C L(z}).
Ahora, sea (uf)>2, € V(yr). Como para cada n € N se satisface que

yp € co({x} : j > n}) si k > n, entonces {y; : j > n} C co({z] : j > n})

para cada n € N, de donde se obtiene que:

uy, € co({yj = j = n}) C co({zj : j = n}),

* )OO

para cada n € N. En consecuencia, tenemos que (u})5, € V(z}) y, por
consiguiente V (y%) C V(z2).

Sea z* € L(z}). Como z*(z) < lim z(z) Vx € X, entonces de manera
)

analoga a como se probaron las desigualdades (3.43) y (3.44), se puede

ver que lim x%(z) < 2*(z) < lim 2 (x) y —M|z| < z*(z) < M|z|
n— o0 n—o0

para cualquier x € X. Asi, obtenemos que |z*(z)| < M||z| para cualquier
x € X, por lo que ||z*|| < M. Por tanto, lim z)(z) < a2*(x) Vx € X y

n—roo
=[] < M.

O

Lema 3.4.2. Sea X un espacio de Banach real. Sean B, [0,1] la bola unitaria

cerrada en X, A un subconjunto no vacio y balanceado de B, [0,1], (8,)22, una

o0

sucesion de niumeros reales positivos tal que E Brn =1y ()52, una sucesion

n=1

en X* tal que ||zf|| <1 para cada n € N. Supongamos que existe 6 € (0,1) tal

que sup{|(z* — w*)(x)| : x € A} > 0 para cualesquiera x* € co({x} : n € N})

y w* € L(x}). Entonces, existen o € [0,2] y una sucesion (y)>2, C X* tales

que:
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i) |lyi|l <1 para cada n € N.
it) sup{

k
iii) sup { > Bulyy —w")(@)
n=1

quiera k € N y w* € L(y}).

S Bulys — w)(@)

rx € A} = « para cualquier w* € L(y}).

RS A} < « (1—9 Z ,Bn> para cuales-

n=k+1

Demostracion. Sean X, B, [0,1], A, (Bn)S2; v ()52, como en el enunciado
del lema. Sea B,. [0,1] la bola unitaria cerrada en X*. Supongamos que existe
0 € (0,1) tal que:

sup{|(z* —w*)(x)| :x € A} >0

para cualesquiera z* € co({z} : n € N}) y w* € L(z}). Sea p : X* — R

n
la funcién dada por p(z*) = sup|z”(x)|] Vz* € X*. Como para cualesquie-
ra z*,y* € X* yxz € A se tgigeexﬁe que |(z* 4+ y*) ()| < |z*(2)] + |y*(x)] <
p(a*) 4+ p(y*), entonces es claro que p(z*+y*) < p(a*) 4 p(y*) para cualesquiera
x*,y* € X*. Ademas, como para cualesquiera z* € X* y a € R tenemos
que p(a*) = supla*(@)| = 0y plaz®) = suplaz™(@)| = sup lalle™ ()] =
€A z€A z€A

|| sup |x* ()] z |a|p(x*), entonces p es una seminorma. Mas atin, como |z*(z)| <
T€EA
lz* |zl < ||=*|| para cada z* € X* y cada x € A, entonces p(z*) < ||z*|

Va* € X*. Ademas, notemos que, dadas z*,y* € X*, se cumple que p(z*) <
p(x* —y*)+p(y*) o, equivalentemente, p(x*)—p(y*) < p(z* —y*). Intercambian-
do los papeles de z* y y* en el argumento anterior, tenemos que p(y*) — p(z*) <
ply* —a*) = p(—(z* — y*)) = p(z* — y*). Asi, para cualesquiera z*,y* € X*,

podemos concluir que:
—p(a” —y") < p(a”) = p(y") < p(z™ —y7),

y, consecuentemente, |p(z*)—p(y*)| < p(a* —y*) Vz*,y* € X*. En consecuencia,
si y* € X* y € > 0, entonces para cualquier z* € X* tal que ||z* — y*| < e,

tenemos que:
p(z%) = p(y")| < pla” —y") < 2" —y7|| <e.

Por tanto, p es una seminorma continua tal que p(z*) < ||z*| Va* € X*. Sea

oo oo
(en)52; C R la sucesion dada por €, = % Z B Zﬁk Vn € N.
k=n+1 k=n
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o0

Como E Brn =1, entonces (€,)22; es una sucesion de nimeros reales positivos
n=1
que converge a cero tal que:

oo

Br€n 1-0 & 1-0
= = <10,
DB AT S SRR Dl

Ahora, construiremos de manera inductiva una sucesion de escalares (a;)2; y

sucesiones (y7)7%1; ((x§0)>*)::1 ’ ((wgl))*):; ’ ((x§2))*):.;1 ’ ((Igd))*>;1 ’
((m§-4)) )j:l A ((Zj(l)) )j:l ’ ((ZJ(Q)) )j:l ’ ((23(3)) )j:l ’ ((z§4)) )j:l ’
((2§5))*)m ,...en X* tales que ((xgo)y)oo es una sucesion en B, [0,1] y,

=1 j=1
para cada n € N,

(a) ¥ € By [0,1] 5

(b) ((zj(n))* %Ol y ((asgn))*)oo son sucesiones en B, [0,1] ;
j=

j=1
o (7)) v ()
(d) ((xgn))*>oo es una subsucesion de ((%n))*)il ;
{

(g) On—1 < apsin > 2.

*y\ OO

Para comenzar la induccion sea ((mg-o)) ) la sucesion dada por (xgo)) =%

) J
Jj=1
para cada j € N. Ahora, sea m € N y supongamos que si m > 2, entonces, para

cadan € {1,...,m—1}, ap, ¥y, y las sucesiones z; v ((z;
=1 j=1
se han elegido de tal manera que satisfagan las condiciones (a)-(g). En primer

lugar, notemos que si (v3)32; € V ((xgm_l)) >7 entonces:
lvill <1VjeN, (3.47)

va que si m = 1, entonces H<x§‘0))

< 1Vj € Ny, si m > 2, por hipdte-
sis inductiva, tenemos que H(xgm_l)> ’ < 1Vj € N. En cualquier caso, se

tiene que H(xﬁm_l)) <1Vj € Ny como (vj)2; € V ((x(}m—l)) )’ pot

J J
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el Lema 3.4.1, obtenemos que [[v}|| < 1 para cada j € N. Luego, para cada

y* € co ({(mﬁ-m*l))* ij > m}) y cada (v)32, € V ((x§-m71)>*), definimos el

conjunto no vacio Sy, (y*, (vy)) como:

Sm(y*, (v7)) = {p (Z Bnyy + (Z ﬁn> Y- w*) tw' € L(U}f)} ~

n=1

Sean y; € co ({( §-m71)>* 1y > m}) y (v)52, €V ((mgmfl))*). Como la

desigualdad H( me 1)) H < 1 es valida para cada j > m, de manera analoga a
como se probo la desigualdad (3.45) en la demostracion del Lema 3.4.1, se puede
ver que [[y|| < 1. Asimismo, como (v})52, € V (( (m—1) ) ) de la desigualdad
(3.47) obtenemos que [[vj| < 1 para cada j € N. De lo anterior y del Lema
3.1.4 se sigue que L(v}) C B,.[0,1]. Ademas, si m > 2, por hip6tesis inductiva
tenemos que y;; € B,.[0,1] para cada n € {1,...m —1}. En consecuencia, para

cada w* € L(v}) se obtiene que:

m—1 e}
OS/)(Zﬁnyfﬂr (Z m) yé—w*) <

n=1

Z Brllynll + <Z m) ol + llw*[| <

n=m

m—1 ')
D But ) Butl=
n=1 n=m

(iﬂn>+1—1+1—2.
n=1

Por tanto, para cada y* € co ({ (xgm_l)) :j>m}) y cada sucesion

(v;);’il eV ((aﬂgm_l)) ) podemos definir ’y( z +yoo  COIMO
J
(m) *

Yy )z, = SUPSm (Y7 (05)),

de modo que 0 < ’y;flzm)?il < 2 para cada y* € co ({ (gc(_mfl)) > m}) v
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cada (v;)%2, €V (($§m71))*>. Sea

— (m)
Ay, = 7(51f) ,yy* (1)7 )_‘7?°:17 (348)
donde y* denota un elemento de co ({ (Igm—l)) > m}) y (6)%, denota

un elemento de V ((zg»m_l)) ) Observemos que como 0 < V?ST%@ <2
J

para cata € a0 ({(o77) 52 m}) v cnta 513, € v (w70,

entonces 0 < «,, < 2. Por otra parte, notemos que si m > 2, entonces se

V((x(m 1) )cv(( m-— 2)) ) (3.49)

ki OO
En efecto, si m > 2, por hipoétesis inductiva, tenemos que ((x;mfl)) ) es
1

una subsucesion de ((z](.mfl))*)oo y (( (m— 1)) )::1 c V(( m— 2)) 5

donde se obtiene que (xgm ) € co ({( (m— 2)) k> j}) para cada j € N

satisface que:

y, por consiguiente, (( (m— 1)) E (( ) ) Consecuentemente, por
el Lema 3.1.4, obtenemos que V' ( (m—1) ) ) cVv ((xg-mﬁ)) ) Maés aun, si
>

m>2yaz* €co ({(x§-m71)) 2J

s g+ gl ceo({(a) s zm ). o0

}) , entonces:

Para ver lo anterior, notemos que de (3.49) se obtiene que si m > 2, enton-

ces ((a:g»mfl))*):l € V(( (m— 1)) ) C V(( (m— 2))*), de donde se sigue

que (:cg.m_l)) € co ({(z,(cm_m) :k:Zm—l}) para cada j > m. Como

*
z* € co ({ (a:§»m71)> 1j > m}), de lo anterior obtenemos que z* es un elemento

de co ({ (x,(cmﬂ)) ck>m— 1}) Luego, como por hipoétesis inductiva sabe-

mos que Yy, 1 € co ({(x,(cmd)) tk>m— 1}), Z‘X’ﬁfm_ll 7+ Za; mbPr_ g

y co ({ (xl(cm_Q)) tk>m— 1}) es convexo, entonces:



142 Capitulo 3. Algunas caracterizaciones de reflexividad

Ahora, si m > 2, de la definicion de a,,—1, de (3.49) y (3.50), se obtiene que:

. (m—1)
po1 < b oy e
2%, (v5)52, j’i=1

*
donde (v})32; denota un elemento de V' (( §m71)) ) y 2* denota una funcional
lineal y acotada de la forma %ym 1t %m*, con

x* € co ({(m§m_1)) 172> m}) Ademés, notemos que para cada sucesion

(v’?);?il eV ((mgm_l)) ) y cada funcional lineal y acotada z* de la forma
s+ Bt com s o ({ () 3 ), e

que:

Sm—l(Z*, (1};)) = {,0 (2_: Bny: + ( Z Bn) % w*) cwt e L(’U;)} =
n=1 n=m-—1

{ (ZﬂnynJrﬂm 1Yo 1+<Zﬁn>x w):w*eL(v;‘)}

n=m

m—1 00
{p (Z Bt + (Z ﬁn) z —w*) L € L<v;>} = S (a”, (4).
n=1 n=m
De esta manera, obtenemos que:

B T = S ) -
\V5) 5 Jjli= ngl

inf  sup Sy (z*, (v7)) = inf ’y(T) = Qpm,
Dz T e e, O T

(m-1))"

donde (v)$2; denota un elemento de V ((;vj ) ), 2* es un elemento de

co ({ (f(m_l)) 1j > m}) y z* denota una funcional lineal y acotada de la for-

ma ﬁym 1+ ﬁ x*. Asi, podemos concluir que a,,—1 < ayy, si
n=m-—1 m

m > 2. Por otra parte, notemos que § < a7 ya que si u* € co ({m;‘ 1y > 1}) =

co ({ (x;p))* cj > 1}) y ()2, eV(as) =V ((zgo))*>7 entonces, por el Le-

ma 3.1.4 sabemos que L(uj) C L(x}). Luego, por hipotesis, para cada
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w € L(uj) C L(x}) se tiene que:

p ((Z m) ut - w> = p(u” —w) = sup (u” — w)(w)] 2 0.

De la desigualdad anterior, se sigue que:

1 * £
Yo )=, = SUp 1 (", () =

sup {p <<Zﬁn> u* —w*) Twt € L(u;)} >0,

para cada u* € co ({ (x§-0)) ij > 1}) y cada sucesion (u})32, € V (( ) )
Consecuentemente, por la definicion de a; dada en (3.48), tenemos que 6 <
<

a; < 2. Como a1 < aun, sim > 2, de lo anterior se obtiene que 6

Yy, € co ({<x§-m71))* 1j > m}) y ((z](m))*)::l eV (( (m— 1)) ) tales que:
m—1 oo %
Oy, < sUp {p <nz_:1 Bnys + (nz;nﬂn> Y = w*) cw* e L ((zj(m)) )} <

A (14 €m). (3.51)

Luego, podemos elegir w}, € L ((zj(m

Qm < 2 si m > 2. Ahora, a partir de la definicion de a,, podemos elegir

)> ) que satisfaga la desigualdad:

m—1 o]
Oém(l - em) <p <Z /Bny: + (Z ﬂ") y:n - wj”) :
n=1 n=m

En consecuencia, de la definicién de p y la desigualdad anterior, se obtiene que

existe y,, € A tal que:

o0
1 - 6m ym (Z 5”) y;kn<ym) - w;kn(ym) :
n=m
Observemos que como A es balanceado, por el Lema 1.1.3 sabemos que A = — A.
m—1
Consecuentemente, si la expresion Z By (Ym) <Z Br | Y, (Y ) — Wi, (Ym)
n=1

es negativa, entonces tendriamos que —y,, € A cumpliria que la expresion
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m—1 00
Z 5ny:(7ym) + (Z ﬂn) y:n(fym) - w:n,(fym) es no negativa y
n=1 n=m

o0

2_: By (Ym) + (Z 6n> Y (Ym) — Wiy, (Ym)

am(l—€en) <

i: Bny:z(fym) + <Z 571) y:n(fym) - w:;m(*ym)

n=1 n=m

m—1 00
> Buyn(—ym) + (Z 6n> Y (=Ym) — Wy (= Ym)-

n=m

Por tanto, existe x,,, € A tal que:
m—1 [e%e)
(1= €m) < Y Buyi(Tm) + (Z Bn> Y () — Wy (). (3.52)

Sea ((xgm)) ) una subsucesién de ((zj(m)) ) tal que:

Jj=1

lfim (ﬂc;m))* () = lim (z](m))* (Tm)-

j—ro0 j—o0

Como 0 < apm < 2, ey < apsim> 2y H(xgm—l))

< 1 para cada
*y OO

J € N, entonces de (3.47) claramente obtenemos que au,, ¥, ((%m)) )j:1

*y\ OO

((xg»m)) ) satisfacen las condiciones (a)-(g) para m € N, lo cual completa
j=1

la construccién inductiva.

A continuacion, veamos que:
i N2 (=) ) e N L((E)). (3.59
n=0

Ky OO
. P n sz
PI‘IHIGI’O7 observemos que como la sucesion ((.’E )) ) es una subsucesion de

(TL) * o0 . (n) * oo
((zj ) ) para cada n € N, entonces claramente se tiene que ((x] ) )
j=1 j=1

es un elemento de V' ((z](n)) ) para cada n € N. Luego, por el Lema 3.4.1, obte-

nemos que L ((xgn))*) crL ((zj(n))*) Vn € Ny, por tanto, ﬁ L ((xgn))*) <
n=0
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o0
ﬂ L ((z](n)) ) Sean n un entero no negativo y m > n. Notemos que como

Yy, € co ({ (x§-m71)) 1y > m}) y, para cada k € N, se cumple que la sucesiéon

(( (k)) ) es una subsucesion de (( (k)) ) y (( (k)> ) es un ele-
Jj=1 Jj=1 J=t

mento de V' ((xEk_l))*>, entonces tenemos que y., € co ({ (xg )) 1j 2 m})
En consecuencia, procediendo de manera analoga a como se hizo en la demos-
tracion del Lema 3.4.1 para probar la desigualdad (3.46), se puede ver que si
x € X,l>nym >, entonces:

¥, consecuentemente, sup y; (x) < sup (azgn)> (z). Asi, se obtiene que:
> >

lim y?(z) < lim ( (»n)) (z),

para cualquier x € X, de donde claramente se sigue que
<A e(E))
n=0

Ahora, sea w* € L(y;). Por (3.53) sabemos que w* € L ((xgm)) ) para cual-
quier m € N y, por tanto:

w () < T (20 (@) = i (20) (@) = L (™) (@),

j—o0 J—© j—o0

para cada m € N. Como wj, € L ((zj(m)> ) para cada m € N, de la desigualdad

anterior y del Lema 3.4.1, podemos concluir que:
w*(xy) < lim (z§m)> (Xm) < w) () Ym € N. (3.54)
j—o0
Como z,, € A ¥m € N, de (3.52) y (3.54) se obtiene que:

m—

m(l = €m) Z Bt (Tm) (Z m) Y (@) — W), (2) <
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S Bat (o) + (Z m) You(am) — 0 (2) <

n=1

m—1 o)
p <Z By + (Z Bn> Y, —w*> vm € N.

n=m

Maés atn, como w* € L( y] - m L ((zj(n)) ), de la desigualdad anterior y de
n=1

(3.51) se sigue que:

m—1 oo
Oém(l — €7n) <p <Z ﬁny:; + (Z ﬁn> y:ﬂ — w*) <

n=1

m—1 o]
sup{p (Z Bu + (Z ﬁn> y?f,L—v*) veL((=™) )} <
n=1 n=m
am(l+ €n) Ym e N. (3.55)
Ademas, como Z 1Bryi|l < Zﬂn < Zﬂn =1ly (Z ﬁn) Ul < z B

n=1 n=1 n=1
(oo}

para cualquier m € N, entonces la serie E Bny,, es absolutamente convergente

n=1

i <Z &) Y =0

Como X es un espacio de Banach, por el Lema 1.2.11, obtenemos que la serie
oo

Yy

g Bny,, es convergente en X. Asimismo, como por construccién tenemos que
n=1
(am)$°_1 es una sucesion de escalares creciente y acotada superiormente y 6 <

amy < 2 para cada m € N, entonces dicha sucesiéon converge a un nimero en

el intervalo [0,2]. Sea a = hm O, = SUP Q. Como la sucesion (e,)o0_;
meN
converge a ceroy p es Contmua, tomando limite cuando m tiene a infinito en

(3.55), podemos concluir que:

o (B) (S (£0) )

p(Zﬁn(yZ— >—Sup{2ﬂnyn (x) révEA}-
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En seguida, veremos, por induccién matemaéatica, que para cualquier k € N se

satisface que:

k
p(Z:lﬂn(yZ— ) ( > ﬁn>2<z LD m)' (3.56)

n=k+1 j=1

D)

Para k = 1, notemos que como w* € L(y;) C L ((Z](n)> >7 entonces de

n=1

(3.51) se sigue que:

plyr —w*) =p <<Z 6n> i — w) <ai(l+e),

y, consecuentemente, se tiene que:

p(B1(yr —w™)) = Pip(y; —w*) <

Broa(l + 1) (Z m) (zn " ﬁ(lgi) ﬂn>'

Ahora, supongamos que la desigualdad (3.56) es valida para algan k € N. Para

cadan € {1,...,k+ 1}, sea z} =y — w*. Entonces, tenemos que:

k+1 k
p <Z By — ) (Z (Un = w") + Bra1 (Y1 — W)) =
n=1

p ((BM + Znsis 5n> Y Buzh+ Bt Yonztts B ZZH) =

Zn k+1 ﬂn Zn:k+l Bn

n=1

(et (o (B 0) ) 2 ()
Zn k+1 Bn ) n k+1 ZZO i1 571 ] n<n

n=1

5k+1 k 2% - o Zn Lan=k42 1 Bn
sielBas (545 B (Eed)

n=1 n=k+1 n=k+1 Bn

Como w* € L( y] ﬂ L <( ) ), entonces de (3.51), la desigualdad anterior
n=1

y la igualdad

k 0o
Zﬁnz:;+< > m) Gog1 =
n=1

n=k+1
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k 0o k 0o
Zﬁny;iJr( 5 Bn) yzﬂ—zﬁnw*—( 3 m) W -
n=1

n=1 n=k+1 n=k+1

k oo 0o
Zﬁny; + ( Z 671) y;+1 - <Z Bn) w* =
n=1 n=1

n=k+1

k o]
Zﬁny: + ( Z 571) y]t+1 —w",
n=1

n=k+1

k+1
P (Z ﬁn(y;kz - ’LU*)) <

5k+1 - o Zn k+2 Bn
S B (ZW *( 2 ﬁ”) ’““) S i B (Z'B” >‘

se obtiene que:

n=k+1 n=k+1 6"
ﬂk+1 - * * Z:,O k+2 Bn >
nIn n - + n<
En k+1 Bn (ZB y (n;_lﬂ ) Y b ) Zn k+1 Bn <Zﬁ

BkJrl Zn Lan=k+2 1 Bn
e (14 ) + »
< s~ apr1(1+ €epr1) S 5P (Zﬁ )

= ( i 3 ) Brr10k+1(1 + €x41) N p (Zizl B (y — w*))
n ZZO A Bn Zn k+2 Bn Z:LO:l%Fl Bn

Por hipétesis de induccion, podemos concluir que:

k+1
p (Z By — w*)> <
n=1

i B 6k+lak+l(1 + 6k+1) L p (22:1 ﬁn(y; - w*))
' Zzozk+1 ﬁn Z:‘O:kJFQ ﬁn Z:,O:kJrl 6n

n=k+2

<

> Br1a1(1 + €x+1) : Bio(1+€5) )
n 5o + 0 o0 =
( zk;;,_z ﬂ > Zn k+1 571 Zn k+2 B" ]z:; <Zn—]’+1 571, Zn:j Bn

e’ k+1
Bioi(1+ )
/Bn 53 50 .

j=1

Por tanto, la desigualdad (3.56) es valida para k+1 y, por induccién matemética,
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podemos concluir que dicha desigualdad es valida para cualquier £ € N. En

o0
consecuencia, como ay < « para cada k € Ny Z 5 ﬁn)@zzw ) <
k=n+1 Pk k=n Pk

1 — 6, entonces para cualquier k € N tenemos que

k k
sup{ Zﬂn(yii—w*)(a:) :xeA} :p(Zﬁn(y;_w*O <
n=1 n—1
N - B (1 +¢€;)

(71,_21@;-1 6") ]z:; ( __]+1 ﬂn Zzo:j Bn) S

S . 1+¢5)
: (n—%—l 6”) 7:21 ( n 7+1 ﬂ’ﬂ Zn:j 671) <
o] k ﬁ
@ 5” S = 9 + (]. — 9) =
<n—zk;rl ) ]z::l (Zn—j+1 Bn Zn:j 571)

’ ! < i 1-0)| =
<"=§'16 ) ng (En—j+1 Bn En:j Bn) + ( )
i <"_zk;1 ﬂn) <Z7olo—k+1 Bn B Zzozl Bn + (1 - 9)) =

] (e -1+ (1-0)) =
<nzk;-1/8 ) <Zn k+1 ﬂn +( )>

« <1 -0 i 5n> .
n=k+1

Por tanto, « € [6,2] y (y)22, C X* satisfacen las condiciones i), ii) y iii) del

lema. O

El siguiente resultado es una sencilla consecuencia del Teorema de Eberlein-

Smulian:

Lema 3.4.3. Sea A un subconjunto de un espacio normado X. Entonces, A es
débilmente compacto si y solo si ANY es débilmente compacto para cualquier

subespacio cerrado y separable Y de X.

Demostracion. Sean X un espacio normado y A un subconjunto de X.

Primero, supongamos que A es débilmente compacto. Sea Y un subespacio ce-
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rrado y separable de X. Notemos que X con la topologia débil es un espa-
cio de Hausdorff ya que si x,y € X son tales que = # y, por el Corolario
1.5.7 sabemos que existe x* € X* tal que z*(z — y) # 0 o, equivalentemente,
x*(x) # 2*(y). Como z*(z) y z*(y) son elementos distintos del campo escalar
K, entonces es sencillo comprobar que existen conjuntos abiertos U y V en K
tales que z*(z) € U, z*(y) € V .y UNV = (. Asi, se obtiene que (z*)~}(U)
y (z*)71(V) son débilmente abiertos, por ser elementos de la subbase estan-
dar de la topologia débil de X, y ademéis z € (z*)"1(U), y € (z*)"1(V) y
(z*)"XU) N (z*)"1(V) = (2*)"1(U N V) = (. En consecuencia, como X con la
topologia débil es un espacio de Hausdorff y A es débilmente compacto, por el
Teorema 2.3.13, sabemos que A es débilmente cerrado. Mas atn, como Y es un
subespacio cerrado de X, del Corolario 2.2.14 se obtiene que Y es débilmente
cerrado. De lo anterior se sigue que A es un subconjunto débilmente compacto
de X que contiene al conjunto débilmente cerrado ANY, por lo que ANY es
débilmente compacto.

Conversamente, supongamos que A NY es débilmente compacto para cualquier
subespacio cerrado y separable Y de X. Sean (a,)22; una sucesion en A y
Z = ({a, : n € N}). Como {a,, : n € N} es un subconjunto numerable de X, por
el Lema 3.1.2 sabemos que Z es un subespacio separable de X. Luego, por hip6-
tesis sabemos que ANZ es débilmente compacto y claramente a,, € ANZ ¥n € N.
Consecuentemente, por el Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 2.3.25), ob-
tenemos que (ay)2, contiene una subsucesion, digamos (a,, )52, que converge
débilmente a un elemento de AN Z C A. Por tanto, toda sucesiéon de elementos
de A contiene una subsucesién que converge débilmente a un elemento de A.
Nuevamente por el Teorema de Eberlein—émulian, de lo anterior se obtiene que

A es débilmente compacto. O

En seguida, enunciaremos un teorema que nos asegura la existencia de cierto
tipo de funcionales lineales y acotadas que se relacionan con un subconjunto
A no vacio, separable y débilmente cerrado de la bola unitaria cerrada de un
espacio de Banach real siempre y cuando dicho conjunto A no sea débilmente

compacto.

Teorema 3.4.4. Sean X un espacio de Banach real y A un subconjunto no
vacio, separable y débilmente cerrado de X tal que ||z|| <1 Vz € A. Si A no es
débilmente compacto, entonces existen 6 € (0,1) y una sucesion (z})52, C X*

tales que ||zf]| <1Vn €N, lim ) (x) =0 para cada x € A y sup |z*(z)| > 0
n—oo r€A

para cualquier ©* € co({z} : n € N}).
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Demostracion. Sean X y A como en el enunciado del lema. Supongamos que
A no es débilmente compacto. Sea Y el subespacio de X dado por Y = @
Y — R

como [ly*||, = sup|y*(x)| para cada y* € Y*. Veamos que || - ||, define una
T€EA

norma sobre Y*. Como |y*(z)| > 0 para cualesquiera y* € Y* y x € A, entonces

Como ||z|]| < 1 Vx € A, entonces podemos definir la funcion || - ||,

lly*|l . > 0 para cada y* € Y*. Ademas, dados a € Ry y* € Y*, claramente tene-
mos que [lay*|[, = sup |ay®(z)| = sup |e|ly*(z)| = |af sup [y"(z)] = [aflly™[l,-
z€A T€EA T€EA

Asimismo, como:

(7 +w2) (@) < |1 (@) + |y (@) < llyilla +1yalla,

para cualesquiera y7,y; € Y™ y o € A, entonces [y +y3ll, < [lyill. + llv3ll.
para cualesquiera y7, y5 € Y*. Mas atn, si y* = 0, entonces es claro que ||y*|| , =

sup |y*(z)| = 0. Por otra parte, si ||y*||, = 0, entonces |y*(z)| = 0 para cada
z€EA

x € Ay, en consecuencia, y*(z) = 0 para cada x € A. Luego, por la linealidad
de y*, obtenemos que y*(u) = 0 para cualquier u € (A). De lo anterior y de la
continuidad de y*, se sigue que siy € Yy (u,)22 ; es una sucesion en (A4) tal que
u, — y, entonces y*(u,) = y*(y) vy y*(u,) = 0 Vn € N, por lo que y*(y) = 0.
Consecuentemente, se tiene que y*(y) = 0 Vy € Y y, por consiguiente, y* = 0.
Asi, podemos concluir que y* = 0 si y solo si ||y*]|, = 0y, por tanto, | - ||,
define una norma sobre Y*. En lo que resta de esta prueba, denotaremos por
Z al espacio normado (Y*,|| - ||,)- Sea f : A — Z* la funcion tal que, para
cada x € A, f(z) es la funcional lineal y acotada dada por (f(x))(y*) = y*(x)
Vy* € Z. Notemos que f esta bien definida ya que si x € A, entonces tenemos
que |(f(2))(y*)| = ly*(@)| < |ly*|l. Vy* € Z, de donde se sigue que f(z) € Z* y
Il f(z)]l,. <1 paracadax € A, donde ||-|

dual Z*. Ademas, tenemos que f es inyectiva. En efecto, siz,y € A C Y son tales
, q Yy , Y

,~ denota la norma usual en el espacio

que z # y, por el Corolario 1.5.7 sabemos que existe y* € Y* tal que y*(x —y) #
0 o, equivalentemente, (f(x))(y") = y"(z) # y"(y) = (f(y))(y") ¥, por tanto,
f(x) # f(y). Luego, como f es inyectiva, entonces es claro que f : A — f(A)
es biyectiva. Veamos que f: A — f(A) es un homeomorfismo si consideramos
la topologia inducida por la topologia débil de X en A y la topologia inducida

A

por la topologia débil* de Z* en f(A). Sean T, 1a topologia inducida por
la topologia débil de X en Ay 7,
débil* de Z* en f(A). Sea U € T, ;(4y,- Como U € 7, _, ., , sabemos que existe

V eao(Z*,Z)talque U = f(A)NV, por lo que f~Y(U) = f~H(f(A))Nf (V) =

.(j(a), 1a topologia inducida por la topologia
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ANf~Y(V).Seax € f~Y(U) = Anf~Y(V). Entonces, z € Ay f(x) € V y, como
V e o(Z*,Z), por el Lema 2.3.5 obtenemos que existe un subconjunto finito no

vacio E de Z tal que:
B(f(2), ) = {=* € 2°: (2" — f(#))(y") < 1 Vy* € E} C V.

Supongamos que E = {g7,...,g%}, con m € N. Por el Teorema 1.5.5, se tiene

que, para cada j € {1,...,m}, existe h; € X* tal que h} es una extension de
g; v IRl = llg; |- Sean F' = {hj :j€{1,...,m}}y

Bz, F)={we X :|z"(w—2)| <1Vz* € F}.

Como F' es un subconjunto finito no vacio de X*, por el Lema 2.2.5 sabemos que
B(z,F) € o(X,X") y, en consecuencia AN B(z, F) € 7, ,
que x € AN B(z, F) ysiwe AN B(x, F), entonces, para cada j € {1,...,m},

,- Ademds, es claro

tenemos que:

|(f(w) = f(@))(g7)] = |gj (w) = g5 (2)] = |hj(w) = hj(2)| = [Pf(w - z)| < 1.

De lo anterior, se sigue que f(w) € B(f(x),E) C V y, por consiguiente,
w e AN f71(V). Asi, se obtiene que x € AN B(z, F) C AN f~Y(V) = f~Y(U),
con ANB(x, F) €7, .
continua. Ahora, sea W € 7, v sea B € o(X, X") tal que W = AN B. Sea
z* € f(W) = f(AN B). Entonces, existe a € AN B = W tal que z* = f(a).
Como a € By B € o(X,X"*), por el Lema 2.2.5 sabemos que existe un sub-

Por tanto, f~1(U) € T, ¥» consecuentemente, f es

conjunto finito no vacio G de X*, digamos G = {v},...,v}}, con I € N, tal
que
B(a,G)={we X : |v*(w—a)| <1WW €G}CB.

Para cada j € {1,...,1}, sea wj = vj|, € Z. Sean H = {wj : j € {1,...1}}
y B(f(a),H) = {w* € Z* : |(w* — f(a))(y*)] <1 Vy* € H}. Como H es un

subconjunto finito no vacio de Z, por el Lema 2.3.5, se tiene que B(f(a), H) es

débil*-abierto en Z* y, en consecuencia, f(A)NB(f(a), H) € T, ;) Més atin,
es claro que z* = f(a) € f(A)NB(f(a),H) y si f(w) € f(A)NB(f(a), H), con
w € A, entonces, para cada j € {1,...,1}, tenemos que:

v (w = a)| = |[vj(w) —vj(a)] = |wj(w) — wj(a)| =
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|(f (w))(w) = (fa))(w))] = [(f(w) = f(a))(wj)] <1.

Asi, obtenemos que w € B(a,G) C By, por tanto, f(w) € f(AN B) = f(W).
Consecuentemente, se tiene que z* = f(a) € f(A) N B(f(a),H) C f(W), con
f(A)NB(f(a),H) € T,, ), ¥, Dor consiguiente, f(W) € 7 . .-
terior, podemos concluir que f~! es continua y, por tanto, f : A — f(A)

De lo an-

es un homeomorfismo considerando la topologia 7, ,, sobre A y la topologia

A

Twe(s(ay, SObTE f(A). Ahora, como A no es débilmente compacto, entonces f(A)

no es compacto con respecto a la topologia Ton(s(ay)? PUES A no es compacto

con respecto a la topologia 7, , . Luego, como f (A) no es compacto respecto

A

a la topologia T entonces f(A) no es débil*-compacto. Ademas, como

w(F(A))?
lf ()] ,. <1 para( c(a()i)a x € A, entonces f(A) C B,.[0,1], donde B,.[0,1] es la
bola unitaria cerrada en Z*. Asi, como el Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema
2.3.15) nos asegura que B, [0, 1] es débil*-compacta, f(A4) C B,.[0,1]y f(A) no
es débil*-compacto, entonces podemos concluir que f(A) no es débil*-cerrado.
Sea z§ € mw* \ f(A), donde f(A)w* denota la cerradura débil* de f(A).

Supongamos que existe y € Y tal que z§(y*) = y*(y) Yy* € Z. Observemos

que y ¢ A pues, en caso contrario, se tendria que z§(y*) = y*(y) = (f(v))(y*)
Yy* € Z y, por tanto, z5 = f(y) € f(A), contradiciendo la eleccion de zj. Ade-
mas, si D € o(X,X*) y y € D, por el Lema 2.2.5, obtenemos que existe un
subconjunto finito no vacio I de X*, digamos I = {aj,...,a’}, con r € N, tal
que

B(y,I)={we X :|z*(w—y)| <1Vz* eI} CD.

Para cada j € {1,...,7}, sea bj = aj|, € Z. Sean J = {bj : j € {1,...,m}} y
B(z§,J)={z*€Z*: |(z* — z§)(y*)| < 1Vy* € J}. Como J es un subconjunto
finito no vacio de Z, por el Lema 2.3.5 tenemos que B(z5,J) € o(Z*,Z) y
claramente z§ € B(z,J). Luego, como 2§ € mw*7 entonces existe a € A tal
que f(a) € f(A) N B(z},J). Asi, para cada j € {1,...,r}, se obtiene que:

*

|aj(a — y)| = [aj(a) — aj(y)| = [bj(a) = b (y)| =

|(f(@))(bF) = 25 () = [(f(a) = z5)(b7)] < 1.

De lo anterior, se sigue que a € B(y,I) C D y, por consiguiente, a € AN D.
En consecuencia, tenemos que y € A" y y & A, lo cual contradice el hecho de
que A es débilmente cerrado. Por tanto, no existe y € Y tal que z5(y*) = v*(y)

Vy* € Z. En particular, obtenemos que 2 # 0, pues, en caso contrario, se tendria
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que z5(y*) = 0 = y*(0) Vy* € Z, con 0 € Y. Consecuentemente, tenemos que
I3 .« > 0. Por otra parte, notemos que si y* € Y* es tal que ||y*|| < 1, entonces
lly ||, <1 pues |y*(x)| < |ly*||l|z|| < 1 para cada = € A. En consecuencia, si
y* € Y* yy* #0, entonces my* es una funcional lineal y acotada con norma

igual a 1 en Y* y, por consiguiente:

1
e <y)\ < Iz
o\ T 0

De lo anterior, podemos concluir que |z§(y*)| < ||z8]

P <zl -

1 1
—*z* (v") 7*9*
‘Ily T [yl

A
vl st y* € Y™\ {0}
y como z3(0) = 0, es claro que la desigualdad anterior también es valida para

Z*

y* = 0. De esta manera, tenemos que |z (y*)| < |25l ,. lly*|] YVy* € Y* y, por
donde || -

el espacio doble dual Y**. Sea C, : Y — Y™** el mapeo candnico de Y en

Z*

tanto, z5 € Y** v ||2§]ly . < 1251 denota la norma usual en

P .

Y**. Como X es un espacio de Banach y Y = (A4) es un subespacio cerrado de
X, por el Teorema 1.2.8 sabemos que Y es un espacio de Banach. Luego, como
Y es completo, de manera andloga a como se probdé en la demostracion del
Teorema 3.1.5 que el rango del mapeo canénico de un espacio de Banach en su
espacio doble dual es cerrado en el espacio doble dual de dicho espacio, se puede
ver que R(C, ) es cerrado en Y** por lo que podemos considerar el espacio
cociente Y**/R(C, ). Ahora, como no existe y € Y tal que z{(y*) = y*(y) =
(CHW))(¥*) Yy* € Y™, entonces z§ € Y** \ R(C, ). Consecuentemente, se
tiene que z3 + R(C,.) # 0+ R(C, ) vy, por consiguiente, ||z} +R(C, )| > 0. Sean

{an : n € N} un subconjunto denso y numerable de Ay § = ”ZSLQ(CY)”, de

modo que 0 < d < ||z5+R(C,)||. Sean € N.Seanc; = ... =¢, =0y cpp1 = 0.
Sean aq,...,an,+1 € R. Si a1 = 0, entonces es claro que:
n+1

= |ant1¢nt1] = |lan41/0 =0 <

E ACl
k=1

)
126 + R(C

n
> akC,y (ar) + oy 2
k=1

Por otra parte, si ;11 # 0, entonces:

n+1

E ACE

k=1

126 + R(CIl = lem1entalllizg + RIC)| = dlamalllzg + R(C, )| <
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n

o *
D oG lax) + 2

k=1 "t

n
Z arC,y (ag) + ant12]

k=1

5|O¢n+1| =0

De lo anterior, se sigue que:

n+1

E Ak Cr
k=1

0
P —
=z + RICH)I

n
Z arCy (ar) + ant125
k=1

llzo+R(Cy)II=6
2llz5+R(Cy )l
obtiene que existe ¥ € Y™ tal que 2§ (y)) = 0 = cnt1, ¥ (ax) = (Cy (ar)) (y)) =

Luego, por el Teorema de Helly (Teorema 3.1.4), para € = > 0, se

0=c, paracada k<ny

g A RECHI 2025 + RG]
S+ |z +R(CH| 1 1
<-4:=1
25 + RG22

Nuevamente por el Teorema 1.5.5 sabemos que, para cada n € N, existe 2}, € X*
tal que x7 es una extension de y y ||k || = ||| < 1. Sean x € Ay v > 0. Como
{an : m € N} es denso en A, sabemos que existe N € N tal que ||z — a, || < 7.
Asi, sin > N, se tiene que z}(a,) = y!(a,) = 0y, en consecuencia, obtenemos

que:

| (2)] = [, () — a7 (ay )| = | (z = ay )] < lzplllle —ay | < llz —ay]l <.

De esta manera, podemos concluir que lim z (x) = 0 para cada = € A. Asi-
n—oo
mismo, si * € co({x} : n € N}) y y* = z*|, € Y*, entonces, por el Lema

1.1.5, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existen M € N y na-
M M

meros reales no negativos t1,...t,, tales que * = ZWJZ y Ztk = 1. Como
k=1 k=1

xk |, =y’ para cualquier n € N, de lo anterior se sigue que:

M M
* * * *
y =z |Y = E tkmk‘y = § Ukl
k=1 k=1

Asi, se obtiene que:

M M M
) =2 (2 tky;;> S ) = 8 (z tk) _s
k=1 k=1 k=1
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De la igualdad anterior, podemos concluir que:

6 =25(y") <l () < llzoll« ly" . =

Izl .+ sup ly* () = ||z . sup [z (2)]. (3.57)
€A T€A
Sea 6 = W Como |lyill <1, |26l 5« > 0y 1251y e < ||25]l 5« » entonces:
0<d=2(y7) < |zl < llzlly- llurll < Nzl lall < Wzl .- »

por lo que 6§ € (0,1). Mas atn, de (3.57) se sigue que sup |z*(z)| > 0 para
€A
cualquier z* € co({z} : n € N}). Consecuentemente, § € (0,1) y la sucesion

()22, C X* satisfacen el enunciado del lema. O

Ahora, con base en el Teorema 3.4.4, podemos probar el teorema que enun-
ciaremos a continuacion, el cual nos garantiza que si A es un subconjunto no
vacio, débilmente cerrado y balanceado de la bola unitaria cerrada de un espacio
de Banach real y A no es débilmente compacto, entonces existe una funcional

lineal y acotada que no alcanza su supremo en A

Teorema 3.4.5. Sean X un espacio de Banach real y A un subconjunto no
vacio, balanceado y débilmente cerrado de X tal que ||z|| < 1 Ve € A. Si A
no es débilmente compacto, entonces existe x* € X* tal que x} no alcanza su

supremo en A.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach real y A un subconjunto no vacio,
balanceado y débilmente cerrado de X tal que ||z|] < 1 para cada z € A.
Supongamos que A no es débilmente compacto. Por el Lema 3.4.3, obtenemos
que existe un subespacio cerrado Y de X tal que Y es separable y ANY no es
débilmente compacto. Sea Ag = ANY. Como Ay no es débilmente compacto,
entonces Ag # (). Ademas, tenemos que Ag es separable por ser un subconjunto
no vacio del subespacio separable Y de X y claramente se satisface que ||z|| <1
para cualquier x € Ag C A. Mas atin, como Y es un subespacio cerrado de X, por
el Corolario 2.2.14, sabemos que Y es débilmente cerrado. En consecuencia, como
Y y A son débilmente cerrados, se tiene que Ag = ANY es débilmente cerrado.
Asi, hemos probado que Aj es un subconjunto no vacio, separable y débilmente
cerrado de X tal que ||z|| < 1 para cada x € Ap. Como X es un espacio de
Banach real y Ay no es débilmente compacto, de lo anterior y del Teorema 3.4.4,

se obtiene que existen 6 € (0, 1) y una sucesion ()22, C X* tales que ||z%]| <1
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Vn € N, lim 2 (x) = 0 para cada @ € Ag y sup |z*(x)| > 6 para cualquier

n—00 z€A)
2 2
z* € co({z}, : n € N}). Ahora, sea § = £, de modo que 0 < § < & < 1. Sea

., — n
(8n)22; la sucesion de nimeros reales posmvos dada por 3, = QT‘S (g) para

cada n € N. Observemos que como 0 < § < 1, entonces es claro que la serie
o0

Z By converge en R. Ademas, tenemos que:

oo _OO ) 2§ /6 n_2715(2_5)_5(1_§)_
n}_jlﬁn—i_:a(g) 5;_:1(2) =505 “aa "

Sean w* € L(x}) y y* € co({z} : n € N}). Como w* € L(z},), por el Lema 3.4.1
sabemos que para cualquier x € Ay se satisface que:

0= lim z¥(z) = lim z}(z) < w*(z) < lim 2} (2) = lim 2% (z) = 0.

n—oo n—o00 n—oo n— oo

De lo anterior, se sigue que w*(x) = 0 Vo € Ag. Luego, como Ag C Ay
w*(z) = 0 Vx € Ag, se tiene que:

sup | (y* —w*)(z)| > sup |(y" —w")(z)[ = sup [y* ()] = 6.
z€A z€Ap z€AQ
De esta manera, se obtiene que A es un subconjunto no vacio y balanceado

de X tal que ||z|]] < 1 para cada x € A, (8,)52; es una sucesion de numeros
oo

[eS)
n=1

reales positivos tal que Zﬂn =1, (z)

n=1

lzill < 1V¥n e Ny e (0,1) satisface que sup{|(y* — w*)(z)| : x € A} > 0

para cualesquiera y* € co({z} : n € N}) y w* € L(z}). En consecuencia, por

C X* es una sucesion tal que

el Lema 3.4.2, obtenemos que existen a € [, 2] y una sucesion (y)5>, C X*

que cumplen las condiciones i), ii) y 111) de dicho Lema. Sean v* € L(y}) y
z* : X — R la funcién dada por z* Z B (y (z) Vo € X. Como v*

es una funcional lineal y y;; es una funmonal hneal para cada n € N, entonces es
claro que z* es una funcional lineal. Asimismo, como el Lema 3.4.1 nos asegura
que [[v*|| < 1, pues v* € L(y}) v |lyk]l <1 Vn € N, entonces para cada © € X

se tiene que:

D) < 1Balyy — v @) <D Bullyy — v* [l <
n=1 n=1
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o0

Z gzl + o™ Dll=ll < ZﬁnQIIxH = 2|z| Zﬁn = 2[|]|-

n=1 n=1 n=1

Asi, podemos concluir que z* € X*. Veamos que z* no alcanza su supremo en A.

Seaa € A. Como v* € L(y}), por el Lema 3.4.1 sabemos que lim y(a) < v*(a).

n—oo
De lo anterior, se obtiene que:

inf y*(a) —v*(a) < lim y’(a) —v*(a) <0< 6 — 2.

n=2 n—00
De la desigualdad anterior, obtenemos que existe k& € N tal que y; , ; (a)—v*(a) <
02 —26. Ademas, como 6 < «, tenemos que y;_ (a) —v*(a) < 02 =20 < af —26.
Luego, como ||y:|| < 1 paracadan € N, ||[v*|| < 1y la sucesion (y);)>2, satisface

la condicion iii) del Lema 3.4.2, entonces se tiene que:

@)=Y Balys —v7)(a) =
Z B (yn — ) + Zﬁn (yn = v")(@) + Brs1(Yryr —v")(a) <

n=k+2

0o k
S Bl —v) @)+ 3 Bulyl — v)(@) + Brya(ab — 26) <

n=k+2
Z Bullynll + lv*IDllall + Brr1(ad — 26) + sup Zﬁn (yn —v7)(2)| <
n=k+2 w€A
> 2Bullall + Brya(af — 26) + sup Zﬁn n— V) ()| <
n=k+2 z€A n=1
2 Z B + Br41(ab — 26) +SUP Zﬁn v)(z)] <
n=k+2
2 Z Bn+ﬁk+1(a9—25)+a<1—9 Z ﬁn>. (3.58)
n=k+2 n=k+1

Ahora, como

S5 5 RO

n=k+2 n=k+2 n=k+1
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2> 50(5) =3 2 B<d 3, b
n=k-+1 n=k+ n=k+1

de la desigualdad (3.58) y del hecho de que 0 < 6% — 2§ < afl — 24, se sigue que:

z*(a)<a<1—9 Z Bn>+,6’k+1(a9—26)+2 Z B <

n=k+1 n=k+2

a<1—9 Z ﬁn>+5k+1(a9—25)+2(5 Z ﬁn:

n=k+1 n=k+1

a+ Beri(af —20) — (@0 —20) Y Bu=a—(af-20) Y B, <

n=k+1 n=k+2

Zﬁn - )

= sup |z*(x)|,
€A

o = sup
z€A

Zﬂn yr —v*)(x)| se obtiene de la condicion

n=1
ii) del Lema 3.4.2 que satisface la sucesion ()52 ;. Por tanto, tenemos que

donde la igualdad o = sup
€A

z*(a) < sup |z"(z)| para cualquier a € A. Ademés, como A es balanceado,
por el Le:rif 1.1.3, sabemos que A = —A. Consecuentemente, obtenemos que
sia € A, entonces —a € —A = Ay, por consiguiente, z*(a) < sup |z*(z)| y
—z*(a) = z*(—a) < sup |z*(z)|, de donde se sigue que |z*(a)| < suST;* (z)]. Por
tanto, para cualquieieaAG A se tiene que: red

2% (a)] < sup 2% (z)],
z€EA

y, en consecuencia, z¥ no alcanza su supremo en A. O

Finalmente, como consecuencia del Teorema 3.4.5, podemos enunciar y pro-

bar el Teorema de Compacidad débil de James.

Teorema 3.4.6 (Compacidad débil de James). Sean X un espacio de Banach.
Si A es un subconjunto no vacio y débilmente cerrado de X, entonces A es
débilmente compacto si y solo si para cualquier x* € X* se satisface que x;

alcanza su supremo en A.

Demostracion. Sean X y A como en el enunciado del teorema.

En primer lugar, supongamos que A es débilmente compacto. Sean z* € X*
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y (an)5e, una sucesion en A tal que lim |z*(a,)| = sup |z*(x)|. Como A es
n—0o0 TEA
débilmente compacto, por el Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 2.3.25),

sabemos que existen a € A y una subsucesion de (a,)0%;, digamos (an, )52,
w .

tales que a,, — a. Luego, por el Teorema 2.2.7, de lo anterior obtenemos que

lim z*(a,,) = z"(a) y, por consiguiente, lim |z*(an,)] = |z*(a)|. Ademas,

k—o0 k—o0

como (an, )7, es una subsucesion de (a,)5%,, entonces tenemos que a € A

satisface la igualdad:

sup [a*(a)| = lim [x" (a,,)] = Ja* (o).
Por tanto, x; alcanza su supremo en A.

Conversamente, supongamos que para cualquier z* € X* se cumple que z}
alcanza su supremo en A. Comenzaremos por considerar el caso en que X es
un espacio vectorial sobre R. Supongamos pues que X es un espacio de Banach
real. Notemos que si U es un subconjunto débilmente abierto de X, entonces tU
también es un subconjunto débilmente abierto de X para cualquier ¢ # 0. En
efecto, si U € o(X, X™*), t es un escalar distinto de cero y x € tU, entonces se
tiene que %x € U. En consecuencia, por el Lema 2.2.5, sabemos que existe un

subconjunto finito no vacio F' de X*, digamos F' = {z7},...,z}}, con k € N, tal

1
B(tx,F> :{yeX:

Para cada j € {1,...,k}, sea By (z,7}) = {y € X :

vemos que, para cada j € {1,...,k}, tenemos que:

que:

1
o ly— -z )| <1V e F, CU.
t

ri(y — z)| < |t[}. Obser-

Byy(w,2}) = ()7 (B( (@), [¢])),

donde B(zj(x),[t|) denota la bola abierta en R con centro z}(z) y radio [¢].
De lo anterior obtenemos que, para cada j € {1,...,k}, Bjy(z,z}) es un ele-
mento de la subbase estandar de la topologia débil de X y, por consiguiente,
k
Bpy(z,2}) € o(X,X") Vj € {1,...,k}. Asi, se obtiene que ﬂ By (x, x}) es
j=1
k
débilmente abierto y si y € ﬂ Byy(z, ), entonces, para cada j € {1,...,k} se
j=1
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cumple que:

(11 Lty
2il-y—-z||=|-2f(y—x)| =
i\3Y T % A

De esta manera, podemos concluir que %y eB (%x, F) C U y, por tanto, y € tU

. 1
|25 (y —2)| < mltl =1

1
t

k k
siy € ﬂ By (z, 7). Como claramente se tiene que z € ﬂ By (z, ), entonces
i=1 i=1
tenemos que:
k
T € ﬂ By (z,z7) C tU,
Jj=1

k
con m Byy(z, ;) débilmente abierto. Por tanto, si U € (X, X*) y t es cual-
j=1

quier escalar distinto de cero, entonces tU € o(X, X*). Por otra parte, notemos
que si x* € X*, entonces, por hipotesis, sabemos que existe a € A tal que

sup |z*(x)| = |x*(a)|] < co. En consecuencia, tenemos que z*(A) es un subcon-
z€EA

junto acotado de escalares para cada z* € X™* de donde se sigue, por el Corolario
2.2.11, que A es acotado. Sean M > 0 tal que ||z|| < M paracadax € Ay
Ap = ;A Es claro que Ay es un subconjunto no vacio de X y que [|z| < 1
para cada z € Ay. Ademaés, tenemos que Ay es débilmente cerrado, ya que si
A" y Aiou) denotan la cerradura débil de A y la cerradura débil de Ag, respec-
tivamente, y € /Tow, entonces para cualquier subconjunto débilmente abierto
V de X tal que Mz € V, se tiene que x € ﬁV y ﬁV € o(X,X™). Luego,
como x € Tgw, se obtiene que existe y € ﬁV NAg = ﬁV N ﬁA, de donde
claramente se sigue que My € VN A. Asi, obtenemos que Mx € A =4 y, por
tanto, x € Ay Consecuentemente, se tiene que /Tow C Ay y, por consiguiente,

Ap es débilmente cerrado. Ahora, para cada x* € X* sean oy« = sup |z*(x)]
€Ay

v Dy ={y € X : |2*(y)|] < az} = (2*)"H(B[0, az+]), donde B|0, a,+] denota

la bola cerrada en R y radio ag«. Sea D = ﬂ Dy . Como cada z* € X*
r*eX*

es continua con respecto a la topologia débil de X y BJ0, ;-] es cerrada en R

para cada x* € X*, entonces D,~ es débilmente cerrado para cada z* € X*, de
donde se obtiene que D es débilmente cerrado. Ademaés, es claro que Ay C D+
para cada z* € X*, por lo que Ag C D y, en consecuencia, D es no vacio. Méas
aun, tenemos que D,- es balanceado para cada z* € X*, yaquesi z* € X* y

y € aDg+, con a € R tal que o] < 1, entonces existe z € D,+ tal que y = az vy,
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por tanto:
2% (y)] = |27 (az)| = [ax™(2)] = |el|z”(2)] < |27(2)] < -

De lo anterior, se obtiene que aD,« C D+ y, consecuentemente, D,- es balan-
ceado para cada z* € X*. Luego, como D,~ es balanceado para cada z* € X*,
entonces el Lema 1.1.3 nos permite concluir que D es balanceado. Asimismo,

como ||z|]| < 1 para cualquier z € Ay, entonces, para cada x* € X* se tiene que:

e = sup (1) < sup ()] = 27| (3.59)
zE€Ap reX
llzl <1

Ahora, si existiera y € D tal que ||y|| > 1, del Corolario 1.5.7 se obtendria que:

[yl = sup @ (*y)‘ > 1,
erex |z
™ #£0

y, por tanto, existiria xf € X* \ {0} tal que lZaWl - 1. Como y € D, de la

[

desigualdad (3.59) y la desigualdad anterior, se seguiria que:

o]l < lzo(y)] < ey < [lagll,

lo cual claramente es una contradiccion. Por tanto, si y € D, entonces ||y|| < 1.

Veamos que toda funcional lineal y acotada en el espacio dual X* alcanza su

supremo en D. Sea y* € X*. Por hipotesis, sabemos que existe a € A tal que

ly*(a)] = sug ly*(x)]. Sea u = +ra € Ay C D. Entonces, por la linealidad de y*,
z€

tenemos que:
v ()] = |y (a)] = — sup [y* ()| Ly (@)
u)| = a)|l = — sup z)| = sup — )| =
Y " M eca Y ceA M 4

sup
z€EA

1
y* (az)‘ = sup |y*(2)] = ay.
377)| = s ) =,
Ahora, como Ay C D, se tiene que |y*(u)| = sup |y*(z)] < sup |y*(y)|- Sea
z€Ao yeD
(yn)S2; una sucesion en D tal que lim |y*(y,)| = sup |y*(y)|. Como y, € D
n—oo yeD
Vn € N, entonces |y*(yn)| < ay+ = |y*(uw)| Vn € N, de donde se sigue que:

sup [y*(y)| = lm [y"(yn)| < ly*(u)|.
yED n—oo
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Asi, obtenemos que u € D satisface la igualdad |y*(u)| = sup |y*(y)| v, en con-
yeD

secuencia, y; alcanza su supremo en D. Por tanto, D es un subconjunto no
vacio, débilmente cerrado y balanceado de X tal que ||y|| < 1 para cada y € D
y para cualquier y* € X* se cumple que y’ alcanza su supremo en D. Luego,
por el Teorema 3.4.5, se obtiene que D es débilmente compacto. Ademas, como
Ag € Dy Ay es débilmente cerrado, de lo anterior se sigue que Ag es débilmente
compacto. En consecuencia, si {U;}ier C o(X, X*) es una cubierta débilmente
abierta de A, entonces claramente se tiene que {%Ul}Z ¢ €8 una cubierta dé-
bilmente abierta de Ag. De la compacidad débil de Ay obtenemos que existe un
subconjunto finito J de I tal que {ﬁUj}j ¢y €S una cubierta débilmente abierta
de Ay y, por consiguiente, {U;};c s es una cubierta débilmente abierta de A. Por
tanto, A es débilmente compacto.

Por otra parte, si X es un espacio de Banach sobre C, entonces consideramos el
espacio de Banach real X, que se obtiene al restringir el producto de vectores
por escalares a R x X. Notemos que la topologia débil de X y la topologia débil
de X, coinciden. En efecto, ya que si y* € (X,)*, por el Lema 1.3.22 sabemos
que existe x* € X* tal que Re(z*) = y*. Como z* es continua con respec-
to a la topologia o(X, X*) v |y*(z)| = |Re(x*)(x)| < |z*(z)| para cualquier
z € X, entonces es sencillo ver que y* es continua con respecto a la topologia
o(X, X*). Por tanto, para cualquier y* € (X,)* se tiene que y* es continua con
respecto a la topologia débil de X y, por el Lema 2.2.1, podemos concluir que
o(Xr, (X;)*) Co(X, X*). Ademas, si z* € X*, nuevamente por el Lema 1.3.22,
tenemos que Re(z*) € (X,)*. Mas atn, si v* : X, — R es la funcion dada por
v*(z) = Re(z*)(iz) Vx € X, entonces es claro que v* es lineal y |[v*(z)| =
|Re(z*)(iz)| < |z*(iz)] < |lz*||lliz]l = ||z*||l|z|| para cualquier z € X, por
lo que v* € (X,)*. Luego, como el Lema 1.3.22 nos asegura que z*(z) =
Re(z*)(z) —iRe(z*)(ix) = Re(z*)(z) —iv*(x) Vo € X y Re(z*) y v* son conti-
nuas con respecto a la topologia o(X,., (X,)*), es sencillo comprobar que z* es
continua con respecto a la topologia o(X,, (X,)*). Asi, tenemos que para cual-
quier z* € X* se cumple que z* es continua con respecto a la topologia débil
de X, de donde se obtiene, por el Lema 2.2.1, que (X, X*) C o(X,, (X,)*).
Ahora, como A es débilmente cerrado en X, entonces A también es débilmente
cerrado en X,.. Siguiendo con la notacién introducida anteriormente para los
conjuntos Ag y D, de manera analoga a como se hizo en la prueba del teorema
para el caso de un espacio de Banach real, se puede ver que Ag es débilmente

cerrado en X,, Ag C D, D es un subconjunto no vacio, débilmente cerrado
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y balanceado de X, tal que ||y|| < 1 para cada y € D y que para cualquier

y* € X* existe u € D tal que |y*(u)| = sup |y*(y)|. Sea u* € (X,)*. Por el
yeD
Lema 1.3.22, sabemos que existe w* € X* tal que Re(w*) = u*. Sea v € D

tal que |w*(v)| = sup |w*(y)|. Andlogamente a como se hizo en la prueba del
eD

y

inciso ¢) del Lema 1.3.22, podemos ver que existe a,, € C tal que |a,| = 1y

w*(ayv) = |w*(v)] = sup |w*(y)|. Observemos que como D es balanceado y
yeD

|a,| = 1, entonces a,v € a,D C D. Méas atn, como |Re(w*)(z)| < |w*(z)|

Vr € X y w*(apv) = |w*(v)| es un ntmero real no negativo, entonces se tiene
que:

sup |u”(y)| = sup [Re(w")(y)| < sup |w*(y)| = [w*(v)| =
yeD yED yED

w*(ayv) = [Re(w”)(ayv)| = [u*(ayv)| < sup |u*(y)].
yeD

De lo anterior se obtiene que para cada u* € (X,)* existe w € D tal que

|u*(w)| = sup |u*(y)|. Por tanto, D es un subconjunto no vacio. débilmente
yeD
cerrado y balanceado de X, tal que ||y|| < 1 para cualquier y € D y para cual-

quier u* € (X, )* se satisface que u} alcanza su supremo en D. Por el Teorema
3.4.5, obtenemos que D es débilmente compacto en X, y, en consecuencia, D
es débilmente compacto en X. A partir de lo anterior, para concluir que A es
débilmente compacto podemos proceder de manera analoga a como se hizo en

la prueba del teorema para el caso de un espacio de Banach real. O

Es importante notar que el Teorema de compacidad débil de James es, en
efecto, una version maés fuerte del Teorema de James presentado en la seccion
3.3. Para ver lo anterior, observemos que si X es un espacio normado, entonces
el Teorema 2.2.13 nos asegura que la bola unitaria cerrada en X es un sub-
conjunto débilmente cerrado de X, ya que la bola unitaria cerrada en X es un
subconjunto convexo y cerrado en X. Asi, aplicando el Teorema de compacidad
débil de James a la bola unitaria cerrada de un espacio de Banach y el Teorema
3.2.2, obtenemos la caracterizacion de reflexividad para un espacio de Banach

enunciada en el Teorema de James.
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