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Resumen

En este trabajo usamos la correspondencia AdS/CFT para calcular, en
una teoria de norma fuertemente acoplada, la primera correccion de
la entropia de entrelazamiento del campo gluénico producido por un
quark estdtico e infinitamente pesado. La correspondencia AdS/CFT es
un enunciado de equivalencia que relaciona teorias con y sin gravedad,
nos da una nueva visién y nos permite realizar calculos en el régimen
de acoplamiento fuerte para diversas teorias de campos. La cantidad de
interés en este trabajo es la entropia de entrelazamiento, que cuantifica
el grado en el que subsistemas estdn correlacionados cudnticamente.
Con la correspondencia AdS/CFT, ésta cantidad es calculada median-
te la prescripciéon de Ryu y Takayanagi. A partir de esta prescripcion,
Karch y Chang derivaron una férmula simple y compacta para calcular
la aportacion a la entropia de entrelazamiento debida a una brana de
prueba. Nosotros, en el presente trabajo, usamos la férmula de Karch y
Chang para calcular la entropia de entrelazamiento usando como prue-
ba una cuerda fundamental, que corresponde a un quark en la teoria
de norma. Para ello debemos considerar dos contribuciones, una de
las cuales es un término de regularizacién. Ambos términos contribu-
yen importantemente, dando como resultado 0.5 = @ Este resultado
esta de acuerdo con el reportado por Lewkowycz y Maldacena, obte-
nido mediante otras técnicas. Nuestro célculo sirve entonces como una
verificacion del procedimiento propuesto por Karch y Chang, y tam-

bién del método de Lewkowycz y Maldacena.
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Cuerdas y la
Correspondencia AdS/CFT

Dos de los pilares mas importantes de la fisica, que surgieron a principios del si-
glo XX, son la Mecanica Cudntica y la Relatividad General. Aunque ha pasado casi
un siglo desde que se establecieron sus bases, se siguen encontrando caracteristicas
propias de cada teoria. Asi como también, fendmenos que necesitan una descrip-
cién conjunta de las dos teorias y que han sido grandes desafios conceptuales para
los fisicos tedricos actuales.

La Relatividad General de Einstein, RG, funciona para describir las escalas mas
grandes del Universo, tales como las galaxias y las estrellas. Establece que todos
los objetos deforman el espaciotiempo en menor o mayor medida, dependiendo de
su energia. Esta curvatura es la nocién que tenemos de la gravedad. El enunciado

anterior es cuantificado en las ecuaciones de Einstein como sigue:
1 2
R, — QQWR = KT). (1.1)

El lado izquierdo de esta ecuacidn es puramente geometria y describe la curvatura;
donde R, R,, y g,. son respectivamente el escalar de Ricci, el tensor de Ricci y

la métrica. El lado izquierdo corresponde al contenido material y se cuantifica con
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el tensor de energia-momento, 7),,. Mientras que la constante ~ esta relacionada
a la constante gravitacional de Newton por medio de x*> = 87G. Ahora, si lo que
buscamos es la descripcién del mundo a escalas subatémicas, recurrimos a la MC,
donde no sabemos con precision el comportamiento de los cuerpos y hablamos de
un comportamiento incierto.

La descripcion conjunta de la MC y la RG podria darnos herramientas para ex-
plicar grandes interrogantes como los primeros instantes del universo, que presun-
tamente comenzo con una gran explosion. Si se logra una descripcion unificada de
ambas teorias, la naturaleza cudntica de la gravedad permitiria incluir a la gravedad
en una teoria que unifique a las cuatro interacciones. Este hecho se ha buscado por
afios, ya que tres de las cuatro interacciones fundamentales (fuerza fuerte, fuerza
débil y el electromagnetismo) se pueden describir en términos del lenguaje cuénti-
co. La teoria que contiene a las tres interacciones es denominada Modelo Estandar.

Uno de los fuertes candidatos para obtener una gravedad cudantica consistente y
una teorfa que unifique las cuatro fuerzas fundamentales es la Teoria Cuerdas. Esta
surgi6 en los afos 60’s, al principio su finalidad era describir a los hadrones, pero
después la Teoria de Cuerdas fue desplazada por QCD. La idea basica de Teoria de
Cuerdas es que todas las particulas fundamentales son en realidad manifestaciones
de otros objetos mds elementales: cuerdas.

Si bien la Teoria de Cuerdas tiene metas mas ambiciosas, como la biisqueda de
una teoria unificadora, también se ha obtenido a partir de ésta herramientas mas
modestas. En 1997 Juan Maldacena propone una herramienta que hoy es conocida
como la correspondencia AdS/CFT y que en los recientes afos ha dado avances
significativos, ya que amplia el panorama hacia diversos campos de la fisica tedrica.

En lo que resta de este capitulo daremos una breve introduccion a la Teoria
de Cuerdas y a la correspondencia AdS/CFT. Resaltaremos los ingredientes mas
importantes de la Teoria de Cuerdas para dar una explicacion de la correspondencia
AdS/CFT.



1.1 Teoria de Cuerdas

1.1 Teoria de Cuerdas

La idea detras de la Teoria de Cuerdas es considerar objetos extendidos en una
dimension como los objetos fundamentales, en vez de particulas puntuales. A estos
objetos unidimensionales se les conoce como cuerdas.

De la misma manera que el movimiento de una particula describe una linea de
mundo en el espaciotiempo, las cuerdas barren una superficie (1 + 1)-dimensional
en el espaciotiempo a la que denominamos hoja de mundo, >.. Parametrizamos la
hoja de mundo con las coordenadas escalares 7 y o, que esencialmente correspon-
den al tiempo y la posicion espacial a lo largo de la cuerda, respectivamente. Como
estamos interesados en la trayectoria que dibuja la cuerda en el espaciotiempo, es
conveniente introducir los campos X (o, 7), que nos dan la receta para saber cémo
esta encajada la hoja de mundo en el espaciotiempo d-dimensional. Aqui M es un
indice espaciotemporal, M =0,...,d — 1.

La fisica de la cuerda no depende de como estd parametrizada la hoja de mundo,
sino de la inmersién de la hoja de mundo en el espaciotiempo. La accién invariante

mads simple, que describe la dindmica de la cuerda, es la acciéon de Nambu-Goto,

1
Sng = —M/Edadﬁ/—det(ga[g),

donde  gup = 0 XM XN Gyn. (1.2)

Siendo ¢, la métrica inducida en la hoja de mundo y Gj/n la métrica del es-

_1
2ral”?

paciotiempo. El coeficiente de la accién, T' = es la tension de la cuerda y
esta relacionado con la longitud caracteristica de la Teoria de Cuerdas /, (asociada
con el tamafio caracteristico de las cuerdas) por medio de o’ = [2.

La hoja de mundo de una cuerda que se propaga de manera libre tiene diferente
topologia dependiendo de si es una cuerda cerrada o abierta. Para una cuerda ce-
rrada tenemos una topologia de un cilindro, mientras que para una cuerda abierta
es la de una tira. En el caso de la cuerda cerrada, el encaje X es periédico en
la coordenada o sobre el cilindro. Para la cuerda abierta, imponemos condiciones
de frontera (sobre los campos X*) en los puntos finales de la cuerda; estas condi-
ciones pueden ser de Dirichlet o de Neumann, para cada uno de los extremos. El
significado fisico de las condiciones de frontera de Neumann es que no hay flujo

de momento por los extremos de la cuerda, es decir los extremos son libres. Las
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condiciones de frontera de Dirichlet establecen que los extremos de la cuerda estan
fijos en el espaciotiempo y entonces hay un momento que fluye por ellos.

Las condiciones de Dirichlet no fueron consideradas por afios, debido a que
violan la invarianza de Poincaré, ocasionando que el momento de la cuerda no se
conserve. Sin embargo, volvieron a ser tomadas en cuenta cuando se entendié que
el momento que escapa por los extremos de la cuerda es absorbido por otros objetos
dinamicos, conocidos como Branas de Dirichlet o D-Branas [1]. En la seccion 1.1.2
daremos mads detalles de las D-Branas.

La accién de Nambu-Goto no es una expresion sencilla si lo que se quiere es ob-
tener las ecuaciones de movimiento o cuantizarla. Existe una manera cldsicamente

equivalente de describir la dindmica de la cuerda, utilizando la accién de Polyakov,

1
Sp == [ drdoy/~det(has)h**0, XM 05X Gy, (1.3)
)

donde h,g(7,0) es una métrica intrinseca en la hoja de mundo, semejante a las
métricas 2-dimensionales usadas en RG. La accién Sp es invariante bajo trans-
formaciones de Poincaré (XM — XM = AMXN 4 M donde AY y a™ son
transformaciones de Lorentz y traslaciones del espaciotiempo, respectivamente),
reparametrizaciones locales de la hoja de mundo (6 +— ¢'* = f%(0)) y transfor-
maciones de Weyl (hos(7,0) + e*T D hs(1, 7).

El proceso de cuantizacién a partir de una teoria cldsica no siempre es com-
patible con las simetrias presentes en la accion clésica. Por ejemplo, en el caso de
la Teoria de Cuerdas las transformaciones de Weyl no dejan invariante la medida
de integracién, cuando esto sucede tenemos una anomalia en la teoria. Para ser es-
pecificos, la anomalia asociada con las transformaciones de Weyl se conoce como
anomalia de Weyl o anomalia conforme. En la cuerda bosénica se puede demostrar
que la anomalia de Weyl es proporcional a d — 26, lo que determina la dimen-
sidn critica de la Teoria de Cuerdas bosodnica, es decir la Teoria de Cuerdas solo es
consistente en un espaciotiempo de 26 dimensiones. Si incluimos fermiones en la
teoria, se obtiene una dimension critica de 10 dimensiones.

En la version supersimétrica de la Teoria de Cuerdas se tiene una teoria de
campos supersimétrica en (1+1)-dimensiones con d supercampos, cada uno for-

mado por una coordenada bosénica X y dos coordenadas fermidnicas ! (los
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supercompafieros de X ™). Cuantizando la teorfa, el espectro contiene un nimero
finito de excitaciones con masa cero y un nimero infinito de excitaciones masivas,
con masa m? = %(n —a), donde n € Ry a es una constante. Cada una de estas
excitaciones representa a un tipo especifico de particula. Un punto a resaltar es que
para los estados masivos la masa va como el inverso de /. Si esperamos que [ sea
del orden de la longitud de Planck (~ 10~3°m), entonces las excitaciones masivas
de la Teoria de Cuerdas estan fuera de lo que un acelerador puede obtener hoy en
dia. Es por esta razén que la informacién la obtenemos sélo de los estados con
masa cero.

Los fermiénes ¢}/ en la hoja de mundo de la cuerda cerrada pueden ser pe-

riédicos (Ramond, R) o antiperiddicos (Neveu-Schwarz, NS),

@Z)f(a + 27, 7) = wﬂ\r/[(a, T),

—]&\-/I(O— + 27r? T) = _wy(o—a T)a

respectivamente. Donde la condicion de periodicidad puede ser elegida de manera
independiente para cada quiralidad. Esto lleva a cuatro sectores diferentes de la
teoria de cuerdas cerrada. Excitaciones en los sectores NS-NS y R-R son bosones
espacio-temporales. Mientras excitaciones en los dos sectores mixtos R-NS y NS-
R son fermiones espacio-temporales. Para la cuerda abierta, las condiciones de
frontera acoplan entre si a las dos quiralidades, obteniendo sélo dos sectores: el
sector de NS con bosones y el sector de R con fermiones.

La supersimetria permite formular consistentemente cinco diferentes Teorias de
Supercuerdas: Supercuerdas tipo IIA, Supercuerdas tipo IIB, Supercuerdas tipo I,
Supercuerdas Heterdticas SO(32) y Supercuerdas Heterdticas s x FEg. Fue hasta
los 90’s cuando se descubri6 que estas cinco teorias forman parte de una sola es-
tructura subyacente, conocida como teoria M. Para los intereses de este trabajo sélo
nos enfocaremos en las teoria tipo IIB, y en la siguiente seccion daremos algunas

de sus caracteristicas.

1.1.1 Teoria de Cuerdas IIB y su accion efectiva

La Teoria de Cuerdas en la que estamos interesados es la teoria de Supercuerdas

IIB. Incluye cuerdas cerradas propagandose en un espaciotiempo plano en d =
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9 + 1 dimensiones, y el “II” es un nimero romano que representa el nimero de
supersimetrias espaciotemporales de la teoria, es decir N = 2. El “B” indica que la
teoria es quiral, a diferencia de la “IIA” que es no quiral. Al considerar estados que
incluyen D-branas dentro de la teoria también se deben considerar cuerdas abiertas.

Los estados masivos de esta teoria tienen masa m? = %", entonces para energias
F << li basta con considerar los estados con masa cero. Para el sector de NS-NS,
los estados no masivos se asocian con el dilatén ¢(X 1), el gravitén o métrica Gy
y el campo de Kalb-Ramond (también conocido como 2-forma Kalb-Ramond)
B(). En el sector de R-R, los modos de masa cero son: el axién o 0-forma C’(O),
una 2-forma C'yy y una 4-forma C'y).

A lo largo de este trabajo, solo utilizaremos la parte bosénica de la teoria, pero
por completez mencionaremos el sector fermidnico, que corresponde a los sectores
mixtos, R-NS y NS-R. En estos sectores se tienen dos espinores de Majorana-Weyl
con la misma quiralidad, llamados dilatinos, que son los supercompaiieros del di-
laton. Se obtienen también dos supercompaiieros del graviton, llamados gravitinos,
que corresponden a un vector por un espinor de Majorana-Weyl, con quiralidad
contraria a los de los dilatinos.

Recordemos que para energias £/ << i estamos considerando el espectro no
masivo, es decir s6lo un nimero finito de campos. La accién a bajas energias que
aproxima la dindmica de la Teoria de Cuerdas es una teoria conocida como super-

gravedad IIB. Dicha accién en el llamado marco de Einstein tiene la forma:
1 1 1

el 1 -
SIIB — ﬁ dlol’ —G[R — §(v¢)2 — 56 ¢H(23) — §€2¢F(21)
1 1 1
—3¢F — 7F6)] - W/CM) NHe N Eg, (14

donde hemos escrito los campos de norma Biy), C(g), C(2), C(4) en términos de sus
intensidades: H(3) = dB(y), F(1) = dC(o), F(3) = dC2) y F(5) = dC4), respectiva-
mente. Ademas de la accion (1.4) se impone la restriccion de autodualidad de Fs)
a nivel de las ecuaciones de movimiento; estrictamente hablando, la dindmica del
la teoria tipo IIB a bajas energias es gobernada por las ecuaciones de movimiento
que se obtienen de la accion més el requisito de autodualidad de Fis).

La constante x? estd dada por:

2k = (2m)"g218.
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donde [, es la longitud de cuerdas y g, la constante de acoplamiento de cuerdas, que
determina la amplitud de probabilidad del proceso de dispersion. Esta constante no
es un pardmetro libre de la teoria, sino que esta relacionada con el valor esperado

en el vacio del campo del dilatén,
gs = ', (1.5)

La accién efectiva completa de la teoria de cuerdas no es la expresion (1.4),
ya que incluye una serie de correcciones con derivadas de orden superior. Sin em-
bargo, estas correcciones por andlisis dimensional aparecen con potencias cada vez
mads altas de [, y por lo tanto se convierten despreciables a bajas energias.

Un punto que cabe resaltar, es que las soluciones a las ecuaciones de movimien-
to de supergravedad IIB son fondos, que representan distintos estados permitidos

en la teoria de cuerdas IIB. En la siguiente subseccion veremos uno de estos fondos.

1.1.2 Branas

Hasta ahora hemos hablado del espectro de las cuerdas cerradas y la accién
efectiva a bajas energias de la Teoria de Cuerdas. El espectro no perturbativo de la
Teoria de Cuerdas IIB incluye otros objetos conocidos como Dp-branas. Estos son
objetos extendidos en p-dimensiones, cargados bajo los campos de R-R [2], cuyas
excitaciones se describen a través de cuerdas abiertas, cuyos extremos terminan en
la Dp-brana [1]. La Dp-brana traza un volumen de mundo (p + 1)-dimensional y
los extremos de la cuerda abierta son libres de deslizarse a lo largo de las p + 1
direcciones paralelas a la Dp-brana, X, y se mantienen adheridos a la Dp-brana
en las direcciones transversales, X*. De esta manera, las X obedecen condiciones
de Neumann y las X" condiciones de Dirichlet.

Las Dp-branas pueden ser analizadas desde dos puntos de vista diferentes: co-
mo hiperplanos dindmicos donde las cuerdas abiertas tienen sus extremos 0 como
objetos muy masivos, y que por lo tanto curvan el espaciotiempo, es decir, corres-
ponden a soluciones soliténicas en Teoria de Cuerdas.

Veamos primeramente a las Dp-branas como hiperplanos dinamicos. Desde este
punto de vista, las cuerdas abiertas inicamente pueden existir en presencia de Dp-

branas, y su tensién es la misma que la tension de una cuerda cerrada, 7' = ﬁ, ya
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que sus puntos internos son idénticos; sélo los puntos finales de la cuerda abierta
marcan la diferencia. Con esto en mente, podemos considerar a las cuerdas abiertas
como filamentos de la misma D-brana que contiene los extremos de la cuerda. De
esta manera, el espectro de la D-brana puede ser obtenido calculando el espectro
cuantico de la cuerda abierta, dando lugar a una torre infinita de estados con masas
proporcionales a zl Los campos sin masa del espectro son: 9 — p campos escalares
®{(X*) (uno por cada coordenada normal), un campo de norma A”(X®), y un
campo espinorial W(X“).

Las interacciones de cuerdas abiertas se pueden obtener calculando amplitudes
de dispersion, donde se obtiene que el proceso es controlado por la constante de
interaccion de cuerdas, g,. A bajas energias existe una accion efectiva que contiene
a las interacciones de los campos no masivos, y que se conoce como la accién
(supersimetrizada) de Dirac-Born-Infeld. Al acoplar los modos de la D-brana con
los campos de supergravedad, se obtiene una accién generalizada de Dirac-Born-
Infeld:

Sper = —T, / dp+lae—¢\/ —det(P|glag + P[Blag + 2T/ Fop)

+7, / oy PlClyn) APt e (1)
q

donde en la norma estitica X* = 0%y X' = 2wa/®". F,5 es la intensidad de

M N
campo, Fop = 0,43 — 05Aa. Y Plglap = %%

al volumen de mundo de la Dp-brana. B,3 y C(,41) son respectivamente el tensor

gy es laretraccion del tensor

antisimétrico de Kalb-Ramond del sector de NS-NS y las (¢ + 1)-formas del sector
de R-R. El factor 7, es la tensioén o energia por unidad de volumen de la Dp-brana,

1

T, = — 1.7
P gl (D

Para investigar la dindmica del campo de norma F, 3, apagamos el campo de
Kalb-Ramond y las p-formas de R-R, y consideramos también un dilatn constante.
Expandiendo la accién de DBI y quedandonos con el orden no trivial mds bajo en

o'

S = —(271'0/)247—])/dp+10Fa[3F0‘5. (1.8)
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1.1 Teoria de Cuerdas

Esta accion es Yang-Mills con grupo de norma U (1), o en otras palabras, la accion
de Maxwell. De la expresion (1.8) y (1.7) podemos leer la constante de acopla-
miento de Yang-Mills,

s

2 _ o _9 p—3
Iym = T 2ra)? gs(2m)P 2/, (1.9

Una propiedad importante de las D-branas se presenta cuando tenemos un sis-
tema conformado por N D-branas coincidentes. Identificamos los puntos finales de
la cuerda abierta por medio de dos indices [/, J], que nos indican que el extremo
inicial de la cuerda estd en la D-brana nimero / y el extremo final de la cuerda
estd en la D-brana nimero J. Si consideramos que hay dos orientaciones para cada
cuerda, tenemos entonces N2 tipos o sectores de cuerdas abiertas. Desde este punto
de vista, el resultado de que cada D-brana tiene un campo de norma viviendo en su
volumen de mundo se generaliza, y entonces se tiene un campo de norma por cada
sector, es decir N2 campos de norma en total. Todos estos campos de norma inter-
actian y en el limite de bajas energias definen una teoria de Yang-Mills, pero ahora
con grupo de norma U(N). Una manera conveniente de escribir estos N2 campos
es en una matriz de N x N que escribiremos como A;;,donde I, J =1,..., N, lo
cual nos hace pensar que el grupo de norma es no abeliano.

Como las D-branas tienen masa, podemos esperar que curven el espaciotiempo
y por lo tanto se les puede describir como soluciones (soliténicas) de las ecuacio-
nes de movimiento de supergravedad [2]. Estas soluciones son generalizaciones
extendidas de agujeros negros a los que se les denomina branas negras. Las branas
negras (al igual que las D-branas) estdn cargadas bajo el campo R-R con p + 1
indices [2].

En la seccién 1.1.1 vimos que la accidn efectiva a bajas energias es la accion
de supergravedad IIB, expresion (1.4). En el marco de cuerdas la accién se puede

reescribir de la siguiente manera:

S = 1/d10x\/—G(62¢(R+4(V¢)2) o > (1.10)

(2m)713 8—p)t "

donde los campos restantes han sido puestos igual a cero.
Buscamos soluciones que sean extendidas en p dimensiones espaciales, esféri-

camente simétricas en las dimensiones restantes, localizadas en el origen y que
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sean una fuente del campo R-R p-dimensional. La métrica mas general con estas

simetrias tiene la siguiente forma:

p
2 _ 3.2 a Qg0
ds” =dsj,_,+e g dx'dx". (1.11)
i=1
ds19—p es una métrica esféricamente simétrica con signatura Lorentziana en 10 — p
dimensiones y z* son p coordenadas Euclidianas.
Si obtenemos las ecuaciones de movimiento que provienen de la accion (1.10)
y sustituimos en ellas la solucién (1.11), se encuentra la siguiente familia de solu-
ciones en el marco de cuerdas:

1 5—p

2 f+(p) o - i f-(p) 2T
ds? = \/mdt +\/f(p)iz_1:d d +7f+(p) dp

2 T AO2 1.12
_FT j;(p) P 8—p» ( . )

con la p + 1-forma y el dilatén dados por,

Covp= g5 (L= f-(p)7"), (1.13)
¢? = g.f-(p)"T . (1.14)
Aqui hemos definido
T+ P
fe(p) =1- (p) : (1.15)

Los pardmetros 7, y r_ estin relacionados con la masa por unidad de volumen,

1 7

M= T pGygE (&P =), (1.16)

y con la carga Ramond-Ramond,
]. T—p
N=———(ryr_)z, 1.17
dpgslzf”( + ) ( )

de la solucién. Donde d,, es un factor numérico,

d, = 25—P7r‘55’r<7;p>. (1.18)

10



1.1 Teoria de Cuerdas

Un punto a resaltar es que no para todo valor de r, y r_ la familia de soluciones
representa una brana negra cargada. En [3] demuestran que hay una singularidad
en r_ y un horizonte en 7, siempre y cuando p < 6. De esta manera, solo solu-
ciones que cumplen r, > r_ corresponden a una brana negra cargada, ya que la
singularidad es cubierta por el horizonte. Con la condicién r, > r_, las ecuaciones
(1.16) y (1.17) describen una cota:

N

> 1.19
= gl (1%

La cual se conoce como cota BPS, que también se puede deducir del dlgebra de
supersimetria. La desigualdad se satura para el valor », = r_, entonces la brana se
Ilama extremal y decimos que tenemos una configuracién BPS (que resulta preser-
var 16 de las 32 supersimetrias de la teoria IIB). La solucién con masa més grande
que el minimo se conoce como una p-brana negra no extremal.

Existe una manera mas conveniente de escribir la métrica (1.12) a partir de un

cambio de coordenadas, que coloca el horizonte en el origen,
i = (1.20)

con la coordenada r* = 6% paraa = 1,...,9 — p, donde 6* cumple __(6%)* = 1.

Por lo tanto, la métrica toma la siguiente forma:

1 LA p
ds* = ——— ( —dt* + dx’d:z:2> +H(r)Y drtdr® (1.21)
VH) Z Z

y la p 4+ 1-forma y el dilatén,

Corp =9, (L= H(r)™), (1.22)
e =g H(r) T, (1.23)
siendo
PP
H(r) =1+ = (1.24)
y 7P =d,gNITP. (1.25)

En la siguiente seccidn estos temas serdn enriquecidos. Hablaremos del caso

especial p = 3, donde los cdlculos se simplifican de manera considerable. Hasta

11



1. CUERDAS Y LA CORRESPONDENCIA ADS/CFT

ahora hemos dado un (muy) breve resumen de la Teoria de Cuerdas, presentando los
resultados més relevantes que utilizaremos para el transcurso de este trabajo. Sobre
todo, nos apoyaremos en estas ideas para explorar la correspondencia AdS/CFT,

tema que serd punto central en la siguiente seccion.

12



1.2 Correspondencia AdS/CFT

1.2 Correspondencia AdS/CFT

Las cinco Teorias de Supercuerdas que existian hasta antes de los 90’s se pueden
entender como una sola estructura (teoria M) a partir de dualidades. Aqui estamos
hablando de dualidades en Teorias de Cuerdas; pero el concepto es mucho mas
amplio. Definimos una dualidad como dos descripciones aparentemente distintas
de un sistema fisico, que resultan ser completamente equivalentes. Existen varios
tipos de dualidades, acd nos enfocaremos en una muy novedosa en los recientes
afos: la Correspondencia AdS/CFT.

En 1997 Juan Maldacena descubri6 un enunciado muy particular que relaciona
una teoria cudntica de campos en un espaciotiempo plano con una Teoria de Cuer-
das [4]. El argumento de Maldacena, en términos muy generales, establece que una
coleccion de N D3-branas admite una doble descripcion y en un cierto limite es-
tas descripciones son equivalentes. Una de estas descripciones es en términos de
cuerdas abiertas, aqui tenemos D3-branas que actiian como hipersuperficies donde
las cuerdas abiertas pueden terminar. La descripcion a bajas energias de este siste-
ma estd dada por la teoria de Super Yang-Mills en 3 + 1 dimensiones, con N = 4
supersimetrias y grupo de norma SU(N). Este mismo sistema puede ser descri-
to alternativamente como un objeto solitonico: una 3-brana negra. Este objeto es
una solucién a las ecuaciones de movimiento de supergravedad IIB, dando como
resultado a bajas energias una Teoria de Cuerdas tipo IIB en un fondo AdSs x S°.

Para describir la deduccién de Maldacena en un poco més de detalle, estudia-
remos un sistema de N D3-branas sobre un fondo plano en diez dimensiones. Las
D3-branas resultan de interés especial, ya que su volumen de mundo presenta inva-
riancia de Poincaré en 3 + 1 dimensiones, por lo tanto sus excitaciones podrian ser
comparadas a teorias de norma que conocemos del mundo real.

En la descripcion de cuerdas abiertas, comenzamos con una teoria de super-
cuerdas tipo IIB en un espacio de Minkowski (9 + 1)-dimensional, en el cual co-
locamos una pila de NV D3-branas en las direcciones 2°, !, 2 y 2*. En este fondo,
la Teoria de Cuerdas perturbativa incluye cuerdas abiertas que son excitaciones de
los hiperplanos (3 + 1)-dimensionales y cuerdas cerradas que corresponden a las

excitaciones del espaciotiempo plano.

13



1. CUERDAS Y LA CORRESPONDENCIA ADS/CFT

Si consideramos el sistema de N D3-branas a bajas energias, £ << [;! (que
también puede ser visto como [, — 0 manteniendo £ fija), sélo los modos con
masa cero del espectro de las cuerdas son tomados en cuenta. Por lo tanto, la accién

efectiva que incluye dichos modos se puede resumir como:

S = Scerradas + Sabiertas + Sinteracciéna (126)

donde Seerradas Y Sabiertas cOrresponden a los modos de cuerdas cerradas y abiertas,
respectivamente. El término Siyeraccion incluye la interaccion entre cuerdas abiertas
y cerradas.

En [3], Gubser, Maldacena y colaboradores demostraron que al tomar el limite
de bajas energias el término de las interacciones se vuelve despreciable y por lo
tanto el sistema se desacopla en dos sectores: supergravedad en 9 + 1 dimensiones
y las excitaciones de las D3-branas.

La forma explicita de Se.;rqdas €S 1a accion de supergravedad tipo IIB, (1.4),
que se vuelve libre en el limite de bajas energias. La accidén S+ 1a obtenemos
a partir de las excitaciones de las /N D3-branas. En el caso de una sola D3-brana
los modos mas bajos son descritos por campos no masivos e inducen una teoria de
norma U(1) en su volumen de mundo (3 + 1)-dimensional.

Ahora, consideremos N D3-branas paralelas y coincidentes. En este sistema
las excitaciones incluyen cuerdas abiertas que conectan a cada D3-brana consigo
misma y aquellas que se extienden entre las distintas D3-branas, considerando sus
dos posibles orientaciones. Todos los modos serfan no masivos, ya que las cuer-
das pueden tener longitud arbitrariamente pequefia, de esta manera inducirian una

teoria de norma U (V). Sin embargo es conveniente separar el grupo como:
U(N)=SU(N)xU(1),

donde U (1) codifica los grados de libertad asociados al centro de masa de la pila de
N D3-branas y se desacoplan de los grados de libertad internos del sistema. Por lo
tanto el factor U (1) puede ser ignorado y s6lo considerar sus excitaciones relativas,
es decir SU(N).

En la seccién 1.1.2 encontramos que para una Dp-brana la dindmica del campo
F,5 es dada por la expresion (1.8), generalizando esta idea a N D3-branas coinci-

dentes tenemos que considerar que los escalares y campos de norma son ¢! = ¢*T,
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1.2 Correspondencia AdS/CFT

y A, = AST.. Debemos también asegurar invarianza de norma en la accion, para
ello trazamos sobre el grupo de norma. Si tomamos el limite a ultra bajas energias
(o/ — 0) de la accion resultante, encontramos que la accion efectiva de N D3-
branas es la accion de Super-Yang-Mills con N = 4 supersimetrias en 3 + 1 di-
mensiones. De la misma manera que en (1.9), podemos identificar la constante de

acoplamiento,

Gy ar = 279 (1.27)

parap = 3.

La teoria de Super-Yang-Mills N = 4 en 3 4 1 dimensiones tiene el siguiente
contenido de campos: un vector A,, seis campos escalares, &, y cuatro fermiones
de Weyl, A\, \%. El Lagrangiano de SYM N = 4 tiene dos parametros libres, 0y s

y gy, y su forma es la siguiente:

ELEF" Oy ~ s .G i L
Ly s :Tr{ - O F, F Z D, ¢' D"¢' + % ;W L&)

202, 872

— Z i/_\a5uD#)\a + ZQYMC?I’A@W, o) + Z gYMC'iabj\a[Qbia /_\b]}>
a a,b,i a,b,i

(1.28)

donde C{”’ y C;4 son coeficientes relacionados con las matrices de Dirac.

El Lagrangiano (1.28) es invariante de escala y de Poincaré, que junto con las
Ilamadas transformaciones conformes especiales forman la invariancia conforme
con grupo de simetria SO(4,2) ~ SU(2,2). Si incluimos N = 4 supersimetrias
para cerrar el dlgebra, se requieren nuevos generadores fermidnicos y bosonicos;
los primeros conocidos como supercargas conformes y los segundos como cargas
R. Estos ultimos forman el grupo SU(4) ~ SO(6). Por lo tanto tenemos un super-
grupo de simetria SU(2, 2|4), conocido como simetria superconforme.

El sistema de N D3-branas puede ser descrito como un objeto soliténico: una 3-
brana negra, tal cual se menciono en la seccién 1.1.2. Este objeto soliténico es una
solucion a las ecuaciones de movimiento cldsicas de supergravedad IIB, es masivo,
cargado y fuente de los campos de supergravedad IIB. Por lo tanto también es un

fondo valido de la Teoria de Cuerdas IIB, donde las cuerdas cerradas se propagan.
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1. CUERDAS Y LA CORRESPONDENCIA ADS/CFT

La expresion general de la p-brana negra (para cualquier p) es dada por la solu-
cién (1.21). El argumento de Maldacena se enfoca en describir la pila de D3-branas,
por lo que haremos el anélisis de la seccién 1.1.2 con p = 3. Entonces la solucién

(1.21) toma la siguiente forma:

1

ds® = NG (Mudatdz”) 4+ /H(r) (dr* + r*dQ3), (1.29)
L* s 4
con H(r)=1+— y L"=4mrg,NI (1.30)
r

obtenidas de las expresiones (1.24). Aparte de la métrica, la solucién se caracteriza
por un dilatdn constante relacionado con la constante de acoplamiento de cuerdas,
expresion (1.5). Se tiene también un axion constante y /V unidades de flujo F5.

En este fondo L es la tnica longitud de escala caracteristica, y el fondo tiene
dos regiones importantes. Cuando r >> L, la funcién H(r) ~ 1, esto implica un
espaciotiempo de Minkowski (9 + 1)-dimensional. La segunda regién es r << L,
que corresponde a la garganta con radio de curvatura L, que en principio parece
singular en el limite cercano al horizonte, donde H(r) ~ f—z y la métrica (1.29)

toma la siguiente forma,

2

2
ds” = % (Nuwdatdz”) + 71:2(d7“2 +72dQ3). (1.31)

. . 2 o L.
Con un cambio de variable z = LT podemos reescribir la métrica,

2

L
ds? = = (Nuwdatdz” + dz°) + L*dQ2, (1.32)

que resulta ser el producto directo entre un espacio de Anti de-Sitter en cinco di-
mensiones (escrito en coordenadas de Poincaré) y una cinco esfera. Ambas com-
ponentes presentan el mismo radio de curvatura L.

Las excitaciones de la 3-brana negra corresponden a cuerdas cerradas pro-
pagéandose en el espacio asintéticamente Minkowski en diez dimensiones y cuer-
das cerradas propagdndose en la region cercana al horizonte. En el limite de bajas
energias ambos tipos de cuerdas se desacoplan. Para ver esto consideremos una ex-

citacion de cuerda con energia F,. a una posicion radial fija . La relacién entre la
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1.2 Correspondencia AdS/CFT

energia de esa misma excitacion pero medida por un observador en infinito F, es:

Eoo =V _QOOET
1
L4\l
- (1+4> E,. (1.33)
T

Esto quiere decir que si aproximamos la excitacion de la cuerda a la posiciéon r = 0,
el observador en infinito vera cada vez energias mas pequeias, independientemente
de que F,. sea grande. Entonces el observador en infinito verd dos modos diferentes
a bajas energias: los modos de supergravedad que se propagan en Minkowski (9 +
1)-dimensional y las excitaciones en la garganta con geometria AdSs x S°.

Hemos descrito un sistema fisico (una pila de N D3-branas) desde dos puntos
de vista. En ambas perspectivas encontramos dos teorias efectivas que se desaco-
plan en el limite de bajas energias. Visto como las excitaciones de cuerdas abiertas,
el sistema se desacopla en supergravedad IIB en el espaciotiempo plano (9 + 1)-
dimensional y una segunda teoria Super-Yang-Mills N = 4 en 3 + 1 dimensiones.
La pilade /N D3-branas vista como un objeto solitonico se desacopla, en el limite de
bajas energias, en supergravedad IIB en el espaciotiempo plano (9+ 1)-dimensional
y supergravedad IIB en una geometria AdSs x S°. Notemos que supergravedad 1IB
en Minkwoski (9 + 1)-dimensional estd presente en ambas descripciones, dindonos
a entender que las otras dos teorfas se pueden identificar. Por lo tanto la conjetura
de Maldacena establece que:

La teoria de SYM N = 4 en 3 + 1 dimensiones con grupo de norma SU(N)
es dual a la Teoria de Cuerdas IIB en AdS; x S°.

Por ultimo en esta seccidn, vamos a analizar las simetrias de ambas descripcio-
nes, esto nos dard una primera vista de que el enunciado anterior es correcto. Ya
se habia mencionado que la teoria de SYM N = 4 tiene un supergrupo de simetria
SU(2,2|4), conocido como simetria superconforme, que incluye el grupo confor-
me en cuatro dimensiones, SO(4,2), y el grupo de simetria R, SU(4) ~ SO(6).
Por otro lado, a nivel de la geometria de AdSs x S° la teoria es invariante bajo el
grupo de isometrias de AdSs y de S, los cuales estan dados por SO(4,2) y SO(6),
respectivamente. Ademds, si tomamos en cuenta la parte fermionica, el grupo com-

pleto de isometrias se extiende a SU(2,2|4). Las simetrias estdn en concordancia
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1. CUERDAS Y LA CORRESPONDENCIA ADS/CFT

en ambas descripciones, €sta es apenas una manera de verificar que la conjetura es
correcta.

Aunque la dualidad estuviera estrictamente comprobada, no seria 1til si no su-
piéramos como relacionar las cantidades fisicamente interesantes entre las dos par-
tes. En busca de establecer la correspondencia entre estas cantidades, ha habido
gran esfuerzo por encontrar nuevas entradas a lo que se llama el diccionario de la
Correspondencia AdS/CFT.

Uno de los puntos mds relevantes son los operadores invariantes de norma de
la teoria de campo. Estos operadores estdn en correspondencia uno a uno con los
campos de la teoria en el espacio curvado [5, 6]. Ejemplo de ello es el dilatén que
corresponde al operador O ~ T'r [Flf,/} Un ejemplo mas conocido es la métrica en
el espacio curvo, dual al tensor de energia-momento de la teoria de campo.

Otra de las entradas relevantes de este diccionario, propuesta por Gubser, Kle-
banov y Polyakov [6] y de manera independiente por Witten [5], es la identificacién
de la funcién generatriz de funciones de correlacion en la teoria de campo con la
funcién de particion de la teoria de cuerdas con condiciones de frontera ¢ = ¢ en

z =0,

Zcverdas [Po] = <e‘f d4m°(””)@(ﬂ”)> (1.34)

CFT

En la dualidad también estd presente otro fendmeno conocido como conexion
UV-IR [7]. Establece que el movimiento en la direccién radial » en (1.31) corres-
ponde a moverse en la escala energética de la teoria de norma dual. Esto puede ser
visto como sigue: altas energias (es decir el UV) en la teoria de norma se asocia con
valores de r grandes (IR) y bajas energias en la teoria de norma (IR) corresponde a
valores pequeiios de r, es decir cerca del horizonte.

Existen otras entradas del diccionario, acd s6lo mencionamos (muy somera-
mente) las mas relevantes y las que se dieron en los afios subsecuentes a 1997, que
fue cuando Maldacena establecid la conjetura. Sin embargo, casi 10 afos después
se encontrd otra herramienta que ha dado todavia més argumentos a favor de la
correspondencia: la entropia de entrelazamiento. Dedicaremos todo el capitulo 2 a
esta cantidad. Por lo pronto, en la siguiente subseccion regresaremos a la pila de N

D3-branas para introducir un quark en la teoria de norma.
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! U@Q)

N 7]733—bmnas

U(N)

Figura 1.1: Una D3-brana separada del resto. La cuerda que se extiende entre ella y
las N D3-branas representa un quark en la representacion fundamental del grupo de

norma U(N).

1.2.1 Quarks en la Correspondencia AdS/CFT

En la seccidn anterior mencionamos el enunciado de la conjetura de Maldacena
y los primeros argumentos para verificar que funciona. En este trabajo nos interesa
describir un quark en este formalismo, con la intencién de acercarnos a una teoria
“mds real” como QCD.

Anteriormente ya se dijo que al situar NV D-branas en un mismo punto conse-
guimos un grupo de norma U(N). En este caso, las cuerdas que tienen atados sus
extremos en dos diferentes D-branas son cuerdas sin masa, debido a que no hay
separacion fisica entre las D-branas. Este sistema da como resultado campos de
norma A.

Una manera de explorar la dindmica de cualquier teoria de norma es acoplar
ésta a cargas externas y ver como responden los campos. Para el sistema de la pila
de N D3-branas coincidentes, que forma una teoria no Abeliana, es comun elegir
las fuentes de color en la representacién fundamental de U(N), es decir quarks.
Para obtener un objeto que transforme en la representacion fundamental de U (N),
regresaremos a la pila de N D3-branas antes de tomar el limite de Maldacena.
Comencemos con N + 1 D3-branas de las cuales separamos una, tal y como se
muestra en la Figura 1.1, que corresponde a romper el grupo U(N +1) = U(N) x
U(1).
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Figura 1.2: Configuracién del sistema de N D3-branas para un quark en la represen-
tacion fundamental. En la 3-brana negra tenemos una cuerda macroscépica extendida
en la geometria. Después de tomar el limite de Maldacena obtenemos un quark con

masa infinita, dual a la cuerda con un extremo en z = 0 y extendida hacia infinito.

A este nivel, hay cuerdas abiertas que tienen sus extremos en la pila de D3-
branas coincidentes, y sus excitaciones nos dan, igual que antes, la teoria de SYM
N = 4. Ademas, hay cuerdas que tienen uno de los extremos en la pila de D3-branas
y el otro extremo en la D-brana que esta localiza a una distancia d. Estas cuerdas
son masivas y tienen masa = tension de la cuerda x separacion de la D3-brana.
El campo asociado a esta cuerda es un campo en la representacion fundamental con

N entradas, que describe a un quark de masa

m = d (1.35)

2ral”

Para conseguir un quark de masa infinita (una carga externa, fuente del campo

gludnico) se necesita % — 00. Por lo tanto, pasando a la descripcion de grave-
dad, para introducir un quark de masa infinita es necesario tomar una cuerda ma-
croscopica en la geometria de la 3-brana negra, que se extiende desde z = 0 hasta

Z = OQ.
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1.2 Correspondencia AdS/CFT

Si ahora tomamos el limite de Maldacena, el quark aislado con masa m — oo
corresponde a una cuerda macroscOpica que se extiende en toda la geometria de
AdSs x S°, es decir tiene sus puntos finales en z = 0y z — oo. La Figura 1.2
muestra un dibujo esquematico del sistema.

Ya expresamos un quark en el lenguaje de la Correspondencia AdS/CFT. En el
presente trabajo estamos interesados en calcular la Entropia de Entrelazamiento, y

dedicaremos todo el siguiente capitulo a este tema.
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Entropia de Entrelazamiento
Holografica

La mecdnica cuéntica tiene sus origenes con las aportaciones de Planck a la
radiacion de cuerpo negro y el efecto fotoeléctrico explicado por Einstein en 1905.
A pesar de mas de un siglo de estos descubrimientos, la mecénica cudntica sigue
dando pie a investigaciones sobre sus caracteristicas propias, que en el caso cldsico
no se presentan. Tal es el caso del entrelazamiento cuéntico, fenémeno al que le
dedicaremos toda esta seccidn.

Los primeros en hablar de este concepto fueron A. Einstein, B. Podolsky y Nat-
han Rosen en 1935 [8] y poco después por Erwin Shrédinger en [9, 10]. Hoy en dia
su relevancia estd en pleno apogeo como parte de la teoria de informacion cudntica.
Recientemente, se entiende que algunos fendmenos en teorias cuanticas de campos
y sistemas de espines tienen relacion directa con propiedades del entrelazamiento
de su estado fundamental. Por mencionar algunos ejemplos: orden topolégico [11],
confinamiento [12], transiciones de fase cudnticas [13], entre otros.

Un avance importante en el entrelazamiento de teorias de campos se ha dado
con la correspondencia AdS/CFT. La prescripcion de Ryu-Takayanagi, [14], usa

herramientas holograficas para calcular la entropia de entrelazamiento de teorias
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2. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO HOLOGRAFICA

de campos (entenderemos con mds detalle la propuesta de Ryu-Takayanagi en la
seccién 2.5).

En esta seccion damos una breve introduccion al entrelazamiento cuantico, en-
tropia de entrelazamiento, entropia de entrelazamiento en QFT’s! y por dltimo la

prescripcion de Ryu-Takayanagi.

!'Utilizaremos la abreviacién del Inglés QFT’s para hacer referencia a Teorfas Cudnticas de

Campos.
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2.1 Operador de densidad, estados puros y mixtos

2.1 Operador de densidad, estados puros y mixtos

En mecanica cuantica, el estado de un sistema lo representamos por un vector
|W) en un espacio de Hilbert H. Existe otra formulacién alternativa conocida como
el operador de densidad o matriz de densidad!; matematicamente esta formulacién
es equivalente al enfoque de vectores de estado. Sin embargo, nos permite describir
de una manera sencilla otros escenarios presentes en la mecdnica cudntica, por
ejemplo sistemas cuyo estado no estd completamente determinado.

Cuando se tiene informacién incompleta acerca de un sistema, generalmente
recurrimos al concepto de probabilidad. Interpretamos la informacién incompleta
de la siguiente manera: el sistema cudntico puede estar en el estado [¢);) con pro-

babilidad p;, o en el estado |¢)5) con probabilidad ps, etc. Entonces las p;, cumplen
Z pr = 1. 2.1
k

Llamamos a {py, |1%)} un ensamble de estados cudnticos y consideramos que los
diferentes estados [11) , [1)9) , ... son ortogonales. Asi, el sistema se puede repre-

sentar por el operador de densidad,
P=> pilve) (vl (22)
k

Ahora nos conviene especificar qué tanto sabemos del sistema cuantico. Cuan-
do el estado del sistema es perfectamente conocido, se dice que el estado es puro (es
decir, todas las probabilidades pj; son cero excepto una). El operador de densidad

en este caso es el proyector sobre el estado,
p= 1Y) (Y. (2.3)
La matriz de densidad anterior cumple la siguiente propiedad:

PP =10) (W) (W] = [¥) (¥] = p, 24)

y si trazamos sobre la relacion (2.4) obtenemos:

Te(?) = (U]o) = Te(p) = 1. 25)

I'Utilizaremos los términos operador de densidad y matriz de densidad de manera intercambia-

ble.
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2. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO HOLOGRAFICA

En contraparte, un sistema cudntico estd en un estado mixto si s6lo tenemos
informacién parcial del sistema. En términos del operador de densidad, (2.2), sig-
nifica que mds de un valor de p; es diferente de cero, y por lo tanto todas estas
probabilidades son menores a la unidad. De aqui se desprende Tr{p*} < 1. En
general, para cualquier operador hermitico definido positivo de traza uno (como es
el caso de la matriz de densidad), se cumple Tr{ p2} < 1. En resumen, la igualdad

en esta relacion es para los estados puros y todos aquellos que cumplen,
Tr{p2} <1 (2.6)

son estados mixtos.

En este formalismo, el promedio de la medicién de una magnitud fisica, O, se
obtiene haciendo el producto de los valores de expectacién en cada estado, multi-
plicado por la probabilidad de cada estado,

(0) = Zpk ARy
N (Zpk ) (i o)

="Tr (p(f)). 2.7)
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2.2 Sistemas compuestos; operador de densidad redu-
cida
Una de las aplicaciones mas importantes del operador de densidad es para des-

cribir subsistemas de un sistema cudntico compuesto. En el caso de dos subsistemas

Ay B, los elementos del espacio se pueden escribir como

V) = [¥a) @ [¥B), (2.8)

o como superposiciones de vectores de esta forma, donde |¢)) € H,® Hp. Para este
tipo de sistemas, el operador de densidad definido como (2.2) tiene informacién de
los dos subsistemas, y los coeficientes p; corresponden a las probabilidades sobre
el espacio total, Hyp = H4 ® Hp.

A partir del operador de densidad del sistema total (p4p) se puede obtener
informacién sobre uno de los subsistemas (por ejemplo p,), trazando sobre los
grados de libertad del otro subsistema (el subsistema B). Se define entonces el

operador de densidad reducido,

pa = Trp(pas), (2.9

donde Trp es un mapeo de operadores conocido como traza parcial sobre B, defi-

nido como sigue:

Trp(lar) (az| @ [b1) (b2|) = |a1) (az| Tr(|b1) (b2|)
= |az) (az| (b2[b1) , (2.10)

siendo |ay), |as) y |b1), |ba) vectores en los espacios de estados A y B, respectiva-
mente.
Para ejemplificar lo que se dijo anteriormente, consideremos un sistema de dos

espines como el mostrado en la Figura 2.1. Si tomamos el estado puro,

R )
o) = — & 2.11)

tenemos el operador de densidad

P ) G+ D) (W [ T+ 1) (1T
; :

(2.12)
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2. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO HOLOGRAFICA

v

A B

Figura 2.1: Sistema de dos espines dividido en dos subsistemas A y B.

Trazando sobre el segundo espin se obtiene,

s (WD) (W) o+ Trs (1) (H1) + Trs () (41 o+ Trs (1) {(11)

2
_ ; 1)t (2.13)

El estado total de los dos espines es conocido completamente; sin embargo, el
estado del primer espin es un estado mixto, debido a que Tr(p%) = 5 < 1. Es
un estado del que no tenemos el maximo conocimiento. Esta propiedad donde el
estado del sistema total es conocido (estado puro) pero el estado de uno de los
subsistemas no lo es (estado mixto), es una caracteristica del fendmeno conocido
como entrelazamiento cudntico. En la siguiente seccién daremos una explicacion

detallada de este fendmeno.
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2.3 Entrelazamiento cuantico

2.3 Entrelazamiento cuantico

En esta seccidon vamos a definir una propiedad de la mecdnica cudntica, la cual
no tiene un equivalente clasico: el entrelazamiento cudntico. Supongamos que te-
nemos un sistema cudntico compuesto por dos o mas subsistemas, donde el siste-
ma total no se puede describir como el producto directo de los subsistemas. Asi,
los subsistemas compartirdn informacion desde el inicio, y si medimos una de las
propiedades de alguno de los subsistemas, se puede tener un comportamiento coor-
dinado con los demds subsistemas. A esta caracteristica se le denomina entrelaza-
miento. Por ejemplo, preparemos un sistema de dos espines (como el mostrado en
la Figura 2.1) coordinados de manera que el estado total es de espin cero; si al me-
dir uno de ellos resulta espin arriba, en automatico, y sin importar a que distancia
se encuentre uno del otro, el segundo espin serd espin abajo. Esta clase de accion
a distancia en sus inicios trajo controversia, ya que parece implicar una interaccion
acausal.

No hemos dado ninguna definicion formal del entrelazamiento; sin embargo,
para un sistema puro y bipartido, |}, decimos que esta entrelazado si 1)) # |a) ®
|b). Cuando la descomposicion anterior existe, se dice que el estado es separable.

Una manera de revisar si el estado es separable es con la descomposicion de
Schmidt: supongamos nuevamente |¢)) un sistema puro y bipartido; existen bases
ortonormales |a;) y |b;) para cada subsistema A y B, respectivamente. De esta

manera, podemos escribir al estado como
) =i lai) [bi) (2.14)

donde «; son nimeros reales no negativos que satisfacen » ., o = 1y son conoci-
dos como coeficientes de Schmidt.

El niimero de valores no cero de «; es llamado el nimero de Schmidt para el
estado [¢). Si el nimero de Schmidt de [¢)) es uno, el estado asociado es separable
y no hay entrelazamiento. Este nimero es una cantidad muy importante, ya que
cuantifica la cantidad de entrelazamiento entre los sistemas Ay B.

Existen otras formas de medir qué tan entrelazado esta un sistema. Una de ellas
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2. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO HOLOGRAFICA

es con la entropia de von Neumann,
S =—Tr(plogp) = Z Ak log (M), (2.15)

donde )\, son los valores propios de la matriz de densidad. Si lo que buscamos
es obtener la entropia de entrelazamiento del subsistema A, la entropia de von

Neumann de la matriz de densidad reducida (2.9) es
Sa=—Tra(palogpa). (2.16)

En la seccion 2.1 revisamos los conceptos de estado puro y estado mixto, con-
cluimos que un estado puro cumple (2.4) y un estado mixto cumple (2.6). En la
seccion anterior también vimos un ejemplo donde la matriz de densidad (2.13) des-
cribe a un estado mixto (del que no tenemos el maximo conocimiento). Asi pues,
el subsistema A comparte informacion con el subsistema B y se dice que ambos
subsistemas estdn entrelazados. Caso contrario, si tuviéramos que p4 describe a un
estado puro (el cual es conocido completamente), es decir no comparte informa-
cién con B decimos que A y B no presentan entrelazamiento. De esta manera, con
la entropia de von Neumann podemos diferenciar un estado puro de uno mixto;
esta funcidn tiene la propiedad de que es cero si el estado es puro y por lo dicho
anteriormente no hay entrelazamiento en el sistema. Para un estado mixto (en el
cual hay informacién compartida: entrelazamiento) la funcién de von Neumann es
diferente de cero y arroja la cantidad de entrelazamiento.

Como ejemplo, calculemos la entropia de von Neumann del operador de densi-
dad (2.13). Si se usa la base:

m=(;) v W=(})

la matriz de densidad (2.13) toma la siguiente forma,

_ 1710
Pa=5 0 1)
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2.3 Entrelazamiento cuantico

11
272

1 1 1 1
1
= tos(3)

= log(2),

Los valores propios son {3, = }, por lo tanto:

concluimos entonces que el sistema de espines estd entrelazado y su informacién
sincronizada.

Un punto importante es que la entropia de von Neumann es definida en términos
de trazas; en particular, el cdlculo de Tr[log p| para algunos sistemas cudnticos
se vuelve complicado. De esta manera, es conveniente definir otro conjunto de

entropias llamadas entropias de Rényi [15],

1
S = 7 Tos Tra(p). 2.17)

donde en principio ¢ € Z, pero algunas veces es mds conveniente hacer la conti-

nuacioén analitica a ¢ € R. Notemos que en el limite cuando ¢ — 1 las entropias de

Rényi convergen a (2.15),

S = lim St (2.18)

2.3.1 Algunas propiedades de la entropia de entrelazamiento

La entropia de entrelazamiento tiene las siguientes propiedades:

= Laentropia es no negativa. Es cero si y sélo si el estado descrito por la matriz

de densidad reducida es puro.

= En un espacio de Hilbert en d dimensiones el valor de la entropia es a lo mas
log d.

= En un sistema puro compuesto por los subsistemas Ay B se cumple:

S(A) = S(B). (2.19)
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» En un sistema cuantico compuesto por los subsistemas A y B, la entropia

total para los dos subsistemas satisface:
S(A,B) < S(A)+ S(B). (2.20)

Esta propiedad es conocida como subaditividad [16]. La igualdad en la ex-
presion (2.20) se presenta cuando el subsistema A no esta correlacionado con

el subsistema B.

= En un sistema compuesto por tres subsistemas podemos extender la propie-

dad anterior para los subsistemas A, By C,
S(A,B,C)+ S(B) < S(A,B)+ S(B,C). 2.21)

El nombre se generaliza a subaditividad fuerte [17].
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2.4 Entropia de entrelazamiento en teorias cuanticas

de campos

Hasta ahora hemos visto la definicion de entropia de entrelazamiento referida a
sistemas de la mecanica cudntica, donde el espacio de Hilbert de una region finita
es de dimension finita. Ahora definiremos la entropia de entrelazamiento en una
teoria cudntica de campos; para ello, tomamos una variedad espacial V a tiempo
fijo y el espacio es dividido en dos regiones A y B por una superficie a la que
llamamos superficie de entrelazamiento, A, como se ve en la Figura 2.2.

La extension a la teoria cudntica de campos se da a partir del operador densidad
asociado al estado que consideremos. Por ejemplo, si tomamos el estado de vacio,
|0), y calculamos la entropia de la regién A, entonces definimos la matriz de densi-
dad reducida asociada a A como: p4 = Trp |0) (0], donde estamos trazando sobre
los infinitos grados de libertad de B. Una vez que obtenemos la matriz de densi-
dad reducida tendremos que escribir el operador log p 4 y después calcular S 4. Esto
es complicado ya que tenemos que tomar el logaritmo de un operador continuo.
Es mas util describir el operador de densidad desde la perspectiva de la integral
funcional. Primero construimos una integral de camino que calcule los elementos
de p4, después obtenemos la entropia de Rényi, (2.17), usando el truco de réplica.
Nos ahorraremos los detalles de este método porque sale de nuestros propdsitos
para este trabajo, pero se puede ver en [13].

Incluso en el estado del vacio trabajamos con cantidades divergentes, debido a
que en una QFT continua hay fluctuaciones del estado de vacio en la superficie de
entrelazamiento JA. Para hacer frente a esto, imponemos un corte o regulador ul-
travioleta, e. Este corte sirve para regularizar el entrelazamiento a distancias cortas,
entre los grados de libertad dentro y fuera de la superficie de entrelazamiento.

Los términos divergentes dependen de la teoria y de la forma de A (de la
geometria extrinseca e intrinseca de la superficie 0A) y admiten una expansion,
[18, 19],

g, - aa—2(1)42 + ag_a( ) 4+ ar (L) + (1) Sa+ O(e), d impar
T Va2 +ag a4+ (1) F Salog(L) + O(°),  d par
(2.22)
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0A

B

Figura 2.2: Variedad V para el cdlculo de la entropia de entrelazamiento, donde hemos

divido la variedad en dos subvariedades, A y B, por medio de una superficie 0 A.

donde [ es el tamafio de la regién A. a; son coeficientes locales y tienen un caracter
geométrico: dependen de pardmetros que caracterizan la geometria de la frontera
OA. El término S, es un coeficiente que depende de la teoria, ademés se le con-
sidera un término universal en el sentido de que no depende de ambigiiedades en
la eleccion del regulador. La diferencia entre pares e impares es el término 1/¢°
que deberia de estar en dimensiones pares, el cual es sustituido por una divergencia
logaritmica.

Un punto importante es que el principal término divergente de (2.22) es pro-
porcional a la potencia d — 2 del tamafio de A, lo que se conoce como ley de area
[20, 21],

Area(0A)

A~ (2.23)

Una interpretacion de este hecho es que si el estado inicial es puro entonces Sy =
Sp, por lo tanto la entropia no podra depender del volumen de la region, sino que
deberé depender de cantidades que compartan las dos regiones, como lo es el area.

De los primeros resultados que se conocen para entropia de entrelazamiento es
el de una teoria conforme (1 + 1)-dimensional. Este tipo de teorias son invariantes

de escala y las tnicas escalas presentes en el problema son ¢ y [. Desde la expresion
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(2.22) sélo la divergencia logaritmica aparece y no hay una ley de area,

Sa(l) =S, log<i>, (2.24)

donde S, es un tercio de la carga central de Virasoro de la teoria, SA = £
Acd, c contiene informacién del ndmero de grados de libertad de la CFT (1 + 1)-
dimensional. El resultado (2.24) se puede reproducir con herramientas de la Co-
rrespondencia AdS/CFT, especificamente con la propuesta de Ryu y Takayanagi,

tema que veremos con detenimiento en la siguiente seccion.
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2.5 Entropia de entrelazamiento holografica

En las secciones anteriores calculamos la entropia de entrelazamiento por me-
dio de las expresiones (2.16) y (2.17), cuyos métodos son complicados. Usando
herramientas de la correspondencia AdS/CFT, en 2006 Ryu y Takayanagi (RT)
establecieron una prescripcion para el calculo de la entropia de entrelazamiento
[14, 19]. Ellos obtuvieron una expresion para la entropia de entrelazamiento de una
CFT (estatica e independiente del tiempo), usando tnicamente las caracteristicas
geométricas del bulto. La prescripcion de RT fue generalizada por Hubeny, Ran-
gamani y Takayanagi a estados generales que incluyen dependencia en el tiempo
[22].

Para calcular la entropia de entrelazamiento desde la Correspondencia Ad-
S/CFT, tomamos un espacio AdS (d + 1)-dimensional (con curvatura [ y constante
de Newton G%H) ) cuyo dual es una CFT en d dimensiones; decimos que la CFT
vive en la frontera de AdS.

En la CFT tomamos una variedad espacial V a tiempo ¢ = ¢, esta variedad la
dividimos en dos regiones A y B, de tal manera que V = A U B. La superficie que
separa estas dos regiones la llamamos superficie de entrelazamiento, JA. Ver la
Figura 2.3. Para describir al vacio de la CFT, en el dual gravitacional consideramos
el espaciotiempo de AdS con la métrica de Poincaré, dada por el primer término de

la expresion (1.32),

2

L
ds® = = (nuda’da” + dz=?). (2.25)
<

En estas coordenadas la CFT vive en z — 0y es cubierta por las coordenadas xq y
x;.

Ahora buscamos extender la variedad V, las dos regiones de entrelazamiento
y la superficie de entrelazamiento al espaciotiempo del bulto. La extension de la
variedad V es a través de una variedad Euclidiana M, que corresponde a un hi-
perboloide d-dimensional. La superficie de entrelazamiento 0 A la extendemos con
una superficie 4, de tal manera que 0y4 = 0 A, como se muestra en la Figura 2.3.
Cabe mencionar que existen infinitas elecciones para 7 4; la prescripcion de RT es-

tablece que de todas ellas se elige la superficie con drea minima. En resumen, la
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Superficie de entrelazamiento
/ /€
0

Co 7
v
/

Superficie
minima

Figura 2.3: Extension de la superficie 0 A en el bulto de AdS para la prescripcion de
Ryu y Takayanagi.

extension de JA al bulto es una superficie de co-dimension 2 cuya drea es minima.

Es asi como RT en [14, 19] proponen la siguiente formula:

B Area(7y,)

La férmula hologréfica satisface las propiedades basicas de la entropia de entre-
lazamiento descritas en 2.3.1. Por ejemplo, la igualdad (2.19) se puede ver desde
que la frontera de la regién A es la misma de la regién complemento, B. Por lo
tanto la superficie minima v, es la misma que g y asi S4 = Sp. La subaditividad
fuerte (2.21) fue demostrada en el contexto holografico en [23] con argumentos
geométricos sencillos.

En [14, 19] también se obtiene la expresion de la entropia de entrelazamiento
para una CFT (1 + 1)-dimensional, (2.24), a partir de la férmula holografica (2.26).
De acuerdo con la correspondencia AdS/CFT, las teorias gravitaciones en AdS3 con

radio de curvatura L son duales a CFT’s (1 + 1)-dimensionales con carga central,
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[24],

3L
2Gy

En este contexto y aplicando la férmula holografica (2.26) se obtiene

2L l
l
= Slog () . (2.29)

3 €

Claramente este resultado estd de acuerdo con el resultado que mostramos en la

expresion (2.24), obtenido sin herramientas de la correspondencia.
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La doble integral de Karch y
Chang

En el capitulo anterior estudiamos la entropia de entrelazamiento y menciona-
mos lo complicado que puede resultar obtener esta cantidad en teorfas de campo.
Ryu y Takayanagi, con la correspondencia hologréfica, proponen la prescripcién
(2.26) para calcular esta cantidad con herramientas geométricas del fondo gravita-
cional. Mediante una version simplificada de la prescripcién de RT, Karch y Chang
deducen en [25] una férmula simple y compacta para obtener la entropia de en-
trelazamiento en el caso donde se introducen branas de prueba [26]. Los sistemas
de branas de prueba consisten en agregar cuerdas, D-branas u otro tipo de obje-
tos extendidos en la solucién de supergravedad después de haber tomado el limite
cercano al horizonte. Al hacer esto modificamos la correspondencia AdS/CFT que
habiamos descrito en la seccién 1, ya que estamos considerando fuentes externas
para el campo gluénico, agregando un nuevo sector a la teoria de campos. Un ejem-
plo comin es el uso de D-branas de prueba para agregar grados de libertad que
transforman en la representacion fundamental, ademds de los grados de libertad
que desde un principio se tienen en la representacion adjunta del grupo de norma.
En la teorfa de campo, resulta 1til tener grados de libertad en la representacion fun-

damental para describir teorias de campo cudnticas mas parecidas a QCD, ya que
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3. LA DOBLE INTEGRAL DE KARCH Y CHANG

los campos de quarks en QCD transforman justamente en la representacion fun-
damental. En la siguiente seccién daremos una breve introduccion a las branas de
prueba para continuar con el cdlculo de la perturbacién provocada por las pruebas
que se introducen en el bulto y finalmente estudiaremos la formula que Karch y

Chang deducen a partir de la prescripcion de RT.
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3.1 Sistemas de branas de prueba

En esta seccion consideraremos sistemas donde cuerdas, branas u otros objetos
extendidos son colocados en la solucién de supergravedad después de haber tomado
el limite cercano al horizonte. Estos sistemas fueron originalmente propuestos [27]
y después fueron retomados en [26].

De manera general, en el lado gravitacional la accidén que describe el sistema

de supergravedad 1IB maés las branas de prueba es,
S = SIIB + Sprueba: (31)

donde Sy es la accion (1.4) y Sy uebq €5 1a accion del objeto que estamos tratando
como prueba. Por ejemplo, si tenemos como prueba a una Dp-brana la accién a
considerar es la de Dirac-Born-Infeld, (1.6); en el caso de una cuerda fundamental
la accién serd la de Nambu-Goto, (1.2). En este trabajo nuestra prueba serd una
cuerda fundamental y nos enfocaremos en ella en el siguiente capitulo.

La presencia de S, b, da lugar a términos fuente en las ecuaciones de movi-
miento de supergravedad IIB y a esto se le llama una retroaccién de las branas en la
geometria. En general es dificil encontrar soluciones de supergravedad del sistema
combinado, para los campos del bulto y las funciones de encaje de la brana. Por
esa razon, las branas son frecuentemente tratadas en la aproximacién de prueba,
que corresponde a resolver el encaje de la brana en un fondo gravitacional fijo, este
fondo es solucién a las ecuaciones de movimiento en el bulto.

Delante de las accion de supergravedad IIB, (1.4), y de la accién Sy, yepq tene-

Ld71
167G N

dimensiones espaciales de la brana), y exigimos que se cumpla

mos COmo pr efactores:

y LP*17,, respectivamente (donde p es el nimero de

Ld—l

— S>> P s> 3.2
167TGN Tr ( )

El que los dos prefactores sean grandes nos asegura que podemos tratar ambas
contribuciones de manera clasica. La combinacién de ambos factores nos da un

parametro pequefio y sin dimensiones,

to = 1677,GyLP~ 2 << 1, (3.3)
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3. LA DOBLE INTEGRAL DE KARCH Y CHANG

que controla la intensidad con la que el tensor de esfuerzos de la brana de prueba
es una fuente del lado derecho de las ecuaciones de Einstein. El pardmetro (3.3)
nos establece la intensidad de la retroaccion de la brana en la geometria de fondo
y en consecuencia la retroaccion puede ser calculada en una expansion en t,. La
condicion (3.3) es por lo tanto la que establece que las branas son de prueba.

La jerarquia de escalas, (3.2), se puede presentar en particular para una cuerda
fundamental, F1. En este caso p = 1y tenemos 7,L> ~ v/), donde \ es la constan-
te de acoplamiento de 't Hooft en la teoria de norma dual. La cuerda fundamental
es lo que consideraremos como nuestra prueba en este trabajo. En el capitulo 4.2
veremos la retroaccion en la teorfa de fondo debido a la cuerda F1 y con ella cal-

cularemos la contribucién a la entropia de entrelazamiento a primer orden en .
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3.2 El propagador del Graviton

3.2 El propagador del Graviton

En esta seccidn, por completez, daremos una introduccion al propagador del
graviton [28]. La construccién del propagador del graviton es a través de un ansatz
que establece al propagador como una combinacién lineal de bitensores, los cuales
separan las partes invariantes de norma de las dependientes de norma. Veremos
que, naturalmente, solo nos interesara la parte invariante de norma.

Trabajaremos con la continuacién Euclideana de AdS en coordenadas de Poin-

caré,
s L*,
ds” = = (dz + (5de”da}”). (3.4)

Las funciones invariantes en AdS son expresadas en términos de la distancia cordal,

_ 12 2 A7) A\
u:(x ) :(z 27 4 Oy (2 — 2" )M (2 x) 35)
2z7' 2z7'

La accion gravitacional en un espacio Euclideano en d + 1 dimensiones, con

constante cosmoldgica A y una accién de materia es:

- 1
2K2

Se / A" 2VG (R + A) + Spateria- (3.6)

La primera variacion respecto a GG,,,,, da las ecuaciones de Einstein (1.1) en d + 1
dimensiones. En ausencia de materia y con A < 0, una solucién es la métrica de
AdS, (3.4). Una fuente de materia, 77" (2’ ) !, produce una fluctuacién h,,, =
0G ny, alrededor de la métrica de AdS, G,,,,,. Entonces, para obtener el propagador
del graviton es necesario considerar (1.1) a primer orden en h,,,. Por lo tanto nos
queda una ecuacién diferencial para h,,,, cuya solucion puede ser expresada en

términos de la siguiente integral:
P () = 12 / A NG G (2, )T (2), (3.7)

donde G, (, @) es el propagador del gravitén. Entonces, dicho propagador

satisface la ecuacion diferencial,

'La’ la usaremos para indicar las coordenadas donde la fuente esté colocada.
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- DlDlgmn;m’n’ - DmDnSE;m/n/ + Dlegln;m’n’
+ DnDlgml;m’n’ - 2(9mn;m’n/ - Gmngé;m/n/>

2
= Q(Gmm’Gnn’ + Gmn/Gnm’ - ﬁGmnGm’n’)d(d—i_l) (Z, €] Zlv 33'/)

+ Dm’Amn;n’ + Dn/Amn;m’a (38)

donde A, Y A Tepresentan los difeomorfismos en la coordenada m/, es
decir son una redundancia en el propagador del graviton. Notemos que los términos
Dy Ay al ser convolucionados con el tensor de energia-momento " (2 ), de
la expresion (3.7), y después de una integracién por partes nos quedan términos
de la forma Amn;m/Dn/Tm/"/ (2') y al ser el tensor de energia-momento un tensor
conservado no contribuye para obtener A, (z).

La propuesta de [28] es representar a Gy, Y @ Apppy COMO UNA superpo-
sicién lineal de bitensores. Como los términos que involucran A,,,,.,, no contri-
buyen para h,,,(x) aqui solo nos enfocaremos en la solucién de G,y como la
combinacioén lineal de cinco bitensores independientes, Tmn .y Multiplicados por

funciones escalares de u,
9mn;m’n’(u) = TrSzl'r)L;m’n’H( ) + Tmn im n’ Z Tr(rzn m n’ u ' (39)

Esta superposicion de bitensores tiene la ventaja de que podemos separar las com-
ponentes que tienen el contenido fisico, H(u) y G(u), de la componentes que son
de norma, A;(u). Los términos que contienen A;(u) son gradiantes respecto a x'y a
2’. Los que son gradiantes respecto a = son difeomorfismos que al introducirlos en
(3.8) no contribuyen a h,,, () y los gradiantes respecto a 2’ pueden ser absorbidos

en Ay . De esta manera, solo nos quedamos con la parte que es independiente

de norma,
Smnmin () = Ty s E (W) + T G(w), (3.10)
donde
T i = Gon G, (3.11)
T2 o = L0000, 0t + 0,0y Dyt (3.12)
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3.2 El propagador del Graviton

Después de introducir (3.10) en (3.8) y de varios calculos largos', encontramos

las siguientes ecuaciones diferenciales:

w24+ u)G" + (d+1)(1 +u)G' = %5“*1)(2«, o —2), (3.13)
2G" +2(1 +u)G' +4(d — 1)G + (d — 1)H" = 0. (3.14)

La solucion, de acuerdo con [28], de (3.13) parad = 4 es

~ 1 /O +u)2(1+u)? -3
G(u) = T ( w1 o)} 2). (3.15)

Igualmente, con (3.15) podemos resolver para H(u) de la expresion (3.14),

H(u)

1 ((1+u)[6(1+u)4 —9£1+u)2+2] B

T 12m2L3 [u(2 + )] 61 +u) ) 510

Resumiendo, si tenemos una fuente de materia en un espaciotiempo, la perturba-
cion producida es dada por (3.7) y estd en funcién del propagador del graviton y del
tensor de energia-momento de la fuente de materia. La expresion (3.7) nos serd de
utilidad en la siguiente seccion, ya que Karch y Chang basan su propuesta a partir
de dicha perturbacién. Para nuestros propdsitos solo estamos interesados en la parte
que es independiente de norma, es decir la expresion (3.10). Los términos que son
de norma al ser convolucionados con el tensor de energia-momento no contribuyen

en el calculo de Ay, ().

ICélculos que no nos proporcionan informacién ttil aqui, pero que pueden ser vistos por el
lector interesado en [28].
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3.3 La deduccion de Karch y Chang

En [25], Karch y Chang derivan, a partir de la prescripcion de RT, una férmula
simple y compacta para calcular la primera correccion a la entropia de entrelaza-
miento a causa de una brana de prueba. Para ello, es conveniente primero distinguir
dos superficies: la primera trazada por la brana de prueba, es decir el volumen
de mundo de la brana, cuyas coordenadas las denotamos por x'®. Si la brana es
p-dimensional, entonces o = 0, ..., p. La segunda es la superficie minima (de co-
dimensién 2) en el bulto, v4; si consideramos un fondo estatico las coordenadas de
la superficie las escribimos con w®, donde a = 1, ...,d — 1 (el indice ° lo asignamos
a la coordenada temporal).

El 4rea minima de la superficie y4 (normalizada por conveniencia con W}Hl),
igual que en (2.26)) la podemos obtener con el encaje X" (w®) a través de la si-

guiente accion:

_ 1 d—1

N

donde v = det(Vap) ¥ Vb €8 la métrica inducida en y4, Vop = 0o X" O X" G- Si

buscamos calcular el cambio en la entropia de entrelazamiento, variamos (3.17) y

obtenemos
_ 1 d—1
0Smin = 4G§Vd+1)/d w (5(ﬁ)
1 - v a m n m n
— ey /dd lw\gfy b[aaX X" (0G) i + 6(0, X0, X )Gmn}
4Gy
1 d—1 ﬁ 5LMm
= — @ VT xm 1
4G§3+1) /d w|: 9 Mm((SG)mn"i‘ 5Xm 5 ) (3 8)

donde 77}, lo definimos como un tensor de energia-momento auxiliar asociado a

la superficie minima,

l 0Srin

En [29, 30], se ha estudiado cémo se comporta la entropia de entrelazamiento ante

mn
T]Win =

=79, X" X" (3.19)

perturbaciones de la métrica. El segundo término del ultimo renglén en (3.18),

la variacién del area debido a la deformacién de la superficie v, es cero por la
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3.3 La deduccion de Karch y Chang

definicion de una superficie minima. Por lo tanto, la variacién en el drea es solo por

el cambio en la métrica y la expresion (3.18) se simplifica,

_ 1 d—1 ﬁ mn
0SMin = 4G§Vd+1)/d w TTMm(‘SG)mn- (3.20)

Si introducimos la expresion de la perturbacién (3.7) en (3.20) obtenemos:
6Sarin = 7Ty / A wy/y / FENVG T G Th e (3:21)

Esta es la formula de la doble integral que Karch y Chang deducen en [25], para
calcular la primera contribucion a la entropia de entrelazamiento debido al cambio
en el estado inducido por la prueba. Se dice que es una doble integral por el hecho
de que estamos integrando sobre el volumen de mundo de la brana y sobre la su-
perficie minima. La expresion (3.21) presenta una sutileza que tenemos que tratar:
es doblemente divergente.

La primera de estas divergencias es sobre la integral en z del volumen de mun-
do, especificamente para branas de prueba que se extienden hasta la frontera de
AdS hay una divergencia en z. Esta divergencia es consecuencia de la libertad de
norma y puede ser eliminada. L.a manera natural de hacer (3.21) es haciendo pri-
mero la integral sobre el volumen de mundo, para ello es necesario especificar el
propagador del gravitén. Si la superficie minima y la brana de prueba son estati-
cas, podemos elegir el propagador del gravitéon en AdS Euclideano, (3.9). Ahora,
notemos que cerca de la frontera 4 — oo, mientras que para d = 4 las funciones
G y H van como G ~ u~*y H ~ u~2. Por lo tanto, considerando los bitensores,
las funciones G y H y la medida de la integral tenemos un comportamiento que va
como u*. Para que la integral (3.21) no tenga divergencias de este tipo necesitamos
una fuente, 797 | 4

que decaiga mas rapido que v~ *. Cominmente para una brana

de prueba que se extiende hacia la frontera las componentes no cero de Tg;ﬁm van
como G™" ~ v =2, por lo tanto la integral diverge como 2. Estas divergencias pue-
den ser absorbidas en los términos A;(u) del propagador (3.9). Especificamente,
cuando convolucionamos los términos A;(u) (que son gradiantes respecto a 'y z’)
con Tg',?;m y después de una integracion por partes nos quedan términos de frontera
divergentes que cancelarian las divergencias a causa de G y H. En la siguiente sec-

cién, veremos que nuestra prueba es un cuerda F1 y su tensor de energia-momento
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! ! . .
va como T%," ~ u~>, asi no tendremos problemas con esta divergencia'. La otra
divergencia es sobre la integral en w y se presenta cuando la superficie de entrela-
zamiento llega a la frontera de AdS, veremos en mds detalle esta divergencia en la

siguiente subseccion.

3.3.1 El término de regularizacion

La divergencia en w es a causa de que la superficie de entrelazamiento se in-
tersecta con la frontera de AdS. Esta es una divergencia UV que corresponde a la
contribucién de la prueba en la entropia de entrelazamiento, pero a diferencia de
la integral en z la divergencia en w es fisica. Al igual que la divergencia principal
de la entropia de entrelazamiento, la correccién a la entropia de entrelazamiento
debida a la brana de prueba también es sensible a la fisica a distancias cortas, ya
que esta dominada por el entrelazamiento a corto alcance de los grados de libertad
cercanos a la prueba.

Para hacer la integral en w y aislar los términos divergentes, necesitamos ele-
gir un proceso de regularizacién. Debido a la presencia de la brana de prueba, la
métrica inducida en el corte original serd un poco modificada, I'./, y también se
modificard la contribucién a la entropia de entrelazamiento asociada con los gra-
dos de libertad que no son los de prueba. Por lo tanto, para calcular la entropia de
entrelazamiento debido solo a la brana de prueba necesitamos asegurarnos que la
contribucién de los grados de libertad que no son de prueba no se modifica. Para
ello, necesitamos elegir un corte ¢, cuyo determinante de la métrica inducida en
esta superficie, det{I'. }, es el mismo que el determinante de la métrica inducida en

la superficie € en la geometria perturbada, G,
det{l'.} = det{['«'} (3.22)

Esta condicion ([25, 32]) nos asegura que estamos calculando correctamente la

diferencia en el area total. Asi, la diferencia en el area total es escrita como:

0A = (A[G"]e — A[G])detr ()} =det{T.[C]}+ (3.23)

'El lector interesado puede ver [25] y [31] para solucionar el problema de la divergencia en z.
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donde A[G]. representa el drea de la superficie minima calculada con métrica G'y
corte €.

La expresion (3.23) nos muestra que ademads de que la perturbacion en la métri-
ca (debida a la prueba) afecta el integrando, la perturbacion también esta presente
en el dominio de integracion. Si expandimos la expresion (3.23) y nos quedamos

con los primeros 6rdenes en ¢, obtenemos,
0A = (A[G + G| — A[G]E> + (A[G]E/ — A[GL) + O(t%), (3.24)

donde el primer término entre paréntesis es dado por la doble integral (3.21). El
segundo término representa la diferencia de la superficie minima limitada entre el
corte € y el corte €.

En el siguiente capitulo usaremos la doble integral (3.21), el propagador del
graviton (3.10) y calcularemos (3.24) a primer orden; nuestra prueba serd una cuer-

da fundamental.

49






Entrelazamiento del campo
gluonico producido por un
quark infinitamente masivo

En el presente capitulo, calcularemos la contribucién de un quark externo (con
masa infinita) a la entropia de entrelazamiento del campo gluénico. En la Figura
4.1 se muestra nuestro sistema. Colocamos el quark en el origen de la teoria de
campo y elegimos una superficie de entrelazamiento esférica centrada en el quark,
como se muestra en el lado izquierdo de la Figura 4.1. En la seccién 1.2.1 vimos
que un quark infinitamente masivo en la teoria de norma corresponde a una cuerda
macroscopica en el dual gravitacional, con uno de sus extremos atados en z = 0.
De manera precisa, el quark se relaciona al punto final de la cuerda en la frontera
de AdS y el cuerpo de la cuerda codifica el perfil del campo gluénico, del cual es
fuente el quark. Entonces, segin la prescripcion de RT la extension de la super-
ficie de entrelazamiento en el bulto, corresponde a la superficie de drea minima.
Por lo dicho anteriormente, estamos interesados en calcular el entrelazamiento del
campo gluénico que produce el quark con masa infinita. Calcularemos la primera
correccién inducida por el quark, por encima del entrelazamiento ya presente en

el vacio. Para ello, hay un punto a enfatizar: debido a la presencia de la cuerda en
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UN QUARK INFINITAMENTE MASIVO

B j/
P :
b

>/

)

2

Figura 4.1: Del lado izquierdo, colocamos un quark en en origen de la teoria de cam-
po y para calcular la entropia de entrelazamiento elegimos una superficie de entrela-
zamiento esférica alrededor del quark. Del lado derecho, dibujamos la configuracién
en el bulto, es decir, la cuerda atada en z = 0, la superficie de entrelazamiento y la
superficie minima asociada sin y con la perturbacién debido a la cuerda, ¥ y ¥’ res-
pectivamente. Se muestra también el corte € sin la modificacion debida a la cuerda y

el corte ¢ elegido para tomar en cuenta la perturbacién producida por la cuerda.

AdS, la superficie de area minima, X, y el corte UV, ¢, se modifican a > y €. Esto
se muestra en el lado derecho de la Figura 4.1. Seremos mas especificos sobre el
cambio en el corte mas adelante.

La manera natural de calcular la entropia de entrelazamiento en virtud del quark
es con la prescripcion de RT, (2.26). Para ello tendremos que obtener la perturba-
cion en la métrica debida a la cuerda y considerar el fondo gravitacional como AdS
mas esta perturbacién. En seguida, debemos resolver el problema de la superficie
minima en la nueva geometria. Calcular la perturbacién a causa de la cuerda de
forma exacta resulta complicado, por lo que nos limitaremos a examinar dicha per-
turbacion a nivel de la ecuacion de Einstein linealizada, y extraer a partir de ella
el cambio en la entropia de entrelazamiento usando la férmula de Karch y Chang
descrita en el capitulo anterior, ecuacion (3.21). Como explicamos alld, este pro-
cedimiento da una buena aproximacion en el régimen de prueba (3.3). Traducido
al lenguaje de la teoria de campos estamos trabajando en el limite de N >> 1,
A>> 1.

El resultado que presentaremos se obtuvo mediante otras técnicas en [33]'.

! Se usaron técnicas de localizacién para calcular la entropia de entrelazamiento de una region
esférica que contiene un quark pesado.
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Lewkowycz y Maldacena obtienen que la aportacién a la primera correccion de
la entropia de entrelazamiento del quark pesado es g En este trabajo, nos interesa
entonces mostrar que este mismo resultado se puede obtener usando la férmula de
la doble integral de Karch y Chang, (3.21), y considerando como ellos un término
de regularizacion para calcular la contribucion al drea entre los dos cortes, € y €.
Primero, obtendremos la perturbacién a causa de la cuerda, después calcularemos
la doble integral (3.21), y finalmente el término de regularizacién debido al cambio

de corte UV. En las siguientes secciones daremos todos estos detalles.
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4.1 La perturbacion debida a la cuerda

En virtud de que la cuerda esta presente en el fondo gravitacional, ésta provo-
ca una retroaccién en la geometria de fondo. Es decir, tenemos una perturbacion
provocada por la cuerda sobre AdS, que es calculada con la expresién (3.7). Co-
mo consideraremos un quark y una superficie minima que son ambos estaticos,
podemos tomar el propagador Euclideano (3.10) con las funciones (3.15) y (3.16).
Al considerar el propagador (3.10), necesitamos construir el tensor de energia mo-
mento a partir de la accién de la cuerda Euclideana. Por lo tanto, aplicamos una

rotacion de Wick, t — —it., a la accion de Nambu-Goto, (1.2), y obtenemos,
58, - —isiE)
= T/dtdz\/det(ga,g), 4.1)

donde S](\% y S](VEC); son las acciones Euclideana y Lorentziana, respectivamente; ¢
es el tiempo Euclideano.
Como tenemos una cuerda fija en z = 0, si elegimos la norma estética, las

coordenadas del encaje son las siguientes,
z =0, t=r, X'(2,t) = 0. 4.2)

Con la accién (4.1) obtenemos el tensor de energia-momento de la cuerda,

pon_ 2 05NG
VG Gy
T
= dtdz/gg™ 0, Xm0, X"6° (x — X (t, 2)). 43
NE / V99 b ( (t,2)) (4.3)

Por consiguiente, para el quark estatico,

T b
= —— /9" 0, X" 9 X" (T). (4.4
\/é\/gg b ( )
Conforme a la relacién (4.4) y con los ingredientes
L5
VG ==, (4.5)
z
L2 tt zz Z2
\/gzga 9 =9 = 12 (4.6)
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4.1 La perturbacion debida a la cuerda

obtenemos las tinicas componentes no cero del tensor de energia-momento de la
cuerda,

5

ttt — tZZ — 1 i

2ral LP

Antes de seguir con el célculo de h,,,, notemos que en (4.7) las componentes

5 (&). @.7)

no cero del tensor de energia-momento van como t™" ~ % Del conteo que hici-
mos en la seccion 3.3, a partir de los bitensores, las funciones G y H y la medida de
la integral, para d = 4, obtuvimos un comportamiento que va como u*. En conse-
cuencia, la integral (3.7) cae como %, y cerca de z = 0 la integral va a cero (ya que
en la frontera u — 00). Asi, el sistema no presenta divergencias en z = 0, es decir
podemos confiar en el ansatz (3.9) para el graviton (propuesto en [28]) y quedarnos
s6lo con los términos que son invariantes de norma (3.10).

Con las componentes no cero del tensor de energia-momento (4.7), la expresion

(3.7) queda determinada por
hmn(z7 l') = ’%g / dzldt/dgl'l\/é[gmn;zlz,tZ,Z’ + gmn;t/t/tt(t,} .

Usando (4.5) y (4.7), simplificamos para obtener
2

hmn(za {E) 5 / dz/dtl [Smn;z’z’ + 9mn;t’t’] . (48)

2mal

Ahora construiremos las componentes del propagador. Para ello necesitaremos
la distancia u del punto fuente (z" ,z") sobre la cuerda estatica al punto de observa-
cién (z ,2),

2+ 2% 1% P

= —1 4.
u 520 ) (4.9)

y para facilitar los célculos es conveniente realizar el cambio de variable
U=1+u. (4.10)

Con (4.10) y segin (3.12) construimos el segundo bitensor, 7®

mn;m’n’?

a partir de las

segundas derivadas de U,

1 /
8m8n/U - /{5NV5717/1571/N + 57712571’2/ (Z + i[ — U)
Rz z oz

_ N\ _ N\
_ u(gn,ugmz + (mx)ép,mén’z’}7 (4.11)

z z!
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donde los indices m y n corren de 0 a 4 y los indices ;1 y v de 0 a 3. Con la variable

U las funciones (3.15) y (3.16) toman la forma

_ 1 U202 — 3)

G0 = gops { [(U—-1)(U+1)p2 2}’ (4.12)
1 [ U(6U* - 9U? +2) ,

H(U) = _127T2L3{[(U—1)(U+1)}3/2 —6U } (4.13)

Por consiguiente, con las relaciones (3.11), (3.12) y (4.11) expresamos las compo-

nentes del propagador,

2L* Z oz o t?

922;2’2/ - 9zz;t’t’ = M{H(U) + |:(Z + ; - U) + Z2:| G(U)}, (414)
2L [1 1,2 =z

Z.Z/Z/_ Z.//: _ — —\ — - 3 4.1

S Gt ey [z z’(z + 7 U)}G(U) (4.15)
2L 29[22

9Zj;2’z’ - 92j;t’t’ = @? |:Z + ; - U:| G(U)v (4'16)
2L4 t/2

Stz — Geeer = ) {H(U) + (2,2 + 1>G(U)], 4.17)

2L* 2t

Stjizrer — Sy = —@ﬁG(U), (4.18)
2L4 x'ad

gij;z'z/ - 9'ij;t’t’ == W {5Z]H<U) + le G(U)} . (4.19)

Como estamos trabajando con coordenadas Euclideanas vamos a integrar el tiempo,
', de —oo a 0o, y al ser las expresiones (4.15) y (4.18) impares en ¢/, la integral
para esas componentes es cero. Las relaciones (4.14), (4.16), (4.17) y (4.19) son
pares en ¢’ y por lo tanto la integral serd dos veces la integral en ¢’ de 0 a co.

Por medio de (4.9) y (4.10), hacemos un nuevo cambio de variable para integrar

ent,

t = —V222/U — 22 — 212 — 2, (4.20)

cuyo diferencial es
—zZ/dU

dt' = )
V222U — 22 — 22 — 72

4.21)

P i
2zz'

En consecuencia, los limites de integracién van de U,,;, = al, .. — 00

(considerando que en ¢’ van de 0 a co).
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Después de que en la expresion (4.8) introducimos las relaciones (4.14)-(4.19),
realizamos el cambio de variable (4.20) y hacemos la integral en U, obtenemos las

siguientes expresiones para la perturbacion debida a la cuerda:

2

K L

!/
= y4
27‘(0/‘/0 30%2242/4(1’2 + (Z _ Z’)2) (xz + (Z+Z/)2)3/2
2V/z72/ vz
[POISZ) E( Ve )+p019;>K( Ve )} (4.22)
2 )2 x2

+(z+ 2 + (2 + 2')?

zZz

hzt :ht] - O, (423)

2

K Lx;

/
= z
2ma /0 672232 (x2 + (2 — z’)Q) 22+ (24 2')?

NEE NEE
[Poli?E( = ) + P01§2.>K< = )} (4.24)
72 J 12

+ (z+2')? + (2 + 2)?

zj

2 e8] L
_ K5 /
hiy = — el / < 3/2
Ta' Jq 15#2242/4@2 + (z _ Z/)Q) (:52 + (z + z’)2)
2V 22 2v 22
[Pol,ﬁ?E( = ) +P01§3>K< S )] (4.25)
22+ (2 + 2')? 22+ (2 + 2')?
2 e8] L
hij = i ,/ dz'
2 J 15m22424 (22 + (2 — 2/)2) /22 + (2 + 2/)?

/ !
{Polg)E( 2vzz ) + PolE”K( 2V )] . (4.26)
72 )2 J 72

+(z+ 2 + (2 + 2')?

donde K(p) y E(p) son las integrales elipticas completas de primera y segunda

(71') . .
2, SON polinomios

clase, respectivamente, con modulo eliptico p. Los términos Pol
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en funcion de z, 2’ y x, que acompaiian a las funciones elipticas,

Poll) = (22 + (2 + 2/)?) (42® — 625 + 13252 — 14242 — 722270 4 42

+2°(362% + 462"%) + 2 (542* + 1252727 + 842") + 227 (82° + 2*

— 4272 +232%)), (4.27)
Poll? = 42" — 102® (42% + 52%) + (2* — z’2)3(624 + 52227 + 42)

— 2%(90z" + 2032°2"% + 1302") — 2 (702° + 1492"2" + 1592%2"

+1302"°) — 2 (102° 4 9252 — 5822 — 112%2% + 502%), (4.28)
Poll) = 208 — 426 4 2127 4 222 — 420 — 22(620 + 172222 + 62'1),  (4.29)
Pol(2 —22% + 4xt22 + (2 — )P (420 + 72727 + 42) + 27 (627

— 422+ 112%2" — 422" 4 62'), (4.30)

Pol!}) = —(2®+ (2 + 2)%) (42® + 92° — 172027 4+ 627" — 72°2/°

+ 42" + 2°(212% + 162”%) + 2*(392* + 3522 + 242") 4 27 (312°

+ 22427 + 7272 + 16279)), (4.31)
Pol{?) = 420 + 5% (527 + 42"%) + 2°(602" + 682°2" + 402")

+ (22— 2’2)2(9z6 + 212 4 272 4 427°) 4 2% (T02° 4 592427 + 54272

+402"%) + 227 (202° — 3202 + 212" + 227270 4 102), (4.32)
Pol(1 —15z,x;2% (2 4+ 2* — 2727 + 2 + 227 (27 + 27)) + (4a®

+ 32027 + 42° — 42727 4+ 32720 + 427 + 1620 (2% + 27) + 2 (2427

+ 3527277 + 242) 4+ 227 (820 + 11227 + 112221 + 82%)) 6, (4.33)
Polz(-?) = —(z' + (2 = ) (2* + 2?) +22%(2° — 22/ + 2?))

(42" + 42" + 72227 + 42" + 827 (2° + 27)) 6i; — 15wiw;2°). (4.34)

Las expresiones (4.22)-(4.26) son las componentes de la perturbacién provoca-
da por la presencia de la cuerda, pero por la complejidad de éstas, las integrales
en 2’ no son sencillas de realizar. No obstante las relaciones (4.22)-(4.26) son una
buena aproximacién para nuestro propdsito, que es convolucionar £, con T3},

de acuerdo con la expresion (3.20).
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4.2 Entrelazamiento desde la formula de Karch y Chang
para un quark

Con la férmula de Karch y Chang que presentamos en el capitulo anterior, en
esta seccion calcularemos la aportacién de un quark a la primera correccién de la
entropia de entrelazamiento. Como ingrediente de la férmula, haremos uso de la
perturbacion debida a la cuerda, que obtuvimos en la seccidn anterior. Un punto
a destacar es que estamos eligiendo una superficie de entrelazamiento esférica al-
rededor del quark, por lo tanto la superficie de Ryu-Takayanagi es la mitad de un

casquete esférico.

En la seccién 3.3 mostramos que para calcular la aportacion a la entropia de
entrelazamiento debida a una prueba consideramos las dos contribuciones (3.24).
La primera es obtenida con la férmula de Karch y Chang, y la segunda contribucién
se debe al cambio de corte, es decir el area entre el nuevo y el viejo corte (multipli-
cado por el factor ﬁ). Esto puede ser visto en la Figura 4.2. Lo que nos interesa
es la diferencia entre el area de la superficie minima, donde el fondo es AdS mas la
perturbacion de la cuerda, G’, menos el drea de la superficie minima calculada en
el fondo sin la presencia de la cuerda, GG, ver A) de la Figura 4.2.

Para no tener una contribucién espuria por el método de regularizacion, elegi-
mos un corte € cuya métrica inducida usando G’ sea igual a la métrica inducida en
el corte € usando GG. Podemos calcular el area de la superficie minima con GG’ desde
el corte ¢, siempre y cuando restemos el area entre los cortes, € y ¢, y finalmente
restemos también el drea de la superficie minima en G con corte €, ver parte B) de
la Figura 4.2. Del proceso anterior obtenemos dos términos que son mostrados en
(') de la Figura 4.2; donde el primer término lo llamaremos ¢y, y corresponde a
la doble integral de Karch y Chang, (3.21), y el segundo es la aportacion entre los
cortes, Ig. Estos son los 2 términos que aparecen en (3.24).

Como primer paso, en la siguiente seccion calcularemos el tensor de energia-
momento asociado a la superficie de Ryu-Takayanagi, de acuerdo a la expresion
(3.19).
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G’ G
— ¢
€
1
> i
B)
z z 4
e € ¢
{ 3 T € €
| > | > >
A2 Az C)
o ¢ o ¢
€ €
re 1 »

Figura 4.2: La parte A) es un esquema de la férmula (3.23). Para realizar la resta
necesitamos elegir un corte €, de tal manera que se cumpla I'. = I'.». Podemos calcular
el drea desde el corte € en G’ y restar el drea entre los cortes € y €'; esto es lo que se
muestra en la Figura B). Como resultado tenemos dos términos que corresponden a
la doble integral de Karch y Chang, Iy, y el término de regularizacién, I, donde

ambos términos se muestran esquematicamente en la Figura C').

4.2.1 El tensor de energia-momento minimo

La superficie de Ryu-Takayanagi de nuestro sistema es un casquete de radio R,
por esta razon aprovechamos la simetria del sistema y usamos AdS Euclideano en

coordenadas esféricas,
L2
ds* = —Z(sz +dt* + dr® + r?df* + r? sin®(0)d¢?). (4.35)
z
En tal caso, el casquete esférico esta dado por
R? =2 4 22 (4.36)

Con base en la expresion anterior calculamos la métrica inducida en el casquete
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a través de
Yab = 0 X" X" G s (4.37)
donde
X™={z,t,7,0,0} = {z,t, VR? — 22,0, ¢}. (4.38)

Al ser una superficie de Ryu-Takayanagi estética, con la restriccion (4.36), las coor-

denadas del casquete las elegimos como
X ={z0,0}. (4.39)

Asi, la métrica inducida tiene las siguientes componentes:

L} R 2,
PYZZ :?RQ—ZQ, 799:;(R -z )7
L2 2 2 2
Yoo =g (B = 2)si(0), =g =os =0 (440)

De acuerdo con la expresion (3.19), con las coordenadas (4.38) y (4.39) y con
la métrica inversa del casquete obtenemos las componentes del tensor de energia-

momento asociado a la superficie de drea minima,

s 22 R? — 22
Tiin =722 (4.41)
- VR — 22
Trpin = — T I2R2 (4.42)
Tj/t[m =0, (4.43)
4
rr — <
T fin =Tip (4.44)
2
00 _Z 1
Min 7? R2 — 2'2’ (445)
b 22 1
Tyfin = . (4.46)

T L2 (R? — 22)sin?(0)

Los términos restantes son cero. Notemos que la componente t¢ del tensor de
energia-momento es cero y esto se debe a que estamos considerando una super-

ficie minima estatica.
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4.2.2 La doble integral de Karch y Chang para la cuerda

En la seccidn 3.3 vimos que la féormula de Karch y Chang se deduce a partir
de la prescripcion de RT, y que es funcidn de lo que se considera un “tensor de
energia-momento” asociado a la presencia de la superficie minima dentro del bulto,
y de la perturbacién provocada por la prueba. En el apartado anterior construimos
el tensor de energia-momento para un casquete esférico, y en 4.1 obtuvimos la
perturbacién debida a la cuerda. Por lo tanto, podemos aplicar la férmula de Karch
y Chang, pero antes de calcular la convolucién de T3} con hyy,,, como estamos
aprovechando la simetria esférica del sistema cambiamos las componentes (4.22)-

(4.26) a coordenadas esféricas. Los tnicos términos no cero son

- / o L
= 2mal g 30m22424(R? — 222" + 2"2)(R? + 222/ + 2'2)3/2

2V zz! 2V zz!
[Polsglz)E < = ) + Pols? K < = )] ;
VR2+ 222 + 22 VRZ + 222 + 22
4.47)

_ K3 /OO & LVR? — 22
2ra! Jo 6m2232"4(R2 — 222" + 22)VR2 + 222 + 2
2V z7 2V z7
[PolsF;)E ( = ) + Pols@ K ( = )} ,

VR 4222 + 212 VR 4222 + 212

hZT’

(4.48)
2 0 L
i =52 / '
2ra! Jo 15m2242"4(R? — 222" 4+ 2"2)V R? 4 222/ + 2"
2V z2 2vz2
[Polsﬁ?E( = ) + Polsﬁf)f(< = )] | (4.49)
VR2 4222 + 272 VR4 222" + 272
h,.. = 3 /OO 2 L
2w 15m22424(R2 — 222" + 22)V/R2 + 222/ + 22

NEE NEE;
[Polsng ( = ) + Pols@ K < = )} ,
VR2+ 222 + 22 VRZ + 222 + 22
(4.50)
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[ L(R = )
VA
2ra’ J 1522424 (R? — 222" + 2"2)V/R? + 222" + 22
NEE T
[polsgyE( = > + Pols K (“)] . (@51)

VR2 + 222 + 272 R2 4222 + 22

heg =

hgy =hge sin®(0), (4.52)

donde hemos tomado en cuenta que » = v/ R? — 22, gracias a la restriccion (4.36).

Los términos Pols'”) | al igual que antes, son polinomios en funcién de z y z’.

mn?
La segunda integral de la férmula de Karch y Chang es sobre el casquete esféri-
co, asi pues la medida de integracién la obtenemos a partir del determinante de la

métrica inducida en el casquete (4.40),
3

VA= ;Rsin(a)\/m. (4.53)

De la expresiones (3.20) y (3.21) notemos que estamos integrando en las coor-

denadas sobre la superficie minima, d3w = dzdfd¢. Los limites de integracion

en ¢ y 6 son los usuales en coordenadas esféricas, sin embargo en z los limites

de integracion van de € (el corte que hemos elegido en el bulto de AdS) a R, que

es el radio del casquete esférico. Siguiendo (3.20), convolucionamos el tensor de

energia-momento minimo, (4.41), con la perturbacion (4.47)-(4.52), agregamos la
medida (4.53) y realizamos las integrales angulares para obtener

5= [0 [ aE BV

SGE\E[’) 0 ¢ o 15m2R2524(R2 — 222 + 22)VR2 + 222 + 2

2v/zz2' Ve
VR + 222 + 272 VR + 222 + 2

siendo los polinomios,

) + Pol® K ( ), @34

[Pol(l)E(

Pol =20R' + 2R%(22% + 552%) + R%(=79222"* + 1802"*) + R*(—132*2"
— 256222 + 1102%) + R*(342%2" — 792220 4 202"®) + 182°2"
— 132720 + 42228, (4.55)

Pol® = — (R? + 2/*)(20R® + R®(42% — 4022’ + 9027) + R*2'(—82% — 23222
— 14022 + 902"3) — R?2"(2* — 54232 4 232222 + 4022 — 202')
+ 2227(22% — 222 — 822 + 427)). (4.56)
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Las integrales en (4.54) no son sencillas de calcular. Por ello expandimos el
integrando de (4.54) en series alrededor de z = 0 e integramos cada término. En la
Figura 4.3 podemos ver que al incrementar el orden de la serie ésta se aproxima al
valor,

L* VA

donde consideramos que el corte se aproxima a cero, € — 0.

(5]

VA
0.60

0.55 -

0.50 w“.““mm

045 oo
0.40

0.35+

0.30 - - ; ; Orden de la serie, 2"
0 20 40 60 80

Figura 4.3: La integral (4.54) la realizamos expandiendo el integrando en series al-

rededor de z = 0 e integrando cada término. Hacemos la integral a orden noventa y

vemos que conforme la serie aumenta su valor se aproxima a LEAPN %

VA

Hay algunos puntos a resaltar del resultado anterior. El primero es que no exis-
te dependencia del radio R, es decir, la aportacion a la entropia de entrelazamiento
debida al quark no depende del radio que elegimos para la superficie de entrela-
zamiento. Por otro lado, dentro de la integral no tenemos divergencias, como se
esperaria de acuerdo con la expresion (2.23), esto lo atribuimos a que la férmula de
Karch y Chang sdlo calcula la contribucion debida a la prueba; en nuestro caso a

causa de la cuerda.
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4.2.3 El término de regularizacion para la cuerda

En la seccion 3.3 hablamos de un término de regularizacién, ya que debido a
la presencia de la cuerda la métrica inducida en el corte original, I'., serd modifi-
cada a la métrica inducida I'.. Por otra parte, en la Figura 4.2 y en la expresion
(3.24) mostramos dicho término, que multiplicado por el factor @, contribuye a
la entropia de entrelazamiento.

Calculamos la contribucién entre los cortes con la siguiente integral:

1 154 27 T
Ir = —/ dz/ d(b/ do./~, (4.58)
" 4G§{?) c 0 0 v

donde ¢ = ¢ + 9z y 6z es el cambio en el corte debido a la presencia de la cuer-

da. Tomando la relacion (4.53), integrando y quedandonos a primer orden en 0z

obtenemos,
L3
In=-" s e (4.59)
va)es

De acuerdo con la expresion (4.59) necesitamos 0z; la propuesta es encontrar
0z eligiendo un corte €/, de manera que se cumpla que la determinante de la métri-
ca inducida en € usando G como métrica en el bulto es la misma que la métrica

inducida en el corte € usando G,

det({T. ) = det({Tbap). (4.60)

Determinamos la métrica inducida, en coordenadas esféricas, en el corte € median-

te,
{Te}ap =0, X0 X"G,

—9, X9, X" [Gmn(e 482t/ R2 — (e + 02)2,6,0)
+ 0Gn(€ +0z,t,\/R? — (e 4+ 02)2,0, qb)]

0z

=0, Xm0, X" Kl — 2) GO (z=¢€)+GW (2 =€) + 0G|
€

(4.61)
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En la segunda igualdad evaluamos G,,, y 0G,,en z = € = e+ dzyenr =
/R? — (e + 02)2. En la tercera igualdad dejamos {I'. },, a primer orden en dz;
Gl y G es la métrica de AdS en esféricas a orden cero y primer orden en 0z,

respectivamente.

Obtenemos 0G,,,, de las expresiones (4.22)-(4.26), no obstante simplificamos
éstas considerando que estamos trabajando a nivel de los cortes, es decir en z — 0.
Asi pues, hacemos z — 0 en (4.22)-(4.26) queddndonos con los primeros érdenes
en z, cambiamos a esféricas, reemplazamos z = € + dz y r = /R? — (e + 02)?

e integramos. De esta manera, las expresiones para 6G,,, a primer orden en 2

quedan
LG(S)
how = — N (16R° — 112R*¢* + 317TR%¢* — 221¢°
24ma(R? — 62)
+6z( — 96R"e + 500R%e”® 4 442¢”) ), (4.62)
LG(S)
oy = M (3R'e — 1TR?¢ + 14¢” + 02 (3R" — 30R¢® — 28¢") ),
3ra(R? — )
(4.63)
LGY
i = ¥ (16R° — 96 R*e* + 207 R*c* — 127¢°
48rar(R? — €2)
+6z( — 64R"e + 188R%€® 4 254¢€”) ), (4.64)
LG(5)
= N (16R° — 144R*¢* 4+ 4T9R*c* — 351¢°
48rar(R? — €2)
+ 6z( — 160R"e + 892R*¢® + 702¢°) ), (4.65)
LG(5)
00 = N (16R° — 48R'e® + 4TR%¢" — 15¢° — 4R%6z€%),  (4.66)
48rar(R? — €2)
hgg =hag sin®(6). (4.67)

Con las relaciones anteriores y de acuerdo con la expresion (4.61), las compo-
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nentes de la métrica inducida a primer orden en ¢z son:

GOL
= N - <16R6 +127(20z — €)€” — 32R*e(20z + 3¢)

487ra(R2 — 62)
L2(—26

T R (18805 + 207@) L L2t (4.68)

€
L
r, = 1 [ — 48L7a(26z — €)(R* — 62)4 + Gg{?)e?’ (161%6
48T ove? (R2 — 62)

+351(26z — €)e® — 16R*e(100z + 9¢) + R?e*(8920z + 479@)] . (4.69)

L 3
hy = 48Lma(R? — €*)°(R*(262 — €) + €
b= e e S (@ =0 )
+ GO (— 16R° + 48R*e® + R> (462 — ATe)é® + 1566)> : (4.70)
I, =y, sin®(6). (4.71)

Hemos expresado {I'.},, = I",. Por otro lado, las componentes de la métrica

inducida en el corte € son

L? L? L? r
S Te=7% Te=5VR-c= 2 (4.72)

F pu—
" €2 sin®(0)

En este caso evaluamos en el corte €, z = e y r = /R? — €2. Siguiendo (4.60),

obtenemos los determinantes de I, y [';, los igualamos y resolvemos para dz,

Gn

07 = —————
N 6ma’ LR?

e+ O(). (4.73)

Nos quedamos a orden € en la expresién anterior debido a que en la relacién (4.59)
el orden mds bajo va como € 3. Asi, introducimos (4.73) en (4.59), quedéndonos a
orden cero en ¢,

L* VA

- Xz (4.74)

Ip=——
" 60/ 6

Con el resultado (4.57), de la férmula de la doble integral, y con el resultado

anterior (4.74), expresamos el cambio a la entropia de entrelazamiento a primer
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orden, debido a la cuerda (i.e. el quark en la teoria de campo),

0S =Igcn + Ir

VA
6
: (4.75)

destacando que el término de regularizacién contribuye importantemente al resul-
tado de la entropia de entrelazamiento.

La expresion (4.75) esta totalmente de acuerdo con el resultado obtenido por
Lewkowycz y Maldacena en [33], calculado mediante métodos diferentes a los que

hemos usado en el presente trabajo.
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Conclusiones y trabajo
futuro

El objetivo del presente trabajo fue calcular la primera correccién de la entropia
de entrelazamiento del campo gludénico en una teoria de norma fuertemente acopla-
da, a causa de un quark estatico e infinitamente pesado. Esto se realizé con métodos
de la llamada correspondencia AdS/CFT. En términos generales, la corresponden-
cia holografica es una herramienta que surge de la teoria de cuerdas, que relaciona
teorias de campos con teorias gravitacionales que tienen una dimensién mayor. La
correspondencia AdS/CFT ha permitido realizar célculos en el régimen de acopla-
miento fuerte para diversas teorias de campos, que por métodos perturbativos serian
inaccesibles. Una de las cantidades dificiles de obtener en la teoria de campo, in-
cluso en el régimen perturbativo, es la entropia de entrelazamiento. Esta cantidad
es propia de la mecénica cudntica, donde dos o mds objetos alejados pueden tener
un comportamiento coordinado. No obstante, utilizando como cimiento la duali-
dad de Maldacena, Ryu y Takayanagi dan una prescripcién, (2.26), para calcular la
entropia de entrelazamiento usando herramientas geométricas del fondo gravitacio-
nal. Una deduccién que proviene de la relacion de Ryu-Takayanagi es la féormula
de la doble integral de Karch y Chang, (3.21), que especificamente se usa para sis-

temas de branas de prueba. Con esta férmula, en el presente trabajo calculamos la
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aportacion a la entropia de entrelazamiento, usando como prueba la cuerda funda-
mental. La punta de la cuerda en z = 0 es dual al quark en la teoria de campo, y el
perfil de la cuerda codifica el campo gludnico.

La presencia de una cuerda fundamental externa en el bulto provoca una per-
turbacién en el fondo. Calculamos esta perturbacion a partir de la expresion (3.7)
para una cuerda estdtica, con el propagador del gravitén Euclideano, (3.9), y con
el tensor de energia-momento de la cuerda, (4.7). Del ansatz para el propagador
Euclideano solo nos hemos quedado con los elementos que son independientes de
norma, en vista de que el propagador es convolucionado con el tensor de energia-
momento de la cuerda, que es una cantidad covariantemente conservada, y por lo
tanto los términos dependientes de norma no aportan para el calculo de h,,,,,. Como
resultado, obtenemos la perturbacion hasta la integral en 2/, (4.22)-(4.26), desta-
cando que en la frontera h,,,, es finita. En otras palabras, no tenemos divergencias
conforme nos acercamos a z = 0.

En virtud de la presencia de la superficie minima en el bulto, calculamos el "ten-
sor de energia-momento”’del casquete esférico, (4.41), y realizamos la convolucion
con la perturbacion. Debido a la complejidad de las integrales, solo nos fue posible
expandir el integrando alrededor de z = 0, e ir integrando término a término. Lle-

gamos asi al resultado mostrado en la Figura 4.3, donde queda claro que la serie
VA

R
Ademas, hemos considerado un término de regularizacién, dado que por la pre-

converge al valor

sencia de la cuerda en el fondo gravitacional, el corte UV original se modifica en

Ny
6

al resultado mostrado en la Figura 4.3. En consecuencia, obtenemos ﬂ; de manera

un nuevo corte UV. Este término contribuye de manera significativa, restando

esquemadtica vemos el drea calculada en la Figura 4.2.

Del resultado anterior se pueden inferir dos puntos. Primero, que no hay depen-
dencia del radio del casquete esférico que estamos eligiendo, 2. Segundo, que no
nos vemos afectados por la ley de 4rea de la entropia de entrelazamiento (LAEE),
que nos llevaria a esperar un comportamiento divergente, proporcional al drea de
la superficie de entrelazamiento. Ambos puntos son explicados considerando que
solo estamos obteniendo la contribucion del quark a la entropia de entrelazamiento.

En otras palabras, la divergencia de la LAEE con la métrica G’ es cancelada con
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la divergencia de la LAEE con la métrica GG. De la misma manera, no hay depen-
dencia de R, debido a que no importa el radio del casquete cuando lo que estamos
calculando es tnicamente la contribucion del quark a la entropia de entrelazamien-
to.

La aportacion a la entropia de entrelazamiento del término de regularizacion
pudiera resultar sorprendente, ya que al estar trabajando a nivel de los cortes, € y €/,
pudiéramos haber supuesto que el area entre éstos era despreciable. No obstante, la
cantidad estd completamente de acuerdo con el resultado que Lewkowycz y Mal-
dacena reportan en [33]. El cdlculo de Lewkowycz y Maldacena es en la teoria de
campo e involucra el valor de expectacion del lazo de Wilson circular y la funcién
de un punto del tensor de esfuerzos en presencia del lazo de Wilson. A partir de
las expresiones exactas para estas dos cantidades (obtenidas mediante la técnica
de localizacién) ellos determinan el resultado exacto para la entropia de entrelaza-
miento y después de una serie en A y N obtienen la entropia de entrelazamiento a
cada orden. Su resultado, en el limite N — oo y A — oo, implica que la primera
contribucion a la entropia de entrelazamiento a causa del quark es ? ! Asi, con-
cluimos que el término de regularizacién es pieza clave en nuestro célculo, pues
es solo después de incluirlo que reproducimos el resultado % El punto mas im-
portante es que nuestro resultado sirve para comprobar la validez de la férmula de
Karch y Chang, y de la técnica de cédlculo de Lewkowycz y Maldacena.

Como trabajo futuro pensamos en la posibilidad de extender este andlisis para
un quark estatico de masa finita. Es decir, ahora cortaremos la fuente de la cuerda
de z,, = % a 0o, provocando un quark que ya no es puntual, puesto que ahora
tendria un radio de Compton. De éste nos interesa estudiar el patrén de entrela-
zamiento eligiendo el radio del casquete dentro del radio de Compton. Otro de
nuestros intereses es analizar el entrelazamiento de un quark en movimiento, para
ello necesitamos considerar el propagador lorentziano. Sin embargo, por la com-
plejidad de las integrales que procesamos en el presente trabajo, vislumbramos que

el caso en movimiento puede convertirse en un cdlculo extenso.

'En su resultado también se puede observar un término log(\) (el cual es despreciable respecto
a @) que es una correccion cuantica que viene de los campos cuanticos que se estdn propagando
sobre la cuerda. Nuestro célculo es a nivel clasico, por lo tanto, nosotros no obtenemos este término.
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