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Resumen

Se presenta un estudio de las islas magnéticas que se forman en los apa-
ratos de confinamiento magnético toroidales usados en la investigación de
fusión termonuclear, en particular se enfoca en las configuraciones tipo ste-
llarator que son las que no presentan simetría axial. Las islas magnéticas se
forman por la reconexión magnética entre dos superficies magnéticas toroi-
dales lo que modifica la topología permitiendo el libre flujo de masa y energía
entre esas dos superficies. El trabajo está motivado por las observaciones en
el stellarator TJ-II que muestran una correlación entre actividad magnética
(que indica la presencia dinámica de islas magnéticas) y la formación y des-
aparición de barreras de transporte. Se pretende entonces dar una explicación
de la causa de este fenómeno basado en estudiar la evolución de las islas en
presencia de flujos de plasma paralelos a dichas islas y simular el proceso
incluyendo todos los ingredientes relevantes.

Para hacer una descripción adecuada de los campos magnéticos en geo-
metría toroidal se utiliza un sistema de coordenadas apropiado, basado en los
flujos magnéticos. Para el caso considerado aquí se utilizan las coordenadas
de Boozer, las cuales se describen con detalle. Dado que los stellarators tie-
nen simetría helicoidal se analizan los campos magnéticos con esta simetría
pero usando coordenadas locales de tipo cilíndrico, en lugar de las de Boozer,
para ser utilizadas en el estudio de la reconexión magnética.

Con estas herramientas se aborda el problema de la formación de islas
magnéticas producida por los modos de desgarre que se deben a los efectos
resistivos del plasma. Para poder estudiar estos modos se considera al plasma
como conductor perfecto, usando la llamada magnetohidrodinámica (MHD)
ideal, excepto en una capa resonante en donde la dirección de la perturbación
magnética es paralela al campo magnético, en la cual se incluye la conducti-
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2 ÍNDICE GENERAL

vidad eléctrica finita. Se describe este método de análisis para encontrar la
tasa de crecimiento lineal de la reconexión. La isla magnética así formada
evoluciona en su etapa no lineal de acuerdo a la ecuación de Rutherford, que
es la que se considera en el resto de los estudios. A continuación se describe
el efecto de la isla en el transporte del plasma y las torcas electromagnéticas
que se ejercen sobre las islas por el resto de los campos que se mantienen
estáticos. Este efecto es de interés aunque no es necesario incluirlo en los
análisis subsecuentes.

En el primer estudio se hace una evaluación de cómo se modifica la evo-
lución de la isla en presencia de flujos cizallados para un stellarator. Se sabe
que un flujo con cizalla produce la supresión de la turbulencia que es respon-
sable del transporte no colisional en el plasma. Por ello, debe estar presente
cuando hay barreras de transporte y debe afectar a su vez a las islas magné-
ticas. Estos flujos dan lugar a una corriente de polarización que se debe a que
la velocidad varía al fluir a lo largo de la cadena de islas. Se calcula entonces
el efecto de esta corriente sobre la estabilidad de la isla cuando se incluye la
no axisimetría de la configuración magnética. Se encuentra que este efecto es
importante solo para cuando el cociente del radio de giro de las partículas
sobre el ancho de la isla es pequeño. Por lo tanto no es relevante para altas
temperaturas y no es necesario incluirlo en las simulaciones que se hacen.

Finalmente, se presentan los resultados de la simulación numérica del
fenómeno observado en TJ-II. Se usa el código de transporte Astra en el que
se incluye la presencia de 3 impurezas de carbono para obtener la emisión de
radiación que sirve de diagnóstico del proceso observado. Para la formación
de la barrera de transporte se usa un modelo de turbulencia basado en modos
ballooning resistivos que incorpora la estabilización por flujos cizallados. Se
muestra que este modelo reproduce las observaciones de manera razonable.



Capítulo 1

Introducción

Existen dos tipos de reacciones nucleares: la bien conocida fisión y la fu-
sión. El proceso de fusión nuclear ocurre cuando dos átomos ligeros se unen
para formar uno más pesado. En ambas reacciones se libera una gran canti-
dad de energía pero la principal ventaja de la fusión es la de ser considerada
una energía limpia al no contribuir al efecto invernadero y que sus productos
radioactivos tendrían una vida más corta que los producidos por el proceso
de fisión.

Este proceso solo tiene lugar de manera natural en el interior de una
estrella, donde las altas temperaturas (alrededor de 15 millones de grados
Kelvin, de aquí que a las reacciones de fusión se les denomina termonuclea-
res) provocan que los núcleos de los átomos ligeros puedan superar la fuerza
de repulsión eléctrica y fusionarse. Sin embargo, desde varias décadas atrás,
muchos investigadores persiguen el desafío de traer el poder de producción
de energía de una estrella a la Tierra. Esta investigación se sustenta por la
física de los plasmas, gases tan calientes que los electrones están libres del
núcleo del átomo formando un ensamble de iones y electrones que pueden
conducir corrientes eléctricas y responder a campos electromagnéticos.

Gracias a la naturaleza eléctrica del plasma se puede lograr mantener
a las partículas que lo forman confinadas en una cierta región del espacio;
mediante la aplicación de campos eléctricos y magnéticos adecuados quedan
atrapadas entre complicadas trayectorias más o menos cerradas, importantes
para el buen confinamiento y la estabilidad del plasma. Esta mecanismo es
conocido como confinamiento magnético.
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1: Reacciones nucleares que liberan energía.

Figura 1.2: Ejemplos de donde podemos encontrar plasma son en las estrellas,
como el sol, en rayos y flamas.
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Los aparatos de fusión nuclear más destacados que usan este tipo de con-
finamiento son los tokamaks y los stellarators. El campo magnético en ambos
tiene una geometría helicoidal(Figura 1.3). En el tokamak esta geometría se
consigue con una corriente toroidal en el plasma, lo que hace que haya si-
metría axial (alrededor del eje del toro). En el stellarator, la helicidad la
producen las mismas bobinas externas por lo que no se tiene axisimetría.

Cada línea de campo magnético está contenida en una superficie toroidal
a la que se llama superficie magnética. Una consecuencia de la geometría
helicoidal es que estás líneas de campo pueden cerrarse sobre sí mismas des-
pués de un número finito de vueltas o nunca cerrarse, cubriendo la superficie
totalmente. Las primeras son llamadas superficies racionales.

En una superficie racional las líneas de campo magnético se pueden rom-
per y reconectar dando lugar a islas magnéticas. Las islas magnéticas co-
nectan a las partículas del interior del plasma con el exterior, esto provoca
pérdida de confinamiento y es una de las principales razones por las que se
estudia el comportamiento de las islas.

Alrededor de las regiones de reconexión el campo magnético cambia de
dirección cuando se pasa de una superficie magnética a otra al variar la posi-
ción radial, es decir, tiene cizallamiento. Cuando su dirección coincide con la
dirección de la perturbación, lo cual ocurre en una superficie racional, se pue-
den excitar los modos de desgarre. Esto hace que se desarrolle una isla cuyo
ancho depende de la cantidad de cizalla, cuyo análisis se hará en el capítulo 4.

Durante el confinamiento del plasma se transportan partículas, momento y
calor. Según sea la causa del transporte, puede ser descrito por dos princi-
pales modelos: el transporte clásico, que es debido a colisiones de partículas,
y el transporte anómalo, que es generado por turbulencia en el plasma. Esta
turbulencia está impulsada por micro-inestabilidades y produce fluctuaciones
en los campos. Para el caso en el que la geometría es toroidal, el transporte
clásico debe tomar en cuenta efectos por el doblamiento del sistema y se le
denomina transporte neoclásico. Este tipo de transporte es diferente para
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A)

B)

C)

Figura 1.3: A) Campo magnético toroidal, B) Campo magnético poloidal,
C) Campo magnético helicoidal
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Figura 1.4: Las líneas de campo magnético se reconectan formando islas
magnéticas.

electrones e iones, es decir, es no ambipolar. Mientras que el transporte anó-
malo si es ambipolar y es más rápido que el neoclásico.

Cuando el transporte radial de iones o electrones disminuye en una re-
gión se le conoce como barrera de transporte. Por lo regular, las barreras
de transporte no afectan al transporte neoclásico. Los gradientes de veloci-
dad en el plasma provocan una disminución en el nivel de turbulencia lo que
produce un menor transporte turbulento. Por otro lado, cuando hay una isla
magnética, la velocidad del flujo de plasma paralelo a la isla varía al recorrer
el contorno de la isla por el efecto Venturi. Esto produce una corriente de
polarización que también influye en el aumento del ancho de la isla.

El stellarator heliac TJ-II que motiva el presente trabajo se compone de
una bobina circular y otra helicoidal en el centro y un conjunto de bobinas
externas que determinan las superficies magnéticas aún cuando no se ha ini-
ciado la descarga, consistentes en 5 bobinas de campo magnético poloidal
para determinar la posición horizontal del plasma y 32 bobinas de campo
magnético toroidal a distintas alturas.

En las superficies racionales de este stellarator se ha observado, además
de la formación de islas magnéticas, que también se pueden formar barreras
de transporte. Por esta razón se piensa que puede existir una relación entre
el crecimiento de una isla magnética y el rompimiento de una barrera de
transporte. Vemos en la Figura 1.6 en las señales bolométricas del centro y
borde del plasma que se tiene un comportamiento periódico de dientes de
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Figura 1.5: Modelo del stellarator TJ-II

sierra, cerca del centro la emisión sube en rampa y decae luego de forma
abrupta; al alcanzar el radio al que se encuentra la superficie racional el
comportamiento se invierte, observándose que primero decae y luego sube
abruptamente. El mismo comportamiento se observa en Hα que mide las
partículas que llegan al borde del plasma. Este comportamiento es explicado
con la presencia de una barrera de transporte en la superficie racional 8/5 que
se forma y se destruye cíclicamente, porque las caídas dentro de la posición
r = rs de la superficie racional corresponden a subidas fuera de rs. Cuando
una perturbación destruye la barrera se deteriora el confinamiento del plasma
en esa zona liberando las partículas que estaban atrapadas por la barrera; al
mismo tiempo el aumento en Hα indica que hay partículas que se disparan
a las paredes y coincide con el aumento de actividad MHD. Los paneles
inferiores muestran los espectros de frecuencia de la señal magnética y de la
emisión bolométrica cerca del borde y cerca del centro respectivamente.

Una representación esquemática se muestra en la figura 1.7. En la fase A
se tiene una isla de ancho grande y una barrera de transporte está presente
pero ocurre una inestabilidad al pasar a la fase B destruyendo la barrera,
esto provoca que el ancho de la isla se reduzca y rote con una frecuencia de
rotación mayor a la inicial. Durante la fase C la isla comienza a recuperar su
frecuencia de rotación inicial y su ancho comienza a crecer simultáneamente
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hasta que se satura y se crea una barrera de transporte haciendo que el ciclo
vuelva a comenzar.

Basado en las observaciones proponemos un modelo en el que la torca
viscosa crece hasta dominar a la torca electromagnética, como se describirá
en el capítulo 5, provocando una bifurcación que lleva a un equilibrio con
una velocidad de rotación más grande. La barrera de transporte que se te-
nía antes desaparece ahora al aumentar la rotación y la densidad disminuye
cerca del centro. Además el flujo alrededor de una isla magnética crea una
corriente de polarización por el efecto tobera; esta afecta la estabilidad de la
isla a través de su ecuación de evolución en el término ∆pol. Para calcular
este término se necesita conocer la parte oscilatoria de la corriente paralela,
definida como la corriente de polarización. El análisis usado es similar al he-
cho en [2] pero tomando ahora en cuenta una geometría no-axisimétrica con
el uso de coordenadas de Boozer.
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Figura 1.6: Observaciones experimentales en TJ-II
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Figura 1.7: Representación esquemática de las observaciones en TJ-II
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Capítulo 2

Coordenadas de flujo

Las superficies magnéticas son superficies trazadas por las líneas de cam-
po magnético, se encuentran anidadas dentro del aparato de confinamiento.
También son llamadas superficies de flujo porque en ellas el flujo magnético
poloidal y toroidal es constante. Cada superficie magnética tiene asociado
un factor de seguridad q, igual a la tasa de cambio del flujo toroidal entre
el flujo poloidal. Cuando este factor es racional hablamos de una superficie
magnética racional, q = m/n con m y n enteros. Para el caso de stellarator
se usa la notación de transformada rotacional ι-, igual al inverso de el factor
de seguridad.

Figura 2.1: Izquierda: Superficies magnéticas anidadas. Derecha: Líneas mag-
néticas enrollándose sobre superficies magnéticas.

13



14 CAPÍTULO 2. COORDENADAS DE FLUJO

Las ecuaciones para describir la física en plasmas llegan en ocasiones a
tener formas complicadas y dificultar la comprensión de la información que
contienen. Una adecuada transformación de coordenadas puede facilitar el
entendimiento de las ecuaciones y por lo tanto de la física, en particular fa-
cilita el entendimiento del transporte neoclásico en stellerator. Al conjunto
de coordenadas resultante de estas transformaciones se les denomina coorde-
nadas de flujo, pues están dadas en términos de funciones de flujo magnético.

Las coordenadas de flujo permiten escribir de forma más simple al campo
magnético como vector con una representación covariante y otra contrava-
riante. Existen diversas transformaciones posibles pero frecuentemente son
las coordenadas de Boozer las más usadas.

2.1. Coordenadas de Boozer

Establecemos una transformación de coordenadas r, θ y φ al conjunto
de las coordenadas de flujo deseadas ψ, χ y ζ (Fig. 2.2). Estas representan
respectivamente a las coordenadas radial, poloidal y toroidal. En este capítulo
usaremos la notación χ y ζ para que no haya confusión con las coordenadas
esféricas; en el capítulo 6 las denotaremos con θ y φ. Dado que ψ es la
coordenada perpendicular a la superficie magnética, y por lo tanto a ~B, se
debe cumplir que

~B · ∇ψ = 0 y ∇ · ~B = 0 (2.1)

Para estas coordenadas se propone el conjunto de vectores base indepen-
dientes:

∇ψ ×∇χ ∇ζ ×∇ψ ∇χ×∇ζ (2.2)

de manera que en términos de estos vectores el campo magnético se puede
expresar de la siguiente manera,

~B(~r) = f1(∇ψ ×∇χ) + f2(∇ζ ×∇ψ) + f3(∇χ×∇ζ) (2.3)

donde fi = fi(ψ, χ, ζ), esta es una representación contravariante del cam-
po B
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Figura 2.2: Coordenadas de flujo

De las condiciones en (2.1) sabemos que f3 = 0 y

∇ · ~B = [(∇ψ ×∇χ) · ∇ζ]

(
∂f1
∂ζ

+
∂f2
∂χ

)
= 0 (2.4)

El término entre corchetes es equivalente al jacobiano de la transforma-
ción, d~r = Jdψdχdζ y J ′ ≡ 1/J = ∇ψ ×∇χ · ∇ζ. Las soluciones de f1 y f2
tienen la forma

f1(ψ, χ, ζ) = f̄1(ψ) +
∞∑
1

f̄1n(ψ)χn + ¯̄f(ψ)ζ +
∂f̃(ψ, χ, ζ)

∂χ
(2.5)

f2(ψ, χ, ζ) = f̄2(ψ) +
∞∑
1

f̄2n(ψ)ζn − ¯̄f(ψ)χ+
∂f̃(ψ, χ, ζ)

∂ζ
(2.6)

Por definición se debe tener
〈
f̃
〉

= 0 sobre un periodo en χ y ζ. Entonces

f̄1n = f̄2n = ¯̄f = 0. Introduciendo estas expresiones en el campo magnético
obtenemos

~B(~r) =

(
f̄1 +

∂f̃

∂χ

)
(∇ψ ×∇χ) +

(
f̄2 −

∂f̃

∂ζ

)
(∇ζ ×∇ψ)

= f̄1∇ψ ×∇χ+ f̄2∇ζ ×∇ψ +∇ψ ×∇f̃
(2.7)

De igual forma se debe cumplir para la densidad de corriente la condicion
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de neutralidad del plasma y la conservación de carga, ~J ·∇ψ = 0 y ∇· ~J =
0,

µ0
~J(~r) = h̄1∇ψ ×∇χ+ h̄2∇ζ ×∇ψ +∇ψ ×∇h̃ (2.8)

Si escribimos

h̄1 =
dḡ1
dψ

y h̄2 =
dḡ2
dψ

(2.9)

obtenemos una expresión contravariante de ~J

µ0
~J = ∇×

[
ḡ1∇χ− ḡ2∇ζ − h̃∇ψ

]
(2.10)

Al comparar esta expresión con la ley de Ampere µ0
~J = ∇× ~B obtenemos

la representación covariante de ~B

~B = ḡ1∇χ− ḡ2∇ζ − h̃∇ψ +∇g̃(ψ, χ, ζ) (2.11)

Para eliminar los términos f̃ y g̃ definimos un nuevo conjunto de coordenadas

ψ′ = ψ

χ′ = χ− k̃χ(ψ, χ, ζ)

ζ ′ = ζ − k̃ζ(ψ, χ, ζ)

(2.12)

y sustituimos en las expresiones contravariante y covariante de ~B. Enton-
ces, en la ecuación (2.7)

~B(~r) = f̄1∇ψ′ ×∇
(
χ′ + k̃χ

)
+ f̄2∇

(
ζ ′ + k̃ζ

)
×∇ψ′ +∇ψ′ ×∇f̃

= f̄1∇ψ′ ×∇χ′ + f̄2∇ζ ′ ×∇ψ′ +∇ψ′ ×∇
(
f̃ + f̄1k̃χ − f̄2k̃ζ

) (2.13)

y para la ecuación (2.7)

~B(~r) = ḡ1∇
(
χ′ + k̃χ

)
−ḡ2∇

(
ζ ′ + k̃ζ

)
− h̃∇ψ′ +∇g̃

= ḡ1∇χ′ − ḡ2∇ζ ′+
(
dḡ1
dψ

k̃χ −
dḡ2
dψ

k̃ζ − h̃
)
∇ψ′

+∇
(
g̃ + ḡ1k̃χ − ḡ2k̃ζ

) (2.14)
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Si elegimos que los últimos términos en paréntesis de cada ecuación anterior
sean cero, f̃ + f̄1k̃χ − f̄2k̃ζ = 0 y g̃ + ḡ1k̃χ − ḡ2k̃ζ = 0 , entonces k̃χ y k̃ζ
deben ser

k̃χ = −
(

ḡ2
f̄1ḡ2 − f̄2ḡ1

)
f̃ +

(
f̄2

f̄1ḡ2 − f̄2ḡ1

)
g̃

k̃ζ = −
(

ḡ1
f̄1ḡ2 − f̄2ḡ1

)
f̃ +

(
f̄1

f̄1ḡ2 − f̄2ḡ1

)
g̃

(2.15)

Con esto quedan determinadas las expresiones para k̃χ y k̃ζ en términos de
y podemos regresar a la notación de (ψ, χ, ζ). Las formas contravariante y
covariante del campo magnético resultantes son, respectivamente

~B(~r) = ∇ψ ×∇(f̄1χ− f̄2ζ) (2.16)

~B(~r) = ḡ1∇χ− ḡ2∇ζ + k̃∇ψ (2.17)

k̃(ψ, χ, ζ) =
dḡ1
dψ

k̃χ −
dḡ2
dψ

k̃ζ − h̃ (2.18)

Las funciones f1, f2, g1 y g2 son funciones sólo de ψ cuyo sentido físico se
obtiene al calcular los flujos y corrientes poloidales y toroidales en términos de
las fi y gi respectivamente. La Figura 2.3 muestra las superficies diferenciales
en direcciones toroidal y poloidal. Estas áreas diferenciales están dadas por

d ~Ap =
∂~r

∂ζ
× ∂~r

∂ψ
dζdψ

d ~At =
∂~r

∂ψ
× ∂~r

∂χ
dχdψ

(2.19)

En coordenadas cartesianas x(ψ, χ, ζ), y(ψ, χ, ζ), z(ψ, χ, ζ), el vector de
posición es

~r = x(ψ, χ, ζ)êx + y(ψ, χ, ζ)êy + z(ψ, χ, ζ)êz (2.20)

con los vectores unitarios:

êx = ∇x = xψ∇ψ + xχ∇χ+ xζ∇ζ
êy = ∇y = yψ∇ψ + yχ∇χ+ yζ∇ζ
êz = ∇z = zψ∇ψ + zχ∇χ+ zζ∇ζ

(2.21)
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Figura 2.3: Diferenciales de áreas de flujo y corriente poloidales dSp y toroi-
dales dSt entre dos superficies de flujo.

Hemos usado la notación ab = ∂a
∂b
. Con esto podemos calcular los produc-

tos vectoriales de la ecuación (2.3)

∂~r

∂ζ
× ∂~r

∂ψ
= [xχ (yζzψ − zζyψ) + yχ (xψzζ − zψxζ)

+ zχ (xζyψ − yζxψ)]∇χ
∂~r

∂ψ
× ∂~r

∂χ
= [xψ (yχzζ − zχyζ) + xχ (zψyζ − yζ − yψzζ)

+ xζ (yψzχ − zψyχ)]∇ζ

(2.22)

Pero el jacobiano de la transformación de coordenadas está dado por

J =

∣∣∣∣∣∣
xψ xχ xζ
yψ yχ yζ
zψ zχ zζ

∣∣∣∣∣∣ =
xψ (yχzζ − zχyζ)
−xχ (yχzζ − zψyζ)
+xζ (yψzχ − zψyχ)

(2.23)

Por lo que

∂~r

∂ζ
× ∂~r

∂ψ
= J∇χ

∂~r

∂ψ
× ∂~r

∂χ
= J∇ζ

(2.24)
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Figura 2.4: Campos magnéticos en únicamente dirección poloidal y toroidal
respectivamente.

y las superficies diferenciales son

d ~Ap = (J∇χ)dζdψ

d ~At = (J∇ζ)dχdψ
(2.25)

Con esto podemos calcular el flujo poloidal (ψ = ψp/2π) y toroidal.

ψp =

ˆ
~B · dAp =

ˆ 2π

0

ˆ ψ

0

( ~B · ∇χ)Jdζdψ

ψt =

ˆ
~B · dAt =

ˆ 2π

0

ˆ ψ

0

( ~B · ∇ζ)Jdχdψ

(2.26)

Para el flujo poloidal usamos la expresión contravariante de ~B

~B · ∇χ = f̄2/J (2.27)

Entonces el flujo poloidal

ψp = 2π

ˆ ψ

0

f̄2dψ (2.28)

De aquí que f̄2 = 1. De la misma manera obtenemos el flujo toroidal,

~B · ∇ζ = f̄1/J (2.29)

ψt = 2π

ˆ ψ

0

f̄1dψ (2.30)
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Por lo tanto f̄1 = dψt(ψ)
dψp

≡ q(ψ), coincide con la definición del factor de
seguridad. Ahora usamos las expresiones covariante y contravariante de ~J
para calculas las corrientes toroidales y poloidales netas definidas como:

µ0It = µ0

ˆ
~J · d ~At = µ0

ˆ 2π

0

ˆ ψ

0

( ~J · ∇ζ)Jdχdψ

µ0Ip = µ0

ˆ
~J · d ~Ap = µ0

ˆ 2π

0

ˆ ψ

0

( ~J · ∇χ)Jdζdψ

(2.31)

y se reducen a

µ0It = 2π
´ ψ
0
h̄1dψ (2.32)

µ0Ip = 2π
´ ψ
0
h̄2dψ (2.33)

Definimos las corrientes toroidales y poloidales como it = µ0It/2π y ip =
µ0Ip/2π y obtenemos

h̄1 =
dit
dψ

h̄2 =
dip
dψ

(2.34)

y combinado con la ecuación (2.9)

ḡ1 = it + it0

ḡ2 = io + ip0
(2.35)

donde it0 e ip0 son constantes de integración. El valor de it0 debe ser cero pues
cuando no hay corriente de plasma toroidal, it = 0 el campo magnético en
dirección poloidal es cero, de la ecuación (2.11) ḡ1 = 0. Mientras que cuado
no hay corriente poloidal, ip = 0, sí existe campo magnético en dirección
toroidal debido a las bobinas, icoil, entonces ḡ2 = ip + icoil. Finalmente el
campo magnético en coordenadas de Boozer es

~B(~r) = ∇ψ ×∇(qχ− ζ) (2.36)

~B(~r) = it∇χ− ip∇ζ + k̃∇ψ (2.37)
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Una característica importante de las coordenadas de Boozer es que pode-
mos ver las líneas de campo magnéticas como líneas rectas pues son repre-
sentadas como la intersección de dos superficies de flujo constantes, pues se
debe satisfacer de la versión contravariante ~B = ∇ψ ×∇α, con α = qχ− ζ,
y ~B · ∇ψ = ~B · ∇α = 0; solo la intersección permite que las líneas de campo
estén al mismo tiempo en ambas superficies y están descritas por ζ = qχ−α
(ecuación para una línea recta).

Figura 2.5: La línea magnética corresponde a la intersección entre los planos
de la superficie ψ constante y α constante.

Las coordenadas de Boozer proporcionan también una expresión útil para
el Jacobiano como función de la magnitud del campo magnético y de la fun-
ción de flujo al hacer el producto escalar entre las expresiones contravariante
y covariante de ~B

~B · ~B = (∇ψ × q∇χ−∇ψ ×∇ζ) · (it∇χ− ip∇ζ + k̃∇ψ) (2.38)

B2

(it − qip)
=

1

J
= ∇ψ ×∇χ · ∇ζ (2.39)
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Capítulo 3

Campo magnético helicoidal

Como se vio en la sección anterior, la representación más conveniente en
el análisis del transporte de partículas en un stellarator es la obtenida a par-
tir de las coordenadas de Boozer.

Para facilitar la descripción de la reconexión magnética es conveniente
usar un sistema de coordenadas simplificado que es válido localmente. Para
el caso de un campo magnético helicoidal usamos coordenadas cilíndricas,
aproximando al toro por un cilindro cuando a/R� 1.

Analizamos primero el campo magnético de geometría helicoidal sin pre-
sencia de islas para después añadir un término de perturbación.

3.1. Campo magnético ideal

Un campo magnético con simetría helicoidal expresado en coordenadas
cilíndricas (r, θ, z), está descrito por las variables r y

χ = θ − αz, (3.1)

con α = constante para una superficie magnética dada.

23
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Además, el campo magnético en vacío satisface

∇× ~B = 0 (3.2)
~B = ∇ϕ (3.3)

∇2ϕ = 0 (3.4)

El potencial escalar que satisface la ecuación de Laplace en estas coorde-
nadas es

ϕ = B0z +
1

α

∞∑
n=1

bnIn(nαr)sen nχ (3.5)

donde B0 es un campo magnético homogéneo a lo largo del eje z, bn es la
amplitud del campo producido por el n-ésimo conductor helicoidal y In es la
función modificada de Bessel.

Por otro lado, sabemos que el campo magnético puede obtenerse a partir
del potencial vectorial A, ~B = ∇× ~A

Br =
1

r

∂Az
∂θ
− ∂Aθ

∂z

Bθ =
∂Ar
∂z
− ∂Az

∂r

Bz =
1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

] (3.6)

Definimos la variable Ψ como

Ψ = αrAθ + Az (3.7)

Necesitamos entonces conocer las componentes de ~A. Si comparamos cada
entrada de ∇ϕ = ∇× ~A y suponemos Az = 0 obtenemos las relaciones

∂ϕ

∂r
= −∂Aθ

∂z
1

r

∂ϕ

∂θ
=

∂Ar
∂z

(3.8)

De la expresión del potencial escalar (3.5), hacemos el cálculo de las de-
rivadas e integrales correspondientes para las relaciones (3.8) obteniendo así
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las expresiones de cada componente de A

Ar = − 1

α2r

∞∑
n=1

bnI(nαr)sen nχ, (3.9)

Aθ =
B0r

2
− 1

α

∞∑
n=1

bnI
′

n(nαr) cosnχ, (3.10)

Az = 0. (3.11)

De aquí notamos que ∂Ar/∂r = −α∂Ar/∂θ. Usando esto junto con las
relaciones en (3.6) obtenemos

∂Ψ

∂r
= αrBz −Bθ

∂Ψ

∂χ
= rBr

(3.12)

Finalmente la ecuación para la superficie magnética Ψ = constante es

Ψ(r, χ) =
αr2

2
B0 − r

∞∑
n=1

bnI
′

n(nαr) cosnχ = constante (3.13)

El campo magnético producido por n conductores helicoidales para r ' 0
se puede aproximar por el n-ésimo armónico, pues a órdenes más altos las
contribuciones son casi nulas. Entonces si escribimos las ecuaciones para un
solo armónico, el potencial escalar y la superficie magnética se reducen a

ϕ = B0z +
b

α
In(nαr)sen nχ (3.14)

Ψ =
B0

2α

{
(αr)2 − 2b

B0

αrI
′

n(nαr) cosnχ

}
= constante (3.15)

Consideramos secciones transversales de la superficie magnética cortadas
por el plano z = 0, esto implica χ = θ. Por relaciones de funciones modifica-
das de Bessel sabemos

I
′

n(x) =
1

2(n− 1)!

(x
2

)n−1
(3.16)
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Sustituyendo en (3.15), el corte transversal de las superficies magnéticas para
un campo producido por n pares de conductores helicoidales

(αr)2 − b

B0

(αr)n

(n− 1)!

(n
2

)n−1
cosnθ = constante (3.17)

Esta relación nos permite ver la forma de las superficies magnéticas que
tendrían los stellarators. Por ejemplo, para stellerators con n = 1 se tendrá

r2 − b

B0

r

α
cos θ = constante (3.18)

y si definimos C = b/B0, x = r cos θ, y = rsen θ, podemos reescribirla como(
x− C

2α

)2

+ y2 − C2

4α2
= constante (3.19)

Entonces las superficies magnéticas describen círculos fuera del centro para
b/B0 � 1.

Para el caso de n = 2

r2
(

1− b

B0

cos 2θ

)
= constante (3.20)

se tienen dos tipos de superficies: elíptica cuando b/B0 < 1 e hiperbólica
cuando b/B0 > 1. La que se observa en los stellarators con 2 conductores es
la elíptica.

Para obtener los puntos singulares de la ecuación (3.15) calculamos

∂Ψ

∂r
= 0 (3.21)

∂Ψ

∂χ
= 0 (3.22)

Hacemos el cambio de variable X = nαr y usamos el hecho de que las
funciones de Bessel satisfacen la ecuación diferencial

d2In
dX2

+
1

X

dIn
dX
−
(

1 +
n2

X2

)
In = 0 (3.23)
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Figura 3.1: Vista transversal de las superficies magnéticas.

obteniendo así

αr

[
1− nb

B0

(
1 +

1

(αr)2

)
In(nαr) cosnχ

]
= 0 (3.24)

sen nχ = 0 (3.25)
De estos resultados sabemos que para n > 1 tendremos un punto singular del
tipo elíptico en el origen de las coordenadas y el eje magnético coincidirá con
el eje z, además de que el número de puntos singulares (además del origen)
será igual a n y la distancia del origen a un punto singular en rs será

b

B0

=
(αrs)

2

n(1 + (αrs)2In(nαrs))
(3.26)

Las siguientes relaciones nos permiten encontrar una expresión para la trans-
formada rotacional

∂Ψ

∂r
= −B0r

dθ

dz
(3.27)

dθ

dz
= αω0 (3.28)

con el promedio de la superficie magnética definido como Ψ = − 1
B0
B̂rBθ.

Hemos usado

f̄ =
1

2π

ˆ 2π

0

fdα

f̂ =

ˆ α

0

f̃dα

(3.29)
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para cualquier función periódica f = f(α, t) = f̄ + f̃ , denotando f̄ como la
parte constante de f y f̃ como su parte variable. Entonces se tendrá para Ψ ,

Ψ = − 1

4B0α

∑
n
b2n

1

ρ

d

dρ
I2n(nρ) (3.30)

con ρ = αr. La transformada rotacional por periodo ω0 es

ω0 =
∑
n

b2n
4B2

0

(
1

ρ

d

dρ

)2

I2n(nρ) (3.31)

y expandiendo In(nρ) para obtener ω0 en la vecindad del eje magnético

ω0 =

(
bn
B0

)2(
2

n!

(n
2

)n+1
)2 [(

1− 1

n

)
ρ2n−4 +

n

2
ρ2n−2 + · · ·

]
(3.32)

Observamos que para r = 0 la transformada rotacional es distinta de cero
para n = 1 y n = 2, mientras que para n mayores es igual a cero.

Queremos ahora analizar el comportamiento de las líneas de campo, para
ello construimos su Hamiltoniano. Usando las ecuaciones para las líneas de
fuerza

dr

dz
=
Br

Bz

y
rdθ

dz
=
Bθ

Bz

(3.33)

Como ~B = ∇ϕ, usamos la ecuación (3.5) para obtener las componentes del
campo magnético y de las ecuaciones (3.33) obtenemos

Bz
dr

dz
= bnI

′

n(nαr)sen nχ

Bz
dχ

dz
= bn

(
α +

1

αr2

)
In(nαr) cosnχ− αB0

(3.34)

Introduciendo en
dH

dz
=
∂H

∂r

dr

dz
+
∂H

∂χ

dχ

dz
= 0 (3.35)

obtenemos
H =

B0

2
α2r2 − bαrI ′n(nαr) cosnχ (3.36)

Si hacemos ahora el cambio de variable ρ = 1
2
αr2, siendo ahora (ρ, χ) las

variables canónicas, y usamos la componente Bz = dz/dt para expresar una
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variable de tiempo, podemos reescribir la ecuación (3.34) como un sistema
hamiltoniano

dρ

dt
=
∂H

∂χ
dχ

dt
= −∂H

∂ρ

(3.37)

y en término de las variables de acción-ángulo (J,Θ) tienen la forma

dJ

dt
= 0

dΘ

dt
= αω

(3.38)

donde ω es la frecuencia.

3.2. Campo magnético perturbado
Dada una perturbación pequeña no-estacionaria, el potencial magnético

tendrá una parte no perturbada ϕ0 y otra parte ϕ1 que incluye el parámetro
de la perturbación ε

ϕ = ϕ0 + εϕ1 (3.39)

Esta perturbación se debe principalmente al doblamiento de las líneas de
campo magnético en el toro. La forma explícita del potencial para el campo
magnético doblado en un toro con N ≥ 1 correcciones toroidales es

ϕ = ϕ0

[
1 +

∑
N

(−1)N
( r
R

)N
cosN(χ+ αz)

]
(3.40)

con r el radio menor y R el radio mayor del toro; suponemos que r � R y
b� B0. De aquí vemos que la perturbación se expresa como

εϕ1 =
∑
N

(−1)N
( r
R

)N b

α
In(nαr)sen (nχ) cosN(χ+ αz) (3.41)

Las ecuaciones de las líneas de campo ahora involucran la perturbación

dr

dt
=
∂ϕ0

∂r
+ ε

∂ϕ1

∂r
=
dr0
dt

+ ε
dr1
dt
z (3.42)
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dχ

dt
= −αB(0)

z +
1

r2
∂ϕ0

∂θ
+ ε

(
−α∂ϕ1

∂z
+

1

r2
∂ϕ1

∂θ

)
=
dχ0

dt
+ ε

dχ1

dt
(3.43)

donde ∂χ0

∂z
≡ B

(0)
z .

Las variables de acción-ángulo con la perturbación serán entonces

dJ

dt
= ε

r0
αω

[
−dχ0

dt

∂ϕ1

∂r0
+
dr0
dt

(
−α∂ϕ1

∂z
+

1

r20

∂ϕ1

∂θ

)]
(3.44)

dΘ

dt
= αω +

εαω

(dχ0/dt)

(
−α∂ϕ1

∂z
+

1

r20

∂ϕ1

∂θ

)
(3.45)

Cerca del eje magnético, r pequeño, se tiene dr0
dt
' 0, dχ0

dt
' αω y α� 1 por

lo que las dos ecuaciones anteriores se comportan como

dJ

dt
' −εr0

∂ϕ1

∂r0
dΘ

dt
' αω +

ε

r20

∂ϕ1

∂θ

(3.46)

Haciendo el cambio de variable J(H) = r20/2

dJ

dt
= − ε

2
J
∂ϕ1

∂J
dΘ

dt
= αω +

ε

2

1

J

∂ϕ1

∂Θ

(3.47)

Usando la expansión del potencial en series de Fourier

ϕ1(J,Θ, t) =
∑
ml

[
ϕ1ml(J) expi(mΘ−lt) +ϕ∗1ml(J) exp−i(mΘ−lt)] (3.48)

podemos encontrar la integral de movimiento I(J,Θ, t) que satisface la
ecuación hamiltoniana

I(J,Θ, t) ≡ εϕ1m0l0sen (m0Θ − l0t+Θ0) (3.49)

+

ˆ
ϕ1m0l0

J(∂ϕ1m0l0/∂J)
(m0αω − l0)dJ = constante (3.50)



3.2. CAMPO MAGNÉTICO PERTURBADO 31

Las lineas de campo magnético formarán islas magnéticas cerca de una
resonancia J = Jr, en este caso m0αωJr − l0 = 0 y se tiene

εϕ1m0l0(Jr)sen (m0Θ− l0t+Θ0) +
ϕ1m0l0(Jr)

Jr(∂ϕ1m0l0/∂Jr)

m0α

2

dω

dJr
(δJ)2 = 0 (3.51)

Figura 3.2: Islas magnéticas en la superficie resonante J = Jr

La condición de resonancia

ω(Jr) =
N

sn+N
, (3.52)

donde s es el número de armónicos que tiene el campo magnético. Cuando
N es grande, las islas magnéticas aparecen lejos de la separatriz; en cambio
cuando s es grande, las islas se crean cerca de la separatriz. En este caso
las superficies magnéticas se destruyen, ω → 0 o s � 1. Si s � 1 entonces
ω(J

(s)
r ) ∼ 1

s
y se obtiene una relación de la frecuencia con la distancia entre

las resonancias magnéticas

∣∣ω (J (s+1)
r

)
− ω(J (s)

r )
∣∣ ' 1

s2
� ω

(
J (s)
r

)
(3.53)
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Por lo tanto, si la suma de los anchos de las islas en J
(s)
r y J

(s+1)
r es

mayor que la distancia entre estas resonancias entonces habrá destrucción de
superficies magnéticas.



Capítulo 4

Islas magnéticas

La formación de islas magnéticas tiene lugar en las superficies racionales,
q = m/n, y se debe a la reconexión de líneas de campo magnético princi-
palmente causada por la inestabilidad de modos de desgarre. Las islas son
superficies de flujo magnético cerradas, delimitadas por una separatriz que
la aisla. Permiten que calor y particulas fluyan rapidamente a lo largo de las
lineas de campo desde el interior al exterior del plasma provocando pérdida
de confinamiento. En el stellarator pueden formarse islas aún sin presencia
del plasma debido a la no-simetría del campo magnético, se denominan a
estas islas naturales o simplemente islas en vacío. A diferencia de las islas en
presencia de plasma, que pueden rotar en el plasma y/o con el plasma, las
islas en vacío son estáticas.

El stellarator heliac TJ-II cuenta con diferentes sistemas de bolometría
para detectar la rotación de las islas con la medición de perturbaciones en
el campo magnético, densidad de electrones, temperatura o presión. Ade-
más tiene una configuración magnética flexible que le permite variar el valor
de la transformada rotacional y así controlar la posición de las superficies
racionales, por ende la de las islas magnéticas.

4.1. Modelo de placa

Suponemos que la función de flujo Ψ de la perturbación magnética es
casi constante a través de la región interna, a esta suposición se le llama
aproximación Ψ constante. Para desarrollar las expresiones matemáticas que

33
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caracterizan a una isla magnética, consideramos el caso más sencillo: una isla
en un tokamak cilíndrico, B0 = (0, B0

θ (r), B0) con B0
θ es el campo magnético

poloidal producido por una corriente longitudinal de plasma uniforme, y una
perturbación resonante q = rB0/(RB

0
θ ) = m/n en r = rs. Entonces cuando

se le aplica una perturbación ~B1 se considera un campo magnético cerca de
rs en coordenadas cilíndricas de forma

B∗(r, θ, z) = B0(r) + B1(r, θ, z)− r

rs
B0
θ (rs)eθ −B0ez (4.1)

que es nulo en r = rs antes de incluir ~B1.

Figura 4.1: El cilindro se corta a un cierto ángulo, la superficie resonante está
en rs

El modelo de Placa consiste entonces en cortar el cilindro a un cierto
ángulo y abrirlo, de manera que la forma resultante es la de una placa o
bloque. A partir de esto definimos un nuevo sistema coordenado x, y, z con
x = r− rs la distancia radial a la superficie racional, y es la posición poloidal
y z la toroidal que también es la dirección del campo magnético.

De esta manera, podemos expandir el campo magnético en dirección y

B0∗
y (x) =

dB0∗
y

dx

∣∣∣∣
x=0

x+ . . . (4.2)

y la perturbación resonante es

B1
x = bsen

(
ky − n

R
z
)

(4.3)
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Figura 4.2: Modelo de placa.

Podemos definir el argumento del seno como kς, la función de flujo incluyendo
a la perturbación es

Ψ = Ψ0 +
1

2

dB0∗
y

dx

∣∣∣∣
x=0

x2 + . . .+
b

k
cos kς (4.4)

con Ψ0 constante y dB0∗
y /dx

∣∣
x=0

< 0 . Las superficies descritas por Ψ constan-
te tienen puntos de silla en x = 0 y kς = ±π; sobre ellos está Ψ = Ψ0 − b/k.
La separatriz está descrita como

Ψ = Ψ0 +
1

2

dB0∗
y

dx

∣∣∣∣
x=0

(w)2 + . . .+
b

k
(4.5)

con x = ±w y kς = 0, siendo w el ancho medio de la isla magnética
definida por las líneas cerradas dentro de la separatriz. En la figura 4.3 se
muestra la forma de la isla magnética en el modelo de placa con los puntos x y
O de la separatriz trazada por Ψ. Si se describe un campo en un toro se puede
usar la función de flujo de la perturbación A, definida por la componente del
campo perturbado ~B1 = ∇A × ∇ζ, y la transformada rotacional ι- para
expresar la función de flujo que describe la superficie magnética donde se
localiza la isla, en vacío o no,

Ψ =
B0
θ

ι-

(
1

2
ι-′x2 − A0

ψ′
cos ξ

)
(4.6)
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Figura 4.3: Isla magnética resultante del modelo de placa.

donde ahora ξ = kς = m(θ−ιφ). Los puntos x corresponden a cos ξ = −1
y x = 0, mientras que para el punto O es cos ξ = 1 y w. Denotamos a la
isla como un flujo azimutal A0 cos ζ. A partir de la función de flujo (4.5), y
notando que para kζ = π, Ψ−Ψ0 = − b

k
, se obtiene el ancho medio de la isla

w = 2

(
b/k

∣∣∣∣dB0∗
y

dx

∣∣∣∣)1/2

(4.7)

Para obtener el ancho para geometría toroidal en términos de A, usamos que
b → A con A = A(ξ) = A0 cos ξ y Av = Av0 cos(ξ + ∆φ) para el potencial
en presencia de plasma y en vacío, correspondientemente. ∆φ es la fase de la
isla en vacío relativa a la fase de la isla con plasma. Así, las expresiones para
el ancho de la isla magnética con plasma y en vacío son

w = 2

√
| A0

ι-′ψ′
| wv = 2

√
| A

v
0

ι-′ψ′
| (4.8)

con ψ′ ≡ dψ
dρ

= B0/Lα, Lα ≡ |∇α| y ι-′ = ι-/Ls; Ls es la longitud de cizalla
magnética Ls = Rq/ŝ, R es el radio mayor y ŝ = (r/q)dq/dr es la cizalla
magnética. De esta manera podemos reescribir w como

w =

√
4LsA0

ι-0B0Lα
(4.9)

Si se tienen varias superficies resonantes a distintas posiciones radiales
q(ris) = mi/ni, entonces puede haber destrucción de las superficies magné-
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ticas y pérdida de confinamiento. La relación que da la condición para la
destrucción de la superficie es

1

2

(
wi + wi+1

)
>
∣∣ris − ri+1

s

∣∣ (4.10)

Usaremos en los cálculos la superficie de flujo normalizada

χ2 =
A− ψ

2A
= x2 + sen2 ξ

2
(4.11)

con x = X/w adimensional.

4.2. Modos de desgarre

La inestabilidad de desgarre es la causa principal de la formación de las
islas magnéticas, y el crecimiento de los modos juega un papel importante en
la estabilidad del plasma. Ésta inestabilidad se analiza en dos regiones, pri-
mero ignorando la singularidad producida al coincidir la dirección del campo
magnético con la dirección de la perturbación. Luego se analiza dentro de la
región de la singularidad, donde ya no es válida la teoría MHD ideal.

Utilizamos el modelo de placa con un campo magnético ~B = Bx(y)~ex +
Bz(y)~ez en un fluido incompresible (∇·~v = 0) con conductividad finita gran-
de, σ = η−1 con η la resistividad, y una perturbación electromagnética de la
forma exp[i(kxx + kzz)]. Este campo magnético está cizallado, la dirección
del vector de campo magnético rota conforme nos movemos en dirección y,
Figura 4.4. Ponemos la superficie resonante en ~k · ~B = 0 en y = 0.

Los modos de desgarre pueden crecer gracias a la habilidad del campo
magnético de encontrar un camino a un estado más bajo de energía. Con la
resistividad presente se permite que el campo Bx negativo difundirse en la
región Bx positiva, esta difusión es mayor en la vecindad de y = 0 a la que
llamamos capa resistiva o de difusión. Si limitamos el bloque con paredes
conductoras en y = ±a, entonces By(±a) = 0 y tendremos una curva estable
y otra inestable para By (Figura 4.5). Entonces al crecer la perturbación hay
mayor difusión de las líneas de campo y la inestabilidad puede crecer expo-
nencialmente. Para determinar la tasa de crecimiento ,γ, de la inestabilidad
se necesita calcular el grosor ∆ de la capa resistiva que debe ser menor que
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Figura 4.4: Líneas magnéticas en el plano xy, las líneas continuas son líneas
perturbadas de ~B mientras que las líneas punteadas son líneas sin perturbar.

la profundidad superficial(skin depth) δ = (η/µ0γ)1/2. De modo que el orde-
namiento es ∆� δ � a, con a el ancho de la placa.

Utilizamos la ley de Ohm con resistividad ~E+~v× ~B = η ~J , combinándola
con la ley de Faraday con ~E = ~E0 + ~E1, ~B = ~B0 + ~B1, ~J = ~J0 + ~J1 y ~v = ~v1.
Las ecuaciones a primer orden son

~E1 = η ~J1 − ~v1 × ~B0 (4.12)

∂ ~B1

∂t
= −∇× ~E1 = ∇× (~v1 × ~B0)− η∇× ~J1 (4.13)

De la ley de Ampere µ0
~J1 = ∇× ~B1

µ0∇× ~J1 = ∇× (∇× ~B1) = ∇(∇ · ~B1)−∇2 ~B1 = −∇2 ~B1 (4.14)

Entonces
∂ ~B1

∂t
= ∇× (~v1 × ~B0) +

η

µ0

∇2 ~B1 (4.15)

La componente y de esta ecuación linealizada es

γB1y = i~k · ~Bv1y +
η

µ0

(
∂2B1y

∂y2
− k2B1y

)
(4.16)
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Figura 4.5: Curva 1 estable, curva 2 inestable para By.

ya que asumimos una variación exp[γt + i(kxx + kzz)]. Reescribimos esta
ecuación cambiando las variables F = ~k · ~B, b = B1y, v = v1y, ~B = ~B0 y
denotamos las derivadas con primas,

γb = iFv +
η

µ0

(b′′ − k2b) (4.17)

Ahora, de la ecuación de movimiento para la perturbación junto con la
ley de Ampere

νµ0
∂~v1
∂t

= ( ~J × ~B)1 (4.18)

= ( ~B0 · ∇) ~B1 + ( ~B1 · ∇) ~B0 (4.19)

con ν = constante igual a la densidad de masa. Si sacamos el rotacional de
esta ecuación y luego derivamos las componentes en x y z respecto a z y x
respectivamente, al restarlas obtendremos

iµ0νγ(v′′ − k2v) = −Fb′′ + F ′′b+ k2Fb (4.20)

De la ecuación (4.17) tenemos una expresión para v

v =
γ

iF

[(
1 + δ2k2

)
b− δ2b′′

]
(4.21)
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y sus derivadas

v′ =
γ

iF

[(
1 + δ2k2

)
b′ − δ2b′′′

]
− γF ′

iF 2

[(
1 + δ2k2

)
b− δ2b′′

]

v′′ =
γ

iF

[(
1 + δ2k2

)
b′′ − δ2bIV

]
− 2

γF ′

iF 2

[(
1 + δ2k2

)
b′ − δ2b′′′

]
− γ

iF 2

[(
1 + δ2k2

)
b− δ2b′′

](
F ′′ − 2

F ′2

F

)
Entonces

v′′ − k2v =
γ

iF

{
−δ2bIV + 2δ2

(
F ′

F

)
b′′′

+

[(
1 + δ2k2

)
+ δ2

(
F ′′

F
− 2

F ′2

F 2

)
+ k2δ2

]
b′′

−2
(
1 + δ2k2

) F ′
F
b′ −

(
1 + δ2k2

)(F ′′
F
− 2

F ′2

F 2
+ k2

)
b

}
=

1

iµ0νγ

[
−Fb′′ + (F ′′ + k2F )b

]
(4.22)

Con esto obtenemos una ecuación para b

δ2bIV − 2δ2
F ′

F
b′′′ −

(
1 + 2k2δ2 + δ2

F ′′

F
− 2δ2

F ′2

F 2
+

F 2

µ0νγ2

)
b′′

+ 2
F ′

F

(
1 + δ2k2

)
b′ −

[
2
F ′2

F 2

(
1 + δ2k2

)
−
(
F ′′

F
+ k2

)(
1 + δ2k2 +

F 2

µ0νγ2

)]
b = 0

(4.23)

Como a � δ entonces (kδ)2 � 1 y δ2F ′′/F � 1, por lo que la ecuación
anterior se reduce a

δ2bIV − 2δ2
F ′

F
b′′′ −

(
1− 2δ2

F ′2

F 2
+

F 2

µ0νγ2

)
b′′ + 2

F ′

F
b′

+

[(
k2 +

F ′′

F

)(
1 +

F 2

µ0νγ2

)
− 2

F ′2

F 2

]
b = 0

(4.24)
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El último término en el coeficiente b diverge en y = 0 y va disminuyendo
al alejarse. Para poder tratar la divergencia dividimos la región |y| < a en
una región externa, y0 < |y| < a, y una región interna |y| < y0. usamos las
aproximaciones F ′′ ≈ F/L2 y F ≈ kB0y/L para y � L, con L la longitud de
la cizalla. Además F ′′F/µ0νγ

2 � (F ′/F )2 en y0 implica que y0 � L
√
γ/kvA,

con v2A = B2
0/µ0ν es la velocidad de Alfvén. Así F 2/µ0νγ

2 para y0

F 2

µ0νγ2

∣∣∣∣
y0

≈ (kB0)
2

µ0νγ

y0
L2

=

(
k2v2A
γ2

y40
L4

)
L2

y20
� 1 (4.25)

es el dominante pues el término entre paréntesis será mucho mayor que 1

( y
2
0

L2 � γ
kvA

). Entonces en la región externa la ecuación (4.24) se vuelve

b′′ −
(
k2 +

F ′′

F

)
b = 0 (4.26)

Estas aproximaciones también nos dan información sobre los límites de la
tasa de crecimiento γ, como L � y0 � L

√
γ/kvA entonces 1 � γ/kvA y

de δ � a se tiene a2 � η/µ0γ. Por lo tanto la tasa de crecimiento está
delimitada por

η

µ0a2
� γ � kvA (4.27)

4.2.1. Solución interna

Tomamos el caso y � y0 y usando F ′/F ≈ y−1 en la ecuación (4.24)
obtenemos

δ2bIV − 2

y
δ2b′′′ −

(
1− 2

δ2

y2
+
k2v2Ay

2

γ2L2

)
b′′ +

2

y
b′ − 2

y2
b = 0 (4.28)

Hacemos el cambio de variable x = y/δ

bIV − 2

x
b′′′ − g(x)b′′ +

2

x
b′ − 2

x2
b = 0 (4.29)

con
g(x) = 1− 2

x2
+
k2v2Aδ

2

γ2L2
x2 = 1− 2

x2
+ σx2 (4.30)

Al derivar la ecuación (4.29)

bV − 2

x
bIV − g(x)b′′′ +

2

x
b′′ − 2

x2
b′ = 0 (4.31)
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y si definimos z = b′′

z′′′ − 2

x
z′′ −

(
1− 2

x2
+ σx2

)
z′ +

2

x
z − 2

x2
b′ = 0 (4.32)

Sustituyendo la ecuación (4.29) en la ecuación anterior

z′′′ −
(
1 + σx2

)
z′ − 4σxz = 0 (4.33)

Esta ecuación se puede resolver numéricamente para tres soluciones asintó-
ticas para x grande, z ∼ x−4 y z ∼ exp (±

√
σx2/2).

4.2.2. Empalme con la solución externa

Para encontrar la solución externa resolvemos la ecuación (4.26) con las
condiciones de frontera en y = ±a. Cuando las soluciones para y > 0 y y < 0
se acercan a y = 0 sus derivadas en general no coinciden; entonces se define
el salto en la primera derivada, dado un ε pequeño, como

∆′ =
b′(ε)− b′(−ε)

b(0)
(4.34)

El salto ∆′ en la región externa debe igualarse al cambio en la derivada de
la solución interna para x grande a fin de que las dos soluciones se empal-
men. Entonces se escribe ∆′ para la región interna en términos del potencial
vectorial

∆′ =
1

Az

∂Az
∂y

∣∣∣∣+y0
−y0

(4.35)

Al integrar el potencial vectorial ∇2Az = −µ0Jz, combinado con la ley
de Ohm y ~E = −Ȧ = −γA, obtenemos una expresión para ∆

∂Az
∂y

∣∣∣∣+y0
−y0

= −µ0 〈Jz〉∆ ≈ µ0
γ

η
Az∆ =

∆

δ2
(4.36)

Por lo tanto
∆′ =

∆

δ2
(4.37)

Aquí 〈 〉 denota el promedio sobre la capa resistiva.
Si en la ecuación (4.33) z ∼ exp (−

√
σx2/2), entonces σx4 = 1 y

∆

δ
=

1

σ1/4
=

(
γL

kvAδ

)1/2

(4.38)
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y la tasa de crecimiento será

γ = (∆′)4/5
(
η

µ0

)3/5(
kvA
L

)2/5

(4.39)

4.3. Ecuación de evolución
En general ∆′ puede tener contribuciones de fuentes externas que se ma-

nifiestan a través de las condiciones de frontera ∆′BC

∆′ = ∆′0 + ∆′BC (4.40)

donde ∆′0 representa la energía libre disponible en ausencia de fuentes exter-
nas. En este trabajo analizaremos la contribución que tiene la corriente de
polarización Jpol sobre la evolución de la isla y por lo tanto la estabilidad del
plasma. Cuando se tiene una isla de vacío inicial, esta puede modificarse por
la presencia del plasma por efecto de la inestabilidad de desgarre. Entonces
aparece una diferencia de fase ∆φ entre las islas y el parámetro ∆′ puede
dividirse en una componente coseno y una componente seno

∆′c = ∆′0

[
1− νA

V

A0

cos(∆φ)

]
(4.41)

∆′s = −∆′0ν
AV

A0

sen(∆φ) (4.42)

donde ν es un coeficiente de orden uno. En la etapa de crecimiento no lineal,
el modo de desgarre evoluciona de manera que el ancho de la isla magnética
está dado por la ecuación dw/dt = Dm∆′c, donde Dm es el coeficiente de
difusión magnética resistiva. Cuando la isla se satura, dw/dt = 0, ∆′c = 0

∆′0

[
1− νA

v

A0

cos(∆φ)

]
= 0 (4.43)

o

1 = ν

(
wv

w

)2

cos(∆φ) (4.44)

Los anchos de las islas están relacionados a través de su diferencia de fase

w = wv
√
ν cos(∆φ) (4.45)
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Por la paridad de ∆′ en los cálculos, sólo la componente coseno ∆′c tendrá
contribución en el ancho de la isla, mientras que la componente seno ∆′s
contribuirá al balance de torcas. La suma de las torcas electromagnética y
viscosa (definidas en el siguiente capítulo) da la evolución en el tiempo de la
diferencia de fase

d2∆φ

dt2
= TEM + TV (4.46)

Siguiendo el procedimiento de Rutherford[15], se integra la ley de Ampere
en la región de la isla; la corriente que nos interesa es J‖. Tomamos entonces
la componente coseno y la empalmamos con ∆′

˛
dξ

ˆ ∞
−∞

dx J‖ cos(ξ) =
c∆′

4w
ψ̃ (4.47)

Combinando esta ecuación junto con la ley de Ohm la ecuación de evolución
del ancho de la isla magnética está dado por la ecuación de Rutherford

dw

dt
= Dη(∆

′
0 + ∆pol) (4.48)

donde Dη es el coeficiente de difusión magnética. La contribución de la co-
rriente de polarización estará dada por ∆pol

∆pol = − 16Ls
cB0w

˛
dξ

ˆ ∞
−∞

dx Jpol cos(ξ) (4.49)

Se puede parametrizar a ∆pol como [2]

∆pol = 4g
L2
s

w3

ω(ω − ω∗i)
k2v2A

(4.50)

donde ω es la frecuencia de rotación de la isla, ω∗e = k Te
qeBLn

es la frecuencia
diamagnética de los electrones, ω∗i = k Ti

qiBLn
la frecuencia diamagnética de

los iones y g es la cantidad importante que se debe calcular a partir de Jpol.
Se puede probar [17] que las condiciones de frontera en la isla llevan a la
siguiente relación

ω = fω∗e + (1− f)ω∗i (4.51)

donde f es el factor de aplanamiento en el interior de la isla de los perfiles de
los parámetros del plasma; para islas anchas se tiene aplanamiento de perfiles
y f = 0, mientras que para islas angostas se tienen gradientes y f = 1. Si
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∆pol < 0 entonces tiene un efecto estabilizador en la ecuación (4.48) y deses-
tabilizador cuando ∆pol > 0. Entonces, si g es positiva, cuando la isla tenga
una frecuencia de rotación ω > ω∗i, el signo de ∆pol será positivo y tendrá un
efecto desestabilizador. Solo cuando la frecuencia de rotación de la isla esté
en el intervalo ω < ω∗i se tendrá ∆pol < 0 y será estabilizadora.

Entonces el signo de ∆pol estará determinado por el signo del coeficiente
g. Al combinar las ecuaciones (4.49) y (4.50) obtenemos una expresión para
g en el límite Ti → 0 que depende de la corriente de polarización.

g = −4k2v2Aw
2

cB0Lsω2

˛
dξ

ˆ ∞
−∞

dxJpol cos ξ (4.52)

El objetivo entonces es calcular la corriente de polarización. Veremos antes
como afecta la presencia de la isla a los coeficientes de transporte.
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Capítulo 5

Transporte y balance de torcas

El análisis de la respuesta del plasma a la isla magnética se hace como el
análisis de modos de desgarre. Como ya se dijo, asumimos la aproximación
ψ constante. El plasma estará dividido en la región interior, el plasma en la
vecindad de la isla, y la región exterior comprende al resto del plasma. Los
cálculos se basan en el modelo de dos fluidos, las coordenadas (ψ, θ, φ) las
cambiamos a (ρ, α, ζ) recordando que

α = θ − ι-0φ = ξ/m0 , ζ = φ (5.1)

El campo magnético en equilibrio en coordenadas de flujo es ~B0 = ∇ψ ×
∇(θ− ι-φ) = G∇φ+I∇+h∇ψ, G, I y h son funciones de flujo. Mientras que
el campo magnético perturbado producido por la isla es ~B1 = ∇A × ∇ζ +
∇ϑ×∇α, con ϑ = Gφ+ Iθ [18]. El campo magnético total es entonces

~B = ∇ [ψ(ρ) + ϑ]×∇α + ψ′∇ζ ×∇ψ (5.2)

Integramos radialmente la ley de Ampere pero ahora empalmamos con la
componente correspondiente de la solución lejos de la isla

−
ˆ
dx

ˆ 2π

0

dα

π

ˆ 2π

0

dζ

2π
cos(m0α)

µ0γ

gρρ

~J1 · ~B0

B2
= ∆

′

cA0 (5.3)

−
ˆ
dx

ˆ 2π

0

dα

π

ˆ 2π

0

dζ

2π
sen(m0α)

µ0γ

gρρ

~J1 · ~B0

B2
= ∆

′

sA0 (5.4)

donde x = ρ − ρ0, gρρ = ∇ρ · ∇ρ, γ = G + ι-I = ~B0 · [~eζ + ( ι- − ι-0)~eα].
Si tomamos la ecuación de balance de momentos en estado estacionario en

47
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dirección ~eρ
∂

∂ρ

(
~B0 · ~B1 + µ0δp

)
= O (δ) (5.5)

con δp representa la diferencia de presiones con y sin isla. Entonces la ecuación
radial perturbada de balance de momentos

∂2ϑ

∂ρ2
− I

γ

∂2A

∂ρ2
+
µ0ψ

′

B2

∂δp

∂ρ
= O (δ) (5.6)

y las corrientes perturbadas

µ0
~J1 = −∂

2A

∂ρ2
gρρ

γ
~B0 +

~B0 ×∇ρ
B2

∂δp

∂ρ
+O (δ) (5.7)

Definimos la torca electromagnética promedio en la superficie magnética en
dirección ~eα como

TEMα =

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

~eα · ~J × ~B

√
g

gρρ
dζdα (5.8)

Usando la expresión para el campo magnético total junto con la ecuación
anterior, obtenemos

TEMα = −2πψ
′

µ0γ

ˆ 2π

0

dα
∂Ā

∂α

∂2Ā

∂ρ2
(5.9)

De la que obtenemos

TEMα =
2πψ’

µ0γ
m0A0

ˆ 2π

0

dα sen (m0α)
∂2Ā

∂ρ2
(5.10)

y la torca electromagnética total sobre la región de la isla es

TEM0 ≡
ˆ
dx TEMα =

2π2ψ
′

µ0γ
m0A

2
0∆
′

s (5.11)

Usando
1

16
(wv)2

∣∣∣ ι-′0ψ′∣∣∣ = Av0 (5.12)

en ∆
′
s

A0∆
′

s = −kv∆
′

0

1

16
(wv)2

∣∣∣ ι-′0ψ′∣∣∣ sen (∆φ) (5.13)
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Multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por A0 y usando la expre-
sión A0 = 1

16
w2
∣∣ ι-′0ψ′∣∣

A2
0∆
′

s = −kv∆
′

0

1

256
(wv)2w2

(
ι-
′

0

)2 (
ψ
′
)2
sen (∆φ) (5.14)

Finalmente

TEM0 =
π2ψ

′3

µ0γ

m0kv
(
−∆

′
0

)
128

(
ι-
′

0

)2
(wv)2w2sen (∆φ) (5.15)

Mientras que la componente coseno es asociada con el ancho de la isla mag-
nética, la componente seno es asociada con el cambio del momento angular
de la isla. Para una isla con ancho suficientemente grande, los perfiles de
densidad, temperatura y potencial eléctrico son considerados constantes en
el interior. El gradiente entre los perfiles en el exterior y el interior de la isla
esta relacionado con velocidades de flujo que afectan su rotación. La veloci-
dad de fase de la isla es determinada por la tasa de rotación de iones, ya que
la disipación dominante se debe al amortiguamiento neoclásico de iones y a
la viscosidad del campo transversal.

La disminución abrupta de la frecuencia de rotación observada en el TJ-
II podría deberse a un imbalance de torcas, de acuerdo a la ecuación (4.46)
vemos que hay un cambio en la diferencia de fase, esto provoca una variación
en la velocidad de rotación hasta que de nuevo se llegue a un balance de
torcas. Se ha encontrado [3] que el efecto de la torca electromagnética sobre
la isla en función de la velocidad de rotación, tiene bifurcaciones. En la Figura
5.1 la línea curva representa la TEM , vemos se acerca a su máximo a medida
que la frecuencia de deslizamiento disminuye, y alcanza su mínimo cuando la
frecuencia de deslizamiento crece. La TV está representada por líneas rectas
paralelas, a medida que disminuye se produce una bifurcación de una ω alta
a una ω baja. Cuando la frecuencia de rotación comienza a bajar se produce
de nuevo un salto a un estado de TV alta que lleva de nuevo a una frecuencia
de rotación alta [17]. Asociado a este proceso, se tiene el ciclo mostrado en la
Fig. 5.2 para el ancho de la isla. Del punto A hacia el punto B, la viscosidad
disminuye y se tiene una isla angosta hasta que se alcanza B produciéndose
una bifurcación que lleva a un ancho de isla grande en el punto C. Al acercarse
ahora al punto D, la viscosidad aumenta y experimenta histéresis que regresa
al estado de isla con ancho pequeño y viscosidad grande.
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Figura 5.1: Balance de torcas electromagnética y viscosa dado por el diagrama
de bifurcación tangencial. Las rectas paralelas representan la fuerza viscosa
y la línea curva representa la fuerza electromagnética normalizada.

5.1. Flujo en ausencia de islas
La ecuación de balance de momentos

ρM
d~v

dt
= ~J × ~B −∇p−∇ · ~~π +∇ · (ρMν⊥∇~v) + ~S (5.16)

donde ρM es la densidad de masa, ~~π es el tensor de viscosidad, ν⊥ es el coefi-
ciente fenomenológico de viscosidad y ~S es la fuente de momentos externos.

Para el caso sin islas, ~B ·∇ρ = 0, los perfiles de rotación son obtenidos de
la ecuación de balance de momentos a orden más bajo ~E+~v× ~B = ∇pi/niqi

~v =

(
dΦ (ρ)

dρ
+

1

niqi

dpi (ρ)

dρ

) ~B ×∇ρ
B2

+
v‖
B
~B (5.17)

donde Φ es el potencial eléctrico, pi, ni y qi son la presión, densidad y carga
de los iones. Podemos escribir los flujos como

~v = Ωθ~eθ + Ωφ~eφ (5.18)

con

Ωθ =
g

ψ′γ

(
Φ
′
+

p
′
i

niqi

)
+
ι-v‖B
γ

(5.19)
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Figura 5.2: El tamaño de la isla en función de la torca viscosa presenta
histéresis

Ωφ = − I

ψ′γ

(
Φ
′
+

p
′
i

niqi

)
+
v‖B

γ
(5.20)

Pero en las coordenadas (ρ, α, ζ)

~v = Ωα~eα + Ωζ~eζ (5.21)

Usamos la transformación ~eθ = ~eα y ~eφ = ~eζ − ι-0~eα

Ωθ~eα + Ωφ~eζ − ι-0Ωφ~eα = Ωα~eα + Ωζ~eζ (5.22)

Ωα = Ωθ − ι-0Ωφ =
1

ψ′

(
Φ
′
+

p
′
i

niqi

)
+O (δ) (5.23)

Ωζ = Ωφ = −I
γ

Ωα +
v‖B

γ
(5.24)

El promedio sobre la superficie de flujo de la proyección sobre la componente
~eα del balance de momentos en estado estacionario da

0 = −ψ′
〈
~J · ∇ρ

〉
0
−
〈
~eα · ∇ ·

~~P
〉
0
+〈~eα · ∇ · (ρMν⊥∇v)〉0+

〈
~eα · ~S

〉
0
(5.25)
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donde ~~P = p
~~I + ~~π y el promedio sobre la superficie de flujo definido como

〈f (ρ, α, ζ)〉0 =
1

V ′

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

dαdζ
√
gf (ρ, α, ζ) (5.26)

V
′
=

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

dαdζ
√
g (5.27)

No hay corriente radial cuando el flujo es ambipolar,
〈
~J · ∇ρ

〉
0

= 0 y en
la ecuación de balance de momentos podemos calcular el campo eléctrico
radial usando la condición de ambipolaridad. El término de la ecuación de
balance de momentos que corresponde al transporte neoclásico no-ambipolar
se puede escribir como〈

~eα · ∇ ·
~~P
〉
0

= −ψ′
∑
s

qs

〈
~Γneos · ∇ρ

〉
0

(5.28)

Aquí el subíndice s denota cada especie de partículas.
En el transporte neoclásico incluimos las contribuciones en el régimen

1/ν, régimen en donde los coeficientes de transporte varían inversamente
con la frecuencia de colisión ν y corresponde también a la región de altas
temperaturas. Se incluyen además las contribuciones en la región de ma-
yor colisionalidad correspondiente al régimen de plateau, ~Γplats , en el que los
coeficientes de transporte son independientes del término de colisionalidad.

e
〈
~Γ1/ν
s · ∇ρ

〉
0

= −C1/νρM
ω2
ts

νs

〈
gρρ

B2

〉
0

[
Φ
′ qs
e

+
p
′
s

nse
+ ks

T
′
s(ρ)

e

]
(5.29)

e
〈
~Γplats · ∇ρ

〉
0

= −CplatρMωts
〈
gρρ

B2

〉
0

[
Φ
′ qs
e

+
p
′
s

nse
+ ks

T
′
s(ρ)

e

]
(5.30)

donde ωts = vts/R0 es la frecuencia de tránsito con vts la velocidad térmica
de las especies s, R0es el radio mayor. En el límite de cero campo eléctrico
radial, el coeficiente de transporte adimensional C1/ν escala como C1/ν ∼ ε

3/2
eff

con εeff el parámetro de rizo helicoidal.
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5.2. Flujo en presencia de islas
Cuando las islas magnéticas están presentes el promedio ahora se hace

sobre la superficie de flujo Ψ̄∗

e

ι′

〈
~Γneos · ∇Ψ̄∗

〉
=
e

ι′

〈
~Γ1/ν
s · ∇Ψ̄∗

〉
+
e

ι′

〈
~Γplats · ∇Ψ̄∗

〉
(5.31)

e

ι′

〈
~Γneos · ∇Ψ̄∗

〉
=

− C1/νρM
ω2
ts

νs
(1 + c0ν

∗
s )
qs
e

[
〈Ωα〉
〈x〉
−
〈
Ωα
amb,s

〉
〈x〉

]〈
x2ψ

′
gρρ

B2

〉
(5.32)

con c0 = ε−3/2
Cplat
C1/ν

y ν∗s = ε3/2νs/ωsi. Tomamos el promedio sobre la superficie
de flujo de la proyección de la ecuación de balance de momentos sobre la
coordenada helicoidal

0 = −ψ
′

ι′

〈
~J · ∇Ψ̄∗

〉
−
〈
x~eα · ∇ ·

~~P
〉

+ 〈x~eα · ∇ · (ρMν⊥∇~v)〉+
〈
x~eα · ~S

〉 (5.33)

donde ~~P = p
~~I+~~π. De esta forma podemos identificar al segundo término

de la ecuación anterior con el término de transporte neoclásico y cuando
tomamos el caso de estado estacionario,

〈
~J · ∇Ψ̄∗

〉
= 0, obtenemos una

ecuación de transporte para los perfiles de flujo en términos de el resto de la
ecuación de balance de momentos,

〈Ωα〉 = Ωα
0 + δ2r

ι
′2 〈x〉2

cr 〈x2gρρ/B2〉
d

dΨ∗

[
〈x4(gρρ)2/B2〉

〈x〉
d

dΨ∗
〈Ωα〉
〈x〉

]
(5.34)

con cr = 〈(gρρ)2/B2〉 / 〈gρρ/B2〉, y Ωα
0 es el perfil de rotación dado por

Ωα
0 =

〈
Ωα
amb,s

〉
+

νs

〈
x~eα · ~S

〉
〈x〉

ω2
tsρMC1/ν(1 + c0ν∗) 〈x2ψ′2gρρ/B2〉

(5.35)
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El parámetro δ2r mide el ancho de la capa que se forma fuera de la sepa-
ratriz y su expresión es

δ2r =
crν⊥νs

ω2
tsC1/ν(1 + c0ν∗)

(5.36)



Capítulo 6

Contribución de la corriente de
polarización en geometría
helicoidal

Para conocer la corriente de polarización Jpol usamos las ecuaciones de dos
fluidos siguiendo el procedimiento descrito en la referencia [2], pero usando
coordenadas de flujo para obtener el resultado de forma general incluyendo
la geometría helicoidal de los stellarators. Usamos las expresiones covarian-
te y contravariante del campo magnético en coordenadas de Boozer para
considerar la no-axisimetría

~B0 = ∇ψ ×∇(θ − ι-φ) = G∇φ+ I∇θ + h∇ψ (6.1)

~B1 = ∇A×∇ζ +∇ϑ×∇α (6.2)
La corriente de polarización se define como la parte oscilatoria de J‖, es

decir, Jpol ≡ J‖ −
〈
J‖
〉
. El promedio sobre la superficie de flujo está definido

como

〈f〉 =
1

〈1〉

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

dαdζ
√
gx−1f

〈1〉 ≡
ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

dαdζ
√
gx−1

(6.3)

Se define la derivada convectiva para la velocidad ~E × ~B como
D

Dt
=

∂

∂t
+ ~vE · ∇ (6.4)

55



56CAPÍTULO 6. CONTRIBUCIÓN DE LA CORRIENTE DE POLARIZACIÓN

Las ecuaciones de fluidos son:

• Continuidad de electrones

Dn

Dt
=

1

e
∇‖J‖ +D∇2

⊥n (6.5)

donde definimos el gradiente paralelo como ∇‖ =
~B
B
· ∇ y el coeficiente

de difusión radial es D = βe
c2

8πσ‖
.

• La ecuación de cuasi-neutralidad, ∇ · ~J = 0

∇‖J‖ =
c2

4πv2A

[
DU

Dt
− µ∇2

⊥U

]
(6.6)

con U = ∇2
⊥ϕ proporcional a la vorticidad ∇× v.

• La ley de Ohm generalizada

E‖ +
1

ne
∇‖p =

1

σ‖
J‖ −

a

e
∇‖Te (6.7)

con E‖ = −∇‖ϕ+ 1
c
∂ψ
∂t

y a = 0,71.

• Evolución de temperatura de electrones

3

2
n
DTe
Dt

= ∇‖
(
κ‖∇‖Te

)
+ κ⊥∇2

⊥Te + (1 + a)∇‖
(
J‖Te
e

)
(6.8)

El transporte lo consideramos solo en el régimen Pfirsch-Schlüter (osea de alta
colisionalidad). Despreciando términos perpendiculares y haciendo ∂/∂t = 0
obtenemos

~vE · ∇n =
1

e
∇‖J‖ (6.9)



57

∇‖J‖ =
c2

4πv2A
~vE · ∇U (6.10)

1

n
∇‖n−

e

Te
∇‖ϕ = − (1 + a)

∇‖Te
Te

(6.11)

La ecuación de energía para el caso estacionario en la que domina el término
de transporte paralelo.

∇‖
(
κ‖∇‖Te

)
= 0 (6.12)

Sobre la superficie magnética T es constante y será función de σ, al cambiar
de superficie magnética tendrá dependencia en χ. La solución a la ecuación
de calor es

Te = Tσ(χ) (6.13)

con σ = ± toma valor (+) cuando está de lado derecho de la isla y valor (−)
cuando está de lado izquierdo. Usando esto en la ecuación (6.11) obtenemos
una ecuación diferencial para n

∇‖n = n

[
e

Te
∇‖ϕ− (1 + a)

∇‖Te
Te

]
(6.14)

el último término es cero al usar la ecuación (6.13) pues T no cambia de
dirección a lo largo de la línea magnética; la solución es entonces

n = Nσ(χ)exp

[
eϕ

Te

]
(6.15)

donde Nσ(χ) es una constante de integración. Definimos la densidad y po-
tenciales normalizados como

ñ =
n− n0

n′0
ϕ̃ =

−kcϕ
Bwω∗e

=
eϕ

Te

Ln
w

(6.16)

donde n0 = N(0), n′0 = dn/dx|x�w. Tomando términos lineales en la ecuación
(6.15)

ñ = ϕ̃+Hσ(χ) (6.17)

La función Hσ(χ) = (Nσ(χ)− n0)/n
′
0 se determina con el transporte. De las

ecuaciones (6.9) y (6.10) obtenemos

~vE · ∇
[

c2

4πev2An
′
0

∇2
⊥ϕ− ñ

]
= 0 (6.18)
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ρ2s∇2
⊥ϕ̃− ñ = Lλ(ϕ̃) (6.19)

Lλ es una constante de integración. Si en esta ecuación sustituimos ñ y
definimos Kλ(ϕ̃) = Lλ(ϕ̃) + ϕ̃, obtenemos

ρ2s∇2
⊥ϕ̃−Kλ(ϕ̃) = Hσ(χ) (6.20)

Los perfiles de Kλ también son determinados a través del transporte. Con-
sideramos estados Hσ(χ) = σH(χ) y dentro de la separatriz H(χ) = 0, esto
nos da la condición de frontera ϕ(x = 0, α) = 0. Empalmamos el campo
eléctrico asintótico con el campo eléctrico del estado de referencia, es decir,
la velocidad de deriva asintótica en el marco de referencia de la isla (ω∗e)
debe ser igual y opuesta a la velocidad de fase de la isla en el marco E = 0
(ω); por lo que otra condición de frontera es ∂ϕ̃/∂x = ω/ω∗e.

Sustituimos la ecuación (6.17) en (6.9)

~vE · ∇n = ~vE · ∇
(
ñn
′

0 + n0

)
= ~vE · ∇(ñn

′

0)

= ~vE · n
′

0∇ [ϕ̃+ σH(χ)]

(6.21)

Calculamos el término ~vE · ∇ϕ̃

~vE · ∇ϕ̃ = − 1

B2
0

(
∇ϕ× ~B0

)
· ∇ϕ̃

= 0

(6.22)

Entonces
~vE · ∇n = σn

′

0~vE · ∇H(χ) (6.23)

El operador ∇ en coordenadas de flujo aplicado a H(χ)

~vE · ∇n = σn
′

0~vE · ∇ψ
∂H(χ)

∂ψ
(6.24)

Calculando el término ~vE · ∇ψ
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~vE · ∇ψ = − 1

B2
0

(
∇ϕ× ~B0

)
· ∇ψ

=
1

B2
0

(
~B0 ×∇ϕ

)
· ∇ψ

=
1

B2
0

(
∇ψ × ~B0

)
· ∇ϕ

(6.25)

De la versión covariante del campo magnético

∇ψ × ~B0 = ∇ψ × (G∇φ+ I∇θ + h∇ψ)

= G∇ψ ×∇φ− I∇θ ×∇ψ
(6.26)

Pero en la forma contravariante

~B0 = ∇ψ ×∇θ + ι-∇φ×∇ψ (6.27)

∇ψ ×∇φ = −1

ι-
∇θ ×∇ψ − 1

ι-
~B0 (6.28)

Sustituyendo en ∇ψ × ~B0

∇ψ × ~B0 = −G
ι-
~B0 −

G

ι-
∇θ ×∇ψ − I∇θ ×∇ψ

= −G
ι-
~B0 −

1

ι-
(G+ ι-I)∇θ ×∇ψ

(6.29)

~vE · ∇ψ = −G
ι-

~B0

B2
0

· ∇ϕ− (G+ ι-I)

ι-B2
0

(∇θ ×∇ψ) · ∇ϕ (6.30)

Notamos que el jacobiano J está relacionado con el operador

(∇θ ×∇ψ) · ∇ = (∇θ ×∇ψ) · (∇ψ ∂

∂ψ
+∇θ ∂

∂θ
+∇φ ∂

∂φ
)

= −∇ψ ×∇θ · ∇φ ∂

∂φ

(6.31)

(∇θ ×∇ψ) · ∇ = − 1

J

∂

∂φ
(6.32)
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Por lo que ~vE · ∇ψ es

~vE · ∇ψ = −G
ι-

~B0

B2
0

· ∇ϕ+
(G+ ι-I)

ι-B2
0

1

J

∂ϕ

∂φ
(6.33)

y usando el hecho de que B2
0 = (G+ ι-I)/J

~vE · ∇ψ = − G

ι-B0

∇‖ϕ+
1

ι-
∂ϕ

∂φ
(6.34)

Además

∂H(χ)

∂ψ
=
dH(χ)

dχ

dχ

dψ
(6.35)

De la definición de χ

dχ

dψ
= − 1

4χA
(6.36)

Entonces

~vE · ∇n =
σn
′
0

4χA

dH

dχ

[
G

ι-B0

∇‖ϕ−
1

ι-
∂ϕ

∂φ

]
=

1

e
∇‖J‖

(6.37)

Es conveniente cambiar la derivada respecto a φ por la variable helicoidal
α

−1

ι-
∂ϕ(ψ, α)

∂φ
=
∂ϕ(ψ, α)

∂α
(6.38)

Obtenemos así la siguiente ecuación diferencial

∇‖J‖ =
eσn

′
0

4χA

dH

dχ

(
G

ι-B0

)
∇‖ϕ+

eσn
′
0

4χA

dH

dχ

∂ϕ

∂α
(6.39)

Integrando sobre las líneas magnéticas
ˆ
∂ϕ

∂α
ds =

∂ϕ

∂α
s(ψ) (6.40)
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donde s es la longitud de la línea magnética y el resultado para la corriente
paralela

J‖ =
eσn

′
0

4χA

dH

dχ

G

ι-B0

ϕ+
eσn

′
0

4χA

dH

dχ

∂ϕ

∂α
s+ I(χ) (6.41)

con I(χ) la constante de integración. Aplicando el promedio definido en
la ecuación (6.3) a la corriente paralela〈

dH(χ)

dχ
ϕ

〉
=
dH

dχ
〈ϕ〉 (6.42)

〈I(χ)〉 = I 〈1〉 (6.43)

〈
s
dH(χ)

dχ

∂ϕ

∂α

〉
= s

dH

dχ

〈
∂ϕ

∂α

〉
(6.44)

Pero calculando la integral del promedio de ∂ϕ
∂α〈

∂ϕ

∂α

〉
=

1

〈1〉

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

dαdζ
√
gx−1

∂ϕ

∂α

= 0

(6.45)

y al escribir en términos de ϕ̃

〈ϕ〉 = −Bwω∗e
kc

〈ϕ̃〉 (6.46)

Finalmente, el promedio de la corriente paralela es

〈
J‖
〉

= −eσn
′
0

4χA

Bwω∗e
kc ι-B0

G
dH

dχ
〈ϕ̃〉+ I(χ) 〈1〉 (6.47)

Las constantes las podemos reducir usando la ecuación (4.9)

−Bwω∗e
4kA

=
Bw

4A

ρscs
Ln

=
LsρscsBw

ι-w2BLnLα

=
ρscs
ι-w

Ls
LnLα

(6.48)
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Por lo tanto la corriente de polarización es, Jpol = J‖ −
〈J‖〉
〈1〉

Jpol
n
′
0ecs

=
ρs
w

Ls
LnLα

σ

χ

G

ι-2B0

dH

dχ

(
ϕ̃− 〈ϕ̃〉

〈1〉
+
ι-B0s

G

∂ϕ̃

∂α

)
(6.49)

Vemos que el último término en el paréntesis proviene de haber tomado
en cuenta la geometría helicoidal.

De las ecuaciones para ∆pol vistas en la sección 4.3, (4.49) y (4.50), obte-
nemos una expresión para g, (4.52). Las constantes las reducimos de nuevo
de manera que al introducir la corriente de polarización en la expresión para
g obtenemos, en el límite cuando Ti → 0, que implica ω∗i → 0

g =−
(
ω∗ew

ωρs

)2
m0G

ι-2B0Lα

˛
dα

π

ˆ ∞
−∞

dx
σ

χ

dH

dχ

(
ϕ̃− 〈ϕ̃〉

〈1〉

)
cos(m0α)

−
(
ω∗ew

ωρs

)2
m0

ι-2B0Lα

˛
dα

π

ˆ ∞
−∞

dx
σ

χ
s ι-B0

dH

dχ

∂ϕ̃

∂α
cos(m0α)

(6.50)

Usando el resultado de Connor[2] para la primer integral y usando ξ =
m0α

g = −
(
ω∗ew

ωρs

)2
G

ι-2B0Lα

˛
dξ

π

ˆ ∞
−∞

dx
σ

χ

dH

dχ

[
ϕ̃

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)

+ ι-m0
B0

G
s
∂ϕ̃

∂ξ
cos ξ

] (6.51)

Analizaremos ahora la medida en la que este término extra afecta a ∆pol

para cuando tenemos islas anchas o angostas.

6.1. Solución en el límite ρs/w grande
En este caso el término de vorticidad domina sobre los demás por lo que

es el que se debe anular, pues si la isla es delgada entonces las modificaciones
que produce, contenidas en H y K, son despreciables

∇2
⊥ϕ̃0 = 0 (6.52)

∂2ϕ̃0

∂x2
+
∂2ϕ̃0

∂α2
= 0 (6.53)
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La solución para la ecuación de Laplace:

ϕ̃0 = Ax+Bα + Cαx (6.54)

De la primer condición de frontera

ϕ̃0(x = 0, α) = Bα = 0

B = 0
(6.55)

y de la segunda condición de frontera

∂ϕ̃0

∂x
= A+ Cα =

ω

ω∗e

A =
ω

ω∗e
C = 0

(6.56)

Encontramos que la solución que satisface las condiciones de frontera es:

ϕ̃0 =
ω

ω∗e
x (6.57)

Por lo tanto el nuevo término ∂ϕ̃
∂α

= 0 y no tiene contribución en la ecua-
ción 6.51 para g.

Analizamos entonces el caso cuando este término si contribuye.

6.2. Resultados en el límite MHD

La expansión para el potencial

ϕ̃ = ϕ̃0 +
(ρs
w

)
ϕ̃1 +

(ρs
w

)2
ϕ̃2 + · · · (6.58)

Introduciendo la expansión en la ecuación diferencial

ρ2s∇2
⊥ϕ̃−K(ϕ̃) = σH(χ) (6.59)
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donde hemos tomado estados en los que n y ϕ son impares y por lo tanto
Hσ = σH,

ρ2s∇2
⊥

[
ϕ̃0 +

(ρs
w

)
ϕ̃1 +

(ρs
w

)2
ϕ̃2 + · · ·

]
−K

[
ϕ̃0 +

(ρs
w

)
ϕ̃1 +

(ρs
w

)2
ϕ̃2 + · · ·

]
= σH(χ) (6.60)

Expandimos la función K(ϕ̃) alrededor de ϕ̃0

K(ϕ̃) = K

[
ϕ̃0 +

(ρs
w

)
ϕ̃1 +

(ρs
w

)2
ϕ̃2 + · · ·

]
(6.61)

= K(ϕ̃0) +K ′(ϕ̃0)(ϕ̃− ϕ̃0) + · · · (6.62)

= K(ϕ̃0) +K ′(ϕ̃0)

[(ρs
w

)
ϕ̃1 +

(ρs
w

)2
ϕ̃2

]
(6.63)

Entonces

ρ2s

[
∇2
⊥ϕ̃0 +

ρs
w
∇2
⊥ϕ̃1 +

ρ2s
w2
∇2
⊥ϕ̃2

]
−K(ϕ̃0)−K ′(ϕ̃0)

[
ρs
w
ϕ̃1 +

ρ2s
w2
ϕ̃2

]
= σH(χ) (6.64)

Los términos de orden más bajo:

K(ϕ̃0) = −σH(χ) (6.65)

Con esto definimos la función Φ como

ϕ̃0 = K−1(−σH) ≡ σΦ(χ) (6.66)

Al aplicar la función K al lado derecho de la ecuación anterior

−σH = K[σΦ(χ)] (6.67)

Al derivar K(σΦ) respecto a χ

dK

dχ
= σ

dK

dΦ

dΦ

dχ
= −σdH

dχ
(6.68)
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dK

dΦ
=
−dH/dχ
dΦ/dχ

(6.69)

K ′[Φ(χ)] = −H
′(χ)

Φ′(χ)
(6.70)

De la ecuación (6.64), los términos de orden ρ2s:

ρ2s∇2
⊥ϕ̃0 =

ρ2s
w2
K ′ϕ̃2 (6.71)

Al hacer el cambio de variable X = xw, por el lado izquierdo de la
ecuación anterior notamos

ρ2s∇2
⊥ϕ̃0 = ρ2s

∂2

∂X2
σΦ (6.72)

=
ρ2s
w2
σ
∂2Φ

∂x2
(6.73)

ϕ̃2 =
σ

K ′
∂2Φ

∂x2
= −σ Φ′

H ′
∂2Φ

∂x2
(6.74)

Con los resultados anteriores para ϕ̃ = ϕ̃0 +ρ2s/w
2ϕ̃2 podemos calcular g,

de nuevo el término ∂ϕ̃
∂α

no contribuye a la ecuación 6.51 ya que Φ = Φ(χ).
Entonces g

g = −
(
ω∗ew

ωρs

)2
G

ι-2B0Lα

˛
dξ

π

ˆ ∞
−∞

dx

χ

dH

dχ
σϕ̃

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)
(6.75)

g = −
(
ω∗ew

ωρs

)2
G

ι-2B0Lα

[˛
dξ

π

ˆ ∞
−∞

dx

χ
H ′σ2Φ(χ)

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)

−
˛
dξ

π

ˆ ∞
−∞

dx

χ
σ2Φ′

∂2Φ

∂x2
ρ2s
w2

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)] (6.76)

Recordemos que σ2 = 1 y χ dado por la ecuación (4.11) depende de x2.
Al calcular cada término de la ecuación anterior y reescribiendo en términos
del potencial eléctrico normalizado Φ̂ = (ω∗e/ω)Φ



66CAPÍTULO 6. CONTRIBUCIÓN DE LA CORRIENTE DE POLARIZACIÓN

g = − G

ι-2B0Lα

[
w2

ρ2s

˛
dξ

π

ˆ ∞
−∞

dx

χ
H ′
ω∗e
w

Φ̂(χ)

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)

−
˛
dξ

π

ˆ ∞
−∞

dx

χ
Φ̂′

(
1

χ

dΦ̂

dχ
− x2

χ3

dΦ̂

dχ
+
d2Φ̂

dχ2

x2

χ2

)(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)] (6.77)

Pero por la paridad de H y Φ hay integrales que se anulan, además es conve-
niente cambiar la variable de integración x a χ, usando de nuevo su definición.
Entonces la expresión resultante será

g =
G

ι-2B0Lα

ˆ ∞
−∞

dχΦ̂′

[
d2Φ̂

dχ2

1

χ2
− dΦ̂

dχ

1

χ3

]˛
dξ

π
x

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

)

=
G

ι-2B0Lα

ˆ ∞
−∞

dχ
d

dχ

(
1

χ

dΦ̂

dχ

)2
1

χ

˛
dξ

2π

χ

x
x2

(
cos ξ −

〈cos ξ〉χ
〈1〉χ

) (6.78)

y al resolver las integrales en α

g =
m0G

ι-2B0Lα

ˆ ∞
−∞

dχ

2χ

d

dχ

(
1

χ

dΦ̂

dχ

)2(〈
cos2(m0α)

〉
χ
−
〈cos(m0α)〉2χ
〈1〉χ

)
(6.79)

Finalmente

g =
m0G

ι-2B0Lα

ˆ ∞
0

dχ

χ

d

dχ

(
1

χ

dΦ̂

dχ

)2(〈
cos2(m0α)

〉
χ
−
〈cos(m0α)〉2χ
〈1〉χ

)
(6.80)

6.3. Solución en el límite ρs/w pequeño
Consideramos de nuevo la ecuación (6.63) para un potencial externo ϕ̃ext.

De la ecuación (6.20), la ecuación a considerar en este límite es

ρ2∇2
⊥ϕ̃− ϕ̃ = −ϕ̃ext (6.81)

Hacemos una expansión de ϕ̃0

ϕ̃0 = σΦ(χ) = σ [Φ(1) + Φ′(1)(χ− 1) + . . .] (6.82)
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Φ(1) = 0 porque Φ = 0 dentro de la isla (χ ≤ 1)

ϕ̃0 = σΦ′(1)(χ− 1) (6.83)

Como estamos cerca de la isla/separatriz:

(χ− 1) ≡ δ << 1 (6.84)
→ χ = δ + 1 (6.85)

Al tomar χ(cos(m0

2
α), x)

χ = 1 +
∂χ

∂(cos(m0

2
α))

∣∣∣∣
χ=1

cos
(m0

2
α
)

+
∂χ

∂x

∣∣∣∣
χ=1

x (6.86)

Entonces δ es

δ =
∂χ

∂x

∣∣∣∣
χ=1

x+
∂χ

∂(cos(m0

2
α))

∣∣∣∣
χ=1

cos
(m0

2
α
)

(6.87)

De χ2 = x2 + sin2(m0

2
α) obtenemos χdχ = xdx + sin(m0

2
α)d(sin(m0

2
α)).

Por otro lado de d(sinx)
d(cosx)

= − cosx
sinx

tenemos d(sinx) = − cosx
sinx

d(cosx).
Sustituyendo obtenemos:

χdχ = xdx− cos
(m0

2
α
)
d
(

cos
(m0

2
α
))

(6.88)

e introduciendo en δ:

δ =
x

χ

∣∣∣∣
χ=1

x−
cos
(
m0

2
α
)

χ

∣∣∣∣∣
χ=1

cos
(m0

2
α
)

(6.89)

pero en χ = 1 , x = ± cos(m0α/2) tenemos x
χ

∣∣∣
χ=1

= ± cos(m0α/2), por

lo tanto:

δ = cos
(m0

2
α
)∣∣∣

χ=1

[
±x− cos

(m0

2
α
)]

= cos
(m0

2
α
)∣∣∣

χ=1
(|x|−cos(m0α/2))

(6.90)
y en ϕ̃0:

ϕ̃0 = σΦ′(1) cos
(m0

2
α
)∣∣∣

χ=1
(|x| − cos(m0α/2))Θ(|x| − cos(m0α/2)) = ϕ̃ext

(6.91)
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Se agrega la función de Heaviside para contemplar Φ(χ < 1) = 0. Usamos
la función de Green para resolver

ρ2

w2

∂2

∂x2
ϕ̃G − ϕ̃G = δ(χ− 1) (6.92)

y las regiones a considerar son:

χ > χ′, ϕ̃G>

χ < χ′, ϕ̃G<
(6.93)

Las soluciones a la ecuación homogénea son :

ϕ̃G> = A+e
(χ−χ′)w/ρ + A−e

−(χ−χ′)w/ρ

ϕ̃G< = B+e
(χ′−χ)w/ρ +B−e

−(χ′−χ)w/ρ (6.94)

Aplicamos la condición de frontera ϕ̃G<(χ = 0, α) = 0 y obtenemos

B+ = −B−e−2χ
′/ρ ≡ B (6.95)

Entonces

ϕ̃G< = B
[
ew(χ

′−χ)/ρ − ew(χ′+χ)/ρ
]

(6.96)

Además, a medida que χ→∞, ϕ̃G> → 0, por lo que A+ = 0 y A− ≡ A

ϕ̃G> = Ae−(χ−χ
′)w/ρ (6.97)

Integrando la ecuación para la función de Green se tiene

ρ2

w2

ˆ χ′+δ

χ′−δ
dχ
∂2ϕ̃G
∂χ2

−
ˆ χ′+δ

χ′−δ
dχϕ̃G =

ˆ χ′+δ

χ′−δ
dχδ(χ− χ′) (6.98)

La integral de la función δ es

ˆ
dxδ(x− x′) = Θ(x− x′) =

{
0 x < x′

1 x ≥ x′
(6.99)

Además podemos dividir la región de integración χ′ − δ < δ < χ′ + δ,
entonces los límites de integración van de χ = χ′ − δ a χ = χ′ + δ. Entonces
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podemos usar la función ϕ̃G< en el dominio χ < χ′ y la función ϕ̃G> en el
dominio χ > χ′ con las expresiones obtenidas antes.

Evaluamos así cada integral, comenzando por la segunda de la ecuación
(6.98) ˆ χ′+δ

χ′−δ
dχϕ̃G =

ˆ χ′

χ′−δ
dχϕ̃G< +

ˆ χ′+δ

χ′
dχϕ̃G> (6.100)

ˆ χ′

χ′−δ
dχϕ̃G< =

ˆ χ′

χ′−δ
dχB

[
ew(χ

′−χ)/ρ − ew(χ′+χ)/ρ
]

=− ρB

w

[
ew(χ

′−χ)/ρ + ew(χ
′−χ)/ρ

]χ′
χ′−δ

=− ρB

w

[
1− ewδ/ρ + e2wχ

′/ρ − ew(2χ′−δ)/ρ
] (6.101)

y
ˆ χ′+δ

χ′
dχϕ̃G> =

ˆ χ′+δ

χ′
dχAew(χ

′−χ)/δ

=− ρA

w

[
e−δ/ρ − 1

] (6.102)

Cuando δ = 0 estas integrales valen cero, por lo tanto
ˆ χ′+δ

χ′−δ
dχϕ̃G = 0 (6.103)

La integral restante es

ρ2

w2

ˆ χ′+δ

χ′−δ
dχ
d2ϕ̃G
dχ2

=
ρ2

w2

dϕ̃G
dχ

∣∣∣∣χ′+δ
χ′−δ

=
ρ2

w2

(
dϕ̃G
dχ

∣∣∣∣
χ′+δ

− dϕ̃G
dχ

∣∣∣∣
χ′−δ

) (6.104)

combinado con la ecuación (6.99)

ρ2

w2

(
dϕ̃G
dχ

∣∣∣∣
χ′+δ

− dϕ̃G
dχ

∣∣∣∣
χ′−δ

)
=

{
0 χ < χ′

1 χ ≥ χ′
(6.105)
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Al hacer δ = 0 estamos evaluando en χ = χ′

ρ2

w2

(
dϕ̃G>
dχ

− dϕ̃G<
dχ

)∣∣∣∣
χ=χ′

= 1 (6.106)

Usando los resultados de ϕ̃G> y ϕ̃G<

ρ2

w2

(
dϕ̃G>
dχ

− dϕ̃G<
dχ

)
χ′=χ

=
ρ2

w2

[
−wA

ρ
e−w(χ−χ

′)/ρ − wB

ρ

(
−ew(χ′−χ)/ρ − ew(χ′+χ)/ρ

)]∣∣∣∣
χ=χ′

=
ρ

w

[
−A+B

(
1 + e2wχ

′/ρ
)] (6.107)

Por lo que
w

ρ
= −A+B

(
1 + e2wχ

′/ρ
)

(6.108)

También debe cumplirse que ϕ̃>(χ′) = ϕ̃<(χ′)

A = B
(

1− e2wχ′/ρ
)

(6.109)

Esto nos da los valores de A y B

A =
w

2ρ

(
e−2wχ

′/ρ − 1
)

B =
w

wρ
e−2wχ

′/ρ (6.110)

y las soluciones a la función de Green son

ϕ̃G> =
w

2ρ

[
e−w(χ+χ

′)/ρ − ew(χ′−χ)/ρ
]

(6.111)

ϕ̃G< =
w

2ρ

[
e−w(χ+χ

′)/ρ − ew(χ−χ′)/ρ
]

(6.112)

Con esto podemos resolver la ecuación (6.81)

ρ2∇2
⊥ϕ̃− ϕ̃ = −ϕ̃ext

que al hacer el cambio de variable de X = wx

ρ2

w2

∂2ϕ̃

∂χ2
− ϕ̃ = −ϕ̃ext (6.113)
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Usando la función de Green integramos en χ′

ρ2

w2

ˆ
∂2ϕ̃G(χ, χ′)

∂χ2
(−ϕ̃ext(χ′))dχ′ −

ˆ
ϕ̃G(χ, χ′)(−ϕ̃ext(χ′))dχ′

=

ˆ
δ(χ− χ′)(−ϕ̃ext(χ′))dχ′

= −ϕ̃ext(χ)

(6.114)

Para que se reproduzca la ecuación (6.113) se debe cumplir que

ϕ̃(χ) = −
ˆ
ϕ̃G(χ, χ′)ϕ̃ext(χ

′)dχ′ (6.115)

Como ya conocemos ϕ̃G(χ, χ′) podemos calcular ϕ̃, con los límites de
integración:

−ϕ̃(χ) =


´∞
1
ϕ̃G<(χ, χ′)ϕ̃ext(χ

′)dχ′ , χ < 1

´ χ
1
ϕ̃G>ϕ̃extdχ

′ +
´∞
χ
ϕ̃G<ϕ̃extdχ

′ , χ ≥ 1

(6.116)

Para expresar ϕ̃ext como función de χ′ usamos (χ− 1) = |x| − | cos(m0α/2)|

ϕ̃exp(x, α) = aσ [|x| − cos(m0α/2)] Θ(|x| − cos(m0α/2)) (6.117)

La función de Heaviside ya ha sido tomando en cuenta en los límites de
integración y de la separación en χ < 1 y χ ≥ 1; entonces de

ϕ̃ext(χ
′) = aσ(χ′ − 1)Θ(χ′ − 1) (6.118)

solo usamos

ϕ̃ext(χ
′) = aσ(χ′ − 1) (6.119)

para las integrales para ϕ̃. Evaluamos el valor de ϕ̃ para cada caso comen-
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zando por χ < 1

ˆ ∞
1

ϕ̃G<(χ, χ′)ϕ̃ext(χ
′)dχ′ =

awσ

2ρ

ˆ ∞
1

(
e−w(χ

′+χ)/ρ − ew(χ−χ′)/ρ
)

(χ′ − 1) dχ′

=
awσ

2ρ

[ˆ ∞
1

e−w(χ+χ
′)/ρχ′dχ′ −

ˆ ∞
1

e−w(χ+χ
′)/ρdχ′

−
ˆ ∞
1

ew(χ−χ
′)/ρχ′dχ′ +

ˆ ∞
1

ew(χ−χ
′)/ρdχ′

]
=
aσ

2

[
e−w(1+χ)/ρ +

ρ

w
e−w(1+χ)/ρ − e−w(1+χ)/ρ

− ew(χ−1)/ρ − ρ

w
ew(χ−1)/ρ + ew(χ−1)/ρ

]

(6.120)

Por lo tanto

−ϕ̃<(χ) =
aσρ

2w

[
e−w(χ+χ

′)/ρ − ew(χ−1)/ρ
]
, χ < 1 (6.121)

Para el caso en que χ ≥ 1 de la ecuación (6.116)

−ϕ̃≥(χ) =
awσ

2ρ

ˆ χ

1

dχ′
[
e−w(χ+χ

′)/ρχ′ − e−w(χ+χ′)/ρ − ew(χ′−χ)/ρχ′

+ ew(χ
′−χ)/ρ

]
+
awσ

2ρ

ˆ ∞
χ

dχ′
[
e−w(χ+χ

′)/ρχ′ − e−w(χ+χ′)/ρ

− ew(χ−χ
′)/ρχ′ + ew(χ−χ

′)/ρ
]

=
aσ

2

[ ρ
w
e−(1+χ)/ρ − ρ

w
e(1−χ)/ρ − 2χ+ 2

]
(6.122)

Entonces el valor de ϕ̃ es

−ϕ̃(χ) =


aσρ
2w

[
e−w(1+χ)/ρ − ew(χ−1)/ρ

]
, χ < 1

aσ
2

[
ρ
w

(
e−w(1+χ)/ρ − e−w(χ−1)/ρ

)
− 2(χ− 1)

]
, χ ≥ 1

(6.123)

Usando de nuevo que

(|x| − | cos(m0α/2)|) (|x|+ | cos(m0α/2)|) = (χ+ 1)(χ− 1) (6.124)
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podemos reescribir la ecuación anterior en términos de x y reducirla a

ϕ̃(χ) =


−aσρ

2w

[
ew(−|x|−| cos(ξ/2)|)/ρ − ew(|x|−| cos(ξ/2)|)/ρ

]
, |x| < cos

(
ξ
2

)
−aσρ

2w

[
ew(−|x|−| cos(ξ/2)|)/ρ − e−w(|x|−| cos(ξ/2)|)/ρ

]
+aσ(|x| − cos

(
ξ
2

)
) , |x| ≥ cos

(
ξ
2

)(6.125)
Notamos que el argumento de la primer exponencial es el mismo en ambos

casos, mientras que el argumento de la segunda exponencial cambia de signo
lo que significa que la podemos expresar como valor absoluto. Recordamos
también que

ϕ̃ext(x, α) =

{
0 , |x| < cos

(
m0

2
α
)

aσ(|x| − cos
(
m0

2
α
)
) , |x| ≥ cos

(
m0

2
α
) (6.126)

Por lo tanto ϕ̃ se reduce a

ϕ̃(x, α) =
aσρ

2w

[
e−w||x|−| cos(m0α/2)||/ρ − e−w(|x|+| cos(m0α/2)|)/ρ

]
+ ϕ̃ext(x, α)

(6.127)

Podemos comparar con la expansión ϕ̃ = ϕ̃0 + ρ
w
ϕ̃1, ya hemos supuesto

que ϕ̃0 = ϕ̃ext dada en ecuación (6.117), entonces

ϕ̃1 =
aσ

2

[
e−w||x|−| cos(m0α/2)||/ρ − e−w(|x|+| cos(m0α/2)|)/ρ

]
(6.128)

Con esto podemos finalmente calcular el término ∂ϕ̃/∂α que da la contribu-
ción de la geometría helicoidal en g (ec. 6.51)

∂ϕ̃(x, α)

∂α
=
∂ϕ̃ext(x, α)

∂α
+
ρ

w

∂ϕ̃1(x, α)

∂α
(6.129)

Las derivadas de cada potencial son

∂ϕ̃ext
∂α

=
aσm0

2
sen
(m0

2
α
)

Θ
(
|x| − cos

(m0

2
α
))

+ aσ
[
|x| − cos

(m0

2
α
)]
δ
(
|x| − cos

(m0

2
α
))

=
aσm0

2
sen
(m0

2
α
)

Θ
(
|x| − cos

(m0

2
α
)) (6.130)
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pues en el segundo término el valor de δ
(
|x| − cos

(
m0

2
α
))

solo será distinto
de cero si |x| = cos

(
m0

2
α
)
pero de esta forma el término entre corchetes es

cero. Luego, de la ecuación (6.128)

ρ

w

∂ϕ̃1

∂α
=− aσm0

4

[
|x| − | cos

(
m0

2
α
)
|∣∣|x| − | cos

(
m0

2
α
)
|
∣∣e−||x|−| cos(m0

2
α)||/ρ

+ e−(|x|+| cos(
m0
2
α)|)/ρ

] cos
(
m0

2
α
)

| cos
(
m0

2
α
)
|
sen
(m0

2
α
) (6.131)

Ahora la integral a calcular según la ecuación (6.51) es

gα ≡ −
(
ω∗ew

ωρs

)2
m0s

ι-Lα

˛
dα

π

ˆ ∞
−∞

dx
σ

χ

dH

dχ

(
∂ϕ̃

∂α

)
cos(m0α) (6.132)

Hay tres regiones a considerar para resolver gα:

A. Dentro de la separatriz |x| < cos
(
m0

2
α
)
, Θ

(
|x| − cos

(
m0

2
α
))

= 0

B. Fuera de la separatriz |x| > cos
(
m0

2
α
)
, Θ

(
|x| − cos

(
m0

2
α
))

= 1

C. En la separatriz |x| = cos
(
m0

2
α
)
, Θ

(
|x| − cos

(
m0

2
α
))

= 1

además de los casos a considerar en ϕ̃1

1) x > 0 , cos
(m0

2
α
)
> 0

2) x < 0 , cos
(m0

2
α
)
> 0

3) x > 0 , cos
(m0

2
α
)
< 0

4) x < 0 , cos
(m0

2
α
)
< 0

(6.133)

A. Dentro de la separatriz

Para este caso ϕ̃exp es cero, así que solo obtendremos ϕ̃1. La región a
considerar es − cos

(
m0

2
α
)
< x < cos

(
m0

2
α
)
por lo que dentro de la separatriz

se debe cumplir

x+ cos
(m0

2
α
)
> 0

x− cos
(m0

2
α
)
< 0

(6.134)
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Calculamos ∂ϕ̃1/∂α para cada caso de la ecuación (6.133)

1) x > 0 , cos
(
m0

2
α
)
> 0

|x| − | cos
(m0

2
α
)
| = x− cos

(m0

2
α
)
< 0∣∣∣|x| − | cos

(m0

2
α
)
|
∣∣∣ = −(x− cos

(m0

2
α
)

) > 0

|x|+ | cos
(m0

2
α
)
| = x+ cos

(m0

2
α
)
> 0

(6.135)

De acuerdo a la ecuación (6.131)
ρ

w

∂ϕ̃1

∂α
=
aσm0

4

[
ew(x−cos(

m0
2
α))/ρ − e−w(x+cos(m0

2
α))/ρ

]
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(m0

2
α
)

> 0
(6.136)

2) x < 0 , cos
(
m0

2
α
)
> 0

|x| − | cos
(m0

2
α
)
| = −x− cos

(m0

2
α
)
< 0∣∣∣|x| − | cos
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2
α
)
|
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2
α
)
> 0

|x|+ | cos
(m0

2
α
)
| = −x+ cos
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2
α
)
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(6.137)

De acuerdo a la ecuación (6.131)
ρ

w

∂ϕ̃1

∂α
=
aσm0

4

[
e−w(x+cos(m0

2
α))/ρ − ew(x−cos(
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]
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(m0

2
α
)
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(6.138)

3) x > 0 , cos
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2
α
)
< 0

|x| − | cos
(m0

2
α
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| = x+ cos
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2
α
)
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)
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)
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2
α
)
| = x− cos

(m0
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α
)
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(6.139)
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De acuerdo a la ecuación (6.131)

ρ

w

∂ϕ̃1

∂α
=
aσm0

4

[
e−w(x+cos(m0

2
α))/ρ + e−w(x−cos(
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2
α))/ρ

]
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(m0

2
α
)
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(6.140)

4) x < 0 , cos
(
m0

2
α
)
< 0

|x| − | cos
(m0

2
α
)
| = −x+ cos
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2
α
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α
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(6.141)

De acuerdo a la ecuación (6.131)

ρ

w

∂ϕ̃1

∂α
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ew(x−cos(
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2
α))/ρ + ew(x+cos(m0
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2
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(6.142)

B. Fuera de la separatriz

Fuera de la separatriz Θ
(
|x| − cos

(
m0

2
α
))

= 1 , y se deben considerar las
regiones x < − cos

(
m0

2
α
)
y x > cos

(
m0

2
α
)
, es decir que se debe cumplir

x+ cos
(m0

2
α
)
< 0

x− cos
(m0

2
α
)
> 0

(6.143)

Calculamos ∂ϕ̃1/∂α de nuevo para cada caso
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1) x > 0 , cos
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2
α
)
> 0

|x| − | cos
(m0

2
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(6.144)
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(6.145)

2) x < 0 , cos
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(6.146)
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(6.147)
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(6.148)
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C. Exactamente en la separatriz

Justo en la separatriz se tiene |x| = cos
(
m0

2
α
)
y las relaciones que nos

interesan las reescribimos en términos de cosenos
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)
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(6.152)

además de |x| > 0 tenemos cos
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)
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)
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2
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)
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2
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ρ

w

∂ϕ̃1

∂α
= −aσm0

4
e−2w cos(m0

2
α)/ρsen

(m0

2
α
)
< 0 (6.154)

Para ambos casos B y C, la función de Heaviside es igual a uno y la ecuación
(6.130) será

∂ϕ̃ext
∂α

=
aσm0

2
sen

(m0

2
α
)

(6.155)

Analizando los resultados obtenidos para cada caso, vemos que A-1 y A-2 son
iguales y opuestos, lo mismo para A-3 y B-1, A-4 y B-2, B-3 y B-4. Entonces
al sumar todas las contribuciones la única que no se anula es la contribución
justo en la separatriz y da a ∂ϕ̃/∂α signo negativo, pues el valor obtenido
de ∂ϕ̃1/∂α es mayor que el de ∂ϕ̃ext/∂α. Esto indica que g es positiva y por
lo tanto la contribución de la corriente de polarización ∆pol tiene un efecto
desestabilizador a causa de la geometría no axisimétrica cuando ω > ω∗i.

gα = −
(
ω∗ew

ωρs

)2
m0s

ι-Lα

˛
dα

2π

ˆ ∞
−∞

dx
σ2

χ

dH

dχ

[
1− 1

2
e−2w cos(m0

2
α)/ρ

]
× cos(m0α)sen

(m0

2
α
)(6.156)

El cálculo de la integral para g dependerá de la expresión que se elija para
H normalizada (Ĥ(χ) = H(χ)/(1− ω

ω∗e
)) según cálculos numéricos.
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Capítulo 7

Simulación De Transporte
ASTRA

En el capítulo anterior se obtuvo la contribución de la corriente de po-
larización a la estabilidad de las islas magnéticas, obteniéndose que la única
contribución aparece en el caso en que ρs/w � 1. Por lo tanto la contribu-
ción de este efecto es pequeña en plasmas de alta temperatura. Ahora nos
interesa modelar el efecto de las islas magnéticas en el transporte tomando en
cuenta el efecto global de las islas sobre el campo eléctrico radial, sin incluir
la pequeña contribución obtenida en el capítulo 6.

Tratamos de reproducir las observaciones del stellarator TJ-II con el có-
digo para transporte ASTRA (Automated System for TRansport Analysis)
simulando la formación y rompimiento de las barreras de transporte. La ecua-
ción que ASTRA resuelve es la ecuación de conservación de partículas y las
ecuaciones de conservación de energía para iones y electrones. En ellas se
introducen los flujos de partículas, Γ = −D∇n, y de energía, qj = −Xj∇Tj,
y los coeficientes de transporte se dan de acuerdo a un modelo predetermina-
do. En este caso se usa un modelo de transporte colisional neoclásico junto
con uno de transporte turbulento. Además ASTRA permite incorporar otras
ecuaciones para representar efectos adicionales y son de la forma

∂

∂t
(V ′fj) =

∂

∂ρ

[
V ′
〈
(∇ρ)2

〉(
Dj

∂fj
∂ρ
− vjfj

)]
+ V ′Sj j = 1, 2, . . . (7.1)

En nuestro caso usamos estas ecuaciones para incluir la presencia de im-
purezas en el plasma, es decir, de iones más pesados que el hidrógeno. Esto

81



82 CAPÍTULO 7. SIMULACIÓN DE TRANSPORTE ASTRA

es con la finalidad de poder tener información de la emisión de radiación,
la cuál se observa en el experimento. En el stellarator TJ-II las principa-
les impurezas son de carbono, por lo que incluimos impurezas de carbono
i = CII, CIII, CIV tomando en cuenta los coeficientes de ionización y
recombinación de cada uno

dni
dt

= ne(ni+1(Ri+1 + Ii−1)− ni(Ii +Ri))−∇ · Γi (7.2)

Un efecto importante sobre el transporte es la presencia de un campo
eléctrico radial que se genera por la diferencia entre flujos radiales de iones y
electrones (no ambipolaridad). Dicho campo acelera o frena a las partículas
por lo que altera el flujo final hacia el borde del plasma. Este flujo se calcula
resolviendo la ecuación de ambipolaridad Γi(Er) = Γe(Er) en la rutina Flux
Er. La presencia de la isla se introduce en esta parte. Se supone que, como
la separatriz de la isla magnética debe ser una equipotencial, el campo en el
interior de la isla debe ser cero. Entonces, se simula la formación de la isla
haciendo que el campo eléctrico sea cero en una región del ancho de la isla.
Por ende, habrá un gradiente de campo grande en la separatriz.

Debido a la inestabilidad de modos de desgarre, la isla tiene un creci-
miento rápido a su ancho grande, después de alcanzar su máximo el valor
del ancho decae lentamente. El flujo cizallado se vuelve grande cuando la isla
alcanza su ancho máximo. La función que describe el comportamiento de la
isla se introdujo como una onda cuadrada para representar su variación en
el tiempo entre su valor mínimo y máximo.

Además del transporte colisional se incluye el transporte anómalo debido
a la turbulencia del plasma. El modelo de turbulencia está basado en los
modos de globos resistivos (RBM) para representar la reducción del trans-
porte anómalo debido a flujo cizallado grande[1]. El nivel de fluctuación ε
está determinado por

∂ε

∂t
= (γRB − α1ε− α2 | ω′E |)ε−∇ · Γε (7.3)

donde γRB es la tasa de crecimiento RBM, α1 es el término de saturación y
ΓE es un flujo convectivo. La cizalla del flujo ~E × ~B está representada por
ω′E = (c/B)dEr/dr y aparece en el último término como un efecto estabi-
lizador de las fluctuaciones turbulentas. Cuando este término es grande, o
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sea cuando el campo eléctrico radial tiene un gradiente radial grande, la tur-
bulencia se reduce mucho, de modo que el transporte anómalo en esa zona
puede disminuir lo suficiente como para formar una barrera de transporte.
La ecuación para las fluctuaciones se introduce en ASTRA a través de una
de las ecuaciones (7.1).

La potencia de radiación PRad está dada por

PRad = ne(CeffnI + C2n2 + C3n3 + C4n4) (7.4)

con Ci = RiWi. Esta potencia incluye las emisiones de las tres impurezas
de carbono y la emisión de continuo del resto de las componentes del plasma
dada por el primer término. Dicha emisión es la que da la información medida
experimentalmente.

La rutina SHRATE da la variación de la cizalla por deriva eléctrica, calcu-
la la diferencia entre el campo eléctrico en un punto fuera y un punto dentro
de isla. En el punto de ancho de isla máximo es donde se manifiesta mayor
cantidad de cizalla.

Los resultados de la simulación muestran la formación de la barrera en la
posición de la isla, que a su vez aparece en la superficie racional n/m = 8/5.
La figura 7.1 muestra los perfiles radiales de distintos parámetros del plasma
a un tiempo en el que la isla tiene ancho máximo. La posición de la racional
es en ρ = r/a = 0,74 y se puede apreciar que los coeficientes de transporte
De (coeficiente de difusión), Xe y Xi (conductividades térmicas de electro-
nes e iones) tienen una gran caída en su valor en ese punto, lo que es el
indicador de una barrera de transporte. A la vez, los perfiles de densidad ni
y ne junto con los de temperatura Te y Ti muestran un pequeño pedestal
en ese punto como resultado de la presencia de la barrera. La aparición de
pedestales en el perfil de temperatura es típica en los experimentos donde se
tienen barreras de transporte. En los paneles inferiores se ve que también el
nivel de fluctuaciones cae en la posición de las islas y el campo eléctrico tiene
picos en las dos posiciones de la frontera de la isla (la separatriz). También se
muestran los perfiles de emisión de las tres impurezas de carbono que están
concentradas en el borde, que es la parte más fría.

Vemos que las impurezas de carbono se encuentran en el borde del plasma
y hay una reducción de los coeficientes de transporte en la región en donde la
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isla está localizada. En la Fig. 7.2 se muestra una mejor representación de los
perfiles radiales para el campo eléctrico radial y para la difusividad térmica
de los electrones afectados por el ancho de la isla cuando se encuentra cerca
del máximo y confirma que el flujo cizallado crece para reducir el transporte
alrededor de la superficie racional.

El aumento de actividad magnética indica el inicio de la inestabilidad y
es debida a un cambio abrupto de rotación. La Fig. 7.3 muestra la evolución
en el tiempo de las emisiones bolométricas a distintos radios y observamos
que el radio de inversión está en ρ = 0,76 que corresponde al radio al que
se fijó la superficie racional. Esto coincide con los resultados experimentales
de la Fig. 1.6. Cuando la isla aparece, se tiene barrera de transporte y la
bolometría aumenta del lado interno de la barrera, mientras que por fuera (a
radios mayores) no se ven partículas.
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Figura 7.1: Arriba: Perfiles de densidad, temperatura y flujos coeficientes de
transporte para iones y electrones. Abajo: Perfiles de impurezas de Carbono
y campo eléctrico radial Er
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Figura 7.2: Perfiles radiales para campo eléctrico radial y difusividad térmica
de los electrones

Figura 7.3: Evolución temporal de emisiones bolométricas



Capítulo 8

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron dos aspectos del comportamiento de las
islas magnéticas en aparatos de confinamiento magnético de tipo stellarator.
El interés particular es en las propiedades de las islas en presencia de flujos
cizallados en el plasma. Cuando se tiene flujo externo a la isla se generan
corrientes de polarización debido a que la velocidad cambia en el tiempo por
el efecto de Bernoulli (o de tobera). Esta corriente de polarización modifica
la estabilidad de la isla y había sido calculada para geometrías axisimétricas
(como el tokamak).

La primera parte del trabajo consistió en encontrar la contribución de
la corriente de polarización para la geometría del stellarator, que tiene una
simetría helicoidal pero no axial. En la segunda parte se desarrolló un modelo
para hacer la simulación de los experimentos del TJ-II en los que se observa
una interacción entre la formación de islas magnéticas y la existencia de
barreras de transporte asociadas a flujos cizallados. El transporte se consideró
solo en el régimen Pfirsch-Schlüter encontrando que el término que afecta la
derivada convectiva en coordenadas de flujo es

~vE · ∇ψ = − G

ι-B0

∇‖ϕ−
∂ϕ

∂α
(8.1)

y la corriente de polarización en geometría helicoidal,

Jpol
n
′
0ecs

=
ρs
w

Ls
LnLα

σ

χ

G

ι-2B0

dH

dχ

(
ϕ̃− 〈ϕ̃〉

〈1〉
+
ι-B0s

G

∂ϕ̃

∂α

)
(8.2)

Que se reduce al resultado para tokamak obtenido por Connor et al.[2].
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La contribución en la corriente de polarización obtenida en ec. 8.2 solo se-
rá importante en el límite ρs/w � 1 y proviene de la contribución por la
separatriz de la isla, siendo esta igual a

gα = −
(
ω∗ew

ωρs

)2
m0s

ι-Lα

˛
dα

2π

ˆ ∞
−∞

dx
σ2

χ

dH

dχ

[
1− 1

2
e−2w cos(m0

2
α)/ρ

]
× cos(m0α)sen

(m0

2
α
) (8.3)

Se vio que esta contribución es de signo negativo y provoca que ∆pol > 0.
Esto indica en la ecuación de Rutherford para la evolución de la isla magné-
tica que la corriente de polarización tendrá un efecto desestabilizador. Para
el caso ρs/w � 1 este término no contribuye, lo que indica que para este
caso la geometría helicoidal no juega ningún papel.

Los flujos cizallados causan asimetría en los perfiles de velocidad y estos
influyen en la estabilidad. La inestabilidad se puede interpretar como inicio
de actividad magnética debido a cambios abruptos de rotación. El balance de
torcas determina la frecuencia de rotación de la isla. Cuando la rotación de la
isla es baja la isla es ancha pero la torca electromagnética es pequeña y está
balanceada por una torca viscosa también pequeña, la barrera de transporte
que se genera en esta situación hace que la temperatura crezca provocando
que la torca viscosa aumente hasta que llegue a un punto en el que se pierde
el balance con la torca electromagnética y se da una bifurcación a un estado
de rotación grande. En ese momento la barrera se destruye y el ancho de la
isla disminuye. Por lo tanto la temperatura baja y con ella la torca viscosa
dando lugar a la segunda bifurcación que provoca que la rotación decrezca
nuevamente completando el ciclo.

Si la isla tiene una frecuencia de rotación mayor que la frecuencia diamag-
nética de los iones, entonces ∆pol > 0 y Jpol es desestabilizadora. Mientras
que si ω < ω∗i, Jpol es estabilizadora.

La presencia de la isla magnética modifica los coeficientes de transporte
de partículas en una región alrededor de ella. En esta región se tienen flujos
zonales en la separatriz de la isla que reducen la turbulencia y su efecto en
el transporte lo cual representa una barrera de transporte.
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Hemos podido reproducir, al menos de forma cualitativa, el comporta-
miento observado en TJ-II por medio de simulaciones de transporte en AS-
TRA. En la posición donde hemos localizado a la isla magnética se obtienen
perfiles de gradientes grandes de cizalla y campo eléctrico simulando la ba-
rrera de transporte. En las simulaciones se observa el aumento y disminución
de la temperatura cuando hay formación y rompimiento de la barrera de
transporte, reproduciendo así el ciclo experimental.
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