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Introduccion

La teoria de los grupos fuchsianos ha cobrado mucha importancia en las
ultimas décadas. Los trabajos de Alfhors y Bers impulsaron esta rama en
la década de los 70s. Posteriormente, los trabajos de Thurston y Jgrgensen
revolucionaron la manera de estudiar las tres variedades, al mostrar que casi
todas éstas tienen estructura hiperbdlica cf. [2]. Posteriormente el estudio de
estos grupos ha incidido de manera fundamental en el estudio de los mapeos
cuasiconformes, la dinamica holomorfa y la teoria de Teichmdilller.

El propésito de esta tesis es establecer cotas universales para la funcién
desplazamiento para grupos discretos no elementales. La meta es acotar in-
feriormente a

1 1
M(g,h) = inf mcix{senhép(z, 9z), senh§p(z, hz)}

1 1
P(g,h) = inf senh§p(z, gz)senh§p(2, hz),

donde g y h son elementos que generan al grupo. La motivacion es probar
varios resultados que conducen al siguiente resultado:

Si g y h generan un grupo discreto no elemental, entonces M (g, h) > 0.1318...
y esta cota inferior es alcanzada por dos generadores elipticos del grupo trian-
gular (0:2,3,7).

Esta cota universal fue obtenida por Yamada [9]. La existencia de una
cota universal fue probada previamente por Marden [4]. La demostracién de
estos hechos pueden consultarse en [1], pp. 321-323.

Comenzamos estableciendo cotas para P(g,h) en los casos en que g es
parabdlica y h puede ser parabdlica o hiperbdlica. En ambos casos se esta-
blece la cota P(g,h) > ;11. Si el grupo que generan las transformaciones es
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triangular, las cotas se mejoran, siendo para el caso parabdlico-parabdlico
P(g,h) > 1, y para el caso parabdlico-hiperbdlico se tiene que P(g,h) > %
(Teorema 2.0.1).

Se prueba que dichas cotas se alcanzan, lo que prueba que son las mejores
(Ejemplo 1). Para esto usamos las funciones

z 2243
z+ 1 f(z)_z—l—Q’

g(z) =z+1, h(z) =

donde g y h son parabdlicas y f es hiperbdlica. También se da una familia de
funciones que exhiben la cota cuando el grupo generado por dos parabdlicas
no es triangular, demostrando que la cota dada para este caso es la mejor
(véase el Ejemplo 2). Posteriormente se muestra que existe un grupo generado
por un elemento parabdlico g y uno eliptico h de tal manera que f = gh es
un elemento hiperbdlico y (g, h) = (f, g), pero se observa que P(g,h) =0y
P(g,h) > % Esto muestra que este pardmetro depende de la geometria de
los generadores que se elijan y no del grupo generado (véase el Ejemplo 3).
Se observa previamente que M (g, h)*> > P(g,h).

Es més conveniente trabajar con una cota para P(g, h), dado que si alguno
de los términos de senh%p(z,gz)senh%p(z, hz) es pequeno, el otro término
es necesariamente grande. Esto no se sigue de una cota para M (g, h). Sin
embargo en ambos casos, la evaluacion de las mejores cotas inferiores esta
intimamente ligado a las restricciones geométricas de g y h. Pero para los
casos en que uno de los generadores es eliptico, se tiene que P(g,h) = 0, se
trabaja entonces en acotar M (g, h).

Un resultado prueba que si g es parabdlica y h eliptica de orden ¢, si
q > 3 entonces M(g, h) > % En especifico, si ¢ = 2 entonces M (g, h) > \/Lg.
En ambos casos, en la marcha de la demostracién del resultado se exhiben
las transformaciones con las cuales se alcanza dicha cota. La cota se mejora
para el caso en que el grupo es triangular, en general, si ¢ > 2, se tiene que
M(g,h) > \/ig, y se exhibe el grupo para el cual la cota se alcanza (véase el
Teorema 2.0.2).

Otro resultado de esta tesis es que para el caso en que ambos generadores
son elipticos de 6rdenes p y ¢ respectivamente, se establece que si el grupo
no es triangular, la desigualdad es estricta, es decir

2
E+ us

(cosp cosq) 2 2> 1 |

4 — (cos% — cos%) V15

M(g,h) >



De hecho, se mejora la cota a desigualdad estricta en comparacién a la que
aparece en [1] p. 313 | que solamente establece que es mayor o igual. En el
mismo teorema se prueba que efectivamente la cota establecida por Yamada
se alcanza considerando a g y h elipticas de 6rdenes p = 2 y ¢ = 3, respecti-
vamente cuando generan un (2,3, 7)-grupo triangular (Teorema 2.0.5).

Para la demostracion de este ultimo teorema, se usa otro resultado el
cual establece que dadas las transformaciones g y h elipticas de érdenes p y ¢
respectivamente, tal que generan un (p, g, r)-grupo triangular, discreto y no
elemental, si v y v son sus respectivos puntos fijos, entonces

cosT cos™ + cos™
p q T

coshp(u, v) 2 senZ senZ
p q

(Teorema 2.0.4).

En la demostracion de estos teoremas, se usan algunos trucos geométri-
cos que nos ayudan a facilitar el cdlculo de las cotas para M (g, h), esto
estableciendo intervalos en los cuales la cota se debe alcanzar, reduciendo
los calculos a estos conjuntos mas faciles de trabajar. El razonamiento para
esto tiene cierta belleza y facilita la demostracion.

A lo largo de toda la tesis se usan herramientas avanzadas de los grupos
fuchsianos como son el teorema de Poincaré, la desigualdad de Jgrgensen , la
signatura de un grupo, teoremas sobre grupos triangulares, y resultados de
trigonometria hiperbdlica.






Contenido

1. Preliminares

1.1. La métrica hiperbdlica . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
1.2. Clasificacién de las transformaciones en PSL(2,C) . ... ..

1.3. La funcién desplazamiento

1.4. Grupos de Isometrias . . . . . . ... ...

1.5. Desigualdad de Jgrgensen

1.6. Regiones fundamentales y Teorema de Poincaré

2. Cotas universales para la funcién desplazamiento

Bibliografia

IX

17

43






CAPITULO 1

Preliminares

1.1. La métrica hiperbdlica

Definicion 1 Sea A una region en R", una densidad en A es una funcion
continua A\: A — RT.

Las densidades nos permiten medir longitudes de curvas de distintas ma-
neras, en especial, dada una densidad A en una region A y v una curva de
clase C! en A, definimos la M-longitud de ~ como

b
ol = [ Ao b o) d

donde 7:[a,b] — A . Esta funcién se extiende de manera natural a curvas C !
por tramos. Esto define una métrica dada por

p(z,w) = inf {[y], [ 7(a) = 2,79(b) = w}.

En particular, el modelo para el plano hiperbdlico del semiplano superior
H? = {z € C| Im[z] > 0}, se define con la densidad

llamada métrica hiperbdlica (véase [1] p. 129 y [3] pp. 43-47.)
Usaremos también el modelo del disco de Poincaré

A={zeC]|l]z| < 1},

1



2 1.2. LA METRICA HIPERBOLICA

provisto con la densidad
() = —
olw) = ——.
1— |wl|?

Es bien conocido que las isometrias conformes en H? son los elementos
de PSL(2,R). Respectivamente, las isometrias conformes en A son aquéllas
definidas por las matrices

a c 2 2
(20) laP-ldf-t

Otro hecho conocido que usaremos es que la distancia hiperbélica en H?
esta dada por la férmula

|z —wl”

cosh p(z,w) =1+ STz Tmlal’

(1.1)

Asimismo, en el disco la distancia esta dada por

1 |z — wl?

senh 5P ) = T LRy = [P

(1.2)

Usaremos también la siguiente férmula que se deriva facilmente de (1.1)

1 |z — w|
senh —p(z,w) = I- 1.3
D) = ol Tl (13)

Todas estas se deducen de la invarianza de ciertas expresiones bajo la
accion de las isometrias en el plano hiperbdlico, dependiendo del modelo en
el cual se trabaja (véase [3] pp. 52-53, 77).

Otro hecho que también es conocido es que la transformacion conocida
como la funcién de Cayley dada por

zZ—1

f(z) = z41

es una biyeccién conforme del semiplano superior H? y el disco unitario A,
que ademds es una isometria hiperbdlica entre ambos modelos del plano
hiperbdlico. Esto se sigue de la definicién de las densidades en cada uno de
los modelos. Mas aun, la densidad en A se define a partir de la densidad
dada para el semiplano y de la funcién de Cayley (véase [1], pp. 129-131, y
[3], pp. 59-60). Esto nos permitira trabajar arbitrariamente en cualquiera de
los modelos segin nos sea conveniente.
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1.2. Clasificacion de las transformaciones en

PSL(2,C)

Se sabe que las transformaciones de Mobius estdn definidas por matrices de
la forma

(a b), a,b,c,d e C, ad—bc=1,
c d

este grupo de matrices se denota con SL(2,C). Se puede probar que el cen-
tro del grupo consiste de las matrices £1d, y al cociente de SL(2,C) sobre
su centro se le denota como PSL(2,C), el grupo proyectivo especial lineal
que ademads resulta ser isomorfo al grupo de las transformaciones de Mobius
complejas (ver [3], pp. 8-12).

De lo anterior observamos que toda transformacion de Mébius G es de la

forma b
G(Z):az+ , a,bc,deC, ad—bc=1,
cz+d

de donde facilmente se observa que G tiene al menos un punto fijo en @, y
si G # Id, entonces tiene a lo mas dos puntos fijos, obtenemos de aqui una
primera definicion:

Definicién 2 Dada G una transformacion en PSL(2,C), G es parabdlica si
fua exactamente un punto en C.

Se sabe que dada G parabdlica, ésta es conjugada en PSL(2,C) a una
traslacion, mas atn, cualquier transformacion parabdlica es conjugada a la
traslacién z — 2z + 1. Si G no es parabdlica, entonces es conjugada en
PSL(2,C) a una transformacién de la forma z — «az, o € C, esta trans-
formacion fija dos puntos, el origen y el punto al infinito.

Definicién 3 Sea G una transformacion en PSL(2,C) tal que fija exacta-
mente dos puntos en C, supongamos también que G es conjugada en PSL(2,C)
a una transformacion de la forma H(z) = az. Entonces:

i) si|lal =1, a G se le llama eliptica;
ii) sia« € RT, a G se le llama hiperbdlica;

iii) si|a| # 1y tampoco es real positivo, a G se le llama loxodrdmica.



4 1.3. CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES EN PSL(2,C)

Las transformaciones parabdlicas tienen la siguiente propiedad, dada G
una transformacién parabdlica se tiene que t7?(G) = 4. Esto se puede obser-
var demostrando que el cuadrado de la traza es invariante bajo conjugacion,
y como ya mencionamos anteriormente, toda transformacién parabdlica es
conjugada a una traslacion de la forma z — z + t, por lo tanto

2 o 2 1 t -
tro(G) = tr (0 1)—4.

Para mas detalle véase [3], pp. 20-23, 37-39.

Para las transformaciones elipticas, podemos expresar el coeficiente o de
norma unitaria como o = € con 0 € [—m, 7). Al valor 6 se le conoce como
el algulo de rotacién de la transformacién eliptica. Los puntos fijos de una
isometria eliptica se encuentran uno en el plano hiperbdlico y otro fuera de
éste, y resulta que en el plano hiperbdlico se tiene que cualquier isometria
eliptica g estd completamente determinada por su punto fijo v (en H? o A)
y un numero real § € [—7, ), su dngulo de rotacién.

Las isometrias hiperbdlicas tienen sus puntos fijos sobre la frontera del
plano hiperbdlico, ya sea en la recta real extendida o sobre la circunferencia
unitaria dependiendo del modelo usado. Dada una isometria hiperbdlica h,
sus puntos fijos determinan una tnica geodésica cuyos extremos son dichos
puntos, a ésta se le conoce como el eje de h.

Observese que si h(z) = kz, con k > 0, entonces de la identidad (1.3) se

tiene que
senh 1p(z,hz) = |z—kz|1 = ’Z||k_1|, (1.4)
2 2((y)(ky)]>  2yVk

y facilmente se observa que ésta alcanza su minimo sobre todas las 2’ s el
eje de h, es decir, el eje imaginario.

Como las distancias hiperbdlicas se preservan bajo conjugacion, para una
isometria hiperbdlica arbitraria h, definimos la longitud de traslacion de h,
donotada por 7', como

T = inf p(z, hz).
En el caso anterior entonces, dado que el minimo se alcanza para z’ s de
la forma z = iy, se deduce facilmente de (1.4) que
1 E—1
senh (=T) = | |
2vk

2
Esto se puede consultar con mds detalle en [1], pp. 172-173.

(1.5)
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1.3. La funcién desplazamiento
Dada g una isometria del plano hiperbdlico, la expresion

2z p(z,92)

nos dice cuanto desplaza la isometria a cada punto del plano complejo, es
ésta fundamentalmente la funcién desplazamiento para la isometria dada.
Trabajar con ella es un camino particularmente atractivo para el estudio
de las isometrias del plano hiperbdlico, sin embargo, esta expresion no es
practica al momento de trabajar, por lo cual es conveniente, por razones
técnicas, definir la funcién desplazamiento de la siguiente manera:

Definicién 4 Dada g una isometria en el plano hiperbdlico, se define la
funcion desplazamiento para g como

1
z +— senh §p(z,gz),

cualquiera que sea el modelo que usemos.

Esta funcién se evaluara puramente en términos geométricos. En el desa-
rrollo de esta tesis trataremos de dar cotas inferiores para ciertas expresiones,
ligadas intimamente a la geometria de las isometrias del plano hiperbdlico,
que se definen a partir de las funciones desplazamiento de un par de isometrias
dadas. Se verd mas adelante que estas cotas dependeran fundamentalmente
de la geometria de éstas y de el tipo de grupo que generen.

Primeramente mencionamos el teorema de la funcién desplazamiento, un
resultado que nos dice como se comporta la funciéon desplazamieto para iso-
metrias hiperbélicas y elipticas.

Teorema 1.3.1 (1) Sih es hiperbdlica con eje A y longitud de translacion
T, entonces:

1 1
senh §p(z, hz) = cosh p(z, A)senh (§T)

(2) Si g es eliptica con punto fijo v y dngulo de rotacion 6, entonces

1 1 0
senh §p(z,gz) = senh §p(2, v) {sen b

donde 0 € [—m, ).



6 1.3. LA FUNCION DESPLAZAMIENTO

Se usara este teorema para la demostracion de los teoremas y resultados
importantes que se mencionan en esta tesis, tomando un caracter funda-
mental, por lo cual consideramos conveniente dar una demostracion para un
mayor entendimiento. Para ello, necesitamos del siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 Para cualquier tridngulo hiperbdlico con dngulos o, 8 y 5
con lados opuestos a, b y c respectivamente, se tiene que

senh b = senh ¢ senf.
Véase la Figura 1.2.

Esta es una propiedad de los triangulos rectangulos hiperbdlicos sin im-
portar el modelo que usemos. La demostracién puede consultarse en [1],
pp-147. Teniendo este resultado podemos dar una demostracion al teorema
de la funcién desplazamiento.

DEMOSTRACION. (del Teorema 1.3.1) Primeramente, para (1), por conjuga-
cién, podemos asumir que h actia en H? y que h(z) = kz, con k > 0. De lo
visto previamente en la seccién 1.2, si en (1.4) se sustituye la identidad (1.5),
se obtiene que

2l [k =1 _ |2 1

Qy—\/E = gsenh (ET) (1.6)

Finalmente, para z € H? se define p(z, A) = inf{p(z,w) : w € A}, como
en este caso A es el eje imaginario positivo, cada punto sobre éste es de la
forma w =it (0 < t), y de (1.1), se tiene que, si z = z + iy, entonces

1
senh 5,0(2, hz) =

hop(eit) = 14 220y
cosh p(z,it) = —_ =
L= 2Imlit|Im|z] 2yt 2yt

2 2
2yt 2y \t |2 y

Observamos que la igualdad se alcanza cuando ¢t = |z|, por lo tanto se tiene
que p(z,A) = |z|/y (véase la Figura 1.1). Sustituyendo esta identidad en
(1.6) se tiene que

N lz 4+ (y —t)i]>  2*+y* + ¢

1 1
senh §p(2, hz) = cosh p(z, A)senh (§T>
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ilz]

0

Figura 1.1: La distancia del punto z a la geodésica A se alcanza trazando la
unica geodésica que es ortogonal a A y pasa por z.

Para probar (2), supongamos que g acttia en A y que g(z) = ¢z. Como

o(z, €92) = plz, T 02)
' 7 6
|sen §| = |sen (m— 5) :

podemos asumir que 0 < § < 7 (los casos # = 0y € = 7 son triviales).

Ahora consideramos el triangulo con vértices en 0, z y gz, éste tiene angu-
los correspondientes 6, a y . Construimos la bisectriz que pasa por el origen
y obtenemos un nuevo triangulo que resulta ser un triangulo rectangulo con
angulos «a, 8 = g y 5. Observamos ahora que los lados opuestos correspon-
dientes tienen longitudes a, b = $p(z, 9z) y ¢ = p(z,0) (véase la Figura 1.2).
Aplicando a este triangulo rectangulo el resultado del Teorema 1.3.2 se tiene
que

1 1 0
senh §p(z,gz) = senh Ep(z, 0) sen 3
Observamos que si § € [—,0), entonces g(z) = ¢z es una rotacién

hiperbdlica en sentido negativo, y ¢7'(2) = ¢ %z es una rotacién positiva
por el mismo angulo, la inversa de g. Como —6 € (0, 7|, entonces todos los
resultados en la demostracién valen para ¢!, ademds

p(z,92) = plg ' (2),9 ' (92)) = p(z,97'2)

por lo tanto

1 1 1 —
senh §p(z,gz) = senh Ep(z,g_lz) = senh §p(z, 0) sen DR
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como la funcién sen es una funcién impar, |sen /2| = |sen(—60/2)| entonces
todo lo anterior vale para toda 6 € [—m, 7).

Considerando ¢ isometria eliptica arbitraria con angulo de rotacion 6 y
punto fijo v, ésta es conjugada a la transformacién z — ¢z, y por invarianza,
bajo conjugacion se tiene que

1 1 0
senh §p(z,gz) = senh 5,0(2,'0) |sen 5‘

Figura 1.2: senh b = senh c sen (3.
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1.4. Grupos de Isometrias

Se sabe que las isometrias definidas en cada uno de los modelos hiperbédlicos
tienen una estructura algebraica de grupo, se les conoce como el grupo de
isometrias hiperbdlicas. Para cada modelo, cada grupo tiene su propia des-
cripcion (véase [3], pp. 56, 63), usando la funcién de Cayley se relacionan
estrechamente. La mayoria de los resultados se prueban de manera general
para el grupo PSL(2,C), del cual ambos grupos de isometrias son subgrupos.

La operacién para el grupo, es la composicion si las tratamos como funcio-
nes en la esfera de Riemann, y la multiplicaciéon de matrices si precisamente
las tratamos en su forma matricial. El grupo PSL(2,C) no es un grupo abe-
liano, en la gran mayoria de los casos estas transformaciones no conmutan,
pero se sabe que dos transformaciones en PSL(2,C) distintas de la identidad
conmutan si una preserva el conjunto de puntos fijos de la otra y viceversa,
el conjunto de puntos fijos en C para una transformacién G lo denotaremos
por F. Un importante resultado es el siguiente.

Teorema 1.4.1 Dos transformaciones en PSL(2,R) distintas de la identi-
dad conmutan si y solo si fijan los mismos puntos.

Su demostracién se puede consultar en [3], pp. 88. A continuacién vemos las
definiciones para conjunto limite y conjunto ordinario, las cuales son nece-
sarias para el estudio de los grupos discretos y no elementales, que son el
tipo de grupos con los que trata esta tesis. Necesitamos algunas definiciones
previas para esto.

Definicién 5 Sea I' < PSL(2,C), decimos que o € C es un punto limite
del grupo si existen z € C y transformaciones distintas G,, € I' tales que

Gn(z) — a,
cuando n — 0.

El conjunto de puntos limite se denota por LL(I'), cuando el contexto es
claro, solo se habla de IL para referirnos al conjunto limite del grupo. Al
conjunto C — L se le llama el conjunto ordinario, se denota por O(I") o
simplemente por . Resulta que si el conjunto limite es finito consiste de
uno o dos puntos; de otra manera es una circunferencia, o toda la esfera
de Riemann, o es un fractal (véase [3], para bellas ilustraciones véase [6]).
Definimos ahora que un grupo sea discontinuo.



10 1.4. GRUPOS DE ISOMETRIAS

Definicién 6 Se dice que un subgrupo I' de PSL(2,C) es discontinuo si el
conjunto ordinario O(T") no es vacio.

Esta propiedad permite construir regiones fundamentales. Consideramos
ahora la definiciéon de grupo discreto.

Definicién 7 Sea I' < PSL(2,C), se dice que I' es discreto si no existe una
sucesion de matrices distintas, G, € I', n € N, tal que G, — G, cuando
n — 00, donde G es una matriz de 2x 2 con entradas complejas.

Se sabe que si un grupo es discreto, entonces cualquier grupo conjugado
a €l es discreto, esto gracias a que la convergencia del producto de sucesiones
convergentes de matrices converge al producto de sus limites.

Se tiene el siguiente resultado muy importante.

Teorema 1.4.2 i) Sea I' < PSL(2,C) discontinuo, entonces I' es dis-
creto.

ii) Sea I' < PSL(2,R) discreto, entonces I' es discontinuo.

Observemos que en PSL(2,R) sus subgrupos tienen la propiedad de que ser
discontinuo es equivalente a ser discreto. Mas ain se tiene que el conjunto
limite para estos subgrupos esta contenido en la recta real. Los subgrupos
discretos de PSL(2,C) se les llama klenianos.

Las funciones hiperbdlicas y loxodromicas juegan un papel especial en los
grupos discretos, un importante resultado es el siguiente.

Teorema 1.4.3 Sean G y H funciones de un subgrupo I' en PSL(2,C), tal
que G es hiperbolica o loxodromica, supongamos también que FoNFy consiste
de exactamente un punto, entonces I' no es discreto.

Esto implica que en un grupo discreto un punto fijo de una transformacion
hiperbélica (o loxodrémica) no es un punto fijo de una parabdlica y que los
puntos fijos de dos transformaciones hiperbdlicas o loxodromicas son iguales
o disjuntos.

Definicién 8 Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto de PSL(2,C) que
preserva un “disco”, es decir, es un grupo que es conjugado a un subgrupo
discreto de PSL(2,R).
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Definicién 9 Se dice que un subgrupo I' de PSL(2,R) es horociclico, o de
primera clase, si

La definicién anterior se extiende naturalmente a los grupos fuchsianos,
y se sabe que si ' es un grupo fuchsiano infinito, entonces IL(T") # (). Ahora
definimos grupo elemental.

Definicién 10 Se dice que I' < PSL(2,C) es elemental si L(I") tiene a lo
mas 2 puntos, en caso contrario se dice que es no elemental.

Notese que los grupos elementales son necesariamente discretos, ya que
en los grupos no discretos todos los puntos de la esfera de Riemann son pun-
tos limite. Existen muchas propiedades geométricas muy interesantes de los
conjuntos limite y ordinario, que dependen también de la geometria de los
grupos, por ejemplo, que el conjunto limite para un grupo fuchsiano es ce-
rrado, por lo tanto el conjunto ordinario para el mismo grupo es abierto. Los
grupos discretos tienen una geometria de conjunto discreto identificandolos
con matrices con entradas complejas. Mayores detalles en el tema e interpre-
taciones geométricas pueden consultarse [1] capitulo 8.

Otro tipo de grupos muy importante es el de los grupos triangulares.
Dado un tridangulo en el plano hiperbdlico, con sus vértices en el plano o en
la recta al infinito, si o1, 09,03 denotan las reflexiones en cada uno de sus
lados respectivamente, éstas generan un grupo (véase la Figura 1.3). Se sabe
que si los angulos en los vértices son de la forma %, %, 7, donde p,q,7 € N o
alguno (o algunos) de ellos son oo (i.e. el &ngulo es 0), y se cumple la condicién
Ilu—i— é +% < 1,. El grupo generado por las palabras pares, es decir el subgrupo
conforme, es discreto, y se le llama el grupo triangular (p, ¢, 7). Hablaremos
mas detalladamente de este tipo de grupos en la siguiente seccién. Mientras
tanto, mencionamos unos resultados propios de la trigonometria hiperbélica.

Teorema 1.4.4 (Ley de Cosenos) Dado un triangulo con dngulos o, 3 y
0, con lados opuestos a, b y ¢ respectivamente, se tiene que

cosa cosf3 + cos
cosh ¢ =

sena senf3

De aqui se sigue el siguiente resultado
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01

02

g3

Figura 1.3: Las reflexiones en los lados de un triangulo hiperbdlico generan
un grupo triangular.

Teorema 1.4.5 Para cualquier tridngulo con dngulos o, 5 y 0, donde c es
el lado finito, se tiene que
1+ cosa cosp

cosh ¢ =
sena senf3

La prueba de estos resultados y las observaciones previas se pueden con-
sultar en [1] pp. 276-286; y con mayor detalle en [8].

1.5. Desigualdad de Jgrgensen

Esta desigualdad fue descubierta por Troels Jgrgensen en los anos setenta.
Juega un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de grupos fuchsia-
nos y klenianos. Esencialmente dice que un par de generadores de un grupo
discreto y no elemental no pueden estar ambas cerca de la identidad.

Primero mencionamos un resultado que se usa para la demostracién de
la desigualdad.

Teorema 1.5.1 Sea f € PSL(2,C), f # Id, tal que no es de orden dos.
Dada g € PSL(2,C) sea ¢(g) = gfg~t. Si ¢"(g) = f para alguna n, entonces
(f,qg) es elemental.
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Ahora presentamos la desigualdad de Jgrgensen y una idea que se usa en
su demostracién.

Teorema 1.5.2 (Desigualdad de Jgrgensen) Suponga que las transfor-
mactones de Mobius g y h generan un grupo discreto no elemental, entonces

|tr*(g) — 4] + |trlg,h] — 2| > 1.

Una idea que se usa en la demostracién es la siguiente. Si g es de orden dos
su traza es igual a cero y el teorema se cumple.
Supoéngase entonces que g no es de orden dos. Se define inductivamnte

ho =nh Yy hn+1 = hnghgl

Si (g, h) es discreto y no elemental y la desigualdad no se cumple, esto nos
llevarda a que h,, = g para alguna n, y por el Teorema 1.5.1 se tendra que
(g, h) es elemental, lo cual contradice la hipétesis.

Existen grupos para los cuales la desigualdad es igualdad, estos grupos
llamados extremos, en el caso fuchsiano son ciertos grupos tridngulares. Esta
desigualdad ademas ha sido generalizada para dimensiones mayores por F.
W. Gehring y G. J. Martin. Para una demostraciéon mas completa se puede
consultar [10]. También puede verse [1], pp. 104-108.

1.6. Regiones fundamentales y Teorema de
Poincaré

En esta 1ltima seccién platicaremos un poco acerca de regiones fundamen-
tales y el teorema de Poincaré. Dentro del mismo contexto veremos algunas
nociones de ciclos de vértices y de circulos isométricos, las cuales son tutiles
para el entendimiento de algunas demostraciones que se veran mas adelante.

Por la teorfa de grupos sabemos que dado I" un subgrupo de PSL(2,R),
la accién de este grupo en C define un particiéon que consiste de las orbitas
que el grupo genera. Se define a partir de esto una regién fundamental para
el grupo de la siguiente manera:

Definicién 11 Sea I' < PSL(2,R), se dice que una region R es un dominio
fundamental en H? para T, si se cumplen las siquientes condiciones:
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(1) cualesquiera dos puntos zy, ze € R no son I'-equivalentes;

(2) dado w € H?, existe z € Ry g €T, tal que g(z) = w, donde R denota
la cerradura de R en H?;

(8) OR tiene medida bidimensional de Lebesque cero.

Es facil probar que si I' es un subgrupo de PSL(2,R) tal que admite
una region fundamental, entonces I' es discontinuo y por lo tanto también
discreto.

Definicién 12 Sea

_az—l—b

f(z)—m, ad—bc=1, c¢#0,

una transformacion en PSL(2,C), el circulo isométrico de f, denotado por

I(f), se define como
{zeCl[f(z)]=1}.

Es facil constatar que en efecto este conjunto es una circunferencia eucli-
deana. Estos circulos reciben ese nombre dado que la condicién para la norma
de la derivada, que sea unitaria en estos puntos, implica que la funcién sobre
tal conjunto actua euclideanamente. Se demuestra que es el tinico circulo don-
de la transformacién actiia euclideanamente. Resulta que si g € PSL(2,R),
la interseccién del circulo isométrico con H? es una geodésica en tal modelo.

Toda geodésica divide el plano complejo en dos semiplanos, decimos que
un poligono hiperbdlico es convexo si es la interseccién de los semiplanos
correspondientes generados por las geodésicas a las que pertenecen sus la-
dos. Se puede probar que si se tiene una regién fundamental para un grupo
fuchsiano G’ que es un poligono convexo P, entonces su frontera consiste de
segmentos de geodésicas llamados lados y puntos llamados vértices. Un lado
es de la forma PN g(ﬁ), g # Id, g € G. Un vértice resulta ser un punto
de la forma PN h(ﬁ) N g(P) para g, h distintos entre si y de la identidad,
g,h € G. Méas aun, los lados del poligono se aparean, es decir, existe g € G
tal que g manda un lado a otro. Un ciclo de vértices es la intersecciéon no
vacia de una érbita con los vértices de P. Cuando la cerradura euclideana de
P se intersecta con la frontera euclideana del plano hiperbdlico,un intervalo
maximal en esta frontera se le llama lado libre. Notese que si un poligono
tiene un lado libre, su area es infinita.
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El teorema de Poincaré da condiciones para saber si un poligono hiperbdli-
co convexo y con apareamientos de sus lados (dados por transformaciones
de Mobius) es una regién fundamental para el grupo generado por dichas
transformaciones. Mas atn, establece que el grupo generado por los aparea-
mientos es fuchsiano. Las condiciones se centran en la suma angular de ciclos
de vértices en la frontera del poligono. Esta suma tiene que ser 27 /q, ¢ € N.
Se observan dos casos, ¢ = 1y g > 1. Si ¢ > 1 entonces el ciclo tiene que
ser eliptico, es decir, éste se encuentra conformado por puntos fijos de trans-
formaciones elipticas. Si ¢ = 1, entonces los vértices no son puntos fijos y
les llamamos un ciclo acciental. Si el poligono tiene vértices en la recta al
infinito, entonces se tiene que cumplir que éstos son ciclos finitos de puntos
fijos de transformaciones parabdlicas. Un enunciado preciso de este teorema
y su prueba aparece en [1].

Se sabe que dado G un grupo fuchsiano finitamente generado, no ele-
mental, se puede construir un poligono fundamental para G con un nimero
finito de lados, cf. [1] p. 254. Se puede probar que al identificar los lados de
P se obtiene una superficie S, de género g, que resulta ser una superficie de
Riemann. GG contiene un numero finito, digamos s, de clases de subgrupos
ciclicos parabdlicos maximales. También contiene un niimero finito de clases
de subgrupos ciclicos elipticos maximales, digamos r, con érdenes my, ..., m,
respectivamente. El simbolo

(g:ma,...,my;s)

es llamado la signatura de (; cada pardmetro es un entero no negativo y
m; > 2 . Se tiene también el siguiente teorema

Teorema 1.6.1 Sea G un grupo fuchsiano finitamente generado del primer
tipo con signatura (g : mq, ...,m,;s), entonces para cualquier poligono funda-
mental convexo P de G

h—drea(P)—27{2g—2+s+Z(l—mi)}.
i=1 7

Para una demostracion véase [1] p. 269, mas detalladamente en [7].
Volviendo a grupos triangulares, tenemos los siguientes resultados rela-
cionados con la signatura.
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Teorema 1.6.2 Un grupo G es un (p,q,r) grupo triangular si y solo si éste
es un grupo discreto de primera clase con signatura (0 : p,q,r).

Dado un par de transformaciones, digamos g y h, se define el conmutador
de éstas de la siguiente manera:

lg,h] = ghg™'h ™",

no necesariamente [g,h] = [h,g]. Mencionamos ahora dos resultados que
usaremos.

Teorema 1.6.3 Suponga que dos elementos parabdlicos g y h generan un
grupo fuchsiano no elemental, entonces tr(g, h] > 18.

Teorema 1.6.4 Suponga que g es parabolica y que g y h generan un grupo
fuchsiano no elemental G, entonces

i) trlg,h] > 3

ii) Si 3 < tr[g,h] < 6 entonces G es un grupo triangular con signatura
(0:2,q,00).

Una demostracién de estos resultados se puede consultar en [1] pp. 295-
299, y con més detalle en [5].

El siguiente teorema se usard para demostrar un resultado en ésta tésis,
previamente mencionamos una definicién necesaria. La demostracién al teo-
rema se puede consultar en [1], p. 291 , y con més detalle en [5], pp. 16-18.

Definicién 13 Dado I' < PSL(2,C) y z € @, se define el subgrupo estabi-
lizador de z, denotado por I',, como

{g€T |g(2) =z}

Teorema 1.6.5 Suponga que z — z + 1 genera el estabilizador de oo en un
grupo fuchsiano G que actua en H?, y sean wn, ..., w, vértices en un ciclo de
orden q > 3 que se encuentran en una region de la forma xqg < x < xg+ 1.

Entonces
1 T
Imfw,] < - tan—.
2 q



CAPITULO 2

Cotas universales para la
funcién desplazamiento

Nuestro objetivo es obtener las mejores cotas inferiores de los conjuntos

1 1
M(g,h) = inf méx{senhﬁp(z, gz), senh§p(z, hz)}

1 1
P(g,h) = inf senhﬁp(z, gz)senhﬁp(z, hz)

para distintas elecciones de g y h para las cuales (g, h) es un subgrupo discreto
y no elemental.

Observemos que dado cualquier punto z en el plano hiperbdlico, sin im-
portar el modelo que usemos (H? o A) se tiene que

1 1 1 1
(méx{sz‘nhﬁp(z, gz), senhﬁp(z, hz)})2 > smhép(z, gz)smhép(z, hz),

por lo tanto, tomando el infimo sobre todas las z’s en el plano, se tiene
M(g,h)> > P(g,h).

Obviamente, una cota inferior para P(g,h) es preferible por el hecho
de que si uno de los términos de senh%p(z,gz) senh%p(z,hz) es pequeno
entonces el otro término es necesariamente grande. Esto no se sigue de una
cota inferior para M(g, h).

Si g o h es eliptica, entonces, al evaluar en el punto fijo se sigue que
P(g,h) =0, por lo que es necesario usar M (g, h).

17
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La desigualdad
M(g,h) = m

significa que para cada z, ya sea g o h mueve z al menos una distancia
2senh™~!(m). Se sabe que en todo caso

M (g, h) > 0.131846...

Marden probé la existencia de una cota inferior, ver [4]. Esta cota inferior,
que es la mejor posible, fue obtenida por Yamada [9].

La evaluacion de las mejores cotas inferiores para M (g, h) vy P(g, h) esta
intimamente conectada con las restricciones geométricas de ¢ y h. Ambos
limites numéricos y las restricciones geométricas se tratardn en esta tesis,
excepto por los casos en que g es hiperbdlica y h sea eliptica o hiperbdlica.

Resulta que si (g, h) es discreto, no elemental y no tiene elementos elipti-
cos, entonces P(g,h) > 1, y esta cota es la mejor posible (véase [1], p. 198).

En el siguiente resultado obtenemos diferentes cotas inferiores para P(g, h).
Esta va a depender de la clasificacién de g y h, ademas también depende del
tipo de grupo que generan.

Teorema 2.0.1 Sean g y h isometrias tales que (g, h) es discreto y no ele-
mental.

i) Si g y h son parabdlicas, entonces P(g,h) > 1. Si ademds (g, h) no es
un grupo triangular, entonces P(g,h) > 1.

i1) Si g es parabdlica y h es hiperbolica, entonces P(g,h 411' St ademads

(g,h) no es un grupo triangular, entonces P(g,h) >
Estas cuatro cotas son las mejores posibles.

DEMOSTRACION. Sea ¢ parabdlica y h parabdlica o hiperbdlica. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢ y h actian en H?, ademés conju-
gando podemos suponer que g es la traslacion z — z + 1. Escribimos

h(z) =

az+b

—_— d—bc=1.
cz+d’ @ ¢

Como (g, h) es no elemental y discreto, usamos el hecho de que en un grupo
discreto los puntos fijos de las parabdlicas y las hiperbdlicas son disjuntos,
por lo tanto ¢ # 0 (véase Teorema 1.4.3).
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Se sigue que h tiene dos puntos fijos reales, posiblemente coincidentes,
digamos v y v, usando la férmula para los puntos fijos en términos de la
traza, que denotamos por x (véase [3], p. 38), observamos que

(- om0 AR (e VAT

= |z(cz+d) — (az 4+ b)| = |z — hz| |cz + d.
En consecuencia
lel|z — u| |z — v] = |z — hz| |ez + d|. (2.1)

Nétese también que |z — u| |z —v| > y? , donde 2z = z + 1y , por lo tanto,
usando (2.1), se tiene
|z — hz||ez +d| > |c|y”. (2.2)

Aplicando la férmula de la distancia hiperbdlica (1.3) a h, se tiene que

! —h —h —h d
Senhép(z,hz): |2 d _ |2 z| :|Z z||ez + ‘

2[Im(2)Im(hz)]z2 2 [y e 2y

Ademas, para g claramente se obtiene

1 1
sinhzp(z, gz) = 5

de donde, de estas ultimas identidades y de (2.2) se sigue que

1 1 —h d
senh§p(z,gz)senh§p(z,hz) = |2 ZU;Z + 4| > %
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Calculamos la traza del conmutador de las matrices definidas por g y h,
que las denotamos por las mismas letras

wi=(3 1) () () (4 D)
:<a—|—c b;d)(d:rc —b—a)
:((a+c)<d+i)_c(b+d) c(—b—*a)—l—ad)’

de donde

trlg, h] = 2ad — 2bc + ¢ = 2 + . (2.4)

Aplicando ahora la desigualdad de Jgrgensen, Teorema 1.5.2, como g es pa-
rabdlica se tiene

le] > 1.

Finalmente, se sigue de (2.3) que

o |

1 1
senhép(z, gz)senhﬁp(z, hz) >
De donde para ambos casos P(g,h) > 1.

Supongamos ahora que (g, h) no es un grupo triangular. Si h es parabdlica,
del Teorema 1.6.3 y (2.4) se deduce que |¢| > 4. Por lo tanto, de la desigualdad
(2.3) es evidente que en este caso P(g, h) > 1. Si h es hiperbdlica, del Teorema
1.6.4 se tiene tr[g, h| > 6, de donde por (2.4) tenemos que |c| > 2y finalmente
sustituyendo en (2.3) concluimos que P(g,h) > 3 para este caso.

U

Consideremos ahora funciones especificas, con estas probamos que en el
Teorema 2.0.1 la cota inferior se alcanza para el caso de dos parabdlicas, y que
para el caso en que una de ellas es hiperbdlica, nos podemos acercar a la cota
dada tanto como queramos, en ambos ejemplos son grupos no triangulares.
Ejemplo 1 Consideremos las isometrias g, h y f dadas por

2z _2z—|—3

D) =21 b= [ =T
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Notese que g y h son parabdlicas con puntos fijos oo y 0, respectivamente y
que generan un grupo discreto no elemental. Usando la identidad (2.3) para
estas transformaciones en los puntos de la forma z = iy, se tiene:

1 1 |z = h(2)[|z + 1
senhip(z,gz)senhip(z, hz) = 1

iy —hy)lliy+1] iy — g5l 1 1
N e N 42 Ty
por lo que la cota se alcanza en el caso de dos parabdlicas.
Consideremos ahora g y f para el segundo caso. Obsérvese que f es
hiperbélica con puntos fijos v/3, por lo cual (g, f) es un grupo discreto y
no elemental (véase Teorema 1.4.3). Calculamos (2.3) para z = iy,

1 1 - 2
senh§p(z,gz)senh§p(z,fz) _ |2 f(42y)2||z + 2|
-2y +2l |y 1 3
- 4y? A T

Haciendo tender y a +00 observamos que la cota inferior es precisamente 1/4,
y es la mejor posible. Observemos también que tomando y arbitrariamente
pequena, dicho producto es tan grande como se quiera.

El siguiente ejemplo es para dos generadores parabdlicos. Se da una ga-
ma de funciones haciendo variar un parametro t, en este ejemplo se puede
observar una transicién de la cota cuando el parametro varia haciendo que a
partir de cierto valor el grupo generado por las dos funciones parabdlicas sea
triangular.

Ejemplo 2 Sea g(z) = z+ 1 y sea h la reflexién en |z + t| = ¢ seguida de la
reflexién en = 0, donde 0 < t < }1. Observemos que h es parabdlica y fija
el origen. Escribiendo

az+b
cz+d’

h(z) = ad — be =1,

se tiene que b = 0, y es facil ver que a = 1 = d, y como h(—2t) = 2¢, un
calculo sencillo muestra que ¢ = % Por lo tanto
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Calculamos ahora en z = iy, la identidad (2.3),

1 1 —h d
senh§p(z,gz)senh§p(z, hz) = |2 zggva |
iy ||y
gl g
4y2 4y2 4t

Haciendo tender t a }l, se prueba que la cota inferior dada para este caso
por el Teorema 2.0.1 es la mejor posible para el caso de dos parabdlicas.
Notese que este grupo es de la segunda clase, esto se puede probar usando el
teorema de Poincaré, el cual implica que la region acotada por Re(z) = i%
y los circulos |z —t| =ty |z 4+ t| = ¢ es una regién fundamental para el
grupo. Notese ademaés que cuando ¢ > i el grupo se convierte en un grupo
triangular y la cota es ﬁ < 1 que segun el teorema es la mejor para cuando

el grupo es triangular.

01
02

—t 0

N[ =

Figura 2.1: h parabdlica, h = o109, su punto fijo es el origen.

El siguiente ejemplo resulta curioso por el hecho de mostrar que el parame-
tro P no depende del grupo, sino de un par de generadores que consideremos.
A continuacién trabajamos con un generador parabdlico y uno eliptico tales
que no generan un grupo triangular.

Ejemplo 3 Sea g(z) = z+ 1 y sea h un elemento eliptico de orden 2 que
fija el punto ‘v, donde 0 < v < %

Obsérvese que (g, h) es un grupo discreto no elemental, mas aun, se sigue
del teorema de Poincaré que
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{2 € B?| |Re[]| < % 2] > v}

es una regiéon fundamental para el grupo (véase la Figura 2.2).
Como h intercambia 0 con oo, si escribimos

az+ 3
vz 406’

h(z) =

045_57:17

entonces o = 0 = §. Ademads, ya que h(iv) = v, un célculo sencillo muestra
que

v
h(z) = —
(:) ==
Ahora consideremos f = gh, es decir,
12y z/v—v
fG) =1z = T

f es hiperbdlica con puntos fijos reales

14++v1— 402 1—+1— 402

xlzf Yy To = 9

Calculamos ahora la identidad (2.3) para las transformaciones g y f

|2 = f()] |ez + d]

1
senth(z gz)senh (z,fz) =

492
_ (z/v)—v 9 9 9
_{ o) HZ/U |z/v—z/v+v|_|z — 2+
N 4qy2 42 N quy2
Ahora, tomando z = 7y, se tiene
% v2
et et G St Tt N §
4uy? 4v 41}’

cuando y — 4o00. Como v es cualquler nimero entre 0 y 5, entonces P(g, f)
se acerca tanto como se quiera a =. Es claro que este grupo no es triangular
ya que, por ejemplo, tiene drea inﬁnita (véase la Figura 2.2).

Observamos que (g, h) = (g, f), sin embargo, dado que h es eliptica se
tiene que P(g,h) = 0, lo cual muestra que el parametro P depende de una
pareja de transformaciones que generen el grupo, y no del grupo.
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N|—=

v

NI
V]

Figura 2.2: La regién superior {z € H?| |Re[z]| < 3,|z| > v} es una regién
fundamental para el grupo (g, h) = (g, f).

Como observacion, los subgrupos del Ejemplo 1 son triangulares. Esto se
sigue del Teorema 2.0.1, ya que los subgrupos generados por dos parabdlicas,
o una parabdlica y una hiperbdlica, donde P(g, h) estd entre }1 y %, y entre
}L y 1, respectivamente, son triangulares.

Ahora, consideremos grupos generados por una transformacién eliptica
y una parabdlica, en este caso, como ya sabemos, trabajaremos en acotar
M(g,h).

Teorema 2.0.2 Sean g parabolica y h eliptica de orden q. Supongase tam-

bién que (g, h) es discreto y no elemental.

(1) Siq > 3 entonces

cosZ
M(g,h) > :

~ [L+2cos% —cos? T2 T

-

o 1
(2) Siq=2, entonces M(g,h) > —.

(8) Si, ademds, (g, h) no es un grupo triangular, entonces para q > 2 se

tiene que

1+ cosZ 3
M(g, h) 2[ q}

1
9 >
— cos® =
3 cos? V3
Todas estas cotas son las mejores posibles.
DEMOSTRACION. Sea

1 1
m(z) = méx{senhﬁp(z, 9z), senhﬁp(z, hz)},
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podemos asumir que g y h actian en H?, por conjugacién también podemos
suponer que ¢g(z) = z+ 1 y h una rotacién de dngulo 0 < 20 < 7 alrededor de
un punto w = v con v > 0. Esto dado que podemos conjugar por la trans-
formacion que envia el punto fijo parabdlico a oo y trasladar horizontalmente
el punto fijo eliptico al eje imaginario, estas conjugaciones dejan invariante
la distancia hiperbdlica.

Para 2o € H? arbitraria, sea z; = I'm[2]i, y sea 25 el punto en el semirayo
[w, 00) tal que 21 y 23 son equidistantes de w. Entonces

Im[zo) = Im[z1] < Im]z), (2.5)

p(Zo,w) = p(zl,w) = p(ZQ,w), (26)

(véase la Figura 2.3). Dado que senh es una funcién creciente, se sigue
del Teorema 1.3.1 y de (2.6)

1 1 1
senh§p(z0, hzy) > Senhép(zl, hz) = 867’le§p(,227 hz),
ademas, se sigue facilmente de (2.5) que

1 1 1
senhép(zo,gzo) = 56”h50(21,921) > 3671h§/)(227922)-

Por lo tanto
m(zo) > m(z9).

Figura 2.3: Se identifica cada z € H? con un punto en [w, c0).
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Como
M (g,h) = inf m(z),
z

podemos centrar nuestra atencién a m(z) para z’s de la forma z = iy donde
y=>wv.

Haciendo variar y € [v,00], p(iy, g(iy)) decrece a cero. Ademds, usando el
Teorema 1.3.1 observamos que p(iy, h(iy)) crece de 0 a co. Entonces existe una
tnica zp € [w, 00) tal que

1 1
senhip(z, gz) = senhip(z, hz)

y este valor es precisamente M (g, h).
Ahora, observamos que si zyp = it, usando la identidad (1.3), se tiene

1 1
h—= =—
sen 2/)(207920) 24’
y usando el Teorema 1.3.1 obtenemos
hgo(z0,hz0) = [send] senhp(it, iv) = |sent] seh(iog ) = ¢ [send] (£~
senh=p(zg, hzp) = |send| senhp(it,iv) = |senf| seh(log—) = =|sen - ——.
2p 0 0 pLLL, g’U 2 v +

Igualando estas dos tltimas identidades y observando que |senf| = senf, dado

que 0 € [0, %], entonces
1 1 t
— = —|senf|| — — v
2t 2 v o1

& v =senf(t? —v?)

o 2242 2.7
v+sen9 (2.7)

Como h es de orden ¢ (y h # I), entonces 20 > %’r. Ahora, como la funcién sen
es creciente en el intervalo [0, 5], entonces senfl > seng. Ademsds, considerando
q > 3, del Teorema 1.6.5 aplicado a v se obtiene que

<1t T
v < = tan—.
-2

Sustituyendo en (2.7), se sigue que

Lyom2™ 4 1 seng 1 N
= —tan”— - ,
4 q 2senf cos% 4 q 2005%
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por lo tanto

2
442 < tanzz + —.
q cos™
q
Como M(g,h) = 5;, entonces M (g, h)? = ﬁ, y de lo anterior
27
1 cos* ™
M(ga h)2 > 5 = ) 2 ’
tan2§ + CosT sen % + 2cos§
por lo tanto
cosZ
M(g, h) > ! ,

1
[1+ 2cos? — cos*7]2

lo cual prueba la primera parte de la desigualdad (1).
Consideremos la funcién

esta funcion es creciente en [0, 1], dado que

) — (1+2z+22)2 — (1+2z+22)72(1 — 2)z o
1+ 2z — 22

por lo tanto la funcién

cosT

¢(q) = . I
T _ 05273
[1+ 2cos% — cos*7]2

es creciente. En nuestro contexto esta funcién alcanza el minimo en ¢ = 3, susti-
tuyendo este valor, tenemos

cosZ 1 1
[1+2cos§ —0052%}% [1+2(%) _ (%)2]% N4i

Asi queda finalmente demostrado el primer inciso, y esta cota es la mejor posible
para cualquier g > 2.

Para el caso ¢ = 2, h es una rotacién donde 6 = 7, por lo tanto h intercambia
0 e oo, entonces si
az+b

= — =1
h(z) ot d ad — be ,
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se siguequea=0=dyb= —%, por lo tanto

Calculamos

Oal=
N———

s=(o 1) (0 )6 3 ) (S
(0w ) s)-(7 )

de donde tr([g,h]) = ¢ + 2, y aplicando la desigualdad de Jgrgensen, tenemos
¢ > 1 (ya que sin perder generalidad podemos suponer ¢ > 0).
Finalmente, el punto fijo de h es w = 2, polr lo tanto v = % < 1. Sustituyendo

en (2.7) resulta t* < 2, y dado que M (g, h) = 5; se concluye el resultado,

> 1 _ 1
T 2v2 VB

Para el inciso (3) del teorema, supongamos que (g, h) no es un grupo triangular.
Como h es de orden ¢, alguna potencia de h, digamos A", es una rotacién por angulo
2™ alrededor de iv y (g, h™)(= (g, h)) no es un grupo triangular. Para esta pareja
de transformaciones se tiene entonces que la identidad (2.7) es

M(g,h)

v

2 =0+

(2.8)

1
2

N
o

Figura 2.4: Los circulos isométricos de A" y h™" forman un angulo de % con
el eje imaginario.

Ahora, consideramos el cuadrildtero con lados Re(z) = =£3 y los circulos
isométricos de h™ y h™™ (véase la Figura 2.4), resulta del Teorema de Poincaré que
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la regién descrita es un poligono fundamental para (g,h"™) = (g, h). Esta regién
tiene lados libres, es decir, tiene area infinita, si asi no lo fuera, el grupo seria
triangular. Pues considerando el triangulo formado por el circulo isométrico de h,
con las rectas z = —% y © = 0, si nombramos o3, 02 y 01 a las reflexiones en
dichas rectas hiperbdlicas, respectivamente, entonces h = ggo0o1 y g = 01009, y el
grupo generado por estas reflexiones es igual al grupo generado por g y h, (véase
la Figura 2.5).

I
I
I
I
<> <_:>
02 o1 01
=1
q
o3 N
I
I
I
I
I
|
_1
2 0

Figura 2.5: h = 03001, g = 01 0 09.

Considerando el circulo isométrico de h, éste tiene radio r y centro en —I, el
segmento que une el centro del circulo con el punto fijo w = iv forma un angulo
igual a T con el eje real, como se muestra en la Figura 2.6. Tomando el tridngulo
formado por w, —I y 0, se sigue que

T W T W
sen— = — Y tan— = —,
r l
de donde
v T
r= - Y l=wvcot—
sen q

Factorizando se tiene que
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por consiguiente

senZ™

v (2.9)
2 [1 + cosﬂ
Sustituyendo (2.9) en (2.8), se tiene

sen™ 2 1
9S( qw)+ ;
2[1 —l—cosg] 2[1 —l—cosﬂ

(1 — coszg) + 2 [1 + cosg] 3 — cos%

4[1+cos§]2 - 4[1+COS§]’
de donde
) 3 —cosZT
47 < ———1L, (2.10)
1+ cos

N[ =

Figura 2.6: r +1 < %

Ahora consideremos la funcién

33—z
= 1
o)==, weln1]
derivando se tiene
4
! =——— <0 v 0,1
¢ () (1+x)2< x € [0,1],

por lo tanto esta funcién es decreciente en el intervalo [0, 1]. Se sigue entonces que

3 — cosZ

q
=— 4 eN, 2<g,
¢(q) = 7 cos™ q q
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es decreciente y alcanza su maximo en ¢ = 2. Sustituyendo este valor en la funcion,
se tiene que ¢ > 3, por lo tanto, recuperando (2.10) se tiene que

) 3 — cos
4% <

— 2 <3
— 14 cost —

SYE SR

Finalmente, sustituyendo esta desigualdad en la identidad que se obtuvo en la
prueba de (1), es decir M (g, h)? = ﬁ, tenemos
1+ cosg] 3 1

M(g,h)z[ Zﬁ.

3 — cosZ
q

g

A continuacion, trabajaremos con el caso en que lo dos generadores son trans-
formaciones elipticas, y trabajamos en buscar una cota para M(g,h). Para esto,
previamente consideremos los siguientes resultados que estan basados fuertemente
en la trigonometria hiperbdlica.

Teorema 2.0.3 Sea g eliptica de orden p con punto fijo u, y h eliptica de orden
q con punto fijo v. Supdngase también que (g, h) es discreto y no elemental, pero
no un grupo triangular. Entonces

1+ cos(%)cos(%)

sen(%)sen(%)

coshp(u,v) >

DEMOSTRACION. Existe g1 en (g) tal que tiene dngulo de rotacién %ﬁ, y existe

también h; en (h) con angulo de rotacién igual 27” tal que (g, h) = (g1, h1). Podemos
asumir que son g y h las que tienen angulos de rotacion 2?” y 27”, respectivamente.
También, sin perder generalidad podemos asumir que g y h actuan en A , u =0
y v > 0. Construimos ahora los circulos isométricos de h y h~! y los segmentos
desde el origen que hacen un dngulo de 7 con (0,1), (véase la Figura 2.7). Los
rayos L y L' son apareados por g y los rayos Ly y L) son apareados por h.

Si Ly L; se intersecan, entonces (g, h) es un grupo triangular, como esto por
hipdtesis no sucede, consideremos el tridngulo con vértices en u, vy y A en la Figura
2.7, aplicando el Teorema 1.4.5 a dicho tridngulo tenemos que coshp(u, v) esté aco-
tado inferiormente por la cota dada. Esto dado que tomando una transformacion
conforme que mueva el punto v desde vy hasta 1, la distancia hiperbdlica entre u
y v evidentemente crece y coshp(u,v) queda acotado inferiormente por el valor ya

establecido por vy y se sigue el resultado ( cf. [1], p. 313). 0
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1+cos(m/p)cos(m/q)

Figura 2.7: coshp(u,vg) = oo een(rla)

El segundo resultado es importante para poder calcular la cota inferior para
M(g, h) en el caso en que g y h son generadores elipticos y el grupo es triangular,
ésto nos ayudard para demostrar que el (2,3,7) grupo triangular alcanza la cota
universal, como lo demostré Yamada.

Teorema 2.0.4 Sean g y h dos transformaciones elipticas de orden p y q res-
pectivamente. Supongamos que G = (g,h) es un grupo discreto, no elemental y
triangular con signatura (p,q,r). Si u y v son los respectivos puntos fijos de g y
h, entonces se tiene que

cosT cosT + cosT
p q T

cosh p(u,v) >
(u,v) sen% sen%

DEMOSTRACION. Sin perder generalidad, supongamos que g y h actuanen A, u = 0

y v € (0,1). Ademds, que g y h son rotaciones con dngulos 2?” y 27” alrededor de

sus puntos fijos. Consideremos la geodésica que sale de 0 y forma un angulo de %’r
con el segmento [0, 1], asi mismo la geodésica que pasa por v y forma un angulo
de %’T con el segmento [0, v]. Se tienen dos casos posibles.

El primer caso es cuando las geodésicas consideradas anteriormente se inter-
sectan (véase la Figura 2.8). En este caso, por los argumentos usuales observamos
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que g = 0901 y h = 03071. Se tiene también que (o201, 0301) < G. Usamos el hecho
de que el cuadrilatero con vértices en u, v, w; y wz, que denotaremos por O, debe
contener una regién fundamental para el grupo G, que denotaremos por I, por lo
tanto, se tiene que

h —area(I') < h — area(O).

Véase [1], pp. 268-269, o [8].

Figura 2.8: En el primer caso se intersectan las geodésicas formando un
triangulo con angulos ;{, % y 0.

Por el Teorema 1.6.1 se tiene que,

1 1
h — drea(T") = 27 [1 777777 } ,
p q T
y ademas se sabe que
2 2
h — drea(©) :27r7171720,
p q

por lo tanto se concluye que § < 7.
Finalmente, haciendo uso de la Ley de Cosenos para el tridangulo uvw; y la
desigualdad anterior, dado que cos es decreciente, se sigue que

cosT cosT + cosO@  cosT cosT + cosT
P q > P q T

s s — s s
= - = sen.
sen; sen- sen . sen.

cosh p(0,v) =
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Para el segundo caso, en el que las geodésicas no se intersecan, consideremos
la geodésica que pasa por v y tiene el mismo punto al infinito que la geodésica que
sale del origen (véase la Figura 2.9). Al dngulo formado por ésta y el segmento
[0, v] lo llamamos 6. Considerando entonces el tridngulo con angulos %, 0y 0 que
se forma, del Teorema 1.4.5 se sigue que

cos% cosf +1
cosh p(0,v) = sen™ senf
p

Evidentemente 8 < T, entonces, como sen es creciente y cos es decreciente en el
intervalo [0, 5], y ademds cos™ < 1, se sigue de la identidad anterior que

g 1 T ok s
cos7 cost + cos , cos + cosy

cosh p(0,v) = = — =
senz senf sens seny

Figura 2.9: En el segundo caso construimos un tridngulo auxiliar con dngulos
ZO0y0

Oy Y.
p

Ahora tenemos ya los resultados necesarios para poder calcular la cota inferior
para M (g,h), donde g y h son generadores elipticos del grupo. Tenemos entonces
el siguiente teorema en donde se alcanza la cota universal.



2. COTAS UNIVERSALES PARA LA FUNCION DESPLAZAMIENTO 35

Teorema 2.0.5 Sean g y h elementos elipticos de drdenes p y q respectivamente
y suponga que (g, h) es discreto y no elemental. Entonces

4cos*(Z) — 3

1
2
= 0.1318...
8cosT + 7 ]

M(g,h)Z[

Si ademds (g, h) no es un grupo triangular, entonces

(cos% +cosg)2 }2 - L
4 — (cos% — 0051)2 V15

q

M(g,h)>[

Ambas cotas son las mejores posibles.
DEMOSTRACION. Escribimos
1 1
m(z) = mé,x{senhgp(z, gz), Senh§p(z, hz)}.

Si g o h es reemplazada por una rotacién alrededor del mismo punto, pero con un
angulo de rotacién menor, entonces la correspondiente m(z) decrece. Intuitivamen-
te esto es evidente, formalmente se sigue de la férmula de la distancia en el circulo
tomando en (1.2) a z = 0. Entonces podemos asumir que g y h tienen angulos
de rotacion 27“ y 27“ respectivamente. Asumimos también que actian en A y que
sus puntos fijos son u = 0 y v > 0 respectivamente para g y h. Observamos del
Teorema 1.3.1 que al alejarnos de u sobre el intervalo [0, 1) el valor p(z, gz) crece
de cero a infinito. Y para todos los puntos sobre el circulo hiperbdlico con centro
en 0, su desplazamiento al aplicarle g es el mismo. Analogamente alejandonos de
v en el intervalo (—1,v] el valor de p(z, hz) crece y el desplazamiento es el mismo
sobre los circulos hiperbdlicos con centro en v. Por lo tanto existe un z € (0,v)
tal que p(z, gx) = p(x, hz) (véase la Figura 2.10), y es precisamente en este punto
que se tiene que M (g, h) es precisamente

1 1
senhip(a:,g:z:) = senh§p(x, hx). (2.11)
Escribimos
p(0,x) =t, Y p(0,v) =d,
entonces
plx,v) =d—t.
También escribimos
T 0
sp = sen;, cp = COS—,

andlogamente s, y cq.
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Figura 2.10: M(g,h) = senh%p(x,g:r) = senh%p(m, hz).

Usando la identidad para las isometrias elipticas del Teorema 1.3.1 y sustitu-
yendo en (2.11), con la anterior notacién se tiene que

spsenh t = sgsenh(d —t), (2.12)
desarrollando
spsenh t = sq(senh d cosh t — cosh d senh t),
spsenh t + sqcosh d senh t = sqsenh d cosh t,
tanh t(sp + sqcosh d) = sgsenh d,
ésto es

sqgsenh d

tanh t = (2.13)

Sp + Sqcosh d’
Haciendo uso de la identidad pitagérica hiperbdlica, se obtiene la identidad

senh?t B tanh?t
cosh?t — senh?t 1 — tanh?t’

senh’t =

Sutituyendo en (2.12) se sigue que

2 2
sz tanh*t
M(g,h)? = s?senh*t = L ——
(9.h) P 1 — tanh?t
usando ahora (2.13) tenemos que
2
52 sqsenh d
) P <5p+8q008h d) s2(sq senh d)?
M(g,h)* = =

< sqsenh d >2 (Sp + 8¢ cosh d)2 - (Sq senh d)2

sp+sqcosh d
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s s2 senh®d _ s2sa[cosh?d — 1]

- 312, + 2sp84 cosh d + sg cosh2d — sg senh2d s% + sg + 2spsq cosh d

(2.14)

Considerando ésta tltima como una funcién de cosh d, se tiene que es creciente,
ya que un calculo sencillo muestra que

2 27, 2 ' 3.3,,2 4.2 2.4 3.3
spsglw” —1] _ o[ spse” + (5,55 T 855,)w + 8,5, -0
52 4 52 + 28p8,w (82 4 52 + 28p84w)? ’

donde w = cosh d, que siempre es positivo y también s, y s, son positivos por
como estan definidos. Por lo tanto es creciente como funcién de w = cosh d.
Si (g, h) no es un grupo triangular, del Teorema 2.0.3 se tiene que

5pSq cosh d > 1+ cpeq,

sustituyendo esta desigualdad en (2.14), se tiene que

M(g.h)? = s2s2[cosh?d — 1] . (14 cpeg)® — sos?
’ 824 82 4 2sp5q cosh d ~ 52+ 52+ 2(1 4 ¢pcq)
_ 1+2cpcq+c]2)cg -1 —0129)(1 —cg) _ c%—l—cg + 2¢pcq
(I—c2)+ (1 —c2)+2+2c¢ 4—c2—c2+2cp¢

R Cq)2
= 5.
4—(cp—cq)
La cual es la cota establecida por el teorema para grupos no triangulares. Esta
cota inferior es una funcién creciente fijando ¢, o fijando ¢4, y es ademas simétrica
en ¢, y ¢4 en los rangos permitidos. Entonces para p = 3 y ¢ = 2, que son los
minimos permitidos en nuestro contexto, se tiene que

1 2
M(g,h)2 > (CP + Cq)2 — (5 + 0) 5 = i’
-’ 1-(j-0P 1B

lo cual establece la cota inferior para el caso en que los dos generadores son elipticos
y el grupo es no triangular, y es la mejor posible.

Para ¢ = 2 y p = 2 se tiene que gh es hiperbdlica con puntos fijos x1 y xo
(véase la Figura 2.11). Es claro que (g, h) deja invariante a {x1,x2}, por lo tanto
el grupo seria elemental.

Solo queda establecer la primera (y mas pequena) cota inferior, el caso cuando
el grupo generado es triangular. Supongamos que (g, h) es un (m,n,r) grupo trian-
gular. Considerando el conjunto de puntos elipticos en el plano hiperbdlico, éstos
pueden ser separados en tres conjuntos distintos segin la clase a la que pertenecen,
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ya sea m,n o r. Sin perder generalidad asociamos a g con los puntos de orden m,

g no necesariamente es de orden m, pero si sabemos que entonces existe k € Z
tal que %WW = %’r con (k,m) =1, y como anteriormente observamos, nos conviene
considerar la menor rotacién, asi pues podemos suponer que m = p. Andlogamen-
te se puede suponer que n = ¢. Entonces, como anteriormente hemos observado,
sin perder generalidad suponemos que g y h son elipticas con angulos de rotacién
igual a 2?” y %’r que actuan en A, con puntos fijos u = 0 y v > 0 respectivamente.
Entonces, por el Teorema 2.0.4 se tiene que

cosh p(0,v) > m.

Sp Sq

x1 Z2

Figura 2.11: El caso p =2 y ¢ = 2 es un grupo elemental.

Sustituyendo la desigualdad anterior en la identidad (2.14), y sabiendo que es
una funcién creciente de cosh d, se tiene que

2 91/ CpCqter\2
M(g,h)* = spSqlcosh®d — 1] spsal (55, ) — 1l
’ 824 82 4 2sp54 cosh d — 312)4_524_231)3(1(%)
(cpcq + ¢r)? — 5282 _ cact + 2cpcqcr +f — (1= ) (1 —c2)

248242000+ 20, (1 —cp)? + (1= ¢q)? + 20504 + 20,
_ et + 2cpcqcr + ¢ — (1= & — ¢+ ccl) _ 42+ 2+ 2cpcq0r — 1
2 — (2 —2cpeq +c2) + 2¢, 24 2¢, — (¢p — ¢q)?

Para hallar la cota inferior, debemos obtener el infimo de esta expresiéon sobre
todas las p, ¢ y r enteros positivos que satisfacen

11 1
S+-4-<1
poq

En general, tenemos que
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entonces 1
M(g,h)* > Z[c]?, + cz + 2 4 2¢pcqcr — 1]

Observemos que esta ultima expresion es simétrica respecto de p,q y r, y
si fijamos dos de ellos, la funcién es creciente respecto al tercero. Proponemos
entonces p = 2, y asi también nos deshacemos de dos sumandos. Sabemos que g no
puede ser igual a 2 por la condicién que deben de cumplir, por tanto, para tomar
lo menos posible, proponemos ¢ = 3 y finalmente r = 7. En efecto tenemos que

3+ ch+ A+ 200307 —1 (%)2 +c2—1 B 4cos*(Z) — 3

2+ 2¢c7 — (02 —03)2 - 2+ 2¢7 — (%)2 8608% +7

9

que es la cota dada por el teorema.
Por otro lado, si asumimos por el momento que alguno de p, g o r es al menos
8, otro al menos 3, entonces

M(g,h)? > i[cosg(g) + cosQ(g) — 1] = 0.025...
que es una cota mayor a la establecida por el teorema, por lo tanto, en nuestra
biisqueda de una cota inferior de M(g, h), asumimos que p, ¢ y r son a lo més 7,
ésto reduce el problema a un numero finito de calculos. Sin embargo se pueden
evitar la mayoria de los calculos haciendo las siguietes consideraciones.
Si ninguno de p, g y r es dos, entonces dos son al menos 3, y el otro sera al
menos cuatro, entonces

s

1) 2005 (5 )cos () — 1] = 0.088...

2 1 2/ 2
M(g,h) 24[2605( ) + cos”( 3 1

3

que es una cota mayor todavia. Entonces podemos asumir que alguno de p, ¢ y r
es 2, y ninguno es 3 , por lo tanto son al menos 4 y 5, y entonces

Mg > [eos? (5) + cos*(F) — 1] > 0.038.

Se deduce que alguno de p, ¢ o 7 es 2, otro es 3 y el tercero solo puede ser 7 dadas
las restricciones que ya teniamos. La cota inferior es simétrica para p y ¢, vy el
numerador es simétrico en p, ¢ y . Entonces solo necesitamos maximizar

2+ 2¢, — (cp — ¢cg)?
sobre las posibilidades

(p7 q,’r) = (27 3, 7)7 (27 7, 3)a (37 7, 2)7
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pero observamos que el valor maximo de las tres posibilidades se da cuando

(p, q, T) = (27 3, 7)7

pues conviene en el denominador que ¢, sea el mayor de los tres para maximi-
zar la expresion. Observamos que ésta es la misma tercia propuesta inicialmente.
Calculando para esta terna se tiene que

Mg h)2 S 0052(%) + 0082( ) + cos (%) + 2003( )cos(%)cos(%) -1
T [co

2+2cos( ) (f) —cos(%)]

_ (%)2 +cos®(3) —1  4cos* (%) —3

2 P

= 0.017383,

obteniendo la raiz cuadrada resulta la cota dada para el caso general en el que el
grupo generado es triangular.
([

Concluimos esta tesis con un resultado que describe una propiedad de los gru-
pos elementales. Consideremos que algunos autores definen que G < PSL(2,C) es
elemental si y sélo si existe una G-6rbita finita en R3 , esto usando las extensiones
de Poincaré. Cf. [1], capitulo 8.

Proposicién 2.0.6 Suponga que (f,g) es elemental. Entonces, si v, fv, gv son
puntos distintos en una circunferencia, con centro en w entonces, o bien

(i) f y g son elipticas con punto fijo w, o

(ii) alguna de f y g es eliptica de orden dos (no pueden ser ambas hiperbdlicas).

DEMOSTRACION. Si f y g son elipticas de orden finito tal que ambas fijan el
mismo punto w, entonces v, fv y gv estdn en un mismo circulo con centro en w y el
grupo es elemental con w como Unico punto limite, por lo tanto el grupo también
es elemental.

Ahora, si f es parabdlica, podemos suponer que actia en H? y que la érbita
finita es {oo}, por lo que g también debe ser parabdlica, y dado que el grupo
es elemental, su punto fijo solo puede ser oo, entonces se tiene que u, fu y gu
estan sobre una recta, lo cual contradice que estén sobre una misma circunferencia
hiperbdlica.

Supongamos que f y g son hiperbdlicas, dado que por hipdtesis se tiene que el
grupo es elemental, entonces éstas fijan el mismo eje, de donde se tiene que v, fv
y gv estan sobre un mismo hiperciclo y por lo tanto no pueden estar en un mismo
circulo.
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Figura 2.12: En A, v, fv y gv sobre un circulo con centro en w = 0.

Si f es hiperbdlica y g es eliptica, para que se cumpla la hipdtesis de que el
grupo sea elemental es necesario que g sea de orden dos, ademads se prueba que
también es necesario que su punto fijo esté sobre el eje de h. Incluso es posible que
el punto w sea el punto fijo de g, como en se ve en la Figura 2.13.

Figura 2.13: Caso eliptico-hiperbdlico, grupo elemental.

Finalmente supongamos que ambas son elipticas, y que sus puntos fijos son
distintos, entonces, para que el grupo sea elemental es necesario que las dos sean
de orden dos, en otro caso, el grupo no seria elemental. Esta observacién se hizo
en la demostracién del teorema anterior. Por lo tanto, se cumple que al menos una

es eliptica de orden dos si ambas no son elipticas con el mismo punto fijo.
O
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