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Resumen

Las emisiones antropogénicas de aerosoles han aumentado drasticamente desde la revolucion industrial.
Se ha planteado que la contaminacién (al aumentar el nimero de particulas) incrementa la cantidad de
nicleos de condensacién de nube (NCN) que hay en la atmdsfera. Esto puede alterar la concentracion y
el tamafio de las gotitas, dado que la misma cantidad de vapor de agua debe ser repartida entre una mayor
cantidad de NCN. Si las gotitas son pequeias los procesos de formacion de lluvia son poco eficientes y la
cantidad de lluvia puede modificarse. A lo largo del trabajo se analiza el impacto del exceso de aerosoles
en la tasa de precipitacion, utilizando un modelo (preexistente) minimo 3-D de dindmica atmosférica y
auto-conversion rapida entre las fases gaseosa y liquida del agua. El presente trabajo aporta la parame-
trizacién de la microfisica de los NCN y su rol en los cambios de fase. El esquema numérico utilizado
para resolver el modelo ha mostrado ser estable para flujos turbulentos. Consta de una descomposicion
seudo-espectral en la direccién horizontal, diferencias finitas en la direccion vertical e integracion tem-
poral empleando Runge-Kutta de tercer orden. Numéricamente los procesos internos de las nubes no son
resueltos. Se presentan escenarios con distintas condiciones iniciales de abundancia, eficiencia y altura de
la capa de NCN. Adicionalmente se repitieron estos casos con presencia (o ausencia) de cizalla ambiental.
Los resultados numéricos muestran que el exceso de NCN eficientes propicia un retraso en el inicio de la
lluvia, sin importar la altura inicial de la capa de NCN. La lluvia es inhibida en los casos con NCN poco

eficientes y presencia de cizalla ambiental, sin importar la altura y concentracién inicial de la capa.
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Antecedentes

1.1. Precipitacion y niicleos de condensacion de nu-
be

En la Tierra se presentan condiciones de presion y temperatura que permiten
la coexistencia de las tres fases del agua. Dependiendo de la altura y de las con-
diciones de saturacion, el vapor de agua se transforma en agua liquida o en agua
sOlida (granizo, graupel, etc.). Cuando los hidrometeoros caen se les denomina
precipitacion y, si alcanzan la superficie, lluvia (13). Aunque la definicion formal
incluye gotas, cristales de hielo, granizo, etcétera, a lo largo de este trabajo solo
se hara referencia al agua liquida o de lluvia. Lo anterior con el objetivo de man-
tener una descripcion minima de la microfisica y la dindmica atmosférica. De
manera similar, se utilizard el término gotita para las particulas de nube y gota

para las particulas de precipitacion.

1.1.1. Formacion de precipitacion

La precipitacion es un fendmeno resultado de diversas causas, con compo-
nentes microfisicas, dindmicas (de pequefia y gran escala), radiativas, orografi-
cas, entre otras. Las distintas interacciones entre ellas propician diferentes tipos
de nubes y de precipitacion. Termodindmicamente hablando, las nubes se desa-
rrollan a costa de su energia interna. Los cambios de fase liberan calor latente,
que en la atmoésfera se utiliza como energia para promover o inhibir la convec-
cion. Rosenfeld et al. (14) mencionan que aproximadamente 37 % de la entrada
de energia a la troposfera (la capa de la atmésfera mds cercana a la superficie) se

debe al calor latente liberado.

Cuando en la atmésfera existen condiciones propicias para la conveccion, el va-



por asciende. Si éste alcanza regiones donde satura (localmente) a la atmosfera,
se forman pequeiias gotitas de agua. Estas conforman las nubes y se encuentran
en continuo movimiento, interaccién (entre ellas y con su ambiente) y suspendi-
das por fuerza de arrastre. El rango de tamafios de gotita de nube es de 10 um a
100 um de radio (13). Las colisiones entre gotitas favorecen el crecimiento de las
mismas al colectar gotitas mds pequenas. Si las gotitas crecen lo suficiente para
vencer la fuerza que las mantiene suspendidas, precipitan. A esta forma de pre-
cipitacion se le denomina lluvia caliente. En contraparte, la lluvia fria involucra
la coexistencia de las tres fases del agua y los posibles cambios de fase involu-
crados. En dicho mecanismo el derretimiento y fraccionamiento de cristales se
adiciona a la colisién y coalescencia de las gotas, haciendo mas eficiente el cre-
cimiento. Ambos procesos conllevan interacciones entre la microfisica (cambios
de fase) y la dindmica atmosférica que no suceden de forma aislada. Sin embargo
la descripcion (necesariamente detallada) de las distintas formas de agua sélida
sale de la motivacion de este trabajo. Por tanto este trabajo y sus conclusiones

quedan delimitadas en el proceso de lluvia caliente.

1.1.1.1. Formacion de gotitas de nube

Figura 1.1: Cambio de la energia libre de Gibbs de la nucleacion de una gotita
en funcion de su radio..

La nucleacion es la etapa inicial en el proceso de cambio de fase vapor-liquido

y se expresa:

4
AGeona =477y — 37 A%RT]n( P ) (1.1)
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donde el cambio en la energia libre de Gibbs esta representado por (AG), r denota
el radio de la gotita, 7y la tension superficial en la interfaz vapor-liquido, M la masa
molar relativa, p la densidad del liquido; y la constante del vapor de agua y su
temperatura estan expresadas por R y T respectivamente. El primer término de
la ecuacion describe los efectos de curvatura de la gotita. La figural.l muestra la
energia libre de Gibbs del proceso de nucleaciéon de una gotita en funcién de su
radio. Cuando AG > 0 la presién de vapor (P) sobre la superficie es menor que la
presion de saturacion (Py, ). Lo anterior se traduce en que la gotita no es estable
y por tanto se evapora. Para que una gotita sea estable debe de cumplir el criterio
de espontaneidad, AG < 0. Esto se logra si la gotita alcanza un radio critico (r.),
el cual hace que la presion en la superficie de la gotita sea mayor que la presion
de vapor de saturacion. En este proceso de nucleaciéon homogénea la gotita crece
a costa de minimizar su potencial quimico (AG molar). Cuando la gotita alcanza
1. se dice que estd activada. De manera formal, en la jerga de la fisica de nubes,
una gotita se considera gotita de nube si y solo si ha excedido su radio critico
(15), pues esto garantiza la estabilidad de la gotita. A la nucleacién anteriormente
descrita se le denomina nucleaciéon homogénea, pues en ella participa una sola
sustancia. La sobresaturacion es la condicion para que ocurra la transicion de
fase. La sobresaturacidon necesaria para que la nucleaciéon homogénea ocurra es
mucho mayor que la que ocurre en la atmdsfera (15). En la atmodsfera terrestre no
se observan valores de sobresaturacion mayores al 1 %. Por lo tanto, la nucleacion
es heterogénea, promovida por particulas suspendidas en la atmésfera y solubles
en agua. Inicialmente la superficie de estas particulas sirve como catalizador para
promover el cambio de fase de vapor a liquido. Posteriormente, se disuelve en la
gota y disminuye la presion de saturacion, haciendo que la gota pueda alcanzar y
superar r.. Estas particulas se conocen como nicleos de condensacién de nube.
Las gotitas formadas mediante condensacion de vapor son muy pequeiias (=~ 10

um) pero ya conforman una nube.

1.1.1.2. Formacion de gotas de lluvia caliente

Una vez que una gota esta activada, continua su crecimiento por agregacion
de vapor, sin embargo este proceso no es responsable de generar gotas de precipi-
tacion. Los tamafios tipicos de una gotita de nube, una gotita grande de nube y una
gota de lluvia son: 10 um, 50 um y 1000 um respectivamente (13). Los procesos
que permiten que la gotita crezca son la colision y la coalescencia. Sin embargo



estos procesos requieren que algunas gotitas crezcan hasta obtener radios de ~
18um ((13). Atn existen preguntas abiertas sobre los mecanismos por los cuales
se da la diversificacion de tamafos de una poblacioén de gotitas, pero la necesi-
dad de esta no esta en duda. La colision se da entre dos gotas que se encuentran
y chocan, el proceso no siempre termina con una gota mds grande (coalescen-
cia), puede ocurrir fragmentacién. Para que el proceso de colision-coalescencia
sea eficiente es necesario que una gotita grande barra a una gotita de menor ta-
mafio, cuando las gotitas son del mismo tamafio (o similar) la colision es menos
eficiente. Una vez que estos procesos son eficientes, hay una mayor diversifica-
cién de los tamaiios de la poblacién de gotitas, aumentado la eficiencia de ambos
procesos. Cuando las gotitas crecen lo suficiente para vencer las fuerzas que las
mantienen suspendidas, precipitan. La precipitacion que durante su caida no se

evapora y alcanza la superficie se conoce como lluvia.

1.1.2. Aerosoles atmosféricos

A las particulas liquidas o sélidas suspendidas en la atmdsfera se les deno-
mina aerosoles, aunque de manera estricta el término aerosol incluye tanto a las
particulas como al fluido que las contiene, la comunidad de las ciencias atmosféri-
cas utiliza el término aerosol solo para hacer referencia a la particula. Donde la
particula es una unidad continua (con dimensiones mayores a 0.001 um) parcial
o totalmente compuesta de liquido o sélido, constituida por la unién de muchas
particulas (15). Brock (citado en (13)) menciona que el 75% de los aerosoles
atmosféricos son emitidos directamente a la atmdsfera y el 25 % restante son pro-
ducidos en ella, mediante el proceso de conversion gas-particula. Sin importar su
origen, los aerosoles continuamente tienen transformaciones quimicas y fisicas,
sufren sedimentacion, adveccion, mezclado y pueden ser retiradas de la atmdsfera
de forma seca o de forma himeda (formando parte o barridas por una gota). Para
su estudio los aerosoles pueden ser clasificados de maneras distintas, ya sea por
su tamafio, sus propiedades Opticas o aerodindmicas, por su composiciéon quimi-
ca, o por su capacidad de participar en los procesos de formacién de nubes y
precipitacion. Esta tltima clasificacion es la utilizada en este trabajo y se explica

a continuacion.

Como se menciono en la secciéon 1.1.1.1 para que la transicion de fase ocurra



a condiciones realistas (de la atmoésfera terrestre) es necesaria la presencia de
nucleos que faciliten la estabilidad de la gotita. Dentro de los aerosoles se en-
cuentran tres subconjuntos importantes de estas particulas: los ndcleos de con-
densacion (NC), los nticleos de hielo (NI) y los nicleos de condensacion de nube
(NCN). Los NC son particulas formadas en la atmoésfera por procesos de conden-
sacion de vapores calientes emitidos a la atmdsfera y por nucleacién de especies
atmosféricas, por ejemplo el nitrato y el sulfato de amonio. Los NI son particulas
que sirven como nucleos para la formacion de particulas de hielo. En ausencia de
NI las particulas de hielo pueden formarse a temperaturas por debajo de —40°C
((13) y Hobbs citado en (15)), sin embargo por la presencia de NI en la atmdsfe-
ra, ocurre a temperaturas mayores. Los NCN son particulas que pueden activarse
(superar r,) y crecer a gotitas de nube bajo las condiciones de sobresaturacion de
la atmoésfera terrestre. Los nticleos de condensacion de nube representan la por-
cion de NC que pueden formar gotitas; dado que cada NCN activa una gotita, la
concentracion en nimero de NCN corresponde a la concentracion en nimero de
gotitas. Los aerosoles que fungen como NI son distintos a los NCN, usualmen-
te los NI son insolubles en agua, mientras que la solubilidad de los NCN es un
factor determinante en la formacion de gotitas, dado que la presion de saturacion
de una sustancia impura es menor en comparaciéon de una pura y esto ayuda a
contrarrestar los efectos de curvatura de la gotita. Las particulas provenientes de
la erosion del suelo, principalmente las arcillas, son buenos NI, debido a la simi-
litud cristalogréfica de ambos cristales (el de hielo y el del mineral que compone

la arcilla).

1.1.2.1. Nucleos de condensacion de nube

Como se menciond en la seccion anterior los nicleos de condensacién de nube
son la porcion de los NC que son capaces de activarse. La capacidad y el nimero
de particulas de una poblaciéon de NC de convertirse en NCN depende de su ta-
mafio, de su composicion quimica y de la sobresaturacion ambiental. El tamafio
determina la facilidad en que alcanzara el radio critico, particulas con radios me-
nores a 0.1 um requeririan una sobresaturacién muy grande para activarse (13).
Se considera que el tamafio minimo de un NCN capaz de activarse es de 0.1 um,
pues particulas con radios mayores requieren condiciones de sobresaturacion ma-
yores al 1% (15). El grado de afinidad por el agua se debe a su identidad quimica,
que a su vez se encuentra relacionada a su origen. La afinidad de un NCN por el



agua es funcién de la humedad ambiental. Por tanto un NC es (o0 no) un NCN de-
pendiendo de la sobresaturacion ambiental. La vida promedio de un NCN es de
aproximadamente una semana y en este tiempo experimenta entre 5 y 10 veces el

ciclo de activacidn-nube-precipitacion antes de ser removido de la atmosfera (15).

Como se esquematiza en la figura 1.2, un NCN crece, antes y después de acti-
varse, por difusién de moléculas de vapor hacia su superficie, aproximadamente
hasta alcanzar un radio de 10 um. El crecimiento desde este radio hasta 1000 um
(tamafio tipico de una gota de lluvia) se da por el proceso de colisién y coales-

cencia explicado anteriormente.

Figura 1.2: Dibujo esquemdtico de un NCN de radio r; inmerso en vapor de agua
(circulos azules) cercano a la saturacion. En a) el NCN aiin no ha absorbido
agua. En b) el agua condensa alrededor del NCN y comienza a formar una gotita,
incrementado su radio hasta r,. Si la gotita crece lo suficiente entonces alcanza
su velocidad terminal (V) y precipita, como se muestra en c).

1.1.3. Efectos del exceso de nucleos de condensacion de nube

en la precipitacion

Las emisiones antropogénicas de aerosoles han aumentado drasticamente des-
de la revolucién industrial. Los efectos de este aumento se hacen evidentes en la
salud humana y en el sistema climatico a través de la reduccion de visibilidad,

deposicién dcida y alteracion del balance radiativo de la Tierra. (15).

Twomey (17) propuso que la contaminacién (al aumentar el nimero de particu-
las) aumenta la cantidad de NCN que hay en la atmdsfera, propiciando mayor
activacion. Lo anterior aumenta la concentracion de gotitas, pero reduce sus ta-

mafios, pues una mayor cantidad de NCN compiten por la misma cantidad de



vapor. Twomey centrd su idea en el impacto radiativo. Rescatando su idea pe-
ro centrandola en los efectos de los NCN en el desarrollo de la precipitacion se
sigue que si las gotitas son muy pequeiias los procesos de colision-coalescencia
son poco eficientes y no logran formar gotas capaces de vencer las fuerzas que

las mantienen suspendidas y por ende la cantidad de precipitacion puede alterarse.

Tras su etapa inicial, el desarrollo de una nube, asi como el tipo y la cantidad
de precipitacion producida, depende en mayor medida de efectos de gran escala
que de procesos microfisicos. Sin embargo los procesos microfisicos pueden de-
terminar la susceptibilidad de una nube de producir precipitacion y el tiempo que
requiere para hacerlo (13). Dados los diversos origenes de las nubes y la preci-
pitacidn, la conexion entre la disminucién de la cantidad de lluvia y el aumento
de aerosoles es atin poco clara. Debido a que distintas combinaciones de distin-
tos factores ambientales (estabilidad atmosférica, cizalla, humedad relativa, etc.)

pueden provocar efectos opuestos (1).

Figura 1.3: Dibujo esquemdtico de la formacion de gotas en ambientes con pocos
NCN (a)y con exceso (c). Los circulos azules representan particulas de vapor de
aguay los negros NCN. En las condiciones con pocos NCN, tras la condensacion
se forman pocas gotas pero de gran tamanio (b), mientras que con exceso de NCN
se forman muchas gotas pero con radios pequerios y la precipitacion puede verse
afectada (d).

1.1.3.1. Supresion y exceso de precipitacion

El exceso de ntcleos de condensacion de nube afecta las nubes no sélo a
través de los procesos de formacion de gotitas, sino también por efectos radiati-
vos que modifican las propiedades Opticas y la dindmica de las nubes y la lluvia.
Considerando soélo los procesos de formacion de gotitas, se ha propuesto que la

cantidad de lluvia puede disminuir (o suprimirse) a través de aumentar la concen-



tracion de gotitas con radios pequefios, tal como se esquematiza en la figura 1.3d.
El exceso de gotitas pequefias provoca que los procesos de colision y coalescen-
cia sean poco efectivos. Lo anterior aumenta el tiempo en el cual la nube puede
desarrollar precipitacion o incluso inhibirla . En contraparte, se ha propuesta que
la precipitacion puede aumentar si los NCN son de tamafio grande (1). Debido a
que entre mas grandes son los NCN es mads facil que se activen, pues la sobresa-

turacion que requieren es menor.

Khain et al. (9) utilizaron un modelo 2-D con una descripcién detallada de la
microfisica. Consideraron cinco formas de cristales de hielo y una descripcion
estocdstica de las interacciones gotita-gotita, gotita-cristal y cristal-cristal para
describir el crecimiento de las gotitas de nube y las gotas de lluvia. En su estu-
dio buscaban entender el rol de aerosoles marinos (aire "limpio”) y continentales
(aire urbano) en la dindmica de la lluvia. Sus resultados les permiten proponer
el siguiente escenario: dado que la precipitacion debe de estar en balance con la
evaporacion, si en nubes bajas los aerosoles favorecen la evaporacién y por tan-
to reducen la lluvia, este vapor puede llegar a niveles mas altos de la atmosfera
y vigorizar la lluvia de nubes mas altas. Lo anterior se debe a que el vapor que
asciende a niveles mas altos puede formar cristales de hielo. La presencia de cris-
tales de hielo aumenta la eficiencia de los procesos de colisién y coalescencia,
ademds de adicionar los mecanismos propios de la lluvia fria. Ademds encon-
traron que la lluvia decrece cuando aumenta la concentracién de aerosoles con

tamafos en el rango 0.01 — 1 um, es decir NCN pequefios.

1.2. Modelo minimo de conveccion atmosférica

Los modelos numéricos juegan un rol central en las ciencias atmosféricas ac-
tuales. Tanto para hacer prondstico como con propdsitos de investigacion. Las
ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido no pueden ser resultas de
forma analitica. La resolucién numérica es necesaria para convertir el sistema di-
ferencial de ecuaciones en un conjunto de ecuaciones algebraicas, a ser solucio-
nadas por una computadora. Para resolver las ecuaciones continuas, previamente
necesitan ser discretizadas. La atmosfera es representada por un conjunto de pun-
tos en las tres direcciones. Estos puntos estdn espaciados horizontal y vertical-

mente y representan el estado de la atmdsfera en ese punto, para cada tiempo. Por



tanto el nimero de puntos determina que tan bien se representa a la atmosfera en
el modelo. El tamaiio total del dominio y el espacio entre los puntos (resolucién)

determinan las escalas de los procesos que pueden ser resueltos numéricamente.

Los modelos minimos estan sustentados en modelar la mayor cantidad de proce-
sos fisicos con la menor cantidad de ecuaciones matematicas, con el fin de enten-
der procesos generales. Ademads, son una buena plataforma para probar hipotesis

multicausales cuyas consecuencias son dificiles de observar, predecir o aislar.

1.2.1. Modelo minimo de auto-conversion rapida

El modelo descrito, derivado y resuelto en este trabajo corresponde al pro-
puesto por Hernandez-Duenas et al. (8). La motivacién central del modelo es
responder la pregunta: ;Cudl es la representacion minima de la dindmica at-
mosférica y del agua capaz de reproducir regimenes de conveccion turbulenta

organizada?

Se denomina de auto — conversion rdpida pues asume que el proceso de for-
macioén de vapor-lluvia es rdpido en comparacion con la escala de tiempo de
los procesos dindmicos de interés. El modelo considera una atmdsfera de tres
dimensiones donde la densidad estd descompuesta en un estado base y en las
fluctuaciones de éste. En las fluctuaciones se consideran los efectos en todas las
direcciones. El estado base solamente es funcién de la componente vertical, por
tanto las variaciones horizontales no influyen en el movimiento de la parcela. A
lo anterior se le conoce como aproximacion de Boussinesq. La suposicion an-
terior se sustenta en que un fluido con mayor densidad tiende a estar bajo uno
con menor densidad y esto no puede ser ignorado. La anterior condicién impone
restricciones termodindmicas, que implican que la velocidad de la parcela siem-
pre debe de ser menor que la del sonido. Esto impone un proceso isentropico y
adiabdtico. El sistema no intercambia calor con el entorno y la entropia del sis-
tema se mantiene constante. En procesos isentropicos la produccion de entropia
generada en el intercambio de energia con el entorno (por trabajo hecho sobre el
sistema) esta en equilibrio con la produccion interna de entropia debida a proce-

sos disipativos.



La construccion y disefio del modelo estuvieron sustentados en la idea de que
las leyes de conservacién de momento, energia, entropia himeda (una definicién
que considera los cambios en la entropia del sistema debido a los cambios de fase
del agua) y agua total debian ser consideradas, pero con la forma més sencilla
(no trivial) posible. En el mismo sentido la microfisica considera ecuaciones de
bulto ! que describen los cambios de fase entre vapor (agua en fase gas) y agua de
lluvia. En el modelo no hay descripcion de agua de nube. Por tanto se considera

que todo vapor que alcanza condiciones de saturacion, forma agua de lluvia.

Las ecuaciones del modelo son: balance de momento, conservacion de masa,
conservacion de las fases del agua (liquido y vapor) y temperatura potencial. La
ecuacion de balance de momento describe las fuerzas que actian sobre el fluido
y el movimiento consecuencia de las mismas. Los desplazamientos de la parce-
la estdn gobernados por el gradiente de presion y por los cambios de densidad
(variaciones en el contenido de vapor-aire o de la temperatura en la parcela) que
facilitan los movimientos verticales. Las ecuaciones que describen el comporta-
miento del agua en sus dos fases estan fundamentadas en que existe un balance
entre la evaporacion y la condensacion. Donde la razon de vapor que alcanza las
condiciones de saturacion se transforma en agua de lluvia, que puede permanecer
asi o evaporarse, dependiendo de las condiciones ambientales. Como consecuen-
cia del trabajo realizado en un proceso adiabético por la parcela, la energia interna
cambia y también su temperatura. La temperatura potencial es una definicién ma-
temadtica que considera estas causas de cambio. Adicionalmente, el modelo utiliza
una definicién que considera un balance entre la temperatura potencial y el calor

latente.

1.3. Derivacion del modelo

La derivacion del modelo esta sustentada en el formalismo lagrangiano de la
dindmica de fluidos. En este formalismo el movimiento del fluido se describe tras
conocer las trayectorias de una parcela cuyo movimiento es consecuencia de las
fuerzas que actian sobre el fluido. El modelo describe una parcela de la atmdsfe-

ra terrestre cuyos movimientos verticales se deben a variaciones en la densidad

IEl autor no encontré una palabra en espafiol con el mismo significado que tiene el término
bulk, utilizado para describir este tipo de descripciones en inglés.
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por cambios de fase, cambios en la temperatura potencial y el propio peso de la

parcela (fuerza de flotacion).

La parcela descrita es heterogénea, compuesta de aire seco, vapor de agua y agua
de lluvia, no se describe el agua solida (cristales de hielo, granizo, graupel) pues
la microfisica es compleja y sale de las intenciones de este modelo minimo, que
busca tener la menor cantidad de variables que describan la fisica detrds del tema
de estudio. La descripcion de las particulas de hielo necesariamente debe hacerse
detallada pues, a diferencia de las gotas, se forman distintos tipos de hielo a dis-
tintas temperaturas y condiciones de sobresaturacion. Ademads, al agregar hielo es
necesario incorporar al modelo una descripcion de la interaccion gotita-hielo, que
no se resumen en colisién y coalescencia (como en el caso de la lluvia caliente),

pues el contacto de una gota y un cristal puede formar graupel o granizo.

Dentro de los limites termodindmicos, la parcela es incompresible (horizontal-
mente), y por tanto se utiliza la aproximacioén de Boussinesq, bajo la cual en las
ecuaciones solo se consideran relevantes los términos de densidad acompanados
de la gravedad. Lo anterior reduce considerablemente el nimero de ecuaciones

por resolver e impone algunas restricciones a la dindmica.

1.3.1. Conservacion de la masa

El principio de conservacion de masa del volumen de control (parcela) esta-
blece que la tasa de aumento de la masa en el volumen (V) es igual a la tasa a la
que la masa cruza la frontera del volumen. La parcela es un volumen pequefio,
suficientemente representativo de la atmdsfera terrestre, con masa m y densidad

p. Sustentados en lo anterior, el cambio de masa en la parcela es:

d d _[dp
Em(V,t)—E/Vp(x,t)dV—/VE(x,t)dV (1.2)

Si el campo de velocidades del flujo es i y 7 es un vector normal que apunta hacia

afuera de la frontera, entonces el flujo por unidad de area es:

d
— dV = — u-ndV 1.3
dt/vp /avp“ 7 (1.3)
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Utilizando el teorema de la divergencia se encuentra:

0
{/Lﬁ+vxmﬂdv:0 (1.4)
Vv dt
Para un volumen arbitrario la ecuacién diferencial de conservacidon de masa, tam-

bién conocida como ecuacidn de continuidad es:

ap B
E—kV-(pu)—O (1.5)

1.3.1.1. Aproximacion de Boussinesq para la ecuaciéon de continuidad

Bajo la aproximacion de Boussinesq se propone que la densidad de la parcela
(p) no varia mucho respecto a un valor de referencia (pg) constante. Por tanto la

densidad tanto se puede descomponer como:

p=po+p (x21) (1.6)

p’ es la desviacién del valor de referencia o promedio. Esta aproximacién im-
plica |p’|< po, es decir que las perturbaciones son mucho mds pequefias que el

promedio.

Tras utilizar la regla de la cadena en la ecuacion (1.5) y la descomposicion (1.6),

la ecuacion de continuidad se reescribe:

du dv Jdw , (Odu dv Idw
po [+ + 0 ) +p [+ =+ 5
X y z dx dy 09z

ap’  dp’ dp’ adp"\
+(“ax+vay+waz+a; =0

1.7)

El tercer término de (1.7) implica cambios en la densidad espacial y temporal-
mente proporcionales al segundo término, dado que |p’|< po, estos términos son

despreciables y la ecuacion de continuidad toma su forma final tras la considera-

Ju dv Jdw
Po (8_x+(9_y+8_z>20 (1.8)

cién de Boussinesq :

O, en su forma mas comun:

12



1.3.2. Balance de momento

El formalismo lagrangiano permite encontrar el campo de velocidad y acele-
racion de un fluido a partir de la descripcion del movimiento de una parcela cuyas

trayectorias son consecuencia de las fuerzas que actian sobre el fluido.

1.3.2.1. Campos de velocidad y aceleracion del fluido

Siendo X(x,y,z) un punto material contenido en el fluido, sus trayectorias
X(x,y,z,t) a un tiempo fijo definen el campo de velocidades #(X,¢) del fluido.
Las componentes paralelas al eje coordenado (u,v,w) del campo de velocidades
definen para cualquier valor de t el movimiento en ese instante en todos los pun-

tos del espacio ocupado por el fluido.

El campo de aceleraciones del fluido se obtiene tras derivar respecto al tiempo
u, obteniéndose: . .
%z%:@ﬁ—i—ﬁ-Vﬁ (1.9
d Dt
Las anteriores son notaciones andlogas entre si de la derivada material. Para poder
escribir la ecuacion de balance de momento es necesario conocer las fuerzas que

actdan sobre el fluido.

1.3.2.2. Fuerzas que actian sobre la parcela

De forma general, sobre un medio continuo actian fuerzas superficiales y vo-
lumétricas. En este trabajo solo se consideran fuerzas superficiales que actdan
ortogonalmente a la superficie del volumen de control V, no se consideran es-

fuerzos tangenciales.

Siendo P(X,t) la fuerza ejercida por unidad de édrea (presion) sobre la superfi-

cie de V, la fuerza superficial se escribe:
SV:—/PﬁdA (1.10)
v

El signo de (1.10) se debe a la direccién en que apunta el vector 7. Tras definir

un vector fijo (e) en el espacio, y reescribir (1.10), es posible utilizar el teorema
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de la divergencia y encontrar el esfuerzo superficial :

SV:—/VPdV (1.11)
\%4

La fuerza de cuerpo (By) por unidad de masa en el volumen de control V es:

By = —/ pbdV (1.12)
\%4

Utilizando (1.12), (1.11) y (1.9) podemos escribir el balance entre las fuerzas
que afectan a la parcela y su aceleracion. El balance de momento en su forma

diferencial, para un volumen arbitrario y por unidad de masa, es:

—

Du -
po— = —VP+ pob (1.13)
Dt
Las fuerzas volumétricas estan representadas por b, no se hace un andlisis profun-
do de ellas, sin embargo utilizando los principios de la aproximacion de Boussinesq
se justifica que estas fuerzas pueden ser despreciadas excepto en su componente

vertical, pues la densidad y la gravedad le dan peso al volumen de control (5).

La fuerza vertical se conoce como fuerza de flotacion (b) y representa la accion
de la gravedad en las fluctuaciones de la densidad (6), (13). Estas fluctuaciones
pueden deberse a cambios de presion o temperatura.

- P -

b:_g(_)k (1.14)

P

donde k indica la direccién de la gravedad y p’ es una desviacién del promedio
p. Reescribiendo la ley de gases ideales para los términos de la descomposicion

de p se tiene:

(%’) _ % _ % (1.15)

Donde P representa la presion y T la temperatura, y el superindice ' corresponde
a la desviacién del promedio (con subindice 0). Tras hacer un andlisis de escala
se comprueba que para un gas ideal la contribucién de las perturbaciones de la
presion a la flotabilidad puede ser despreciada si se cumple la condicién Z—§ < %.
El andlisis de escala puede consultarse en (6). La velocidad del sonido de un

fluido ideal isentrépico es ¢ y ug es una escala tipica de velocidad de la parcela.

14



Lo anterior permite aproximar la fuerza de flotabilidad para un gas ideal:

- T'\ -
b~g<To)k (1.16)

1.3.2.3. Derivacion de la fuerza de flotacion

La aproximacion anterior es buena pero insuficiente para las motivaciones del
presente trabajo, pues su validez proviene de considerar un gas ideal compuesto

por una sola sustancia.

Al utilizar la definicién de temperatura potencial virtual liquida (6,,), es posible
reescribir la temperatura de un gas ideal para un sistema heterogéneo (compuesto
por aire seco, vapor de agua y agua liquida) simplemente en proporciones de la

masa total del gas ideal.

Emanuel (6) propone una definicién de temperatura potencial virtual de agua
liquida (6,).

r r x-1 P\ Y - r
(1) (- ) - 2) Tl
1+ ¢ €+ qr q: (cpa +qicpy)T

(1.17)

La ecuacion (1.17) representa la temperatura que tendria una parcela que expe-
rimenta cambios en el volumen durante procesos adiabaticos y cambios de fase
liquido-gas. La masa total de esta parcela es la suma de las proporciones de vapor

de agua y agua liquida.

La temperatura potencial virtual (6,) se define:

Po\Zx
6,=7,(%) (1.18)
T, es la temperatura virtual
T
I, =——F—7— 1.19
Ry Cpd T qi Cpy Cpd T qiCpy
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I, con el subindice r para lluvia, v para vapor y

q es larazon de mezcla en gkg™
t para total. Las constantes de los gases para vapor y aire seco son R, y R; res-
pectivamente. La presion de vapor y la ambiental son e y p respectivamente. El
calor especifico es ¢, con subindice v para el vapor y d para el aire seco. El calor

latente es Z.

Para linealizar 6,, es preciso notar que % < 1, por tanto los términos que po-
seen este cociente pueden ser despreciados; ademds 1+ ¢, ~ 1, entonces (1.17)

se reduce a :

~Z
O ~ 6,(1 — g,) exp ( CPdV;{’) (1.20)

Expandiendo 6, en series de Taylor al rededor del O se obtiene:

e ge(l—eg)

6,~0+0—-(1—-€)~0+6——- 1.21
)~ 0+ P( £) + Pe (1.21)

ge 1—-¢
- &= —— 1.22
qv P Yy & P ( )

Utilizando las igualdades (1.22) se reescribe (1.21):
6,~0+0q,& (1.23)

Para evitar la multiplicacion de funciones y linealizar, se define 6 del segundo

término de (1.23) como una temperatura de referencia 6.

Expandiendo de forma similar el término exponencial de (1.20):

_92/ r DZ) r
exp( g ) ~(1-22y~(1-g)) (1.24)
Con base en lo anterior la aproximacion de 6, es :
GrVQQV(I_Qr) =0+ 6pqv€ — 6o g, (1.25)

Tras hacer estas simplificaciones la forma de la fuerza de flotacion propuesta en

el modelo es:

Y
b g <9—0 +qveo —q,> (1.26)
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Considerando que 0 y g, pueden ser descompuestas en su estado base y una
perturbacién se encuentra la forma més sencilla de (1.26). Tras considerar la su-
posicién de Boussinesgq, las perturbaciones (indicadas con una virgulilla) solo son
funcion de la coordenada vertical. g, no es descompuesto, pues su estado base es

ausencia de lluvia. Entonces:

0—0(z)

b~kg %

+(qv— g (Z>)80 —dqr (1.27)
Esta aproximacion de la fuerza de flotacion, la adimensionalizacion completa y el
célculo de la escala de 6, fueron descritos por primera vez en el trabajo de Majda

y Xing (11), y pueden consultarse en su apéndice.

1.3.2.4. Ecuacion de balance de momento

Las definiciones y simplificaciones anteriores permiten escribir la ecuacion

de balance de momento (1.13) en su forma final:

0—6(z)
6o

Dii X
N = Vo +kg[

Dt +(gv—4v(2)) &0 — qr] (1.28)

donde por practicidad se define ¢ = (%).
En la ecuacién 1.28 de balance de momento es importante recalcar que la par-
cela se mueve por el fluido (atmosfera) debido al gradiente de presion; ademas su

aceleracion disminuye si ocurre condensacion y aumenta con la evaporacion.

1.3.3. Temperatura Potencial

La temperatura potencial (6) es la temperatura que tendria un gas ideal si
fuera expandido o comprimido adiabaticamente entre dos niveles de presion. Su
utilidad radica en que es un invariante en procesos adiabaticos secos. Por tanto es
una buena indicadora de la temperatura real de la parcela, pues una parcela con
movimientos verticales en procesos adiabaticos no intercambia calor con su en-
torno, pero su energia interna cambia (por el trabajo de expansion o compresion
realizado) y su temperatura también. Al indicar la temperatura real de la parce-
la, 6 se puede usar como trazador de la parcela, pues si la escala del proceso se

puede considerar adiabdtica, la parcela se mueve en superficies de temperatura
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potencial constante (16).

Matematicamente 6 se expresa:
Ry

o= T(%)CP (1.29)

Py es una presion de referencia, P la presion final, 7' la temperatura del aire, R,
la constante del aire seco y cp la capacidad calorifica a presion constante del aire

seco. Siguiendo la derivacién de Bannon (2) :

R R
m=InT+-2y—"4np (1.30)
cp cp

y diferenciando la ecuacién anterior:
cpdIn@® =cpdInT — Ryd InP (1.31)

Ademas para procesos reversibles el cambio de entropia especifica es:

=cp— —R— 1.32
ds cp ( 3 )

Utilizando estas dos ultimas ecuaciones es posible escribir:
dS=cpdIn0@ =cpln O (1.33)

La entropia especifica estd dada por el logaritmo de la temperatura potencial, con-

servada durante procesos adiabaticos.

Con base en lo anterior y utilizando la definicion de entropia se llega a:

pcrD6 QO

— 1.34
0 Dt T ( )

donde Q es la produccion de calor por unidad de volumen. En este modelo Q
se reduce al calor latente (.%) de las transiciones de fase, condensacién (C) y
evaporacion (E).

Q=p(ZXC—-ZLE) (1.35)
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Los signos en (1.35) se deben a que la evaporacion utiliza calor del sistema, de

forma opuesta la condensacion.

Utilizando el teorema de transporte y la relacién (1.35) la ecuacién que describe
espacial y temporalmente la temperatura potencial es:

D6 <

—=—(C—-E 1.36

Dt cp ( ) ( )
La ecuacion (1.36) establece que los cambios en la temperatura potencial de la
parcela se deben tnicamente al calor latente liberado durante los cambios de fa-
se. La energia de los cambios de fase se conserva en procesos adiabdticos. La
temperatura potencial aumenta con la condensacion y aporta energia para que la
parcela se desplace hacia capas mads frias y altas, donde ocurre condensacién y
posiblemente precipitacion. Cuando 6 disminuye es debido a la evaporacion, que

requiere calor del sistema, posiblemente inhibiendo el ascenso vertical.

1.3.4. Conservacion del agua

Esta seccion describe la conservacion del agua liquida y el vapor en el sis-
tema, considerando que en cuanto existen condiciones de saturacion el vapor se
convierte en agua liquida. Las condiciones para los cambios de fase se resuelven

por medio de cerraduras explicadas al final de la seccion.

1.3.4.1. Conservacion del agua liquida

En el presente modelo la razén de mezcla (g,) del agua liquida se entiende
solo como agua de lluvia, no hay agua de nube. Lo anterior implica que en cuan-
to el vapor de agua se condensa comienza a precipitar a una velocidad de caida.
Por practicidad en el modelo se utiliza la velocidad terminal de lluvia (V7,). La
diferencia entre la velocidad de caida y la terminal radica en que la segunda sélo
es valida en el punto en el cual la suma de las fuerzas de flotacion y de arrastre
de una gota son iguales a la suma de fuerzas que la mantiene suspendida. En el
punto de validez de la velocidad terminal, la aceleracion en nula (pues las fuerzas

estan en equilibrio) y la velocidad constante.

El teorema de transporte establece que es posible escribir cualquier funcién de
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X y t para un volumen arbitrario en funcién de la derivada material (4). Con base

en lo anterior la ecuacién para el agua de lluvia es:

Dgr ., 94
Dt 9z

=C-E (1.37)

La proporcion de agua de lluvia en la parcela crece con la condensacion (C),
disminuye con la evaporacion (E) y con la precipitacion (%—qz’)
1.3.4.2. Conservacion del vapor de agua

En el presente desarrollo se denomina vapor al agua en fase gas.

De forma anéloga a la derivacion de (1.37) se tiene para el vapor:

Dgqy
Dt

=—-C+E (1.38)

El vapor decrece por la condensacién y aumenta por la evaporacion.

1.3.4.3. Parametrizacion de los cambios de fase

Independientemente de la resolucién del modelo, existen procesos fisicos y
escalas de movimiento que no pueden ser representadas. Estos procesos son pa-
rametrizados. En la parametrizacion se consideran los efectos del proceso fisico
pero no se describen a fondo las causas fisicas relacionadas. Un ejemplo en este
trabajo son las parametrizaciones de la condensacion y evaporacion. Resolver las
ecuaciones apropiadas requeriria trabajar en escalas milimétricas y la resolucion
del dominio computacional es en escala kilométrica. El calor liberado durante la
condensacion es fuente de energia para la atmosfera. Su relevancia hace que sus
consecuencias no puedan ser omitidas, pero su profunda descripcion puede ser

evitada.

De forma general en modelos minimos la forma de evitar la descripcion microfisi-
ca de las nubes y los cambios de fase asociados es utilizando cerraduras. En el
presente trabajo se utilizan las cerraduras para la evaporacion (E) y para la con-
densacion (C) usadas por Hernandez-Duenas et al. (8) que a su vez estin basadas
en el trabajo de Majda et al. (12).

+
E= Te_lq;1 (qv _CIvs<Z)> qr (1.39)
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=5 (0 —anld) (140

La notacién () representa la parte positiva de ambas cerraduras, gy es la razén
1
» Te Y Tc

son escalas temporales para la evaporacion y la condensacion respectivamente,

del vapor saturado, ¢g* una escala de referencia con valor de 10gkg™

andlogas a constantes quimicas y a los nimeros de Damkohler de combustion
asociados. Los nimeros de Damkohler son nimeros adimensionales que relacio-

nan la velocidad de una reaccion con la velocidad en que se transporta la masa.

Figura 1.4: Perfil vertical de vapor propuesto. La linea azul representa el perfil
propuesto para el vapor saturado y la curva roja el perfil inicial de vapor de la
parcela.

Para la computacion del modelo se propone un perfil vertical de saturacion, co-
mo el que se muestra en la figura 1.4. El perfil fue obtenido a partir de modificar
la ecuacién de Claussius-Clapeyron e integrarla verticalmente, expandiéndola en
series de Taylor y asumiendo que la presion y la temperatura sélo son funciones
de la altura. La condensacién se da cuando la parcela (curva roja) toca el perfil
propuesto (curva azul). El modelo no permite la sobresaturacion y a toda altura

el perfil de la parcela se encuentra subsaturado respecto al perfil atmosférico.
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Descripcion de los nucleos de

condensacion de nube en el modelo

2.1. Ecuacion para la capa de niicleos de condensa-

cion de nube

El teorema del transporte permite escribir cualquier funcién de la posicion
y el tiempo en términos de la derivada material (4). Utilizando este resultado,
siendo ¢, la concentracion de NCN y Vr. su velocidad terminal:

Dg. 0

B 8—Z(chTc) =0 (2.41)

La ecuacion (2.41) describe espacial y temporalmente los NCN, que pueden ser
removidos de la atmoésfera de forma seca y humeda. La deposicion himeda se
da cuando un aerosol forma parte de una gota de agua o es barrida por una gota
cayendo. Por el contrario la deposicion seca se da cuando el aerosol no es trans-
portada por lluvia. Por tanto cuando los NCN son removidos de forma humeda
caen a la velocidad de la lluvia y cuando caen de forma seca con su propia velo-

cidad de caida, en funcién solo de su radio (ry).

Bajo la misma justificacion explicada para el agua de lluvia, la velocidad de caida

de los NCN es reemplazada por su velocidad terminal (Vr.):
Vie =Vrea+ 72 [V~ Vi (242)

donde Vr.4 representa la velocidad terminal de un NCN en funcién de su radio
original antes de absorber agua, V, es la velocidad de la lluvia (Sms™!), ¢* es

un estado de referencia (10gkg~"). Cuando no hay lluvia (g, = 0) la particula
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es removida a una velocidad terminal que solo depende de su tamafo inicial,

mientras que en presencia de lluvia el segundo término de (2.42) es relevante.

Figura 2.5: La velocidad del NCN aumenta conforme incrementa el tamario de
la gota en que se encuentra. Cuando ésta alcanza el tamarno para precipitar
(qr = 10gkg™ ") cae a la velocidad de la lluvia (5 ms™").

2.2. Parametrizacion del rol de los nucleos de con-
densacion de nube en la formacion de agua de

lluvia

Retomando la ecuacion (1.40) de la condensacion se propone parametrizar el

efecto de los NCN a través de la escala temporal 7.. Tal que :

1 2
)
7. ! =1, exp ( ' ) (2.43)

C

donde ¢, representa la concentraciéon de NCN, 7 un pardmetro de sensibilidad a
la concentracién y Ty una escala temporal de referencia. Los valores grandes de
T. !'se dan para los NCN que son eficientes en producir agua liquida (figura 2.6).
Lo anterior se debe a que a valores mayores de 7. ! la velocidad de relajamien-
to de la condensacion disminuye. De forma contraria, los NCN poco eficientes
aumentan el tiempo en que se da la condensacion. El parametro 7, ! puede inter-
pretarse de manera similar a un nimero adimensional de Damkohler, en el cual

se compara la velocidad de una reaccién quimica con la velocidad de transporte
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Figura 2.6: Efecto de la cantidad de NCN en la escala temporal de la condensa-
cion. La eficiencia de los NCN estd definida por la velocidad en que promueven la
formacion de agua liquida. La abundancia de NCN estd en unidades arbitrarias.

de la masa. En la figura 2.6 se muestra que ambos tipos de NCN promueven la
activacion y crecimiento de las gotitas, pero existe una diferencia en la eficiencia
de conversion y crecimiento. La baja o alta concentracion de ambos perjudica la
formacion de lluvia. Por el contrario, la precipitacion es favorecida cuando las
concentraciones son suficientes ( g, ~ 0.5) para promover la precipitacion, pero
no para alterar la concentracion de gotas. Los valores de ¥ son 0.4 y 0.3 y los
de 7, 0.45 y 0.15 para los NCN poco eficientes y los eficientes, respectivamente.
Estos fueron encontrados buscando que los NCN eficientes fueran tres veces mas

eficientes.

Como se explico en secciones anteriores, la formacién de gotitas depende de la
humedad ambiental, del tamaiio y de la identidad quimica del NCN; por tanto los
NCN eficientes podrian interpretarse como NCN con gran afinidad por el agua
(hidrofilicos) o NCN con radios grandes, que requieran valores muy bajos de
sobresaturacion para activarse y que una vez activados colectan muchas gotas y
crecen rapido. En contraparte, los NCN poco eficientes podrian ser interpretados
como NCN con baja afinidad por el agua (hidrofébicos), los cuales forman gotas
muy pequefias y disminuyen la eficiencia de los procesos de colision y coalescen-

cia, por tanto favorece en menor medida el desarrollo de gotas de precipitacion.

24



Esquema numérico

El esquema numérico propuesto en este estudio estd basado en el trabajo
de Hernandez-Duenas et al. (8). Este consiste en una descomposicién seudo-
espectral en la direccion horizontal y diferencias finitas centradas de segundo or-
den en una malla escalonada en la direccion vertical. El modelo de auto-conversion
rapida estd integrado en el tiempo con un esquema Runge-Kutta de tercer orden.

Este esquema ha mostrado ser estable para flujos turbulentos.

La condicién seudo-espectral del esquema proviene del hecho de que la trans-
formada de Fourier es utilizada para aproximar las derivadas con multiplicacio-
nes, aprovechando las condiciones (horizontales) periddicas del dominio. En esta
seccion se describe brevemente el error debido a esto (aliasing), el software utili-
zado para realizar la transformada discreta, seguido de la descripciéon del método
Runge-Kutta para la integracién temporal y el error de truncamiento asociado.
Finalmente se muestra el esquema completo, discretizado, adimensionalizado e

incompresible.

El modelo fue programado en Fortran y compilado en ifort, la paqueteria FFTW

aunque esta escrita en C, es ejecutable en Fortran.

3.1. Transformada discreta de Fourier

En las coordenadas horizontales se utilizan condiciones periddicas en el do-
minio computacional, para esto se utiliza la transformada discreta de Fourier
(dft), ya que al tener una funcién a(x) periédica en [0,L] donde L es la longi-

tud del dominio, ésta puede ser descompuesta en una suma de senos y cosenos:

i271:kx)

a(x) =Y apel"T (3.44)
k
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donde ¢'* es la formula de Euler para senos y cosenos y ay los coeficientes de

Fourier, los cuales tienen la forma:
1 L —i2wkx
ax =~ / a(x)e =T dx (3.45)
L Jo

Habiendo N puntos en L y considerando la periodicidad de a(x) en L(ay = agp),

ay se aproxima con sumas de Riemann:

a~ Y Gl (3.46)

Utilizando las definiciones : Ax = ]%, s Xj = jl%, (nodos de Fourier) se reescribe

(3.46) como:
N—1

.1
ar~— Y ajfuj (3.47)
N =
J
—i2nkj
= (=% ") es la matriz discreta de Fourier, la cual permite realizar la trans-

formacion deseada entre el espacio fisico y el espacio de Fourier.

3.1.1. Error de aliasing

El esquema se denomina seudoespectral debido a términos no lineales (con-
voluciones) no resueltos en el espacio de Fourier, sino en el espacio fisico. Una
multiplicacion en el espacio fisico es andlogo a realizar una convolucién en el
espacio de Fourier. La convolucion es computacionalmente cara. Una estrategia
para evitarla es utilizar la transformada discreta de Fourier para ir al espacio fisi-
co y luego regresar al espacio de Fourier. Sin embargo esto agrega frecuencias
espurias a la solucion. Lo anterior es conocido como error de aliasing. Por tanto
el error de aliasing se debe a la evaluacién de la suma de una convolucion utili-
zando la transformada de Fourier. Se ha demostrado que el error de aliasing es

asintoticamente del mismo orden que el error de truncamiento (3).
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Tomando dos series discretas de Fourier u; y v;

¥
2 .
uj = lpe™i j=0,1,...,N-1 (3.48a)
k==%
¥
2 .
vi= Y e (3.48b)
N

El producto s de las series (3.48) es:
Sji=Ujvj ; jZO,l,...,N—l

Los coeficientes de Fourier discreta de s son:

1 N—1 )
Si==Y sje”®i ; k=-N/2,... N2 (3.49)
N =
J_
donde los nodos de Fourier son x; = %

Utilizando la ortogonalidad de las transformadas (3.48), (3.49) toma la forma:

Sk="Y, dmbpt+ Y, dmby (3.50)
m+n=k m+n=k+N
El primer término es la definicién de convolucidn, mientras que el segundo es el

error de aliasing.

3.1.2. Eliminacion del error de aliasing

Una técnica comiin para reducir el error de aliasing es la regla de 3/2, que
consiste en redefinir la malla original en el espacio fisico por un factor M > %N
en todas las direcciones y evaluar las multiplicaciones no lineales en esta malla

mds fina y al final regresar la solucién al espacio de Fourier.

La solucion derivada a continuacidén se basa en el texto de Canuto et al. (3).

Partiendo de que se tienen M puntos en lugar de N, se define y; = % como los
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nuevos nodos de Fourier. Se obtiene i, v, § como los valores de u,v,s en y;.

M/2-1 .
i= Y ™ j=0,1,...M-1 (3.51a)
k=—M/2
M/2—1 .
p= Y Ve (3.51b)
k=—M/2
S=ujv; (3.52)
donde
i |k|<N/2

<
Il

0 en cualquier otro caso

Los coeficientes ii son los coeficientes # adicionando ceros para las frecuencias

espurias. La serie § ahora es de la forma:

1 M—1 )
§=—Y 5™ k=M/2,... M/2-1 (3.53)
M
j=0
§= Y dimVat Y, limVy (3.54)
m-+n=k m+n=k+N

El interés inicamente radica en § de |k|< N/2 y bajo la condicién de M el segun-
do término, debido al aliasing, es cero para estas k. Con esta eleccion de M se

obtienen los coeficientes sin error debido al aliasing:

§=5§ ; k=-N/2,....N/2—1 (3.55)

3.1.3. FFTW

Para realizar la transformada discreta de Fourier (fft) se utiliz6 el paquete
FFTW (Fastest Fourier Transform in the West), el cual es una coleccién de su-
brutinas ejecutables en Fortran, escritas en C que permite calcular trasformadas

discretas de Fourier (7).

FFTW utiliza una definicién no normalizada de (3.47). La normalizacion se evi-

ta al realizar primero el cédlculo de "FFTW-forward” y posteriormente "FFTW-
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bakward”(d ft inversa), definidos como:

N—1 i

(FFTW forward) a; = Z aje( ) (3.56)
=0
N1 i2nkj

(FFTW backward) a; = Z aje( V) (3.57)
j=0

Por lo tanto aplicando (3.56) y posteriormente (3.57) multiplica por el nimero
de puntos (V) a los datos, obteniendo el arreglo original escalado por N. Para los

casos en que no se realicen ambos cédlculos es necesario dividir el resultado por N.

FFTW posee distintas subrutinas para los casos en que se introduce un arreglo
real y se obtiene uno complejo (r2c), o a la inversa (c2r) o si se introduce uno real
y se obtiene un arreglo real (r2r) o andlogamente con uno complejo (c2c). La idea
central es que para cada caso existe una subrutina éptima, pues como se mostrara

a continuacion los cdlculos y la forma de almacenar los resultados es distinta.

Para calcular la transformada de un arreglo real a uno complejo (r2c) se utili-
za (3.56). El arreglo a;, de (3.56) posee simetria en el sentido a; = ay_; y ademds
ay, es periodico (ay = agp), debido a esta simetria la mitad del arreglo a es redun-
dante, por lo tanto la transformada solo es calculada y es almacenada hasta %], el
resto de las entradas son el complejo conjugado de las calculadas. Los datos se

almacenan en la siguiente secuencia:

YO, M1, 72y -5 Trj2y lng 1) /215 - -5 125 11
donde ry representa la parte real del k-esimo elemento del archivo de salida e iy la
parte imaginaria. Es importante notar que en k = 0 y k = n/2 la parte imaginaria
es cero y por tanto no se almacena. En el célculo de la transformada de un arreglo
(c2r) se utiliza (3.57) del arreglo complejo a; calculado en (r2c) (o un arreglo
de datos guardados en el mismo formato), lo cual da como resultado un arreglo

puramente real.

FFTW crea un plan 6ptimo dependiendo del sistema operativo y nimero de pro-
cesadores para cada caso en que se ejecuta. Es posible escoger el rigor, tiempo de

computo o imponer restricciones a cada plan, lo anterior se hace mediante el uso
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de banderas. Las mas utilizadas son "FFTW_MEASURE” y "FFTW _PATIENT”;
la primera es la opcién automadtica del programa y crea un plan 6ptimo tras cal-
cular varias ffts y calcular su tiempo de ejecuciéon. FFTW_PATIENT realiza lo
mismo que el anterior pero considera un mayor numero de algoritmos, lo cual
normalmente resulta en un mejor plan, sobre todo para arreglos grandes, con la
Unica desventaja de requerir un mayor tiempo de cOmputo para crear el archi-
vo ejecutable (7). Una vez que se encuentra la mejor rutina, el programa ejecuta
FFTW _PATIENT de manera 6ptima. Lo cual lo hace preferible en simulaciones

largas.

3.2. Runge-Kutta de orden 3

La integracién temporal del modelo estd realizada con un esquema Runge-

Kutta de tercer orden, a partir de un esquema Euler progresivo:
d"M =d"+ f(a",1,) At

El esquema es como sigue:

A =+ /(@) (3.58)
2A
s R Tt Fla™h) (3.59)
Atf(a") 3Atf(a"t3
at=d"+ tf4(a)+ tfia ) (3.60)

(3.58) y (3.59) representan pasos de prondstico, los cuales hacen mas preciso el
método, mientras que (3.60) es el paso final utilizado para los demads célculos.
El paso de integracion temporal (Ar) debe ser menor que la frecuencia de Brunt-
Viisild, para poder resolver la conveccion y ondas gravitacionales, ademéas debe
de cumplir con el criterio de Courant-Friederichs-Levy para ser un esquema es-
table.

3.2.1. Error de truncamiento

El error de truncamiento se debe a aproximar una derivada con series de Tay-

lor y no conservar todos los términos de la misma. La expansion en series de
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Taylor del esquema se puede consultar en el apéndice A. Para encontrar este
error sustituimos una solucién “exacta” (eq.6.89) en el esquema numérico pro-

puesto (eq.6.86).

_n
an+1 a

1 3 _ 3 1 /1 £3 2 gl ol /\3
o g ey =N [ﬂ(f P+ 11+ (1))

_%(fzf/f//> _%(H,fm) _%<f3f,,>]
(3.61)

El error de truncamiento es de tercer orden O(Ar?).

3.3. Esquema numérico incompresible

En esta seccidn se muestra la forma final que toma el esquema numérico, listo
para resolverse numéricamente. Bajo el esquema de incompresibilidad es nece-
sario que todas las ecuaciones cumplan la ecuacién de continuidad (condicién de
incompresibilidad) antes de ser programadas. Para encontrar el esquema incom-
presible es necesario eliminar momentdneamente la hidrodindmica y la ecuacion

de continuidad.

3.3.1. Esquema numérico incompresible

Las tres componentes de la ecuacion de momento (1.13) pueden desplegarse:

d
a—btl = —Ully — Vity — Wit; — O, P (3.62a)
d
8—‘; = —uvy — ity — wv; — oyP (3.62b)
d
a_V: — —uwy —vwy —ww, +gb— P (3.62¢)

Los subindices representan diferenciacion respecto a esa variable (i.e. uu, = u%).
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Las ecuaciones (3.62) son de la forma:

du

E :fl (M,V,W,G) (3638')
% = f2(uav7w79> (363b)
%—v: = f3(u,v,w,0)+gb (3.63¢)

En la direccién horizontal se consideran condiciones periddicas, sea entonces el

simbolo ~ la transformada de Fourier horizontal.

i = ity (2) iy () 2) — 2 ) (3.64

Con base en lo anterior las ecuaciones (3.63) toman la forma:

L) = i) &) — ity @)(2) - L0 (3.65)
516) = ikl (2) — ik (W) )~ L0 g (3.65b)
iv/v\(z) = —iky(uw)(z) — iky(vW)(2) — d(iw) (z) +gb (3.65¢)

dt dz

La integracion temporal se realiza mediante el método de Runge-Kutta de orden 3
explicado en secciones anteriores, sin embargo aun falta discretizar verticalmente
las ecuaciones (3.65). Para esto se utiliza una aproximacion de diferencias centra-
das de segundo orden en una malla escalonada. En la figura (3.7) se muestra una
malla escalonada, donde los valores de la componente w estan desfasados en la
vertical respecto a las demds variables del modelo. Lo anterior reduce la matriz a
invertir de penta-diagonal a tri-diagonal. Ademas se puede observar que hay una

celda més para w, dicho de otra forma:

j=jAz 5 j:0—=m
di=jAz 5 (j—1/2):1—=m

La discretizacion de la ec. (3.65) para la componente x es:

J | (wu) ]Z}v—(@) ‘z}”’,l (3.67)
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Figura 3.7: Malla escalonada. La linea gruesa corresponde al nivel de w, mien-
tras que la linea tenue al de u,v, 6,, P, q,, q;.

Los términos de la discretizacion vertical anterior son:

—

— Ujry+uj

)y =w;(<5—) (3.682)
— u~ﬁ-_1
(wit) v ZWJ(—J 5 ) (3.68b)

Por lo tanto (3.67) es:

d Wj <@) —Wj (@) (3.69)
' Az

La discretizacion es andloga para las demaés variables que se encuentran al mismo

nivel que u en la malla (v, 6,, P, ¢y, qr).

La discretizacion de la componente w de (3.65) es:

-5 -5 Wir1tw; 2 witwj_ 2
d D=, () ()T

— ~ S

En cada paso de la integracién temporal con Runge-Kutta hay un u* (x =n+1/3,

n—+2/3, n+ 1) pero ninguno es incompresible, entonces para que lo sean se con-
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sidera el gradiente de presion y la ecuacion de continuidad. P estd en el mismo

nivel que u en la malla.

n+1 n

= % = —ikeP
= W =l — ik P | Ar (3.71)
De forma anédloga para v y w se tiene:
VIl = ik P |ox At (3.72a)
<ﬁ|zu —1/5|Z'4>At
LY N s (3.72b)

Az

Las ecuaciones (3.71) y (3.72) permiten escribir una presion en cada z? que cum-

pla con las condiciones de incompresibilidad, es decir con la ecuacién de conti-

nuidad.
0=V-i
Wn+wl . Wnt}l
0 = ikl 4 iky i+ (3.73)
* *

Az
Sustituyendo (3.71) y (3.72) en (3.73):

0 = ik, <u _ ik, AP |Z7> + ik, (v

I R P ~ (3.74)
R T D

Az

— ik APl ) +

Es importante notar que (3.74) estd en el nivel de u, es decir j : 1 — m.
Definiendo el nimero de onda horizontal como k% =k2+ k% y reduciendo térmi-

nos, (3.74) se reescribe:

wh—w - At 7~
A oA J -1 2
0 = ik, + ikyV, + Tf + ky At P — AZ (Pzz;+ )

Utilizando las condiciones de frontera Py = P; ; P41 = P, la ecuacién de con-

— 2P+ 127,71) (3.75)

tinuidad para j =2,...,m—1es:

n n

D 212 D 5) ) o, Wi T W1
AtPj_H — (2 + Az kh)AtPj + AtPj_l = ik,u, + lky\/L,< + A— (3.76)
v4
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Para j = 1 se cumple que Py = Pj, en superficie wop = 0 y en el nivel m w,, =0
por lo tanto (3.75) para este nivel es:

n

APy — (1 — ARR)AP, + APy = ikl + ik, + % (3.77)
De forma andloga para el nivel j = m:
—~ ~ wh
—(1 — AL ALPy, 4 AtP,, | = ikl + ikyV) — Z; (3.78)

El conjunto de ecuaciones (3.76),(3.77),(3.78) da las condiciones de incompresi-

bilidad para todos los puntos j : 1 — m de la malla.

En lenguaje matricial lo anterior es :

_—(I—Azzk,%) 1 1T P, i
1 —(2+A2i3) 1 : P,
1 —(2+A7k) 1 P =
.. 1 ﬁm—l
i 1 —(1-A2)| | P |

ikyuy + ikyvy + %
ikt + iky\//\z + WZA_ZW]

. ~ . A~ Wiy
ikl + iV — =3

3.3.2. Meétodo de Thomas para matrices tri-diagonales

Para resolver el sistema anterior de ecuaciones para la presion se utiliza el
método de Thomas, el cual es ampliamente utilizado para matrices tridiagonales.
Estd basado en una factorizacion LU (Lower-Upper). Véase (Lee)

Suponiendo un sistema matricial de la forma Mx = r que puede ser reescrito co-
mo LUx = r, donde L es una matriz triangular inferior y U una matriz triangular
superior. El sistema tiene solucion al resolver Lp = r para p y Ux = p para x,
donde p contiene informacion de r y de dos de las diagonales de M. Por ende el
método consiste en dos pasos: uno descendente en que se descompone la matriz
M en Ly U y se resuelve para p y otro ascendente en que se resuelve la ecuacion

Ux = p para x.
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En el método de Thomas la diagonal inferior de M se convierte en ceros, la dia-
gonal principal en unos y la diagonal superior es reescrita en funcién de un factor
Y que incluye la informacién de las tres diagonales y p, de tal forma que las

ecuaciones a resolver sélo estidn en funcién de vy p.

3.3.3. Adimensionalizacion de las ecuaciones

Antes de programar el modelo es necesario adimensionalizar el sistema de
ecuaciones. La ecuacion de continuidad no serd adimensionalizada pues no es
utilizada explicitamente en el cddigo, sino que estd incluida en el sistema de

ecuaciones incompresibles derivado en secciones anteriores.

3.3.3.1. Escalas y variables adimensionales

La escala temporal del sistema es 7' = 15min, la escala espacial L ~ 10km,
por lo tanto la escala de velocidad es U = % ~ 11ms~!. Para encontrar la escala
de ¢ es preciso analizar las unidades:

Pl  Nm® m?

[‘P]:m:mzkg: )

r o,
= ¢() ~ ﬁ ~U
El calor latente escala como .% = 2.5 x 10°Jkg ™!, 1a aceleracién de la gravedad

como g = 9.81 ms—2, el calor especifico ¢, = 103Jkg_1K_1, la razén de mezcla

como g = 10gkg ™! y la escala de la fluctuacion de la temperatura como 6 = 3 K.

Las siguientes definiciones son cantidades adimensionales de las variables del
modelo, el superindice * representa la cantidad adimensional y el subindice O

una escala tipica.

Vr
uw =—;v :—;w*:—;t*:—;(])*:_;\/;:_
uo 1% wo fo oo Uy
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3.3.3.2. Ecuaciones adimensionales

Utilizando las definiciones de la seccion anterior y la regla de la cadena, las

componentes x y y de la ecuacion del momento son:

Vot = —
o TV =T
av* % oF aP*
TR VAR
oy +u v 9y

(3.79)

(3.80)

La componente vertical posee un término extra debido a la fuerza de flotacion, la

cual es de la forma:

b=g 9_9—2)@ +80<QV_q~v(Z)> _Qr}

El primer término de b sin dimensiones es:

2 3K (15 x 60 5)?
U 300K 10%m

=7.946 ~ ¢!

Si se realiza el mismo procedimiento para los términos restantes de b se obtiene

la componente vertical de momento sin dimensiones:

8w* x oF % 8P* _ . .
I +ia-Vw =~ +¢€ 1(9 +&4q, —Clr)

(3.81)

donde el superindice ’ se utiliz6 para recalcar que son fluctuaciones, g, no posee,

pues no hay fluctuaciones en la lluvia, ya que su estado base es ausencia de la

misma.

La temperatura del agua de lluvia es:

/ / A r
o.=0 - =1
Cp
adimensionalmente se expresa:
06, . o 96(2) dq;
r —X . V 9 R _V* Z* r
g Y BT, T o
Donde
92 _ (10gkg™!)(2.5x 10°Jkg™!) 25

)0 (103Jkg 'K~ DY(3K) 3

37

(3.82)



Resultados y discusion

4.1. Condiciones iniciales

El modelo fue iterado con distintas condiciones iniciales de altura y amplitud
(abundancia) de la capa de nudcleos de condensacidn, presencia (o ausencia) de
cizalla ambiental y NCN con distintas eficiencias. En todos los casos el tiempo
final de simulacion fue de 5 horas, en un dominio computacional de 128 km x
128 km x 15 km, con una resolucién de 1 km en la direccién horizontal y 0.15
km en la vertical. Las letras A, B, C, D distinguen entre si los distintos casos.
Cuando la letra de cada caso tiene subindice s se hace referencia a la presencia
de cizalla ambiental (por cizalla en inglés shear) y con subindice p para los casos
con NCN poco eficientes. A representa el caso base, en el cual hay suficientes
NCN para promover la condensacién y no afectar la concentracion de gotas. La
capa de NCN se encuentra centrada a 2km de superficie y el maximo de NCN
en el centro de la capa es 0.5 (en unidades arbitrarias de concentracién). En el
caso B la capa de NCN también se encuentra centrada a 2 km de superficie, pero
en el centro de la capa la concentracion maxima es 1. En los casos C y D se
encuentra centrada a 3km de superficie, con baja (0.5) y alta (1) abundancia de
NCN, respectivamente. Por tanto los casos A y B se encuentran centrados a la
misma altura, pero con diferente abundancia de NCN. De forma similar, en C y
D, sin embargo se encuentran a mayor altura que los anteriores, como se observa
en la figura 4.8. Inicialmente, en todos los casos, la capa de NCN se encuentra
en el centro del dominio (en el plano xy) y tiene un radio de 5 km. Se utilizaron
nucleos de condensacién de nube eficientes (y=0.3 y 7. = 0.15) y poco eficientes
(y=0.4y 1. =0.45). Los NCN eficientes promueven el cambio de fase con una
eficiencia tres veces mayor que los NCN poco eficientes. La cizalla estd dada
por un perfil de un estado base de la velocidad i con un méaximo de 10ms~! a 2

km de superficie. La velocidad inicial del NCN seco es V7, = 10 %ms! (para
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un NCN con radio de ~0.1um,) y la velocidad de la lluvia V7, =5 ms~1 (cuando
gr=10gkg™"). Inicialmente el vapor tiene un estado base subsaturado a todas las
alturas (figura 1.4) y una fuente localizada en el centro del dominio (torre termal)
los primeros seis minutos del modelo. El estado base de 6 es 300 K y no tiene
ninguna fluctuacion inicial. Los valores de las constantes termodindmicas son los
utilizados en la seccion 3.3.3. La velocidad de la lluvia, el perfil de vapor, el perfil
de cizalla, las dimensiones del dominio y la resolucion del modelo corresponden a
los utilizados en los trabajos de Hernandez-Duenas et al. (8) y Majda y Xing (11)
que utilizaron previamente este modelo. La velocidad del NCN seco corresponde
al radio minimo que un NCN debe de tener para activarse, como se describe
en la seccion 1.1.2.1. La torre termal se colocé de 0 a 6 min para facilitar el
ascenso de los NCN, en iteraciones no reportadas del modelo se colocaron 5
torres termales, espaciadas temporalmente por 20 min entre si, pero los NCN eran
retirados rdpidamente de la atmdsfera y se creaban resultados poco realistas para
el agua liquida. Aunque la precipitacion se desarrolla (desde la activacion hasta la
primeras gotas) en alrededor de 40 min o 1 hora, se utilizan 5 horas como tiempo
final de simulacidn para poder observar por mas tiempo el comportamiento de los
NCN.

Figura 4.8: Altura y abundancia iniciales de la capa de niicleos de condensa-
cion de nube para todos los casos. La abundancia de los NCN estd en unidades
arbitrarias.
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4.2. Casos con nucleos de condensacion de nube efi-

cientes

4.2.1. Casos sin cizalla ambiental

Figura 4.9: Primera hora del caso B para el agua de lluvia (izquierda) y los
niicleos de condensacion de nube (derecha). La torre termal inicialmente se en-
cuentra en el centro del dominio y la capa de NCN centrada a 2 km de superficie.
Se muestra este caso en 3-D por ser en el cual se observan mejor el comporta-
miento de ambas cantidades.

La figura 4.9 muestra el comportamiento del agua de lluvia (g,) y los ndcleos
de condensacion de nube en la primera hora del modelo para el caso B. Inicial-
mente los NCN ascienden por la torre termal colocada en el centro del dominio.
Esto propicia una distribucién homogénea de NCN en la columna vertical y pro-

mueve la formacion de agua de lluvia en niveles superiores.

El promedio temporal de las fluctuaciones del agua de lluvia para los cuatro ca-
sos se muestra en la figura 4.10. El caso base (A) muestra tres pulsos en la lluvia,
siendo el tercero el més largo. Cuando los NCN se encuentran cerca de la superfi-
cie y en altas concentraciones (B) la cantidad de lluvia es la mds intensa. También
con mayor cantidad de lluvia respecto al caso base se encuentra el caso C, en que
la concentracion de NCN es baja pero se encuentran en niveles mas altos de la
atmosfera. El tnico caso que muestra una disminucién en la cantidad de lluvia es
D, en el cual los NCN se encuentran en abundancia y en capas altas. Aunque B

y C propician un aumento en la cantidad de lluvia, temporalmente se comportan
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Figura 4.10: Promedio temporal vertical de la fluctuacion del agua de lluvia (q,)
para los cuatro casos. La cantidad de lluvia es mdxima cuando los NCN se en-
cuentran en gran abundancia y bajas alturas (B). La lluvia también es mayor res-
pecto al caso base cuando los NCN se encuentran en niveles altos y en pequeria
abundancia (C). La disminucion en la precipitacion se da cuando los NCN son
abundantes en altas capas (D).

distinto. El caso B muestra un retraso considerable en comenzar la produccion de

agua de lluvia.

En la figura 4.11 se muestra los maximos temporales y la distribucion vertical del
agua de lluvia en los cuatro casos sin cizalla. En el caso base (A) es apreciable
que hay dos eventos de lluvia, el primero mds corto que el segundo. Lo contrario
se observa en el caso B, en que el segundo pulso de lluvia es mayor, ademés de
que en el primer pulso es apreciable un retraso respecto al caso base, sin embar-
go el tercer pulso es mds largo. El caso C presenta un retraso despreciable en el
primer pulso de lluvia. Lo anterior es mas evidente en la figura 4.10. En los casos
A, B, C la lluvia se presenta hasta los 10 km. En el caso D la poca precipitacion
que se forma no toca la superficie. De forma similar a B, en D es apreciable un

retraso en alcanzar el maximo.

La figura 4.12 ilustra el comportamiento de los maximos del vapor de agua a lo
largo de las 5 h del modelo. En el caso base se aprecia que la evaporacion es més
0 menos constante durante las 2 primeras horas, con cortos intervalos de aumen-
to. De manera distinta, al observar los casos B y C es evidente que en ambos hay
una alta evaporacion alrededor de las 1.5 horas. En B el fin del primer periodo
de alta evaporacion (= 1 h) coincide con el inicio del primer pulso de lluvia. El

aumento en la cantidad de vapor alrededor de las 1.5 & coincide con el periodo
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Figura 4.11: Mdximos temporales y comportamiento vertical del agua de lluvia
(qr) en el centro horizontal del dominio. Se puede observar, respecto a los demds
casos, que en D la cantidad de lluvia es menor, ademds de presentarse a una
menor altura. El caso B muestra su mdximo en un segundo pulso y retrasado
respecto a A.

de mayor cantidad de lluvia. El caso C muestra evaporacion considerable en la
primera hora, el maximo de lluvia se encuentra entre los 30-60 primeros minutos.
Alrededor de las 2 & se da una disminucién vertical (= 0-4 km) de lluvia, acom-
pafiada de evaporacion en niveles superiores (~ 4-8 km) entre las 1.5-2 h. En el
caso D se aprecian tres eventos de evaporacion en tiempos y alturas distintas. El
primer periodo ocurre ~ 0-40 min a partir de los dos primeros kilémetros, el se-
gundo episodio ocurre alrededor de la primera hora entre los 0-2 km y el tercer
evento a partir de 1.5 7y a = 2 km. Esta altura coincide con la distancia a la que

se observa la precipitacion (que no toca la superficie).

El comportamiento temporal de los mdximos de la abundancia de NCN se mues-
tra en la figura 4.13. En ella se puede apreciar que en los casos en que la abun-
dancia es poca (A y C) los NCN son removidos en un solo evento. De manera
distinta, cuando hay mayor abundancia de nucleos de condensacion de nube (B y

D) son removidos en tres eventos distintos. En todos los casos los NCN muestran
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Figura 4.12: Mdximos temporales y comportamiento vertical del vapor de agua
(qv) para los cuatro casos en el centro horizontal del dominio. El caso B muestra
durante la primera hora gran evaporacion, y con cuatro pulsos distinguibles. En
los casos By D la evaporacion inicial se da en niveles mds altos.

una migracion hacia niveles més altos en los primeros 30 min. La remocion de
NCN en A (= 0.5-1 k) se da a la par del maximo evento de lluvia. Tras alcanzar
la superficie los NCN propician evaporacion alrededor de los primeros 45 minu-
tos, este evento se extiende hasta ~ 1.5 h y ~ 6km. En B se observa que tras
migrar a capas mds altas, los NCN propician un evento marcado de evaporacion
entre 2-5 km. Posteriormente se ve un incremento (= 1-1.5 &) en su distribucién
vertical, acompafiado del primer pulso de lluvia. Finalmente se observa que a las
1.5 h se da el ultimo evento de deposicion, acompanado del evento que produce
la mayor cantidad de lluvia. El caso C se comporta de forma similar al caso base,
para el momento en que la lluvia aumenta en un segundo pulso ~1 A es posterior
a la remocidén de los NCN. En D se puede apreciar que los NCN rdpidamente se
distribuyen por la atmdsfera. Alrededor de la primera hora se observa una alta
concentracién de NCN desde 0 a 6 kilémetros. Estas altas concentraciones ocu-
rren simultdneamente con el segundo evento de evaporacion, producido desde la

superficie hasta ~ 3km.
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Figura 4.13: Mdximos temporales y comportamiento vertical de los NCN para
los cuatro casos sin cizalla en el centro horizontal del dominio. En los casos de
poca abundancia (A'y C) los NCN son removidos mayoritariamente en un unico
evento. En los casos de mayor abundancia (B y D) son retirados de la atmdésfera
en tres eventos.

4.2.1.1. Conclusiones

Con base en los resultados anteriores se puede concluir que el exceso de NCN
retrasa el inicio de la lluvia, pero con una clara dependencia a la altura inicial de
la capa. En bajos niveles la vigoriza, mientras que en altos la inhibe. Por otra parte
cuando los NCN se encuentran en moderada abundancia y en altas capas favo-
recen la cantidad de lluvia sin retraso considerable. En los casos con moderada
concentracion de NCN, éstos son removidos de la atmodsfera en un unico evento.
El rol de los NCN en los casos de abundancia es mds complejo, pues son redis-
tribuidos en la atmodsfera en tres eventos bien definidos. En B el primer evento de
deposicion estd acompaniado de una lluvia ligera, el segundo evento estd acom-
paiado de una lluvia més fuerte que retira los NCN restantes. El caso B es el
que presenta mayor cantidad de lluvia y de vapor. El retraso en la formacion de
lluvia generado por el exceso de NCN promueve la evaporacion en niveles bajos

y posterior vigorizacién de la lluvia.
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4.2.2. Casos con cizalla ambiental

En la figura 4.14 se muestran los promedios temporales de la cantidad de 1lu-
via para los cuatro casos. Con la presencia de cizalla ambiental la precipitacion
disminuye cuando la capa de NCN se encuentra en niveles altos, independiente-
mente de su abundancia. El caso que produjo la menor cantidad de agua de preci-
pitacion (que no toco la superficie) fue Dy. Cuando la capa de NCN se encuentra
cerca de la superficie y en exceso (B;) no se aprecia disminucion significativa en
la cantidad de lluvia, sin embargo el retraso en alcanzar el maximo de precipita-
cion es evidente. Entre las 3-4 h se observa que B produce ligeramente mayor
precipitacion que Ay. El retraso no se observa cuando los NCN se encuentran en
altos niveles y en baja abundancia (Cy) pero la disminucién en la cantidad es no-

toria.

Figura 4.14: Promedio temporal de las fluctuaciones del agua de lluvia (q,) para
los cuatro casos. La cantidad de lluvia disminuye cuando los NC se encuentran
en capas altas, independientemente de su abundancia. El caso By presenta un
retraso en la formacion de lluvia, pero no afecta su abundancia.

En la figura 4.15 se aprecia el comportamiento temporal de los méximos del agua
de lluvia. El caso base (Ay) presenta precipitacion alta y constante durante la pri-
mera hora del modelo. Esta se concentra entre 2-8 km desde superficie. Se pueden
apreciar dos pulsos fuertes de precipitacion. Tras estos pulsos fuertes (=~1.5 h) la
precipitacion estd localizada en dos regiones, una entre los 7-8 km y otra entre
2-3 km. De manera distinta, cuando la abundancia de NCN es grande y se en-
cuentran en niveles bajos (By) existe un retraso en la primera precipitacion y en
la intensidad de la misma. También el comportamiento vertical del agua de lluvia

se ve alterado. Los pulsos iniciales de precipitacion fuerte que son observados en
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Figura 4.15: Mdximos temporales y comportamiento vertical del agua de lluvia
(qr) en el centro horizontal del dominio para los cuatro casos con cizalla. En
los casos con exceso de NCN (Bg y Dy) es apreciable un retraso temporal en la
formacion de agua de lluvia.

Aj no son apreciables en Bg. A diferencia se observa una distribucion vertical ho-
mogénea durante las dos primeras horas. La diferencia en By es que la actividad
de la capa inferior continua casi hasta ~3.5 h. Este momento coincide con la re-
gi6n mas larga en que B produce (ligeramente) mayor cantidad de agua de lluvia
que A; (figura 4.14). En el caso C; no hay un retraso apreciable en la formacién
de lluvia, sin embargo la cantidad de lluvia es menor. El caso Cy muestra dos pul-
sos de lluvia, el segundo pulso es mucho menos vigoroso respecto al caso base.

El caso Dy presenta la menor cantidad de precipitacion y no toca la superficie.

En la figura 4.16 se puede apreciar para todos los casos con cizalla el comporta-
miento temporal y vertical del vapor de agua. En el caso A el vapor rapidamente
es distribuido en los primeros 10 km. Entre las 0.5-1.5 & hay mucha evaporacion
entre los 2-8 km. Lo anterior coincide con la altura y tiempo en que se da la maxi-
ma lluvia. En el caso By es apreciable que inicialmente el vapor se encuentra a
~1 km. Una vez que el vapor se encuentra distribuido desde la superficies hasta

~10 km es que comienza la lluvia. Cuando los NCN son depositados promueven
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Figura 4.16: Mdximos temporales y comportamiento vertical del vapor de agua
(qv) en el centro horizontal del dominio para los cuatro casos con cizalla.

la evaporacion cerca de la superficie. Este vapor asciende hasta formar agua de
lluvia (=1 h). El caso Cy muestra un comportamiento similar al caso base (Ay),
respecto a la distribucion vertical y temporal del vapor de agua. Sin embargo pro-
duce mucho menos vapor y agua de lluvia. El momento de mayor produccién de
vapor (/1 h) coincide con el momento de mayor produccién de agua de lluvia.
El comportamiento inicial del vapor en Dy es similar al caso By, sin embargo no
presenta el segundo periodo de evaporacion acompanado de agua de lluvia.

La figura 4.17 muestra el comportamiento de los nicleos de condensaciéon de
nube en los cuatro casos con cizalla. En todos los casos se puede apreciar que
inicialmente hay una migracion a niveles mayores. Tras esto, los casos Ay y Cg
muestras un evento corto de deposicion. En By es apreciable que tras la lluvia los
NCN permanecen mayoritariamente cerca de la superficie. Lo anterior no sucede
en los casos Cy y Dy. En ellos se diferencian dos regiones de NCN, una superior
entre 4-6 km y otra inferior de 0-2 km. El retraso en la evaporacion que se presen-
ta en By y Dy ocurre paralelo a la médxima concentracion de NCN entre los 0-4
km 'y 0-6 km, respectivamente. Cuando los NCN alcanzan la superficie (=1 &) en

ambos casos comienza la evaporacion en superficie.
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Figura 4.17: Mdximos temporales y comportamiento vertical de los NCN en el
centro horizontal del dominio para los cuatro casos con cizalla. Los casos con
una capa inicial de NCN alta muestran una region de NCN a ~4-6 km que propi-
cia la evaporacion en niveles altos.

4.2.2.1. Conclusiones

En presencia de cizalla ambiental, el exceso de NCN, sin importar la altura
inicial de la capa, retrasa la formacion de lluvia. Por otra parte la capa de NCN en
niveles altos, sin importar la abundancia, produce menor cantidad de lluvia que

el caso base.

Cuando los NCN estdn en capas altas (C; y Dy), sin importar su abundancia,
tienden a formar dos regiones de NCN, una cerca de la superficie y otra entre
4-6 km. Lo anterior propicia que tanto la cantidad de vapor como de lluvia dis-
minuyan. La formacién de la capa superior de NCN promueve la evaporacién en

niveles altos, en donde ya no ocurre condensacion.

En el caso en que los NCN se encuentran cerca de la superficie y en abundan-
cia (By), tras la deposicion los nucleos permanecen entre los primeros 2 km de
la atmdsfera y promueven la evaporacion en niveles bajos. Este vapor asciende y

una vez que se encuentra distribuido en toda la columna atmosférica es que co-
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mienza la precipitacion. Por tanto la evaporacion en niveles inferiores es afectada
por los NCN. Una vez que son depositados promueven la evaporacion cerca de la

superficie y facilitan el ascenso a niveles donde ocurre condensacion.

4.3. Casos con niicleos de condensacion de nube po-

co eficientes

Los nicleos de condensacion de nube poco eficientes propician la formacion
de agua de lluvia con una eficiencia tres veces menor que los NCN eficientes
utilizados en la seccion anterior. Esto es apreciable en la figura 2.6. La eficiencia
se traduce en la velocidad en que condensan el vapor, es decir en la velocidad en

que producen agua liquida.

4.3.1. Casos sin cizalla ambiental

Figura 4.18: Promedio temporal de las fluctuaciones del agua de lluvia. Todos
los casos con NCN poco eficientes producen menor cantidad de agua de lluvia
que el caso base con NCN eficientes (A).

En la figura 4.18 se muestra el promedio temporal del agua de lluvia para
todos los casos, comparados con el caso base de NCN eficientes (A). Todos los
casos con NCN poco eficientes producen menor cantidad de agua de lluvia que
los casos con NCN eficientes. Cuando los NCN se encuentran en poca abundan-
cia y a niveles altos (C,) se produce la mayor cantidad de agua de lluvia. Los
casos con gran concentracion de NCN (B, y D), ) sin importar la altura, producen

menor lluvia que A, y C,.
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Figura 4.19: Mdximos temporales y comportamiento vertical de g, en el centro
del dominio para los cuatro casos sin cizalla y NCN poco eficientes. Es apreciable
que el agua de lluvia formada no toca la superficie.

La figura 4.19 muestra el promedio temporal del agua de lluvia para todos los
casos. Se puede apreciar que en los casos B, C, y D, el agua que se forma no
alcanza la superficie, sino que se evapora antes de. En el caso A, hay muy poca
lluvia. En comparacién a los casos con NCN eficientes, no hay un retraso apre-

ciable en la formacion del agua de lluvia.

Los maximos temporales del vapor de agua para los cuatro casos sin cizalla y
NCN poco eficientes se muestran en la figura 4.20. En todos los casos es aprecia-
ble que la evaporacion comienza a partir de ~ 1 km desde superficie. Este vapor
asciende hasta una altura de ~ 8 km, dos kilometros menos que los casos con
NCN eficientes. A partir de la primera hora del modelo se observa, en todos los
casos, que la evaporacion se da en niveles altos y no en superficie. Esto inhibe la
conveccion, debido a que el aire cercano a la superficie es menos rico en vapor y
su densidad es mayor. Lo anterior implica que el vapor asciende a niveles donde
no se cumple la condicién de condensacion y se forma muy poca agua de lluvia,

que no toca la superficie.
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Figura 4.20: Mdximos temporales y comportamiento vertical de q, en el centro
del dominio para los cuatro casos sin cizalla y NCN poco eficientes en el centro
horizontal del dominio. La evaporacion inicial en niveles altos inhibe la convec-
cion y la formacion de agua de lluvia.

El comportamiento temporal de los nicleos de condensacién de nube poco efi-
cientes se muestra en la figura 4.21. En todos los casos se aprecia una ripida
distribucion de los NCN en la columna vertical. Todos los casos muestran la for-
macion de una delgada capa de NCN alrededor de los ocho kilémetros, conforme
el tiempo avanza esta capa se ensancha. Los casos de baja abundancia de NCN
eficientes son retirados en un evento bien definido, en los casos A, y C,, esto no es
claro. Lo anterior se ve reflejado en que la evaporacion inicialmente no se da en
superficie, sino alrededor del primer kilémetro. Una vez que los NCN son depo-
sitados alrededor de la primera hora, en todos los casos, comienza la evaporacion
en superficie, que promueve un mayor ascenso de vapor. Sin embargo éste no

alcanza una altura donde se cumplan las condiciones de condensacion.

4.3.1.1. Conclusiones

Los NCN poco eficientes forman agua de lluvia en menor proporcién que los

NCN eficientes. Ademas el agua de lluvia formada no toca la superficie debido
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Figura 4.21: Mdximos temporales de NCN para los cuatro casos sin cizalla y
NCN poco eficientes en el centro horizontal del dominio. A diferencia de los
casos con NCN eficientes, en estos casos los NCN permanecen mayor tiempo
en la atmésfera y forman regiones donde promueven la evaporacion pero no la
conveccion y formacion de agua de lluvia.

a que la distribucion homogénea de NCN en toda la columna vertical propicia
la evaporacién del agua de lluvia formada. El vapor asciende pero no alcanza el

nivel de condensacion, por tanto se forma muy poca agua de lluvia.

El retraso en la formacion de agua de 1luvia por alta concentracion de NCN (B, y
D,) no es evidente, en comparacion con los casos B y D con NCN eficientes. En
los casos con baja concentracion de NCN eficientes (A y C) éstos son retirados
en un unico evento, lo cual promueve la rdpida formacion de lluvia al fomentar
evaporacion cerca de la superficie, lo anterior no se observa en los casos similares
de NCN poco eficientes (A, y Cp).

4.3.2. Casos con cizalla ambiental

En la figura 4.22 se muestran los promedios temporales de las fluctuaciones
del agua de lluvia para los cuatro casos con cizalla y NCN poco eficientes, com-

parados con el caso base con cizalla y NCN eficientes (A;). Es evidente que todos
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los casos con cizalla y NCN poco eficientes producen menor cantidad de agua de
lluvia que A;. Los casos con gran abundancia de NCN (By, y Dy;) muestran un

retraso inicial en la formacién de agua de lluvia.

Figura 4.22: Promedio temporal de las fluctuaciones del agua de lluvia de los
casos con NCN poco eficientes y cizalla, comparados con el caso base con NCN
eficientes y cizalla (As).

La figura 4.23 muestra el comportamiento temporal y vertical de los maximos del
agua de lluvia. En todos lo casos se produce muy poca agua de lluvia y en ningin
caso alcanza la superficie. De forma similar a los casos con cizalla y NCN efi-
cientes, el agua de lluvia se localiza entre los dos y ocho kilémetros, sin embargo

se produce en menor medida.

El comportamiento de los maximos temporales del vapor se muestra en la figu-
ra 4.24. La maxima evaporacion en todos los casos se da durante los primeros
treinta minutos del modelo y a partir del primer kilometro. Solo los casos Ay y
Csp presentan evaporacion cerca de la superficie (= 45 min). En todos los casos a
partir de la primera hora del modelo se presenta poca evaporacion y en niveles al-
tos (2-8 km). El poco vapor generado no alcanza niveles de saturacién y produce
cantidades muy bajas de agua de lluvia, insuficiente para alcanzar la superficie.
El vapor que se forma alrededor de los dos kilémetros inicialmente inhibe la con-
veccion, debido a que es menos denso que el aire cercano a la superficie pobre en
vapor. Dado que el vapor es poco y no alcanza niveles de saturacion, la cantidad

de calor latente liberado es baja y no promueve el ascenso a mayores altitudes.
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Figura 4.23: Mdximos temporales y comportamiento vertical del agua de lluvia
en el centro horizontal del dominio para los casos con cizalla y NCN poco eficien-
tes. Todos los casos producen bajas cantidades de agua de lluvia y en ninguno
alcanza la superficie.

Los maximos temporales de los nicleos de condensacion de nube se muestran en
la figura 4.25. Durante la primera media hora del modelo todos los casos distribu-
yen verticalmente los nucleos. En todos los casos, alrededor de la primera hora,
se aprecia la formacion de dos regiones de NCN, una cercana a la superficie y
otra en niveles altos. La presencia de estas dos regiones de NCN poco eficientes,
aunado a la baja produccién de vapor, inhibe la formacion de lluvia. En los casos
Bsp y Dsp los nucleos de condensacion de nube no se depositan por completo,

esto puede deberse a que el agua de 1luvia no toca la superficie.

4.3.2.1. Conclusiones

La presencia a cualquier altura y concentracion de nucleos de condensacion
de nube poco eficientes inhibe la lluvia. Una posible explicacion de lo anterior,
es que el poco vapor producido en la atmosfera y la capa superior de NCN no
se encuentran en niveles donde se promueva la condensacion. La poca formacién
inicial de agua de lluvia propicia que la posterior evaporacidn sea poca y que no

logre ascender hasta niveles donde vuelva a condensar y permanezca.
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Figura 4.24: Mdximos temporales y comportamiento vertical del vapor de agua
en el centro horizontal del dominio para los casos con cizalla y NCN poco efi-
cientes. Inicialmente todos los casos presentan evaporacion en niveles altos.

4.4. Conclusiones Generales

En los casos sin cizalla, sin importar la eficiencia de los nicleos de conden-
sacion de nube, el exceso de éstos retrasa la formacion de lluvia. En los casos
con NCN eficientes la vigoriza si se encuentran cerca de la superficie y la inhibe
si la capa inicialmente se encuentra a mayor altura. La diferencia crucial entre
los NCN eficientes y los poco eficientes es la cantidad inicial de agua de lluvia
que generan. Los eficientes inicialmente genera mucha agua liquida que se eva-
pora, el vapor asciende y vuelve a condensarse, dado que la concentracion de
vapor que alcanza niveles de saturacion es alta se forma mucha agua que toca
la superficie. Los NCN poco eficientes inicialmente generan muy poca agua de
lluvia, la cantidad de vapor generada tras la evaporacion de esta agua es poca y
no alcanza niveles de saturacion. La formacion del agua de lluvia inicial, debido
al vapor que rdpidamente asciende (con ayuda de la torre termal), es necesaria
para promover evaporacion en niveles donde el ambiente aun no permite que el
agua liquida permanezca como tal, lo cual promueve la evaporacion y hace que el

vapor ascienda a niveles de saturacion donde las condiciones ambientales favore-
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Figura 4.25: Mdximos temporales y comportamiento vertical de los NCN en el
centro horizontal del dominio para los cuatro casos con cizalla y NCN poco
eficientes.

cen que permanezca en agua de lluvia y se acumule la suficiente para precipitar
y alcanzar la superficie. En los casos con NCN poco eficientes (sin importar la
presencia o ausencia de cizalla ambiental) el vapor asciende con ayuda de la torre
termal, sin embargo dado que promueven la condensacion en baja medida, no se

forma agua de lluvia tempranamente y no sucede lo anteriormente descrito.

Sin importar la presencia o ausencia de cizalla ambiental, todos los caso con NCN
poco eficientes inhiben la precipitacion. En presencia de cizalla los NCN eficien-
tes localizados inicialmente en capas altas, sin importar la abundancia, producen
menor cantidad de agua de lluvia que los casos en que inicialmente la capa se
encuentra a niveles bajos. La existencia de una regién de NCN en niveles supe-
riores (en los casos con cizalla y con NCN poco eficientes) afecta negativamente

la formacion de agua de lluvia.
Si se considera que los NCN eficientes representan NCN con radios grandes (pues

se activan a menor saturacion y producen agua liquida mas rapido) y los NCN po-

co eficientes como particulas de radios chicos, se obtienen resultados similares a
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los reportados por Khain et al. (9), en su estudio cuando los NCN tienen radios

pequeilos la precipitacion es inhibida.

Aunque la parametrizacion de los NCN no considera efectos detallados sobre la
dindmica de poblacion de NCN, de gotitas y de gotas, el modelo es capaz de re-
presentar de forma satisfactoria el ciclo de condensacidn-precipitacion-remocion.
Hay casos en los cuales los NCN participan mds de una vez en el evento, lo cual
es de sorprender, pues incluso con lluvia (que los deberia sedimentar) los NCN
vuelven a activarse y su rol es mas complejo. El modelo logra presentar los tres
escenarios propuestos por la teoria debido al exceso de NCN, es decir, supre-
sion, disminucion y aumento de la precipitacion. Otro logro del modelo es que
muestra una clara diferencia en la estructura vertical de las cantidades mostradas
(agua liquida, vapor y NCN) al considerar condiciones iniciales distintas. Adi-
cionalmente, los tiempos de formacion de lluvia son realistas (alrededor de una

hora).
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Apéndice A

6.1. Expansion en series de Taylor del esquema numéri-

CO

Para encontrar el error de truncamiento debido a este esquema numérico co-

menzaremos por expandir en series de Taylor (3.58),(3.59),(3.60) alrededor de ¢,

2At

fl@ 5 = fla"+55

fla )

Pl ~ fa) + @) S+ T
1 /Il n 2A n 3
@) (o)

& n+% 2
3 fla )> (6.83)

Haciendo lo analogo para (3.58):

flat) = fa+ 5 pla)

n % ~ n At /([ n n f//(an)
@)~ fla) + 57 @) e + ==

Combinando (6.84) con (6.83) obtenemos:

At \2
SH@)) e 684

n+3y _ 201 2AF° 2 2 ol s( L 2
F@5) = fut U + 5= (O + 1217) + 883 (527 f

4 ! ol 4 3 4 1 3 g oIl 2 2 £IN2 g1
b P A A (S P (f)f):--
(6.85)
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Utilizando (6.85) el término 3 f, + 3/, 2) de (3.60):

1 3 o At / Atz /\2 2 ol 3 1 2 o ol
Tt SFeny = Fot AP+ (PO 27 + a3 (52

1 ! ol 13/// A1‘413//// NAVN
F o f 1 P+ g (P LU

(6.86)
Ahora partiendo de Euler progresivo:
an—H a" ;
— = fd)
Expandimos en Series de Taylor f(a") :
=" d@) 1, d? 1, ,d 1 4d*
— = At —— + —A*—(a") + AP — (a") + — At —(d") + - --
a AT T A g @) A g (@) g A g (@)
(6.87)
Posteriormente dividiendo (6.87) por At obtenemos:
at=a" g4 1 d* 1 ,d 1 sd*
=— SAt— (a") + AP —— (a") + AP — (a") + -+ (6.88
a @ )TN g @) AT R @) A g @) e (688)
Por definicion: da®
a n
dr = f(d") = fa
Utilizando la regla de la cadena (6.88) se reescribe :
amt! = At Ar? 1 2 N3
a At () (P 6.89

At3 1" 23 2 ol oIl /\3
+ S (fF AP+ S
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