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En el primer capítulo partiendo de las ideas de punto y línea, construyo los conceptos de polígono, poliedro, regularidad, 
figura del vértice, dualidad y politopo, mediante la notación de Schläfli.

En el segundo capítulo dando una idea de lo que son las teselaciones, defino constuctivamente lo que son las transforma- 
ciones, los grupos y las simetrías, para finalizar aplicando dichos conceptos a las teselaciones y mostrar las restricciones 
para el caso regular, del plano y el espacio euclidiano, y el del espacio esférico, mostrando la idea del concepto de capa.

En el tercer capítulo, doy una introducción a las geometrías no-euclidianas, seguido de una breve presentación de la 
geometría proyectiva, para utilizar la generalización de esos conceptos en el siguiente capitulo y así construir el modelo 
de la esfera de Klein. Salto a una narrativa histórica del proceso de construcción de los modelos de la geometría hiper-
bólica plana, definiendo los planos en los diferentes modelos , para terminar mudando los conceptos de polígonos 
regulares y las teselación en esta geometría.

En el cuarto capítulo defino el espacio hiperbólico en los modelos de la esfera de Klein y la de Poincaré, defino la trans-
formación que utilizo para teselar (la reflexión) y la que manda un modelo en el otro, y para terminar defino los horo-
cíclos, su generaliza-ción en tres dimensiones y los poliedros regulares que abitan en esta.
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Investigación realizada gracias al programa de apoyo a proyectos de investigación e innovación tecnologica (PAPIIT) de la 
UNAM IN101615 Poliedros altamente simétricos en espacios de dimensión 3 y 4. Agradezco a la DGAPA-UNAM por la 
beca recibida
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Aunque los conceptos de punto y línea son mucho más complejos y profundos de lo que sus respectivas representaciones
puedan llegar a serlo; dichos conceptos son y han sido, elementales en cualquier tratado geométrico, por lo que los
considero el punto de partida fundamental para la comprensión de la teoría.
Quizás por formar parte de esa base, o por su muy temprana aparición en el proceso de enseñanza, muchas veces pasan
inadvertidos suponiendo así que al ser elementales la complejidad que los envuelve es nula. Para comprender un poco
mejor la existencia de su complejidad y empezar a alimentar nuestra intuición sobre dichos conceptos presento a
continuación las ideas y definiciones que el artista ruso Vasili Kandinsky propuso sobre dichos entes geométricos:
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(Fragmentos de Coxeter, [C2]. Sección 1.1)
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1.3) Poliedros y Mapas

(Fragmentos de Coxeter, [C2]. Secciónes 1.3 y 1.7)
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������� que corres-
        ponde al vértice contenido en la región roja ���� ���������������p-gono.
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(Fragmentos de Coxeter, [C2]. Sección 2.3)
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(Fragmentos de Alatorre, [A]. Capitulo 1)
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2.2) Transformaciones 
��������������������������������������������������

Aquel  que  haya  observado  la  naturaleza  y  todo  lo  que  de  esta  se  deriva,  podrá  fácilmente  estar  de  acuerdo  con  Herá-
clito, quien  decía  que  lo  único  que  permanece  constante  es  el  cambio;  es  decir,  todo  se  transforma.  Así  que  podemos
pensar para nuestra intuición que una transformación es la causa de que las cosas cambien o se transformen.
Para  entender  las  transformaciones  empezaremos  diciendo  que  dos  figuras  son  congruentes  si  la  distancia  entre  dos
pares de puntos correspondientes es igual, en este caso, el ángulo entre un par de líneas correspondientes es el mismo. En
particular  y  análogo  al  caso  plano  para  cada  car,  si  el  ángulo  sólido  de  dos  triedros  (figura  formada  por  tres  rectas  no
coplanares que comparten un vértice) son congruentes si las tres caras-ángulo de uno de estos son iguales a las respecti-
vas  caras-ángulo  del  otro.  Se  dirá  que  dos  triedros  serán  directamente  congruentes  (que  se  pueden  sobreponer  uno  en
otro) si son congruentes y tienen el mismo sentido u orientación, y enantiomorfos si tienen sentidos opuestos. La misma
distinción puede ser aplicada a cualquier otra figura, de acuerdo a lo siguiente.

Para  cualquier  punto  P  colocado  respecto  a  un  triedro  dado  por  las  coordenadas  cartesianas  x,  y,  z,  sea  P’  el  punto  con
coordenadas referidas a otro triedro, con las mismas x, y, z.  Cada P determina un único P’, y viceversa. Si suponemos
que  los  dos  triedros  son  congruentes,  esta  correspondencia  es  llamada  una   transformación  congruente,  (también
conocida  como  isometría)  donde  P’  es  la  transformación  de  P,  pues  se  preservan  los  ángulos,  y  la  forma  al  poder
sobreponer uno en el otro, como en la Figura 2.2a para el caso de dos dimensiones.

Si cualquier otro punto Q se transforma en un punto Q', tenemos definida una fórmula para la distancia PQ en términos
de sus coordenadas, que denotaremos como P'Q' = PQ y se muestra con la linea verde en la Figura 2.2a para el caso de
dos dimensiones. En otras palabras una transformación congruente, es una correspondencia punto a punto que preserva
distancias. Diremos que dicha transformación para dos triedros, es directa u opuesta, si estos son directamente congru-
entes o  enamorfos,  i.e.  dependiendo  si  la  transformación  preserva  o  invierte  el  sentido  al  aplicarse.  Observemos  que  el
producto de dos transformaciones directas o dos opuestas, preserva siempre el sentido, i.e. ese producto es también una
transformación  y  es  directa;  cuando  el  producto  es  de  una  transformación  directa  y  una  opuesta  (o  vice  versa)  el
resultado también es una transformación, la cual siempre es opuesta. A una transformación directa también se le conoce
como desplazamiento,  pues puede ser pensada como un movimiento rígido.

16 | Transformaciones y grupos



�������������� ����������

�

�

�
��

�

��

�����������

Cualesquiera dos figuras congruentes, están relacionadas bajo una transformación congruente, directa u opuesta. Así, dos
zapatos izquierdos idénticos son directamente congruentes; mientras que el primero y su respectivo par son opuesta-
mente congruentes.

Todas las transformaciones congruentes pueden ser derivadas de las siguientes tres transformaciones "primitivas":
traslación (transformación directa, compuesta con cierta dirección y distancia dadas) Figura 2.2b. Rotación
(transformación directa, respecto a cierta línea o eje y con un cierto ángulo dados) Figura 2.2c y Reflexión
(transformación opuesta, respecto a un cierto plano) Figura 2.2d.

| 17Transformaciones y grupos



�� ����������

�

�

�� ��������

�

������������������������

���������

�����������

Existen transformaciones elementales análogas para espacios de cualquier dimensión. Para dos dimensiones (como en las
Figuras 2.2b, 2.2c, 2.2d), la rotación es respecto a un punto, la reflexión es respecto a una línea, y las transformaciones
congruentes se definen en términos de dos ángulos congruentes. En una dimensión la reflexión es respecto a un punto, y
las transformaciones congruentes están definidas en términos de rayos (lados de línea).
Una transformación congruente aplicada a figuras en algún  espacio, se puede generalizar como una función biyectiva
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aplicada a cualquier conjunto de elementos en el espacio, pues existe una correspondencia punto a punto que preser- 
va distancias entre la figura y su imagen bajo la transformación.
Al hablar del producto de dos transformaciones debemos pensar en la composición de las funciones biyectivas que 
mencionamos anteriormente. Para dicho producto existe una analogía natural entre las transformaciones y los números. 
Así, si podemos pensar que las letras R, S, . . . denotan a las transformaciones y a RS como el resultado del producto 
entre S y R (en ese orden). Esta notación la podemos justificar por la validez de la ley asociativa:

(RS) T = R(ST). (2.1)

Así como se cumple que al multiplicar cualquier número por 1 el número no se altera por ser el neutro multiplicativo,
podemos denotar a la transformación identidad (es decir la que al aplicarse deja a la figura en la misma posición y con el
mismo sentido) con el mismo símbolo 1. Utilizando la simbología análoga al denotar Rp como el producto de aplicar p-
veces la transformación R; por ejemplo si R representa una rotación por un ángulo �θ� �Rp representa la rotación por el
ángulo pθ���������������������������������transformación R es periódica si existe un p tal que Rp = 1 y el periodo es el p
más pequeño para el cual se cumple dicha igualdad. Con la misma intuición podemos denotar R-1como la inversa de la
transformación  R, la cual “neutraliza”  el  efecto de R, por lo que RR-1 = 1 = R-1R.  Si  R es de periodo p se cumple que
R-1 = R(p-1). En particular si R es de periodo 2 (como pasa en una reflexión) esta es su propia inversa.

Es fácil ver que la fórmula general de la inversa de un producto es:

(RS. . .T)-1 = T-1. . . S-1 R-1. (2.2)

Denotando  a  alguna figura  como  x, a  la  que al aplicarle T transforma x en x' (por  lo que T-1 transforma x' en x),
escribiremos entonces x' = xT.

Esta notación es justificada por el hecho que xT
S= xTS. Si S transforma el par de figuras (x ,xT) en (x1 ,x1T1), diremos

que S transforma a T en T1
 

y escribiremos T1 = TS; por ejemplo, si T es una rotación alrededor del eje l entonces TS es la

rotación por el mismo ángulo al rededor del eje transformado lS. Siendo x1 = xS y x1T1 = xT
S, se cumple que xST1 = xTS

para toda x. Por lo que ST1 = TS, y 

�� = �-� ���

Con lo anterior, a la hora de transformar un producto obtenemos que:

(TU)S = S-1 TUS = S-1 TSS-1 US = TS US.

Así, para cualquier entero p se cumple que (Tp) S= TS
p.

2.3) Grupos de transformaciones
(Fragmentos de Coxeter, [C2]. Sección 3.3)

    

     

      

     

Cuenta la leyenda que la noche antes de batirse en duelo y perder la vida por defender el honor de una joven, Evariste 
Galois con 20 años escribió todos los indicios de una teoría que revolucionaría las matemáticas dándole un dinamismo 
a los entes matemáticos en sí, diferente a los que Leibnitz y Newton dieron algunas décadas atrás. Estos indicios 
cifrados que dejó Galois son lo que hoy se conoce como teoría de grupos y teoría de Galois, siendo la primera los 
fundamentos de la segunda.

Se dice que un conjunto de elementos u operaciones es un grupo si:

1) Es cerrado bajo un “producto” asociativo
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2) Contiene una "identidad".
3) Cada operación tiene un "inverso".

Para precisar más, se dice que para cualesquiera R, S transformaciones u operaciones en un grupo, RS es también una 
transforma-ción. Como en (2.1), el producto es asociativo. Contiene una identidad a la que denotamos con el 
símbolo 1. Y para cualquier R en el grupo de transformaciones, existe su inverso R-1 tal que R-1R = 1.

El número de operaciones o transformaciones distintas (incluyendo la identidad) es llamado el orden del grupo, el cual
no necesariamente es finito.

Un subconjunto de transformaciones cuyo producto (con repeticiones) contenga a todo el grupo es llamado generador.
En particular, si un único elemento R genera todo el grupo, este consiste en todas las potencias de R incluyendo R0 = 1 y
es llamado grupo cíclico; es finito si R es periódico y en ese caso el orden es igual al periodo de R. Como hemos dicho,
entonces el grupo cíclico de orden p está definido por la relación:

Rp = 1

donde se entiende que Rn ≠ 1 para toda n que se encuentre entre 0 y p.

De esta manera nuestros grupos de transformaciones van a ser algo análogo a “ánimas”, a las cuales después veremos
que podremos asociarles un "cuerpo".

2.4) Simetrías 
(Fragmentos de Coxeter, [C2]. Sección 3.4)

Cuando decimos que una figura es simétrica, es que existe una transformación congruente que no la altera como un todo,
pero permuta a sus elementos. Una transformación congruente tal es llamada una operación simétrica. Claramente, todas
las operaciones simétricas de una figura forman un grupo (incluyendo, por supuesto, la que deja todo igual, es decir, la
identidad). Este es llamado el grupo de simetrías de la figura.
Recíprocamente, dado un grupo de transformaciones congruentes, podemos construir una figura simétrica tomando todas
las transformaciones de algún punto. El grupo original es un subgrupo del grupo de simetrías de la figura. Si el grupo
dado es finito, la figura consiste de un número finito de puntos a los que las transformaciones permutan. Estos puntos
tienen un centroide (o "centro de gravedad") que coincide con sí mismo al aplicarle cualquiera de las transformaciones.
Por lo que:

�������������������������������������������������������������������������������������������
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Cuando tomamos solamente el punto de vista 2-dimensional, considerando rotaciones alrededor de puntos y reflexiones
sobre líneas.  Entonces  el grupo de  simetrías  de  {p} consiste  en  p reflexiones (sobre líneas que unen el centro con los
vértices y el punto medio de los lados) y p rotaciones (alrededor del centro); el grupo de rotaciones es cíclico.

2.5) Las tres teselaciones euclidianas planas regulares
(Fragmentos de Coxeter, [C2]. Sección 4.1)

�������� �������� ��� ��� ������� ��� ��� �������� ������� �� ������� �� ���������� ��� ���� ������ ��������� ��������� ��� �����������
���������� �� ����� ��������� ����������� ��� ������������ ��∞�� ������������� ��� ������ ������ ��� ���������� ������
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��������������������������������������������������������������������������������������������������������

Dada una  porción  finita  de  este  mapa  rodeada  por  aristas,  con  ����  caras,  ��  aristas  y  ��  vértices (incluyendo  los
vértices  y  aristas  de  la  periferia).  Si  lo  que  corresponde  a  toda  la  región  exterior  es  considerado  como  una  sola  cara,  lo
que obtenemos es un mapa finito al cual podemos aplicar la característica de Euler (1.4) 

�� - �� + �� = (���)

���� ��������� ��� ������� ����� ���������� �������� ������� ���� ��������� ���� ������ ��� ����������� ���������� ���� ������� ��� ���

������� ��� ������������ ������ ���� ������ ��� ���� ������� ���� ���� �������� ����������� ���,  ��,  ��   tiendan  a  ser  propor-
cionales con números definidos ��, ��, ��, podemos concluir que:

�� - �� + �� = ��

En particular, si todas las caras son p-gonos, y se tienen q de ellos en cada vértice, la ecuación (1.8) puede aproximarse

con un error del orden de la magnitud de N2 . Entonces se cumple que
� �� = � �� = � ���
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��������������������������������������������������������������������������������������������������Figuras 2.5a, 2.5b, 2.5c.
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2.6) Los panales
��� ������� ������������ � ���������� ��� ��� �������� � ��� ��������� �� ����������� �ay��e� � ����� ��� ���� ���
��������� ����� �������� ��� ��������� �� ��� ������ ��� ������� �� ��������� �ua�r� ����� ��� ���������� �����
������� �� ��� ������� ������� � ������� ��� ������ �� ����� ��� ����� � �� ��� �� �� �����
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3.1 El Quinto
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�� ���� ������ ��� ������ ������ ���� ���� ���� ������� ��� ������������� �� �������� ���� �������� ��������� ������������ �� ��������
����������� ����������� ������ ��� ��������� ���� ���� ���� �� ������ ��� ������ ������� ��� ��������� ��� ��������� ��� ��� ������
���������������������������������������������������������������������������������������������������

V) Dado un punto y una recta que no lo contenga existe
una única recta que pasa por ese punto y nunca toca a dicha recta.

(���)

���������������������������������������������������������������

Va) Dado un punto y una recta que no lo contenga
no existe recta que pasa por ese punto y nunca toque a dicha recta.

Vb) Dado un punto y una recta que no lo contenga existe mas de una recta
que pasa por ese punto y nunca toca a dicha recta.

(���)

�� ��������� ������ ���� �������� ��� ���� ��� �������� ����� ��������� ��� ������� ������� ��� ���������� ��� ��������� ���������� ���
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������� ���������������� ��������� ���������������� ��� ������ �������� ����� ����� ���� ������� ��������� �������� ����
��������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Veronica
Texto escrito a máquina



����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����� ���� ������ �� ���� ���� ����������� ������������ ��� ���� ��� �������� ���� ������ ��� ������� �� ����� ������ ��� ������ ����������
������������������������������������������������������

3.2) Geometría Proyectiva

(Generalizaciones de fragmentos de J. Bracho, [B1]. Capitulo VI)

���� ��� �������� ���� ������� ��� ���� ��������� ������� �������� ������ ���� ��� ��� ��� ��������� ������������ ��� ������� ���� ���
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��� ����������� �� ����������� ���� ������������� ���� ��� �������� ��������� ������� ������������� ������������ ������ ���������
��� ������� ��� �������� ��������� ��� ��������� �������� ��� ���� ������� ������������� ���� ���������� ���� ���� ������� ������ ����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����� ����� ��������� ��������������� ��� ��� ������ ����� ����� ����ó��� ��������� ��� ������ ��� ����� �� ������ ��� ���������� ���� ���
������� �� ������� ��� ��� ������������ ��� �������� ������������ ��� ��� ������ ���� ����� ��� ���������������� ������� �� ������ ���
������� ���� ������������� ��� ������ ������� ���� �������� ���� ��� ����� �������������� �������� ������� ��� ����� ������� ��� �������
��� ����� ���������� ������ �� ��� ������ ������ ��� ������ ���������� ������ ���� ����� ���� ���� ������ ��� ��� �� ������������ � ���� ���
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������
���� ������ ������������ ���� ��������� ����� ������������ �� ���� ����������� ���������� �� ��� �������� ���������� ��������� ����
����� ���� �������� ��������� �� �������� ������������� ���� ������������� ����� ��������� ��� ������� �������� ��� ������ �����
��������� ��������� ������ ������ ���������� �� �������� �������� ������� ������ �������� ��� ���� ���� ������������ ������� ��� ����
����� ��� ������ ������ ���� ������ ������� ������������ �� ������� ��������� �������� ������������ �������� ������������
�������������������������������������������������������������

����� �� ����

��������������

�����������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������é������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� ��� ���������� ����������� ���� �������� ����� ��� ���� ����������� ���������� ��������� �� ���������� ���� ��� ���� ��� ���������
���������� ��� ���� ������� ��� ��� ������ ��� ������ ��� ������ ����������� ����� ���� ������ ��� �������� ��� ��������� ����� ����
������ ��� ����������� ����� ��������� �� ������ ��� ��� � �
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � �

����� ���������� ������������� ���������

����

���

�����������

������������������������ ����������≠����������������

[�] = [� � � � �] �  {(��� ��� ��) � ∈ � � ≠ �}�

����������������������������������������������������������������������������������������������������

[�] = [��] ���� ��������� � ≠ ��

�����������������������������������������������

� �  [�] � ∈ �� � ≠ ��

������� ��������� ���� ���� ���������s� ��� �� ���� ������� ���� ������� ����������� ��������� ������������ ����������� ����
�������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
��� ������� �� ������� ��� �� ����� ���� ���������� ��� ������� ��� �� ������ ���� ���� ����������������� ������� ��� �� ������� ���
��������������������

��������������������������������������������������������������������

λ� �  [�] ∈ � � · � = ��

����������������������������������������������������������∈���������≠�������������

λ� �  [� � � � �] ∈ � �� + �� + �� = �� (���)

punto de intersección entre la esfera y la línea que pasa por el primer punto y el centro de dicha esfera; ese sí que resulta 
ser un modelo conveniente.
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�����������������������������������λ� ������������������������������������ �����������������������������������������

�����������λ� � λ��)���������������������������������������∈�����������������������

λ[�] �  λ��

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�λ[�]��������������������������������������������������������������������������������������������������������������

λ� = λ� ⟺ [�] = [�]�

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������∈��������������

[�] ∈ λ� ⟺ [�] ∈ λ�� (���)

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��� ��� ��������� ����������� �������� ����� ������������ �������� ������������ ��� ������ ����������� ��� �������� ����������� ���
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������

3.3) Geometría Hiperbólica

(Fragmentos de Ramírez, [R]. Capitulo 4.Y de Bracho, [B1]. Capitulo VIII)

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�� ������� ����� ���������� ������������� �� ����������� ��� ��� ������������ ��� ���������� ������������ ��� �������� ���� ���������
���������� ���� ������� ��������� �� ��� ������������� ��� �������� ������������� ������� ����� ��� ���������� ���� ��� �����������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��� �������� ����� ��� ��������� ��� ���� ������������ ����� ���������� ������ ������������� ������ ���� ������� ��������� ����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������� ��� ����� ������� ���� ���������� ��� ��������� ������������ ��������������� ��� ������ ��������� ������� ��������� �����
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������

��� ����� ������ ��� ������ �������� �� �������� ���������� ������������ ������������� ��� �������� ��� �������� ��� ��������� ��
������� �� ����� ����� ��� ������ ���������� ���� ���������� ������������ ��� ����� �������� ��� ���� ���������� ����� ���������
����������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�� ��� ���������� ���� ������ �� ��� ������ �� ���������� ���� ���� ������������ �������� ���� �������� ��� ���������� ������������
��������������������������������������������������

���� ����� �������� ��� ���������� ��� ���������� ���������� ���� ������� ����� ������ �������� �� ���� ������� ��� ���� ������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������ ���� ���������� ���� ������������ ��� ���� ��� ����� ��� ����������� ����� ���� ��� ������� ��������� ��� ��� �����������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�� ��� ��������� �� ������ �������� ���� �é��� ���� ������� ����������� ���� ��� ���� ��� ������� ����� ��������� ������������� �����
�����������������������������������������������������������������������������������������������
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��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������

������ ���� �������� ����� ������� �� ���� ��������� �� ��� ��� ������� ����������� ����������� ��������� �������� ��� ��� �������� ���
����������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������� ���� ������ ����������� ����� ��� �������� ��������� ���� ���������� �������������� �� ������� ��� ������������ ��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������

�����������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����� ���� ������� ���� ������� ������ ��� ����� ����� ���� �������� ��� ������ ������� �� ��� ������ ����� ������ ���� �������� ������ ����
�����������������������������

∢ (�� �) = 
�

� �
 ��� (�� �� �� �)�

���������������������������������������������s ����������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������
���� ��������� ���� ���� ��������������� ��� ����� ���������� ��� ���� ��� ������� ������ ���� ������� �������� ��������� �������� ����
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������� ��� ����� ���������� ���� �������� ������� ���� ����������� ����� ��������������� ���� ���� �������� ���� ��� ����� ���� ���
����� ������ ��������� ����������������� ������������ ����� ����� ��� �������� ����������� ����� ��� �é� ��� ��������n� ����������
�����

�� ���� �� ��� ������� �������� �� �� ��������� ��� ����� ��� ��� � (�� ����� �������í�)� (���)

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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4.1) Los cimientos del espacio

(Fragmentos generalizados de J. Bracho, [B1] . Capitulo VIII)

������� ������� ������� ���� �������� ������������� ��� ���� ����������� ������� ��� ������� ����������� ��� ���� ������� �����������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �����
������

����

ℍ�
� �  [� � � � � � �] ∈ � �� + �� + �� - �� < � ≅ (�� �� �) ∈ � �� + �� + �� < � (���)

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������ �������������� �������� ����� ��� ��� ����� ��� ���� ������������� � ���� ���� ��������������� ���� ���� ������� ������������� ���
������ ������ ���������� ��� ������ ��������� ������ ��������� ���� ������� ��� ��������� � ������������ �� ���� �������������� ����
������ ���� ��������������� ��� ������� ������������ ���� �ℍ�

�� ��� ������� ���� ������� ��������� �������������� ����������� ��� ���
������������������������������������������������������������

��� ������ ���������� ��������� ���������� ���� ��� ��������� ������ �� ��������� ������ ������������� ����� ����� ����� ���������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����� �������� ���� ������� ���������� ���� ���� ���������� �� ���������� ������ ��������� ������ ������ � ���� ������� ��� ����������
����� ���� ��� ��� ������� ����������� ����� �������������� ���� ��������� � ����� ������� ��������� ��� ��� �� �������� ���� ������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������ ���� �������� ����������� ��� ������ ��� ��� ���������� ��� ������ ���� ����������� ��������� ���� ��� ���� ���������� ����� �������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������
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4.2) Modelo de Klein

�����������������ℍ�
�
����������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������

�� + �� + �� - ��

��������������������������������������������������������������������������������������������������������

����

� � 

� � � �
� � � �
� � � �
� � � -�

(���)

��������������������������

�� + �� + �� - �� = (�� �� �� �)

� � � �
� � � �
� � � �
� � � -�

�
�
�
�

= �� � �

�����������������������������������������������������������������������������

����

� •� � �  �� � � = � · (��) = (��) · � (���)

�����������������×�� ���������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������∈���
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��� �  � •� � = �� � �

����������������������������������������������������������������������������������������������������� ����������������
����������������

� •� �����

�������������������������������������������������������≠��������

Π�� �  � ∈ � � •� � = ��

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������
����

Π� �  [�] ∈ � � •� � = �� (���)

���������������������������������������������������������������������∈��⊂��������������������������������������������
��������������������������������������������������������������

� •� � = (�� �� �� �)

� � � �
� � � �
� � � �
� � � -�

�
�
�
�

= �� + �� + �� - ��

��������������������������������������������������������������������������

Π� � �� + �� + �� = �

������������≠����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�� ���� ��� ����� ������� ��� �� ����� ���������� ������� ��� ��� ������� ��������� ���� ������ � ���� ���� ��������� ��� ������ ������ ���
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4.3) Modelo de Poincaré
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4.4) Las transformaciones
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Harold Scott  MacDonald Coxeter  (1907- 2003), uno de los geómetras más importantes del siglo XX, en su artículo
Regular Honeycombs in Hiperbolic Space [RH], mediante una justificación comprimida, clasifica todas las teselaciones
regulares del espacio hiperbólico de la dimensión 2 a la 5. Como se mencionó en la introducción de la presente tesis, los
objetivos principales de esta son: la ilustración de la parte 3-dimensional de dicho artículo, al igual que una justificación
un poco más detallada de sus construcciones.

   

    

  

 

Como vimos en el capítulo anterior, todos los poliedros regulares en el espacio hiperbólico cumplen que sus ángulos 
diédricos están acotados por arriba por los ángulos diédricos de su respectivas versiones euclidianas (sección 1.5) y por 
abajo por los ángulos de sus versiones ideales (sección 4.2). Pero de toda esa gama de posibles poliedros 
geométricamente distintos que habitan en el espacio hiperbólico, solo unos cuantos pueden teselar dicho espacio.

Para que un poliedro sea la faceta base de una teselación en el espacio hiperbólico; Coxeter en su artículo [RH] nos da
una condición necesaria y suficiente para que esto ocurra:
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La condición i) es la condición de Schläfli aplicada al espacio hiperbólico donde si se cumple la igualdad o la desigual-
dad en sentido contrario estamos en el caso euclidiano o esférico respectivamente, como lo muestra Coxeter en [RP] en 
la página 135. Mientras que las condiciones ii) y iii) son la consecuencia de (1.8) aplicada a la faceta y a la figura del 
vértice. Que la desigualdad sea estricta o se de la igualdad depende de si son esféricos (combinatoriamente uno de los 
sólidos platónicos) o planos (horosférico).
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Aun que para no meternos con los ángulos (la primera condición), se puede ver fácilmente que de las 22 soluciones para 
ii) y iii), una es la {4,3,4} la cual es la única teselación euclidiana de tres dimensiones, 6 son de la esfera incluyendo la
{4,3,3} y las 15 restantes son las hiperbólicas.
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Para empezar nuestra clasificación pensemos en los p, q y r que satisfacen 5.1 de tal manera que su poliedro (faceta 
base) y el de su dual están completamente contenidos en el espacio y son  sólidos platónicos, a estos los llamaremos 
“esférico-esférico”.
En este caso estamos pensando que existen r-{p, q}’s alrededor de una misma arista añadiéndose así {p, q}’s indefinida-
mente. Este tipos de teselaciones hiperbólicas 3-dimensionales {p, q, r} constan entonces de una colección infinita de {p, 
q}, de tal manera que hay r de estos alrededor de cada arista. El arreglo de poliedros o celdas alrededor de un vértice será 
conforme al poliedro {q, r} que es su figura-vértice y también un sólido platónico. A la vez, tenemos que los centroides 
de las facetas de {p, q, r} son los vértices de su dual {r, q, p}, cuyas aristas cruzan a los {p}’s del original {p, q, r} 
ortogonalmente en sus centros.
Los p, q y r que satisfacen esto son: {�� �� �}� {�� �� �}� {�� �� �}� {�� �� �}

cuyas celdas básicas o facetas consisten del icosaedro con ángulo diédrico de 2/3 (que es autodual), el dodecaedro con 
ángulo diédrico de 2/5 (que es autodual), el dodecaedro con ángulo diedrico de 2/4 cuyo dual es el cubo con ángulo 
diédrico 2/5.

�� ��� �� �� ��������

La primera faceta de la teselación en color naranja y 
en verde el reflejo de dicho icosaedro en una cara, 
en el modelo de Klein.

La primera faceta de la teselación en naranja y 
en rojo la primera faceta del dual en el modelo 
de Poincaré.
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La primera faceta de la teselación en color azul 
y en amarillo su reflejo en uno de sus lados en 
el modelo de Poincaré.

Primera y segunda capa de la teselación 
en el modelo de Poincaré.
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Cell[BoxData[
 FrameBox[
  Graphics3DBox[{
    {RGBColor[1, 0, 0], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 0}, {
        3^Rational[-1, 2], 0, 3^Rational[-1, 2]}, {
        0, 3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 0}}, {{
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        0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0}}]]}, 
    {RGBColor[0, 0, 1], Opacity[0.5], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}}, {{
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0.5773502691896258}}]], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}}, {{
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258}}]], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}}, {{
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}}]], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], -3^
          Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}}, {{
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, \
-0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}}]], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{-3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], -3^
          Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], -3^
          Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}}, {{-0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, \
-0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, \
-0.5773502691896258, 0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258, 0.5773502691896258}}]], 
     Polygon3DBox[
      NCache[{{-3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^
          Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^
          Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 3^
         Rational[-1, 2]}}, {{-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
       0.5773502691896258}, {
       0.5773502691896258, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, \
{-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, \
{-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 0.5773502691896258}}]]}, {
     {Opacity[0.01], SphereBox[{0, 0, 0}, 0.8]}, 
     {RGBColor[1, 1, 0], 
      SphereBox[
       NCache[{3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
        0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0.5773502691896258}], 
       0.02]}, 
     {GrayLevel[0], Thickness[Large], Dashing[{Small, Small}], 
      Line3DBox[
       NCache[{{-3^Rational[-1, 2], 
          0, -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 
          0}, {0, -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^
           Rational[-1, 2], 0, -3^Rational[-1, 2]}}, {{-0.5773502691896258, 
          0, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
          0}, {0, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, \
{-0.5773502691896258, 0, -0.5773502691896258}}]], 
      Line3DBox[
       NCache[{{3^Rational[-1, 2], 0, 3^Rational[-1, 2]}, {
         3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 0}, {
         0, -3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {
         3^Rational[-1, 2], 0, 3^Rational[-1, 2]}}, {{
         0.5773502691896258, 0, 0.5773502691896258}, {
         0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 0}, {
         0, -0.5773502691896258, 0.5773502691896258}, {
         0.5773502691896258, 0, 0.5773502691896258}}]], 
      Line3DBox[
       NCache[{{-3^Rational[-1, 2], 
          0, -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 
          0}, {0, 3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2],
           0, -3^Rational[-1, 2]}}, {{-0.5773502691896258, 
          0, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 
          0}, {
         0, 0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 
          0, -0.5773502691896258}}]], 
      Line3DBox[
       NCache[{{-3^Rational[-1, 2], 0, 3^
          Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 0}, {
         0, 3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], 0, 3^
          Rational[-1, 2]}}, {{-0.5773502691896258, 0, 
          0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0}, {
         0, 0.5773502691896258, 0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, 0, 
          0.5773502691896258}}]], 
      Line3DBox[
       NCache[{{3^Rational[-1, 2], 0, -3^Rational[-1, 2]}, {
         3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 0}, {
         0, -3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
         3^Rational[-1, 2], 0, -3^Rational[-1, 2]}}, {{
         0.5773502691896258, 0, -0.5773502691896258}, {
         0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 0}, {
         0, -0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
         0.5773502691896258, 0, -0.5773502691896258}}]], 
      Line3DBox[
       NCache[{{-3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 
          0}, {-3^Rational[-1, 2], 0, 3^Rational[-1, 2]}, {
         0, -3^Rational[-1, 2], 3^
          Rational[-1, 2]}, {-3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2], 
          0}}, {{-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
          0}, {-0.5773502691896258, 0, 0.5773502691896258}, {
         0, -0.5773502691896258, 
          0.5773502691896258}, {-0.5773502691896258, -0.5773502691896258, 
          0}}]], Line3DBox[
       NCache[{{3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 0}, {
         3^Rational[-1, 2], 0, -3^Rational[-1, 2]}, {
         0, 3^Rational[-1, 2], -3^Rational[-1, 2]}, {
         3^Rational[-1, 2], 3^Rational[-1, 2], 0}}, {{
         0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0}, {
         0.5773502691896258, 0, -0.5773502691896258}, {
         0, 0.5773502691896258, -0.5773502691896258}, {
         0.5773502691896258, 0.5773502691896258, 0}}]]}}},
   Axes->False,
   Background->RGBColor[0.8, 0.88, 1],
   Boxed->False,
   ImageSize->{410.3662109374985, 413.58853926465054`},
   PlotRange->All,
   ViewAngle->0.37643314906032077`,
   ViewCenter->{{0.5, 0.5, 0.5}, {0.5294392244524939, 0.5653029593212273}},
   ViewPoint->{2.4927264801911746`, 1.7201694912574508`, 1.4412951176982451`},
   
   ViewVertical->{0.14601413800216836`, 0.12929467919345697`, 
    0.9807970011351712},
   ImageCache->GraphicsData["CompressedBitmap", "\<\\
\>"]],
  StripOnInput->False]], "Figure",
 CellChangeTimes->{{3.698705481181075*^9, 3.698705513078177*^9}, 
   3.699194888695524*^9, 3.7014451126472397`*^9, {3.7029073968564587`*^9, 
   3.702907424523571*^9}},
 TextAlignment->Center]
},
WindowSize->{808, 911},
WindowMargins->{{Automatic, 629}, {Automatic, 180}},
FrontEndVersion->"11.0 para Mac OS X x86 (32-bit, 64-bit Kernel) (September \
21, 2016)",
StyleDefinitions->"Default.nb"
]
(* End of Notebook Content *)
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