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Implementation of auxiliary density functional theory
accelerated by parallel coprocessing

ABSTRACT

Computational chemistry has become a useful tool for the prediction of structures and proper-
ties of molecules of chemical interest. As the complexity of such molecules or the methodology
of the study increases, more efficient mathematical algorithms and programs are demanded.
Nowadays, reducing the calculation time, by using approximations, more advanced comput-

ers, or both, is one of the main objectives of computational codes.

This work presents the acceleration of a serial code using a graphics processing unit (GPU) for
a self-consistent field iteration based on the auxiliary density functional theory (ADFT). The
validation, with linear chains of hydrogen atoms and linear alkanes, resulted in a significative
decrease of the execution time. The evaluation of electron repulsion integrals (ERI) and the
calculation of the Becke weights for the molecular grid reached an acceleration of =~ 40x and

~ 16X, respectively.

An advantage of the method developed herein is its modularity, hence its implementation on
other serial codes is straightforward. In particular, these modules have potential application
on Born-Oppenheimer simulations of large intervals of time with the advantage of not satu-
rating the random access memory (RAM) of the GPU when using basis functions of d angular

momentum, because ADFT implies two and three center ERIs, that require less RAM.
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Implementacion de la teoria de los funcionales de la densidad
auxiliar acelerada mediante coprocesamiento en paralelo

RESUMEN

La quimica computacional se ha convertido en una herramienta util para la prediccion de
estructuras y propiedades de moléculas de interés quimico. Conforme las moléculas o la
metodologia del estudio son mdas complejas, aumenta la demanda de programas y algorit-
mos matematicos eficientes. Actualmente, la reduccion de los tiempos de calculo, mediante
aproximaciones, uso de equipo de cdmputo mas avanzado, o ambos, es uno de los objetivos

principales de los codigos computacionales.

En este trabajo se presenta la aceleracién de un cddigo serial mediante el uso de unidades de
procesamiento grafico (GPU, por sus siglas en inglés) para una iteracion del ciclo del poten-
cial autoconsistente basado en la teoria de los funcionales de la densidad auxiliar (ADFT, por
sus siglas en inglés). La validacién, con cadenas lineales de atomos de hidrégeno y alcanos
lineales, resulté en una disminucidn significativa del tiempo de ejecucién. La evaluacion de las
integrales de repulsidn electronica (ERI, por sus siglas en inglés) y la obtencidn de los pesos de

Becke para el mallado molecular alcanzan aceleraciones de ~ 40 x y &~ 16 X, respectivamente.

Una ventaja del método desarrollado en este trabajo es que su programacion es modular y
por ende su implementacion en otros codigos seriales es directa. En particular, estos modulos
tienen potencial aplicacion a simulaciones de tipo Born-Oppenheimer de intervalos de tiempo
largos con la ventaja de no saturar la memoria de acceso aleatorio (RAM, por sus siglas en
inglés) de la GPU al emplear funciones base de momento angular d, porque la ADFT implica

ERI de sélo tres y dos centros, que requieren de menos RAM.
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Introduccion

Uno de los problemas fundamentales de la quimica tedrica es encontrar la solucién de la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, no relativista, para sistemas de muchos
cuerpos interactuantes. La solucién nos permite conocer las estructuras y propiedades elec-
trénicas de los sistemas quimicos. Analiticamente, sélo se puede resolver la ecuacion de
Schrédinger para dos particulas interactuantes. En el articulo Quantum Mechanics of Many-
Electron Systems de 1929, Paul Dirac menciona que [1]:

"The underlying physical laws necessary for the mathematical theory of a large part of physics
and the whole of chemistry are thus completely known, and the difficulty is only that the exact
application of these equations leads to equations much too complicated to be soluble. It there-
fore becomes desirable that approximate practical methods of applying quantum mechanics
should be developed, which can lead to an explanation of the main features of complex atomic

systems without too much computation®.”

Dicha frase inspira ilusidon y desesperanza, simultdneamente; ilusién porque afirma que la solu-
cién de casi cualquier problema fisico o quimico existe, y desesperanza porque es demasiado

complicado resolver las ecuaciones que implica.

En las siguientes décadas, quimicos de lugares distintos formularon métodos matematicos
para simplificar, mediante aproximaciones, la resolucidn del problema mecanico-cuantico. En
esos anos se desarrollé el método de potencial autoconsistente (SCF, por sus siglas en inglés),

otra herramienta fundamental que utilizan los algoritmos modernos para la resolucién de la

Las leyes fisicas subyacentes necesarias para la teoria matematica de una gran parte de la fisica y de toda
la quimica son, por lo tanto, completamente conocidas y la dificultad es sélo que la aplicacidon exacta de estas
ecuaciones da lugar a ecuaciones demasiado complicadas para ser resueltas. Por lo tanto, es deseable que se
desarrollen métodos practicos aproximados de aplicacion de la mecanica cuantica, los cuales pueden llegar a ex-
plicar las caracteristicas principales de sistemas atdmicos complejos sin realizar demasiados cdlculos numéricos.



ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo y Hartree logré aplicar el método en ato-
mos y iones pequefios. Erainimaginable que se lograra calcular la energia de un dtomo pesado
e imposible para una molécula. Ademas de los métodos ab initio basados en funcién de onda,
en 1964, Hohenberg y Kohn demuestran que a partir de la densidad del estado basal se puede
recuperar la informacion del sistema [2]. En el libro Neither Chemistry nor Physics, Simoes
y Gavroglu describen este periodo de la siguiente manera [3]: "... until the extensive use of
digital computers in the 1970s, the history of quantum chemistry is a history of the attempts
to devise strategies of how to overcome the almost self-negating enterprise of using quantum

mechanics for explaining chemical phenomena?®."

La invencidn de las computadoras electronicas adquirié un papel importante en el desarrollo
de la mecdnica cudntica, ya que fue hasta ese momento en que se pudieron implementar todas
las aproximaciones desarrolladas hasta los 1970's. Hoy en dia, es claro que la quimica tedrica
es multidisciplinaria, ya que emplea fundamentos fisicos para explicar fenédmenos quimicos
mediante algoritmos implementados en computadoras. Es por esto que los avances de los
ultimos 50 afos en quimica tedrica dependieron del desarrollo de hardware. Actualmente es
posible estudiar sistemas de cientos de atomos con cimulos de computadoras, pero siguen
existiendo limitaciones. La demanda por computadoras cada vez mas avanzados en la quimica
tedrica moderna sigue creciendo. Aunque no se ha logrado calcular todas las propiedades
moleculares con exactitud, ni reemplazar experimentos, la quimica computacional si ha com-
plementado el trabajo experimental. Por ejemplo, en la industria farmacéutica se emplean
computadoras para descartar moléculas que carecen de propiedades farmacoldgicas, mien-
tras que en investigaciones en materiales se utilizan en el disefio de nanocompuestos para

celdas fotovoltaicas.

La mayoria de los programas que realizan calculos de estructura electrénica estdn optimizados
para unidades de procesamiento central (CPU, por sus siglas en inglés). La capacidad com-
putacional de una CPU depende del numero de transistores y sus velocidades de reloj. Se
puede aumentar el nimero de transistores y la velocidad de reloj, pero estan limitados por la
cantidad de calor que emiten. Para evitar esto, se puede utilizar transistores mas pequefos y
eficientes par construir procesadores denominados unidades de procesamiento grafico (GPU,
por sus siglas en inglés). La GPU esta optimizada para trabajo en paralelo con instrucciones

sencillas, por lo que se utiliza ampliamente en la modificacidon de imagenes.

2_..hasta el uso generalizado de computadoras digitales en la década de 1970, la historia de la quimica teérica
es una historia de los intentos por disefar estrategias de cdmo superar la iniciativa casi auto-negada de usar la
mecanica cuantica para explicar los fendmenos quimicos.



En 2007, la arquitectura de dispositivos de cdmputo unificado (CUDA, por sus siglas en inglés)
facilité la programacién de GPU dando lugar a cdmputo de propdsito general en GPU (GPGPU,
por sus siglas en inglés). Con CUDA, la comunidad cientifica adquirié la posibilidad de emplear
GPU para computo cientifico. La GPU ha mostrado ser eficiente para acelerar cuellos de botella
de los calculos de estructura electronica [4--6]. Sin embargo, algunos programas optimizados
para sistemas de cdmputo heterogéneos no son de acceso libre, por ejemplo, TeraChem [7, 8].
El presente trabajo se enfocara en la optimizacion de un cédigo serial mediante el empleo de
tarjetas graficas. Este cédigo podrd ser accesible a cualquier cientifico que tenga interés por
utilizar o implementar nuevos algoritmos al programa, tal que, a partir de un cédigo sencillo se
obtenga un programa robusto adaptable a las necesidades de cada grupo de trabajo y servir

como una libreria para aquellos que lo requieran.

El primer capitulo es una breve introduccion a la teoria de los funcionales de la densidad auxi-
liar (ADFT, por sus siglas en inglés). En el segundo capitulo se describe la evaluacion de las inte-
grales moleculares de repulsidn electrénica y las de intercambio-correlacién. Estos son proce-
S0s costosos, ya que la cantidad de integrales de repulsion y el nUmero de puntos del mallado
molecular empleado para obtener el intercambio-correlacion son grandes, y son paralelizables
porque el procesamiento de cada integral/punto es independiente de las/los otras/otros. El
tercer capitulo explica la ley de Amdahl y conceptos técnicos para el uso correcto de la GPU.
Los esquemas de programacion y los resultados de la validacién estdn en el cuarto capitulo y

en el ultimo capitulo estan las conclusiones y perspectivas del trabajo.



Teoria de los funcionales de la densidad

Los métodos ab initio basados en funcién de onda que incluyen efectos de correlacién son
computacionalmente costosos ya que dependen de 3N coordenadas espaciales (sin conside-
rar el espin electrénico), donde /N es el niumero de electrones del sistema. Por ejemplo, el es-

calamiento de Mgller-Plesset a segundo orden es de O(N}

bas

) [9], donde Ny, es el numero de
funciones base utilizadas, y en cimulos acoplados el escalamiento es mayor que O(Nfas) [10]
dependiendo de las excitaciones consideradas. De manera alterna, la densidad p, que uUnica-
mente depende de 3 coordenadas espaciales, se puede emplear para obtener informacion de
los sistemas. Idealmente, el escalamiento de un método basado en la densidad es lineal, es de-
cir, O(N), pero la forma explicita del funcional universal que plantean Hohenberg y Kohn (HK)
es desconocida [2]. Por lo tanto, existen diferentes aproximaciones para la aplicacién de méto-
dos basados en la densidad. Una vertiente del método se enfoca en alcanzar el escalamiento
ideal y la otra se concentra en aumentar la exactitud del modelo. Esto no implica que sus obje-
tivos sean mutuamente excluyentes, sino que las prioridades son diferentes. Ambas se basan

en la teoria de los funcionales de la densidad (DFT, por sus siglas en inglés).



1.1 Teoremas de Hohenberg y Kohn

En 1964, HK mostraron los dos teoremas fundamentales de la DFT. El primer teorema de HK
es: El potencial externo v(r) es un funcional dnico (hasta una constante arbitraria) de una den-
sidad electrénica p(r) del estado basal [2, 11, 12]. Es decir, a partir de la densidad electrénica
del estado basal se puede determinar el potencial externo y el nimero de electrones de un
sistema y finalmente conocer el operador Hamiltoniano correspondiente. La demostracion
del primer teorema de HK consiste en suponer dos potenciales externos distintos, v(r) y v'(r),
que se asocian a una misma densidad p. Dos potenciales distintos daran lugar a operadores

Hamiltoniano, H y [:[’, y funciones de onda diferentes, Uy V',

A partir de la ecuacion de Schrodinger se tiene que Ey = <\If ’ﬁ‘ \If> y B = <\I!’ H' \If’>. Si
se utiliza U’ como funcién de prueba, por el principio variacional se sabe que,

By < (W' || vy = (w|ar|w) + (w|i - ir|w). (1.1)
El primer término del lado derecho de la ecuacion (1.1) es E}, por lo tanto,

Eo < E)+ <\11 H-H \y> . (1.2)

El Hamiltoniano electrénico de un sistema de M nucleos y N electrones se define de la si-

guiente forma:

N N N N
. 1 9 1
H=—23 Vit > =+ vlr) (1.3)
2 £ — — |ri — I"j| -
2 1 1>) (2
donder; yr; son las coordenadas de los electrones i y j y la notacién |r; — r;| denota la distan-
cia entre dos electrones. El primer término es el operador de la energia cinética, el segundo
es el de la repulsion interelectrdnica y el Gltimo es el de la atraccidn nucleo-electrén, donde el

potencial externo, v(r), es,

o(F) = — i _Za (1.4)
n |I" — RA|

Las coordenadas y cargas nucleares son R4 y Z 4, respectivamente. Las coordenadas electroni-
cas estan denotadas por ry la notacion |r — R4| representa la distancia entre el electrén y el

nucleo A. Considerando las ecuaciones (1.3) y (1.4), se puede expresar el segundo término



del lado derecho de la ecuacion (1.1) como:
Ey < E{ + /p(r) (v(r) = '(r)) dr. (1.5)
Ahora, empleando la funcion ¥ como funcién de prueba para H’ se obtiene:

B < <\I/‘H

@>:<@‘H’@>+<@‘H—H‘\y> (1.6)
El primer término del lado derecho de la ecuacion (1.6) es Ej. Sustituyendo Ej, se tiene:

E6<E0—<\If‘ﬁ—ﬁ’

qu> . (1.7)

De manera similiar a la obtencién de la ecuacion (1.5), el segundo término de la ecuacion (1.6)

se reduce a:

Ey < Ey — /p(r) (v(r) —o'(r)) dr. (1.8)
Si se comparan las expresiones (1.5) y (1.8), se puede concluir que:

Ey + E|, < Ey + Ej, (1.9)

lo cual constituye un absurdo, por lo que no pueden existir dos potenciales externos diferentes
gue se asocien a una misma densidad del estado basal. Entonces, a partir de la densidad del
estado basal, p, es posible obtener el potencial externo del sistema. Ademas, la integral de la

densidad electrénica proporciona el nimero de electrones del sistema,

/p(r)dr =N, (1.10)
donde la densidad es positiva definida en todo el espacio,
p(r) >0  vreR’ (1.11)

Para los sistemas electrdnicos, el potencial externo esta determinado por la posiciény la carga
de los nucleos [13]. La ecuacién (1.10) junto con el primer teorema de HK implican que la
densidad del estado basal determina el Hamiltoniano f[, que a su vez define la funcién de

onda VU y por lo tanto, la energia E del sistema. La energia total se puede descomponer en



funcionales indepedientes,
Elp] = T[p] + Eeelp] + Enelp]. (1.12)

Las expresiones de los primeros dos funcionales, de energia cinética y de repulsién electrén-
electron, son validos para cualquier sistema y no dependen explicitamente del potencial ex-

terno. Por lo tanto, estos dos se agrupan como F'[p], el funcional universal de HK,

Flo) = Tlp] + Belp] = (9 [T+ Voo ), (1.13)
tal que la energia total es:
Elpl = Flol + [ ple)o(e)ar (1.14)

El segundo teorema que plantean HK es: la energia mds baja del sistema se obtiene del fun-
cional E|p| si'y sélo si la densidad electronica empleada es la del estado basal [2, 11, 12]. En

otras palabras, el principio variacional también aplica para el funcional E[p].

a

Elp] = <‘11[p] ‘1’[/)}>. (1.15)

Considerando la densidad de prueba p’(r) con un potencial v/(r), se tiene que W'[y] es la

funcién de prueba tal que:

E'lp] = (W[

H) ‘I”[p’]> > E para p/(r) # p(r)
=FE para p'(r) = p(r). (1.16)

Este teorema garantiza la minimizacion de la energia total del sistema por un método varia-
cional. La DFT planteada por HK (HKDFT) es exacta, pero desafortunadamente, la forma ex-
plicita del funcional universal F'[p] se desconoce. De la HKDFT se derivan dos categorias, DFT
libre de orbitales (OFDFT por sus siglas en inglés) y KSDFT (DFT planteada por Kohny Sham). En
OFDFT se utiliza un funcional de la densidad para la energia cinética basado en modelos sencil-
los, como el de Thomas-Fermi o el de von Weizsacker [14, 15]. Emily Carter et al. emplean una
transformada de Fourier rédpida (FFT por sus siglas en inglés) para evaluar la energia cinética
y obtienen un escalamiento cuasilineal de O(Ngpr log Nppr), donde Nppr es el numero de
puntos del mallado parala FFT [16]. En KSDFT, se introduce un conjunto base para la evaluacién

de la energia cinética de un sistema no interactuante [17]. Este conjunto base es utilizado para



obtener la interaccion electronica, que da lugar a un escalamiento de O(N.,.) (similar al de la
teoria de Hartree-Fock). A pesar de que KSDFT es mas lento que OFDFT, la gama de aplicacion
de KSDFT es mas amplia y generalmente, es mas precisa que OFDFT. Debido a que KSDFT es
mas popular y estd implementada en Parakata [18], el cédigo que se emplea en el presente
trabajo, se tratara unicamente KSDFT en los siguientes capitulos, en los que se mostrara que el
escalamiento de KSDFT puede reducirse hasta O(NZ,,Nau.:) empleando N, funciones auxi-
liares [19--22].

1.2 Método de Kohn y Sham

Como se menciond anteriormente, KSDFT consiste en introducir orbitales a la HKDFT, apro-
ximando la energia cinética del sistema con interaccion como aquella de un sistema de elec-
trones no interactuantes e incluyendo la correccion de la energia cinética en el término de la

energia de intercambio-correlacién E,. [17].

E[IO] = Ts[{¢z}] + Ene[p] + J[p] + Exc[p]’ (117)

donde T[{¢i}], Enelpl, J]p] ¥ Ezclp] son la energia cinética del sistema no interactuante, la
interaccién nucleo-electrdn, la contribucién tipo coulémbica a la interaccién electrén-electrén
y la energia de intercambio-correlacion, respectivamente. Estos se definen de la siguiente

manera:

occ

{% =5 Z <¢z }v2‘ 1/11 (118)

nucleos

Z /|r_RA| r)dr, (1.19)

/ / ) dr, dr.. (1.20)
ri — Ir2|

El determinante de Slater que representa la funcién de onda exacta del sistema no interac-
tuante, ¥, esta conformado por orbitales de Kohn y Sham (KS) ?);. Se selecciona un potencial

monoelectrénico del sistema no interactuante de manera tal que la suma de los cuadrados



de los orbitales de KS resultantes sea igual a la densidad electrénica p(r) del estado basal del
sistema con interaccion,

occ

plr) =D _loil* (1.21)

Los orbitales de KS son ortonormales. Bajo esta restriccion, las ecuaciones de KS se pueden
obtener mediante la minimizacién de la energia:

nucleos

- Za p(ra) R ,
_§V + ; r—Ry| +/ |r_r2|dr2+vm[p] i(r) = g;0;(r) Vi o (1.22)

donde v, es la derivada funcional de la energia de intercambio-correlacion,

Vzelp] %pr_(cr[)p] (1.23)

Observando las expresiones previas, en especial la ecuacion (1.20), es claro que introducir un
conjunto base para evaluar los funcionales T5[{1; }|, Enc[p], J[p] Y Ezc[p] para un sistemanoin-
teractuante, aleja el método del escalamiento lineal de HKDFT. Aunque el costo computacional
no es optimo, esta aproximacién ha mostrado ser muy util para sistemas quimicos variados.
La KSDFT es exacta, hasta que se introduce una aproximacion al funcional £,.. Un paso fun-
damental para utilizar este método es encontrar buenas aproximaciones para F,.. Estos fun-
cionales deben cumplir ciertas restricciones como comportamiento asintdtico, escalamiento,
etc.[23] De acuerdo ala escalera de Jacob [24] planteada por John Perdew, en el primer escalén
estd la aproximacién local de la densidad (LDA por sus siglas en inglés) [25]. En el siguiente pel-
dano se encuentran los funcionales de gradiente generalizado (GGA) [26, 27], que consideran
el gradiente de la densidad local. Mas adelante estan los funcionales meta-GGA, que incluyen
un término de energia cinética. Posteriormente estan los funcionales hiper-GGA, que son los
mas cercanos al "cielo" planteado por Perdew, es decir, el funcional universal exacto. Cabe
mencionar que avanzar en la escalera no garantiza una mejor descripcién del sistema. Con-
forme se avanza en la escalera de Jacob, las expresiones matematicas de estos funcionales se

complican, por lo que se usan métodos numéricos para su integracion.



1.2.1 Combinacion lineal de orbitales de tipo gaussiano

Los orbitales moleculares de KS pueden ser construidos por una combinacion lineal de or-
bitales atémicos de Slater, que tienen un comportamiento asintético correcto y de cuspide
en los nucleos, pero generalmente se emplean funciones gaussianas para representar los or-
bitales tipo Slater [28]. Las funciones gaussianas facilitan la integracion, a pesar de que se
requieren varias funciones para representar a un orbital de Slater. Entonces, los orbitales mole-
culares de KS se obtienen mediante una combinacidn lineal de orbitales atémicos, o funciones

base contraidas, ¢,,

=3 danlr), (124)

donde ¢, se puede expandir en funciones gaussianas primitivas centradas en un mismo ntcleo,

tal que,

=S Z Deol (r (1.25)
donde cada funcién gaussiana primitiva es,
) = (2= A)"™ (y = A" (2= A,)"= e, (1.26)

Aqui, A son las coordenadas del nucleo en el que estad centrada la funcién. El vector n =
(ng, ny, n,) representa el nimero cuantico angular de la funcién en cada coordenada y el ex-

ponente de la gaussiana es «. La funcidén contraida se puede expresar como:
Ga(r) =S (x = A)" (y = A)" (z — A }:D“QNA (1.27)

donde K, es el grado de contraccidn y cada funcion primitiva tiene un coeficiente y un expo-
nente, D y o, respectivamente. Por ultimo, S es el factor de normalizacién. El nimero de

funciones base se representa como N,,,. La densidad para una capa cerrada es:

= Pay $a() o5 (r), (1.28)
a,b
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donde P es la matriz de densidad cuyos elementos estan dados por:
Py, =2) cid. (1.29)

De esta manera, la energia del sistema se puede escribir como:

Escr = Z Py HE® + — Z > Puy Pea ($atsl|6cba) + Euclp), (1.30)

a,b c,d

donde H™ es

core Z
:__<¢a‘v2‘¢b _;<¢a‘ﬁ‘¢b>y (1-31)
y cada integral de repulsion es
(Patp||Pcta) = // ults ¢b|rzljbcr$2)¢d(r2) dry dry, (1.32)

donde || denota el operador ‘rliml . Lasintegrales de repulsién electrénica (ERI por sus siglas en
de ellas. La energia de intercambio-
(), donde
(G es el nimero de puntos en la malla. La evaluacidn de las integrales de repulsién electrénicay

inglés) son de cuatro centros y se requieren evaluar N,

as

correlacion se evalua sobre una malla de integracion y su escalamiento es de O( N7,
la energia de intercambio-correlacidn son computacionalmente costosos y se han desarrollado

varias aproximaciones para hacerlos mas eficientes.

1.2.2 Teoria de los funcionales de la densidad auxiliar

El desarrollo de algoritmos eficientes para la evaluacién de las integrales de repulsidon elec-
tronica ha sido de gran interés, ya que es uno de los cuellos de botella de los calculos de es-
tructura electrdnica. En un intento para recuperar el escalamiento lineal de HKDFT utilizando
KSDFT, se utiliza el ajuste variacional del potencial de Coulomb mediante una densidad auxi-
liar [19--21, 29]. El escalamiento de O(N;..) se reduce a O(NZ, . N,u.), donde N, es el
numero de funciones de base gaussianas que generan la densidad auxiliar. En general, N,

bas

es mayor que N, pero la evaluacidn de las integrales es mas sencilla [30].

11



El segundo cuello de botella importante de un calculo DFT, después de la evaluacidn de las
ERI, es la integracion del potencial de intercambio-correlacion. El escalamiento para la obten-
cion de la densidad auxiliar es lineal porque la densidad auxiliar es una combinacién lineal de
funciones gaussianas, a diferencia de los métodos convencionales que requieren de los pro-
ductos de las funciones base y tienen un escalamiento cuadratico. Ademas se pueden utilizar
funciones gaussianas hermitianas para poder aprovechar las relaciones de recurrencia de los
polinomios de Hermite y reducir el nimero de funciones exponenciales a evaluar [30--32].

1.2.3 Ajuste variacional del potencial de Coulomb

El ajuste variacional del potencial de Coulomb consiste en introducir una densidad auxiliar

normalizada y positiva definida p(r):

Nu.uz

= @k (r). (1.33)
m=1

Los coeficientes de expansion son x,,,, mientras que k,,, son las funciones gaussianas auxiliares.
En la practica, no se tiene garantia de que la densidad auxiliar siempre sea positiva definida,
pero el error que genera es generalmente despreciable [30]. El objetivo de esta aproximacién

es minimizar el error de la siguiente expresion:
p(r r o(r
Eooul = // V) = prllplrs) = plea)l ye e s, (1.34)
|"1 — 1y

donde p es la densidad real del sistema. En notacién de Dirac, se tiene,

1 1 1
et = 5 (0= dllo = ) = 5 (ollo) = (o117} + 5 (315) (1.35)

Sustituyendo la expresion de la densidad, ecuacidn (1.28), y la densidad auxiliar, ecuacion

(1.33), en el segundo y tercer término de la ecuacion (1.35),

1 o
Ecoul = pHP mezpab <¢a¢b”k + izxm 1y <kakl> 2 O (136)
m,l
El error es positivo definido y podemos despejar (p||p),

1 _ 1 -
5 (ello) > ;xm ijpab (Gatulllim) = 5 X;xm 2y (k| 1) - (1.37)

12



Si sustituimos en la expresién (1.30) de la energia, se tiene que,

_ 1 _
Escr ) PaHE®+) wm Y Pa (batbllbim) =5 Dty (bl lr) + Euclp]- (138)
m a,b m,l

a,b

Los coeficientes x,,, se obtienen minimizando ¢.,,; a P constante,
Oent) 5™ Py (butillln) + S (Blll) =0 ¥ n.
O, P ab l

Si se denomina a G como la matriz de Coulomb,

(Rallka) - (Rallm)
(RllEr) - ([
y a J como el vector de Coulomb,

Z;Pab <¢a¢b”lgl>
= : = :
X;Pab <¢a¢b||];:m> <p||l_€m>

<PW§1>

Y

el conjunto de ecuaciones (1.39) puede expresarse de forma matricial como,
Gx =,
donde x es el vector de coeficientes ajustados y se puede resolver como,

x=G ')

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

Originalmente, los coeficientes de las funciones auxiliares para la evaluacién del potencial

de intercambio-correlacion se ajustaban por minimos cuadrados en un mallado [20]. De-

bido a que el método no es variacional, los gradientes aproximados resultan en geometrias

incorrectas [30]. Esto se puede evitar si se reutilizan los coeficientes obtenidos previamente

en el ajuste del potencial de Coulomb para el potencial de intercambio-correlacién [33].

13



Entonces, la energia se puede expresar como:

_ 1 I _
Escr ) PwHE® + ) > | Palbatullbm)rm — 5 D wmmi(KI|L) + Euclp). (1.44)
a,b ab m

m,l

A esta aproximacion se le denomina teoria de los funcionales de la densidad auxiliar (ADFT por
sus siglas en inglés). Cada elemento de la matriz de potencial de KS se obtiene de la derivada

parcial de Escr con respecto a un elemento de la matriz de densidad, esto es,

O[]
0P,

Kab = ;zre + Z<¢a¢b”%m>xm + (1.45)

donde la derivada parcial de la energia de intercambio-correlacidén con respecto a un elemento

de la matriz de densidad es:

OF[p] _ / 0 Eye[p] aﬁ(r)dr _ 0T,
8Pab 5ﬁ(r) 8Pab — 8Pab

/ Vge| Pk (1) dr, (1.46)

tal que el potencial de intercambio-correlacidon es la derivada funcional de la energia de
intercambio-correlacion,

Vzelp] = ——. (1.47)
op(r)
De la ecuacidn (1.39), se puede obtener la siguiente expresién:
O S Gt (Rl adn) (1.48)
aPab - l Im \"Vl a¥b/ - .
Sustituyendo en la ecuacion (1.46), se tiene que
OEyc[p] 17 f
=Y G K| Pab) (Fm||Vae)- 1.49
aPab ; lm< 1H¢ ¢b>< HU > ( )

Se definen como coeficientes del ajuste del potencial de intercambio-correlacién como z;,

a=> Gt {km|[vec). (1.50)
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Asi, los elementos de la matriz de KS pueden escribirse como:

Koy = HE® + ) (6aty||Fm) (@m + 2m)- (1.51)

La energia se puede expresar de la siguiente manera:

1 _
Escr ~ Z Py Kap — 5 Z rpx(k||l). (1.52)
a,b m,l

En un SCF, los parametros variacionales son los coeficientes de la densidad auxiliar, que depen-

den de los coeficientes de expansidn de los orbitales moleculares. De manera mas detallada,

el SCF consiste de los siguientes pasos [32, 34, 35]:

10.

11.

Obtener datos de la molécula de interés (los conjuntos de coordenadas nucleares {Ra},

numeros atémicos {74} y numero de electrones N) y especificar el conjunto base {¢, }.

Calcular las integrales moleculares S,;, H%™ (ecuacion (1.31)), (¢asl|km) (ecuacién
(1.32)).

Diagonalizar la matriz de traslape S y obtener la matriz de transformacion X que ortogo-
naliza la base.

Estimar los elementos de la matriz de densidad P (ecuacién (1.29)).
Obtener el vector de Coulomb J (ecuacién (1.41)).

Calcular la matriz de Coulomb G (ecuacion (1.40)) y obtener su inversa.
Obtener los coeficientes de expansion x (ecuacion (1.43)).

Obtener los coeficientes z (ecuacién (1.50)).

Calcular la matriz de potencial K (ecuacion (1.51)).

Calcular la energia del sistema E g (ecuacion (1.52)).

Si el error entre la energia de la iteracion con respecto a la interacidn anterior es menor
al error permitido, entonces, el procedimiento convirgid y si no es menor, entonces,
se repite el procedimiento desde el paso 5 con la nueva matriz de densidad P, que se
obtiene de la matriz K.

15



[Especiﬁcar {Ra},{Za}, N, {o:} iniciales}
|
[Calcular Sty HE™, ($achy] \/%m>]
|

[Diagonalizar S y obtener Xj

Estimar P

[Obtener vector J]

!

[Calcular coeficientes x

I

[Calcular coeficientes zj

Obtener K

(EsAE si
no aceptable? g

Figura 1.1: Esquema de trabajo de un SCF basado en ADFT.

En la Figura 1.1 se muestran los pasos del procedimiento SCF. Se debe notar que las integrales
de tres centros se evallan antes que se inicie la iteracidn. Siguiendo el método convencional,
las ERI se guardan en la memoria de acceso aleatorio (RAM, por sus siglas en inglés). El tamafio
del sistema de estudio estd limitado por la cantidad de RAM disponible. Dichas integrales se
utilizan en cada iteracidn dos veces. La primera sirve para evaluar la matriz de KS y la segunda

para la obtencion del vector de Coulomb J [36].
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Integrales moleculares

2.1 Integrales de repulsion electrénica

Las integrales de repulsion electrénica se pueden evaluar numéricamente con un mallado
molecular o de manera analitica. En este capitulo se describe detalladamente la evaluacién

analitica de las integrales mediante relaciones de recurrencia.

Cada una de las N | ERI en un sistema de N electrones, es una integral sobre seis dimen-
siones. En esta seccidn, es importante indicar el momento angular de cada centro, por lo que

se utilizardn a, b, c y d para representar cada centro y su momento angular correspondiente.

(ab || cd) = // Pa(r1)on(r1 ¢c(r2)¢d(rz)drldr2’ (2.1)

1 — 1y

Ademas, cada orbital atémico ¢, es una combinacién lineal de funciones gaussianas (primi-

tivas), por lo tanto, esta integral es una suma sobre cuatro indices de las ERI en primitivas,

17



K L M N
(ab || cd) = Z > D) DDy D, Dalagb || €ndy), (2.2)

=1 [=1 m=1n=1

donde cada ERI en primitivas es una integral sobrer; y ro,

[axhy || Cdy] //@’f d “Ol|'r” S0’”::("”)“0"(”2)d.rldrz. (2.3)
1 — 12

Los caracteres <> indican que la integracion es sobre funciones contraidas y los corchetes []
denotan que la ERI es sobre primitivas. Por simplicidad, los subindices k&, [, m y n se omitiran
en el resto del escrito. En la Figura 2.1 se observa que para un sistema con momento angular
hasta p genera seis tipos de integrales diferentes. Las integrales [ab || cd], [ba|| cd], [ba || dc] y
Nbas[f\;ba5+1]

[ab || dc] soniguales porque las funciones son reales. Estoimplica que sdlo hay ( ) X

(W + 1) /2 integrales Unicas.

2.1.1 Relaciones de recurrencia para ERI de cuatro centros

En 1988, Obara y Saika [37] mostraron que una integral de cuatro centros (A, B, Cy D) con

momentos angulares (a, b, c y d) y exponentes arbitrarios («, [, 7y d), se puede reducir a

(m)

integrales de tipo [ss || ss|'"” mediante la siguiente relacién de recurrencia,

[(@a+1,)b|lcd™ = (P, — A,) [ab || cd]"™ + (W; — P)) [ab || cd] "

ﬁ . (m) Q Y (m+1)
5 ([(a 1,)b||cd] ¢l@=1)bllcd )
b 1 edl™ — e (b — 1. (m“’)
+ 3¢ <[a (b —1,)]|cd] : [a(b—1;) | cd]
+ g @b (e~ 1)d Y gg ablle(d—1)]"". (24
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ss 11
ss 12
ss 13
ss 14
ss 22
ss 23
ss 24
ss 33
ss 34
ss 44
sp 15
sp 25
sp 35
sp 45
pp 55

Figura 2.1: Representacién gréfica de las integrales de cuatro centros requeridas
para un calculo DFT de un sistema con cuatro funciones s y una funcién p, donde
cada color representa un tipo de integral de cuatro centros. Cada cuadrado re-
presenta un conjunto de integrales primitivas que corresponden al shell pair del
bra (fila) y del ket (columna). Las letras y los nimeros al inicio de cada fila o
columna indica el momento angular de cada centro y el nimero de la funcién
respectivamente.

Los enteros a;, b;, ¢; y d; indican el momento angular en la orientacién ¢ del centro a, b, cy
d, respectivamente. P, Q y W son los nuevos centros y ¢, n y £ son los coeficientes corres-
pondientes que resultan de aplicar el teorema de producto gaussiano (GPT, por sus siglas en

inglés), que se presenta en el Apéndice A, y se expresan de la siguiente forma:

P‘:&AﬁrﬁBi
card | CC(SD
YC; + 0
_ 5 = —" 2.5
n=n+ Q » (2.5)
§=C+n - P nQs
' §

Unicamente nos interesan las ERI reales de orden cero (m = 0) y las ERI de orden mayor son
ERI auxiliares para la evaluacién de ERI con mayor momento angular. La regla de recurrencia
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se aplica sucesivamente hasta que todas las integrales tengan centros con momento angular s.
Por ejemplo, si se desea calcular [sp; || p;s], se realiza la recurrencia sobre uno de los centros
que tiene momento angular p. La ERI [sp; || p;s]| se puede expresar como [s (s + 1;) || p;s]. Al
aplicar la relacidn de recurrencia sobre el segundo centro, se obtiene que

0y
(s 1) Il pss] ™ = (P = B [ss I pys) ™ + (Wi = P [ss [ pys] )+ 5 [ss 5]

(2.6)

Unicamente quedan tres términos porque no existe momento angular menor a s. Finalmente,

a cada uno de los dos primeros términos se les aplica otra vez la relacién para obtener
[ss] (s +1;)s]™ = (Qi — C:) [ss || ss]"™ + (Wi — Qi) [ss| ss] " (27)
Sustituyendo la expresion (2.7) en la ecuacion (2.6),

s (s + 1) || p;s]” = (P — B)) {(Qi — Ci) [ss || 5] + (Wi — Q) [ss || ss] M}
+ (Wi — P){(Q; — Cy) [ss||ss]" + (W; — Q) [ss || s}

9ij (1)
+ 2 [ss||ss]'". (2.8)

Las ERI de tipo [ss || ss] se evaltan de la siguiente manera,

22 K yg Kop F (T
s | ss)m = 2 EapEoplnll) 2.9
(V€
donde F,,(T) = fol t?™ exp(—T't?) dt es la funcién gamma incompletay T, K p y Kcp son
constantes,
T="p_qp, (2.10)
§
Kap = exp {—%]A — B|2} , (2.11)
)
Kep = exp {—l\c — D]Q} . (2.12)
n
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La aproximacién que fue empleada en este trabajo para la evaluacién de la funcién gamma
incompleta esta descrita en el articulo de McMurchie-Davidson [38]. Un caso particular sucede
cuando m = 0, ya que Fy(T) es la funcién de error

1
Fo(T) = /0 exp(—TH2) dt. (2.13)

Las relaciones de recurrencia de Obara y Saika se denominan también reglas de recurrencia
vertical (VRR), ya que el momento angular total de los centros se reduce gradualmente. Otra
regla de recurrencia importante es la de Head-Gordon y Pople [39]. Estas ultimas se deno-
minan relaciones de recurrencia horizontal (HRR) porque la suma de los momentos angulares
de los cuatro centros no cambia, sino que se acumula en dos centros. La demostracion de la
HRR es sencilla, ya que sélo es la resta entre la VRR para [a(b+ 1;) ||cd] y [(a + 1;) b || cdi],
resultando en

la(b+1,)]cd =[(a+1)b| cd + (A — B;)[ab]| cd] . (2.14)

La ventaja de emplear las HRR es que acumulan el momento angular en el primer y tercer

) hecesario para evaluar integrales con

centro, reduciendo el nimero de ERI de tipo [ss || ss]™
momento angular alto. Ademas se pueden aprovechar para obtener ERI con el mismo mo-

mento angular total.

El potencial de Coulomb, V¢

ab?

se obtiene de derivar el segundo término de la ecuacién (1.30)

con respecto a P,;. Este se expresa, en funcién de ERI primitivas, como:

N

K L M
VS =335 PaDiDiDg, DY aby || €dn) (2.15)

cd k=1 =1 m=1n=1

2.1.2 Relaciones de recurrencia para ERI de tres centros

Si se realiza el ajuste variacional (subseccion 1.2.3) del potencial de Coulomb, se calculan in-
tegrales de tres y dos centros. La Figura 2.2 muestra seis tipos de integrales diferentes. La
simetriaentre [ab|| k,,] y [ba|| k| se mantiene, pero ahora es necesario evaluar ( Ny [ Npas+
1]/2) Nyu. integrales. Generalmente N, es de tres a cinco veces N, [30]. Esto significa que
si Np.s €S pequeiio, se requieren mas integrales con la densidad auxiliar y si [V, es grande, se
reduce el nUmero de integrales. Otra ventaja de emplear una densidad auxiliar es la simplifi-

cacion de su evaluacion.
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Figura 2.2: Representacion grafica de las integrales requeridas para un calculo
DFT donde cada color representa un tipo de integral de tres centros (las colum-
nas corresponden al bray las filas al ket). Cada cuadrado representa un conjunto
de integrales primitivas que corresponden al shell pair del bra y el shell auxiliar
del ket.

La evaluacidn de las integrales de tres centros requiere mas tiempo que las de dos, por lo
que se demuestra Unicamente las relaciones de recurrencia de las primeras. La VRR para tres
centros se puede derivar facilmente de la ecuacion (2.4) considerando el Ultimo centro con un

exponente de 0, dando lugar a la siguiente expresion,

(2 1)b|c]"™ = (P, = A4;) [ab | + (U — P;) ab | ¢ """

a; m Y (m+1)

+ — a—1,)b cm - a—1,)b|c )
2<([< )b[c] Cﬂ[( )blc]
b; Y 1

+ 2 ([ab—1,)] ™ — ab — 1, c(m+))
2§([( ) Il €] C+7[( )|l €]

C.

+——" Jab||(c—1,)]"*Y. (2.16)

3oy @bl e — 1)
De manera semejante a W, el centro U es
. = B+ aG (2.17)
¢+

Ahora, las ERI se reducen a integrales de tipo [ss || s]™,

22K ug Fop (T
[ss )5 = 2_KanFn(D) (2.18)

CoV(C + 7

22



Tabla 2.1: Relaciones de recurrencia vertical para la evaluacion de ERI de tres
centros. El simbolo d;; denota la funcion delta de Kronecker.

[ss]|s]” = 2052¢161(C + ) V2K ApF(T)

ssl1p) @ = (Ui—Ci)[ss||s]"V

pislls]¥ = (P—A)[ss 5] + (U — P) [ss]] 5]V

pisl|p) @ = (B — A [ss|lp]® + (U — P [ss ]| p]" + 6,27 +7) " [ss || 5]V
i 1517 = (P = 4) [pis || 5] + (U; = P)) [pis || 5]V

#0527 ([ss 1l 5] = A(C + ) [ss 1))
a1 P = (P = A Ipos 150+ (U = B [pis 8] 4 0,271¢ 7 (Tss 1)
AU s 1p ) + 827 ¢+ ) [pis 1]

Las HRR, ecuacién (2.14), también se pueden aplicar a las integrales de tres centros, pero Uni-

camente se aplica sobre el bra,
[a(b+1)[[¢]=[(a+1;)b]|c]+ (A; — B;)[ab][c]. (2.19)

Ademas de la simplificar el célculo de las ERI, se reducen las sumatorias para evaluar el poten-
cial de Coulomb sobre tres indices, Va%, por la naturaleza no-contraida de la densidad auxiliar.

Derivando el segundo término de la ecuacién (1.44) con respecto a un elemento de la matriz

de densidad F,;, se tiene que:

K L
VE=> 3" 2,DiDy [aby || k] - (2.20)

2.2 Mallados moleculares de Becke

El mallado de Becke [40] consiste en utilizar un conjunto de pesos para descomponer una
funciéon molecular, que depende de todos los 4&tomos, en componentes independientes para
cada nucleo. Esto se lleva a cabo partiendo el espacio molecular en celdas centradas en cada
atomo parecidas a los poliedros de Voronoi, pero con fronteras difuminadas. La derivacion del

mallado de Becke esta descrita en el Apéndice B.
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La integracion numérica de una funcidn tridimensional, F'(r, 0, ¢), se puede llevar a cabo de
varias maneras. La funcion se puede integrar por regla de los trapecios, regla de Simpson o
cuadratura gaussiana cada dimensidon de manera independiente. Otra forma es mediante una
separacion de la funcién F' en una parte radial, que se integra con una cuadratura gaussiana,
y una parte angular, que se integra mediante el mallado de Lebedev. El mallado de Becke
se basa en esta segunda opcién. El peso de un punto del mallado de Becke, ademas de las
contribuciones radial y angular, incluye un factor que indica qué tan cerca estd el punto del
atomo. Dicho factor depende de la funcion de corte que define las fronteras difuminadas del

un atomo de la molécula.

Este mallado es utilizado para la evaluacion del potencial de intercambio-correlacion, cuya ex-
presion es dificil de integrar analiticamente. Para esto, primero se genera el mallado, después
se obtiene el valor de la densidad y sus gradientes en cada punto, posteriormente, se evalla
el funcional y sus derivadas, y finalmente, se obtiene la matriz del potencial de intercambio
correlacion. Los cuatro pasos son lentos debido a la cantidad de puntos que evaluan, en espe-
cial, el segundo y cuarto paso. En este trabajo se paraleliza la obtencion de los pesos de Becke,

ya que es sencillo y el algoritmo estd descrito por Luehr et al. [5].

Lo costoso de la generacion del mallado es el paso en el que se obtienen los pesos de Becke
para cada atomo [5]. El Algoritmo 1 describe el calculo de dichos pesos. Cada dtomo crea un
arreglo lineal que contiene las coordenadas de cada punto de la malla y las contribuciones a
los pesos de Becke por la cuadratura de Gauss-Chebyshev y Lebedev. Posteriormente, realiza
un llamado a la GPU para que genere los pesos en todos los puntos que le corresponden. Los

puntos de la malla son distribuidos entre los hilos de trabajo.

La evaluacién del peso en cada punto estd descrito por el Algoritmo 2. Primero, se obtiene el
arreglo con las distancias de los nucleos al punto, luego, se genera la celda con limites difumi-
nados a partir de la multiplicacion de las funciones de corte, y finalmente se escala la celda

para obtener el peso de Becke.
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para cada dtomo A de la molécula hacer
crear vectores de datos;

obtener pesos por cuadratura;
escalar pesos por Lebedev;

llamar a rutina bweights en GPU;
evaluar densidad y gradientes;
evaluar intercambio y correlacién;

fin
Algoritmo 1: Llamado a la GPU para obtener los pesos de Becke

para cada punto 1 de la malla hacer
para cada dtomo A hacer
calcular r; 4;
Patom = 1;
fin
para cada dtomo A hacer
para cada dtomo B # A hacer
obtener ryp;
obtener pap = (ria — 1ip)/Ras ;
obtener funcién de corte de Becke s(pap);
obtener celda Pax = s(uap);

fin
fin
para cada dtomo A hacer
‘ Psuma+ = PA
fin

escalar pesos g;* = Pom/ Psuma;
fin
Algoritmo 2: Generacion de los pesos de Becke (rutina bweights)
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If you were plowing a field, which would you rather
choose? Two strong oxen or 1024 chickens?

Seymour Cray

Unidades de procesamiento grafico

La ley de Moore dice que el nimero de transistores que caben dentro de un chip se duplica
cada dos afios [41]. Esta ley se ha cumplido por mas de 50 afios, ya que el disefio de transis-
tores los ha vuelto mds pequefios, rapidos y han disminuido su comsumo energético. Hoy en
dia, los transistores tienen tamafos de 45 — 22 nm. Esta ley esta por llegar a su limite porque
tener billones de transistores trabajando al mismo tiempo genera mucho calor y se requiere
enfriamiento. Por esta misma razdn, en la Ultima década, se ha dejado de aumentar la fre-
cuencia de reloj (velocidad para realizar una operacion) ya que implica un mayor consumo de

energia.

Para reducir el consumo energético, se han construido procesadores con transistores mas pe-
guefios, mas lentos, pero con mayor aprovechamiento energético. Esta idea dio lugar a las
GPU. Dichas unidades se enfocan mas en procesamiento de datos y generan menos calor, pero
la programacion estd restringida por un hardware de control mas sencillo que una CPU [42].
A diferencia de una CPU que busca realizar un trabajo lo mas rapido posible (minimizar la-
tencia), la GPU optimiza rendimiento (maximiza el trabajo realizado en un tiempo definido).
Una CPU puede tener decenas de procesadores, mientras que una GPU puede llegar a tener
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miles de nucleos de trabajo. Se denomina un sistema de cémputo de alto rendimiento (HPC)
heterogéneo o hibrido cuando esta constituido tanto por CPU como GPU. Generalmente, las
GPU se emplean como coprocesadores de las CPU ya que la mayor parte del hardware estd
apartado para procesamiento de datos y son muy eficientes para realizar operaciones senci-
llas. En dichos sistemas, la CPU, la cual posee un hardware de control mas complejo, realiza las
operaciones que requieren mas instrucciones. La distribucidn de trabajo entre la CPU y la GPU

es muy importante, ya que cada unidad esta optimizada para tareas con ciertas caracteristicas.

3.1 Ley de Amdahl

Un factor importante para determinar la eficiencia de un programa, ademas de que funcione
correctamente, es que realice el trabajo rdpidamente. Para medir la eficiencia de un cddigo, se
emplea la ley de Amdahl [43]. La ley de Amdahl es una serie de observaciones que se reducen

a la siguiente expresion:
S(n) = ). (3.1)

En esta ecuacion, S(n) es la aceleracidén que el programa puede presentar con n nucleos de
trabajo, T'(1) y T'(n), son los tiempos de ejecucién con 1 nicleo y n de ellos, respectivamente.

Si la paralelizacién es 6ptima, T'(n) se puede expresar como:

T(B,n) =T(1) (B + %(1 - B)) , (3.2)

donde B es la fraccion del programa que es serial, y, por lo tanto 1 — B es la fraccion paraleli-

zada. Simplificando y considerando que P =1 — B, S(n) es:

1
S(Pn)= ———. 3.3
(Pn) = 5—p7E (3.3)
El limite de esta funcidon cuando n — oo es:
lim S(P.n) — — (3.4)
U ,n) = (1 — P) .

Esto implica que S(n) presenta un limite asintdtico, el cual cambia en funcién del porcentaje

paralelizado P. En la figura 3.1 se muestra el comportamiento de S(n) a diferentes valores de
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Figura 3.1: Ley de Amdahl para diferentes porcentajes de cédigo paralelizado.

P y se observa que este limite aumenta si mas parte del cddigo se paraleliza. Es importante
notar que S maxima, cuando n — 0o, conuna P = 0.95 es sélo de 20 veces y mucho menor si
P disminuye. Esto significa que es necesario incrementar el porcentaje paralelizado lo maximo

posible.

Ahora, el limite de S(n) cuando P — 1 es:
IHT1 S(P,n) = n. (3.5)

Esto demuestra que también es importante distribuir el trabajo en mas nucleos. En sistemas
heterogéneos, que consisten de unidades de procesamiento central (CPU) y unidades de proce-
samiento grafico (GPU), la ecuacion (3.3) no se puede aplicar de manera directa. Esto se debe a
gue no tienen las mismas velocidades de reloj (la CPU es mas rapida que la GPU), pero si consi-
deran que son iguales, aumentar P y n seria el mismo objetivo. En programas que aprovechan
arquitecturas de este tipo, se busca que la parte serial se ejecute en la CPU, por su velocidad

de reloj, y la parte paralelizada en la GPU, por su cantidad de nucleos de trabajo.
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3.2 Arquitectura de una GPU

Una GPU tiene mas transistores dedicados a ser unidades aritméticas logicas (ALU por sus siglas
en inglés) que para control y caché. En contraste, una CPU tiene menos ALU y mas transistores

para el control y caché de datos.

Para poder aprovechar al maximo una tarjeta grafica, es necesario considerar su arquitectura
para conocer sus limitaciones [42]. Los datos deben estar en bloques denominados streams
y su transformacién se lleva a cabo mediante un kernel. Los streams se forman y son modifi-
cados en paralelo por procesadores que ejecutan el kernel. En esta seccidn se describiran las

especificaciones de una GPU Tesla K40, que es la tarjeta empleada en este estudio.

La Tesla K40 tiene 15 multiprocesadores de stream (SM, por sus siglas en inglés) con 192 nu-
cleos de trabajo en cada uno de ellos y trabajan a una velocidad de reloj de 0.75 GHz. Estos
nucleos son mas lentos que los procesadores de una CPU convencional, pero son 2880 unida-
des de procesamiento totales. Si se considera una CPU con 16 procesadores, la Tesla K40 tiene

180 veces mas nucleos que la CPU.

Cada SM tiene 192 nucleos que reciben una misma instruccién. Esta implementacién se de-
nomina Single Instruction Multiple Thread (SIMT). La unidad de instruccién propaga la misma
indicacién a cada procesador de la SM, tal que cada uno de ellos modifique los datos que le
corresponden en cada ciclo de reloj.

Grid
Blogue (0,00 | Blague (1,00 | Bloque (2,0)
|.- " |Blogque (2,1)
Hila (0.0 Hile {1, 00 Hilo (2,0}
Blogue (0,1} | Blague (1,1} | Bloque (2,1}

Hilla (0. 1) Hile {1, 1) Hilo (2,1)

Figura 3.2: Jerarquia de los hilos en CUDA. El grid esta constituido por bloques y
éstos a su vez son un conjunto de hilos (flechas).
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En la Figura 3.2 se muestra la jerarquia de los hilos en CUDA. Los hilos se agrupan en bloques
y éstos a su vez forman un grid. Los bloques y grids pueden ser de una, dos o hasta tres
dimensiones, dependiendo del problema de interés. El indice threadldx y blockldx, junto con
las dimensiones blockDim y gridDim, permiten recuperar el indice global de un hilo especifico,

es decir, la posicion del elemento de vector, matriz o volumen a procesar [43].

Otra caracteristica importante de las GPU es la jerarquia de memoria que tienen. Existe una
memoria local (hilo), memoria compartida (bloque) y memoria global (GPU). El acceso a memo-
ria local es mas rapido que a la compartida, y esta a su vez es mucho mas rapido que a la global.
Por lo tanto, es muy importante que cada stream sea independiente de los demas, ya que asi
se evita el uso de memoria global y compartida [43]. Si es necesario que se transfiera infor-
macién de un hilo a otro hilo del bloque, se recomienda emplear la memoria compartida y
buscar la mejor manera para regular el acceso a ella. La memoria de la CPU y la GPU son in-
dependientes. La GPU no puede accesar a la memoria de la CPU y viceversa, por lo tanto, es

muy importante realizar un copiado de datos antes y después de emplear la GPU.

3.3 CUDA

El uso de las tarjetas graficas se enfocaba principalmente al procesamiento de imagenes en
videojuegos debido a la complejidad de la programacién usando DirectX. El desarrollo de in-
terfaces para programacién de GPU como lenguaje de cdmputo abierto (OpenCL: Open Com-
puting Language) y CUDA facilité el control de las GPU, las cuales ganaron potencial como
alternativas para la implementacion de cédigos cientificos. Este tipo de programacion es de
propdsito general en GPU, es decir, se puede utilizar para programas no relacionadas a graficos.
CUDA funciona para diferentes lenguajes: Python, Fortran, C/C++. También esta la posibilidad
de utilizar OpenACC (equivalente a OpenMP) para paralelizar con una granularidad menos fina.
En este trabajo se utilizé6 CUDA C, ya que esta distribucién es gratuita y hay mayor flexibilidad
para la paralelizacién. Bajo el modelo de maestro-esclavo, la CPU es el nodo maestro (anfitridn

0 host en inglés) y las GPU son los nodos esclavos (dispositivo 6 devices en inglés).
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El esquema general de un programa de CUDA [42] consiste de lo siguiente (en itdlicas esta

escrita la directiva generalizada para realizar la instruccion correspondiente):

1. La CPU asigna espacio de memoria en la GPU
2. La CPU copia los datos desde CPU a GPU
3. La CPU ejecuta el kernel en la GPU

4. La CPU copia los resultados desde GPU a CPU

La GPU no puede accesar la memoria de la CPU. Primero, se asigna el espacio necesario para
gue posteriormente se copien los datos desde el host hasta el device. Es importante notar que
todas las instrucciones son realizadas por el host, ya que la GPU no puede dar instrucciones
propias. Se realiza la transformacién de los datos mediante la ejecucidn del kernel por cada hilo
de trabajo. Finalmente, debido a que la CPU tampoco puede leer informacion de la memoria
de la GPU, se copian los resultados del kernel a la CPU. Una herramienta importante para
codigos que ejecutan varios kernels es la sincronizacion de hilos para evitar lectura y escritura

de datos incorrectos y tener una cooperacién eficiente.
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Validacion del programa

La implementacidn se llevo a cabo en el cédigo para calculos de estructura electrénica de
distribucion libre, Parakata. Los resultados de la evaluacién de las ERI y los pesos de Becke
empleando GPU se muestran en esta seccidn. La implementacidn actualmente abarca hasta
funciones base de momento angular p, por lo que los sistemas de estudio y los conjuntos de
funciones base estan limitados. La validacion se realizd con cadenas de atomos de hidrégeno

de longitudes distintas y con alcanos lineales.

Para las cadenas de atomos de hidrégeno se utilizd la base 6-311G(d,p). Debido a que uni-
camente se tiene implementada la evaluacién de ERI hasta momento angular p, se utiliza un
conjunto base auxiliar practico para la valoracion del cédigo, pero no tiene una derivacidn ri-
gurosa. El conjunto base auxiliar esta detallado en el Apéndice C. Se observa que las funciones
auxiliares tienen coeficientes unitarios porque no tienen contraccidn. En los alcanos lineales,
se emplea la base 6-311G y la base auxiliar que estd en el Apéndice C. La base auxiliar no es
lo suficientemente grande para obtener la convergencia del procedimiento SCF por lo que se

presentaran los resultados para un ciclo del SCF Unicamente.
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La CPU empleada es una Intel(R) Xeon(R) CPU E5 — 2630 v3 @ 2.40 GHz y la GPU es una NVIDIA
Tesla K40 con 2880 nucleos @ 0.75 GHz. El cédigo original es serial y el nuevo programa utiliza
un sistema heterogéneo de 1CPU-1GPU.

4.1 Esquema de programacion de las integrales de tres centros

En el cddigo original, se evalian Unicamente (Npus[Npas + 1]/2) Ny integrales y descarta
aquellas que son muy pequefias. En el programa modificado se evaltan N?

bas

Ny integrales,
aunque se repitan las integrales por la simetria de las ERI. Para una comparacién mas justa,
también se modificé el cddigo original para que evalle todas las integrales como el cddigo de
GPU.

El codigo original es serial. Se realiza un barrido sobre cada capa (shell) de cada centro y se
evalua el conjunto o batch de integrales contraidas, cuyo tamano depende del momento an-

gular de cada uno de los centros.

Para emplear correctamente la GPU, es necesario cambiar el algoritmo de trabajo utilizado en
el cddigo serial. En el cddigo que utiliza una GPU, se crean los vectores de datos cuando se

genera la matriz de traslape.

Entonces, se tiene un vector de coordenadas, uno de momento angular, uno de coeficientes,
uno de exponentes y uno de constantes de normalizacién para cada shell pair de funciones
primitivas, bra, posible. Esto mismo se realiza para la parte del ket (densidad auxiliar, ecuacion
(1.33)) y se realiza un solo llamado a la rutina primeris, que contiene el kernel como se describe
en el algoritmo 3. Cada hilo identifica el momento angular de las integrales que se le asigna,
llama a la subrutina correspondiente al tipo de integral y las evalta. De acuerdo al algoritmo
4, un hilo realiza el barrido sobre todas las funciones auxiliares para un shell pair fijo, es decir,
un hilo evalia una columna de la figura 2.2. El indice globlal idx del algoritmo 4 esta dado
por el indice del shell pair correspondiente. El arreglo de todas las ERI primitivas es copiado

de GPU a CPU. En la CPU se contraen las ERI y se guardan en un archivo posteriormente.
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crear vectores de datos;
llamar a rutina primeris en GPU;
contraccion de ERI;
para cada funcidon base auxiliar hacer

recuperar matriz de ERI;

escribir en archivo;
fin

Algoritmo 3: Evaluacion de ERI en GPU

inicializacion (cudaMalloc, cudaMemcpy);

para cada hilo hacer

idr = threadldz.x + blockIdx.x * blockDim.x;

obtener datos de shell pair asociado a idx;

para cada shell base auxiliar hacer

si cierto momento angular en cada centro entonces
llamar a rutina correspondiente;
normalizar;

fin

tdx+ = blockDim.x % gridDim.x;

fin

fin
Algoritmo 4: Rutina primeris en GPU

4.2 Resultados de la evaluacion de las integrales de tres centros

4.2.1 Cadenas lineales de hidrogeno

En la Tabla 4.1 se presentan los tiempos de evaluacién de las ERI para cadenas de atomos de
hidrégeno empleando precision doble. La aceleracién de los tiempos es significativo cuando
se tienen muchos dtomos. Cuando se tienen pocos atomos, se observa que la evaluaciéon de
las integrales con el algoritmo propuesto en este trabajo puede ser incluso mas lenta, lo cual
también ocurre cuando se utiliza OpenMP (Open Multi-Processing) o MPI (Message Passing In-
terface). Si el trabajo es muy sencillo, distribuir el trabajo a cada nodo y luego juntarlo requiere

mas tiempo que usar un solo nodo de trabajo.
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La cadena de 16 atomos tiene 9216 shell pairs de funciones primitivas. Idealmente, la razén
entre los tiempos de evaluacion creceria linealmente conforme aumenta el nimero de hilos
y a partir de los 9216 hilos de trabajo, la aceleracidn se mantendria constante. En la Figura
4.1, se observa que una tendencia similar, pero la razén entre los tiempos deja de aumentar,
incluso disminuye, antes de que se tenga una relacién 1 : 1 entre el nimero de shell pairsy el

numero de hilos de trabajo.

De acuerdo a la Tabla 4.1, la aceleracion maxima observada es de mas de 16 x para la cadena
de 32 atomos de hidrégeno. Se observa que para las cadenas de hidrégeno de 32 y 64 dtomos,
el numero de shell pairs, 65536 y 147456, respectivamente, excede el numero de hilos de
trabajo totales, 25600, lo cual significa que hay hilos que estan evaluando las ERI para mas de

un shell pair. Es decir, la cadena de 32 dtomos necesita que cada hilo evalte 2 o 3 shell pairs

65536
25600

tiempos de evaluacion en CPU y en GPU de las cadenas de 32 y 64 atomos aparenta llegar a un

~ 2.6). De manera similar a la cadena de 16 4tomos, el crecimiento de la razén entre los

limite superior antes de que se utilicen suficientes hilos de trabajo para que cada hilo calcule
una sola integral. Otro aspecto interesante de la Figura 4.1 es que la cadena de 64 atomos
presenta una aceleracion menor a la de la cadena de 32 después de los 2048 hilos de trabajo.
Esto se discutira mas adelante. El promedio de errores absolutos (PEA) es despreciable en la
evaluacion de las ERI.

Tabla 4.1: Tiempos de evaluacién de las ERI de cadenas de dtomos de hidrégeno

de longitudes distintas con CPU y con GPU empleando precision doble. Se uti-

lizan 200 bloques de 128 hilos en la GPU, es decir, 25600 hilos totales. PEA se
refiere al promedio de los errores absolutos con respecto al cddigo original.

# dtomos  # shell pair Tiempo CPU (s) Tiempo GPU (s) tcpu/taru PEA
2 144 0.001 0.037 0.027 1.52 x 1077

4 576 0.012 0.045 0.267 1.69 x 1077

8 2304 0.085 0.046 1.848 1.21 x 10~Y7

16 9216 0.640 0.084 7.618 6.03 x 107'8

32 65536 5.447 0.336 16.217 3.29 x 10718

64 147456 43.872 3.527 12.441 1.68 x 10718

4.2.2 Alcanos lineales

En la Tabla 4.2 se observan los tiempos de evaluacién de las ERI para alcanos de diferente
longitud. Los errores son similares a los de las cadenas de atomo de hidrégeno y son despre-
ciables. Ademas, en las Figuras 4.1y 4.2, la razdn entre los tiempos de las cadenas de dtomos

35



tepu/tapu

0 | | | | | |
128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384 32768

No. total de hilos

Figura 4.1: Razdn entre los tiempos de evaluacién de las ERI con CPU y con GPU
como funcién del numero de hilos totales empleados. Cada color representa una
cadena lineal de dtomos de hidrégeno de longitud diferente. El eje horizontal
esta en escala logs.

de hidrégeno y de los alcanos crece rapidamente hasta 2048 hilos de trabajo y disminuye su
aumento, incluso puede disminuir en ciertos casos. Utilizar 2048 hilos de trabajo da una mejor

relacidén costo-tiempo.

Se tiene que el icosano, CH3-(CH»)15-CHs, igual que la cadena de 64 dtomos de hidrégeno, no
presenta una aceleracién tan favorable como las otras moléculas. Se realizé la evaluacién de
las ERI en dos batches, de manera tal que cada batch llame a la GPU independientemente, uno
después de que haya terminado el otro. La suma de los tiempos de evaluacién en la GPU de
las ERI es de 8.472 s, menor que el tiempo reportado en la Tabla 4.2 para el icosano. Con tres
batches, el tiempo disminuye a 7.653 s. Esto implica que la GPU no es tan eficiente si procesa
arreglos demasiado grandes de manera concurrente. Utilizar batches puede reducir el tiempo

de calculo porque se evita el agotamiento de la RAM.
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Tabla 4.2: Tiempos de evaluacién de las ERI de alcanos lineales, CH3-(CH5),,-CHs,
con CPU y con GPU empleando precision doble. Se utilizan 200 bloques de 128
hilos en la GPU, es decir, 25600 hilos totales. PEA se refiere al promedio de los
errores absolutos con respecto al cédigo original.

n #shell pair Tiempo CPU (s) Tiempo GPU (s) thU/tGPU PEA
3 51076 1.754 0.219 8.008 4.89 x 10718
8 190096 13.058 0.9879 13.218 4.88 x 10718
13 417316 41.638 3.160 13.179 3.66 x 10718
18 732736 96.273 12.143 7.928 2.96 x 10718
16 T
n=3 —e—
n=8 —e—
14 7ni13 —— i
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Figura 4.2: Razdn entre los tiempos de evaluacion de las ERI con CPU y con GPU
como funcion del nidmero de hilos totales empleados de los alcanos lineales
CH3-(CHs),-CHg conn = 3, n = 8, n = 13 yn = 18. El eje horizontal esta
en escala logo.

4.3 Esquema de programacion de la obtencién de los pesos de Becke

El algoritmo utilizado esta descrito en la seccidn de integrales molecularespor el algoritmo 1.
El cédigo serial utiliza el mismo esquema. Primero se genera un arreglo de datos con las coor-
denadas de cada punto del mallado y las contribuciones al peso de la cuadratura de Gauss y el
mallado de Lebedev. Después se realiza un llamado a la CPU (si es el cédigo serial) o a la GPU
(el codigo optimizado) por cada dtomo de la molécula. La CPU o la GPU se encarga de generar
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los pesos de Becke para cada punto del mallado del 4&tomo correspondiente mediante el al-
goritmo 2. Finalmente, las coordenadas y los pesos de cada punto del mallado son utilizados

para evaluar el potencial de intercambio correlacién.

4.4 Resultados de la obtencion de los pesos de Becke

4.4.1 Cadenas lineales de hidrogeno

En la Tabla 4.3 se muestran las aceleraciones obtenidas para la evaluacién de los pesos de
Becke para diferentes nimeros de atomos. La malla tiene un ndmero de puntos constante,
22650 por atomo, y sélo depende del nimero de atomos en la molécula. La generacién de los
pesos de Becke es costosa incluso para sistemas pequenos. A diferencia de la evaluacién de las
ERI, que es ineficiente para sistemas pequefios, la Tabla 4.3 muestra que incluso la cadena de
dos atomos de hidrégeno tiene una aceleracidén de 2x. Esto es porque el nimero de puntos
de la malla es grande. A excepcién de la cadena de cuatro atomos de hidrégeno, se observa
que la tendencia es que conforme aumenta el numero de atomos en la molécula, mejora la
aceleracion.

Tabla 4.3: Tiempos de evaluacidn de los pesos de Becke para cadenas de &tomos

de hidrdégeno de longitudes distintas con CPU y con GPU empleando precision

doble. Se utilizan 200 bloques de 128 hilos en la GPU, es decir, 25600 hilos to-
tales. PEA se refiere al promedio de los errores absolutos con respecto al cddigo

original.
#4dtomos  #puntos Tiempo CPU (s) Tiempo GPU (s) tcpu/tapu PEA
2 45300 0.002 0.001 2.000 6.98 x 1077
4 181200 0.005 0.004 1.667 6.12 x 10717
8 362400 0.062 0.008 7.750 7.26 x 107
16 724800 0.488 0.017 28.706 6.03 x 10718
32 1449600 3.973 0.126 31.535 7.99 x 10717
64 28992000 32.835 0.849 38.680 9.97 x 10717

La aceleraciéon de los pesos de Becke es mds apreciable que la correspondiente a la evalua-
cién de las ERI. La maxima aceleracidn obtenida para la cadena de Hg, mostrada en la Tabla
4.3 es de 40 x aproximadamente. Una posible explicacién es que, en la evaluacion de las ERI,
cada hilo necesita identificar el tipo de integral, es decir el momento angular de cada centro,

por lo tanto, se requieren varias operaciones de condicionales. El resultado es un kernel con
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Figura 4.3: Razdn entre los tiempos de evaluacion de los pesos de Becke con
CPUy con GPU como funcidn del nimero de hilos totales empleados. Cada color
representa una cadena lineal de atomos de hidrégeno de longitud diferente.

muchas instrucciones, que es ineficiente en una GPU. Una posible solucidn para esto es agru-
par las integrales en bloques por el momento angular de cada uno de los centros y llamar al
kernel correspondiente al tipo de integral. Asi se evita la necesidad de identificar la integral
con multiples condicionales. Ademas, la separacidn de los datos en bloques independientes
puede acelerarse mediante llamados asincronos a la GPU, o utilizando OpenMP acoplado a
varias GPU, de manera que cada una de ellas procesa un bloque de ERI distinto.

El algoritmo para la evaluacién de los pesos de Becke consiste en realizar un llamado a la GPU
por cada atomo, uno por uno. Por lo tanto, se esperaria que el aumento en la razén entre los
tiempos de evaluacién en la CPU y la GPU sea constante hasta que el nimero de hilos sea de
22650. En la Figura 4.3 se observa que casi siempre hay un aumento en la razon. Esto reafirma

que la programacién de la evaluacion de las ERI no es tan eficiente.
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4.4.2 Cadenas de alcanos

Tanto los tiempos de ejecucion como los PEA mostrados en la Tabla 4.4 son consistentes con

la validacion de las cadenas de dtomos de hidrégeno de longitudes distintas. La aceleracién es

mas significativa cuando se tienen sistemas de muchos atomos.

Tabla 4.4: Tiempos de evaluacion de los pesos de Becke para alcanos lineales,
CH3-(CHs»),,-CH3, con CPU y con GPU empleando precisién doble. Se utilizan 200
bloques de 128 hilos en la GPU, es decir, 25600 hilos totales. PEA se refiere al
promedio de los errores absolutos con respecto al cédigo original.

n  #puntos Tiempo CPU (s) Tiempo GPU (s) tcpu/tapu PEA
3 770100 0.602 0.025 24.076 4.85 x 10717
8 1449600 3.976 0.116 34.279 3.93 x 10717
13 2129100 12.873 0.362 35.571 4.08 x 10717
18 2808600 29.821 0.775 38.483 3.37 x 10717

En la Figura 4.4 se observa que la misma tendencia que la Tabla 4.4. La razén entre los tiempos

de evaluacion de los pesos de Becke para los alcanos lineales crece hasta casi llegar a 25600

hilos de trabajo.

4.5 Resultados del ciclo de campo autoconsistente

El esquema, que esta mostrado en la Figura 4.5, describe la distribucion de trabajo en el sis-

tema heterogéneo que se empled. La CPU se encarga de un mayor nimero de pasos del SCF,

pero los procesos mas costosos se realizan en la GPU. Unicamente se utiliza la GPU para evaluar

las ERI al inicio del ciclo iterativo y la obtencién de los pesos de Becke en cada iteracién.

Tabla 4.5: Perfil de tiempos de ejecucién para la evaluacién de las ERI, los
pesos de Becke y la evaluacién del potencial de intercambio-correlacién en
una iteracién de un ciclo de campo autoconsistente de los alcanos lineales
CH3-(CHs),,-CH3 conn = 3, n = 8, n = 13y n = 18. La evaluacidén del po-
tencial de intercambio-correlacién incluye la obtencién de los pesos de Becke.

ERI Becke V.e  SCF(s)

25.56% 8.77% 69.62% 6.862

8 36.41% 11.09% 58.02%  35.863
13 43.04% 13.31% 50.86%  96.739
18 47.40% 14.68% 45.82% 203.095

wl| 3
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Figura 4.4: Razdn entre los tiempos de evaluacion de los pesos de Becke con CPU
y con GPU como funcidn del nimero de hilos totales empleados de los alcanos
lineales CH3-(CHs),-CH3 conn = 3, n = 8, n = 13 yn = 18. El eje horizontal
esta en escala logs.

En la Tabla 4.5 se muestra el porcentaje del tiempo de ejecucién de una iteracién del ciclo de
campo autoconsistente que se atribuye a la evaluacion de las ERI, los pesos de Becke y el poten-
cial de intercambio-correlacion. La evaluacion del potencial incluye la obtencién de los pesos
de Becke, por lo que la resta de estos porcentaje corresponde al célculo de la densidad, sus
derivadas y la evaluacién del funcional de intercambio-correlacién (Dirac y VWN). Conforme
crece el sistema, la evaluacion de las ERlI aumenta su contribucion al tiempo total de ejecucion.
Aunque en un ciclo de campo autoconsistente completo, podria no contribuir mucho porque
las ERI se calculan una vez y se guardan. El cdlculo de los pesos de Becke también aumenta su
contribucion conforme crece el sistema, pero una parte importante del tiempo de ejecucidn se

atribuye a los otros pasos que implican la evaluacion del potencial de intercambio-correlacién.

Aungue cada paso individual haya sido acelerado apreciablemente, esto no necesariamente se
reflejara en el cddigo completo porque, de acuerdo a la ecuacidn (3.3), es necesario paralelizar
al menos el 50% para obtener una aceleracién de mas de 2 para la ejecucion del programa

completo.
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Figura 4.5: Distribucién del trabajo en un SCF basado en la ADFT en un sistema
heterogéneo. El color rojo indica que el proceso se realiza en la CPU y el color
azul que se procesa en GPU.
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Figura 4.6: Razdn entre los tiempos de ejecucién de una iteracién del ciclo de
campo autoconsistente con CPU y con GPU como funcién del niumero de hilos
totales empleados para Hig, H3o, Hg4 y los alcanos lineales CH3-(CHs),,-CH3 con
n=3n=2_8 n = 13yn = 18. El eje horizontal estd en escala log,. Las
lineas punteadas representan la ley de Amdahl con porcentajes de paralelizacion
diferentes. La P estd definida por el porcentaje del tiempo total de ejecucion
del cddigo serial modificado que fue empleado para la evaluacion de las ERI y
los pesos de Becke.
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A pesar de que la ley de Amdahl no es aplicable para sistemas de cdmputo heterogéneos, se
emplearad como referencia para observar tendencias. En este caso, la velocidad de reloj de la
GPU es menor que la de CPU, por lo tanto, se necesitaran mas nucleos de trabajo en una GPU
gue en una CPU para alcanzar el limite definido por ley de Amdahl.

En las Figuras 4.6a y 4.6b se observa que se necesitan mas nucleos de trabajo en una GPU para
alcanzar la asintota de aceleracion de una CPU. El icosano alcanza una aceleracion de =~ 2.1x,
gue es significativamente menor que la calculada por ley de Amdahl, de ~ 2.6 x. Esto sucede
porque la evaluacion de las ERI no es tan eficiente. En general, las otras moléculas estan cerca
de la asintota predicha por la ley de Amdahl.

Para mejorar la aceleracidn de una iteracién del ciclo de campo autoconsistente, es necesario
paralelizar un porcentaje mayor del cédigo completo, como el resto de los calculos necesarios
para la obtencién del potencial de intercambio-correlacién.
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Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se logrd la paralelizacidn parcial del programa Parakata, el cual se encarga
de resolver las ecuaciones de KS, que resultan de la combinacidn lineal de orbitales de tipo
gaussiano empleando densidades auxiliares, mediante comprocesamiento en tarjetas grafi-
cas. En particular, se implementé la evaluacién de los pesos de Becke, que se utilizan para la
integracion numeérica del potencial de intercambio-correlacion, y el calculo de las ERI de tres
centros, para obtener el potencial de Coulomb. En un SCF basado en ADFT, dichos procesos
son costosos computacionalmente y su implementaciéon en GPU mostrd una aceleracién sig-
nificativa. La obtencion de los pesos de Becke alcanzé una aceleracién de mas de 40x. Esto
demuestra que es una paralelizacién muy eficiente. La paralelizacién de la evaluacion de las in-
tegrales de tres centros utilizando relaciones de recurrencia de Obara y Saika, se acelera hasta
~ 16X%. La eficiencia de la implementacién de los pesos de Becke es mejor que la de la eva-
luacion de las ERI porque requieren menos operaciones de condicionales. Se han reordenado,
por momento angular, las funciones del conjunto base para separar en bloques de integrales
de diferente tipo. Si se emplean bloques de integrales clasificados por el momento angular

en cada uno de sus centros, se evitan los condicionales para la identificacion del momento
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angular de los centros, simplificando de esta manera el kernel y mejorando la eficiencia. Otra
ventaja de separar las ERI en bloques es que se forman arreglos mas pequefios que pueden
llamar de manera asincrona a la GPU, que en caso de tener varias tarjetas graficas, permitiria
asignar un bloque de ERI diferente a cada GPU. Utilizar arreglos de menor tamafio evita satu-
rar la RAM y mejora la aceleracion, como se mostrod en los resultados de la evaluacién de las
ERI del icosano. La evaluacién de los pesos de Becke no implica saturacion de la RAM porque
se procesan los pesos por atomo. La implementacién del cdlculo de los pesos de Becke y las
ERI mostrd una aceleracion maxima de =~ 2x en una iteracion del ciclo autoconsistente para
un sistema relativamente grande. Esto se debe a que sélo se realizd una paralelizacién par-
cial del programa completo. De acuerdo a la ley de Amdahl, paralelizar un porcentaje mayor
del cédigo, aumenta el limite asintético de aceleracion. Esta aceleracién serd aun mayor si se

implementan los otros modulos del programa en GPU.

Este trabajo se puede extender al empleo de orbitales de tipo gaussiano hermitiano, ya que
es posible aprovechar las relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite. Actual-
mente, la evaluacidon de las ERI de cuatro centros con momento angular mayor a d representa
un problema de memoria RAM para implementaciones que requieran el calculo de gradientes
debido al incremento en el momento angular hasta funciones f. La implementacion hasta
momento angular d empleando ADFT requiere menos RAM, aun para evaluar gradientes nu-
cleares. Es por esto que una implementacdn completamente paralelizada de ADFT en GPU
hasta momento angular alto podria ser acoplada en cédigos de simulaciones de tipo Born-
Oppenheimer, y con ello, tener simulaciones a primeros principios de tiempos relativamente

largos.

Queda entonces por identificar si ADFT con momento angular alto requiere de trabajar en ker-
nels analiticos separados por momento angular o si la mezcla de kernels analiticos, para mo-
mento angular bajo, y el empleo de la cuadratura de Rys [44], para momento angular alto [45],

es mas recomendable.
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El teorema del producto de gaussianas

El producto de dos funciones gaussianas con momento angular arbitrario y centradas en cen-
tros A y B es una funcién gaussiana centrada en un nuevo centro P. Para demostrar esto,

primero se consideran dos funciones gaussianas,

ou () = (= A" (3 = A4,)7 (2 = A e A,
o1 (1) = (= By)™ (y = B)" (2 — B.)™ e7u®)" (A1)

Si se multiplican las exponenciales de ¢y y ¢, se tiene que,

2 2 2 2
e—ak(r—A) e—al(r—B) — o WTATUTE

= exp[—(ak + al)r -r+ 2(akA + OélB) -r—aA-A—qB- B]
(A.2)

El exponente de la nueva gaussiana es

Y= Qg + ap, (A.3)
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y se encuentra centrada en el punto P

A B
P— u’ (A.4)
v
de manera tal que se cumpla la siguiente igualdad:
efakrifazTZB — Kexp[_fy(r -r—r-P+P. P)] (AS)

De la ecuacion A.2 se observa que los dos ultimos términos del argumento de la exponencial
son constantes, al igual que el dltimo término del argumento de la exponencial de la ecuacion
A.5, por lo que

Ke— PP — o—0kAA—aBB (A.6)
Si se despeja K,

K — e~ OxAA—BB+P-P. (A.7)
Es posible expandir P - P,

K =exp[—a;A-A—q;B-B+~y *(afA- A+ 2a,qA- B+ a)B-B)
=exp[y '(—aiA-A — oA - A — apaB - B+ aiA - A+ 20,05A - B+ B - B)]
— exp[—yaxa, (AB?)], (A.8)

AB = A — B. (A.9)
Entonces, cualquier multiplicacion de funciones gaussianas resulta en,

Pk (r) @i <r> = (1' - Am>am (y - Ay)ay (Z - Az)az
X (SL’ - Bz>bx (y - By)by (Z - Bz>bz
x e ok (AB%) gy (r—P)? (A.10)
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Integracion numérica

LA INTEGRACION NUMERICA es una herramienta matematica muy util cuando se desea integrar
funciones muy complicadas [46]. Uno de los métodos sencillos para integracion numérica es
por regla de trapecios. Este consiste en dividir el drea debajo de la funcién f(x) en N trapecios
con un ancho Az = (b — a)/N. La suma de las areas de los trapecios es la integracién de la
funcién

N

b
Az
A— / fa)d = =7 Zl F(z) + f(ai). (B.1)
En la regla de trapecios, la interpolacién es lineal. A diferencia de esta, la regla de Simpson
utiliza NV parabolas para aproximar 2N partes de la funcién (cada parabola representa dos

partes), tal que A es

A.’E 2N—-1 2N -2
A~ 5 ( Flxo) + flaan) +4 ;ﬂ Fx) + 2 ; f@i)) . (B.2)
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Las reglas de los trapecios y de Simpson son exactas para una funcién lineal y para una cuadra-
tica, respectivamente. Aumentar el orden de los polinomios y el nUmero de divisiones mejora
la aproximacion de funciones mas complejas. Estos dos procesos son costosos, ya sea por la di-
ficultad de evaluacidn del polinomio o la cantidad de puntos a evaluar. Si se utiliza un conjunto
de puntos x; que no estan a una separacion constante, se puede obtener la misma precisién
con menos puntos y funciones de aproximacidon mas simples mediante una cuadratura gau-

ssiana.

B.1 Cuadratura gaussiana

Las cuadraturas gaussianas aproximan funciones por medio de una suma de polinomios orto-
gonales ponderados. De esta manera, una funcion f(z) se puede aproximar por una suma de

abscisas x; por su peso correspondiente w;

b N
/ w(o) fw)de ~ 3w f (1) (8.3)
a ]:1
La funcion de peso w y los limites de integracion a y b dependen del tipo de polinomios que

se usa. En el caso de los polinomios de Legendre, el intervalo de aplicacién es de [—1, 1] y su

funcion de peso es de 1, tal que

/_1 f(x)dz ~ ij(xj)f(xj>. (B.4)

Pero el intervalo de integracion de interés no siempre coincide con el de los polinomios de
Legendre, por lo que es necesario un cambio de variable para generalizar esta aproximacion,

_b4a+tb—a)

5 donde —1<¢t<1. (B.5)

T

Entonces, la integracidn de una funcion en un intervalo arbitrario empleando polinomios de

Legendre es

b B 1 . . N
/af(x)dx:an/ f<b+a+2t(b a))dme“;wjf@j). (5.6)

-1
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La cuadratura de Gauss-Legendre es buena para calcular integraciéon de polinomios con orden
de hasta 2N — 1. Para funciones mas complicadas, se emplean polinomios diferentes, como
los de Hermite o Chebyshev.

B.2 Mallado de Lebedev

El mallado de Lebedev esta formado por puntos sobre una esfera unitaria que tienen una geo-
metria octaédrica [47, 48]. Esta malla de puntos permite integrar sobre un dngulo sdlido la
parte radial de una funcién tridimensional. La integracién de una funcién f sobre una esfera

unitaria es:

]:/f(Q)dQ:/ d¢/ £(6,) sin(6)do, (B.7)

donde v y 6 son los angulos de las coordenadas esféricas. La variable r se puede integrar
independientemente aunque la funcién dependa de r, porque la una integral de superficie se
realiza bajo la condicion r = 1 = constante. Esta integral se puede aproximar mediante una

serie de nodos con sus pesos correspondientes,

I~ 4w2wz i, ). (B.8)

La malla mas sencilla de Lebedev incluye 6 puntos que son (£1,0,0), (0,%+1,0) y (0,0, +1)
y se denotan como a;. El siguiente mallado esta conformado por los 6 puntos anteriormente
descritos y 12 puntos mas que estan definido por las posibles permutaciones de coordenadas
y cambios de signo de (v/2/2,1/2/2,0), denotados por a?, dando lugar a un mallado de 18
nodos. Para mallados mas finos se requieren mads puntos (bf, cf y df) cuya derivacion estd
detallada en el trabajo de Levedev [47]. De manera general, este esquema de integracién se

puede expresar como:

I'~ Iy A1Zf +A22f ) + As Zf
N3i
+ZBkab’“+ZCka +ZDkad’f (8.9)

= 1=
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Las letras mayusculas Ay, Ay, A3, By, Ci, y Dy, representan los pesos y el nimero total de

puntos es,
N =6+ 12+ 8+ 24(Ny + Ny) + 48N5. (B.10)

El nimero de nodos a utilizar depende del orden L, de la funcidn a intergrar,

(L+1)2.

N =
3

(B.11)

El orden L indica que la integracién de armdnicos esféricos con momento angular hasta L se
pueden calcular exactamente con dicha malla. A partir de esta restriccidn se obtiene una serie
de ecuaciones que permiten calcular los pesos. Los nodos y los pesos estan generalmente
tabulados ya que son independientes de la funcién a evaluar.

B.3 Mallados moleculares de Becke

El mallado de Becke consiste en descomponer una funcién que depende de las coordenadas
de todos los nucleos en componentes independientes para cada nucleo. Esto se lleva a cabo
partiendo el espacio molecular en celdas difuminadas en las fronteras y centradas en cada
atomo [40].

Primero, se consideran funciones de peso w,(r) para cada nucleo n de la molécula de estudio,

tal que
D wa(r) = 1. (B.12)

Ademads estas funciones deben valer uno cerca del nucleo al que pertenecen y decaer a cero
en la vecindad de otros nucleos. Esto es para que el espacio esté dividido en celdas que son

difusas, es decir, celdas continuas que se traslapan en los bordes o celdas difuminadas.

Cualquier funcion de interés F'(r) se puede expresar asi:

F(r) =Y wa(nF(r) =) F,(r), (B.13)

52



F,.(r) = wp(r)F(r). (B.14)

Entonces, la integracién de esta funcion es

I= /F(r)dr: /ZFn(r)dr => 1, (B.15)

donde

I, = /Fn(r)dr. (B.16)

Cada una de las integrales "atémicas" (para denotar que estan centradas en un nucleo) I, se
realiza mediante una integracion numérica en coordenadas esféricas empleando una cuadratura
gaussiana y el mallado de Lebedev. La integral I,, en coordenadas esféricas es:

0o T 27
I, :/ dr/ d9/ do F,(r,0,7) r*sinf
0 0 0

00 T 2
:/ dr/ de/ dv) wy, (r, 0,9)F(r,0,4) r* sin 6. (B.17)
0 0 0

Aqui, 72 sin 0 es la determinante Jacobiana que resulta del cambio de coordenadas. La inte-
gracion sobre r y los angulos es independiente. La integral radial se realiza con una cuadratura
gaussiana y el mallado de Lebedev se utiliza para la integracidn de la parte angular sobre una
esfera unitaria. Entonces, la integral [,, se puede reescribir como:

]n:/ dr/den(r, Q)F(r,Q)r?, (B.18)
0

donde € es el angulo sélido. Integrando por Lebedev se tiene que

o] Ng
In - 47T/ drzwiwn<ra 9i7¢i>F(T7 ezawz) TZ' (B19)
0 i=1

53



Si ahora se integra la parte radial, se tiene que

r

Nq N,
In = 47T Z Z wiijn(rj, 02', wi)F(Tj, 01', ¢Z)T32 (BZO)

i=1 j=1

Generalmente se usa la cuadratura de Gauss-Chebyshev porque la obtencidon de las abscisas
y los pesos es mas sencilla, pero es necesario realizar este cambio de variable propuesto por
Treutler y Ahlrichs [49],

1 2
r=ln (1—:1:)‘ (B.21)

Esto permite transformar el intervalo de integracion de [0,00) a [—1,1]. Las abscisas y los

pesos de Gauss-Chebyshev de segundo tipo se obtienen asi [50, 51]:

n 2 2 T T . s 21
) =14+ —{14 =sin - COS sin — , (B.22)
T 3 n+1 n+1 n+1 n+1
16 '
wh = ——— it | | (B.23)
3(n+1) n+1

Hasta este punto no se ha descrito nada respecto a la funcién de peso w,,. Esta funcidn necesita
cumplir ciertas caracteristicas para que el espacio molecular se pueda separar en celdas inde-
pendientes con fronteras suavizadas. Estas celdas son parecidas a los poliedros de Voronoi,
pero las caras no estan definidas por un plano, sino por un gradiente continuo. Las coorde-

nadas elipticas (A, u, ¢) son:

Ti+Tj ry—T;

)\z'j: R. Hij = R.
1) )

(B.24)

donde r; y r; son las distancias del punto del mallado a los atomos 7 y j, respectivamente. La
distancia entre los nucleos es ;. Cuando A es constante, se obtienen elipsoides con focos
en los nucleos 7 y j. Si i1 es constante, se obtienen hiperboloides. La coordenada i tiene un
rango de [—1,1]. Cuando u = —1, se tiene un rayo que origina del centro i hacia el infinito
sobre el eje internuclear. Si i = 0, la funcidn resultante es el bisector perpendicular del eje
internuclear. Las superficies para € (—1,0) y 4 € (0,1) corresponden a hiperboloides.
Cuando o = 1, ocurre algo similar al caso en el que = —1, pero centrado en el nucleo j. En
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los poliedros de Voronoi, se considera una funcién escalera para delimitar la celda, tal que

1, —1<pu;<0
s(pg) =4 = Hig = (B.25)

Si esto se realiza para cada par de atomos, entonces la celda de cada uno de ellos, se obtiene
multiplicando todas las hipérbolas que involucran el nucleo ¢,

P;(r) es la funcién de celda que define los limites del poliedro. Ahora, para suavizar las fron-
teras de la celda, se busca una funcién continua. Esta funcién debe cumplir con requisitos

similares a la funcién escalera:

s(—1) =1,

s(1) =0,

ds ds

@(_U = @(1) =0. (B.27)

La funcién mas sencilla que satisface esto es

s(p) = %[1 — f(w], (B.28)

donde f(u) es un polinomio, que es una composicion de funciones p(u) triple,

f(n) = pp(p(p))). (B.29)

Esto es para que se eliminen las cuspides de los otros centros, manteniendo fronteras suaves,

3

1
p) = Sp =51’ (B.30)

Para que se cumpla la ecuacion 3.21, los pesos de Becke deben estar divididos por la suma de
todos los P;, incluyendo P,

Lu(r)

wy(r) = (B.31)

3 P
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Conjunto base auxiliar

A continuacién se presentan los conjuntos de funciones gaussianas de la base auxiliar. La
primera fila indica el nimero total de funciones en el conjunto base y las filas subsecuentes,
de manera alternada, indican el momento angular de la funcion en una fila y el exponente y
coeficiente de esta funcién en la siguiente.
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El conjunto base del hidrégeno esta conformado por 8 funciones gaussianas, 4 con momento
angular 0 (s) y 4 con momento angular 1 (p). La primera funcién del conjunto del hidrégeno es
una funcién s, con un exponente de 30.8223000 y un coeficiente de expansion de 1.00000000.
El conjunto base completo del hidrégeno es:

H

8
0
30.8223000
1
30.8223000
0
5.13705000
1
5.13705000
0
1.23289200
1
1.23289200
0
0.20548200
1
0.20548200

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000
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El conjunto base del carbono esta conformado por 14 funciones gaussianas, 7 funciones sy 7
funciones p. La primera funcién del conjunto del carbono es una funcién s, con un exponente
de 1490.79040000000 y un coeficiente de expansion de 1.00000000. El conjunto base completo

del carbono es:

C

14

0
1490.79040000000
1
1490.79040000000
0
298.158080000000
1
298.158080000000
0
74.5395200000000
1
74.5395200000000
0
23.2936000000000
1
23.2936000000000
0
4.65872000000000
1
4.65872000000000
0
1.45585000000000
1
1.45585000000000
0
0.29117000000000
1
0.29117000000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000

1.00000000
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