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Capitulo 1

Antecedentes historicos e
introduccion

La definicion habitual de conjunto finito que usamos hoy en dia (un conjunto es finito si es
equipotente a algin natural) aparecié mucho después de que la idea de infinito actual fuera aceptada
y fue de las ultimas en aparecer. Bernard Bolzano, quien fue de los primeros matematicos en apoyar
la idea de infinito actual, dio varias propiedades que los conjuntos infinitos y finitos debian cumplir en
Paradozien des Unendlichen (Paradojas del infinito) [1], publicado en 1851. Dos de esas propiedades
son las que, tiempo después, Georg Cantor y Richard Dedekind utilizarfan como definiciones.

Cantor no enuncié como tal una definicién, pero en 1895, en Beitrdige zur Begrindung der
transfiniten Mengenlehre, (Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers) [2],
describio6 a los conjuntos finitos como aquellos que se pueden obetener de agregar elementos de uno
en uno a un conjunto inicial con un sélo elemento. Por otra parte, Dedekind si publicé una definicién
formal en Was sind und was sollen die Zahlen?, (The Nature and Meaning of Numbers, 1888) [3] en
la que dice que un conjunto es infinito si hay una parte propia de ¢l a la que es similar (equipotente).
En este mismo escrito, Dedekind da una demostracién de que estas dos definiciones son equivalentes,
usando implicitamente el axioma de elecciéon numerable. Poco tiempo después, en 1896, Rodolfo
Bettazzi critico la prueba de Dedekind al darse cuenta de las elecciones arbitrarias y Bertrand Russell,
en su Principia Mathematica de 1912 [21] consider6 la posibilidad de que existieran conjuntos que
fueran infinitos con la definicion de Cantor, pero finitos con la de Dedekind (los conjuntos que son
finitos con la definicion de Cantor siempre lo son con la de Dedekind, anulando la otra posibilidad).
A los cardinales de estos conjuntos los llamé6 mediate cardinals y mas tarde también se les llamaria
cardinales de Dedekind. Estos fueron estudiados y generalizados®. Una prueba importante de Russell
que también debe ser mencionada, es la que establece la equivalencia entre los siguientes enunciados:

= Todos los conjuntos infinitos (con la definicion de Cantor) también son Dedekind-infinitos.
= El conjunto potencia de un conjunto Dedekind-finito es Dedekind-finito.

= La unién de un conjunto Dedekind-finito cuyos elementos son Dedekind-finitos es Dedekind-
finita.

IHay un articulo completo sobre ellos de Dorothy Wrinch, alumna de Russell (On Mediate Cardinals de 1923 [22])



2 CAPITULO 1. ANTECEDENTES HISTORICOS E INTRODUCCION

La equivalencia de éstos marca que se necesita atin menos que el axioma de eleccién numerable para
evitar que existan conjuntos cuyos cardinales sean de Dedekind (en el primer modelo de Sageev para
ZF, que se puede consultar en [8], no hay conjuntos infinitos Dedekind-finitos, pero el axioma de
eleccion numerable es falso.)

En otro articulo de Whitehead, fechado en 1902,[20] Russell y Whitehead usan un debilitamiento
del axioma de eleccion (todo conjunto infinito es la uniéon de alguna familia de conjuntos numerables
ajenos) para probar que para todo cardinal m se tiene que m + m = m y dejan como problema
abierto el probar que si n < m entonces m =n - m.

En 1924, cuando Wactaw Sierpiiiski ya habia agrupado algunas definiciones de conjuntos finitos
como equivalentes a la definicion de Cantor o a la de Dedekind sin el axioma de elecciéon, Alfred
Tarski publico en Fundamenta Mathematicae su articulo Sur les ensembles finis [18], en el que
introduce 4 nuevas definiciones de finitud (en este trabajo, las definiciones I, IT y III de finitud, y
otra que especifica a un conjunto finito como aquél que no puede ser visto como la unién de dos
conjuntos ajenos equipotentes al conjunto original), demuestra algunas implicaciones sin el axioma
de eleccion y conjetura que para el resto de las implicaciones el axioma es necesario. En otro de 1938
[16], da 3 definiciones més (una de ellas es la definicion de VI-finito) cuya equivalencia de cada una
con la definicion de Cantor implica al axioma de eleccion y otra, cuya equivalencia con la definicién
de Cantor implica la hipotesis generalizada del continuo.

Los modelos de permutacion, los cuales son construidos usando atomos (también llamados
urelementos, que son parte de la teorfa que dio Ernest Zermelo en 1908 [23]) fueron introducidos por
Abraham Fraenkel en su articulo Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre de 1922
[5]. En este articulo demostré la independencia del axioma de eleccion, contruyendo un universo a
partir del conjunto vacio y el conjunto de los naturales aplicando a éstos el axioma del par, unioén,
potencia y una variacién del axioma de separacion. Fraenkel afirmaba que en este universo existia
un conjunto A de conjuntos My, Ms, ... ajenos no vacios que cumplian una propiedad especial. Este
conjunto era un conjunto cuyos elementos s6lo tenian 4tomos y no tenia una funcién de eleccion. En
el mismo afio, Fraenkel refiné su metodo en Uber den Begriff “definit’ und die Unabhingigkeit des
Auswahl azioms, The Notion “Definite” and the Independence of the Axiom of Choice [6] y da una
prueba de la independencia del axioma de eleccién numerable para pares no ordenados?. En esta
prueba los elementos del conjunto A sélo tenfan dos atomos (idea que le atribuye a Zermelo).

Poco después, en 1938, Mostowski y Adolf Lindenbaum publican un articulo en el que critican la
confusion de Fraenkel entre teoria y metateoria en sus demostraciones, por lo cual, Lindenbaum
sugiere a Mostowski formalizar las pruebas de Fraenkel [4]. Los primeros trabajos sobre esta
formalizacion se pueden encontrar en su tesis doctoral, publicada en 1938 [17]; y en 1939 introduce
en su articulo Uber die Unabhingigkeit des Wohlordnungssatzes vom Ordnungsprinzip [13] el uso de
grupos para construir los modelos de permutacion, construye su modelo ordenado (presentado en
este trabajo) y demuestra que el principio de ordenacion es mas débil que el axioma de eleccion.

Estos modelos fueron utilizados por Azriel Lévy en The Independence of Various Definitions
of finiteness [11] para demostrar que las conjeturas que Tarski habia hecho afios atras acerca de
las definiciones de finitud eran ciertas. En este articulo, Lévy demostré la independencia de las
definiciones de Tarski, la de Dedekind y de otras dos mas que él da.

El objetivo de este trabajo es demostrar las implicaciones que se dan entre las definiciones de
finitud dadas por Lévy y construir los modelos de permutacion necesarios, con un método que utiliza
grupos y filtros (atribuido a Ernst Specker publicado en el articulo Zur Aziomatik der Mengenlehre
(Fundierungs- und Auswahlaziom) [15]) para demostrar la independencia de éstas.

2Los calcetines de Russell



Capitulo 2

El infinito de Cantor y de
Dedekind

Antes de empezar a trabajar con diferentes definiciones de finitud, obtendremos propiedades
importantes de los conjuntos finitos en el sentido de Cantor y de Dedekind, que seran de gran
utilidad en capitulos posteriores.

2.1. Cantor-finitud

Definicion 2.1. Sea a un conjunto. Decimos que a es finito en el sentido de Cantor (C-finito o

finito en el sentido usual) si y sdlo si hay n € w tal que a ~ nt.

Las siguientes propiedades de los conjuntos C-finitos y C-infinitos son ampliamente conocidas,
por lo que se presentaran sin demostracion.

Teorema 2.2. Sea a un conjunto C-finito
= Todo b C a es C-finito.
s La union finita de conjuntos finitos es finita.
» Si F es una funcional tal que a C Dom(F) entonces Fla] es C-finito.
= a es bien ordenable.
= Si todos los elementos de a son C-finitos, entonces Ua es C-finito.
» P(a) es C-finito.
v Sea x € a, entonces n+ 1 ~a siy sélo sin ~ a\{z}.

Teorema 2.3. Sean a,b conjuntos tales que a Cb y b~ w. Si a es C-infinito, entonces a ~ w.

1Dos conjuntos a y b son equipotentes, a ~ b, si y sélo si hay una funcién biyectiva entre ellos. w es el conjunto de
los naturales.
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Teorema 2.4. Si para algin conjunto a se tiene que a < w 2 entonces a es C-finito.
También presentaremos algunas equivalencias que utilizaremos en los capitulos siguientes.
Teorema 2.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
w a es C-finito.
» Hay < C a X a orden total y todo <C a X a orden total, bien ordena a a.
» Hay <C a xa tal que < y <! bien ordenan a a.

Demostracion. Sea a un C-finito. Todos los C-finitos tienen un buen orden (inducido por la biyec-
cién con el natural correspondiente), que en particular es un orden total. Por induccién sobre la
cardinalidad, demostremos que todo <C a x a orden total es buen orden. Por vacuidad todo <C §)
orden total es buen orden. Ahora, supongamos que para todo conjunto con n elementos se da la
propiedad, y sean a un conjunto con n + 1 elementos, <C a X a que ordena totalmente aay b C a
no vacio. Como b es no vacio, existe © € b y si b # {z} entonces b\{z} C a\{z} y como a\{x} tiene
n elementos, entonces b\{z} tiene <-minimo con la restriccion de < a a\{z}, digamos y.Si b = {z},
es claro que x es el minimo de b y si < y entonces x es el minimo de b, por la transitividad de <,
y en otro caso, y es el minimo de b. Después, si hay <C a X a orden total y todo <C a X a orden
total, éste bien ordena a a, entonces al ser < y <~! ordenes totales, bien ordenan a a. Ahora, si hay
<C a x a tal que <y <! bien ordenan a a, entonces hay un tnico o € OR? tal que es isomorfo a
ordenado con <. Llamemos a este isomorfismo f. Notemos que w £ a y w ~ a, pues de lo contrario
f|w] no tendria minimo con <~!. Con esto, a < w con lo que a es C-finito. O

Teorema 2.6. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
s a es C-infinito.
= Para todo natural n, n < a.

Demostracion. Sea a C-infinito. Demostraremos por inducciéon sobre naturales que n < a. Por
vacuidad 0 2 a y 0 = a pues a # ), y supongamos que n < a. Como n < a, existe una funcion
f:n — a inyectiva que no es suprayectiva, ya que n » a. Con esto, entonces hay = € a\f[n] y

definimos:
flm) sim<n
g(m)—{ (m) o
T sim=n

que es inyectiva ya que f lo es, con lo que n + 1 < a. Ahora, si para todo natural n, n < a entonces
n ~ a, pues si hubiera m natural tal que m ~ a, como m + 1 < a tendriamos que m+1 <m. [

2.2. Dedekind-finitud

Definicion 2.7. Sea a un conjunto. Diremos que a es infinito en el sentido de Dedekind (D-infinito)
sty solo si hay b & a tal que a ~ b. Diremos que un conjunto es D-finito si y sdlo si no es D-infinito.

Con esto, obtenemos las siguientes equivalencias.

2a 2 b si y solo si hay una funcién inyectiva de a en by a < b si y sélo si a 3 b pero a = b.
30R es la clase de los ordinales.
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Teorema 2.8. Un conjunto a es D-infinito si y sélo si w 3 a.

Demostracion. Sea a un conjunto y supongamos que hay f: a — a inyectiva con Im(f) & a, con lo
que hay ¢ € a\ f[a] y definimos usando el esquema de recursiéon para naturales la siguiente funcion:

g(0)=c

g(n+1) = f(g(n))

que es inyectiva ya que f loesy ¢ ¢ fla].
Ahora sea g: w — a inyectiva y definimos:

fa) = {g«g-l(x))ﬂ si @ € gl

x six ¢ glw].

4

Es claro que dom(f) = a y que fla] & a pues g(0) ¢ f[a]. Ademés es inyectiva, pues si f(a) = f(b)
y a,b € g[w], entonces, como g es inyectiva, tendremos que (¢~ '(a))* = (¢71(b))™, con lo que
(97 a)) = (971(b)) y al ser g funcion a = b. Si a,b ¢ g[w] el resultado es claro y otro caso no es
posible. O

Teorema 2.9. Un conjunto a es D-infinito si y sdlo sia ~ aU{x} donde x ¢ a.

Demostracion. Sea a un conjunto D-infinito y supongamos que hay f: a — a tal que f[a] & a,
entonces hay ¢ € a\ f[a]. Con esto definimos:

f(b) sibe fla]
h(b)< ¢ sib==x
b en otro caso
que es biyectiva. O

Teorema 2.10. Un conjunto a es D-infinito si y solo si wla ~ a®.

Demostracion. Sea a un conjunto D-infinito, entonces sabemos que hay f: w — a inyectiva, y
definimos g: wUa — a como:

a9y six €w
9(w) = § agg-1(x))41 stz € Im(f)
x six ¢ Im(f)
que es biyectiva. O

Teorema 2.11. Si a es C-infinito entonces P(P(a)) es D-infinito.

Demostracion. Supongamos que a es C-infinito, entonces sabemos que n = a para todo natural n.
Con esto, B, ={bC a|b~n} C P(a) es no vacio para cada n. Entonces podemos dar la funciéon
inyectiva g: w — P(P(a)) tal que g(n) = By, con lo que w 2 P(P(a)) y P(P(a)) es D-infinito. O

4a™, el sucesor de un conjunto a, se define como a U {a}.
5aUb es la unién ajena de a con b.






Capitulo 3

Otras definiciones de finitud y
relaciones entre ellas, en ZF

En este capitulo se presentaran algunas definiciones de finitud y las implicaciones que podemos
obtener entre estas sin AF en ZF. Es importante notar que en este capitulo no se usa el concepto
de cardinalidad, dado que con la definicion usual de ésta, sin AE, no podemos asegurar que todos
los conjuntos tengan un cardinal.

Veamos las definiciones de finitud con las que trabajaremos.

Definicion 3.1. Sea a un conjunto. Decimos que a es:

I-finito si y sdlo si toda familia no vacia de subconjuntos de a tiene un C—mazximal.
Ia-finito o partible si y solo si para todo b C a tenemos que b o a\b es I-finito.

1I-finito si y sdlo si toda familia no vacia de subconjuntos de a ordenada linealmente por C
tiene un C—maximal.

III-finito si y sdlo si no hay b & P(a) con b~ P(a).
IV-finito o D-finito si y solo si no hay b & a tal que b ~ a.
V-finito si y solo sia=0 o a2 x a.

VI-finito si y solo sia =0 o a es unitario o a » a X a.

VII-finito si y sdlo si a es I-finito o no es bien ordenable.

Las definiciones Ta y la VII se le atribuyen a Lévy, la IV a Dedekind y el resto a Tarski [12].

Definicion 3.2. Si un conjunto no es finito con alguna de las nociones anteriores, entonces diremos
que es infinito con esa Mmisma nocion.

Por ejemplo, si tenemos un conjunto que no es Il-finito, éste sera Il-infinito.
Antes que nada, notaremos que la definiciéon usual de conjunto finito (C-finitud) coincide con la
de I-finitud.
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Teorema 3.3. Sea a conjunto, a es C-finito si y sélo si a es I-finito.

Demostracion. Demostremos por induccién para naturales que si un conjunto es C-finito entonces es
I-finito. Primero notemos que por vacuidad, () es I-finito. Ahora supongamos que para todo conjunto
con n elementos se vale el teorema y sea ¢ un conjunto C-finito con n + 1 elementos. Sea F C P(a),
tomemos ¢ € a arbitrario y consideramos:

F'={ze€Pla)| Iy € F tal que z = y\{c}}

Notemos que F’ es una familia de subconjuntos de a\{c} (que tiene n elementos), con lo que debe
tener un C—maximal, digamos f’. Ahora, si f:= f' U {c} ¢ F entonces f' es C—mazimal de F,
pues si no fuera asf habria h € F tal que f' & h, y entonces f’ & h\{c} pues debe haber x # ¢ tal
quex € hy x ¢ f' yaque f ¢ F. En caso contrario, f lo es, pues si no lo fuera, habria h tal que
f & hconh e Fyentonces f/ & h\{c}.

Ahora, sea a un conjunto y supongamos que a es I-finito. Consideremos:
b={y € P(a) |y es finito}

que es no vacio ya que ) € b, con lo que debe tener un C—mazimal, digamos yg. Notemos que
yo C a. No puede suceder que yp & a ya que en caso contrario, habria ¢ € a\yg. Pero entonces
yoU{c} €by yo & yoU {c} contradiciendo la maximalidad de yy. Con esto yg = a y por lo tanto a
es C-finito. O

Ahora, procedamos a demostrar las implicaciones que tenemos entre las definiciones dadas.

Lema 3.4. Sea a un conjunto. Hay una funcion f: a — a inyectiva con Im(f) & a si y sdlo si
hay una funcion g: w — a inyectiva.

Demostracion. Se obtiene directo del teorema 2.8. O
Lema 3.5. Sea a un conjunto, tenemos que w 3* al si y solo si w < P(a)

Demostracion. Si hay w 35 a entonces f: w — P(a) definida como f(n) = h™![n] es una funcién
inyectiva. Ahora, sea f: w — P(a) inyectiva y definamos por recursién para w una funciéon
g: w — P(a). Supongamos que para m < n toda g(m) estd definida con la propiedad de que
{f(E)\ Um<n g(m) | K > n} es C-infinito. Ahora definamos:

Wi={k [ k =2 n, f(k)\ Un<n g(m) # 0 & (a\f(k))\ Um<n g(m) # 0}

Y sea n* el minimo de W. Notemos que esta bien definido pues como hay f(k)\ Upm<n g(m) #
F(H)\ Um<n g(m) no vacios, entonces hay un x tal que = € f(k) y « ¢ f(j) o viceversa y entonces
jeEWokeW.

Si B:= {f(k)\[Un<ng(m) U f(n*)] | K > n*} es C-infinito, entonces definimos a g(n) como
F(*)\ Up<n g(m) con lo que {f(k)\ Un<nt1 g(m) | & > n* > n} es C-infinito. Si B es C-
finito notemos que C:= {f(k)\[Un<ng(m) U ((a\f(n*))\ Un<n g(m))]} es C-infinito, pues si no
fuera asi, como hay una funcion e: {f(k)\ Upn<n g(m) | & > n*} — B x C definida como

e(f(k)\ Um<n g(m)) = (f ()\[Um<ng(m) U f(n*)], f(k)\[Um<ng(m) U (a\f(*))])* que es inyectiva

IDecimos que a Z* b si y solo si hay f: b — a suprayectiva.
2Um<ng(m) U (a\f(n*)) = Um<ng(m) U ((a\f(n*))\ Um<n g(m))
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ya que si f(k)\ Un<n g(m) # f(§)\ Umn<n g(m) sin pérdida de generalidad podemos suponer que
hay = tal que = € f(k), 2 ¢ f(j) ¥ © & Um<ng(m). Si z € f(n*) entonces las segundas entradas
de las imagenes son distintas, pues x es elemento de la segunda entrada de e(f(k)\ Um<n g(m)) vy
no es elemento de la segunda entrada de e(f(5)\ Um<n g(m)) y si z ¢ f(n*) entonces las primeras
entradas de las imagenes seran distintas por un argumento similar y B x C' es C-finito, entonces
{f(E)\ Um<n g(m) | kK > n*} seria C-finito contradiciendo la hipotesis. Con esto, podemos definir a
g(n) como (a\f(n*))\ Un<n g(m) v {f(E)\ Un<nt+1 g(m) | E > n + 1} seguiria siendo C-infinito.

Con esta funcién hemos creado w subconjuntos no vacios ajenos de a, con lo que ya podemos
definir a h: @ — w como:

h(z) =

n sl existe n € w tal que xz € g(n)
0 en otro caso

que es una funcion suprayectiva. O

Teorema 3.6. Si un conjunto a es finito con alguna de las definiciones dadas, entonces es finito
con las definiciones que le siguen.

Demostracion. Demostraremos que cada definicién implica la siguiente.

s I-finito — Ia-finito.
Si a es I-finito, sabemos que es C-finito, y un conjunto C-finito no puede tener como subconjunto
a un conjunto C-infinito (I-infinito), con lo que todo b C a debe ser I-finito.

= JTa-finito — II-finito.
Supongamos que a es II-infinito, entonces existe F C P(a) ordenada linealmente por C que no
tiene maximal. Primero supongamos que hay al menos un conjunto C-infinito en F, digamos
b. Sea ¢ = a\b. Notemos que c es C-infinito, ya que si no lo fuera, a tendria s6lo un ntumero
C-finito de subconjuntos con b contenido en ellos, con lo que F tendria un maximal, entonces
a es la union ajena de dos conjuntos C-infinitos. Ahora supongamos que todo elemento de F
es C-finito, entonces C bien ordena a F, pues si tomamos f C F no vacio, podemos considerar
el conjunto b = {n € w | 3z € F(z ~ n)} que también es no vacio. Si ny es el minimo de
b entonces hay xzo € f tal que xg ~ ng y si hubiera y € f tal que y & zo entonces, como y
también es finito, habria y ~ m < ng con m € b. Con esto, zy es el minimo de f. Ahora, en
este caso el tipo de orden de F es w o algin natural, pero no puede ser un natural ya que
todo natural tiene un méximo (maximal) con €, con lo que el tipo de orden de F debe ser w,
entonces
F ={ag,a1,...} con a; C a;y1.

v sea:
w

b=|J(azis2\azis1) v c=a\b
=1

y notemos también que
w

U(a2i+1\a21‘) Cec

i=1
Notemos que b es I-infinito ya que si hubiera n € w tal que b ~ n, como F tiene w elementos
debe haber a; € F tal que n < a y entonces:

n<ar % akt1 &0
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lo cual no es posible, entonces b »« n. Por un argumento similar, ¢ también es C-infinito, con
lo que a es la unién ajena de dos conjuntos I-infinitos. En ambos casos podemos ver a a como
la union ajena de dos conjuntos I-infinitos, entonces a es II-finito.

II-finito — III-finito.

Supongamos que a un conjunto es III-infinito. Entonces hay f: P(a) — P(a) inyectiva tal
que Im(f) & P(a) con lo que, por el lema 2.8, hay g: w — P(a) inyectiva y por el lema 3.5
hay h: a — w suprayectiva. Consideremos entonces:

{h7'n] | n € w}

que es una familia ordenada linealmente por C que no tiene un elemento maximal, ya que
h=1[n] & h=[n+1], pues si x € h~[n], entonces h(x) € n C n+1 con lo que h(z) € h~tn+1]
y ademés, como h es suprayectiva hay x € a tal que h(z) =ny x € h='n+1] — h=![n].

I1I-finito — IV-finito.
Supongamos que a es IV-infinito, entonces w 3 a y sabemos que a 3 P(a) con lo que w = P(a)
y a es IIl-infinito.

IV-finito — V-finito.

Supongamos que a es V-infinito, entonces hay f funcién tal que a ~f 2 X a. consideremos
entonces la funcién g: a — a definida como g(z) = f~1(0, ). Notemos que g es inyectiva ya
que f es biyectiva y Im(g) & a, ya que como hay x¢ € a entonces f~1(1,2¢) ¢ Im(g). Con
esto a es I'V-infinito.

V-finito — VI-finito.
Supongamos que a es VI-infinito, es decir, existe f funcién tal que a ~f a X a y a no es vacio
ni unitario, asi que tiene al menos dos elementos, digamos ag y a1. Consideremos entonces
g: 2 X a — a dada por:

a,T) = f'((ag,z)) sia=0
9(7 ) {fl((al,x)) sia=1.

que es inyectiva ya que f es biyectiva, con lo que 2 X a X a y es claro que a X 2 X a, asi
a~2xayaes V-infinito.

VI-finito — VII-finito.
La demostracion de que X, - X, = X, se puede encontrar en [10]. Si suponemos que a es bien
ordenable, entonces hay X, ~ a, con lo que a X a ~ X, - N, =V, ~ a.

O

Es claro que con AF todas las definiciones son equivalentes, pues si un conjunto es VII-finito es

I-finito, y atn mas, la equivalencia de las definiciones implica AF, pues si a es un conjunto infinito,
por la definicién VII sabemos que es bien ordenable, y si a es finito, por la definicion I es equipotente
a un natural, con lo que también es bien ordenable, con lo que tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 3.7. Si las definiciones de finitud son equivalentes, entonces cualquier conjunto es bien
ordenable



CAPITULO 3. OTRAS DEFINICIONES DE FINITUD. 11

Con esto tenemos la equivalencia entre la equivalencia de las definiciones dadas y AFE desde
ZF, con lo que no podemos ni garantizar ni refutar la existencia de un conjunto que sea I-infinito
pero VII-finito en ZF (si tal conjunto existiera, no seria bien ordenable y si no existiera, nuestras
definiciones serian equivalentes.) Mas adelante, veremos que ninguna definicién implica a alguna
anterior. Otros teoremas que se pueden obtener con debilitamientos del axioma de eleccién son los
siguientes. Se puede consultar una tabla con debilitamientos y equivalencias del axioma de eleccién
en [7].

Teorema 3.8. Si todo conjunto es totalmente ordenable, entonces todo conjunto Il-finito es I-finito.

Demostracion. Supongamos que todo conjunto es totalmente ordenable y sea a un conjunto II-finito
ordenado totalmente con <. Veamos que < es un buen orden. Sea b C a no vacio y consideremos
F ={x Ca| z es segmento final de b}. Notemos que F esta ordenado totalmente por C ya que si
x,y € F entonces hay d,e € btalesquez ={veb|d<v&d#v}yy={veb|e<wv&d# v}
Como < es un orden total entonces debe suceder que e < d o d < e. Supongamos sin pérdida de
generalidad que e < d, entonces z C y pues si v € x entonces d < v y por la transitividad de <,
tenemos que e < v con lo que v € y. Como a es II-finito, entonces F debe tener un C—maximal,
digamos z = {v € b | h < v} con h € b. Notemos que h es el minimo de b, pues si no fuera asi, habria
ho € b tal que h ﬁ ho, entonces hg < h pero entonces x & g = {v € b | hy < v} contradiciendo la
maximalidad de z. O

Teorema 3.9. Si AEN? entonces todo conjunto IV-finito es I-finito.

Demostracion. Sea a un conjunto I-infinito, por lo tanto n <y, a para todo n natural ya que es
C-infinito. Definimos:

g(n) = far1(mo) tal que mo = min{m € w | fny1(m) ¢ g[n]}

Cabe notar que g esta bien definida ya que Im(f,+1) tiene n + 1 elementos y g[n] tiene n, con lo
que {m € w | frnr1(m) ¢ g[n]} nunca es vacio. Ademas si [ < n entonces g(I) € g[n] con lo que
l¢{mew]| fnr1(m) ¢ g[n]}. Entonces g: w — a es inyectiva, con lo que a es D-infinito. O

3El axioma de eleccién numerable: Toda familia numerable de conjuntos no vacios tiene una funcién de elecciéon






Capitulo 4

Algunos modelos para la teoria de
conjuntos con atomos (ZF A)

En este capitulo presentaremos a una axiomatica para la teoria de conjuntos con atomos, ZF A
y a los modelos de permutaciéon para ésta. Estos modelos seran ttiles para probar la consistencia de
ZFA+ =AC y que las definiciones de finitud dadas no son equivalentes sin el axioma de eleccion.

Esta axiomatizacion se caracteriza por aceptar objetos que no son conjuntos, a los que llamaremos
atomos, los cuales no tienen elementos. El lenguaje en el que estan escritos estos axiomas consta de
dos simbolos relacionales, € y A, el primero binario y el segundo unitario. A(z) se cumplira cuando
Z sea un atomo.

Axioma 4.1 (de Extensionalidad). Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos
elementos.
VaVy[—A(x)&A(y) — Vu(u € x +— u €y) — x = y)]

Es importante notar que no es conveniente aplicar este axioma a atomos también, pues todos
serian el conjunto vacio.

Axioma 4.2 (de existencia). Eziste el conjunto vacio.
Jr(—A(x)&—-Fu(u € x))
A este conjunto lo denotaremos con ) ya que es tnico.
Axioma 4.3 (de los atomos). Los dtomos no son el conjunto vacio y no tienen elementos.
Vu(A(u) «— u # 0&—3z(z € u))
Axioma 4.4. La coleccion de los dtomos es un conjunto.
JxVu(u € x +— A(u))

Axioma 4.5 (del par). Dados dos objetos hay un conjunto cuyos elementos son eractamente
estos dos objetos.
VuVodaVww € z +— (w =u) V (w = v)]

13
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Axioma 4.6 (de la union). Para cada objeto hay un objeto cuyos elementos son exactamente los
elementos de los elementos del objeto dado.

VudaVw[(w € x +— Fv(v € u&w € v))]

Podemos notar que la unién de cualquier atomo es el conjunto vacio o un atomo.

Axioma 4.7 (de potencia). Dado un objeto hay un conjunto cuyos elementos son todos sus
subconjuntos.
VudzVyly € x +— - A(y)&(y C z)]

Notemos que el conjunto potencia de cualquier 4&tomo es el vacio y que los conjuntos potencia no
tienen atomos. Cabe senalar que los d4tomos son subconjuntos de cualquier objeto.

Axioma 4.8 (Esquema de comprension). Dados un objeto y una propiedad, hay un objeto cuyos
elementos son aquellos de este objeto que cumplen la propiedad.

VuIzVw[(w € x +— (w € u&(w)))]

donde ¢ es una formula en la cual x no ocurre libre.

Axioma 4.9 (de infinito). Ewiste un conjunto inductivo
Jz(0 € x&Vu(u € x — u™ € 1))

Axioma 4.10 (Esquema de reemplazo). La imagen de un objeto a través de una funcional es un
conjunto.

VEVuvo(p(t, u)&o(t,v) — u =v) —
VwIzVu[(u € x +— Fv(v € w&o(v, u)))&-A(z)]

donde ¢ es una formula en la cual x no ocurre.

Axioma 4.11 (de regularidad). Todo conjunto no vacio tiene un elemento €-minimal.
Va[(—A(z)&z # 0) — Fu(u € 2&Vv(v € u —> v ¢ ))]

La teoria ZF A se desarrolla de la misma manera que ZF', sélo hay que agregar a la definicion
de ordinal que no tenga atomos. Notemos, que el minimal del que asegura la existencia el axioma de
regularidad podria ser un 4tomo, y que un conjunto transitivo podria no tener al vacio. Por tltimo,
enunciemos al axioma de elecciéon para ZF A, que no consideraremos parte de ésta axiomatica.

Axioma 4.12 (de eleccion). Todo conjunto no vacio que no tenga como elemento al vacio ni a
algin dtomo y cuyos elementos sean ajenos dos a dos tiene un selector.

Va[(—A(z)&x # 0&0 ¢ 2&Vw(w € 2 — —A(w))&
VuVo(w € z&v € ¢ — Yu(u € w — u ¢ v))) —
IWVz(z € v — Fu(u € z&u € y))]

De ahora en adelante abusaremos de la notacion y denotaremos al conjunto de atomos como A.
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4.1. El universo de ZF A

Asi como en ZF, el universo de ZF' A es una jerarquia acumulativa. Para ver esto, primero
introduciremos la siguiente definicién:

Definiciéon 4.13. Sea s un conjunto, definimos la funcional & como:*

Ps) =s
P (s) = 2 (s) UP(P(s)) sia € OR
PP(s)= ) 2°(s) si € LIM

a<f

y definimos:
P>(s) = U P (s)
a€OR
Renombraremos a #>°({)) como K.
Teorema 4.14. K = ZF.

Demostracion. Es claro pues K = BF'. O
Teorema 4.15. ZFAF P>*(A) =V.

Demostracion. Sea x un conjunto, supongamos que ¢ P*(A) y consideremos el conjunto:

C={yect{z}) |y ¢ (A}

que al ser no vacio, ya que z € C, debe tener un €-minimal, digamos yq. Entonces, para todo z € ¥
tenemos que z € P>°(A). Consideremos a a como el supremo de F := {f | Iz € yo tal que z €
P8 (A) y B es minimo}. Notemos que tal supremo existe, pues si no lo hiciera, entonces F no es
un conjunto, pero F es la imagen de yo bajo la funcional que manda a x € P*°(A) a min{g |
z € PP(A)}. Con esto, z € P(A) para todo z € yo y entonces yg € P+ (A), lo cual es una
contradiccion. Entonces V= 2°(A). O

Con esto podemos definir el rango de un conjunto como usualmente se hace. Si z es un conjunto,
entonces rank(z) = N{a € OR | x € 2°T1(A)}. Hay que notar que con esta definicién, los atomos
tendrian rango cero, por lo que no aplicaremos la definicion de rango a atomos, solo a conjuntos.

Teorema 4.16. CON(ZFC) — CON(ZF A + Azioma de eleccion+ A es C-infinito).

Demostracion. Consideremos el conjunto B = {w\{n} | n € w} y notemos que todos sus elementos
tienen rango w y es numerable. Ahora construyamos la siguiente funcional:

S(0) =B
S(a+1)=P(S()\{0} U S(a)
SB) = | S(a)

a<f

s= J S

a€OR

LLIM es la clase de los ordinales limite.
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Veamos que S = CON(ZFA+ AC + A es C-infinito) si interpretamos a los dtomos y al vacio como
a los elementos de B. Decimos A(z) es verdadero si y solo si (x € B & x # w\{0}). Primero veamos
que S satisface los axiomas de ZF A:

» Axioma de extensionalidad (4.1). Relativizando el axioma obtenemos:

Vz € SVy € S[-A(x)&—A(y) —
VueSuex+—ucy) — x=y)

Sean z € S,y € S tales que —A(z) y -A(y) y sean z € z y w € y. Supongamos que
Vu € S(u € x +— u € y). Si x,y € B, entonces & = w\{0} = y. En otro caso hay o y § tales
que z € S(a+1)yy e S(B+1) conloquexzC Sla)yyCS(B), conloqueze Sy
w € S(B) y por hipotesis entonces z € y y w € x con lo que = = y.

» Axioma de existencia (4.2). Relativizando el axioma tenemos:
Jz € S(—A(z)&—3u € S(u € x))

Notemos que w\{0} sera la relativizacion del vacio, pues = A(w\{0}) por como definimos A(x)
y para todo z € w\{0} tenemos que = ¢ S.

» Axioma de los atomos (4.3). Este se obtiene directamente de como interpretamos a A.

» Axioma 4.4 (la coleccién de los atomos es un conjunto). Relativizando el axioma
tenemos:
dr € SYu € S(u € x +— A(u))

Y como B\{w\{0}} € S(1), entonces B\{w\{0}} € Sy B\{w\{0}} es la colecciéon de los

Atomos.
» Axioma del par (4.5). Relativizando el axioma obtenemos:
Vu € SYv € Sz € SYw € Sjw € z +— (w = u) V (w = v)]

Sean u,v € Sy veamos que {u,v} € S. Como u,v € S, entonces u € S(a) y v € S(B). Si
B < a, por como esta definido S, entonces u,v € S(a) y {u,v} € P(S(a))\{0} C S(a+1)y
entonces {u,v} € S.

» Axioma de potencia (4.7). Al relativizar el axioma obtenemos:
Yu € STz € SWy € S[y € = +— —A(y)&(y C° u)]

Sea u € S y consideremos dos casos. Si u € B, entonces u es un atomo o es la interpretacion
del vacio, en cuyo caso {w\{0}} € S(1) es su conjunto potencia en S, ya que los dtomos y
w\{0} solo tienen como subconjuntos en S a ellos mismos. Si u ¢ B, entonces u € S(a + 1)
para algin o € OR. En este caso notemos que si y # @ y ¥ no es atomo entonces y C u si y
solo si (y C u)S. Con esta observacién, en este caso, el axioma relativizado queda:

Vu € S3x € SVy € S[y € z +— —A(y)&(y C u)]

Con lo que (P(u)\{0}) U {w\{0}} cumple el axioma para u, pues (P(u)\{0}) U {w\{0}} €
S(a+2).
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» Axioma esquema de comprensién (4.8). Relativizando el axioma obtenemos:
Vu € Sz € SYw € S[(w € = +— (w € u&¢®(w)))]

Sea u € Sy consideremos el conjunto a = {w € u | ¢°(w)&w € S}. Si a = ) entonces es claro
que w\{0} satisface el axioma. Si a # (), entonces a es el buscado, pues a € S ya que, al ser
conjunto, existe ¥ = max{aw € OR | 3x € a con z € S(«) y o minimo}, con lo que a C S(v) y
a€S(y+1).

» Axioma de infinito (4.9). Al relativizar obtenemos:
3z € S(w\{0} € z&Vu € S(u € x — (u*)® € 2))

Primero notemos que si u € B entonces (ut)® = {u}, pues sus elementos no son elementos de
Sy siu¢ B, entonces (uT)S = ut = u U {u}. Con esto, consideremos:

F:w—V

F(0) ={w\{0}} = 1°
F(n+1)=(F(n)* = (n+1)°

Afirmamos que Fw] U {w\{0}} € S. Como cada F(n) € S(n + 1), entonces F|w] U {w\{0}} C
S(w), con lo que Flw]U{w\{0}} € S(w+1). Ademas, es claro que es inductivo en S por como
esta definido; y atin mas Flw] U {w\{0}} = (w)5.

» Axioma esquema de reemplazo (4.10). Si relativizamos el axioma tenemos:

Vt € SYu € SVu € S(¢°(t, u)&d®(t,v) — u = v) — Yw € S
Iz € SVu € S[(u € 2 +— Fv € S(v € w&d® (v, u)))&—A(z)]

Sea w € S. Sabemos que ¢° es funcional en S, asi que definamos ¢ = ¢ U {(x,0) | = ¢ S}.
Notemos que ¢’ es entonces una funcional en el universo, con lo que ¢'[w] es un conjunto.
Si ¢'[w] = 0, entonces es claro que el conjunto que satisface el axioma es w\{0}. Ahora, si
¢'[w] # 0, entonces afirmamos que es el conjunto que buscamos. Si u € S, entonces u € ¢’ [w]
si y solo si hay v tal que ¢/(v,u) y como u # () entonces v € S, con lo que ¢°(v, u). El regreso
es claro. Para ver que ¢'[w] € S notemos que ¢'[w] C S y como este es conjunto, debe haber «
tal que ¢'[w] € S(a). Ademas, como ¢'[w] # (), entonces hay u € S tal que u € ¢'[w], es decir,
A w]).

» Axioma de regularidad (4.11). Relativizando tenemos:

Vz € S[(—A(z)&z # w\{0}) —
Ju € S(u € 2&Vv € S(v € u —> v ¢ x))]

Sea = € S tal que —A(z) y = # w\{0}, entonces z € S(a + 1) para alguna o € OR, con lo
que z C S(a). Como x # ), x tiene €-minimal. Sea v el €-minimal de z. Notemos que v es el
conjunto que satisface el axioma ya que v € z C S(«).

Ahora soélo falta ver que el axioma de elecciéon 4.12 y que el conjunto de 4tomos es numerable
son verdaderos en S.
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» Axioma de eleccion (4.12). Relativizando el axioma tenemos:

Vi € S[(—A(z)&x # w\{0}&w\{0} ¢ z&Vw € S(w € z —
—A(w))&Vw € SYv € S(w € z&v € x —
VueSuew—ué¢v))) —

Jy e SVz € S(z € z — Flu € S(u € 2z&u € y))]

Sea z € S tal que no es un atomo ni el vacio de S ni tiene atomos o al vacio de S. En este
caso, z ¢ S(0) y z € S(1), con lo que z € S(«) con 2 < a2. Ahora, sea 3 un selector para x y
consideremos y = 3’ N'S. Sea z € S tal que z € . Como ¢ es un selector de = hay un u tal
queu € z €x,conloqueu €Syué€y. Ademéas, y C Sy es un conjunto, con lo que y € S,
con lo que y satisface el axioma.

= El conjunto de atomos es C-infinito Consideremos la funcion biyectiva:

fro® — B\{w\{0}}
nS — w\{n+1}

Y probemos que es una funcién biyectiva en S. Primero, notemos que (a, b)* = (a, b) pues los
pares no ordenados de S coinciden con los pares no ordenados. Por esto, y por las observaciones
hechas anteriormente en esta prueba, tenemos que (f C w x A)S. Es claro que f es una funcién
inyectiva en S y por como esta definida, f es suprayectiva en S.

O

4.2. Modelos de permutacion

Ahora, construiremos los modelos de permutacion para ZF A desde ZF A+ AC. Estos submodelos
de V seran construidos con ayuda de isomorfismos no triviales del universo (que existen, ya que se
puede extender naturalmente una permutacion no trivial de A al universo), y haran que algunos
conjuntos que involucran Atomos no sean bien ordenables.

Diremos que una permutacion de A es una funcién biyectiva de A en si mismo. Llamemos Aut(A)
al conjunto de permutaciones de A y extendamos a cada 7: A — A € Aut(A) usando recursion
sobre € (que podemos usar, ya que los modelos modelan el axioma de regularidad) a 7: V— V
donde 7(z) = {7(y) | y € =}.

Lema 4.17. Si 7w € Aut(A), entonces T es un € —automorfismo de V.

Demostracion. Primero, demostremos por induccion sobre OR que T [ ga(4) es inyectiva para todo
a € OR. Supongamos que para todo 8 < a tenemos que 7 [ s (4 es inyectiva y sean z y y tales
que T [gacay (¥) = T [pa(a) (y). Sea z € x entonces T [pa(a) (2) € T [pa(a) (x) con lo que
T [pa(a) (2) € T [pa(a) (y), es decir, hay w € y tal que T [ pa(a) (2) = T [pa(a) (w). Ahora,
notemos que como z € ¢y w € y entonces, z y w deben tener rango estrictamente menor a «, pues x y
y tienen a lo més rango a. Sea 3 el mayor de esos rangos, y entonces 7 [ zs+1(4) (2) = T [p8+1(4) (W)
y por hipdtesis, z = w, es decir z € y. De manera similar, y C x, con lo que = = y. Con este resultado
es muy facil ver que 7 es inyectiva, pues si 7(x) = 7(y) para algunos x y y, entonces tomamos el
mayor rango entre x y y, digamos « y entonces T [ ga+1(4) (¥) =T [ pa+1(4) (y) y con la afirmacion
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que acabamos de demostrar, sabemos que = y. Ahora, demostremos por induccién sobre € que 7
es suprayectiva. Sea x un conjunto de rango « y supongamos que para todo y € z hay z tal que
7(z) = y y consideremos 7~ ![x]. Notemos que 7(7![z]) = {7(2) | z € 77 ![2]} = {y | y € 2} = .
Por ultimo, notemos que por definiciéon si y € x entonces 7(y) € 7(z) y si 7(y) € 7(x) entonces
y € x pues T es inyectiva. O

Notemos que si A tiene més de un elemento, entonces habra al menos un €-automorfismo del
universo que no es la identidad.

Lema 4.18. Six es un conjunto, entonces rank(z) = U{a™ € OR | Jy € x con rank(y) = a}.

Demostracion. Sea v € rank(z), entonces © ¢ P71(A), con lo que ¢ P?7(A), es decir, hay
y €z tal que y ¢ P7(A). Siy ¢ P7T(A) entonces rank(y) > v+ 1 y entonces v € rank(y) + 1 €
{at € OR | Jy € x con rank(y) = a}, con lo que v € U{a™ € OR | Ty € z con rank(y) = a}, y si
y € P7T1(A) entonces rank(y) = vy, con lo que v+ 1 € {a™ € OR | Jy € x con rank(y) = a} y
v € U{at € OR | Jy € z con rank(y) = a}. Ahora, si v € U{a™ € OR | Jy € z con rank(y) = a}
entonces hay y € z tal que v < rank(y), con lo que x ¢ 27T1(A) y v € a para todo « tal que
x € PTHA). O

Lema 4.19. Sea m una permutacion de A, entonces:
v rank(z) = rank((z)).
» 7({z,y}) = {7(2), 7(y)}-
» T((2,y) = (7(2), 7 (y))-

» Sir esuna relacion, entonces 7w(r) también es una relacion y (a,b) € r si y sélo si (7w(a), 7(b)) €

7(r).

» Si f es una funcion con dominio X, entonces T(f) es una funcion con dominio m(X) y

T(f)(7(x)) = 7(f(x)).
v T(z) =z para todo x € K.

Demostracion. = Demostrémoslo por €-induccién. Sea x un conjunto y supongamos que para
todo y € x se tiene que rank(y) = rank(7(y)), entonces:

rank(z) = U{a™ € OR | 3y € x con rank(y) = a}
=U{a" € OR | I7(y) € 7(z) con rank(7(y)) = a}
= rank(7(z))
va que y € x siy solo si 7(y) € 7(x).
» Sean z,y conjuntos, entonces 7({z,y}) = {7(2) | z € {z,y}} = {7(x), 7(y)}.

= Sean z,y conjuntos, entonces:
?(((fv)vy)g ):) {7(z) | =z € {z} A=y}t = {7({z}), 7({z,9})} = {7(@)} {7 (). 7(y)}} =
w(x), 7(y)).



20 CAPITULO 4. MODELOS PARA ZF A

= Sea r una relacion, notemos que si x € 7(r), entonces = 7(z) para alguna z € r, entonces
2 también es un par ordenado. Ahora sea (a,b) € r, esto pasa si y solo si 7(a,b) € w(r), y

7(a,b) = (m(a), 7(b))-

= Sea f una funciéon en X, y sean

n (7(a), 7(b)), (7(a),7(c)) € 7(f), pero entonces (a,b), (a,c) € f
con lo que b = ¢ y entonces 7(b) = 7(c). Ademas si 7(z) € 7(X), entonces x € X con lo que
7

f(z) existe y (7(z),7(f(x))) € 7(f)-

= Sea x € K y supongamos por €-induccién que para todo y € z, T(y) = y, entonces:

) ={7(y) lyezt={ylycx} =2z
O

También notemos que el conjunto de permutaciones de A, Aut(A), con la composicion y Ids es
un grupo, con lo que podemos dar las siguientes definiciones:

Definicion 4.20. Sea x un conjunto y G < Aut(A). El estabilizador de x por G es:
stabg(x) ={m € G |7(z) =z}
y el fijador de x por G es:

fizg(z) ={m e G| Vy c x(7(y) = y)}
Observacién 4.21. fizg(z) =(),c, stabc(y) y fizg(z) d stabg(z) < G.

Demostracion. Sea m € fixg(x), por definicion 7 € stabg(y) para todo y € z, con lo que 7 €
ﬂyeﬂ stabg(y), y sea w € ﬂy@ staba(y), entonces para todo y € z, 7(y) =y y 7 € fizxg(z). Por
otro lado, sea z un conjunto y G < Aut(A). Es claro que Ids € fizg(x) < stabg(z). Ahora sea
7w € fizg(x), p € stabg(x) y y € x, entonces

—_— —

p~tmp(y) = p~im(wo) = p~H(z0) = ¥
para algin xg € x donde p(y) = xo, ya que plz] = . O

Definicion 4.22. Sea G < Aut(A). Un conjunto T C P(A) es un ideal en los subconjuntos de A si
y sdlo si para todo a,b C A:

» )eTyA¢T.
s Sia,beZ, entoncesalUbel.
s Sia€Z ybCa, entoncesb € T.

Y diremos que un ideal T en los subconjuntos de A es normal si y sdlo si es cerrado bajo la accion
de G, es decir, sii € T ym € G, entonces 7[i] € T y {a} € T para todo a € A.

Definicion 4.23. Sea G < Aut(A). Un conjunto F de subgrupos de G es un filtro en los subgrupos
de G si y sdlo si, para todo H, K < G:

s GeFybh¢F.
» Si H K € F, entonces HNK € F.
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» SiHeFyHCK, entonces K € F.

Y diremos que un filtro F en los subgrupos de G es normal si y solo si es cerrado bajo conjugaciones,
es decir, si H € F ym € G, entonces 1~ Hm € F y stabg(a) € F para todo a € A.

Definicion 4.24. Si fijamos G < Aut(A), diremos que x es F-simétrico si y solo si stabg(x) € F.
Lema 4.25. Sea Z un ideal. Entonces fizg(n[S]) < wfixg(S)n~! para todo S € T.

Demostracion. Sea p € fizg(w[S])), entonces si tomamos a o como 71 pr, tenemos que p = wor
y si a € S entonces o(a) = 7 1pr(a) = 77 1(n(a)) = a ya que pr(a) = m(a), con lo que o € fizg(S)
O

y p € mfizg(S)m L.

Lema 4.26. SiZ es un ideal normal en los subgrupos de A, entonces:
T* = {H < G| 35 € I(fiz(S) < H)}
es un filtro normal en los subgrupos de G.

Demostracion. Sea Z un ideal normal. Para empezar, notemos que G € Z* ya que fizg(0) < G
y 0 € Z, y ademas, § ¢ Z* pues Ids € fizg(S) para todo S € Z. Sean H, K € I*, entonces
hay Sy, Sk € 7 tales que fizg(Sy) < H y fizg(Sk) < K, y notemos que fixg(Sy U Sk) C
fizg(Se)N fizg(Sk) < HNK y SyUSK € Z. Es claro que si H € Z* y H < K entonces K € T*.
Para ver que Z* es normal sea H € 7* y 7 € G, entonces hay S € 7 tal que fizg(S) < H y como
7S] € Ty fizg(nt[S])) < 1 fizg(S)m < 7~ Hm por el lema anterior, entonces 7~ 'Hnm € Z*.
Por ultimo, sea a € A, y como {a} € Ty fixg({a}) < stabg(a), entonces stabg(a) € T*. O

Definicion 4.27. Llamaremos a la clase de los hereditariamente F-simétricos:
M(G, F) = {x | x es F-simétrico y x C M(G, F)}
un modelo de permutacion.

La dltima proposicion nos dice que podemos trabajar con un ideal normal para definir un modelo
de permutacion. Notemos que z es Z*-simétrico si y solo si hay S € 7 tal que fizg(S) C stabg(x).
Llamaremos a tal S un soporte para x.

~_

Lema 4.28. Sea x un conjunto y m € G, entonces Tstabg(z)7 ™! < stabg(7(x)).

1

Demostracion. Sea Tpm—* con p € stabg(z), entonces wp7 1 (7(z)) = 7(p(z)) = 7(x). O

Teorema 4.29. Un modelo de permutacion M(G, F) es un modelo transitivo de ZF A, K C M(G, F)
y AeM(G,F).

Demostracion. Demostremos que K C M(G, F) por €-induccién, sea € K y supongamos que
todo y € z es elemento de M(G, F). Directamente de la hipotesis tenemos que 2 C M(G, F) y por
la proposicion 4.19 sabemos que si z € K, entonces stabg(z) = G, con lo que x es F-simétrico.
A € M(G, F) ya que stabg(A) = G y todos los atomos son simétricos y subconjuntos de cualquier
clase.

Es claro que M(G, F) es una clase transitiva, ademas, segtn [9] una clase transitiva que es casi
universal, es decir, si para todo subconjunto B de M(G, F) hay C € M(G, F) tal que B C C'y
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es cerrada bajo las operaciones que se presentan a continuacién es un modelo de ZF A. A estas
operaciones se les conoce como operaciones de Godel:

Gi(z,y) = {z,y}

Ga(z,y) = =\y

Gs(z,y) =x xy
G4(x) = Dom(z)
Gs(z) =€ Nz?
Geo(z) = {(a,b,c) | (b,c,a) € x}
G7(x) = {(a,b,¢) | (¢,b,a) € x}
Gs(z) = {(a,b,¢) | (a,c,b) € x}

Primero veamos que es casi universal. Sea x C M(G, F). Como z es un conjunto, entonces hay
un a € OR tal que x C Z“(A) entonces x C M(G, F) N Z*(A), con lo que si demostramos que
M(G,F) N 2*(A) € M(G, F) para toda a € OR, habremos terminado. Es claro que M(G, F) N
P*(A) C M(G,F), por lo que solo hay que demostrar que M(G,F) N P*(A) es F-simétrico.
Veamos que stabg(M(G, F) N P(A)) =G. Seawm € Gy xz € M(G, F) N L% A), demostremos que
m(x) € M(G, F)NP*(A) por €-induccion. Supongamos que para todo y € x siy € M(G, F)NFP*(A)
entonces 7(y) € M(G, F)N P*(A). Como rank(z) = rank(w(x)), entonces 7(x) € P*(A). Ademas,
m(x) C M(G,F) pues si 7(y) € 7(z), entonces y € z € M(G, F), con lo que y € M(G, F) y como
también y € 92*(A), entonces por hipotesis de induccion 7(y) € M(G, F). Y como x es F-simétrico,
entonces stabg(z) € F con lo que wstabg(z)7~! € F y por el lema anterior stabg(7(z)) € F.

Solo falta ver que M(G, F) es cerrado bajo las operaciones de Godel.

Sean z,y € M(G,F) y primero veamos que G;(x,y) y G,(x) son simétricos para todo 1 <i <3
y 4 <j <8.Sim e G notemos que por la proposicion 4.19 es claro que G;(7(z),7(y)) = 7(G;(x,y))
y G;(7(z)) = 7(Gj(x)), entonces notemos que stabg(z) N stabg(y) C stabe(Gi(x,y)) ya que
si m € stabg(x) N stabg(y), tenemos que 7(G;(z,y)) = Gi(7(x),7(y)) = Gi(z,y) con lo que
7 € stabg(Gi(z,y)) y de manera similar stabg(x) C stabe(G,(x)). Entonces G;(z,y) y G;(x) son
simétricos ya que stabg(x) N stabg(y) € F.

Por ﬁltimov Gl(‘r7y) = {xay} g M(Gvf)v con lo que Gl(xay) € M(G7~F)v GZ(xay) = l’\y g z g
M(G, F) y si a € Ga(x), entonces hay b tal que (a,b) € v C M(G, F), entonces (a,b) € M(G, F) con
lo que (a,b) C M(G, F)y {a} € M(G, F) con lo que {a} C M(G, F) y a € M(G, F). Es consecuencia
directa de que M(G, F) es cerrado bajo G que el resto de las operaciones también lo sean. O

A continuacién, demostraremos un teorema que es de gran utilidad y es verdadero en cualquier
modelo de permutacion.

Teorema 4.30. (AE) Sea M(G,F) un modelo de permutacion y x € M(G,F). (x es bien
ordenable)M(&F)€) iy sélo si fizg(x) € F.

Demostracion. Sea x € M(G, F). Sabemos que (z es bien ordenable)™(¢:7):€) si y sélo si hay un
ordinal « tal que (z ~ o) M(G-F).€) Notemos que como o € K, entonces para todo y € z, f(y) € K,
y entonces para todo m € G tenemos que 7(f(y)) = f(y). Entonces, m € stabg(f) si y solo si
7(f) = fya(f) ={7(y, f() |y € 2} = {(@), f(y)) | y € x}, entonces 7(f) = f si y solo si
7(y) = y para todo y € z. Con esto podemos concluir que si (z es bien ordenable)™(©7)-€) entonces
fizg(x) = staba(f) € F. Ahora supongamos que fizg(x) € F y tomemos una funcion f que sea
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una biyeccion entre un ordinal a y z. Es claro que f C M(G, F), sblo tenemos que ver que f es
F-simétrica, pero por la argumentacion anterior fixg(z) = stabg(f) con lo que stabg(f) € Fy
f eM(G,F). O

Ahora pasaremos a fijar a G y a Z para obtener los modelos que usaremos en los proximos
capitulos. En todos los casos supondremos que A ~ w en la metateoria.

4.2.1. El modelo béasico de Fraenkel.

Para construir el modelo basico de Fraenkel fijamos G = Aut(A) y a Z* como el filtro generado
por el ideal normal Z = {z € P(A) | x es C-finito}. Denotemos a éste modelo como F;. Notemos
que en este modelo x es Z*-simétrico si y solo si hay E C A C-finito tal que si para todo e € E,
m(e) = e, entonces 7(z) = .

Lema 4.31. fizg(A) ¢ Z*.

Demostracion. Sea E € T, veamos que fizg(E) € fizg(A). Sean a,b € A\E, que existen ya que A
es C-infinito y E C-finito, y definamos m permutaciéon de A como:

x siz#ab
m(z)=qa siz=10
b siz=a
Es claro que 7w € fizg(E), pero w ¢ fizg(A). O
Con este lema, y por el teorema anterior podemos concluir los siguientes teoremas.
Teorema 4.32. A no es bien ordenable en F;.
Teorema 4.33. F; ¥ AC.
Teorema 4.34. ZFA¥F AC.
Atin mas, en Iy el principio de ordenacién (PO)? es falso.
Teorema 4.35. B = {{u,v} € P(A) | u,v € A} no tiene una funcion de eleccion en Fy.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que B si tiene una funcion de eleccion, digamos, f y
sea E' un soporte para f. Como A es C-infinito y F es C-finito, entonces debe haber ug,vg € A\E.
Con esto, definimos la permutacion de A:

a sia# ug,v
m(a) = ug sia=uwg

vy Sia=ug

Es claro que 7 € fizg(FE), entonces 7(f) = f. Sin perdida de generalidad, supongamos que

f{uo,vo}) = ugp, con lo que 7(f({uo,v0})) = f({uo,v0}) = ug, pero por otro lado 7(f({uo,vo})) =
7(ug) = vg, lo cual es una contradiccion. Entonces tal f no puede existir. O

2El principio de ordenacién afirma que todo conjunto puede ser totalmente ordenado



24 CAPITULO 4. MODELOS PARA ZF A

Consecuencia directa de este teorema es que A no pueda tener un orden total, pues si lo tuviera
podriamos definir una funcién de eleccién f en B, donde f eligiera al menor de cada par. Con esta
observacion, obtenemos los teoremas siguientes.

Teorema 4.36. F, ¥ PO.

Teorema 4.37. ZFA¥F PO.

4.2.2. El segundo modelo de Fraenkel.

Para empezar, tomemos una numeracion de A (en la metateoria) y consideremos P,, = {az2n, a2n+1}
para todo n € w. Es claro que si n # m entonces P, NP, = y que A = U, ¢, P,. Con A partido de
esta manera, tomaremos G = {7 € Aut(A4) | Vn € w(T(P,) = Pn)}, y a Z* como el filtro generado
por el ideal normal Z = {z € P(A) | = es C-finito}. Denotemos a éste modelo como Fs.

Lema 4.38. {P, | n € w} € Fy y es numerable en Fa, pero no tiene una funcién de eleccion en el
modelo.

Demostracion. Primero, veamos que cada P, € Fy, pues stabg(P,) = G para todo n € w, con lo
que {P, | n € w} € Fo. Ahora, notemos que f: w — {P, | n € w} tal que f(n) = P, esta en Fy,
pues si m € G, entonces 7(f) = {7(n, P,) | n € w} ={(n,P,) |n €w} = f, conlo que {P, | n € w}
es contable en el modelo. Ahora, por contradiccion, supongamos que {P,, | n € w} tiene una funcién
f de eleccion y sea E € Z uno de sus soportes. Como E es C-finito, debe haber n € w tal que
aon, @2n+1 ¢ E vy definamos 7 permutacion de A como:

a sia # agp, Azany1
m(a) = < agy sl a=agyyi1

Q2n4+1 Sl a = az,

Es claro que # € G y que © € fizg(E), con lo que 7(f) = f pues E es soporte de f, pero
7(f(2n)) = agni1 y f(2n) = ag, y ya que T(2n) = 2n, entonces 7(f(2n)) = f(2n), lo cual es una
contradiccion. Entonces tal f no existe. O

Con esto, podemos concluir los siguientes teoremas:
Teorema 4.39. Fy ¥ C(Rg,2)3.
Teorema 4.40. ZFA¥F C(Xg,2).
Y como sabemos que ZFAF PO — C(Xg,2), también podemos concluir:
Teorema 4.41. Fy ¥ PO.
Teorema 4.42. ZFA¥ PO.

A continuacién, veremos que A es un tipo de conjunto muy especial en este modelo. Esto servira
mas adelante para obtener otros resultados.

3En la notacion de [8], elecciéon para familias numerables de pares. Se pueden recordar los calcetines de Russell.
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Definicion 4.43. Diremos que a es un conjunto de Russell si y sdlo existe una particion numerable
{P, | n € w} de a tal que P, ~ 2 para todo n € w pero para todo I C w C-infinito, el producto
[Lic; P es vacio.

Considerando que si I C w es C-infinito, entonces I ~ w y la prueba del lema anterior, podemos

concluir el siguiente teorema.

Teorema 4.44. A es un conjunto de Russell en Fs.

4.2.3. FEl modelo ordenado de Mostowski.

Ahora construyamos el iltimo modelo que usaremos. Primero, ordenemos a A como Q, es decir,
sea <C A x A tal que (A,<) =
(Q,<q) y tomemos a G = {m € Aut(4) | (u,v € A& u<v) — 7(u) <7w(v)} y I* como el filtro
generado por el ideal normal Z = {z € P(A) | = es C-finito}. Denotemos al modelo generado con
este filtro y este grupo con M.

Teorema 4.45. A no es bien ordenable en M

Demostracion. Veamos que fixg(A) ¢ Z*. Sea E € T y sea e el maximo de E. Si e < 0 podemos
podemos definir la funcién h: Q — Q tal que:

qg sig<O0
h(q) = .
2q sig>0

Y si e > 0 podemos definir la funcién h como:

) - {1 4 < g(e)
2q —g(e) sig>g(e)
Si tomamos g: A — Q un isomorfismo, entonces g~! o h o g es un permutaciéon no trivial de A, que

mantiene fijos a los elementos de E. Entonces no hay E € Z que sea soporte de fizg(A). O

Con esto, tenemos que el axioma de eleccion también es falso en M, pero, a diferencia de los
deméas modelos, M hace verdadero a PO, como veremos con los siguientes teoremas.

Definicion 4.46. Sea C C M(G,F) una subclase de un modelo de permutacion. Diremos que C' es
simétrica si y solo si
stabg(C) ={r e G| n[C]=C} e F

Lema 4.47. Seamr € G, E€ T yx € M, E es soporte de x si y sélo si 7(E) es soporte de 7(x).

Demostracion. Si E es soporte de x, por los lemas 4.25 y 4.28 tenemos que:

fizg(®(E)) < 7 fizg(E)n !
< wstabg(x)m !

< stabg(w(x))
con lo que 7(E) es soporte de 7(z). Después, si T(E) es soporte de w(x) y si 0 € fizg(E), entonces

nor~ ! € fizg(7(E)) con lo que también es elemento de stabg(7T(x)), es decir ron—1(7(z)) = 7(x),
con lo que o (z) = 7(z) y o(x) = x.
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Lema 4.48. Si (a,b) C A es un intervalo y ey,ea € (a,b) entonces hay una © € G tal que
m(a,b) = (a,b), m(e1) = ea y en el resto de A es la identidad.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que e; < es consideremos:
z si z ¢ (a,b)

m(2) = 49(h(g7'(2))) siz€(ab)yz<e
9(i(g7'(2)) siz€(ab)yz>er

de donde g es el isomorfismo entre Q y A, h: Q — Q es:

g '(e2)lg— g7 (a)) + g7 (a) (g™ (e1) — q)
g~1(e1) — g~ Y(a)

h(q) =

vi:Q— Qes:
i(g) = g M (e2)(g'(b) —q) + 97 (D) (g — g~ (e1))
g~ Hb) — g7 (e1)

Podemos imaginar que la funciéon = hace esto:

S X I )
a e1 €2 b
m
3 ; X X
a €1 €9 b
Notemos que 7 € G y que 7(e1) = ea. O

Lema 4.49. En el modelo de Mostowski:

s Si E1 y Es son soportes de un conjunto simétrico x, entonces E1 N Es también es soporte de
x.

» Todo conjunto simétrico tiene un soporte minimo (respecto a C).

w La clase de todos los pares (x, E) donde x es un conjunto simétrico y E su soporte minimo es
simétrica.

Demostracion. Para demostrar el primer punto, basta notar que si Fy y Fo son soportes de x y
7w € fizg(Ey N Ey), entonces ™ = p107 ... pro, para algunas p; € fixg(E1) y 0; € fixg(E2) con lo
que tendremos que w(z) = pgok - .. pro1(x) = x. Para ver esto, primero notemos que los elementos
de F1 N Fs, al ser un nimero finito, generan una cantidad finita de intervalos en A, y ademas, cada
intervalo de éstos tiene como imagen bajo 7 a si mismo. Con esta observacion, podemos construir la
composicion intervalo a intervalo. Sean p < ¢ € E1 N Ey ysean e; < ey < ... < e, € Fy U FEs los
atomos del intervalo definido por p y ¢ que no estan en la interseccion de los soportes. Como e,, es
el maximo de estos atomos, su imagen también es la maxima de las imégenes, con lo que podemos
elegir a a1 y by tales que e,—1 < a1 < e, < 7(e,) < by < ¢ y tomar una permutacion v; que lleve el
intervalo (aq,b1) a si mismo, e, a m(e,) y en el resto de A actiie como la identidad. Con esto, si
e, € F entonces v, € fiz(Fs) o viceversa.
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Ahora, como e,,_1 < e, entonces 7(e,—_1) < 7(ey), con lo que podemos elegir a as y by tales que
en—1,T(en—1) € (az,bs) pero e,_o,m(e,) ¢ (az,b2) y tomar una permutacion 7, tal que la imagen
del intervalo (ag, by) sea él mismo, v2(e,—1) = m(e,—1) ¥ en el resto de A sea la identidad. De igual
manera, si e,—1 € F1, entonces v € fizg(F2) o viceversa. Después de aplicar esto a todos los e;
del intervalo y a todos los intervalos, tendremos que @ = Yyxykx—1-...7%v271- En el dibujo siguiente
podemos pensar que el sombreado rojo corresponde a 1 y el azul a 7.

! ! "4 ! I ! Y N1

1 1 LY 1 LY T p 1

P €pn—2 G2 €nh_1 A1 €pn ba b 4
i

1 1 4 1 4 | | h'] 1 N1

1 1 LY 1 LY T T 7 1 1

D €n—2 a2 €p—1 A1 €En 7T(6n71) b2 7'('(@”) bl q

Para demostrar el siguiente punto tomemos x un conjunto simétrico y denotemos con S al conjunto
de sus soportes. Sea T € S y veamos que NS = N(P(T) N S). Es claro que NS C N(P(T)NS)
ysis enN(P(T)NS)y S €S, entonces, como SNT es elemento de S por el punto anterior y
SNT e P(T) entonces s € SNT, yaque SNT € P(T)NS, conloque s € Sysens,ycomoT
es C-finito, P(T) lo es y entonces NS es el soporte minimo de z. Para ver el tltimo punto, basta
ver que E es el minimo soporte de z si y sélo si 7(E) es el minimo soporte de 7(x). Por el lema
4.47, solo falta demostrar la minimalidad, asi que, si D € T es soporte de 7(z), y D C 7(E) al ser m
biyectiva, hay E’ tal que T(E’) = D, con esto E’ es soporte de z y E' C E. De manera similar se
obtiene la otra implicacion. O

Lema 4.50. Si E es un soporte de x entonces stabg(E) C stabg(x).

Demostracion. Sea m € Gy supongamos que 7(E) = E con E soporte de . Como E es finito y 7
preserva el orden de A, entonces 7(e) = e para todo e € E, con lo que 7 € fixg(E) y 7(z)=2. O

Definicion 4.51. Sea x € M. Definimos la orbita de x como el conjunto:
orb(z) = {7(z) | * € G}
Observacion 4.52. Las orbitas son ajenas y simétricas.

Demostracion. Si w(z) € orb(y) para alguna m € G, entonces 7(x) = p(y) para alguna p € G y si
tomamos o(x) € orb(x), entonces, como () = m(x) = U?\_lp(y) y o 1p € G, tenemos que
o(x) € orb(y). De manera similar orb(y) C orb(x), con lo que orb(y) = orb(x). Ademas, si 7 € G,
entonces 7(orb(z)) = orb(w(x)) = orb(z), ya que si 7o (x) € 7(orb(x)), como 7o () = W;T_\lﬂ({)?)
y mor~! € G, entonces 7o (x) € orb(7(x)). De igual manera orb(7(x)) Q/%\(orb(m)) y es claro

que orb(7(x)) C orb(z). Ahora sea o(z) € orb(x), y al notar que o(z) = on~!w(x) obtenemos la
contencion que hace falta. O

Con la observacién anterior podemos concluir que cualquier conjunto de 6rbitas es un conjunto
de M y por el teorema 4.30 es bien ordenable en M.

Lema 4.53. Sean x,y € M. Si orb(y) = orb(x) y tienen el mismo soporte minimo, entonces x =y.
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Demostracion. Como y € orb(z), entonces hay m € G tal que 7(x) = y. Con esto, 7(E) es el soporte
minimo de y, con lo que 7(E) = FE y z = 7(x) = y. O

Teorema 4.54. Todo x € M es totalmente ordenable en M.

Demostracion. Para empezar la demostracion, definamos, con v € OR el conjunto C, = {orb(z) |
rank(x) = v}. Sea x € M, o € OR tal que rank(z) < o y consideremos el conjunto C = (s, Cs.
Definimos la funcion f: @ — C x Z, tal que:

f(@) = (orb(z), E)

donde F es el soporte minimo de x. Por el lema anterior, tenemos que f es inyectiva, con lo que si
ordenamos linealmente el rango de f, habremos acabado. Como C es un conjunto de érbitas, tiene
un buen orden en M y 7 se puede ordenar lexicograficamente en M, con lo que C X Z se puede
ordenar lexicograficamente. O

Entonces, como corolario obtenemos los siguientes teoremas:
Teorema 4.55. Todo conjunto es totalmente ordenable en M.

Teorema 4.56. ZFA¥F PO — AC



Capitulo 5

Independencia de las definiciones
de finitud en ZF'A

En este capitulo demostraremos la independencia de las definiciones en una teorfa con atomos
con los modelos construidos. Para demostrar la independencia de I, Ia y II usaremos el modelo
basico de Fraenkel (IFy) y la independencia de el resto de las definiciones sera probada en el modelo
ordenado de Mostowski (M). Empezaremos con la independencia de I, Ta y IIL.

Teorema 5.1. En Fy, A es I-infinito y Ia-finito.

Demostracion. Del teorema 4.32 se obtiene directamente que A es I-infinito, pues la equivalencia de
esta definicion con la de C-infinitud en el modelo implica que cualquier I-finito es bien ordenable
en el modelo. Solo resta ver que A es Ia-finito. Sea B C A en el modelo y demostremos que B es
C-finito o A\B lo es. Como B € Fy, entonces tiene un soporte, digamos E. Si B C E en el modelo,
como E es C-finito en el modelo, entonces B también lo sera; pero si B ¢ E en el modelo, entonces
hay b € B tal que b ¢ E. Ahora, sea ¢ € A\E y definimos 7 € G como:

b sia=c
ma)=(c sia=b

a sia#c,a#b

Como b y ¢ no son elementos de E, tenemos que m € fizg(E), con lo que m € stabg(B) y
¢ =m(b) € B. Entonces A\E C B por lo que A\B C E y A\B es C-finito en ;. O

Teorema 5.2. La equivalencia de las definiciones I y Ia implica la equivalencia de las definiciones
Ia y I

Demostracion. Por contradicciéon, supongamos que Ia no implica I, entonces hay un conjunto B tal
que B es Ia-finito, pero I-infinito. Consideremos entonces el conjunto 2 x B = {0} x BU{1} x By
notemos que es la-infinito ya que, como B es I-infinito, {0} x B y {1} x B también lo son. Por otro
lado, como B es la-finito, entonces B también es II-finito. Veamos que 2 x B es también II-finito.
Primero, demostremos que {0} x B y {1} x B son II-finitos. Sea F C P({0} x B) una familia
ordenada totalmente por C y definimos:

G={CCB|{0}xCeF}

29
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Notemos que G esta ordenado totalmente, pues si Cy, C; € G entonces {0} x Cy, {0} x C; € F y
{0} x Cp € {0} x Cy 0 {0} x Cy C {0} x Cy, pues F esta ordenada totalmente, con lo que Cy C C4
o C1 C Cp. Con esto G tiene un maximal, digamos Cy y es claro que {0} x Cp es maximal de F.
De manera similar {1} x B es II-finito. Por tltimo, veamos que {0} x BU {1} x B es II-finito. Sea
F CP({0} x BU{1} x B) una familia ordenada totalmente por C y definimos:

Fo={{0} xC | C e F}}
Fi={{1} xD| D e Fi}

de donde

F,={CCB|3DCB& {0} xCU{l} x D€ F}
Fl={DCB|3CCB& {0} x CU{1} x D € F}

Veamos que Fy y F; estan totalmente ordenadas. Sean {0} x Cy y {0} x C} € Fo, entonces hay Dy
y D1 € F{ tal que {0} x CoU{1} x Dy y {0} x C; U{1} x D1 € F con lo que {0} x CoU{1} x Dy C
{0} x C1 U{1} x Dy 0 {0} x CL U{1} x D; C {0} x Co U {1} x Dy y como {0} x Cy es ajeno con
{1} x Dy y {0} x C} es ajeno con {1} x Dy entonces {0} x Cy C {0} x C; o0 {0} x C; C {0} x C.
De manera similar se demuestra para F;. Entonces Fy y F; tienen maximales, digamos {0} x Cy y
{1} x Dy respectivamente y {0} x Co U {1} x Dy es maximal de F, con lo que 2 x B es II-finito. [

De estos teoremas, entonces podemos concluir que en F; hay un conjunto que es Ia-finito pero
I-finito y un conjunto tal que es Il-finito pero la-infinito.

Teorema 5.3. ZF AV Ia-finito — I-finito.
Teorema 5.4. ZFA¥ Il-finito — Ia-finito.

Procedamos con las demas pruebas de independencia. Recordemos, que en M teniamos que A no
es bien ordenable, con lo que es I-infinito en el modelo. Ahora, probemos que A es ITI-finito en M.
Para esto, necesitamos probar antes los siguientes lemas.

Lema 5.5. Sea B C A no vacio. B € M si y sélo si B = U{(an,b,) | n € m} U A" donde A’ es
C-finito y m es un natural.

Demostracion. Primero supongamos que B € M, entonces hay E C A finito tal que fizg(E) C
stabg(B). Sean a,b € E tales que a < b y no hay atomos de E entre ellos. Notemos que si hay
¢ € (a,b) tal que ¢ € B entonces (a,b) C B. Sea x € (a,b) y sabemos que hay una permutacion
m tal que 7(a,b) = (a,b), 7(c) = x y en el resto de A actiia como la identidad. Con esto, como
m € fizg(FE), tenemos que x € B, es decir, si hay un elemento de un intervalo definido por dos
atomos en B, entonces todo el intervalo estd contenido en B, con lo que B tiene la forma que
buscamos.

Ahora supongamos que B = U{(an,b,) | n € m} U A’ con A’ C-finito y m un natural y s6lo
hay que demostrar que B es simétrico pues B C A. Consideremos al conjunto F ={a € A|3b €
A con (a,b) C B} U Ay notemos que es finito pues A’ lo es y B solo tiene contenido una cantidad
finita de intervalos. Demostremos que E es soporte de B. Sea 7 € fizg(E) y ¢ € B. Si ¢ € (a,b)
para algun intervalo de B, entonces a < ¢ < by w(a) < w(c) < w(b) y como a,b € E, entonces
a < 7(c) < b, conlo que 7(c) € By € stabg(B). Si ¢ € A, es inmediato que 7 (c) € B. O

Lema 5.6. Sea B C A con B € M. Si B es C-infinito, entonces (B no es bien ordenable)™.
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Demostracion. Primero, notemos que como B es C-infinito y esté en el modelo, entonces debe
contener un intervalo (a,b) de A, por lo demostrado en el lema anterior. Demostremos entonces
que este intervalo no es bien ordenable en el modelo. Sean s; < s9 < ... < s, € A. Como son un
namero finito de atomos, entonces (a, b)\{s1, 2, ..., s, } contiene intervalos; sea (a’,b’) uno de ellos
y consideremos:

rz)=1" siz ¢ (a,b)ox< g(i(aa (D)
9(2971(@) en otro caso
donde de nuevo, g es el isomorfismo entre A y Q. Veamos que 7 € fizg({s1,s2,...,5n}) pero
7 ¢ fixg(a,b), con lo que el fizg(a,b) no puede ser C-finito. o

Lema 5.7. Sea P C P(A) y P € M. Si P es C-infinita, entonces (P no es bien ordenable)™.

Demostracion. Demostraremos que P tiene un subconjunto que cubre suprayectivamente a un
intervalo, con lo que P no podra ser bien ordenable en el modelo, pues su orden induciria un buen
orden en el intervalo. Sea E un soporte para P. Como E es C-finito, entonces debe existir un
conjunto B € P tal que alguno de los extremos de alguno de sus intervalos o alguno de sus puntos
que no esta en un intervalo es un atomo que no es elemento de E y llamémosle a (recordemos la
forma un subconjunto de A por el lema 5.5). Consideremos el conjunto Q = {7(B) | 7 € fizg(E)}.
Este es el conjunto que cubrira al intervalo. Demostremos que @@ € M. Es claro que @ C P C M,
pues E es soporte de P. Veamos que ) es simétrico. Sea 7(B) € Q y sea p € fixg(F), y como
pm € fizg(E), entonces pm(B) € Q.

Ahora daremos la suprayeccion de @ a un intervalo de A. Sea 7(B) € Q y notemos que 7(a) = p(a)
para toda p € fizg(E) tal que p(B) = 7(B), es decir, la imagen de a solo dependera de 7(B),
pues los intervalos de 7(B) provienen de intervalos de B, asi como los puntos aislados de 7(B),
provienen de puntos aislados de B (pues m mantiene el orden), y entonces, a al ser el extremo de un
intervalo o un punto aislado, y por que p mantiene el orden, p(a) debe ser extremo de un intervalo
o un punto aislado siempre que p(B) = 7(B), y ademas, debe ser el mismo pues B y 7(B) tienen
s6lo un namero finito de intervalos. Con esto, entonces podemos definir la funcion f: Q@ — (b, ¢)
donde f(q) = m(a) con T(B) = q y (b,c) es el intervalo tal que a € (b, c), no tiene dtomos de FE
y b,c € E. Notemos que en efecto Im(f) C (b,¢), pues si 7(B) € Q y como b < a < ¢, entonces
w(b) < w(a) < 7(c), es decir, b < f(B) < c.

Veamos que f es la funcion que buscamos. Primero, como Q € M y f(q) € M para toda g € Q,
tenemos que f C M. Veamos que E también es soporte de f. Sea (7(B),n(a)) € fy p € fizg(E).
Entonces p(7(B), w(a)) = (pm(B), pr(a)) y como pr(B) también es elemento de @, pues E es soporte
de éste, (pr(B),pr(a)) € f. Por ultimo veamos que es sobre. Si ¢, d € (e, b), entonces ya sabemos
que hay o € G tal que o es la identidad para los a&tomos que no son elementos de (e, b) y o(c) = d.
Usando esto, si d € (b, ¢), entonces hay o tal que o(a) = d y fuera de (b, ¢) es la identidad. Entonces
o € fixg(E), conlo que 0(B) € Qy f(o(B)) =d. O

Con estos lemas, podemos demostrar que las siguientes dos definiciones son independientes.
Teorema 5.8. A es II-infinito y III-finito en M.

Demostracion. Ya habfamos notado que A es I-infinito en M, y como las primeras tres definiciones
son equivalentes en M, A también es Il-infinito. Solo falta ver que es III-finito. Por contradiccion,
supongamos que P(A) es D-infinito en el modelo, entonces debe tener un subconjunto numerable en
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el modelo, pero si tuviera un subconjunto numerable, éste seria bien ordenable en el modelo, lo cual
es una contradiccion. Entonces A es III-finito. ]

Teorema 5.9. En M, P(A) es Ill-infinito y D-finito.

Demostracion. Por el teorema anterior, tenemos que P(A) es D-finito, y por el teorema 2.11, al ser
A C-infinito, entonces P(P(A)) debe ser D-infinita. O

Entonces obtenemos las pruebas:
Teorema 5.10. ZFA + AFE ¥ III-finito — II-finito.
Teorema 5.11. ZFA+ AE ¥ IV-finito — III-finito.
Por tltimo, probemos los siguientes lemas para pasar a probar los tultimos tres teoremas.

Lema 5.12. Sean B,C € M conjuntos de dtomos. (B ~ C)™ si y sélo si B\C' y C\B son C-finitos
y (B\C ~ C\B)".

Demostracidn. Supongamos que B ~; C en el modelo. Probemos primero que B\C' y C\B son
C-finitos. Como B y C € M, entonces B\C'y C\B € M. Por contradicciéon, supongamos que B\C
es C-infinito, entonces debe tener un intervalo de A contenido en él. Tomemos E un soporte para
f v consideremos entonces (a,b) contenido en el intervalo de B\C, tal que no tiene elementos de
E. Sean ¢,d € (a,b) y de nuevo, consideremos 7 € G tal que 7(c) = d y 7 es la identidad fuera de
(a,b). Notemos que 7 € fizg(E), con lo que 7[f] = f, pero entonces, como (a,b) C B\C, entonces
c € Dom(f) y:

w(c, f(e)) = (m(c), m(f(c)))
= (d, f(c)) pues f(c) € B\C

pero f es biyectiva y eso no puede suceder. Analogamente, no puede suceder que C'\ B sea C-infinito.

Ahora solo falta ver que B\C ~ C\B en el modelo. Como B\C y C\B son finitos, también
son finitos en el modelo y entonces son comparables en el modelo. Si suponemos que B\C » C\B
entonces, podemos suponer sin pérdida de generalidad que B\C' < C\ B, es decir, hay D C C\B tal
que B\C ~ D. Por otro lado tenemos que C' ~ B = B\C U (BNC) y entonces C ~ DU (BNC)y
como D C C\B, entonces DU (BN C) C C con lo que C es D-infinito, pero eso no puede suceder,
pues por el lema 5.6 tal subconjunto de A no existe.

Por otro lado, si B\C ~; C\B en el modelo, entonces podemos definir la funcién h: B — C
tal que:

h(b) {f(b) sibg C

b en otro caso

que es una biyeccién entre B y C' y esta en el modelo pues se puede construir con los axiomas. [
Lema 5.13. Sea B bien ordenable en M tal que ANB =0 y C € M. Entonces AUB =2 x C.

Demostracion. Sea B bien ordenable en el modelo y C un conjunto del modelo; y supongamos que
AUB ~; 2 x C. Consideremos los conjuntos:

Ay = AN f[{0} x C), By = BN f[{0} x C]
A= AN f[{1} xC], Bi = BN f[{1} x C]
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y notemos que son ajenos dos a dos. Como f[{0} x C] ~ f[{1} x C] en el modelo pues f es biyectiva
y como f[{0} x C] = BoU Ag y f[{1} x C] = By U Ay, entonces By U Ag ~p, By U A; en M.
Ahora, como By C B, entonces también es bien ordenable, con lo que h[By] es bien ordenable y
A1 Nh[Bg] lo es. También By Nh[Ag] es bien ordenable. Llamemos Ny a A; Nh[Bg] y N1 a By Nh[Ay].
Veamos que h[Ag] U Ny = A; U Ny, y como h[Ag], Ny y Ap son ajenos, entonces Ag U Ny ~ A; U Nj.
Como Ny es subconjunto de A y es bien ordenable, debe ser C-finito en el modelo, y N1 C h[A4g] ~ Ag
con lo que Ny 3 Ag. Entonces N; es biyectable a un subconjunto bien ordenado de A, con lo que
debe ser C-finito. Por lo tanto Ny y N7 son comparables. Supongamos, sin pérdida de generalidad
que N1 3 No y sea n = |Np|\|N1|. Como AgU Ny ~ A; U Ny entonces hay un subconjunto A} de A;
con n elementos tal que Ay ~ Aj\ A} y consideremos A} C A; tal que A} ~ Ag. Por el lema anterior,
al ser AY y Ag equipotentes, A7\ Ao v Ao\ AY son C-finitos y equipotentes. Pero Ag = Ag\AY, pues
son ajenos, es decir, Ay es C-finito con lo que A; también lo es y esto haria que A fuera C-finito. [

Teorema 5.14. AU w es D-infinito y V-finito en M.

Demostracion. Veamos que como w = A U w entonces es D-infinito, y por el lema anterior, tenemos
que AUw » 2 x AUw, con lo que AU w es V-finito. O

Veamos que si & € OR, entonces, por el lema anterior N, UA ~ 2x N, ~ X, es decir, X, < R,UA
y Ny U A es V-finito, pues, por el mismo lema, 2 x (R, U A) = X, U A. Con esto, probamos que para
cualquier aleph, existe un conjunto V-finito que es mayor con < en M.

Teorema 5.15. A X w es V-infinito y VI-finito en M.

Demostracion. Primero, notemos que como 2 X w ~ w, entonces tenemos que 2 X (w X A) ~
(2xw)x A ~wx A en el modelo, con lo que A xw es V-infinito. Ahora, por contradicciéon supongamos
que AXw ~ (AXw) X (AXw),y como de los axiomas si sabemos que (A X w) X (Axw) ~ AxAXw
entonces tenemos que A x A X A X w en el modelo con una funciéon f. Tomemos F un soporte
de f y sean a,b atomos tales que no son elementos de E y consideremos n € w y ¢ € A tales que
f(a,b) = (n,c). Supongamos que a # ¢, con lo que existe un intervalo (d, e) que tiene como elemento
a a pero es ajeno con E'U{c}. Sea u € (d,e) tal que u # a y de nuevo, podemos decir que existe
una permutacion m € G tal que es la identidad fuera de (d,e) y w(a) = u.
Como 7 € fixg(E) entonces tenemos que:

7((a,0), (n, c)) = ((7(a), 7 (b)), (w(n), 7 (c)))
((u, (1)), (n,¢)) € f

pero f es inyectiva y (a,b) # (u, (b)), lo cual es una contradiccion. Con esto, tenemos que A X w es
VI-finito. O

Teorema 5.16. “A es Vi-infinito y VII-finito en M.

Demostracion. Primero veamos que “ A no puede ser bien ordenable en M, pues esto induciria un buen
orden en A, con lo que es VII-finito. Ademas sabemos, por los axiomas, que “ Ax“ A ~ 2(“A) ~ 2%« A
y como 2 X w ~ w, entonces “A x YA ~“A. O

Y tenemos las tltimas pruebas de independencia:
Teorema 5.17. ZFA + AE ¥ V-finito — IV-finito.
Teorema 5.18. ZFA + AE ¥ VI-finito — V-finito.
Teorema 5.19. ZFA + AE ¥ VII-finito — VI-finito.
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