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«The rst principle is that you must not fool yourself and you are the easiest person to fool.»

Richard Feynman
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Condensaciéon de piones en colisiones de iones pesados relativistas con campos
magnéticos

por Pedro Roberto MERCADO Lozano

En esta tesis se estudia el proceso de condensaciéon de Bose-Einstein de un gas de
piones bajo varias consideraciones. Primero, se estudia el proceso de condensacién
en el limite termodindmico, i.e. V — 0o, en donde V es el volumen del sistema. Pos-
teriormente, se estudia el caso en el cual consideramos que el volumen del sistema,
aunque grande, es de tamarfio finito. Por dltimo, se considera que el sistema tiene
volumen finito y ademads tiene la presencia de un campo magnético. Al considerar
que el volumen del sistema es finito la temperatura critica de condensacién aumenta
con respecto al caso del limite termodindmico. Se dice entonces que se promueve el
proceso de condensacién. Mds atin, al considerar la presencia de un campo magné-
tico la temperatura critica experimenta un mayor incremento con respecto al caso de
un volumen finito.

Para poder estudiar estos fendmenos esta tesis comienza con una revisién de princi-
pios bésicos de la Fisica Estadistica en el capitulo 3, los cuales son suficientes para en-
tender el origen de la condensacién de Bose-Einstein. Con esta base, en el capitulo 4
se estudian con mayor detalle las caracteristicas de un condensado de Bose-Einstein,
asi como su tratamiento teérico. Haciendo uso de estas herramientas, en el capitulo
5 se estudian las consecuencias de considerar volumen finito en el gas ideal de pio-
nes. Posteriormente, en el capitulo 6 se estudian algunos conceptos importantes de
las colisiones de iones pesados. Entre ellos se habla de la multiplicidad de piones
producidos, la centralidad de las colisiones y la generacién de campos magnéticos
producidos en las colisiones periféricas. Finalmente, en el capitulo 7 se estudian los
efectos que tiene un campo magnético externo en la condensacioén de un gas ideal
de piones.
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Constantes Fisicas

Constante de Boltzmann k= 1.38 x 1072 m%kg/s’K
Constante de Planck h = 6.63 x 10734 m?kg/s
Constante de Planck reducida h=1.05 x 1073 m?kg/s
Velocidad de la luz ¢ =2.99792458 x 108 ms™!
Masa de los piones cargados m,+ = 139.57 MeV

Flujo Magnético Elemental dg = 2.067 x 10715 Wb
Equivalencias

Sistema natural de unidades h=c=G=k=1
Temperatura 300K = ﬁev

Campo Magnético 1eT = 5.98 x 10~ MeV?



1 Introduccion

Desde el descubrimiento del niicleo, los experimentos de dispersién han ganado
mucha atencién tanto en el &mbito tedrico como en el experimental. Dichos experi-
mentos han traido una serie de descubrimientos sumamente relevantes, dando lugar
asi a confirmar las predicciones del Modelo Estdndar de las particulas elementales.
Sin embargo, atin hay varios problemas en nuestro entendimiento de la fisica que
el Modelo Estandar no puede resolver. Un entendimiento completo de los procesos
que se llevan a cabo en las colisiones de particulas es crucial si queremos resolver
estas incognitas.

Cuando se tiene una colisién de iones pesados a altas energias la temperatura y den-
sidad del sistema es tal que se forma un plasma de quarks y gluones. Se cree que este
era el estado de la materia en el universo apenas algunos microsegundos después del
Big-Bang. A medida que el sistema se enfria, los quarks y gluones comienzan a es-
tar en un estado confinado y se empiezan a formar hadrones. Por esta razén, a esta
fase de la colision se le llama de hadronizacién. Entre los hadrones que se producen,
los més abundantes son los piones, dado que estos son los mesones mas ligeros que
hay. Al ser mesones pseudoescalares (espin cero), estos obedecen la estadistica bo-
sonica. A pesar de que la temperatura del sistema es muy elevada, la densidad es
a su vez tan grande que la condensacién de Bose-Einstein se tiene que considerar
al estudiar el sistema. Al ser un fenémeno relativamente joven, la condensacién de
Bose-Einstein es dificil de observar. Es necesario entonces saber tanto como se pueda
del fenémeno para lograr su observacién.

En afios recientes, la comunidad se ha percatado de la presencia de campos magné-
ticos muy intensos producidos en colisiones perféricas de iones pesados. A pesar de
decaer rdpidamente en el tiempo, el campo magnético es tan intenso que se espera
que este permee la region de la colisiéon incluso durante la fase hadroénica. Es natu-
ral entonces preguntarse, ;Cudl, si alguno, es el efecto del campo magnético en la
condensacién del gas ideal de piones?



2 Planteamiento del problemay
objetivos

La condensacién de piones es un fendmeno que ha recibido mucha atencién por
parte de la comunidad cientifica. Se han llevado a cabo varios estudios en los cuales
se toman en cuenta consideraciones cada vez mas realistas. Por ejemplo, se ha estu-
diado cual es el efecto de considerar que el gas de piones es un sistema con volumen
finito. Sin embargo, no hay estudios que consideren la presencia de un campo mag-
nético en el sistema y su efecto en la condensaciéon de Bose-Einstein. Esto nos lleva a
plantearnos los siguientes objetivos:

» Estudiar el fenémeno de la Condensaciéon de Bose-Einstein, asi como las herra-
mientas de la Fisica Estadistica necesarias,

» Entender como pueden in uir las caracteristicas del sistema en el proceso de
condensacién, usando como ejemplo el caso del volumen finito,

» Analizar las condiciones del sistema producido en una colisién periférica de
iones pesados, de manera que podamos formar una imagen realista del proce-
SOy

= Descubrir los efectos que tiene la presencia de un campo magnético en el pro-
ceso de condensacién de Bose-Einstein en un gas ideal de piones.



3 Fisica Estadistica

La fisica estadistica ha sido una herramienta de suma importancia, ya que nos
permite estudiar los fenémenos fisicos asociados a la materia formada por una gran
cantidad de particulas a partir de las propiedades intrinsecas de dichas particulas
(R K Pathria, 2011). De esta manera, podemos determinar el comportamiento de un
sistema formado por abundantes particulas, el cual en principio seria muy compli-
cado, estudiando el comportamiento de cada particula y sus posibles interacciones,
lo cual suele ser mas sencillo.

La fisica estadistica posee una conexién intrinseca con la termodindmica. A pesar
de que la termodindmica antecede a la fisica estadistica, se pueden entender muchos
de sus resultados utilizando la maquinaria desarrollada por la fisica estadistica.

3.1. El gas ideal cldsico

Un ejemplo de la relacion entre la termodindmica y la fisica estadistica es el estu-
dio de los gases ideales. En este caso se considera que no existe ninguna interacciéon
entre las particulas constituyentes del gas y que su estructura es irrelevante. Pense-
mos que el gas que queremos estudiar es un sistema aislado por lo que la energia
E, el volumen V' y el nimero de particulas N permanecen constantes. Este gas se
puede encontrar en un gran nimero de microestados, en donde un microestado se
entiende como una de las muchas posibles configuraciones del gas que satisfaga que
la energia total del sistema sea £ y su volumen V. El estudio estadistico de este sis-
tema depende tinicamente del nimero total de microestados en los cuales podamos
encontrar al sistema. Se define entonces la cantidad Q(E, V, N) como:

Q(E,V,N) = Numero de microestados accesibles por el sistema con energia E,
volumen V' y nimero de particulas N.

Al querer encontrar un puente entre la fisica estadistica y la termodindamica, Bol-
tzmann (R K Pathria, 2011) se percaté de que existia una relacién entre la entropia
de un sistema y el ndmero de estados accesibles Q(E, V, N) del mismo. Esto lo lle-
v6 a formular lo que actualmente conocemos como la definicién estadistica de la
entropia:

S=klnQ(E,V,N), (3.1)

donde k es conocida como la constante de Boltzmann. Una vez con estas definicio-
nes, podemos empezar a estudiar los gases ideales. Lo primero que podemos notar
es que el nimero de posibles lugares en los cuales se puede encontrar una particula
debe ser proporcional al volumen total del sistema. Al ser un gas ideal, no se tiene
ningtn tipo de interaccién entre las particulas. Por esta razén, la posiciéon de cada
particula es completamente independiente de la posiciéon de las demads. Por lo tanto,
dado que el nimero de posibles microestados del sistema corresponderé al producto
de los distintos estados accesibles para cada una de las particulas tendremos enton-
ces

Q(E,V,N) x V¥, (3.2)
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Utilizando el resultado en 3.1 es directo ver que

08 0
g0 - 2 kN1
<6V>E7N gy BV V)

EN
= 5 (3.3)
Por otra parte, sabemos por relaciones termodindmicas que
oS P
e = —. 4
(7). 7 o
Juntando 3.3 y 3.4 se llega a que
PV = ENT, (3.5)

lo cual coincide con ser la ley de los gases ideales encontrada en la termodindmica.
Vemos entonces como al tomar una suposicién simple del comportamiento indivi-
dual de cada particula encontramos una expresiéon que define el comportamiento
macroscopico del gas.

3.2. Fisica estadistica de particulas cuanticas

Formalismos andlogos al desarrollo previo se pueden aplicar para estudiar sis-
temas mas complejos. Se pueden incluir en la teoria més caracteristicas de las parti-
culas consituyentes, lo cual tendrd como consecuencia que los resultados obtenidos
sean cada vez mas realistas (suponiendo que se pueda llegar a dicho resultado). Una
de las caracteristicas que podemos agregar a nuestra descripcién es, por ejemplo, la
posibilidad de interaccién entre las particulas. Si bien esto suena razonable, agregar
este simple hecho complica considerablemente el desarrollo matematico que se debe
realizar para llegar al resultado deseado. Podemos entonces buscar otra caracteristi-
ca de las particulas que haga maés realista nuestra descripcién.

A principios del siglo XX habia una serie de fenémenos que no lograban explicar-
se con las terfas clasicas de la mecénica y el electromagnetismo. Un ejemplo de esto
es el Efecto Zeeman Anémalo. El cientifico Neerlandés Pieter Zeeman logré observar
el desdoblamiento de lineas espectrales del Sodio al colocar la fuente de estas en un
campo magnético !. Este efecto se puede explicar mediante el momento angular de
los electrones. Sin embargo, observaciones posteriores encontraron desdoblamien-
tos a mdltiples lineas, lo cual no puede ser explicado con el momento angular de
los electrones. A este fendmeno se le denominé Efecto Zeeman Anémalo justamen-
te por la imposibilidad de describirlo. Para poder explicar este nuevo fenémeno se
necesitaria entonces que el electrén tuviera algo asi como un momento angular dis-
tinto al que conociamos. Actualmente, sabemos que los electrones tienen un nimero
cudntico adicional correspondiente al espin. La presencia del espin en el electrén es
entonces el responsable del desdoblamiento en miltiples lineas espectrales y, por lo
tanto, el Efecto Zeeman Andémalo. No fue sino hasta 1922 que Stern y Gerlach encon-
traron una prueba directa de la existencia del espin, en la cual ademds encuentran
que este presenta una cuantizacion.

Al estudiar mads acerca del espin, se encontré que las particulas pueden tener
espin entero o semientero (en unidades de /). Uno de los principales precursores

"Esta observacion lo hizo acreedor del premio Né6bel de 1902 (The Nobel Prize in Physics, 1902).
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en los estudios del espin fue Wolgang Pauli. El logré observar que la invariancia
de Lorentz, energias positivas, amplitudes de probabilidad positivas y la causalidad
implican que aquellas particulas con espin entero obedecen la estadistica de Bose-
Einstein y aquellas con espin semientero obedecen la estadistica de Fermi-Dirac (Pes-
kin y Schroeder, 1995), resultado conocido como el Teorema Espin-Estadistica. De
manera natural, se les llamoé bosones a esas particulas con espin entero y fermio-
nes a aquellas con espin semientero. Una de las consecuencias del Teorema Espin-
Estadistica con las que Pauli se encontré al querer estudiar las particulas en el marco
de la Teoria Cuédntica de Campos fue que, para obtener un desarrollo consistente, los
bosones deberian seguir relaciones de conmutacién. Contrariamente, los fermiones
deberian seguir relaciones de anticonmutacién. Esto a su vez implica que la funcién
de onda total del sistema debe ser simétrica bajo el intercambio de dos particulas
en el caso de un sistema bosénico y antisimétrico para un sistema fermiénico. Tan
simple como suena esto, este resultado tiene consecuencias muy importantes.

Supongamos que tenemos un gas compuesto de particulas cudnticas, en el cual
la i-ésima particula se puede describir mediante el conjunto de ntiimeros cudnticos
s;. Por lo tanto, lo tinico que necesitamos para describir al sistema es el conjunto de
numeros cuanticos

{s1,82,...,5N}

y por lo tanto la funcién de onda total cumple que

V=W 50,y (@1, Q2 -, @N), (3.6)

en donde (; representa a las coordenadas generalizadas de la i-ésima particula. Con-
sideremos que las particulas i y j de nuestro sistema se encuentran en el mismo
estado cudntico s. Al compartir el estado, podemos intercambiar una con otra sin
modificar el sistema. Es decir,

(o Qi Qe ) =W (- Q- Qi) (3.7)

Sin embargo, habfamos visto que en un sistema de fermiones la funcién de onda
total del sistema debe ser antisimétrica bajo el intercambio de dos particulas. Por lo
tanto,

V(o Qi Qi) ==V (Q-Qi--). (3.8)

Juntando los resultados en 3.7 y 3.8 concluimos que para un sistema fermiénico
=0 (3.9)

cuando dos de sus particulas comparten un mismo estado cudntico s. A este resul-
tado se le conoce como el Principio de Exclusién de Pauli (Reif, Belarra y Rubia
Pacheco, 1967). Concluimos entonces que en un sistema fermiénico ninguna de sus
particulas puede compartir un mismo estado. Por otro lado, para un sistema bosé-
nico no encontramos ninguna restricciéon en el niimero de particulas que pueden
compartir un mismo estado.

Esto nos lleva entonces a obtener tres estadisticas distintas para describir un sis-
tema de N particulas:

1. Estadistica de Maxwell-Boltzmann.- Esta corresponde al caso clasico, en el
cual las particulas se consideran distinguibles y no hay restriccién en el ntme-
ro de particulas que pueden ocupar el mismo estado.
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2. Estadistica de Bose-Einstein (Estadistica BE).- Esta corresponde al caso de
sistemas con particulas indistinguibles con espin entero. La funcién de onda
debe ser simétrica ante el intercambio de dos particulas y por lo tanto no existe
ninguna restriccion en el niimero de particulas que pueden ocupar un mismo
estado.

3. Estadistica de Fermi-Dirac (Estadistica FD).- Esta corresponde a particulas in-
distinguibles con espin semientero. La funcién de onda total del sistema debe
ser antisimétrica ante el intercambio de dos de sus particulas, lo cual restrin-
ge a que ninguna particula pueda compartir un estado con otra particula del
sistema.

A lo largo de este trabajo nos concentraremos principalmente en la estadistica
BE, aunque a veces usaremos otras estadisticas con fines comparativos.

3.3. Estadistica de Bose-Einstein

Una de las cantidades mds importantes de la fisica estadistica es la funcién de
particion. En esta se concentra abundante informacion del sistema en estudio. Esta

se define como
7 = Z ePER — Z 65(€1n1+62n2+--‘)7 (3.10)
R R

donde ¢; representa el i-ésimo nivel energético, n; el namero de particulas en dicho
estado energético y R representa los distintos posibles estados cuédnticos en los que
se puede encontrar al sistema. El estado cuantico del sistema se define por todos los
conjuntos

{ni,ne,...}

en los cuales se pueda encontrar el sistema. Si ademds queremos que el ntimero de
particulas N sea fijo, entonces debemos pedir la restriccion

> ni=N. (3.11)

Sabemos que el valor medio de particulas en el estado s estd dado por

ZR ns€*5(61n1+62n2+.-.)

s = Sk e—Bleinitena+...) ’ (3.12)
lo cual se puede reescribir como
ZR _%ie—ﬁ(elnl-i'ﬂn?-‘rm) | 97 1 9
T = Oes = = InZ. (3.13)

ZR e—Blerni+eana+...) = _57868 = _Ba€s

Vemos entonces que usando la funcién de particiéon pudimos encontrar el niimero
promedio de particulas en un estado s en una expresion compacta y sencilla. De
igual manera, muchas otras magnitudes fisicas se pueden extraer de la funcién de
particion; entre ellas se encuentra la entropia (Reif, Belarra y Rubia Pacheco, 1967).
La dificultad entonces radica en hallar una expresioén exacta para la funcién de par-
ticién en el sistema que se esté estudiando.

Consideremos el caso especifico de un sistema bosénico en el cual el namero de
particulas no estd fijo. Un ejemplo de este caso puede ser el de fotones confinados
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en un volumen en el cual las paredes pueden emitir y absorber fotones. De manera
general podemos reescribir 3.12 como

—Pesn. (s) —p(e1nit+eana+... —Besns
. Zns nSe B e an,ng,.ue B( T a2 ) o Zns nse 66571.5

Zn e—Besns Z(s) e—Bleini+eanat...) B Zns e—Besns ?

n1,n2,...

(3.14)

Ng

en donde el superindice (s) indica que la suma no incluye al estado s. Andlogamente
a 3.13, la expresion anterior se transforma en

10
y — _ _ﬁfsns
ns = ~ 5o, In g e . (3.15)

Dado que estamos considerando que el niimero de particulas es indefinido podemos
entonces hacer la serie geométrica en 3.15 y llegar a que

_ 10 1 1

A esto se le conoce como distribuciéon de Planck (Reif, Belarra y Rubia Pacheco,
1967).

Consideremos ahora el caso de un sistema bosénico en el cual el nimero de par-
ticulas [V si esté fijo. De los estados cudnticos en los que se encuentra el sistema, hay
muchos en los cuales no hay ninguna particula ocupando un estado s. Para describir
entonces un estado cudntico del sistema de IV particulas en el cual ninguna de ellas
se encuentra en el estado s es conveniente definir la abreviatura

(s)
Z(N)y= Y e Plamtent.), (3.17)

ni,ng,...

esto es, si se satisface que
(5)
> ni=N. (3.18)

Recordamos que en ambos casos el superindice (s) representa que la suma excluye
al estado s.

Por razones que seran claras mas adelante sera til encontrar una relaciéon entre
Zs(N)y Zs(N — AN). Dado que estamos considerando un formalismo estadistico,
el namero de particulas N que componen al sistema es enorme, siendo del orden de
N4 ~ 10%3. Por esta razon, no es dificil pedir que AN < N. Tenemos entonces para
un caso general que

B olnZ,

InZ, (N = AN) ~ InZ, (N) = — =" AN, (3.19)
de donde se puede llegar a que
ZS (N) __asAN
En la ecuacién anterior definimos oy como
o, = s (3.21)

ON
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Sin embargo, dado el elevado niimero de estados, la variacion del logaritmo no ten-
dra impacto alguno por el estado especifico que se haya removido de la suma. De
igual manera, la funcién de particiéon Z serd aproximadamente igual a Z;(N) (Reif,
Belarra y Rubia Pacheco, 1967). Tenemos entonces que

_ O0lnZ
Q=

(3.22)

Calculemos entonces el valor de 75 para dicho sistema. Como ya vimos,

— S -

z :ns nse ﬁESTLS z :gll)’n%m e /3(61n1+62n2+ )
—pPeEsn (S) —ple1n €N

§ se Bes s§ 172’.“6 B(erni+eanz+...)

_ Oe_ﬂesozs(N) + 16_663Z5(N - 1) + QB_QﬁESZs(N - 2) +.. (3.23)
= ZS(N)+€_’8€SZ5(N_1)+6_2’8€SZS(N—2) . .

Si ademads usamos el resultado obtenido en 3.20, la expresién anterior se puede rees-
cribir como
_ Zs(N) [0+ le Peae 4 2e 2Pcae2 4 | ] _ s nge s (Besta)
ns = ZS(N> [1 + e—Besp—a + e—2Besg—2a 4. ] - ZS e—ns(ﬂes—i-a) )

(3.24)

llegando a una suma que ya hemos hecho varias veces. Trabajando idénticamente
que en los casos anteriores se encuentra que

1

s = m. (325)

n
A pesar de que el resultado en 3.25 estd completo, no nos da mucha informacién
fisica pues no sabemos realmente el significado fisico de a. Debemos entonces ex-
presarla en términos de algo conocido.
Recordamos que la energia libre estd dada por

F=—kTInZ, (3.26)

lo cual nos permite ver que

omzZ 1 9F 1

C=PN T wToN ~ wTh T TP (3.27)

donde 1 es el potencial quimico por particula.

Por lo tanto,
1

- = (3.28)

Ns
A esto se le conoce como la distribucién de Bose-Einstein. Notamos que si el poten-
cial quimico en la ecuacién anterior se anula, el resultado corresponde al obtenido
en 3.16. De igual manera, podemos observar que el resultado 3.28 tiene ciertas im-
plicaciones sobre el potencial quimico. Lo primero que se puede observar es que si
permitimos cualquier valor del potencial quimico, entonces seria posible que para
valores de p tales que ;1 > €, entonces el nimero promedio de particulas en ese
estado seria negativo. Esto claramente no puede ser. Tenemos entonces la primera
condicién para el valor de u con respecto a los niveles energéticos

p<es Vs (3.29)
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Si en la relacién anterior se satisficiera la igualdad para algtn estado s, vemos de
3.28 que el nimero de particulas promedio en ese estado seria infinito. Esto obliga a
que la condicién anterior sea més estricta, con lo que 1 debe cumplir que

uw<es Vs, (3.30)

con lo que podemos asegurar que
< €g, (3.31)

en donde ¢, representa al estado base de la energfa.
Vale la pena recordar que los resultados anteriores fueron obtenidos para el caso
en el cual el nimero de particulas N permanece fijo. Por esta razén, se debe cumplir

que
_ 1

S

Sin embargo, mientras que el niimero de particulas esta fijo, la temperatura del sis-
tema puede variar. Recordando que 3 = -, si disminuimos la temperatura del
sistema, el valor de ;1 debe disminuir. Esto implicara a su vez que el ntimero de par-
ticulas promedio en el estado base comience a aumentar. Méas adelante estudiaremos
con detenimiento dicho fenémeno.
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4 Condensacion de Bose-Einstein

4.1. Formalismo

Al observar ciertos fenémenos cudnticos en los cuales las particulas presentaban
un comportamiento ondulatorio, Louis de Broglie propone que las particulas tienen
asociada una funcién de onda, la cual depende de la temperatura a la cual se en-
cuentren y de su masa. Actualmente, esto es lo que nosotros conocemos como la
Longitud de Onda de de Broglie o longitud de onda térmica y esta dada por

h 2r B\ /2
= G () Y

donde £ es la constante de Planck y & = h/27 es la constante de Planck reducida.
Esta cantidad resulta muy préctica, pues nos permite condensar informacién impor-
tante del sistema. Como se puede ver de su definicén, la longitud de onda térmica
es inversamente proporcional a la temperatura. Esto nos indica que a medida que
la temperatura disminuye, la longitud de onda crece. Esto hace mas factible la ob-
servacion de fenémenos cudnticos, pues la posicion de la particula tiene una mayor
incertidumbre. Dicho de otra manera, al momento de calcular la amplitud de proba-
bilidad de la particula en el espacio encontraremos que esta estd menos localizada,
contrario a lo que se esperaria en el caso clésico en el cual se puede determinar su
ubicacién con precisiéon. De manera similar, la densidad de particulas n en el sis-
tema también juega un papel importante en este tipo de efectos. Sin embargo, es
realmente la combinacién de la temperatura y la densidad la que nos indica si esta-
mos trabajando en un régimen cldsico o en uno cudntico. Es conveniente entonces
usar el pardmetro
3
PR 42)
(277ka)3/ 2

Si nuestro sistema es tal que nA\?> < 1, entonces los efectos cuénticos son despre-
ciables y podemos pensar que nuestro sistema es clasico. Sin embargo, si n\3 llega
a ser del orden de la unidad, entonces los efectos cuanticos estaran presentes en el
sistema. Dicho de otra manera,

nA® — 0 Caso clasico (4.3)

nA®> — 1 Caso cuantico. (4.4)

Gracias a esto, a medida que el pardametro n\? va de cero a uno se puede hacer un
desarrollo en serie de potencias alrededor de este pardmetro para entender cémo se
van presentando poco a poco los fenémenos cuanticos.

Una vez definido este pardmetro, podemos regresar a estudiar las caracteristicas
de un gas de bosones. Podemos reescribir la ecuacién 3.32 como

1
N=> 57 (4.5)
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en donde z se conoce como la fugacidad del sistema y estd definida por
2 = PP, (4.6)

Los sistemas que queremos estudiar se caracterizan por tener voliimenes demasiado
grandes. Por esta razon, el espectro energético que podemos encontrar es practica-
mente continuo. Este hecho nos permite sustituir la suma en 4.5 por una integral,
tomando en cuenta dos aspectos importantes. La primera es que debemos incluir la
densidad de estados energéticos para que la sustitucion sea véalida. La segunda es
consecuencia de la primera, razén por la cual se tratard mas adelante.

Si consideramos el caso de un ensamble microcanénico !, el volumen del espacio
fase se obtiene integrando sobre todas las posiciones y momentos posibles de todas
las particulas en el sistema. La integracion sobre las posiciones es muy sencilla, pues
el sistema est4 restringido al volumen V. Tendremos entonces un factor de V. Sin
embargo, la integracién sobre el espacio de los momentos tiene mayores complica-
ciones. Al ser un ensamble microcanénico, la energia del sistema debe ser E. Por esta
razon, la integracion sobre los momentos tiene la restriccién

1 3N 1
2
<E — 2A> 2m < E pi < (E + 2A> 2m. 4.7)

En el caso que solo se tuviera una particula en la esfera, la integral que tendriamos
que hacer sobre el espacio de momentos serfa

/ d*p, (4.8)
(B—5A)2m<p?=p2+p2 +p2<(E+3A)2m

integral que coincide con ser el volumen del cascarén de una esfera tridimensional.
Al agregar mds particulas, esta estructura se mantiene igual, con la diferencia de
que ahora estamos calculando el volumen del cascarén de una hiperesfera. Se puede
hallar una expresiéon para calcular estos voltimenes, lo cual a su vez nos permite
hallar la densidad de estados con momento p + Ap. Una vez con esta relacion, se
puede encontrar que
a(e)de ~ %277 (Zm)?’/2 e'/%de 4.9)
es la densidad de estados para una cierta energia ¢ > (ver R K Pathria (2011) para el
calculo completo).
Una vez con esta cantidad, uno se veria tentado a reescribir 4.5 simplemente

CcCoOmo
N = / —166% el (4.10)

Sin embargo, al hacer esto se le esta otorgando peso cero al estado base de la energia,
siendo este el segundo detalle que debemos arreglar. Esto es incorrecto pues todos
los niveles energéticos no degenerados deben recibir un peso estadistico unitario (R
K Pathria, 2011). Para arreglar esto se puede simplemente agregar el término asocia-
do al estado base de la energia, lo que nos da una expresién correcta para el valor de

"En este caso el sistema estd aislado. La energfa y el volumen estén fijos.
?Para lograr esto se parte de la densidad de estados en funcién del momento. Posteriormente, se

utiliza la relacién no relativista € = 22

2, de manera que el resultado es clésico.
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1 & CL(E) z Vv 3/2 /OO 61/2
N = ———F———de = —2m (2 ———F—de. (4.11
- +/0 z—leBes — 1d'E 1= 73 ™ (2m) o 2z lefe— ld6 (4-11)

De la ecuacién anterior podemos identificar el nimero de particulas en el estado

base Ny como
z

T 1-z
De igual manera, podemos invertir 4.12 para obtener la fugacidad z en funcién del
numero de particulas en el estado base Ny

No

4.12)

No . 1

No+1 _Fo‘

(4.13)

Notamos que cuando z < 1 entonces el nimero de particulas en el estado base es
despreciable. Contrariamente, a medida que z se acerca a la unidad, el valor de Ny
aumenta, haciéndose asi una fracciéon considerable del nimero total de particulas
N. Estamos viendo entonces que conforme z crece y se aproxima a la unidad, las
particulas se comienzan a agrupar en el estado base. A esta agrupacion se le conoce
como Condensacién de Bose-Einstein. Veamos esto desde otra perspectiva.

Sea N, el nimero de particulas en los estados excitados, i.e. N = N — Nj. De
4.11 es directo ver que

B 174 3/2 ) 61/2

Dividiendo por V' y haciendo un cambio de variable vemos que

Ne  2m(2m)®? [ g/ 1 o gl
v (3 3)2 / =y / pram— (4.15)
Vv h333/ o 2z ler—1 MI(3/2) Jo zler —1

donde usamos que I'(3/2) = /n/2 y 4.1. Podemos también usar las funciones de
Bose-Einstein g, (z), las cuales se definen como

1 00 xu—l
v(z) = d 4.16
90(2) F(V)/O ler 1 (4.16)

para reescribir 4.15 y llegar a que

N 1
v - ﬁgi’,/Q('z)' (4.17)

Podemos notar de 4.17 que el nimero de particulas en los estados excitados de-
pende tanto de la temperatura, incluido en la longitud de onda térmica A\, como de
la fugacidad del sistema, dependencia que carga la funcién de Bose-Einstein. A su
vez, la fugacidad tiene dependencia con el potencial quimico x y por lo tanto se tiene
una relacién sutil con la densidad del sistema. Para tener un mejor entendimiento
del comportamiento del sistema, podemos expresar las funciones de Bose-Einstein
en serie de potencias alrededor de =

2 2’3

z
v(2) = — 4+ —+.... 4.18
gu(2) ittt (4.18)
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De este desarrollo podemos notar que g, es una funcién de z monétonamente cre-
ciente y acotada en el intervalo [0, 1]. Esto implica entonces que el ntimero de parti-
culas en estados excitados tiene un limite, el cual esta dado por

Nmax ] 1 12 13 1 (3 1
v Fg;;/g(l) =3 (1 + 2372 + 32 +.. > = F( <2) ~ F2.612. (4.19)

El namero de particulas en el sistema puede ser menor que este valor. Sin embar-
go, cuando el ndmero de particulas en el sistema sobrepasa a N"*%, las particulas
restantes no tienen otro lugar a donde ir mas que al estado base. La capacidad del
estado base es esencialmente ilimitada (R K Pathria, 2011). En este caso, el nimero
de particulas en el estado base sera
V (3
No=N-=(|=]. 4.20
o= N -3¢ (3) (420
Recordando la relacién 4.13, el valor de la fugacidad se definird entonces por 4.20,
relaciéon que ademads determinara el potencial quimico del sistema.

Obtenemos entonces dos condiciones para observar la condensacién de Bose-
Einstein. La primera, asociada al nimero de particulas en el sistema, es

V(3
max __ et
N > NP = )\3C <2) : (4.21)
Para lograr apreciar la segunda condicién, conviene escribir explicitamente \. Esto
nos permite encontrar la segunda condicién para el comienzo de la condensacién

de Bose-Einstein en funcién de la temperatura, manteniendo fijo el volumen y el
ntmero de particulas en el sistema. La condicion estd dada por

N R 0\ R
T<Tcz<vg(g)> 27rmk:<((?2’)> Sk (4.22)

De las condiciones 4.21 y 4.22 es mds clara la importancia del pardmetro n\3 y la
razon por la cual se deben considerar la temperatura y la densidad simultdneamente.

4.2. Condiciones operacionales para la condensaciéon

Encontramos entonces que el proceso de condensacion se puede dar ya sea gra-
cias a la temperatura o al ndmero de particulas en el sistema. Sin embargo, opera-
cionalmente esto puede ser un poco complicado. Por esta razén seria conveniente
contar con una condicién equivalente que sea mds facil de aplicar en la practica.
Para encontrar dicha condiciéon debemos recordar las propiedades estudiadas en el
capitulo 3. Recordamos de 3.28 que

- 1
s = 6/8(6571‘) — 1
En particular, la expresion anterior también aplica para el caso del estado base, en
cuyo caso se tiene que

1

NO - 6/8(60*#) — 1

(4.23)
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Por otra parte, sabemos gracias a la ecuacién de Einstein que la energfa de una par-
ticula con masa m y momento p esta dada por

E? = m2ct + p?c. (4.24)

Dada la complicada estructura que tiene esta cantidad, es conveniente trabajar en
un sistema de unidades en el cual sea un poco més sencilla. A este sistema se le
llama el sistema de unidades naturales, en el cual las constantes fundamentales de
la naturaleza se igualan a la unidad. Explicitamente,

h=c=G=k=1, (4.25)

en donde el ultimo 1 es totalmente adimensional. Este sistema trae varias conse-
cuencias, asi como el hecho que la distancia y el tiempo tienen la misma dimensién
pues 1 = [¢] = distancia/tiempo, mientras que la energia tiene la unidad inversa del
tiempo dado que 1 = [¢] = energia X tiempo. A partir de este momento se trabajara
Unicamente en este sistema de unidades. En nuestro caso, la utilidad radica en que
podemos reescribir 4.24 como

E? =m? 4+ p°. (4.26)

El estado base es, por definicién, el estado de menor energia. Observando 4.26
notamos que esto sucede cuando p = 0, dejando ¢y = m. El nimero de particulas en

el estado base es )

NO - eﬁ(m_l‘) — 1

(4.27)
Como ya se vio en la seccién anterior, la condensacion de Bose-Einstein consiste en
una agrupaciéon macroscopica de particulas en el estado base. En la ecuacion 4.27
se puede ver que a medida que ¢ — m, Ny empieza a crecer considerablemente.
Por esta razén, operacionalmente se utiliza la condicién ;1 = m cuando se quiere
considerar condensacion en el sistema. De esta manera, llegamos equivalentemente
a que la temperatura critica 7. es aquella para la cual se cumple la igualdad entre la
masa y el potencial quimico. Formalmente, la masa y el potencial quimico no pueden
ser idénticos, pues esto llevarfa a una ocupacién infinita del estado base. Como se
verd més adelante, hacer esta igualacion es véalida en el limite termodindmico, en el
cual se considera que V' — oo, dado que la diferencia m — ;1 debe ser inversamente
proporcional al volumen V' del sistema.

4.3. Relacién entre densidad y temperatura en la condensa-
cién

Como vimos en la seccién 4.2, el estado condensado consiste en una agrupacion
de particulas con momento nulo. Por esta razén, serfa conveniente escribir la ecua-
ciéon 4.11 en funcién del momento en lugar de la energia. En este caso, la densidad
de estados en funcién del momento es

p2
dp=V-—.
9(p)dp =V 5 3

Recordamos también que para llegar a 4.11, supusimos que el tamafio del sistema
era tan grande que podiamos realizar sin ninguna complicacién la sustitucién > | —
J a(e)de. Conviene entonces dividir entre el volumen y expresar este resultado en
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términos de la densidad de particulas. Explicitamente,

1 00 p2
Ty 1) = po+pe = po+ = / dp, 4.28
P(T. ) = potpe=pot+ 53 0 ), p (4.28)

donde pg corresponde a la densidad de particulas en el estado base y p. es la densi-
dad de particulas en estados excitados. Necesitamos entonces encontrar una expre-
sién que nos permita analizar los distintos casos que podemos tener. Gracias a los
célculos realizados en el capitulo 3, es facil notar que

1 e_ﬁ<\/m_u)
SO | s(Vrrms)

Por otra parte, podemos expresar el denominador utilizando la serie geométrica gra-

—p(v/rPm-s)

(4.29)

cias a que e < 1. Por lo tanto,
1 _ B(Vrrmrn) o~ nB(VirtmEon) _ o V)
eﬁ(\/pQerLu) _1 ‘ ngoe g .

(4.30)
Sustituyendo en 4.28 tnicamente para p, se llega a

Pe= om2

oo X o 00
[ S VT gy LS e [ g,
0 n=1 2m n=1 0

(4.31)
Para lograr llegar a una expresién analitica debemos hacer uso de la ecuacion 4.26
para hacer un cambio de variable en la integral anterior. Esta expresion es

1 — >
pe=55> ™ / VE? —m2EePE g, (4.32)
272 ot m

Todo este proceso es ttil pues la integral en la expresién anterior se puede resolver
analiticamente, llegando a que

pe(T, ) Z —e”ﬂ“Kg(mn[i’) (4.33)

7'('2/6

en donde K5 es la funcién de Hankel modificada.

Encontramos una expresién analitica que nos permite estudiar la densidad de
particulas en estados excitados en funcién de la temperatura y el potencial quimico.
Vale la pena recordar que para temperaturas 7, < 7" la densidad de particulas en el
estado base es despreciable, razén por la cual

p(T', 1) = pe(T, ). (4.34)

De igual manera, en la seccion 4.2 vimos que el punto en el cual la temperatura
cumplia con que 7. = T era equivalente al punto en el cual ¢ = m. Por esta razén,
podemos definir la densidad critica p. como la densidad que tiene el sistema cuando
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FIGURA 4.1: Diagrama de fase en el plano 7T contra p. La linea denota
la transicién de fase. Debajo de la linea la densidad total del sistema se
compone tanto de particulas en estados excitados y en el condensado
mientras que por encima de la linea se tienen tnicamente particulas
en estados excitados. En este caso especifico se utiliza la masa de los
piones cargados 7F = 139.57MeV. Ver Begun y Gorenstein (2008).

T = T,. Esto nos deja con que

1 mn mn
—eTe Ky ( T, ) . (4.35)

Hay que recalcar que para asegurar que esta sea la densidad que estamos buscando
se evaltia cuando T' = T, y i = m. Al encontrar esta relacién podemos obtener un
diagrama de fase en el cual tengamos tanto la temperatura 7' como la densidad p.

En el diagrama de fase que se muestra en la figura 4.1 se puede apreciar la rela-
cién que existe entre la temperatura y la densidad que permite la formaciéon de un
estado condensado en el sistema. La regién que se encuentra por encima de p. es
aquella en la cual précticamente todas las particulas del sistema se encuentran en es-
tados energéticos excitados. Dicho de otra manera, la poblacién en el estado base de
la energia es despreciable. Contrariamente, la regiéon comprendida debajo de p. co-
rresponde a los valores de la temperatura y densidad que permiten que se tenga una
agrupacion macroscopica en el estado base. Notamos que, a medida que la densidad
es mayor, la temperatura del sistema puede ser elevada y atin asi el sistema puede
presentar condensacién de Bose-Einstein. Sin embargo, a medida que la densidad es
menor la temperatura del sistema debe a su vez disminuir si queremos observar el
fenémeno de la condensacién.
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Condensacién de Piones vs. Condensaciéon de Atomos*

Como se mencioné en la Introduccion, el objetivo final de este estudio consiste
en analizar la condensacién de piones. Sin embargo, estudiar los procesos formados
en una colisién de iones pesados es muy complicado. La tnica informacién directa
que se puede extraer es de los productos finales que llegan a los detectores. Auna-
do a esto, la condensacién de Bose-Einstein ha sido un gran reto experimental. Su
produccién y observacion fue tan complicada que la primera sefial concluyente de
la observacién de este estado fue realizada por Anderson y col. (1995). Uno pudiera
pensar entonces que, dadas estas dos dificultades, no tiene sentido alguno estudiar
la condensacion de piones en colisiones de iones pesados. A continuacién se muestra
por qué si es conveniente estudiarla.

Supongamos primero que estamos estudiando el caso no relativista en el cual se
tiene la relaciéon 7./m < 1. En este limite, la funcién de Bessel K3 que se tiene en la
ecuacion 4.35 se puede aproximar por

Ky (mn) ~ e exp [ Te } . (4.36)

T. 2mn mn

Sustituyendo este limite en la ecuacién 4.35 encontramos que

mT\*? (3 2m p 2/3 19
~ ¢ he ~ c ~ -1.2/3
Pe = ( 5 > (<2> =T, = - (C(3/2)> = 3.31m™ " pi/°, (4.37)

en donde usamos que {(z) = Y 2, n~*. Siahora nos vamos al limite ultrarelativista,

2 o .
encontramos que Ko (’%) ~ 2 (%) . En este caso, al sustituir en la ecuacién 4.35

se obtiene .
3T
o )2 < = T, =201pY3 (4.38)

12

c
™

Uniendo los resultados obtenidos anteriormente podemos ver como se comparan
las temperaturas criticas cuando comparamos un sistema formado por 4tomos y otro
sistema formado por piones:

2
T.(m) ~ %‘: <%‘> = %1010 no — relativista (4.39)
T.(A) (%) ~ 105 ultrarelativista

en donde usamos que r4 = 107 % y que r; = 10~1°m (Begun y Gorenstein, 2008).
Notamos entonces que en el caso no relativista las temperaturas a las cuales un sis-
tema de piones puede presentar condensacion es cercana a la temperatura del uni-
verso 1 segundo después del Big Bang (Wolfram Alpha). Por esta razén, estudiar la
condensacion de piones en el caso de colisiones de iones pesados, tanto en el caso re-
lativista como en el no relativista, pudiera incluso proporcionarnos mas informacién
acerca de este estado de la materia que lo observado en experimentos controlados
con atomos.
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5 Volumen nito

Todo lo que se ha desarrollado hasta este momento es formal. Sin embargo, todo
se basa en la suposicién de que el volumen del sistema es infinito. En general esta
suposicion es vélida pues el tamafio del sistema suele ser tan grande en compara-
cién con las particulas que estamos estudiando que, para todo fin préctico, puede
ser considerado como infinito. Si queremos obtener una imagen mas realista del sis-
tema debemos considerar el volumen como finito y, en todo caso, tomar el limite
termodindmico después de haber encontrado los resultados que buscamos. De igual
manera, los resultados pueden tener la dependencia explicita del volumen ya que
todos los fenémenos fisicos que podemos estudiar tienen un volumen finito y esta
informaciéon mejora la descripcién del sistema estudiado. En esta secciéon estudiare-
mos las consecuencias que trae el hecho de considerar un volumen finito en lugar de
considerar el limite termodindmico desde un inicio. El desarrollo de esta seccién se
basa en los resultados obtenidos por Begun y Gorenstein (2008).

Lo primero que notamos es que en las secciones anteriores el hecho de considerar
el volumen infinito no afecta la densidad con la que estamos trabajando. Esto se
logra pues al considerar el limite termodindmico el nimero de particulas crece de tal
manera que la densidad del sistema sigue siendo finita. Sin embargo, se puede ver
de la ecuacion 4.27 que si usamos la condicién operacional para la condensacion, i.e.
w1 = m, la densidad de particulas en el estado base sera infinita bajo la suposicién de
que el volumen V es finito. Esto nos da entonces la primera restriccion en el sistema
al considerar un sistema con volumen finito.

La segunda restricciéon viene de la manera en la cual cuantizamos los niveles
energéticos para el caso de un gas ideal. Debemos entonces estudiar dicha cuantiza-
cién para entender los efectos del volumen finito.

5.1. Cuantizacién de momento en un gas ideal

La temperatura tiene una relacion directa con la energia cinética y por lo tanto
con el momento de las particulas en un sistema. Sabiendo que las particulas tienen
una longitud de onda asociada dependiente de la temperatura, podemos imaginar-
nos que una relacién similar se pueda hallar en términos del momento de la particu-
la. Naturalmente, esta relacién existe y es conocida como la longitud de onda de de
Broglie. En este caso,

27

o

Supongamos por simplicidad que el sistema que queremos estudiar es un cubo de
lado L y volumen V = L3. Queremos pensar que las particulas se encuentran confi-
nadas en este volumen, por lo que debemos pedir que las paredes del sistema sean
infinitamente rigidas. La rigidez de las paredes evitard que fenémenos como el tu-
neleo cudntico permitan escapar a las particulas. El hecho de estar dentro de una
caja obliga a que los nodos de la longitud de onda asociada a cada particula deba
coincidir con las paredes de la caja (ver figura 5.1). Esta restricciéon es la que impone

A (5.1)
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L

FIGURA 5.1: Se muestran las tres posibilidades de longitud de on-

da mds bajas para una particula confinada en una caja de lado L. La

cuantizacién en las longitudes de onda se da para las tres dimensio-
nes de la caja.

la cuantizacién sobre los momentos. La restriccién se dard para las tres dimensio-
nes que se tienen, por lo que tenemos entonces restricciones individuales para las
componentes del momento. Reescribimos la ecuacién 5.1 como

lpi| = 2;, i=x,y, 2. 5.2)

Por otra parte, la condicién de cuantizacién obliga a que el niimero de longitudes

de onda que puedan estar contenidas dentro de la caja sea entero. A dichas condicio-

nes se les llama condiciones de frontera periédicas. Esto garantizard que los nodos

de la onda coincidan con las paredes de la caja, asi como se muestra en la figura 5.1.
Esto es equivalente a pedir que

N lja (5.3)

endonde; € Z*.

Encontramos entonces que existe una relaciéon intrinseca entre los posibles valo-
res que puede adquirir el momento de las particulas y las dimensiones del sistema
en el que se encuentra. Explicitamente,

27‘(’[1'
7

|pil = (5.4)
Dado que estamos considerando el caso de un gas ideal, lo tinico que necesitamos
para describir una particula es su momento. El conjunto de ntiimeros cuédnticos j =
{l+,1y,1.} es entonces suficiente para describir el estado de una particula.
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5.2. Efectos de volumen nito en la densidad

Al considerar el caso en el que el volumen del sistema es infinito, la diferencia de
momento entre un estado y el siguiente mds energético es infinitesimal. Esto permi-
tié que sustituyéramos la suma de estados por una integral en la ecuacién 4.11. En
este caso, dado que la diferencia no es infinitesimal, debemos ser mds cuidadosos
al tratar con esta suma. Conviene entonces escribir explicitamente los primeros dos
términos, para lo cual utilizamos que lo tnico que necesitamos para describir un
estado es definir el valor de j. Tenemos entonces que

1 1 1 6 1 1
p(T, /~L) T VB —1 + V€B<W7u) . + v ; 465(\/@7“) ) (5.5)

en donde el 6 en el segundo término del lado derecho corresponde a la degenera-
cion del estado. Dicho de otra manera, dado que hay 3 dimensiones y las particulas
se pueden mover en direccién positiva y negativa de estas dimensiones, existen 6
configuraciones distintas que corresponden al mismo nivel energético.

Veamos entonces qué informacién podemos extraer de esta relaciéon. Por una par-
te, recordamos que cuando p — m el estado base se comienza a poblar macroscé-
picamente. Por otra parte, sabemos que la densidad de particulas en el estado base
debe ser finita. Esto nos da cierta informacion del sistema. Vemos que, dado que
B(m — p) < 1, el término asociado al estado base se puede aproximar a primer

orden por
1 1 1 1
— ~— . (5.6)
Veblm=—p) —1 V B(m — p)
Para que esta cantidad permanezca finita en el limite termodindmico requerimos
que B(m — p) oc VL.
Analicemos ahora el término asociado al primer nivel excitado. Al ser el primer
nivel, el momento que adquieren las particulas es muy bajo en comparacién con la
masa de las mismas. Por esta razén, podemos aproximar también

2
\/p%—FmQ%m—i—&. (5.7)
2m

Este término entonces es, a primer orden, la masa mds la energia cinética clasica
de las particulas. Nuevamente, dado que es la energia del primer estado excitado,
podemos escribir este término como

1 6 1 6 59
— ~ 2 . .
Veﬂ(vp%-l—mz—u) —1 Ver;T +5(m_:u)

De la ecuacién 5.4 podemos ver que p? oc V~2/3, con lo que el término asociado al
estado base satisface

6 N v-1
eﬁ(qu)_l V—2/3

=V (5.9)

<=

Para sistemas con tamafio finito pero grande este término serd entonces despreciable.
Este hecho nos permite integrar en lugar de considerar una suma discreta sobre los
estados energéticos. Dado que la suma la estamos expresando sobre un conjunto de
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tres valores, la suma se convertird en tres integrales. Es decir,
> = / dlydl,dl,. (5.10)
J

De la ecuacién 5.4 vemos que dl; = %d| pi|. Por otra parte, dado que en la expresion
que vamos a integrar todos los momentos se encuentran al cuadrado podemos des-
hacernos del valor absoluto. Esto nos lleva a que la densidad de particulas para el
caso de volumen finito estd dada por

(A — L v d 5.11
AT A v I
Notamos que en la expresién anterior sustituimos una integral triple sobre los mo-
mentos p,, py Y p- por una tnica integral sobre p, lo cual saca un factor de 47 al
integrar sobre el angulo sélido. De igual manera, vemos que los tres factores de L
en los elementos diferenciales de momento se anulan con el factor de V! que te-
niamos originalmente. Finalmente, vemos que el limite de integracién se considera
desde p = 0 ya que en la ecuacién 5.9 vimos que la contribuciéon del primer estado
excitado es despreciable para voliimenes grandes.

Esta expresion coincide con la obtenida para el caso de volumen infinito. Vemos
entonces que, para V grande pero finito, el estado base define completamente los
efectos de tamario finito en el sistema. En particular, dichos efectos estaran conteni-
dos en la relacién entre m y p. Es conveniente entonces definir la cantidad

0= p0B(m—p) (5.12)

y ver como se comporta para distintos casos de la temperatura. Dado que queremos
estudiar la condensacion de Bose-Einstein nos concentraremos en el limite y — m.
Bajo este limite, podemos escribir la densidad de particulas como

ﬂ1+1/oo P dp= <14 o) (5.13)
P = s 2m2 ﬂ( T2+m2_#>_1p_V5 Pelds ). .

Como ya mencionamos anteriormente, los efectos de considerar un sistema con vo-
lumen finito estardn re ejados en la relacién entre m y u. Es conveniente entonces
encontrar una expresion asintética para p(7', ;). Sabemos por su definicién que

1 e 1 1
(T,m) — pe(T, :/ dpp2 -
pellom) = peToi) = 5.3 | O B (V== S R

(5.14)

Es conveniente realizar un cambio de variable que nos permita simplificar estas in-
tegrales. Hacemos

p = V2% (m — p) 2. (5.15)

De igual manera, utilizamos la identidad

1 coth (£) —1
T (22) (5.16)
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y vemos que

pe(T,m) — pe(T,p) = m3/2(\7;%;2u)3/2 /OOO dz z* {coth (g ( 2m(m — p)a? — m)) +

mm<§(¢Zwm_ﬂpa_@)} (5.17)

Dado que estamos estudiando el limite m — ;1 < 1, podemos hacer la aproxima-
cion

V2m(m — p)a2 +m2 =m <\/1 + 2(m—m,u):n2) ~m+ (m— p)z?, (5.18)

Esto nos permite aproximar la relacién buscada como

pe(Tym) = pe(T, ) = mg/z(\%;”)w /Ooo da 2 [coth <§(m - u)ﬁ) n
— coth <§(m — u)(2* + 1))] : (5.19)

Aprovechdndonos una vez maés del limite en el cual estamos trabajando, podemos
hacer un desarrollo en serie de potencias alrededor de x — 0, el cual serd

S 2
coth (2) N5
y el analogo para el otro cotangente hiperbdlico. Juntando los resultados llegamos a
que

m3/2(m — )32 [0 1 1 mT)3/2§1/2
pe(Tvm) _pe(Tau) ~ \(/’ 2H) / d.’L‘QZZ |:2_ 2 :| - ( ) '
2125 0 x 441 V2or
(5.20)
Podemos finalmente reescribir 5.13 usando los resultados obtenidos como
1 (mT)3/251/2
Top) = — + p(Tym) — 2" 21
p(T, ) V5+p( m) an (5.21)
o bien,
T)3/253/2
v D S (T ) — pe(Tm)] — 1 =0, (5.22)

Ver

Para entender el significado del término p (7', m) hay que ver la figura ??. Este
término corresponde a las lineas de la figura. Para una temperatura dada, el término
pe(T, m) representa el limite entre un sistema que presente condensacién y uno que
no. Si la densidad del sistema es mayor que este limite entonces la diferencia entre
estas densidades serd la densidad de particulas condensadas, mientras que si la den-
sidad del sistema es menor entonces todas las particulas del sistema se encuentran
en estados excitados.

Estamos buscando el comportamiento de § para distintos casos de la temperatu-
ra. Podemos entonces escribir la relacién que cumple como

a(T)V&2 4 6TV —1 =0, (5.23)
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donde a(T") = (mfi)jm y b(T) = [p(T, ) — pe(T,m)]. Veamos entonces qué sucede

para cada caso.

» T < T, Siestuviéramos en el caso de volumen infinito, tendriamos que 6 = 0.
Sin embargo, al considerar volumen finito recordamos que no puede llegar
nunca a cero. Aun asi, su valor es tan pequefio que podemos despreciar las
potencias mayores a 1 en el polinomio 5.23. Esto nos deja con que

Lo

mV . (5.24)

También notamos que en este caso b(T") > 0, pues el término p.(7', m) corres-
ponde a una densidad menor que la del sistema (ver figura ??). Esto mantiene
el hecho de que 6 > 0.

0

I

» T = T, En este caso tenemos que b(T') = 0 pues estamos considerando densi-
dades iguales. Esto transforma la ecuacion 5.23 en

1 _
5 = Wv 2/3, (5.25)

» T > T, Contrario al caso 7' < T¢, en este caso tendremos que b(T") < 0. Esto
nos permite encontrar una solucién completa para el polinomio 5.23, encon-

trando que
5 o < ( )) . (5.26)

Encontramos entonces algo muy interesante. Cuando consideramos los efectos
de volumen finito encontramos que el valor de J estd acotado inferiormente cuando
T > T.. De igual manera, para los casos 7' < T el valor de ¢ estd definido por el
volumen del sistema. Vemos que a medida que bajamos la temperatura y elevamos el
volumen del sistema la diferencia entre m y ;1 disminuye, hasta que estas cantidades
se igualan en el limite.

Habiamos encontrado en la ecuacién 4.33 una expresion para la densidad de par-
ticulas en estados excitados en funcién de la temperatura. Para encontrar la tempe-
ratura critica en funcién de la densidad sustituimos el valor de p por el de m, ya que
esta era nuestra condicién para la condensacion. Al considerar el caso del volumen
finito hemos encontrado una nueva condicién que satisface la temperatura critica.
Tendremos entonces una nueva expresion que satisface la densidad evaluada en la
temperatura critica. Vemos de la ecuacion 5.25 que el valor de . en la temperatura
critica estd dada por

(271'2) 1/3
m

nm— Vs, (5.27)

Con esto podemos reescribir la expresiéon 4.33 como

(22)"°

_ 7‘/—2/3
m?T, = 1 " (m m > mmn
.= - K. . 28
P 92 ; nexp T 2 ( T, ) (5.28)

Podemos notar de esta expresion que, en el limite V' — oo se recupera el resultado
obtenido en las secciones anteriores. Haciendo uso de esta expresién podemos ver
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FIGURA 5.2: Diagrama de fase en el plano T  contra p. Aligual que en

la figura 4.1, se muestra la transicién de fase del sistema consideran-

do particulas con la masa del pién. Se compara la transicién de fase

para un sistema esférico con radio r = 5,6, 7fm y el caso de volumen
infinito.

coémo afecta la consideracion de volumen finito a la relacién entre la densidad y la
temperatura del sistema. Esto se muestra en la figura 5.2.

Observando el diagrama de fase en la figura 5.2 es facil notar que al considerar
un sistema con un volumen finito la transicién de fase se da para temperaturas mds
elevadas. En otras palabras, los efectos de volumen finito promueven la condensa-
cion del sistema. Esto concuerda con lo planteado en el capitulo 4, en el que vimos
que la condensacién se da cuando los estados disponibles para el sistema no son
suficientes para albergar todas las particulas contenidas en el mismo. En este caso,
al considerar un sistema de volumen finito estamos restringiendo una cantidad con-
siderable de estados energéticos disponibles en el sistema, ya que el momento debe
estar cuantizado. Esto entonces obliga a muchas particulas a ubicarse en el estado
base antes que cuando tenfamos un sistema de volumen infinito.

Funcién de Onda en un Sistema con Volumen Finito*

En las secciones anteriores supusimos, por simplicidad, que la restriccién que
viene de considerar un sistema de volumen finito estd dada tinicamente por la ecua-
cién 5.4. Sin embargo, si queremos una descripcion mas realista del sistema fisico
que estamos estudiando debemos analizar con detalle las consecuencias que esta
restriccion tiene sobre la funcién de onda (7, t) de las particulas analizadas. Ayala
y Smerzi (1997) estudiaron esto con detalle. A continuacion se resumen los resulta-
dos encontrados.

Recordamos una vez més que el objetivo final de este estudio es analizar el com-
portamiento de los piones producidos en la fase de hadronizacién de una colisién
de iones pesados. Después de los momentos iniciales de la colisién, la bola de fue-
go (fireball) producida comienza a expanderse lentamente en comparacién con las
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colisiones entre las particulas del medio. Esto nos permite que, como una primera
aproximacién, pensemos que el volumen de la bola de fuego es una esfera. Dado que
los piones estdn confinados a este volumen, decimos que las condiciones de frontera
de la funcién de onda de las particulas son aquellas de una pared rigida. Es decir,

Y(R,t) =0. (5.29)

Ahora, dado que los piones son particulas de espin cero sabemos que estos deben
obedecer la ecuacion de Klein-Gordon, razén por la cual la funcién de onda deberd
satisfacer

(07 — V?+m?) (7, t) = 0. (5.30)
La solucién normalizada de esta ecuacién es (Ayala y Smerzi, 1997)
1 1 1/2 )

Vrim (75 1) = Rirra/a (k) <rEkl> Vi (#) Jig1 j2 (kr)e ™ PRt (5.31)

donde k,,m son los nliimeros cudnticos que determinan el estado de la particula,
J; representa a la i-ésima funcion de Bessel de primer tipo, Y}, representa a los ar-
monicos esféricos y R es el radio de la esfera. La energia £}, satisface la relacion
Ej = VK% +m? (Ayala y Smerzi, 1997). Ademas, la solucién que encontramos debe
satisfacer 5.29 y la tinica manera en la que esto suceda es si

Ji1/2(kR) = 0. (5.32)

Esto nos da entonces los posibles valores de k y, por lo tanto, nos da los posibles
momentos que pueden adquirir las distintas particulas. Mds atin, la relacién anterior
nos da también la relacién directa que hay entre k y [, lo cual serd de utilidad mas
adelante.

Sabemos que la funcién de onda nos da la amplitud de probabilidad de encontrar
una particula en un punto " del espacio. Si entonces nosotros pasamos al espacio de
momentos mediante una transformada de Fourier, i.e.

wklm(m = 13/2 /dgreiﬁ'ﬁwklm(f‘)? (533)

(2m)

la funcién ¢ (p) nos dird entonces la amplitud de probabilidad de encontrar una par-
ticula con momento p. Por esta razén, se debe cumplir la relacién

d3N
- i (P) 2. (5.34)

Ayala y Smerzi (1997) encontraron que la relacién esta dada por

&N 3 1 (20 +1) [kJis12(pR)\? (5.35)
d3p l eBEBri—n) —1 27p k2 — p2 : .

Con lo que para un namero N de particulas fijo se tiene que

(204+1)
N = Z eﬁ(Ekl v —1° (5.36)
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Se tienen entonces dos distinciones considerables con los resultados que se ob-
tuvieron anteriormente. La primera es la modificacién del espectro energético acce-
sible para las particulas del sistema. Dado que en este caso k se escoge para ser el
n-ésimo cero de Ji1; /5 dividido entre R la cuantizacion del momento serd muy dis-
tinta al obtenido en la ecuacién 5.4. Sin embargo, dado que estamos considerando
volimenes grandes en comparacion con el tamafio de las particulas, el espectro sera
tan denso que en ambos casos podemos hacer el cambio al continuo y obtener el
mismo espectro en ambos casos. La diferencia més significativa radica en el factor
(214 1). Dada la relacién 5.32, se puede ver que mayores valores de [ corresponden a
mayores valores del momento. Vemos entonces que se le estd dando un peso mayor
en la distribucién de momento a las particulas con momento més elevado.

Para poder entender realmente los efectos que provienen directamente del Plas-
ma de Quarks y Gluones se deben comparar las mediciones hechas en colisiones de
iones pesados con las mediciones hechas en colisiones p-p. Si las mediciones obte-
nidas en las colisiones de iones pesados corresponden a la misma medicién del caso
p-p escalada al nimero de participantes que se tienen en el caso de los iones pesados
entonces uno podria decir que las colisiones de iones pesados no son méas que super-
posiciones incoherentes de colisiones p-p. La implicacién que esto tendria serfa que
en la colisiéon no se produce un Plasma de Quarks y Gluones, o bien que este no tiene
ningtin efecto en las particulas producidas. Afortunadamente, si se han observado
varias discrepacias entre los espectros medidos en una colisiéon de iones pesados y
las mediciones escaladas de p-p. Esto, ademds de confirmar la produccién del Plas-
ma de Quarks y Gluones, nos da informacién del comportamiento de las particulas
derivado de la presencia del plasma. Una de estas discrepancias es el exceso en la
produccién de piones a bajo y alto momento (Ayala y Smerzi, 1997). Como se vio en
el capitulo anterior, la temperatura del medio es mds que suficiente como para que
el sistema contenga una acumulacion significativa de particulas en el estado energé-
tico mas bajo. Esto puede explicar el exceso de particulas con bajo momento. Como
acabamos de ver, el hecho de considerar un sistema de volumen finito le asigna un
peso mayor a las particulas con momento elevado. Estos dos hechos pueden enton-
ces explicar el exceso de particulas observado a bajo y elevado momento.

A pesar de haber mostrado su importancia, en lo que resta del estudio no utiliza-
remos la cuantizaciéon de momento encontrada aqui. La cuantizacion del momento
propuesta en 5.4 sigue proporcionando una imagen fisica realista del proceso y ade-
mas simplifica el estudio.
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6 Colisiones de Iones Pesados

Desde que Rutherford descubri6 la existencia del nticleo en los 4tomos usando
dispersion de particulas o (The Nucleus, Rutherford 1911), los experimentos de disper-
sién ganaron mucha atraccién en el mundo de la fisica. Haciendo uso de particulas
cargadas aceleradas a velocidades cercanas a la de la luz, se han podido descubrir
caracteristicas del mundo atémico, nuclear y subnuclear que serian impensables de
otra manera. Por esta razén, los aceleradores de particulas son en la actualidad el
mejor recurso con el que contamos para estudiar procesos fundamentales de la na-
turaleza. Para lograr una colision de iones pesados se deben realizar muchas tareas
antes de poder llegar a la colision. Este es un proceso muy complejo, razén por la
cual se requieren laboratorios muy sofisticados e instalaciones muy grandes para
realizarlas. Sin embargo, a muy grandes razgos el proceso consiste en los siguien-
tes pasos. Primero, se necesita conseguir los iones que se van a colisionar. Un ion
se define como un 4tomo con carga neta. En el caso de las colisiones de iones pesa-
dos, a los a&tomos con los que se trabaja se les quitan todos sus electrones (Brookhaven
National Laboratory) con la finalidad de tener particulas muy cargadas. Ademéds, los
iones usados en estas colisiones tienen un namero elevado de protones y neutrones,
adquiriendo asi el adjetivo de pesados. Usualmente se utilizan iones de oro o de
plomo. Posteriormente, los iones se aceleran mediante el uso de campos electromag-
néticos. Cuando estas particulas alcanzan la energia necesaria se hacen incidir con
un blanco fijo o con otro grupo de particulas viajando en sentido contrario. Dadas
las altas energias con las que impactan los iones pesados, se tienen colisiones alta-
mente ineldsticas, dando lugar a un nuevo estado de la materia conocido como el
Plasma de Quarks y Gluones. Se tiene entonces un medio en el cual los grados de
libertad estan dados por quarks y gluones, los cuales hacen que el medio se asemeje
a un liquido. Se dice que estos se encuentran en un estado deconfinado, contrario
a cuando se encuentran dentro de los hadrones (Martin, 2006). Se cree que este fue
el estado de la materia nuclear microsegundos después del Big-Bang. Dicha colisién
sucede en lugares controlados, en los cuales se tiene una gran variedad y cantidad
de detectores de particulas. Con la informacién obtenida de estos detectores, pode-
mos observar la colision y estudiar los procesos que se llevan a cabo. En la actualidad
hay muchos problemas abiertos en la fisica, asi como la formacién nuclear, que se
podrian explicar si tuviésemos una mejor descripcion de lo que sucede en un plas-
ma de quarks y gluones. Esto hace que el estudio de las colisiones de iones pesados
sea de gran interés en la comunidad cientifica.

Gracias al desarrollo de estos métodos experimentales y de la tecnologia necesa-
ria para llevarlos a cabo, durante los afios 60s se descubrieron una serie de particulas
inestables cuya descripcién evadia a cualquier modelo teérico de esa época. Esto lle-
v6 a Murray Gell-Mann y George Zweig, independientemente, a proponer un mo-
delo de quarks que explicaria estas nuevas particulas y algunas, como los nucleones,
que ya se conocian anteriormente. Este y otros resultados, asi como la postulaciéon
del fotén por Planck en 1900 y la postulacion de los neutrinos por Fermi para expli-
car el espectro de momentos en el decaimiento 8 (Martin, 2006), sentaron las bases
para lo que hoy conocemos como el Modelo Estindar de las particulas elementales.
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FIGURA 6.1: Representacién conceptual del 7. Un quark v unido por
un gluén al antiquark d forman esta particula. Imagen de Wikipedia,
The Pion

Este explica las interacciones fundamentales, excepto la gravedad, en términos de
distintas particulas.

Este modelo permiti6 categorizar a todas las particulas encontradas en los experi-
mentos de colisiones de particulas a altas energias. En particular, sabemos ahora que
el neutrén y el protén no son particulas fundamentales. Mds bien, estas son particu-
las compuestas, a primera aproximacion, de tres quarks de valencia. Por esta razén,
los nucleones entrarian en la categoria de los bariones. Un barién es una particula
compuesta de tres quarks o antiquarks. Ademds, dado que los quarks interacttian
fuertemente, los bariones son a su vez hadrones, ya que un hadrén se define como
una particula que interactia fuertemente. Dentro de los hadrones podemos encon-
trar muchas mas categorias. Entre ellas se encuentran los mesones, los cuales son
particulas compuestas de un quark y un antiquark.

Como se puede ver en la ecuacién 4.26, la energia de las particulas tiene una
relacién directa con sumasa. Las leyes de la cinematica relativista entonces nos dicen
que la energia necesaria para producir una particula es su masa como minimo. Esto
hace que las particulas ligeras se produzcan copiosamente en un experimento de
altas energias, tales como una colisién de iones pesados, mientras que las particulas
mas pesadas serdn menos abundantes. Esto hace que los piones, los mesones mds
ligeros, se produzcan en grandes cantidades en las colisiones de iones pesados.

Los quarks son particulas de espin semientero, i.e. fermiones. Por lo tanto, los
mesones, al estar compuestos por dos fermiones, tienen espin entero. Sabemos en-
tonces que los mesones obedeceran la estadistica de Bose-Einstein. Si queremos en-
tonces entender mds a fondo las colisiones de iones pesados debemos considerar la
posibilidad de que se produzca un estado condensado de piones. Begun y Gorens-
tein (2008) estudiaron la condiciones para la condensacion de un gas ideal de piones
en el cual se consideran los efectos de volumen finito. Estos resultados se mostraron
en el capitulo 5. En este capitulo vamos a estudiar mas caracteristicas de las colisio-
nes que nos pueden dar una idea mads realista del proceso de condensacién de piones
en la fase de hadronizacién de una colisién de iones pesados.
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6.1. Centralidad en las colisiones

Al considerar procesos de dispersién en una colision eldstica basicamente nos
preguntamos por el dngulo de dispersiéon dado el pardmetro de impacto b (Grif-
tiths, 2005). En el caso de las colisiones de iones pesados, el parametro de impacto
se define como la distancia entre el centro de los nticleos en un plano transversal al
movimiento del haz de particulas (Bruno, 2013). Cuando tenemos una colisién de
iones pesados ciertamente no serd una colisién eldstica. Sin embargo, el pardmetro
de impacto sigue siendo de gran importancia. Al darse la colisién de los iones, los
nucleos cargados interactdian uno con el otro mediante el campo de color y poste-
riormente dan lugar al plasma de quark y gluones (Martin, 2006). Sin embargo, la
region de interaccién tiene una relaciéon inversa con el pardmetro de impacto de la
colisién. Para entender mejor este concepto debemos pensar a los nticleos como es-
feras grandes compuestas de nucleones. Cuando los ntcleos colisionan solo algunos
de los nucleones interactuardn. A aquellas que si se encuentran dentro de la regién
de interaccién se les denomina como particulas participantes, mientras que aque-
llas que estdn fuera de esta regién son conocidas como espectadoras (ver figura 6.2).
Entre menor sea el parametro de impacto, mayor serd el nimero de particulas parti-
cipantes y viceversa. Conocer tanto el pardmetro de impacto asi como el ntimero de
particulas producidas en estas colisiones es muy valioso, pues nos permite realizar
calculos tedricos apegados a las observaciones experimentales. Desafortunadamen-
te, estas cantidades no se pueden medir directamente (Bruno, 2013). Tenemos enton-
ces que encontrar pardmetros que dependan directamente de estos para determinar
indirectamente los valores buscados. Por ejemplo, si queremos saber el ntimero de
particulas participantes podemos colocar calorimetros a cero grados (con respecto
al haz) y contar el nimero de particulas que llegan. El niimero de particulas depo-
sitadas en el detector tiene una relacién muy fuerte con las particulas espectadoras,
pues, al no interactuar, muchas de ellas contintian viajando en la direccién del haz.

Un concepto muy Ttil que nos permite extraer la informacién de la colisién es
la centralidad. Como su nombre lo indica, la centralidad nos dice que tan alineados
estdn los nicleos al momento del impacto. Formalmente, la centralidad c se define

CcCOomo b
1 do
= —dv 6.1
¢ Oinel /() av ’ ( )

donde 0y, es la seccion eficaz total en la colisién (Bruno, 2013). Este pardmetro
es conveniente, pues se puede expresar en términos de cantidades que podemos
medir. En particular, se puede calcular en términos de la energia depositada en los
calorimetros a cero grados, Ezpc, como

ETHR

1 / ZDC do
¢~ R o (6.2)
Oinel Jo dE,ZDC Zpe

(Bruno, 2013), o bien, en términos del nimero de particulas cargadas producidas

1 °O do
~ ——dN/,. 6.3
‘ Oinel [ViHR dNéh " ( )

A partir de esta cantidad podremos determinar el valor de otras variables que no
podriamos medir directamente.
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FIGURA 6.2: Representacién conceptual de una colisién de iones pe-
sados, vista frontal. Se muestra el instante en el cual los nticleos estan
superpuestos. Se puede apreciar el pardmetro de impacto b el cual
se define como la distancia entre el centro de ambos ntcleos en el
plano perpendicular al momento de las particulas (linea horizontal).
La region de interaccién (zona roja) es aquella en la cual se tiene un
empalme entre los ntcleos, lo cual permite interacciones binarias en-
tre los nucleones. Fuera de esta region se encontraran los nucleones
espectadores (zona azul), los cuales no tendran interaccién con los
nucleones del niicleo opuesto. Por esta razén, muchos de estos segui-
ran la trayectoria del haz (sentido indicado por la notacién vectorial)
e incidirdn en los calorimetros de cero grados.

Al estar estudiando colisiones de iones pesados podemos usar una relacién geo-
métrica entre el pardmetro de impacto y la centralidad, el cual estad dado por

2
UL (6.4)

Y

Cc

Oinel

En la relacion anterior R representa el radio medio de los nicleos involucrados en la
colision. Broniowski y Florkowski (2002) encontraron que esta relacion tiene un ni-
vel de presicion muy bueno. Usando el modelo de Glauber e informacién de Adcox
y col. (2001), Broniowski y Florkowski (2002) encuentran que o, = 7.05b. Usando
entonces esta relaciéon, podemos entonces observar la relacién de la centralidad con
respecto al pardtro de impacto. Esta se muestra en la figura 6.3. Gracias a esto po-
demos conocer la centralidad a partir del parametro de impacto y viceversa, con lo
cual nos serd mas sencillo acceder a la informacién reportada de los experimentos.

6.2. Campos magnéticos en la colision

Como vimos en la seccién anterior, el pardmetro de impacto juega un papel im-
portante en las caracteristicas de cada colisién. Otra de las caracteristicas en las cua-
les el pardmetro de impacto juega un papel importante es en la formacién de campos
magnéticos. Antes de estudiar la formacién de campos magnéticos en la colisién es
conveniente definir la unidad que definird a estos campos magnéticos en el sistema
natural de unidades.
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FIGURA 6.3: Relacién entre el pardmetro de impacto y la centralidad

usando la relacién geométrica ¢ = 7b%/0iner- Bn este caso se utiliza

Oinet = 7.05b. Esta relacién solo es valida para colisiones no muy

centrales (b > 2fm) y colisiones no muy perfiéricas (b < 14fm). Ver
Broniowski y Florkowski (2002).

En general, nos interesard mas la cantidad eB que la cantidad B, en donde B
representa campo magnético. Por esta razon, la conversién a unidades del sistema
natural serd la cantidad eB. Recordamos que en el Sistema Internacional de Unida-
des, la unidad de campo magnético es el Tesla T, la cual se define como

kg
T=->. 6.5
Cs (6.5)
Dado que nosotros queremos saber las unidades de la cantidad e B, conviene escribir
C' en términos de la carga elemental e para obtener que

1 -1
gkgs .

eT=—
6.2 x 101

(6.6)
Queremos entonces encontrar una conversion para kg y s. De la ecuacién 4.25, po-

demos ver que
3x10%ms ' =c=1. (6.7)

Sabemos por definicion que

1eV =16 x 10719 = 1.6 x 10" kgm?s~2, (6.8)

por lo que al elevar la ecuacién 6.7 al cuadrado y despejar m? s~ encontramos que

leV =178 x 107%kg = 1kg = 5.625 x 10*MeV. (6.9)
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Ahora solo debemos encontrar la expresiéon anédloga para los segundos. Nuevamen-
te, tenemos de la relacion 4.25 que

1.05 x 107 3kgm?s™ ' = h = 1. (6.10)
Usando la relacién 6.7 al cuadrado, podemos reescribir la expresion anterior como
1=1.17 x 10~ °kgs = 6.59 x 10~ %2MeV s, (6.11)

en donde utilizamos la expresiéon de kg en MeV obtenida en la ecuacion 6.9. De aqui
vemos que la expresién que buscamos es

1s = 1.57 x 10! MeV L. (6.12)
Uniendo todos estos resultados llegamos a la conversién que estdbamos buscando,
1eT = 5.98 x 10~ " MeV?2. (6.13)

Ahora que sabemos como expresar los campos magnéticos en unidades natura-
les podemos analizar la presencia de estos campos en una colisién de iones pesados.
Clésicamente no es complicado imaginarnos por qué una colisién periférica de los
iones daria lugar a la formacién de un campo magnético. Como se vio en la sec-
cién 6.1, una colisién periférica da lugar a una regién de interacciéon en donde se
encuentran los nucleones participantes. Por otra parte, las particulas restantes, las
espectadoras, pueden seguir su camino si la colisién es suficientemente periférica.
Muchos de estos nucleones son protones, i.e. son particulas cargadas. Esto nos da
entonces un par de corrientes, cuyo sentido estad dado por los circulos azules en la
figura 6.2.

Sabemos que una corriente i generard un campo magnético. Cuantitativamente,
el campo magnético se puede determinar a partir de la ley de Biot-Savart, la cual nos
dice que

Mo idl Xr

= 6.14
R (614)

siendo 1 la permeabilidad magnética del vacio. Para el caso de una corriente con-
tinua, al integrar esta expresién obtenemos el campo magnético formado. Sin em-
bargo, para el caso de una carga en movimiento la expresion anterior no nos da el
resultado correcto pues al querer expresar la carga inicamente como j = idl se vio-
laria la ecuacién de continuidad (Jackson y Fox, 1999). Lo correcto en este caso es
simplemente sustituir idl por ¢gv, con lo que el campo magnético de una carga en
movimiento estd dado por

_ Hogqv Xr

= . 6.15
P (6.15)

Si queremos entonces una estimacién del orden de magnitud en el campo mag-
nético que deberiamos esperar hay que introducir los valores relacionados al pro-
blema. Supongamos que estamos considerando una colisién Pb — Pb, con lo que
cada ntcleo tendrd una carga positiva de 82e. Dado que estamos hablando de co-
lisiones periféricas, solo una fraccién de estas particulas cargadas serdn espectado-
ras. Supongamos por simplicidad que en este caso la distancia entre el centro de la
region de interaccién y las particulas espectadoras sea ~ 5fm, estimacién que se-
rd mds clara mas adelante. De igual manera, podemos pensar por simplicidad que
NE.. = Ni. = Z/2 = 41. Ademas, dadas las altas energias involucradas, es una

spec inter
buena aproximacién el pensar que la velocidad de las particulas coincide con ser la
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velocidad de la luz. Como se ve en la figura 6.2, tendremos dos corrientes, una en
sentido contrario de la otra. Por esta razén, el campo magnético en el centro estd
dado aproximadamente por

Ho ¢ ~ 13
4m ( e) (5fll )2 8 ( )

B=2

Utilizando la ecuacién 6.13, vemos que el campo magnético B formado en el centro
de la regién de interaccion es
eB ~ 950MeV?. (6.17)

Expresado de esta manera, este resultado no nos dice mucho. Es conveniente enton-
ces tener un punto de comparacién con el cual podamos tener una mejor nocién del
valor obtenido. Observando la ecuacién 6.9, vemos que los kg tienen la misma di-
mensiéon que MeV, por lo que podemos expresar el resultado anterior en funcion de
una masa al cuadrado. Por convencién, estos valores se expresan en términos de la
masa del pion al cuadrado. Dado que la masa de los piones cargados es 139.57MeV
(Particle Data Group), la masa del pién al cuadrado corresponderia a

m2 = 19,479.8MeV?. (6.18)

Expresado en términos de la masa del pién al cuadrado, el valor calculado para la
region de interaccion seria
eB > 4.83 x 107 2m?2. (6.19)

Este es un campo magnético muy intenso, teniendo un valor cercano al encontrado
en los magnetares (Magnetars). Sin embargo, en una colisién de iones pesados como
la que estamos considerando los campos magnéticos son algunos 6rdenes de mag-
nitud mayores. Skokov, Illarionov y Toneev (2009) estimaron los campos magnéticos
producidos en la region de interaccién para los aceleradores SPS, RHIC y LHC. Ellos
estiman que los campos magnéticos producidos son

SPS  eB ~10"'m2
RHIC eB ~ m?

™

LHC eB ~ 15m2

Estos campos magnéticos son tan intensos que incluso superan por varios érde-
nes de magnitud a los campos magnéticos de superficie observados en los magneta-
res (Magnetars). Para mejorar nuestra estimacion hay que tomar en cuenta correccio-
nes relativistas y a estas escalas debemos considerar los efectos cudnticos. Ademas,
las particulas en la region de interaccion también forman una corriente. Dada la
geometria de la colision, se formard un gradiente de corriente que contribuira a la
formacion de campo magnético. Para estimar los campos magnéticos en los distintos
aceleradores, Skokov, Illarionov y Toneev (2009) utilizan un modelo Ultrarelativista
de Dindmica Molecular Cuantico, UrQMD por sus siglas en inglés, el cual ademaés
complementan con consideraciones analiticas. Este modelo es mucho mas sofisti-
cado y toma en cuenta consideraciones més realistas de la colision que las que se
utilizaron para llegar a la estimacién 6.16, las cuales pueden ser responsables de la
discrepancia de los resultados.

Ya vimos en los capitulos anteriores que los piones creados en una colisiéon de io-
nes pesados se encuentran en caracteristicas muy extremas, las cuales permiten que
el sistema de piones presente el fendmeno de condensacién. Ahora estamos viendo
que en una colisién periférica, los campos magnéticos producidos son tan intensos
que incluso superan a aquellos observados en los magnetares. Dado que dos tipos
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de piones son cargados, el campo magnético debe tener una fuerte in uencia sobre
ellos. Es natural entonces preguntarnos cual, si es que alguno, es el efecto de un cam-
po magnético en el proceso de condensacion. El siguiente capitulo estard dedicado a
resolver esta incognita.
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7 Condensacién de piones en un
campo magnético

Con lo aprendido en los capitulos anteriores puede resultar natural preguntarse,
(cudl es el efecto que tiene la presencia de un campo magnético en el proceso de con-
densacién de los piones producidos en una colisién de iones pesados? Este capitulo
estd dedicado a resolver esta pregunta.

7.1. Cuantizacion en niveles de Landau

Si queremos considerar la presencia de un campo electromagnético en nuestra
teoria, debemos encontrar una manera de acoplarlo con las particulas del sistema.
Generalmente, la forma de hacer esto es promover las derivadas de nuestra teoria
por la derivada covariante; es decir,

9, — D,.. (7.1)

La derivada covariante D,, considera el hecho que los puntos en el espacio no son
iguales, en este caso debido a la presencia del campo electromagnético. Al trabajar
con un campo electromagnético, la sustitucién pertinente es

8, — Dy = 0, +ieAy, (7.2)

donde e es la carga de las particulas que queremos acoplar al campo y A, es el
potencial electromagnético. El potencial A, se define como

AL =(9,A), (7.3)

donde E = —V¢y B =V x A, en donde supusimos que no hay dependencia tem-
poral en el potencial vectorial. Dado que podemos determinar tanto B como E, toda
la informacién del campo electromagnético se encuentra condensada en el potencial
A,,. La sustitucion 7.2 es entonces capaz de acoplar a las particulas satisfactoriamen-
te con el campo electromagnético. A la susticiéon 7.2 se le conoce como acoplamiento
minimo.

Para entender lo que estd pasando aqui y para lograr acoplar el campo magnético
conviene primero analizar el caso no relativista. Como una primera aproximacion,
este desarrollo es bueno pues principalmente queremos estudiar el comportamiento
de los piones en el estado base de la energia, i.e. p = 0. Ademds, dado que los piones
son particulas con espin s = 0 la ecuacién de Schrodinger deberia darnos una bue-
na estimacioén del comportamiento de las particulas. Por tltimo, supondremos que
estamos en un sistema en equilibrio, lo cual nos permite ademds utilizar la ecuaciéon
de Schrédinger independiente del tiempo. En este desarrollo seguiremos el trabajo
realizado por Landau y col. (1958).
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Sabemos que la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo esta dada por

Hd)(%,y,Z) = Ew(xvyvz)v (74)

lo que nos obliga a encontrar la estructura del Hamiltoniano para resolver el proble-
ma. Cuando se hace la transicion de una teoria cldsica a una teoria cudntica, debemos
promover algunas variables a operadores. En el caso del momento tenemos que ha-
cer

p— —iV (7.5)
y en el de la energia se toma
E — iaat’ (7.6)

recordando que estamos trabajando en un sistema de unidades en el cual 7 = 1.
Comparando estas sustituciones con 7.2, vemos que al considerar la presencia de un
campo electromagnético el cuadrimomento p,, se debe sustituir como

Py — Pu + €A, (7.7)

Para lograr tener una imagen fisica del fenémeno que estamos estudiando es con-
veniente estudiar primero una versiéon semicldsica del mismo y posteriormente con-
siderar el caso relativista. Por esta razén, podemos considerar primero el caso de
particulas no relativistas que no interacttian entre si. Gracias a estas consideracio-
nes, el hamiltoniando se puede escribir como

52
a=r (7.8)

2m
Trabajaremos en una situacién en la que no hay campo eléctrico. Ademas, supondre-
mos sin pérdida de generalidad que el campo magnético esta orientado a lo largo del
eje z,i.e. B = BZ. Al trabajar con el potencial vectorial A tenemos lo que se conoce
como libertad de norma, lo cual nos permite escribir el potencial vectorial en distin-
tas normas y conseguir el mismo campo magnético B. En este caso, trabajaremos en

la norma de Landau, con lo que el potencial se escribe como

A = (=By,0,0). (7.9)

Es directo comprobar que B = V x A = (0,0, B). Al haber definido la norma, po-
demos escribir explicitamente cémo cambia p,, al considerar la presencia del campo
magnético. Al no tener campo eléctrico la entrada temporal del cuadrimomento per-
manece intacta, mientras que la parte espacial se escribe como

P = (pz — eBy,py,p-). (7.10)

Con esto, podemos escribir el hamiltoniano como

~ 1 N 2 N N 1 . A\ 2

g-t [(px —eBj)* + 5,2 —i—pzZ] - {(—281, — eBj)? — 02 — ag} . @1
Notamos que, dado que en el Hamiltoniano no aparece ni z ni z, tanto p, como p,
son variables ciclicas. Esto nos asegura que estos momentos sean cantidades conser-
vadas y ademads nos permite escribir 1) como

P(x,y, 2) = PrTP=)y (), (7.12)
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Darrollando el cuadrado en el hamiltoniano y aplicandolo a esta funcién obtenemos

7 i (pzx 1 i(pzx
He Peatpo)y (y) = 5 [p2 — 2eBp,y + (eB)*y* — 97 — p?] e (Pez+Pyy)\ (y)).  (7.13)

Si ahora definimos

Pz
== 7.14
=5 (7.14)

la expresion anterior se puede reescribir como

He!Partpuy)y (y)) = [_85 + lm <€B)2 (v — 0)? I ] ! PemtPuy)y (4)). (7.15)
2m 2 m 2m

La parte de esta expresion asociada a la componente y se puede identificar como

un oscilador arménico con wp = eB/m, mientras que la parte de z corresponde a

una particula libre. Por esta razén, ya sabemos cudl es la contribuciéon energética de

ambas partes. La energia total estd dada entonces por

2
El:<l+1>eB+pz 1=0,1,2,... (7.16)
2) m 2m

Vemos que la energia esta cuantizada y a estos niveles energéticos se les conoce como
Niveles de Landau.

Ahora que ya vimos cudl es la consecuencia de acoplar el campo magnético po-
demos resolverlo para el caso de piones relativistas. Al ser particulas con espin s = 0,
la ecuacién que obedece la funcién de onda de los piones ¢ es la ecuacién de Klein-

Gordon. Esta nos dice que
(O+m?) ¢ =0. (7.17)

En la ecuacion anterior el operador [ se llama operador D Alambertiano y esta de-
finido en unidades naturales como [J = 97 — V2. Podemos entonces escribir explici-
tamente la ecuacién de Klein-Gordon como

(0f — 92— 0, — 02) p = —m’¢. (7.18)

Ahora, dado que queremos acoplar el campo electromagnético a los piones, debemos
realizar el acoplamiento minimo mostrado en 7.2. Tenemos entonces

(af — (0, — ieBy)® — 92 — af) ¢ = —m2, (7.19)
en donde utilizamos el mismo potencial A, que en el caso no relativista. Nuevamen-
te, observamos que no estdn ni « ni z, con lo que podemos escribir a ¢ andlogamente

al caso anterior. Sin embargo, en este caso si debemos tomar en cuenta la dependen-
cia temporal. Escribimos a ¢ como

B(t, @y, 2) = ' PeTTP2) 3 (¢ 4)). (7.20)

Sustituyendo esta funcién en la ecuacién 7.19 y desarrollando llegamos a que
2 2 (B ? 292 2 _ 2
O +m { ) (Y= y0)” = 9y +pz | x(ty) = —mx(ty), (7.21)

en donde introdujimos un factor de 1 en forma de m?/m? y y, estd dado por 7.14.
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Notamos que una parte de esta ecuacion se puede identificar como el oscilador ar-
monico que encontramos en el caso no relativista. Dado que ya conocemos la solu-
cién, podemos escribir

eB\?
(‘85 +m’ <m> (y — yo)2> x(t,y) =2mEx(t,y) = (20 + 1) eBx(t,y). (7.22)

Sustituyendo este valor en 7.21, llegamos a la ecuacién
(82 +m? + p2 + (21 + 1) eB) x(t,y) = 0. (7.23)

Esta ecuacién corresponde al oscilador arménico simple (Peskin y Schroeder, 1995),
cuya energia estd dada por

Epi=m2+p2+ (2 +1)eB. (7.24)

Se puede observar que en el caso de bajo momento y campo débil, (p. < m,
eB < m?), un desarrollo en serie nos da el resultado obtenido en el caso semiclasico
dado por la ecuacién 7.16.

7.1.1. Densidad de estados en cada nivel de Landau

Si queremos estudiar el comportamiento del gas ideal de piones con el formalis-
mo desarrollado en los capitulos 3, 4 y 5, debemos encontrar la densidad de estados
por cada nivel de Landau.

Supongamos que el sistema es una caja de volumen V' = L,L,L., en donde L;
denota la longitud de la caja en la direccién . Dado que B = BZ, el campo magnético
es transversal al drea A = L,L,. Como ya vimos, al aplicar un campo magnético
al sistema obtenemos un conjunto de osciladores en y, razén por la cual podemos
olvidarnos del momento p,.. Sin embargo, encontramos en el capitulo 5 que, al estar
en una caja, los momentos p, y p. estaran cuantizados. Estos obedecen la ecuacién

5.4 y en particular p, satisface
271'[1'
= ) 7.25
Pel = 7 (7.25)
Dado que los centros de oscilaciéon estan dados en términos del momento p,, pode-
mos ver que la distancia entre dos centros consecutivos estd dada por

T 2T
A — . — . = ) 1 —1 = . 7-2
yo yol+1 yol eBLm (Z + /L) GBL;E ( 6)
Por lo tanto, el niimero de centros de oscilacion en el volumen V es
L BL_L
N= Ly _eBLely (7.27)
Ayo 27
Consecuentemente, la densidad de estados es
N eB
= . 7.2
VvV  2rL, (7.28)

Notamos que obtuvimos una densidad de estados uniforme para todos los niveles
de Landau. Esto era de esperarse pues la distancia entre los centros de oscilacién de-
pende tnicamente de L, y de eB. Usando estos resultados podemos ahora describir
el gas de piones.
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7.2. Fisica Estadistica en presencia de un campo magnético

Recordemos la situacion fisica que estamos estudiando: durante la fase de hadro-
nizacién de una colision periférica de iones pesados se tiene una producciéon copiosa
de piones. Supondremos que el ntimero de piones producido de cada tipo es igual
Lie.

N, = N_=N,. (7.29)

Por esta razén, el sistema serd globalmente neutro. Este hecho nos permite pensar
que el potencial quimico de las tres especies sera idéntico. Ahora, de las tres especies
que se producen s6lo dos tienen carga, 74, razén por la cudl estas serdn las tinicas
que se acoplaran con el campo magnético producido en la colision.

Observando la ecuacién 3.32, podemos escribir la densidad de particulas como

p(T,;B) = po(T M%B)+P+(T w; B) + p—(T, p; B) (7.30)

- vV Z 2 + 2_ T 2263;1 212 = )

W) 2nL e (e )
Como ya vimos anteriormente, es conveniente escribir la densidad como la suma de
dos términos: la densidad de particulas en el estado base y la densidad de las parti-
culas en los estados excitados. Como ya vimos en el capitulo 5, todos los efectos de
considerar un sistema con volumen finito estardn incluidos en el término asociado
al estado base, i.e. p(T', u; B) = po(T, p; B) + pe(T, p1; B). Ademads, vimos que al escri-
bir explicitamente el término del estado base, podemos convertir la suma sobre los
estados en una integral. Vemos que

1 1 eB 1
; ==——+ — 7.31
pO(T7:u’7 B) % eﬁ(m_u) 1 + L eﬁ(\/mQ—i-QGB—u) 1 ( )
y que
d3p 1 / dp,
3 T, ;B =
pelT 15 B) / (27r)3 65(\/m2+p2—u) _ Z /P2 +m2+(24+1)eB— #) B

(7.32)
En ambas expresiones, el primer término corresponde a la densidad de piones neu-
tros mp y el segundo corresponde a los piones cargados 7.

Analicemos primero la densidad de particulas en el estado base. Lo primero que
haremos serd introducir el ujo magnético elemental. Notamos que en unidades del
sistema internacional el ujo magnético se expresa en Webers (Wb), unidad que se
define como

kg m?
b=—=—. 7.
W 24 (7.33)
Notamos entonces que
h kg m?
Bl e = Rl 7.34
H g, (734)

es decir, las unidades del ujo magnético. Por convencioén, se define el ujo magné-
tico elemental como

Pp= - =" (7.35)

'Realmente, el nimero de piones cargados suele ser mayor que el de los neutros Ne, > N, (Seto,
1999). Sin embargo, esta suposicién no es mala como una primera aproximacion.
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en donde cambiamos a unidades naturales en la segunda igualdad. Por otra parte,
el ujo magnético esta definido como

® = AB, (7.36)

donde A es el area transversal al campo magnético. Esto nos permite reescribir el
término base de los piones cargados como

2 @ 1
V @ eﬁ(\/m2+263—u) _ 1'

(7.37)

Queremos trabajar en la aproximacién de campo magnético débil, eB < mT, lo
que nos permite hacer aproximaciones que simplificardn las expresiones. Esto es
valido pues, aunque los campos magnéticos que vimos en el capitulo 6 eran muy
intensos, este campo es una funcién que decrece rdpidamente en el tiempo. En la fase
de hadronizacién el campo debe satisfacer esta condicién. Lo primero que podemos

escribir es
vVm? +eB B
ymites my o (7.38)
T T  2mT
lo cual a su vez nos permite hacer una aproximacién similar a 5.13 y escribir la den-
sidad de particulas en el estado base como

1 2 1

To;P) 2 —+ ————— 7.39

Trabajando en la situacién en la que § > 522~ y en la cual ademds nos encontramos

cerca de la condensacion § < 1, podemos escribir

1 ¢ 2

T ) =2 — + ——. 7.40

Notamos entonces que recuperamos el caso sin campo magnético en el limite & —
D.

La ecuacion 7.40 nos da la densidad de particulas en el estado base al aplicar un

campo magnético que satisfaga las condiciones antes mencionadas. Debemos aho-

ra analizar la densidad de particulas en los estados excitados. Como ya vimos, la

densidad de piones cargados en los estados excitados estd dada por

Z/ dp- . (7.41)

V/P2+m2+(21+1)eB— u) ]

A primera vista, esta expresion parece muy complicada. Debemos entonces recurrir
a una manera alternativa de resolverla.

7.2.1. Método de integracién de Euler-Maclaurin

La férmula de Euler-Maclaurin nos permite encontrar una relacion entre una
suma y una integral, lo cual permite pasar de una a la otra. En este caso, el objetivo
que tenemos es transformar la suma sobre los niveles de Landau en la ecuacién 7.41
en una integral que si sepamos resolver.
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Supongamos que tenemos una funcién f(z). La férmula de Euler-Maclaurin nos
dice que

I= (2)de = 3 fn+i) =Y ¢ [ FEDm) — D] + R, (7.42)

en donde By, es el k-ésimo ntiimero de Bernoulli y R es un residuo. Si eliminamos el
residuo R de la relacion anterior, esta deja de ser exacta. El pardmetro p en la suma
entonces determinara el grado al cual querramos trabajar. Tomemos en este caso
p = 2, ya que con esto obtenemos términos que incluyen a la primera derivada de la
funcién. Por esta razén, debemos utilizar tinicamente los primeros dos ntimeros de
Bernoulli, los cuales son By = % y By = é. Esto nos permite escribir a I como

1

1= N
12

F) 4 Fn 1) 4ot flm = 1)+ fm) = 5 [ m) = F)] . (749)

DO | =

Ahora, podemos definir una nueva funcién g en términos de la funcién f con la que
estamos trabajando. Pedimos entonces que g satisfaga la relacion

f(z) = hg(hz). (7.44)

Esto resulta muy ttil pues nos permite avanzar en pasos de tamafio h, en compara-
cién a pasos unitarios. Sustituyendo en la expresion 7.43 se llega a que

1 1 h? ’ !
I~h [29(%) +g(ai+h)+...+glaf—h)+ 29(af)] D [g'(ay) — ¢'(a;)] . (7.45)

Si en lugar de avanzar en pasos de tamafio h avanzdramos en pasos de tamafio 2 la
expresion para [ seria

I~h Bg(ai) +g (ai + ;h> +glai+h)+... + glag—h)+g (af - ;h> + 19(%)]

2
(

ISy

)2
5 [d/(ap) = g'(a)] (7.46)

—_

Podemos entonces multiplicar la ecuacién 7.46 por 2 y restarle la ecuacién 7.45, con
lo que se llega a que

N 1 3 1 n? ., ,
I = h {g <az+h2> —&—g(az—s—hz) +...+g<af—h2>} + 51 [d'(af) — ¢'(as)]
ls 1 h?
= h ZE_O g <0LZ + <l + 2h)> + o [g (af) —g (az)] , (7.47)
donde Iy = Q(Gfihﬂl) De la ecuacién 7.41 podemos tomar una idea de cémo debe

ser nuestra funcion f de manera que podamos resolver el problema que estamos
buscando. Vemos que si definimos

[~ dp
fly) = /0 ) (7.48)



Capitulo 7. Condensacién de piones en un campo magnético 42

y ademads llamamos h = 2eB entonces llegamos a que

— [ dp- (63)2 / '
dy = 2eB + - i)l -
/f(y) y X 2e IZ;/O e G [9'(ay) = g'(ai)]
= e \V 1
(7.49)
De la dltima expresién es directo ver que
eB o~ [ dp. 1 / (eB)? ., ,
A > dy — af) —gai)|,
— ;/0 AT e F)dy — 155 [9/(ag) = g'(ai)]

(7.50)
términos con los cuales serda mucho mas sencillo trabajar.
Analicemos primero el término asociado con la integral de f(y). Notamos que si
identificamos la variable y como

y=pi, (7.51)
donde p? es tal que p* = p? + p?, la funcién f(y) se convierte en
> dp. 1 /OO dp.
2
p2) = == . 7.52
fles) /0 65(\/p§+pi+m27u) 1 2 ) eﬁ(\/pﬁerierLu) 1 752

Ahora, dada la definicién de y sabemos que dy = 2p | dp . Esto nos permite escribir

9 d3p 1

en donde ademés usamos que d*p = p dp, dp.df. Por lo tanto,

1 - d3p 1
W/f(y)dy = 2/ (27)3 eﬂ(\/m_“> } 1- (7.54)

Este término entonces resulta ser el correspondiente a la densidad de piones carga-
dos en el caso en el que no se tuviera un campo magnético externo. La correcciéon
estard dada entonces por la derivada de g evaluada en los extremos.

Al derivar la funcién g se llega a que

e 6(\/p2+m2+y7u>
gy) =2 /0 dp: ¢ 5 (7.55)

= 5 :
2m (66<\/p3+m2+yu> B 1) Vpit+m?ty
De esta expresién podemos ver que ¢'(ay — oo) = 0, con lo que tnicamente resta

encontrar el valor de esta expresion en el limite a; = 0. Sustituyendo este valor
vemos que

. (/1)
g0 = -2 /0 dp: ¢ b (7.56)

27 <e/5<\/Wu) - 1>2 VPl +m?

< dp. B 1 1
= 2 2 2 2 2T
o 2m\pi+m <€B<\/Wu> _ 1)
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A pesar de lo complicada que se puede llegar a ver esta expresion nosotros ya vimos
anteriormente una técnica que nos ayuda a resolverla. Haremos pasos andlogos a
aquellos que hicimos en el capitulo 5, en donde hicimos el cambio de variable 5.15 y
la identidad 5.16 para escribir

, L V2m(m — p)'/? e dx
g0) = -2 T /0 N (7.57)

m(m — p) 22
2

. coth (g(m — p)(z? + 1)) -1 . coth ( (m — p)(z? + 1)) -1

2 2

Simplificando la expresion en paréntesis cuadrados y usando igualdades trigono-
métricas se llega a que

g'(0) = -2

V2m(m — M 1/2 2 < 2 >
csch m—p)(x“+1)). (7.58)
/ mq/1+ 2T5 2

Como estamos estudiando el caso cerca de la condensacién, sabemos que ¢ satisfa-
ce § < 1, con lo que nos podemos quedar con la contribucién a primer orden de

csch? ( (m — p)(2? + 1)) y llegar a que

'(0) / 7.59
g(0)= 27r(5m2 /1 2T52x2+1 (7.59)

Al resolver la integral se llega a que
g (0)= i\ s (7.60)

Sustituyendo todos los resultados hallados anteriormente en la ecuacién 7.50 fi-
nalmente se llega a que

dp- o~ & 1
Z/ +m2+(2l+1)eB u) - 2/ (271')3 e,B(y/pQ-i-mQ—u)

1
(eB)? 2
4872 mT 63"

-1

(7.61)

Debemos mantener presente el hecho de que estamos considerando el caso de
campo magnético débil y volumen finito pero considerablemente grande. Ahora,
definimos el volumen de nuestro sistema V' como V' = AL, en donde A representa
el area del sistema transversal al campo magnético. De aqui podemos ver que la
relacién que mantienen el 4rea y el volumen es A ~ V2/3, Por otra parte, recordamos
que el ujo magnético se define como ® = ABy queel ujoelemental estd dado por
®g = 7, con lo que el dltimo término de la ecuacién 7.61 se puede reescribir como

eB)? 2 1 P2 2 1 P \?2 2
— — — — 0
4872\ mTé3  48A2 \ ¥y mT63  48V4/3 \ @ mT3 V—oo

(7.62)
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Estamos viendo entonces que en la aproximacién que estamos considerando, la den-
sidad de piones en los estados excitados p. estd dada por la misma expresiéon que
cuando no se tiene campo magnético. Es decir,

d®p 1
(2r)* p(Vmrr-n) |

pTpiB) =3 (7.63)

Este resultado es interesante pues estamos viendo que la contribucién del campo
magnético se re eja inicamente en el término que corresponde al estado base. Esto
es completamente andlogo a lo que vimos en el capitulo 5 en el cual encontramos que
los efectos de considerar un volumen finito en el sistema se re ejaba tinicamente en
el término de los piones en el estado base.

Gracias a que el campo magnético modifica tinicamente las densidades de piones
en el estado base, la relacion 5.20 se mantiene y en este caso se ve como

3(mT)3/251/2
Vor

donde el factor de 3 que agregamos viene de que estamos considerando 3 tipos de
particulas. La densidad de particulas total est4d dada entonces por

pe(Tym; B) — pe(T, ju; B) ~= (7.64)

T,u;®@) = p(T,m;B) — —F———+ < (1 +2—

Nuevamente, queremos encontrar una expresion algebrdica para 9. Esto nos lleva

entonces a querer escribir la relacion anterior como un polinomio. Multiplicando la
ecuacién anterior por V4/3 obtenemos

mT)3/251/
3(mT)3/252 1 < <1>>' (7.65)

(T, 15 ®) — pe(T,m; @) V(mT)3/26%2 1 < ) )
Vo + —-(14+2—]=0. 7.66
3 V2or 3 ) ( )
Es conveniente definir
3/2
ary = "
Ver
1 @
= - |14+2—). .

c 3 ( +2 ‘1)0> (7.67)

Esto nos permite escribir el polinomio que estamos buscando como
a(T)VE2 4 b(T)V — ¢ =0. (7.68)

De aqui podemos notar que en el limite q,% — 1, se tiene que ¢ — 1. Esto hace
que el polinomio obtenido para ¢ sea idéntico que en el caso de volumen finito. Para
resolver este polinomio debemos considerar tres casos de la temperatura del sistema,
(i) T < T, ()T = Ty (iii) T" > T.. Esto corresponde a los mismos tres casos que
estudiamos cuando buscamos los efectos de volumen finito.

(i) T < T, En este caso, si no considerdramos un sistema de volumen finito ni la
presencia de un campo magnético externo entonces tendriamos § = 0. Dado
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que si los estamos considerando no tenemos esta igualdad pero su valor de-
be ser muy cercano a cero. Por esta razén, los términos que tendran la mayor
contribucién en 7.68 son aquellos con potencias menores de §, i.e. §' y 6 mien-
tras que el término con potencia 4%/2 se vuelve despreciable. El polinomio 7.68
tiene una solucién muy simple en este caso, la cual es

(7.69)

ii) T = T, Justo en este punto, se obtiene que b(T) = 0. Esto nos dice entonces
p q
que la solucién para ¢ estd dada por

c 2/3 1+2§ 2/3
o~ (i) =(3<m> | .

(iii) T > T, Aligual que en el caso de volumen finito, tendremos b(T") < 0, lo que
nos permite encontrar una solucién para ¢ de manera que

5 <b(T) >2, (7.71)

a(T)

en donde despreciamos términos con O(V ~!). Vemos entonces que por encima
de la temperatura critica el campo magnético no tiene in uencia alguna en el
valor de 6. Al obtener el mismo resultado para ¢ que en el caso de volumen
finito podemos concluir nuevamente que por encima de la temperatura critica
tenemos la desigualdad estricta 6 > 0.

Con el comportamiento de ¢ en todos los distintos casos de la temperatura po-
demos estudiar la relacién que mantienen la densidad de particulas del sistema y su
temperatura en el punto critico. Para esto, justo debemos utilizar la solucién para o
en T = T.. Recordamos que 6 = S(m — p), relaciéon con la cual podremos obtener el
valor de y1 a partir de §. Para diferenciar con el caso de volumen finito, denotaremos
1® al potencial quimico en el caso en el que se tiene un campo magnético externo en
el sistema. De la ecuacién 7.70 podemos ver que

2/3
1 /2:2\Y3 [1+22
d _ B $o
fo =m— — (V2> —5 . (7.72)

En la relacién anterior, el subindice ¢ de 12 denota que este es el potencial quimico
evaluado en la temperatura critica.
En la ecuacién 4.33 vimos que la densidad de particulas en el punto critico esta

dada por
3m?T, 1 npd mn
Dy c - c
peTe, pic) = — 3 n§:1 nexp[ T, ]Kz < 7 ) (7.73)
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razon por la cual la densidad de particulas en el caso de un sistema con volumen V'
finitoy ujo magnético ® sera

L (am2\1/3 (1425 2/3
3m2T. o= 1 M= m (W) 3 mn
T., u®) = €N K . (7.74
pe(Te, 1) o2 nz:l n exXp (1 T, 2 < T, > ( )

Esta expresion nos permite entonces analizar la situacion para distintos casos.
Al tener una colisién periférica con pardmetro de impacto b en un sistema simé-
trico, el radio del area transversal al campo magnético cumple la relacion

R:RN—% (7.75)
siendo Ry el radio de los ntcleos que impactan (Ayala, Mercado y Villavicencio,
2017). Consideremos entonces el caso de una colisién semicentral, i.e. b = Ry 2,
Usando ademas que el radio de los ntcleos sigue la relacién Ry = 1.21(4)'/3 (Mar-
tin, 2006), tenemos que para el caso de colisién Pb-Pb Ry = 7.16fm. El radio de la
region de interaccion serd entonces R = 3.58fm en una colisiéon Pb-Pb semicentral.
Este radio describe las condiciones iniciales de la colisién. Sin embargo, el presen-
te estudio se basa en estudiar la fase de hadronizacién. En este punto, la regién de
interaccién se ha expandido considerablemente, dejando un radio que ha sido es-
timado de Ry ~ 7fm (Abelev y col., 2014). Recordamos ademas que la centralidad
estd dada por la ecuacién 6.4. Para el caso de una colisién Pb-Pb semicentral tendre-
mos entonces una centralidad de ¢ ~ 22.8 %. La colaboracién ALICE (Abelev y col.,
2014) encontr6 que en una colisién Pb-Pb con \/syy = 2.76TeV el nimero de piones
cargados producidos en una colisiéon con centralidad de 22 % es de N, ~ 654. Sin
embargo, se estima que menos de la mitad de estos provienen del decaimiento de
resonancias hadrénicas, por lo que no las queremos considerar. En este estudio con-
sideraremos que la mitad de los piones provienen de resonancias. Ademads, estamos
trabajando en el supuesto que N+ = N,- = N_o. Todo esto nos deja entonces con
un ntimero total de N, ~ 490. Juntando estos resultados obtenemos que la densidad
esperada del sistema en una colision de este tipo sea de (p) ~ 0.34fm>. De igual
manera, se puede leer del trabajo realizado por Broniowski y Florkowski (2002) que
AN = /N, con lo que esperariamos que la densidad de nuestro sistema se encuen-
tre en el rango 0.32fm ™3 < p < 0.35fm . Estamos estudiando la etapa de la colision
en la cual el nimero de piones esté fijo. Esto se logra cuando el sistema alcanza su
temperatura de congelamiento quimico. El sistema sigue evolucionando hasta que
se llega a la temperatura de congelamiento cinético, en el cual el medio se desvanece
y las particulas se dirigen a los detectores. Nosotros analizaremos el caso en el cual
la temperatura del sistema esta entre la temperatura de congelamiento quimico y la
temperatura de congelamiento cinético.

Con este pardmetro en mente, observemos gréaficamente en la figura 7.1 los re-
sultados encontrados en la ecuacién 7.74. La linea sélida muestra el caso en el cual
consideramos R — oo, que corresponde al caso en el cual ni el volumen del sistema
ni el campo magnético in uyen en el proceso de condensacién. Posteriormente, se
muestra el caso en el cual q% = 1. Este caso corresponde al caso en el que tinicamente
se consideran los efectos de volumen finito del sistema. Recordamos del capitulo 5

?En algunos caculos te6ricos se toma esta igualdad como definicién de una colisién semicentral.
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FIGURA 7.1: Diagrama de fase en el plano T' vs p en presencia de un
campo magnético. Se considera un radio en la regién de interaccién
de R; = 7fm. Se varia entre los posibles valores del campo magnético,
tomando valores de q% =5, 3, 1. Se muestra una regién sombreada en
la cual esperariamos que se encuentre la densidad del sistema, la cual
estd dada por 0.32fm™* < p < 0.35fm™°. De igual manera, se muestra
la regién esperada para la temperatura en donde la cota superior de
la region corresponde al congelamiento quimico y la cota inferior al
congelamiento cinético.
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que el considerar un sistema de volumen finito promueve el proceso de condensa-
cién, pues la temperatura critica 7, aumenta para una densidad p dada. Por ttlimo,
se muestran los casos en los cuales (}% = 3,5. En ambos casos, la presencia del campo
magnético in uye en el proceso de condensacién del sistema. Estamos viendo en la
figura 7.1 que el hecho de tener un campo magnético externo incrementa atin més la
temperatura critica 7, para una densidad p dada.

El hecho que un campo magnético externo promueva el proceso de condensa-
cién va de acuerdo a la imagen fisica que teniamos del proceso. Al considerar volu-
men finito en el sistema, lo que hicimos fue restringir los valores que podia tomar
el momento. Dichos valores estarian dados por la cuantizacién obtenida al imponer
condiciones de frontera periddicas en el sistema. Esto tiene como consecuencia que
los estados energéticos accesibles al sistema disminuyen y por esta razon se comien-
za a poblar el estado base antes. Al agregar un campo magnético externo estamos
restringiendo atin més los estados energéticos accesibles del sistema pues estamos
obligando a las particulas a estar en niveles de Landau. Dicha restriccién promue-
ve entonces que el estado base del sistema deba ocuparse mucho antes de lo que lo
haria si no tuviera estas restricciones.

Recordamos que la figura 7.1 corresponde a un diagrama de fase en el plano
(T, p), en el cual cada linea corresponde a la temperatura critica de condensacién del
sistema en una densidad dada. El empalme de las regiones amarilla y azul corres-
ponde al sistema fisico que estamos estudiando. Se puede notar entonces que incluso
en el caso en el que se considera un volumen infinito, el sistema presenta condensa-
cién de Bose-Finstein. A medida que el campo magnético en el sistema aumenta, la
densidad de particulas en el estado base aumenta. Esto lo podemos asegurar ya que
la linea de la temperatura critica aumenta para una densidad dada.
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8 Conclusiones

En este trabajo se pudieron determinar las condiciones de condensacién para un
gas ideal de piones en presencia de un campo magnético. Se encontré que, al igual
que en el caso de un sistema con volumen finito, la informacién de los efectos del
campo magnético en la densidad de particulas esta codificada principalmente en la
densidad de piones en el estado base de la energfa. Trabajando en el esquema de

ujo magnético ® y compardndolo con el cuanto de ujo magnético elemental @ se
encontrd que si se tiene ®/®, > 1 en la fase de hadronizacién entonces la presencia
del campo magnético aumenta la temperatura critica de condensacién para una den-
sidad dada. Decimos entonces que la presencia de un campo magnético en la regioén
de interaccion promueve el proceso de condensaciéon de Bose-Einstein del gas ideal
de piones. Sin embargo, vale la pena recalcar que se trabajé en el caso de campo
magnético débil, de manera que eB < mT. Observando la figura 7.1 esperariamos
que al considerar campos magnéticos fuertes la temperatura critica aumentaria cada
vez mas. Sin embargo, esta consideracién supone complicaciones tedricas conside-
rables que no nos permitieron su estudio.
Los resultados obtenidos se alinean con la imagen fisica que nos hicimos en los capi-
tulos 4 y 5 de la condensacion de Bose-Einstein. Al incluir la presencia de un campo
magnético en el estudio de la densidad de particulas estamos restringiendo los ni-
veles energéticos accesibles al sistema. Esto se debe a que al incluir dicho campo las
particulas cargadas se restringen a los niveles de Landau. El hecho de tener menos
niveles energéticos accesibles tiene como consecuencias que los bosones se agrupen
antes en el estado base de la energia, el cual tiene en principio capacidad de ocupa-
cién ilimitada. Esto es similar a las consecuencias que tiene el considerar un sistema
de volumen finito, ya que en ese caso el momento de las particulas tenia también un
proceso de cuantizacién debido al volumen.
Usando valores reportados experimentalmente del tamafio del sistema, de los pio-
nes producidos en estas colisiones y las temperaturas del sistema se encontré que
las condiciones son tales que una fraccion considerable de los piones se encuentran
en el estado base de la energia y, por lo tanto, en un estado condensado. Al promo-
ver el proceso de condensacién, la presencia del campo magnético puede hacer mas
probable la deteccion experimental de un condensado de Bose-Einstein.
Como una primera aproximacion, los resultados encontrados son validos. No obs-
tante, si se quiere llegar a resultados mds precisos se debe considerar una imagen
mas realista. Un ejemplo de esto seria considerar las interacciones que tienen los
piones. Sin embargo, al tomar consideraciones més realistas el problema se complica
considerablemente. Un posible estudio subsecuente puede analizar dichas interac-
ciones o estudiar posibles sefiales que pueda producir el condensado para lograr su
deteccién experimental.
Los resultados obtenidos se publicaron en la revista Physical Review C 95, 014904
(2017) bajo el nombre Magnetic catalysis of a nite-size pion condensate (Ayala,
Mercado y Villavicencio, 2017).
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