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Caṕıtulo 1

Grandes Ret́ıculas

Introducción

Empezaremos con algunas definiciones necesarias para después iniciar con el

contenido de este trabajo que se enfoca en el estudio de las grandes ret́ıculas

y que pone especial atención en el anillo Z de los enteros.

Este caṕıtulo se enfoca en L≤ que es la clase propia de clases de submódulos

que es cerrada bajo isomorfismos y submódulos, aśı como L≤,� y L≤,⊕,E. De-

finiremos lo que es seudocomplemento, seudocomplemento fuerte y Skel(LA),

el cual tiene una gran importancia en el tema de las grandes ret́ıculas. Con-

cluiremos con la demostración de Skel(L≤) = L≤,�.

1.1. Conceptos preliminares

Definición 1.1. Un conjunto parcialmete ordenado (COPO) es una pareja

(S,≤) donde S es un conjunto y ≤ es una relación de orden en S es decir

3



4 CAPÍTULO 1. GRANDES RETÍCULAS

que cumple con:

1. ∀x ∈ S, x ≤ x. (≤ es reflexiva)

2. Sean x, y ∈ S donde x ≤ y y y ≤ x entonces x = y. (≤ es antisimétrica)

3. Sean x, y, z ∈ S donde x ≤ y y y ≤ z entonces x ≤ z. (≤ es transitiva)

Definición 1.2. Si S ∈ COPO y A ⊆ S, decimos que x ∈ S es:

1. Cota superior de A si: ∀y ∈ A, y ≤ x.

2. Cota inferior de A si: ∀y ∈ A, x ≤ y.

3. Máximo en A si: x ∈ A y ∀y ∈ A, x ≤ y ⇒ x = y.

4. Mı́nimo en A si: x ∈ A y ∀y ∈ A, y ≤ x⇒ x = y.

5. Mayor elemento de A si: x ∈ A y ∀y ∈ A, y ≤ x.

6. Menor elemento de A si: x ∈ A y ∀y ∈ A, x ≤ y.

7. Supremo de A si es la menor de las cotas superiores de A.

8. Ínfimo de A si es la mayor de las cotas superiores de A.

Definición 1.3. Sea S ∈ COPO, decimos que S es una ret́ıcula si ∀x, y ∈ S,

el conjunto {x, y} tiene supremo e ı́nfimo. Decimos que S es una ret́ıcula

completa si: ∀A ⊂ S, A tiene supremo e ı́nfimo.

Ejemplo 1.4.

1. Sea A = {1, 2, 3} entonces (℘(A), ⊆) es una ret́ıcula ya que ℘(A) ∈

COPO donde la relación de orden es la contención. Está ret́ıcula la

podemos ver graficamente de la siguiente manera:
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A

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1} {2} {3}

∅

2. En general, sea ∅ 6= X un conjunto entonces (℘(X), ⊆) es una ret́ıcula

debido a que ∀A,B ∈ ℘(X) A ∪ B es el supremo y A ∩ B es el ı́nfimo

de {A,B}.

3. Sea Z+ = {n ∈ Z | n > 0}, tomamos Z+∪{0} y la relación ” | ”dada en

Z, es decir n | m si y sólo si m ∈ nZ. Demostraremos que (Z+ ∪{0}, |)

es una ret́ıcula.

Primero veamos que (Z+ ∪ {0}, |) es un COPO. Observemos que la

relación de ” | ” queda restringida a Z+ ∪ {0}.

Sea m ∈ Z+ ∪ {0} entonces m · 1 = m, por lo tanto m | m.

Sean m,n ∈ Z+ ∪ {0} donde m | n y n | m, por demostrar que m = n.

Dado que m | n y n | m entonces existen z1y z2 tales que n = z1 ·m y

m = z2 · n ⇒ m = z2 · z1 ·m.

Caso 1) Si m = 0 entonces 0 | n, por lo que n = 0.

Caso 2) Si m 6= 0 entonces z2 · z1 = 1 pero z2, z1 ∈ Z+ ∪ {0}, por lo

cual z2 = 1 = z1. Por lo tanto n = m.

Además por las definiciones de mı́nimo común múltiplo [a; b] y máximo

común divisor (a; b) estos serán el supremo e ı́nfimo de {a, b} ∀a, b ∈
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Z+ ∪ {0} bajo la relación ” | ”.

Definición 1.5. Gran Ret́ıcula. Una gran ret́ıcula es un par (X,≤) tal que

X es una clase propia y ≤ cumple las propiedades de ret́ıcula, es decir, es

una ret́ıcula salvo que X no es un conjunto.

Observación 1.6. R denotará un anillo asociativo con uno.

En este trabajo consideraremos clases de módulos que son cerradas bajo

algunas propiedades de cerradura. Las propiedades de cerradura que más

nos interesan, por la frecuencia con que se usan, son: cerradura bajo tomar

submódulos, bajo tomar cocientes, bajo tomar sumas directas de familias

(finitas o arbitrarias), bajo tomar productos, bajo tomar cápsulas inyectivas,

bajo tomar extensiones (esenciales) y bajo tomar cubiertas proyectivas.

Decimos que una clase A de módulos es cerrada bajo tomar extensiones si:

0→ A→ B → C → 0, con A,C ∈ A ⇒ B ∈ A.

Consideraremos los siguientes śımbolos para describir propiedades de cerra-

dura:

Śımbolo Propiedad de cerradura

≤ submódulos

� cocientes

ext extensiones

⊕ sumas directas∏
productos

E cápsulas inyectivas

P cubiertas proyectivas
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Aśı, consideraremos el siguiente conjunto de śımbolos:

{≤,�, ext,⊕, E( ),
∏
, P ( )} al que llamaremos conjunto de śımbolos elemen-

tales.

De acuerdo con esto, si P es un conjunto de śımbolos elementales, denotare-

mos por LP la clase de las clases de módulos cerradas bajo las operaciones

de P .

Definición 1.7. Sea A ⊆ {≤,�, ext,⊕, E( ),
∏
, P ( )}. Definimos

LA = {B ⊆ R−mod | B es no vacı́a y cerrada bajo isomorfismos y las

operaciones indicadas por A}.

(LA,⊆,∩,∪, {0}, R−mod) es una gran ret́ıcula completa.

Ejemplo 1.8. Si R = Z, el anillo de los enteros, entonces

L≤ = {A | A es una clase no vacı́a de grupos abelianos cerrada bajo

isomorfismos y submódulos}.

Proposición 1.9. Si A,B ∈ L≤ entonces A ∩ B ∈ L≤.

Demostración. Sea M ∈ A∩ B y N ↪→M entonces N ∈ A ya que A es una

clase hereditaria. De igual manera, N ∈ B. Esto implica que N ∈ A ∩ B.

Por lo tanto A ∩ B ∈ L≤.

Análogamente, si {Ai}I es una familia de clases hereditarias, entonces ∩{Ai}i∈I
es hereditaria para cualquier conjunto de ı́ndices I.

Sea A ⊆ Z − mod. ξ≤(A) = {N ∈ Z−mod | ∃M ∈ A tal queN �M}, es

la menor clase hereditaria que contiene a A.

Observación 1.10. ∨{Ai}I = ξ≤( ∪
i∈I
Ai) = ∪

i∈I
{Ai} describe los supremos

en L≤.
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Teorema 1.11. (L≤,⊆,∩,∪, {0} ,Z−mod) Es una ret́ıcula completa y dis-

tributiva.

Definición 1.12. b es un seudocomplemento de a si b es máximo respecto

de la propiedad a ∧ b = 0.

Ejemplo 1.13. En la ret́ıcula

1

a b c

0

b y c son seudocomplementos de a.

Definición 1.14. b es seudocomplemento fuerte de a si b es el mayor ele-

mento tal que a ∧ b = 0.

Definición 1.15. Si S ∈ LA, denotamos con S⊥A el seudocomplemento de

S, cuando este exista y sea único. Además, Skel(LA) será la clase de seudo-

complementos en LA.

Teorema 1.16. Si A ∈ L≤ (A es una clase hereditaria de grupos abelia-

nos). Entonces A tiene seudocomplemento fuerte en L≤, que se describe como

A′ = {ZM |M no tiene subgrupos 6= 0 en A}.

Demostración. A′ es una clase hereditaria. Por demostrar que A′ = A⊥≤ .

Sea M ∈ A ∩ A′ entonces M ∈ A y M ∈ A′. Como M ∈ A y M no tiene

submódulos distintos de 0 en A y M ↪→ M , entonces M = 0. Por lo tanto

A ∩A′ = 0.
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Si B ∈ L≤ es tal que A ∩ B = {0} entonces, ∀0 ≤ M ∈ B, los subgrupos de

M que están en A, están en A y en B. Como A∩B = {0} entonces M ∈ A′.

Por lo anterior B ⊆ A′.

Por lo tanto A′ es un seudocomplemento fuerte de A en L≤.

Teorema 1.17. A⊥≤ es cerrada bajo extensiones, sumas directas y cápsulas

divisibles.

Demostración. Extensionesc Si 0 → L → M → N → 0 es exacta con

L,N ∈ A⊥≤ , por demostrar que M ∈ A⊥≤ .

Si A ≤ M donde A ∈ A entonces A
i
↪→ M . Como A ∩ L ≤ L y L ∈ A⊥≤

entonces A ∩ L = 0. Entonces

0 // L //M
p // N // 0

A
?�
i

OO

p|A

>>

se tiene que p|A es un monomorfismo, pero como N ∈ A⊥≤ , entonces A = 0.

Sumas directasc Para demostrar que A⊥≤ es cerrado bajo sumas directas

finitas hay que tener en cuenta que podemos formar la siguiente sucesión

exacta 0→ A1 → A1 ⊕ A2 → A2 → 0 con A1 y A2 ∈ A⊥≤ .

En general A⊥≤ es cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

Sea {Mi}i∈I una familia arbitraria con Mi ∈ A⊥≤ ∀i ∈ I y supongamos que

existe 0 6= A ∈ A tal que A ↪→ ⊕
i∈I
{Mi}. Tomemos 0 6= x ∈ A tal que

x = mi1 ⊕ · · · ⊕ miK donde mij ∈ Mij y k la mı́nima posible. Si k = 1

entonces 0 6= x ∈ A∩Mi1 , pero 0 6= A∩Mi1 ∈ A y Mi1 ∈ A⊥. Contradicción.

Si k > 1 notemos que el (0 : mij) = (0 : x). Sea α ∈ (0 : x) entonces 0 = αx =

α(mi1 ⊕ · · · ⊕miK ) = αmi1 + · · · + αmiK entonces αmij = 0 ∀j ∈ {1, .., k}.
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Por lo que α ∈ (0 : mij). Por lo tanto (0 : x) ⊆ (0 : mij). Si la inclusión

fuera propia entonces existe r tal que r ∈ (0 : mij) y r /∈ (0 : x), por lo

que 0 6= rx = rmi1 + · · · + rmij + · · · + rmik = rmi1 + · · · + 0 + · · · + rmik

y esto contradice la elección de x. Por lo tanto, (0 : mij) = (0 : x) y aśı

0 6= Rx ∼= Rmij ≤ Mij pero Rx ∈ A. Contradicción. En conclusión ⊕
i∈I
{Mi}

no tiene submódulos distintos de cero en A.

A⊥≤ es cerrada bajo cápsulas (inyectivas) divisibles.

Sea M ∈ A⊥≤ y sea E(M) la cápsula divisible de M entonces M ≤es E(M).

Supongamos que existe 0 6= A ∈ A tal queA ↪→ E(M), aśı que 0 6= A∩M ≤

A, por lo que A∩M ∈ A pero A∩M ≤M.Contradicción ya que M ∈ A⊥≤ .

Por lo tanto A⊥≤ es cerrada bajo cápsulas (inyectivas) divisibles.

Definición 1.18. L≤,� = {A | A ∈ L≤,A ∈ L�} donde

L� = {A | A es una clase no vacı́a de grupos abelianos cerrada bajo

isomorfismos y cocientes}.

Si B es una clase de grupos abelianos definimos:

ξ�(B) = {M ∈ Z−mod | ∃N ∈ B y un epimorfismo N �M}

Notemos que ξ�(B) es la menor clase cerrada bajo cocientes que contiene a

B

Lema 1.19. ξ� ◦ ξ≤ = ξ≤ ◦ ξ� = ξ≤,�.

Demostración. Sea M ∈ ξ� ◦ ξ≤(A) entonces existe A

B
OOOO

OO

// //M

con A ∈

A. Tomando el coproducto fibrado (Pushout U) podemos extender a un
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cuadrado A // // U

B
OOOO

OO

// //M
OOOO

OO y aśı M ∈ ξ≤ ◦ ξ�(A).

Sea M ∈ ξ≤ ◦ ξ�(A) entonces existe A

����
M // // // B

con A ∈ A. Por el producto

fibrado (P ) obtenemos P // // //

����

A

����
M // // // B

. Por lo que M ∈ ξ� ◦ ξ≤(A). Por lo tanto

ξ� ◦ ξ≤ = ξ≤ ◦ ξ�.

Aśı ξ≤ ◦ ξ�(A) es una clase hereditaria y cohereditaria que contiene a A. Si

A ⊆ B ∈ L≤,� entonces ξ≤(A) ⊆ B y también ξ�(ξ≤(A)) ⊆ B. Por lo tanto

ξ� ◦ ξ≤(A) es la menor clase hereditaria y cohereditaria que contiene a A, es

decir, ξ� ◦ ξ≤ = ξ�,≤.

Observación 1.20. (A⊥≤)⊥≤ = {M | ∀N, N // f 6=0 //M ∃ 0 6= A // // N , A ∈

A}.

Proposición 1.21. En una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada

A⊥ = A⊥⊥⊥.

Demostración. Notemos que A ∧A⊥ = 0, si tomamos ahora A⊥⊥ este tiene

la propiedad de A⊥ ∧ A⊥⊥ = 0 y es el mayor elemento con esta propiedad

Por lo tanto A ≤ A⊥⊥ .

Por otra parte, SiA ≤ B ⇒ B⊥ ≤ A⊥ ya que, siA ≤ B ⇒ B⊥∧A ≤ B⊥∧B =

0⇒ B⊥ ∧ A = 0 y por ser fuertemente seudocomplementada con respecto a

A entonces B⊥ ≤ A⊥. Por lo anterior, concluimos que A⊥⊥⊥ ≤ A⊥.

Ahora tomemos A⊥ ∧A⊥⊥ = 0 por definición de A⊥⊥, pero si consideramos
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A⊥⊥⊥ entonces A⊥⊥ ∧ A⊥⊥⊥ = 0 y es el mayor elemento, por lo cual A⊥ ≤

A⊥⊥⊥. Por lo tanto A⊥ = A⊥⊥⊥.

1.2. La clase de seudocomplementos en L≤

Proposición 1.22. Skel(L≤) = L≤,⊕,E.

Ya hemos visto que Skel(L≤) ⊆ L≤,⊕,E. Aśı que solo falta demostrar la otra

contención, para esto utilizaremos el siguiente lema.

Lema 1.23. Sean R y L ret́ıculas de clases de módulos definidas mediante

propiedades de cerradura con 0 ∈ R y L tal que R ≤ L. Si L es fuertemente

seudocomplementada y Skel(L) ⊆ R. Entonces R es fuertemente seudocom-

plementeda y Skel(R) = Skel(L).

Demostración. Sea a ∈ R ≤ L y como L es fuertemente seudocomplemen-

tada entonces a⊥L ∈ L y el Skel(L) ⊆ R en consecuencia, a⊥L ∈ R.

Si b ∈ R y a∧b = 0 entonces b ∈ L, además b ≤ a⊥L , a⊥L es un seudocomple-

mento fuerte de a en R, por lo tanto R es fuertemente seudocomplementada

y Skel(R) ⊆ Skel(L).

Si b = a⊥L = (a⊥L⊥L)⊥L pero a⊥L⊥L ∈ Skel(L) ⊆ R y R es fuertemente

seudocomplementado entonces b = a⊥L = (a⊥L⊥L)⊥L = (a⊥L⊥L)⊥R . Por lo

tanto Skel(L) ⊆ Skel(R).

Observación 1.24. Dado que L≤,⊕,E ⊆ L≤, L≤ es fuertemente seudocomple-

mentada y Skel(L≤) ⊆ L≤,⊕,E y por el lema anterior concluimos que L≤,⊕,E
es fuertemente seudocomplementada y Skel(L≤) = Skel(L≤,⊕,E).
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Definición 1.25. Una familia F de conjuntos es de carácter finito cuando

A ∈ F si y sólo si todo subconjunto finito de A pertenece a F.

Ejemplo 1.26. La familia de conjuntos linealmente independientes de un

espacio vectorial es de carácter finito.

Lema 1.27 (de Tukey). Toda familia de carácter finito tiene máximo.

Es un teorema de la teoŕıa de conjuntos, que el Lema de Tukey es equivalente

al Axioma de Elección.

Ejemplo 1.28. Un espacio vectorial tiene conjuntos linealmente indepen-

dientes máximos.

Definición 1.29. Una familia de {Ni}I de submódulos de M es indepen-

diente, si

Ni ∩ (
∑

j∈I\{i}

Nj) = 0 ∀i ∈ I.

Proposición 1.30. {Ni}I es independiente si y sólo si {Ni}F es indepen-

diente ∀F ⊆ I finito.

Demostración. ⇒] Si {Ni} es independiente entonces lo es para todo sub-

conjunto finito.

⇐] (Contrarećıproca ) Si {Ni} no es independiente entonces existe alguna

i ∈ I tal que Ni ∩ (
∑

j∈I\{i}Nj) 6= 0 entonces 0 6= x ∈ Ni ∩ (Nj1 + ... + Njk)

para algún k ∈ N. Por lo tanto, {Ni}∪{Nj1 , ..., Njk} no es independiente.

Proposición 1.31. Skel(L≤,⊕,E) = L≤,⊕,E.
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Demostración. Recordemos que Skel(L≤) = Skel(L≤,⊕,E). Si A ∈ L≤,⊕,E
entonces para demostrar la proposición basta comprobar que A = (A⊥≤)⊥≤

Siempre se tiene que A ≤ A⊥≤⊥≤ solo falta demostrar la otra desigualdad.

Sea 0 6= M ∈ A⊥≤⊥≤ . Sea {Rxi}I una familia independiente máxima de ćıcli-

cos (que existe por el Lema de Tukey) de submódulos de M que pertenecen

a A.

Notemos que ⊕{Rxi}
� � es //M ya que ∀0 6= y Ry ∩ (⊕I{Rxi}) 6= 0 por ser

máxima {Rxi}I y teniendo en cuenta lo observado en 1.20.

Entonces ⊕I{Rxi} ≤ M , además Rxi ∈ A ya que A ∈ L≤,⊕,E, por lo cual

⊕I{Rxi} y E(⊕I{Rxi}) ∈ A. Veamos que

⊕{Rxi}
� � es //
� t

es

&&

M �
� es // E(M)

E(⊕{Rxi})

Sabemos que la cápsula inyectiva es única salvo isomorfismo, entonces

E(M) ∼= E(⊕I{Rxi}) ∈ A, aśı que E(M) ∈ A. Como M ≤ E(M), tenemos

que M ∈ A. Con esto demostramos que A⊥≤⊥≤ ≤ A.

Por lo tanto, A = (A⊥≤)⊥≤ con A ∈ L≤,⊕,E.

Por lo anterior, concluimos que Skel(L≤,⊕,E) = L≤,⊕,E.



Caṕıtulo 2

Generación de clases de

módulos.

En el anterior caṕıtulo ya vimos que dada A ⊆ R−mod podemos generar la

menor clase que contiene a A y pertenece a L≤, L� y L≤,� respectivamente.

Por lo cual nos enfocaremos ahora en mostrar de manera expĺıcita la menor

clase que contenga a A y pertenezca a Lext, LE y L≤,⊕,E respectivamente.

Definición 2.1. Sea H una clase de módulos definimos

ξA(H) = ∩{A ∈ LA | H ⊆ A} ∈ LA

Observación 2.2. ξA(H) es la menor clase en LA que contiene a H.

Demostración. Supongamos que existe B una clase en R − mod con las si-

guientes propiedades B ∈ LA, H ⊆ B y B ⊆ ξA(H), entonces B ∈ {A ∈ LA |

H ⊆ A} esto implica que ξA(H) = ∩{A ∈ LA | H ⊆ A} ⊆ B. Por lo tanto

B = ξA(H).

15
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Ejemplo 2.3.

1. Consideremos A = {≤} entonces ξ≤(A) = {M ∈ R − mod | ∃M �

A, A ∈ A}.

2. Si A = {�} entonces ξ≤(A) = {M ∈ R−mod | ∃M � A, A ∈ A}.

Para hablar de ξext(A), primero veamos la siguiente definición.

Definición 2.4. Sean A y B clases en R−mod definimos la operación − : −

de la siguiente forma A : B = {M | 0→ A→ M → B → 0 con A ∈ A, B ∈

B}.

Lema 2.5. La operación − : − es asociativa, es decir (A : B) : C = A : (B :

C).

Demostración. Sea M ∈ (A : B) : C, entonces tenemos la siguiente sucesión

exacta corta 0→ X →M → C → 0 con X ∈ A : B y C ∈ C.

Pero como X ∈ A : B implica que existe 0 → A → X → B → 0 con A ∈ A

y B ∈ B.

Recordemos que al tener sucesiones exactas podemos ver a B ∼= X/A y

C ∼= M/X , Ahora notemos lo siguiente,

0→ X/A→M/A yM/A
X/A
∼= M/X ya que 0→ A→ X y 0→ X →M

Con lo anterior podemos construir el siguiente diagrama.
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0

��

0

��
A

∼= //

��

A

��
0 // X //

��

M //

��

C //

∼=
��

0

0 // X/A //

��

M/A //

��

M/X // 0

0 0

Concluimos que M/A ∈ (B : C), por lo cual M ∈ A : (B : C).

Sea M ∈ A : (B : C) entonces existe la sucesión exacta 0→ A→M → X →

0 con A ∈ A y X ∈ (B : C), esto último da pié a la siguiente sucesión exacta

0→ B → X → C → 0 donde B ∈ B y C ∈ C. Tomemos X ∼= M/A y como

0 → B → X, podemos decir B ∼= K/A con A ≤ K ≤ M , lo cual induce

C ∼= M/K. Lo anterior justifica el siguiente diagrama.

0

��

0

��
0 // A // K

��

// K/A //

��

0

0 // A //M //

��

M/A //

��

0

M/K
∼= //

��

M/K //

��

0

0 0

Recordemos que A ∈ A y K/A ∼= B ∈ B esto implica que K ∈ (A : B),

ademas M/K ∼= C ∈ C , por lo tanto M ∈ (A : B) : C.
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Proposición 2.6. Sea A una clase con cero ({R0} ⊆ A), A ∈ Lext si y sólo

si A : A = A.

Demostración. ⇒c ⊆) Sea M ∈ A : A entonces existen L, N ∈ A tal que

0→ L→M → N → 0. Por hipótesis A ∈ Lext, por lo tanto M ∈ A

⊇) Si M ∈ A entonces podemos tomar la siguiente sucesión exacta 0 →

M →M → 0→ 0. Por lo tanto M ∈ A : A.

⇐c Sean L, N ∈ A tal que 0 → L → M → N → 0 es exacta entonces

M ∈ A : A = A.

Observación 2.7. Si A es una clase con cero entonces

A ⊆ A : A ⊆ (A : A) : A ⊆ ....

Definimos. A:0 = {0}, A:1 = A, A:n+1 = (A:n) : A, A:∞ = ∪n∈N{A:n}.

Tenemos que A:0 ⊆ A:1 ⊆ A:2 ⊆ ... ⊆ A:∞.

Proposición 2.8. ξext(A) = A:∞.

Demostración. Para demostrar queA:∞ es cerrada bajo extensiones, tenemos

que ver que A, B ∈ A:∞ y 0 → A → M → B → 0 exacta implican que

M ∈ A:∞.

Como A, B ∈ A:∞ entonces existen i, j ∈ N tal que A ∈ A:i y B ∈ A:j,

por lo que entonces M ∈ A:i+j por el lema 2.2. Por lo anterior tenemos que

ξext(A) ⊆ A:∞, para la otra contención basta demostrar que ∀B ∈ Lext tal

que A ⊆ B entonces A:∞ ⊆ B. Procedemos por inducción.

Base de la inducción con n = 1. Sabemos que A:1 = A ⊆ B por hipótesis.

Hipótesis de Inducción. Sea k ∈ N tal que A:k ⊆ B. P.D. A:k+1 ⊆ B. Como

A:k ⊆ B por H.I. y A ⊆ B entonces A:k+1 = A:k : A ⊆ B : B = B ya que

B ∈ Lext. En conclusión A:∞ ⊆ ξext(A).



19

Hasta este momento ya tenemos definidos a los siguientes generadores: ξ≤(A),

ξ�(A), ξ≤,�(A) y ξext(A) con A una clase de R − mod, ahora hablaremos

del generador ξE(A) para esto veamos la siguiente observación.

Observación 2.9. Dada A ⊆ R−mod tenemos ξE(A) = A∪{E(A) | A ∈ A}

la menor clase cerrada bajo cápsula inyectivas que contiene a A.

Lema 2.10. ξ≤,E,⊕(A) = {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈ A, i ∈ I}.

Demostración. ≤c Sea N ≤ M con M ∈ {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈

A, i ∈ I} entonces N ↪→ M � E(⊕
I
{Ai}). Por lo tanto N ∈ {M | ∃M �

E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈ A, i ∈ I}.

Ec Sea M ∈ {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈ A, i ∈ I} entonces

E(M)

f

%%
M // //

OO

E(⊕
I
{Ai})

con f monomorfismo. Por lo tanto E(M) ∈ {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈

A, i ∈ I}.

⊕c Sean {Mj}J ∈ {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈ A, i ∈ I} entonces

∀j ∈ J tenemos Mj

fj
� E( ⊕

i∈χj
{Aj,i}) con Aj,i ⊆ A para cada i ∈ Xj,

en consecuencia existe f : ⊕
j∈J
{Mj} � ⊕

j∈J
(E( ⊕

i∈χj
{Aj,i})). Por otra par-

te, recordemos que si Nj ≤es Mj entonces ⊕
J
{Nj} ≤es ⊕

J
{Mj}. Dado que

⊕
i∈χj
{Aj,i} ≤es E( ⊕

i∈χj
{Aj,i}) entonces ⊕

J
( ⊕
i∈χj
{Aj,i}) ≤es ⊕

J
(E( ⊕

i∈χj
{Aj,i})).

Construimos el siguiente diagrama
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⊕
j∈J
{Mj}
��

��
⊕
J

( ⊕
i∈χj
{Aj,i}) �

�

es
//

� u

es
''

⊕
J

(E( ⊕
i∈χj
{Aj,i}))

g

��
E(⊕

J
( ⊕
i∈χj
{Aj,i}))

la existencia de monomorfismo g se debe a que la cápsula injectiva es la mayor

extensión esencial. Por lo tanto ⊕
j∈J
{Mj} ∈ {M | ∃M � E(⊕

I
{Ai}) conAi ∈

A, i ∈ I}.

Por lo anterior ξ≤,E,⊕(A) ⊆ {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈ A, i ∈ I} y es

claro que {M | ∃M � E(⊕
I
{Ai}) conAi ∈ A, i ∈ I} ⊆ ξ≤,E,⊕(A).



Caṕıtulo 3

Teoŕıas de torsión

Introducción

En este caṕıtulo hablaremos sobre sobre clases de torsión hereditarias y libres

de torsión. También veremos que entre las ret́ıculas L≤,�,⊕,ext y L≤,∏,E existe

un antiisomorfismo, además demostraremos que ◦(A◦) = ξ≤,�,⊕,ext(A).

Más adelante definiremos lo que es una teoŕıa de torsión hereditaria y aśı

hablar de R − tors. Mostraremos que R − tors es seudocomplementada y

distributiva. Concluiremos con un teorema que nos indica las equivalencias

para que R− tors sea de Boole.

3.1. Clases de torsión hereditarias y clases li-

bres de torsión

Definición 3.1. Para A ∈ L�,⊕, tA(M) será el mayor submódulo de M que

este contenido en A.

21
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Consideremos las ret́ıculas L≤,�,⊕,ext y L≤,∏,E y las operaciones:

( )◦ : L≤,�,⊕,ext // L≤,∏,E

( )◦ : L≤,∏,E
// L≤,�,⊕,ext

donde,

(A)◦ = {N | Hom(M,E(N)) = 0∀M ∈ A}

◦(B) = {M | Hom(M,E(B)) = 0 ∀B ∈ B}

◦(A◦) = {M | Hom(M,E(N)) = 0 ∀N ∈ A◦}

Lema 3.2. Sea A ∈ L≤,�,⊕,ext entonces A = ◦(A◦).

Demostración. ⊆c Supongamos que existe A ∈ A tal que A /∈ ◦(A◦) entonces

Hom(A,E(N)) 6= 0 para algún N ∈ A◦, por lo que existe 0 6= f : A→ E(N)

pero N ∈ A◦, esto significa que Hom(M,E(N)) = 0 ∀M ∈ A. Contradicción

ya que f 6= 0.

⊇c Supongamos que existe M ∈ ◦(A◦) y M /∈ A entonces M 6= 0. Además

M /∈ A◦, pues si M ∈ A◦ y dado que M ∈ ◦(A◦) entonces Hom(M,E(M)) =

0, contradicción ya que M
i6=0
↪→ E(M). Aśı pues, M /∈ A◦ lo que significa que

Hom(A,E(M)) 6= 0 para algún A ∈ A por lo que existe 0 6= f : A→ E(M)

con A ∈ A, además f(A) ∈ A ya que hay un epimorfismo de A a f(A) y

0 6= f(A) ≤ E(M). Entonces 0 6= f(A) ∩M ∈ A, en consecuencia M tiene

un submódulo distinto de cero en A.

Ahora, M ∈ ◦(A◦) y M /∈ A implica que 0 6= M
tA(M)

∈ ◦(A◦) y M
tA(M)

no tiene

submódulos distintos de cero en A. Contradicción.
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Definición 3.3. Una clase C no vaćıa de R-módulos se llama una clase de

torsión hereditaria si es cerrada bajo ≤,�,⊕, ext.

Lema 3.4. Si A es una clase de módulos entonces ◦(A◦) = ξ≤,�,⊕,ext(A).

Demostración. ⊆c Supongamos que ◦(A◦) * ξ≤,�,⊕,ext(A) entonces existe

0 6= M ∈ ◦(A◦) y M /∈ ξ≤,�,⊕,ext(A) . Recordando la demostración del lema

anterior tenemos que M /∈ A◦. Por lo que existe 0 6= f : A→ E(M) con A ∈

A. Además 0 6= f(A)∩M ∈ ξ≤,�,⊕,ext(A) y f(A)∩M ≤M. Con esto vemos

que tξ≤,�,⊕,ext(A)(M) 6= 0. Pero M /∈ ξ≤,�,⊕,ext(A) entonces M
tξ≤,�,⊕,ext(A)(M)

6= 0

y éste no tiene submódulos distintos de cero en ξ≤,�,⊕,ext(A). Contradicción.

Por lo tanto ◦(A◦) ⊆ ξ≤,�,⊕,ext(A).

⊇c Esta desigualdad se obtiene del hecho de que A ⊆ ◦(A◦) y

◦(A◦) ∈ L≤,�,⊕,ext entonces ξ≤,�,⊕,ext(A) ≤ ◦(A◦).

Lema 3.5. Sea A ⊆ R−mod entonces (ξ≤,�,⊕,ext(A))◦ = A◦.

Demostración. ⊆c Sabemos que A ⊆ ξ≤,�,⊕,ext(A), si tomamos

K ∈ (ξ≤,�,⊕,ext(A))◦ por definición Hom(G,E(K)) = 0 ∀G ∈ ξ≤,�,⊕,ext(A)

en particular esto se cumple ∀G ∈ A. Por lo tanto (ξ≤,�,⊕,ext(A))◦ ⊆ A◦.

⊇c Si 0 6= E(N) ∈ A◦ y E(N) /∈ (ξ≤,�,⊕,ext(A))◦ entonces existe M ∈

ξ≤,�,⊕,ext(A) =◦ (A◦) y 0 6= f : M → E(N). Como M ∈ ◦(A◦) por definición

Hom(M,E(N)) = 0∀N ∈ A◦ esto implica que f = 0 Contradicción. Por lo

tanto A◦ ⊆ (ξ≤,�,⊕,ext(A))◦ .

Lema 3.6. Si A ∈ L≤,�,⊕,ext entonces N ∈ A◦ si y sólo si tA(N) = 0.

Demostración. ⇒cPor Contradicćıon. SeaN ∈ A◦, supongamos que tA(N) 6=

0 entonces existe 0 6= A ∈ A tal que A ≤ N , aśı que A ↪→ N ↪→ E(N), por

lo que A ↪→ E(N). Contradicción ya que Hom(M,E(N)) = 0 ∀M ∈ A.
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⇐c Esta demostración se hará por contrarećıproca. Supongamos que N /∈ A◦

entonces existe 0 6= f : A → E(N) donde A ∈ A. Por lo que 0 6= f(A) y

N ≤es E(N), aśı que 0 6= f(A) ∩ N ≤ f(A). Y como A ∈ A ⇒ f(A) ∈ A,

en consecuencia f(A) ∩ N ∈ A pero 0 6= f(A) ∩ N ≤ N . Por lo tanto

tA(N) 6= 0.

Por lo anterior podemos decir que si J ∈ L≤,�,⊕,ext entonces J ◦ = {M |

tJ (M) = 0}. Recordando que tJ (M) es el mayor submódulo de M que esta

contenido en J .

Proposición 3.7. Si L ∈ L≤,∏,E entonces para todo módulo RM existe

U ≤ M tal que U es el menor submódulo de M con la propiedad de que

M
U
∈ L.

Demostración. Sea {L ≤ M | M
L
∈ L}. La familia {M

pL
� M

L
}M
L
∈L induce un

morfismo M
ϕ→
∏
M
L
∈L
{M
L
} Notemos que

∏
M
L
∈L
{M
L
} ∈ L. ya que L es cerrada

bajo productos. Además Nucϕ = ∩{L | M
L
∈ L}. Pero existe M

Nucϕ
�∏

M
L
∈L
{M
L
} por el primer teorema de isomorfismo. Por lo que M

Nucϕ
∈ L. Sea

U = Nucϕ, que es el menor submódulo de M que produce cociente en L.

Observación 3.8. Sea L ∈ L≤,∏,E , si M /∈ ◦L entonces M tiene un cociente

distinto de cero en L.

Demostración. Sea M /∈◦ L entonces existe 0 6= f : M → E(L) con L ∈ L

pero 0 6= f(M) ≤ E(L) ∈ L, por lo tanto M � f(M) con f(M) ∈ L.

Observación 3.9. Sea L ∈ L≤,∏,E, si M /∈◦ L y M /∈ L entonces existe

0→ V →M → M

V
→ 0 exacta, con V 6= 0 6= M

V
∈ L.



3.1. CLASES DE TORSIÓN HEREDITARIAS Y CLASES LIBRES DE TORSIÓN25

Demostración. Como M /∈◦ L por la observación anterior tenemos 0 6= M

V
∈

L con V 6= 0 ya que si V = 0 entonces
M

V
= M ∈ L. Contradicción por

hipótesis M /∈ L. Por lo tanto existe 0→ V →M → M

V
→ 0.

Proposición 3.10. Si L ∈ L≤,∏,E entonces L ∈ Lext.

Demostración. Sea L ∈ L≤,∏,E entonces L ∈ L≤,⊕,E y supongamos que

0→ A→ B → C → 0 con A,C ∈ L. Construyamos el siguiente diagrama

0 // A
f //� _

��

B
g //

αww

β

''
µ

��

C //� _

i
��

0

0 // E(A) // E(A)⊕ E(C) // E(C) // 0

.

El morfismo α existe ya que f es mono y E(A) es inyectivo, β = i ◦ g y por

la propirdad universal del producto existe µ morfismo tal que el diagrama

conmuta. Como E(A), E(C) ∈ L entonces E(A) ⊕ E(C) ∈ L además es

inyectivo por ser suma directa finita de inyectivos. Por el lema del quinto µ

es monomorfismo. Por lo tanto B ∈ L.

Teorema 3.11. Si L ∈ L≤,∏,E entonces M
t◦L(M)

∈ L, ∀M ∈ R−mod.

Demostración. Si M ∈◦ L entonces
M

t◦L(M)
=
M

M
= 0 ∈ L.

Supongamos que M /∈◦ L y supongamos por contradicción que 0 6= M

t◦L(M)
/∈

L. Si suponemos que
M

t◦L(M)
∈ ◦L entonces formamos la siguiente sucesión

exacta 0 → t◦L(M) → M → M

t◦L(M)
→ 0 pero t◦L(M),

M

t◦L(M)
∈◦ L

entonces M ∈◦ L. Contradicción ya que M /∈◦ L. Por lo tanto
M

t◦L(M)
/∈◦ L.

Por la proposición 3.7 tenemos la siguiente sucesión exacta.
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0 // U

t◦L(M)
// M

t◦L(M)
//

M

t◦L(M)
U

t◦L(M)

∼=
M

U
// 0 donde

U

t◦L(M)
es el

menor submódulo de
M

t◦L(M)
tal que

M

U
∈ L, notemos que

U

t◦L(M)
6= 0

ya que
M

t◦L(M)
/∈ L. U

t◦L(M)
/∈ L pues L es cerrada bajo extensiones y

M

t◦L(M)
/∈ L.

Tenemos que t◦L(M) ≤ U , aśı que t◦L(M) ≤ t◦L(U), pero U ≤ M por

lo que t◦L(U) ≤ t◦L(M). Por lo tanto t◦L(M) = t◦L(U). En consecuencia,
U

t◦L(M)
=

U

t◦L(U)
y no tiene submódulos distintos de cero en ◦L entonces

U

t◦L(U)
/∈◦ L y

U

t◦L(U)
/∈ L. Por la observación 3.9 tenemos

0 // 0 6= V

t◦L(U)
// U

t◦L(U)
//

U

t◦L(U)
V

t◦L(U)

∼=
U

V
// 0 con

U

V
∈ L.

Ahora construyamos el siguiente diagrama.
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0

��

0

��
V

t◦L(U)

��

= // V

t◦L(M)

��

0 // U

t◦L(U)
//

��

M

t◦L(M)
//

��

M

U
//

=

��

0

0 // U

V
//

��

M

V
//

��

M

U
// 0

0 0

.

Observemos que
U

V
,
M

U
∈ L entonces

M

V
∈ L, pero

M

V
=

M

t◦L(M)
V

t◦L(M)

y por la

elección de
U

t◦L(M)
, tenemos que

U

t◦L(M)
≤ V

t◦L(M)
entonces U ≤ V. Por lo

que U = V y
U

V
= 0. Contradicción. Por lo tanto

M

t◦L(M)
∈ L.

Corolario 3.12. L = (◦L)◦ donde L ∈ L≤,∏,E.

Demostración. Es claro que L ⊆ (◦L)◦. Si M ∈ (◦L)◦, entonces por el Lema

4.6 tenemos que t◦L(M) = 0. Usando el teorema anterior tenemos M ∼= M
0
∼=

M
t◦L(M)

∈ L. Por lo tanto L = (◦L)◦.

Por todo lo anterior podemos afirmar que tanto ( )◦ como ◦( ) invierten el

orden, además ◦( ) ◦ ( )◦ = 1L≤,�,⊕,ext y ( )◦ ◦ ◦( ) = 1L≤,∏,E . Por lo tanto

L≤,�,⊕,ext
( )◦

∼=
// L≤,∏,E

es un antiisomorfismo de ret́ıculas completas.
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3.2. Teoŕıas de torsión hereditarias

Definición 3.13. Si A ∈ L≤,�,⊕,ext entonces (A,A◦) es una pareja orde-

nada donde A◦ ∈ L≤,∏,E. A una pareja aśı se le llama teoŕıa de torsión

hereditaria. llamamos la clase A de torsión y A◦ se llama la clase libre de

torsión.

Observación 3.14. Si B ∈ L≤,∏,E entonces (◦B,B) también es una teoŕıa

de torsión hereditaria, pues hemos visto que en este caso ◦B ∈ L≤,�,⊕,ext

Definición 3.15. Definiremos a R−tors = {τ | τ es una teoŕıa de torsión hereditaria}

Definición 3.16. Para una pareja de teoŕıas de torsión hereditarias (A,A◦) ≤

(C, C◦) si y sólo si se cumple que A ⊆ C si y sólo si C◦ ⊆ A◦.

También hemos demostrado que ξ≤,�,⊕,ext(A) =◦ (A◦) es la menor clase de

torsión hereditaria que contiene a A.

Aśı (◦(A◦),A◦) = ξ(A) es la teoŕıa de torsión hereditaria menor que con-

tiene a A en su clase de torsión. Y si B es una clase de módulos entonces

(◦B, (◦B)◦) = χ(B) es una teoŕıa de torsión hereditaria, y es la mayor tal que

todo elemento de B es libre de torsión.

Ejemplo 3.17. En Z−mod (T,F) es una teoŕıa de torsión hereditaria donde

T = {M | o(x) <∞∀x ∈M} y F = {M | o(x) =∞∀0 6= x ∈M}.

Lema 3.18. Si τ = (T,F) es una teoŕıa de torsión hereditaria y tτ (M) de-

nota el mayor submódulo de M en T, entonces tτ (M) es el menor submódulo

de M tal que M
tτ (M)

∈ F.
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Demostración. Por definición tτ (
M

tτ(M)

) = 0 y por el Lema 3.6.
M

tτ (M)
∈

T◦ = F. Supongamos que existe N ≤ M tal que N < tτ (M) y
M

N
∈ F.

Entonces tτ (M) �
tτ (M)

N
y como tτ (M) ∈ T, en consecuencia

tτ (M)

N
∈ T.

Por otra parte, como N < tτ (M) ≤ M entonces
tτ (M)

N
↪→ M

N
∈ F por lo

que
tτ (M)

N
∈ F. Contradicción ya que

tτ (M)

N
∈ T y F. Por lo tanto tτ (M) es

el menor submódulo de M tal que
M

tτ (M)
∈ F.

En particular: tτ (
M

tτ (M)
) = 0, M

tτ (M)
∈ F y si M

K
∈ F entonces tτ (M) ≤ K.

La mayor teoŕıa de torsión hereditaria es (R − mod, {0}) = χ y la menor

teoŕıa de torsión hereditaria es ({0}, R−mod) = ξ.

Definición 3.19. Sea {τi}I ⊆ R − tors definimos a los infimos y supre-

mos de R − tors como ∧
I
τi es la teoŕıa de torsión hereditaria con clase de

torsión ∩
I
{Tτi} y ∨

I
τi es la teoŕıa de torsión hereditaria con clase de torsión

ξ≤,�,⊕,ext

(
∪
I
{Tτi}

)
respectivamente.

Observación 3.20. Si R ∈ T y T es una clase de torsión hereditaria en-

tonces T = R −mod. Pues para todo RM existe R(X)
f
� M y como R ∈ T

implica que R(X) ∈ T, tenemos que M ∈ T. Por lo tanto T = R −mod. Aśı

que (T,F) = χ.

Si (T,F) es una teoŕıa de torsión hereditaria en Z − mod propia entonces

Z /∈ T, por lo cual si x ∈M ∈ T entonces o(x) <∞. ( si o(x) =∞ entonces

Zx ∼= Z ∈ T). Por lo tanto (T,F) del ejemplo 3.17 es la mayor teoŕıa de

torsión hereditaria propia.

Ejemplo 3.21. ξ(Zp) = ({M | es de p − torsión}, {M | no tiene elemento

de orden p}).
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Demostración. {Zp}◦ = {ZN | Hom(Zp, E(N)) = 0}, por lo cual E(N) =

Q(X)⊕( ⊕
q∈P\{p}

{Z(Xq)
q∞ }), E(N) es divisible sin elementos de orden pn. Entonces

{Zp}◦ = {N | ∀x ∈ N, o(x) 6= pn ∀n}.

◦({Zp}◦) = {M | Hom(M,Q(X) ⊕ ( ⊕
q∈P\{p}

{Z(Xq)
q∞ })) = 0}.

En particular, la cápsula divisible de M no tiene copias de Q ni de Zq∞ como

sumandos. En consecuencia, E(M) = Z(Xp)
p . Por lo tanto M es un p-grupo.

Aśı, ξ(Zp) = (p− grupos, grupos sin elementos de orden p).

Si T es una clase de torsión hereditaria propia y M ∈ T entonces M es de tor-

sión. Si Zp ∈ T entonces todo p-grupo está contenido en T,

ya que ξ≤,�,⊕,ext(Zp) ⊆ T.

Rećıprocamente si M ∈ T ( Z−mod, T clase de torsión hereditaria entonces

M ∈ ξ≤,�,⊕,ext(Zp)∨ξ≤,�,⊕,ext(Zq)∨... para el conjunto de primos que dividen

al orden de un elemento de algún módulo en T.

Por lo tanto una teoŕıa de torsión hereditaria propia en Z−mod es ∨
p∈A

ξ(Zp)

con A ⊆ P = conjunto de primos.

Proposición 3.22. R− tors es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Tomemos τ ∈ R − tors entonces τ = (T,F) con T una clase

de torsión hereditaria. Sea T′ = {RM |M no tiene subcocientes 6= 0 enT}.

T′ es una clase de torsión hereditaria:

≤cSea M ∈ T′, N ≤M y R0 6= L subcociente de N , tomando el coproducto

fibrado (Pushout U) construimos el siguiente diagrama N �
� //

����

M

����
L // // // Q // // // U

,

aśı que L /∈ T′ pues L también es un subcociente de M.
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�cSea M ∈ T′, M � K 6= 0 y R0 6= L subcociente de K, entonces

M // // K

����
L// // // Q

, por lo que L /∈ T′ pues L es un subcociente de M .

extc Sea 0→ A→ B → C → 0 con A,C ∈ T′. Supongamos que 0 6= U ∈ T

un subcociente de B entonces tenemos el siguiente diagrama

0 // A
f // B

g //

h
����

C // 0

U �
� // Q

.

Observemos que h ◦ f(A) es isomorfo a un cociente de A, U ∩ h ◦ f(A) ≤

h ◦ f(A) entonces U ∩ h ◦ f(A) es un subcociente de A y pertenece a T pues

U ∈ T y T es hereditaria. Como A ∈ T′ entonces U ∩ h ◦ f(A) = 0R. Aśı

que, 0 // A
f // B

g //

h
����

C // 0

U �
� //!! !!

!!

Q

����
Q

h ◦ f(A)

y por la propiedad del conúcleo

existe α : C � Q
h◦f(A)

. Por lo tanto U ∈ T y es un subcociente distinto de R0

de C. Contradicción. Por lo que B ∈ T′.

⊕c Sea {Ai}I ⊆ T′y supongamos que U es un subcociente de ⊕
I
{Ai} tal que

0 6= U ∈ T entonces ⊕
I
{Ai}

f // // Q

U
?�

OO . Sea 0 6= x ∈ U entonces x ∈ Q, por

lo que x = f(aii) + ...+ f(ain) con aij ∈ Aij ∀j ∈ {1, ..., n}. Observemos que
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Ai1 ⊕ ...⊕ Ain // f(Ai1 ⊕ ...⊕ Ain)

0 6= Rx
?�

OO
notemos que Rx ∈ T ya que U ∈ T.

Por lo tanto Ai1 ⊕ ...⊕Ain tiene un subcociente distinto de 0 en T contradi-

ciendo que T′ es cerrada bajo extensiones. En conclusión T′ es una clase de

torsión hereditaria.

Notemos que T∩T′ = {R0} ya que si existiera 0 6= M ∈ T′ ∩T en particular

M ∈ T y M es un subcociente de M . Por lo tanto M /∈ T′ contradicción.

Por otra parte supongamos que existe S clase de torsión hereditaria tal que

S ∩ T ={R0} y que S ( T′ entonces ∃M ∈ S\T′ por lo que M tiene un subco-

ciente distinto de 0 en T, este subcociente está en S ∩ T aśı que S ∩ T 6={0}

contradicción. Por lo tanto T′ corresponde a la teoŕıa de torsión hereditaria

que es el seudocomplemento fuerte de τ en R− tors.

Observación 3.23. Sean B, C ∈ L≤,�,⊕ext y de acuerdo con la definición

3.19 definimos B ∨ C = ξ≤,�,⊕,ext(B ∪ C) = {RM | ∀M � N 6= 0, ∃A �

N con 0 6= A ∈ B ó A ∈ C}. Por lo que B ∨ C es la menor clase de torsión

hereditaria que contiene a B ∪ C.

Proposición 3.24. Sean A,B, C ∈ L≤,�,⊕ext entonces A∩(B ∨ C) = (A ∩ B)∨

(A ∩ C).

Demostración. ⊇c Es clara

⊆c Sea M ∈ A∩(B ∨ C) y M � N 6= 0, N tiene un submódulo X 6= 0 en

B ∪ C y X ∈ A pues M ∈ A. Aśı que si X ∈ B entonces X ∈ A ∩ B y si

X ∈ C implica que X ∈ A ∩ C. Por lo tanto cualquier cociente distinto de

cero de M tiene un submódulo distinto de cero en (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).
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Por lo anterior, concluimos que R− tors es distributiva ya que las clases de

torsión hereditarias lo son también.

Definición 3.25. Una teoria τ de torsión hereditaria es de tipo simple si

τ = ∨
A
ξ(S) con A ⊆ R− simp.

Ejemplo 3.26. ξ({R−simp}) = ({semiartinianos}, {Módulos sin submódulos simples})

es la Teoŕıa de torsión de Dickson.

Teorema 3.27. Son equivalentes

1. R es semiartiniano

2. Toda teoŕıa de torsion hereditaria es de tipo simple.

3. χ es de tipo simple.

4. Toda teoŕıa de torsión hereditaria tiene un complemento en R− tors.

5. Un seudocomplemento de una teoŕıa de torsión hereditaria es un com-

plemento.

6. R− tors es de Boole.

Demostración. 1)⇒ 3) Como R es semiartiniano entonces R ∈ ξ≤,�,⊕,ext(R−

simp) por lo cual ξ(R− simp) = ξ(R) = χ.

3)⇒ 1) Tenemos que R ∈ Tχ = ξ≤,�,⊕,ext(A) con A un conjunto de simples.

Por lo cual todo cociente de R no nulo tiene un submódulo simple en A. Por

lo tanto R es semiartiniano.
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3) ⇒ 2) Recordemos que χ = (R − mod, {0}) y por hipótesis es de tipo

simple entonces ∀RM 6= 0 es semiartiniano es decir, ∀M � L 6= 0, ∃K � L

con K ∈ R − simp. Sea τ = (T,F) una teoŕıa de torsión hereditaria. Por

demostrar que T = ξ≤,�,⊕,ext({RH | H simple, H ∈ T}).

⊆c Sea M ∈ T y por hipótesis es semiartiniano entonces ∀M � N 6= 0,

∃S � N con S simple, además S ∈ T ya que M ∈ T. Por lo tanto M ∈

ξ≤,�,⊕,ext({RH | H simple, H ∈ T})

⊇c Sabemos que si A ⊆ T entonces ξ≤,�,⊕,ext(A) ⊆ T y dado que {RH |

H simple, H ∈ T} ⊆ T. Por lo tanto ξ≤,�,⊕,ext({RH | H simple, H ∈ T}) ⊆

T.

2)⇒ 3) Esto es cierto ya que por hipótesis toda teoria de torsión hereditaria

es de tipo simple en part́ıcular χ.

2)⇒ 4) Si τ es una teoŕıa de torsión hereditaria por hipótesis τ = ξ(A) con

06= A ⊆ R− simp. Sea B = R− simp\{A}. ξ(A) ∧ ξ(B) = ξ de lo contrario

tendriamos que M ∈ Tξ≤,�,⊕,ext(A) ∩ Tξ≤,�,⊕,ext(B) para algún M distinto de

cero entonces los subcocientes simples de M estaŕıan en A∩B, contradicción.

Además χ = ξ(R− simp) 6 ξ(A) ∨ ξ(B).

4)⇒ 5) Digamos que τ tiene complemento τ ′ y sea τ⊥ su seudocomplemento.

Entonces τ ∧ τ ′ = ξ por ser τ⊥ un seudocomplemento fuerte de τ tenemos

τ ′ ≤ τ⊥. Por otro lado, τ⊥ = τ⊥∧χ = τ⊥∧(τ∨τ ′) = ξ∨(τ⊥∧τ ′) = τ⊥∧τ ′ = τ ′.

Por lo tanto, τ⊥ = τ ′.

5)⇒ 4) Esto se cumple ya que R− tors es seudocomplementada.

4)⇔ 6) Ya que R− tors es distributiva.

4)⇒ 1) Sea ξ(R−simp) = τD por hipótesis tiene complemento γ que cumple

τD ∨ γ = χ y τD ∧ γ = ξ. Si γ 6= ξ entonces existe 0 6= M ∈ γ pero M tendŕıa
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un subcociente simple RS. En consecuencia ξ(S) ≤ τD∧γ = ξ, contradicción.

Por lo cual γ = ξ y aśı τD = χ. Por lo tanto R ∈ TτD esto significa que R es

semiartiniano.
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Caṕıtulo 4

Prerradicales

Introducción

Iniciaremos con la definición de prerradical para definir la clase de pretorsión

y la clase libre de pretorsión. Hablaremos de las clases R−pr,R−pid, R−pei

y R − rei que corresponde a la clase de los radicales exactos izquierdos.

Demostraremos que existe una biyección entre L�,⊕,L≤,�,⊕,ext,L≤,�,⊕,ext
y R − pid, R − pei, R − rei respectivamente. También demostraremos que

L≤,∏,L≤,∏,E,L≤,∏,ext,E y R− rad,R− rid, R− rei existe una biyección res-

pectivamente.

Posteriormente, dado que existe la biyección entre L≤,�,⊕,ext y R − rei ve-

remos que si R = Z entonces para todo r 6= 1 radical exacto izquierdo en

Z − mod r = ∨{tξ≤,�,⊕,ext(Zp) | Zp ∈ Tr}. Y concluiremos con mostrar que

|Z− rei| = |R|.

Definición 4.1. Un prerradical r es un funtor r : R−mod→ R−mod, tal

que satisface las siguientes condiciones:

37
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1. Para ∀M ∈ R−mod r(M) ≤R M .

2. Para todo morfismo f :R M →R N se tiene que el siguiente diagrama

conmuta

r(M) �
� //

r(f)=f(r(M))

��

M

f

��
r(N) �

� // N

es decir, f(r(M)) ≤ r(N).

Ejemplo 4.2.

1. Zoc es un prerradical, ya que Zoc(M) ≤ M y f : M → N morfismo

tenemos que f(Zoc(M)) ≤ Zoc(N)

2. Z definido por Z(M) = {x ∈ M | (0 : x) ≤es R}, Z(M) es un

submódulo de M ya que 0 ∈ Z(M) pues (0 : 0) = R ≤es R, además

si x, y ∈ Z(M) podemos ver que x + y ∈ Z(M). Para comprobar esto

recordemos las siguientes proposiciones:

Proposición 4.3. Si I, J ≤es R entonces I ∩ J ≤es R

Demostración. Por hipótesis, ∀0 6= H ≤ R, I ∩ H 6= 0 y J ∩ H 6= 0.

Ahora (I ∩ J) ∩ H = I ∩ (J ∩ H) y como 0 6= J ∩ H ≤ R, entonces

I ∩ (J ∩H) 6= 0.

Proposición 4.4. Si I ≤es R e I ≤ J ≤ R entonces J ≤es R.



39

Demostración. Por hipótesis ∀0 6= H ≤ R se tienen que I ∩ H 6= 0.

Como I ≤ J implica 0 6= I ∩ H ≤ J ∩ H entonces 0 6= J ∩ H, por lo

tanto J ≤es R.

Con esto ya podemos demostrar que x+ y ∈ Z(M). Sean x, y ∈ z(M)

por definición (0 : x), (0 : y) ≤es R aśı que (0 : x) ∩ (0 : y) ≤es R.

Observemos que (0 : x) ∩ (0 : y) ⊆ (0 : x + y) (pues si α ∈ (0 :

x) ∩ (0 : y) esto significa que αx = 0 = αy ⇒ αx+ αy = α(x+ y) = 0

entonces α ∈ (0 : x + y)). Usando la proposición anterior tenemos que

(0 : x+ y) ≤es R. Por lo tanto x+ y ∈ Z(M).

Veamos ahora que si x ∈ Z(M) entonces rx ∈ Z(M)∀r ∈ R.

(0 : rx) = {s | srx = 0} = {s | sr ∈ (0 : x)} = ((0 : x) : r). Pa-

ra ver que esto es esencial, basta demostrar que si RI ≤es R entonces

(I : r) ≤es R ∀r ∈ R.

Supongamos que RI ≤es R y (I : r) no es esencial en R. Entonces

∃0 6= J ≤ R tal que (I : r) ∩ J =R 0. Si x ∈ Jr ∩ I entonces x ∈ I

y x = jr p.a. j ∈ J , por lo que j ∈ (I : r) y j ∈ J . Pero como

(I : r) ∩ J = 0 entonces j = 0 en consecuencia x = 0. Por lo tanto

Jr ∩ I =R 0 pero I es esencial, aśı que Jr =R 0 ≤ I. Esto muestra

que J ⊆ (I : r). Por lo tanto J = J ∩ (I : r) =R 0 contradiciendo que

supusimos que J 6= 0. Concluimos que (I : r) ≤es R. Por lo tanto si

x ∈ Z(M) entonces rx ∈ Z(M).

Ahora, si f es un morfismo tal que f : M → N y x ∈ Z(M) entonces

(0 : x) ≤es R. Observemos que f((0 : x) · x) = f(0) = 0 y que entonces

0 = f((0 : x) · x) = (0 : x) · f(x). Por lo tanto (0 : x) ≤ (0 : f(x)). Aśı
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que f(x) ∈ Z(N). Con esto hemos demostrado que Z es un prerradical.

3. Rad, definido por Rad(M) = ∩{N ≤ M | N esmáximo enM}. Para

ver que Rad es un prerradical, demostraremos unas cuantas proposi-

ciones.

Proposición 4.5. Rad(M) =
∑
{U ≤M | U �M}.

Demostración. ⊇cSi U � M y N ≤máx M entonces U ≤ N. Si no

: N � U + N y como N ≤máx M , entonces U + N = M . Pero por

hipótesis U �M en consecuencia N = M , contradicción.

⊆cSi x ∈ N ∀N ≤máx M , entonces Rx�M.

Si nó, Rx + U = M con U � M entonces M
U

= Rx+U
U
∼= Rx

Rx∩U por el

segundo teorema de isomorfismos, notemos que Rx
Rx∩U es ćıclico por ser

cociente de un ćıclico, asi que tiene un máximo. Por lo que M
U

tiene

un máximo ((M/U) ⇒ U ≤ M ≤máx M) entonces M = Rx + U ≤

Rx+ M=M (esta igualdad se da ya que x está contenido en cualquier

máximo, en particular x ∈ M). Por lo tanto M = M y esto es una

contradicción. Aśı que Rx�M.

Lema 4.6. Si A� B y B ≤M entonces A�M .

Demostración. Supongamos que A+U = M , como B = B ∩M = B ∩ (A+

B) = (B ∩ A) + (B ∩ U) = A + (B ∩ U) y por hipótesis A � B entonces

B = B ∩U , por lo cual B ≤ U . Pero M = A+U ≤ B+U = U , por lo tanto

M = U y aśı demostramos que A�M .

Lema 4.7. Sea A�M y f : M → N entonces f(A)� N.
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Demostración. Por el Lema anterior se puede suponer que f es un epimor-

fismo. Sea U ≤ N tal que f(A) + U = N para un epimorfismo M
f
� N .

M = f−1(N) = f−1(f(A) + U), notemos que f−1(f(A) + U) = A+ f−1(U),

sea x ∈ f−1(f(A) + U) entonces f(x) ∈ f(A) + U aśı que f(x) = f(a) + u

para algún a ∈ A y u ∈ U , entonces u = f(x) − f(a) = f(x − a), por

lo cual x − a ∈ f−1(U) en consecuencia x ∈ A + f−1(U). Para la otra

contención f(A + f−1(U)) = f(A) + f(f−1(U)) = f(A) + U, por lo tanto

A + f−1(U) ⊆ f−1(f(A) + U). Por lo anterior, M = A + f−1(U) y co-

mo A � M entonces M = f−1(U) en consecuencia N = U . Por lo tanto

f(A)� N .

Proposición 4.8. Si r es un prerradical entonces r conmuta con sumas

directas, es decir, r(⊕
i∈I
Mi) = ⊕

i∈I
r(Mi).

Demostración. ≤c Como r es un prerradical, tenemos el siguiente diagra-

ma, r(⊕
i∈I
Mi)
� � // ⊕

i∈I
Mi

pi // //Mi donde pi es i− ésima proyección, además

pi(r(⊕
i∈I
Mi)) ≤ r(Mi)∀i ∈ I. Entonces ⊕

i∈I
pi(r(⊕

i∈I
Mi)) = r(⊕

i∈I
Mi) ≤ ⊕

i∈I
r(Mi).

≥c Tenemos que {Mi}i∈I es independiente entonces {r(Mi)}i∈I es indepen-

diente, por lo que ⊕
i∈I
r(Mi) =

∑
i∈I
r(Mi) ↪→ r(⊕

i∈I
Mi). Por lo tanto ⊕

i∈I
r(Mi) ≤

r(⊕
i∈I
Mi).

Definición 4.9. Sea r un prerradical definimos la clase de pretorsión de r

Tr = {M | r(M) = M} y la clase libre de pretorsión Fr = {M | r(M) = 0}.

Proposición 4.10. Tr ∈ L�,⊕.

Demostración. Sea M ∈ Tr y f : M � N . Por definición de prerradical te-

nemos que f(r(M)) ≤ r(N) pero r(M) = M implica f(M) ≤ r(N), además



42 CAPÍTULO 4. PRERRADICALES

f es epi entonces N ≤ r(N). Por lo tanto r(N) = N y con esto demostramos

que Tr ∈ L�.

Sea {Mi}i∈I ⊆ Tr, esto significa que r(Mi) = Mi ∀i ∈ I, además sabemos

que r conmuta con sumas directas por lo que r(⊕
i∈I
Mi) = ⊕

i∈I
r(Mi) = ⊕

i∈I
Mi.

Por lo tanto Tr ∈ L⊕.

Proposición 4.11. Fr ∈ L≤,∏.

Demostración. Sean M ∈ Fr y N
i
↪→ M , entonces i(r(N)) ≤ r(M) Aśı que

r(N) ≤ r(M) = 0. Por lo tanto r(N) = 0 y aśı Fr ∈ L≤.

Sea {Mi}i∈I ⊆ Fr, aśı que r(Mi) = 0 ∀i ∈ I. Observemos que para la proyec-

ción pi :
∏
i∈I
Mi � Mi, tenemos que pi(r(

∏
i∈I
Mi)) ≤ r(Mi) = 0∀i ∈ I. Por lo

tanto r(
∏
i∈I
Mi) = 0, por lo que Fr ∈ L∏.

Definición 4.12. R− pr = {r | r es un prerradical}.

Definimos el orden en R− pr como r ≤ s si r(M) ≤ s(M) ∀M ∈ R−mod.

Los prerradicales se pueden componer: (r ◦ s)(M) = r(s(M)) además

r(s(M)) ≤ s(M) ≤M.

Definición 4.13. Un prerradical es idempotente si r ◦ r = r.

Ejemplo 4.14. Si C ∈ L�,⊕ entonces tC(M) =
∑
{N ≤ M | N ∈ C} es un

prerradical idempotente ya que tC(M) ≤ M por definición. Si f : M → K

es un morfismo, como tC(M) =
∑
{N ≤ M | N ∈ C} entonces f(tC(M)) =∑

{f(N) | N ∈ C}. Dado que N ∈ C implica que f(N) ∈ C, en consecuencia

se tiene que
∑
{f(N) | N ∈ C} ≤

∑
{L ≤ K | L ∈ C} = tC(K). Por lo que,

f(tC(M)) ≤ tC(K) y aśı tC es un prerradical. Además tC(tC(M)) = tC(M) ya

que tC(M) ∈ C.
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Definición 4.15. Una clase C no vacia de R-módulos se llama una clase de

pretorsión si es cerrada bajo �, ⊕.

Teorema 4.16. Hay una correspondencia biyectiva que preserva el orden

entre prerradicales idempotentes (R − pid) y las clases de pretorsión L�,⊕,

dada por R− pid oo // L�,⊕

r � // Tr

tC C�oo

donde Tr = {M | r(M) = M}.

Demostración. Para demostrar esto basta demostrar que si r ∈ R − pid

entonces r = tTr y si C ∈ L�,⊕ entonces C = TtC .

Si M ∈ R − mod y r ∈ R − pid por definición r(r(M)) = r(M) entonces

r(M) ∈ Tr pero tTr(M) =
∑
{N ≤ M | N ∈ Tr}. Por lo tanto r(M) ≤

tTr(M).

Recordemos que tTr(M) ≤ M , además tTr(M) ∈ Tr entonces tTr(M) =

r(tTr(M)) ≤ r(M) y aśı tTr(M) ≤ r(M).

Si M ∈ C entonces tC(M) = M, por lo que M ∈ TtC . Por otra parte, si

M ∈ TtC implica que tC(M) = M y aśı M ∈ C. Por lo tanto C = TtC .

Sean r, s ∈ R − pid con r ≤ s y M ∈ Tr entonces M = r(M) ≤ s(M)

aśı que s(M) = M, en consecuencia M ∈ Ts. Por lo tanto Tr ⊆ Ts. Sean

A, C ∈ L�,⊕ tal queA ⊆ C. Tomemos M ∈ R−mod entonces tA(M) ∈ A ⊆ C

y por definición de tC implica que tA(M) ≤ tC(M). Por lo tanto tA ≤ tC.

Definición 4.17. Un prerradical r es exacto izquierdo si dada una sucesión

exacta 0→ A→ B → C → 0 entonces la sucesión 0→ r(A)→ r(B)→ r(C)

es exacta.
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Denotaremos con R− pei la clase de los prerradicales exactos izquierdos.

Lema 4.18. Son equivalentes para r un prerradical.

1) r es exacto izquierdo.

2) Si N ≤M entonces r(N) = r(M) ∩N .

3) r es idempotente y Tr ∈ L≤.

Demostración. 1)⇒ 2) Por hipótesis tenemos que

0 // N �
� i //M

π //M/N // 0

0 // r(N) �
� i| // r(M)

π| // r(M/N)

Notemos que Nuc(π|) = r(M) ∩ Nuc(π) = r(M) ∩ N. Además Nuc(π|) =

Im(i|) = r(N). Por lo tanto r(N) = r(M) ∩N.

2)⇒ 1) Sea 0 // A
f // B

g // C // 0 por demostrar que 0→ r(A)
f|→

r(B)
g|→ r(C) es exacta. Sabemos que la restricción de un monomorfismo es

monomorfismo y también que f(r(A)) ≤ r(B) por ser r prerradical. Falta ver

que Imf| = Nuc g|. Tenemos que Nuc g| = Nuc g ∩ r(B) = Imf ∩ r(B) =

f(r(A))

Observemos que A
∼= // f(A)

r(A)
?�

OO

∼= // r(f(A))
?�

OO
. Por lo que r(f(A)) = f(r(A)) pero

f(r(A)) = Imf|. Por lo tanto r es exacto izquierdo.

2)⇒ 3) Como r(M) ≤M entonces r(r(M)) = r(M)∩ r(M) = r(M). Por lo

tanto r es idempotente.

Sea N ≤ M y M ∈ Tr entonces r(N) = r(M) ∩ N = M ∩ N = N, en

conclusión r(N) = N .

3) ⇒ 2) Por hipótesis r es idempotente, entonces r(M) ∈ Tr. Además Tr ∈
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L≤ implica que N ∩ r(M) ∈ Tr, es decir r(N ∩ r(M)) = N ∩ r(M).

Por otra parte, N∩r(M) ≤ N . Aśı que r(N∩r(M)) ≤ r(N), además r(N) ≤

N y si N ≤M entonces r(N) ≤ r(M), por lo que r(N) ≤ N ∩r(M) = r(N ∩

r(M)) y por doble desigualdad tenemos r(N) = r(N ∩ r(M)) = N ∩ r(M).

Por lo tanto r(N) = N ∩ r(M).

Definición 4.19. r es un radical si r es un prerradical y r(M/r(M)) =

0 ∀M ∈ R−mod.

Proposición 4.20. Si C ∈ L≤,�,⊕,ext entonces tC es un radical exacto iz-

quierdo.

Demostración. Sea C ∈ L≤,�,⊕,ext entonces tC es un prerradical exacto iz-

quierdo. Sólo falta demostrar que es un radical. Tomemos M ∈ R −mod y

formemos el siguiente diagrama,

0 // tC(M) //M // M

tC(M)
// 0

0 // tC(M) // π−1

(
tC

(
M

tC(M)

))?�

OO

π
|
| // tC

(
M

tC(M)

)
//

?�

OO

0

Como tC(M) y tC

(
M

tC(M)

)
∈ C entonces π−1

(
tC

(
M

tC(M)

))
∈ C pero

π−1

(
tC

(
M

tC(M)

))
≤M aśı que π−1

(
tC

(
M

tC(M)

))
= tC(M). Por lo tanto

tC

(
M

tC(M)

)
= 0.

Proposición 4.21. Si r es un radical entonces Tr es cerrada bajo extensio-

nes.

Demostración. Supongamos que tenemos la siguiente sucesión exacta
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0 // A
α // B

β // C // 0 con A,C ∈ Tr por demostrar que B ∈ Tr.

Construimos el siguiente diagrama.

r(B)� _

��
0 // A α // B

β //

γ
��

C //

γ��

0

B

r(B)

Como A ∈ Tr y Tr es cerrada bajo cocientes entonces γ ◦ α(A) ∈ Tr donde

γ ◦ α(A) ⊆ B
r(B)

. Pero γ ◦ α(A) = r(γ ◦ α(A)) ⊆ r(
B

r(B)
) = 0. Por lo que

γ ◦ α = 0 y por la propiedad del conúcleo existe γ : C �
B

r(B)
. Recordemos

que C ∈ Tr, esto implica que
B

r(B)
∈ Tr. Entonces

B

r(B)
= r(

B

r(B)
) = 0.

Por lo tanto r(B) = B es decir B ∈ Tr.

Proposición 4.22. Sea C ∈ L�,⊕, si C cerrada bajo extensiones entonces tC

es un radical.

Demostración. Supongamos que tC(
M

tC(M)
) 6= 0 entonces sea 0 6= T

tC(M)
el

mayor submódulo de
M

tC(M)
en C, construimos el siguiente diagrama.

0 // tC(M) //M // M

tC(M)
// 0

0 // tC(M) // T
?�

OO

// T

tC(M)
//

?�

OO

0
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Como tC(M),
T

tC(M)
∈ C y C es cerrada bajo extensiones entonces T ∈ C

pero T ≤M . Por lo tanto
T

tC(M)
= 0. Contradicción.

Con esto demostramos que hay una biyección entre L≤,�,⊕,ext y R − rei (la

clase de los radicales exactos izquierdos). En conclusión tenemos el siguiente

diagrama.

L�,⊕ oo // R− pid

L≤,�,⊕ oo //
?�

OO

R− pei
?�

OO

L≤,�,⊕,ext oo //
?�

OO

R− rei
?�

OO

C � // tC

Tr r�oo

Definición 4.23. Sea C ∈L≤,∏ definimos rC(M) = men{N ≤ M | M/N ∈

C}.

Proposición 4.24. rC(M) está bien definido y es un prerradical.

Demostración. Para demostrar que rC(M) está bien definido recordemos la

porposición 4.7 donde se demustra esto. Ahora demostraremos que rC es un

prerradical, por definición rC(M) ≤ M . Sea f : M → N por demostrar

que f(rC(M)) ≤ rC(N), es equivalente a probar que rC(M) ⊆ f−1(rC(N)).

Como rC(M) es el menor submódulo de M tal que M/rC(M) ∈ C, bastará

demostrar que M/f−1(rC(N)) ∈ C. Notemos el siguiente diagrama.
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f−1(rC(N)) //
� _

��

rC(N)� _

��
M

f //

��

N

��

M
f−1(rC(N))

f // N

rC(N)

Sea m ∈ Nuc f por definición f(m) = 0 entonces f(m) ∈ rC(N) implica que

m ∈ f−1(rC(N)), por lo que m = 0 y aśı f es mono.

Por lo tanto M/f−1(rC(N)) ∈ C y concluimos que rC es un prerradical.

Proposición 4.25. rC es un radical.

Demostración. Por definición de rC tenemosM/rC(M) ∈ C entonces
M/rC(M)

{0}
∈

C. Por lo tanto rC(M/rC(M)) = 0.

Lema 4.26. Si r es un radical y N ≤ r(M) entonces r(
M

N
) =

r(M)

N
.

Demostración. Como N ≤ r(M) construimos la siguiente sucesión r(
M

N
) ↪→

M

N

π
�

M

r(M)
, aśı que r(

M

N
) ⊆ Nuc π =

r(M)

N
.

Por otra parte, dada la siguiente sucesión exacta N ↪→M
f
�

M

N
donde f es

la proyección y como r es radical entonces f(r(M)) =
r(M)

N
≤ r(

M

N
). Por

lo tanto r(
M

N
) =

r(M)

N
.

Teorema 4.27. Hay una biyección entre R− rad (la clase de los radicales)

y L≤,∏ que invierte el orden dada por, R− rad // L≤,∏

r � // Fr

rC C�oo
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Demostración. Basta demostrar que las correspondecias son inversas una de

la otra e invierten el orden, es decir C = FrC y r = rFr .

Sea M ∈ C entonces
M

{0}
∈ C, por lo que rC(M) = 0. Por lo tanto M ∈ FrC .

Si M ∈ FrC entonces rC(M) = 0 y aśı
M

{0}
∈ C, en consecuencia M ∈ C.

Sea M ∈ R − mod y r ∈ R − rad entonces M/r(M) ∈ Fr, por lo que

rFr(M) ≤ r(M) y por el Lema 4.26 tenemos que 0 = r(
M

rFr(M)
) =

r(M)

rFr(M)
.

Por lo tanto r = rFr y con esto hemos demostrado que hay una biyección

entre R− rad y L≤,∏ las clases libres de pretorsión.

Sean C,D ∈ L≤,∏ tal que C ≤ D y M ∈ R −mod entonces
M

rC(M)
∈ C, en

consecuencia
M

rC(M)
∈ D. Por lo tanto rD(M) ≤ rC(M).

Sean r, s ∈ R− rad tal que r ≤ s y M ∈ Fs entonces r(M) ≤ s(M) = 0, por

lo que r(M) = 0 y aśı M ∈ Fr.

Proposición 4.28. Existe una biyección que invierte el orden entre L≤,∏,ext

y R− rid. Dada por L≤,∏,ext
// R− rid

C � // rC

Fr r�oo

donde R− rid es la clase de los

radicales idempotentes.

Demostración. Sea C ∈ L≤,∏,ext por demostar que el menor submódulo de

rC(M) que produce cociente en C es rC(M). Tomemos N ≤ rC(M) tal que
rC(M)

N
∈ C, formemos el siguiente diagrama.
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N� _

��
rC(M)

����
rC(M)

N
� � // M

N
// // M/N

rC(M)/N
∼=

M

rC(M)

Observemos que
rC(M)

N
,

M

rC(M)
∈ C entonces

M

N
∈ C. Por lo cual N ≥

rC(M). Por lo tanto rC(M) = N y aśı demostramos que rC(rC(M)) = rC(M)

es decir rC es idempotente.

Ahora supongamos que r ∈ R− rid solo tendŕıamos que demostrar que Fr ∈

Lext, es decir, dada una sucesión exacta 0 // A
α // B

β // B

A
// 0 con

A,
B

A
∈ Fr por demostrar que B ∈ Fr.

Caso 1) Si A ∩ r(B) = 0 entonces tenemos el siguiente diagrama

r(B)� _

i

��

f

��
0 // A α // B

β // B

A
// 0

donde f = β ◦ i

Nuc f = Nuc β∩r(B) = Imα∩r(B) = A∩r(B) = 0, lo que significa que f es

mono entonces r(B) ∈ Fr y r es idempotente. Por lo que r(B) = r(r(B)) = 0.

Por lo tanto B ∈ Fr.

Caso 2) Si A ∩ r(B) 6= 0 formemos el siguiente diagrama

A ∩ r(B) �
� //

� _

��

r(B) // //
� _

��

r(B)

A ∩ r(B)
∼=
A+ r(B)

A� _

��

A �
� α // B

β // // B

A
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Notemos que β(r(B)) ↪→ B

A
con

B

A
∈ Fr ya que este es cerrado bajo

submódulos entonces β(r(B)) ∈ Fr.

Por otra parte r(r(B)) = r(B) entonces r(B) ∈ Tr pero Tr es cerrado bajo

cocientes, en consecuencia β(r(B)) ∈ Tr. Por lo que β(r(B)) ∈ Tr ∩ Fr. Aśı

que β(r(B)) = 0 esto implica r(B) ≤ Nuc β = Imα = A pero A ∈ Fr
entonces r(B) ∈ Fr, además r(r(B)) = r(B) implica que r(B) ∈ Tr. Por lo

tanto r(B) = 0 Contradicción ya que A ∩ r(B) 6= 0.

Proposición 4.29. Existe una biyección que invierte el orden entre L≤,∏,ext,E

y R − rei. Dada por L≤,∏,ext,E
// R− rei

C � // rC

Fr r�oo

donde R − rei es la clase de

radicales exactos izquierdos.

Demostración. Dada C ∈ L≤,∏,ext,E queremos demostrar que rC ∈ R − rei,

para esto utilizaremos la equivalencia del Lema 4.18 entonces basta demostrar

que rC es idempotente y TrC es hereditaria. rC es idempotente ya que en

particular C ∈ L≤,∏,ext.

Sea M ∈ TrC y N ≤M , supongamos que K ≤ N tal que
N

K
∈ C. Formemos

el siguiente diagrama.

N �
� //

����

M

ϕ
��

N

K
� � // E

(
N

K

)
conmutativo, donde ϕ existe ya que E

(
N

K

)
es inyectivo,

además E

(
N

K

)
∈ C ya que

N

K
∈ C.
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Por otra parte Imϕ ≤ E

(
N

K

)
entonces Imϕ ∈ C, pero M ∈ TrC , en

consecuencia Imϕ ∈ TrC . Por lo que Imϕ ∈ TrC ∩ C esto significa que

Imϕ = rC(Imϕ) = {0} entonces
N

K
= 0 aśı que N = K. Por lo tanto

rC(N) = N con esto concluimos que rC ∈ R− rei.

Sea r ∈ R−rei entonces r es un radical idempotente, por lo que Fr ∈ L≤,∏,ext

falta demostrar que Fr ∈ LE.

Recordemos que r es exacto izquierdo es equivalente a que ∀N ≤M r(N) =

r(M)∩N . Utilizando esto con la cápsula inyectiva de M tenemos que r(M) =

M ∩ r(E(M)).

Sea M ∈ Fr por definición r(M) = 0 y por lo anterior 0 = r(M) = M ∩

r(E(M)) pero M ≤es E(M) entonces r(E(M)) = 0. Por lo tanto E(M) ∈

Fr.

4.1. Prerradicales en Z−mod

Si n ∈ N entonces n · : Z−mod // Z−mod

M � // nM

es un radical cohereditario,

es decir, n · es un radical y la clase Fn· es cerrada bajo cocientes.

Primero demostraremos que n · es un prerradical, claramente nM ≤M . Sea

f :Z M →Z N entonces f(nM) = nf(M) ≤ nN.

Por otra parte n(
M

nM
) =

nM + nM

nM
= 0. Por lo tanto, n · es un radical.

Ya solo falta ver que Fn· ∈ L�. Sea M ∈ Fn· y f :Z M �Z N entonces

nN = nf(M) = f(nM) = f(0), por lo que N ∈ Fn· .
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Sea n ∈ N definimos Ann : Z−mod // Z−mod

M � // Ann(M) = {x ∈M | nx = 0}

.

Proposición 4.30. Ann es un prerradical exacto izquierdo.

Demostración. Es claro que Ann(M) ≤ M . Sea f :Z M →Z N entonces

nf(Ann(M)) = f(n·Ann(M)) = f(0) = 0, por lo que f(Ann(M)) ≤ Ann(N)

y aśı demostramos que Ann es un prerradical.

Observemos que Ann(Ann(M)) = {x ∈ Ann(M) | nx = 0} ⊆ Ann(M). Aho-

ra tomemos x ∈ Ann(M) entonces nx = 0, en consecuencia x ∈ Ann(Ann(M)).

Por lo tanto Ann es idempotente.

TAnn = {M | Ann(M) = M} = {M | nM = 0}, por lo tanto TAnn es una

clase de pretorsión hereditaria esto significa que Ann es un prerradical exacto

izquierdo.

Proposición 4.31. Ann no es un radical.

Demostración. Supongamos que Ann es un radical, entonces Ann ∈ Z− rei,

en consecuencia TAnn ∈ L≤,�,⊕,ext. Tomemos la siguiente sucesión exacta.

0 // 2Z4
// Z4

// Z4

2Z4

// 0 notemos que 2Z4 y
Z4

2Z4

∈ TAn2 pero

Z4 /∈ TAn2 .

4.2. Clases de torsión hereditarias en Z−mod

Definición 4.32. Sea r un prerradical si r = 1 si y solo si r(M) = M ∀RM .

Observación 4.33. Sea r un prerradical en general r = 1 si y sólo si R ∈ Tr.
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⇒c r = 1 entonces r(R) = 1(R) = R. Por lo tanto R ∈ Tr.

⇐c Si R ∈ Tr entonces R(X) ∈ Tr y como todo RM es un cociente de un

módulo libre entonces todo RM pertenece a Tr. Por lo tanto r = 1.

Si 0 6= r 6= 1 es un radical exacto izquierdo en Z−mod entonces r(Z) 6= Z ⇒

r(Z) ∼= Z ya que r(Z) es in ideal de Z.

Proposición 4.34. Si r 6= 1 radical exacto izquierdo y r(M) = M entonces

M es de torsión (es decir, todos sus elementos son de orden finito).

Demostración. Si ∃x ∈ M tal que o(x) = ∞ entonces Z ∼= Zx ↪→ M ∈ Tr,

en consecuencia Zx ∈ Tr implica r(Zx) = Zx. Por lo tanto r(Z) = Z.

Contradicción ya que r 6= 1.

Denotemos t(M) = {x ∈M | o(x) <∞} y 1 6= r ∈ R−rei. ∀ZM, r(M) ∈ Tr
ya que r es idempotente esto significa que r(M) ≤ t(M). Por lo tanto r ≤ t

y Tr ⊆ {M |M es de torsión}.

En conclusión t es el mayor de los radicales exactos izquierdos propios.

Sea Zn ∈ Tr si n = pα1
1 · · · p

αk
k entonces Zn ∼= Zpα11

⊕ · · · ⊕ Zpαkk . Además si

Zpαii ∈ Tr si y solo si Zpi ∈ Tr.

⇒c Si Zpαii ∈ Tr entonces existe f : Zpαii � Zpi . Por lo tanto Zpi ∈ Tr.

⇐c Si Zpi ∈ Tr tomamos la siguiente sucesión exacta 0 → Zpi → Zp2i →
Zp2i
Zpi
∼= Zpi → 0. Como Tr es cerrada bajo extensiones entonces Zp2i ∈ Tr y

esto lo hacemos hasta llegar a la αi − esima potencia.

Por lo tanto r está determinado por sus subgrupos simples de torsión, es

decir, si M ∈ Tr y p|o(x) para algun x ∈M entonces Zp ∈ Tr con p primo.

Proposición 4.35. Si r es un radical exacto izquierdo en Z−mod entonces

Tr es cerrada bajo cápsulas inyectivas.
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Demostración. Veamos primero que si Zp ∈ Tr entonces Zp∞ ∈ Tr. Tomemos

la siguiente sucesión 0 → Zp → Zp2 →
Zp2
Zp
∼= Zp → 0 por hipótesis Zp ∈ Tr

y Tr es cerrado bajo extensiones entonces Zp2 ∈ Tr. Por inducción Zpn ∈

Tr ∀n ∈ N. Por lo tanto Zp∞ ∈ Tr.

Supongamos que r 6= 1 y M ∈ Tr entonces ∀x ∈ M o(x) = pα1
1 · · · p

αk
k . Sea

Q = {p | p es primo y p|o(x) p.a.x ∈M} entonces Zp ∈ Tr ∀p ∈ Q. Por lo que

Zp∞ ∈ Tr ∀p ∈ Q además Z(X)
p∞ ∈ Tr y ⊕

p∈Q
Z(Xp)
p∞ ∈ Tr para algunos conjuntos

Xp. Pero E(M) = ⊕
p∈Q
Z(Xp)
p∞ . Por lo tanto E(M) ∈ Tr.

En conclusión si r es un radical exacto izquierdo en Z −mod, M ∈ Tr si y

sólo si Zx ∈ Tr ∀x ∈ M. Por lo tanto r está determinado por sus ćıclicos de

torsión.

Proposición 4.36. Si r es un radical exacto izquierdo y Zp ∈ Tr entonces

todo p− grupo está contenido en Tr.

Demostración. Sea ZH un p−grupo por definición si x ∈ H entonces o(x) =

pn p.a. n ∈ N. Por lo que Zx ∼= Zpn y como Zp ∈ Tr implica que Zpn ∈ Tr.

Por lo tanto H ∈ Tr.

Si p es un primo, ξ≤,�,⊕,ext(Zp) = {M | M esun p − grupo}. Denotaremos

tξ≤,�,⊕,ext(Zp) = tp.

Por lo anterior podemos describir a todo r 6= 1 radical exacto izquierdo en Z−

mod como r = ∨{tp | Zp ∈ Tr} y

Tr = {M | o(x) es divisible por primos p ∀x ∈M tal que Zp ∈ Tr}.

Ejemplo 4.37. (t2 ∨ t3)(ZM) = {x ∈ M | o(x) = 2i · 3j p.a i, j ∈ N}. Y aśı

M ∈ Tr si y sólo si o(x) = 2i · 3j ∀x ∈M.
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Por lo tanto, hay una correspondencia biyectiva entre los radicales exactos

izquierdos propios y subconjuntos del conjunto de primos, es decir, si P = {p |

p es un primo} entonces |{r | r es un radical exacto izquierdo propio en Z −

mod}| = |℘(P )| = |℘(N)| = |2N| = |R|. Por lo tanto |Z− rei| = |R|.



Caṕıtulo 5

Átomos en ret́ıculas de clases

de grupos abelianos

Inrtoducción

Dada la teoŕıa mostrada en los anteriores caṕıtulos ahora nos enfocaremos

en analizar los átomos de las siguientes ret́ıculas L≤, L�, L≤,�, L≤,⊕,E y

L≤,�,⊕,ext con R = Z.

Se tienen las siguientes descripciones de los seudocomplementos

A⊥≤ = {M |R M no tiene submódulos 6= 0 enA}.

A⊥� = {M |R M no tiene cocientes 6= 0 enA}.

A⊥≤,� = {M |R M no tiene subcocientes 6= 0 enA}. Es fácil ver que estos

seudocomplementos son fuertes.

Observación 5.1. Recordemos algunas carateŕısticas de los seudocomple-

mentos fuertes.
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1. Si A ∈ L≤ entonces A⊥≤ ∈ L≤,⊕,E

2. Si A ∈ L� entonces A⊥� ∈ L�,ext y es cerrada bajo sumas directas de

simples.

3. Si A ∈ L≤,� entonces A⊥≤,� ∈ L≤,�,⊕,ext

Definición 5.2. Sea L una ret́ıcula con elemento menor 0 y A ∈ L\{0}.

Decimos que A es un átomo de L si este es mı́nimo en L\{0}.

Definición 5.3. Sea L una ret́ıcula con elemento mayor 1 y B ∈ L\{1}.

Decimos que B es un coátomo de L si este es máximo en L\{1}.

5.1. Átomos en L≤(Z)

Si A un átomo en L≤(Z) entonces A 6= {0} y A = ξ≤(M) ∀0 6= M ∈ A ya

que 0 6= ξ≤(M) ≤ A y como A es átomo entonces A = ξ≤(M).

En particular, si N, M ∈ A\{0} entonces ξ≤(N) = ξ≤(M), lo que muestra

que N se sumerge en M y M se sumerge en N . Sea 0 6= M ∈ A con A átomo.

Si 0 6= N ≤M entonces ∃M � N , por lo tanto M se sumerge en cualquiera

de sus submódulos 6=R 0.

Consideremos los siguientes casos.

Caso 1)

Si M tiene un elemento de orden finito entonces M también tiene un elemento

de orden primo, por lo tanto M tiene un submódulo isomorfo a Zp y como

∃M � Zp entonces M ∼= Zp.

En este caso A = ξ≤(M) = ξ≤(Zp) = {0,Zp}

Caso 2)
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Si M no tiene elementos de orden finito y 0 6= x ∈M entonces Z ∼= Zx ↪→M

y como M � Zx ∼= Z , tenemos que M ∼= nZ ∼= Z para algún n ∈ Z. En

este caso A = ξ≤(Z) = {0,Z}.

Definición 5.4. Si M es no nulo y se sumerge en cada uno de sus submódu-

los distintos de cero, M se llama comprimible.

Los comprimibles para Z−mod son Zp y Z.

5.2. Átomos en L�(Z)

Sea A un átomo en L�(Z) entonces A = ξ�(M) ∀0 6= M ∈ A.

Si M, N ∈ A\{0} entonces M ∈ ξ�(N) = A, por lo tanto M es un cociente

de N. En particular, M es un cociente de cualquiera de sus cocientes distintos

de cero (M es cocomprimible). Sea 0 6= M ∈ A.

Consideremos los casos:

Caso 1) Si M tiene un cociente simple entonces M ∈ A = ξ�(Zp) = {0, Zp},

por lo tanto M ∼= Zp

Caso 2) Si M no tiene cocientes simples entonces M no tiene submódulos

máximos, lo que muestra que M es divisible.

En este caso, M es de torsión, pues si existe x ∈ M tal que o(x) = ∞

entonces,

Zx ∼= Z � � es //� r

$$

Q
ϕ

��
M

donde ∃ϕ : Q → M monomorfismo por la divisibilidad de M y porque Z es

esencial en Q. Por lo tanto Q es un sumando directo de M entonces M � Q
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Pero existe Q // // Q/Z // //

"" ""

Zp∞

Zq∞

. Contradicción, porque A es un átomo y

no hay morfismos distinto de cero entre Zp∞ y Zq∞ .

Por lo tanto, M es divisible de torsión, aśı que M ∼= ⊕
p∈P

(Z(Xp)
p∞ ). Como M

genera un átomo entonces M ∼= Z(Xp)
p∞ que tiene a Zp∞ como cociente.

∴ A = ξ�(M) = ξ�(Zp∞) aśı que ∃Zp∞ �M .

Por lo tanto M ∼= Zp∞ .

En conclusión, los átomos en L�(Z) son:

ξ�(Zp) = {0,Zp}

ξ�(Zp∞) = {0,Zp∞}
con p primo.

5.3. Átomos en L≤,�(Z)

Si A es un átomo en L≤,�(Z) entonces A = ξ�,≤(M) ∀0 6= M ∈ A.

Notemos que ξ≤,�(M) = {A | ∃M � U y A� U}.

Como 0 6= M entonces existe 0 6= Rx ↪→ M , que por ser ćıclico tiene un

cociente simple S. Aśı tenemos

M

Rx
?�

OO

// // S

. Por el coproducto fibrado tenemos el siguiente diagrama M // // U

S
OO

OO .

Por lo tanto, A = ξ�,≤(S) = {0, S} con S simple en A. En particular los

átomos en L≤,�(Z) son de la forma {0, Zp}.

5.4. Átomos en L≤,⊕,E(Z)

En general C ∈ L≤,⊕,E está determinada por sus ćıclicos.
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Proposición 5.5. Sea C ∈ L≤,⊕,E entonces M ∈ C si y sólo si Rx ∈ C

∀x ∈M .

Demostración. ⇒c Rx ≤M y M ∈ C entonces Rx ∈ C.

⇐cSea {Rxi} una familia independiente máxima de submódulos ćıclicos de

M que pertenece a C (que existe por el Lema de Tukey). Entonces tenemos:

⊕{Rxi} �
� es //
� t

es

''

M �
� es // E(M)

∼=xx
E(⊕{Rxi})

.

De donde se tiene que, M ≤ E(M) ∼= E(⊕{Rxi}) ∈ C. ∴M ∈ C.

Si A es un átomo entonces A = ξ≤,⊕,E(Rx) ∀x 6= 0, x ∈M, M ∈ A.

Notemos que si A es un átomo, entonces ∀N, M ∈ A\{0}, N ∈ ξ≤,⊕,E(M) =

{U | ∀0 6= A ↪→ U, ∃Rx ↪→ Acon 0 6= Rx � M}. Aśı que cualesquiera

dos módulos no nulos N y M en un átomo comparten un submódulo ćıclico

distinto de cero.

Para el caso de L≤,⊕,E(Z) . Si A es un átomo, A = ξ≤,⊕,E(Zx). Consideremos

los casos.

Caso 1) Si x es de orden finito entonces Zx contiene una copia de Zp para

algún primo p. Aśı que A = ξ≤,⊕,E(Zp) = {ZM | ∀0 6= N ≤ M, Zp � N} =

{ZM | zocp(M) ≤es M}.

Aśı que existe un conjunto X tal que (Zp)(X) = zocp(M) ≤es M . Entonces

E(Z(X)
p ) ∼= E(M). Denotaremos p − divisible a los módulos que son de p-

torsión y divisibles. Aśı que,

A = {M | E(M) es p− divisible}

= {M |M es p− torsión}.
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Caso 2) Si todos los elementos de M son de orden infinito entonces

A = ξ≤,⊕,E(Z) = ξ≤,⊕,E(Q) = {M |M es libre de torsión}.

5.5. Átomos en Z− tors

Teorema 5.6. En general, si A ∈ L≤,� entonces

ξ≤,�,⊕,ext(A) = {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A}.

Demostración. Para empezar, notemos que A ⊆ {M | ∀M � N, ∃A �

N con 0 6= A ∈ A}.

Sea M ∈ A y f : M � N con N 6= 0, entonces A ∈ L≤,� implica que

N ∈ A, como N � N , tenemos que existe 0 6= N = A ∈ A tal que A� N .

Veamos ahora que {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A} cumple las

propiedades de ser cerrado bajo ≤,�, ext,⊕

≤c Sea M ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A � N con 0 6= A ∈ A} y L ↪→ M ,

supongamos que X es un cociente de L distinto de cero, es decir, L � X y

por el coproducto fibrado tenemos el siguiente diagrama

L �
� //

����

M

����
X //

ϕ // Y

ϕ−1(A)
?�

OO

A
?�

OO

Observemos que A ↪→ Y se debe a que M ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A �

N con 0 6= A ∈ A}, por lo que 0 6= A ∈ A. Además ϕ(X) ↪→ Y .

Caso 1) Si ϕ(X) ≤es Y . Entonces 0 6= ϕ(X)∩A ∈ A, por lo que X∩ϕ−1(A) 6=

0 pero X ∼= ϕ(X) ya que ϕ es mono, aśı que X ∩ ϕ−1(A) ∼= ϕ(X) ∩ A. Por
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lo tanto X ∩ ϕ−1(A) ∈ A y X ∩ ϕ−1(A) ↪→ X.

Caso 2) Si ϕ(X) no es esencial en Y . Sea Z un seudocomplemento de ϕ(X)

en Y , entonces ϕ(X)⊕ Z ≤es Y , por lo que

L �
� //

����

M

����
X ��

ϕ′
��

// ϕ // Y

����
Y

Z

A
?�

OO

notemos que A ↪→ Y

Z
ya que M ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A � N con 0 6=

A ∈ A} y que ϕ′(X) �
es

Y

Z
regresando al caso anterior. Por lo tanto L ∈

{M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A}.

�c Sea M ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A} y g : M � U .

Queremos ver que U ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A}

Sea f : U � L entonces M
g
� U

f
� L esto indica que M

f◦g
� L y por

hipótesis M ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A} entonces existe

0 6= A ∈ A tal que A � L, por lo tanto U ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A �

N con 0 6= A ∈ A}

extc Sean A,C ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A} tal que 0→

A
α→ B

β→ C → 0 P.D. B ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A}

Supongamos que f : B � B1 6= 0, ahora tomemos el siguiente diagrama.
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0 // A
α // B

β //

f
����

C // 0

B1

Caso 1) Si f ◦α 6= 0 entonces A� Im(f ◦α). Por la hipótesis sobre A existe

0 6= K ∈ A tal que K � Im(f ◦ α) ↪→ B1, por lo tanto K � B1.

Caso 2) Si f ◦ α = 0. Por la propiedad universal del conúcleo ∃h : C → B1

tal que h ◦ β = f .

0 // A
α // B

β //

f
����

C //

~~

0

B1

Pero f es epi entonces h es epi. Y por la hipótesis de C existe 0 6= K ∈ A

tal que K � B1.

⊕c Sea {Mi}i∈I una familia arbitraria con Mi ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A�

N con 0 6= A ∈ A} ∀i ∈ I. Tomemos 0 6= f : ⊕
i∈I
{Mi} � N entonces existe

j ∈ I tal que f ◦ ij 6= 0, por lo cual tenemos ⊕
i∈I
{Mi}

f // // N

Mj

?�

ij
OO

f |Mj

<< , observemos

que existe un epimorfismo dado por Mj

f |Mj// // f(Mj) , además f(Mj) ↪→ N

y como Mj ∈ {M | ∀M � N 6= 0, ∃A� N con 0 6= A ∈ A} entonces existe

0 6= A ∈ A tal que A� f(Mj). Por lo tanto A� N .

Si recordamos que los átomos en L≤,�(Z) son de la forma {0,Zp} con p primo

entonces los átomos en Z− tors están generados por Zp es decir,
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ξ≤,�,⊕,ext(Zp) = {ZM | ∀M � N 6= 0, ∃Zp � N} y esta es la clase de los

grupos de p− torsión

Observación 5.7. ξ≤,�,⊕,ext(R − simp) = {RM | ∀M � N 6= 0, ∃S �

N conS ∈ R− simp} esta es la definición de los semiartinianos.

Entonces para el caso de Z. ZM es semiartiniano si y sólo si ZM es de torsión.



Caṕıtulo 6

L≤,⊕,E es átomica si R = Z

Anteriormente ya hemos definido lo que es un átomo en una ret́ıcula, ahora

veremos el concepto de una ret́ıcula átomica. En este capitulo, el objetivo es

demostrar que L≤,⊕,E es átomica y coátomica si R = Z pero antes mostrare-

mos que R− nat es de complementada y distributiva.

Definición 6.1. Una ret́ıcula es átomica si ∀0 6= b ∈ L, existe a átomo tal

que a ≤ b.

Definición 6.2. Una ret́ıcula es coátomica si ∀0 6= b ∈ L, existe a coátomo

tal que b ≤ a.

Observación 6.3. Si C ∈ L≤,⊕,E es un átomo entonces C 6= {0} y C =

ξ≤,⊕,E(M) ∀0 6= M ∈ C.

Sea A ⊆ R−mod existe una menor clase natural que contiene A la cual es:

ξ≤,⊕,E(A) = {M |M � E(⊕
i∈I
{Ai}) conAi ∈ A}.

Si R = Z entonces ZM es un grupo abeliano y si M tiene un elemento de

orden finito, entonces tiene un elemento de orden p con p primo. Por lo que
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Zp ↪→ M . Si C es una clase natural donde hay módulos que no son libres de

torsión, existen módulos simples en C.

Aśı, en este caso {M |M es un grupo de p-torsión} = ξ≤,⊕,E(Zp) ≤ C.

Si C consta de puros grupos abelianos libres de torsión, entonces Q ∈ C ya

que 0 6= x ∈M ⇒ Zx ≤M ∈ C pero Zx ∼= Z es
↪→ Q, por lo tanto Q ∈ C.

ξ≤,⊕,E(Q) = {M | ∃M � Q(X) para algun conjunto X}, por lo que

C = {ZM | M es libre de torsión} y este es un átomo. Por lo tanto Z − nat

es átomica con átomos: {ξ≤,⊕,E(Zp) | p es primo} ∪ {ξ≤,⊕,E(Z)}.

Ya hemos visto que Skel(L≤) = Skel(L≤,⊕,E) = L≤,⊕,E. Sean C yD dos clases

naturales definimos C ∨ D = {M | ∀0 6= N ≤ M, ∃0 6= Rx ≤ N conRx ∈

C ∪ D}.

Proposición 6.4. Sea C ∈ L≤,⊕E entonces C ∨ C⊥≤ =R−mod.

Demostración. Sea RM 6= 0 y {Ui}I una familia independiente máxima de

submódulos de M que están en C, además ⊕
i∈I
{Ui} ∈ C y E(⊕

i∈I
{Ui}) ∈ C

entonces ⊕
i∈I
{Ui} ≤ M y E(⊕

i∈I
{Ui}) ↪→ M , (podemos suponer que M es

inyectivo), por lo que M tiene un sumando directo en C y es inyectivo(C).

Aśı que M = C ⊕ D. D no tiene submódulos distintos de cero en C, si los

tuviera Rx 6= 0 seŕıa uno de ellos entonces {Ui}I ∪ {Rx} y esta seria una

familia independiente de submódulos de M en C contradición ya que {Ui}I
era máxima. Por lo tanto D ∈ C⊥≤ . En conclusión todo RM = C ⊕ D con

C ∈ C y D ∈ C⊥≤ .

Esto afirma que toda clase natural es complemento de su seudocomplemento.

Proposición 6.5. R − nat es distributiva, es decir, sean C,D y E clases

naturales entonces C∧(D ∨ E) = (C ∧ D) ∨ (C ∧ E).
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Demostración. ≤cPor contradición. Supongamos que M ∈ C∧(D ∨ E) pero

M /∈ (C ∧ D)∨ (C ∧ E), entonces M tiene un submódulo N 6= 0 que no tiene

submódulos en (C ∧ D) ∪ (C ∧ E). Como M ∈ C, esto significa que N (que

pertenece a C) no tienen submódulos en D ni en E pero esto contradice que

M ∈ C∧(D ∨ E). Por lo tanto C∧(D ∨ E) ⊆ (C ∧ D) ∨ (C ∧ E).

≥c Es claro.

En conclusión R − nat es de Boole. En particular Z − nat es de Boole y

átomica entonces es coátomica. Los coatomos son los complementos de los

atómos y rećıprocamente.



Caṕıtulo 7

Clases Conaturales

Introducción

En caṕıtulos anteriores hemos definido a ciertos generadores ξ≤(A), ξ�(A),

ξ≤,�(A), ξE(A), ξ≤,�,⊕,ext(A) con A una clase en R − mod pensando en el

termino dual de generar obtenemos el concepto de cogenerador. Definiremos

a R− conat, demostraremos que ξconat(A) = (A⊥�)⊥� y R− conat es cardi-

nable.

Mostraremos que A⊥� es cerrada bajo cocientes, extensiones y sumas direc-

tas de simples, además veremos que propiedad necesitamos para que A⊥�

sea cerrado bajo sumas directas.

Por último, demostraremos los átomos en Z− conat y Z− conat es átomica.
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7.1. Cogeneración de clases de módulos

Recordemos que L� = {A | A es no vaćıa, cerrada bajo isomorfismos y cocientes}

y dada A ⊆ R −mod entonces ξ�(A) = {M | ∃A � M conA ∈ A} que es

la menor clase cerrada bajo cocientes que contiene a A.

Definición 7.1. Cogenerador

Sea P un conjunto de propiedades de cerradura, LP es una ret́ıcula cerrada

bajo P . χP (A) es la mayor clase en LP contenida en A.

Ejemplos.

1. χ≤(A) = {M | ∀N � M, N ∈ A} es la mayor clase hereditaria

contenida en A.

2. χ�(A) = {M | ∀M � N, N ∈ A} es la mayor clase cerrada bajo

cocientes contenida en A.

3.

χ≤,�(A) = {M | Todo subcociente deM pertenece aA}

= {M | M

����
N // // U

⇒ N ∈ A}

Lema 7.2. Si A ∈ L� entonces χ≤(A) ∈ L�.

Demostración. Sea M ∈ χ≤(A) todos los submódulos de M pertenecen a

A. Sea N ∈ R − mod tal que existe f : M � N . Si L � N entonces

M

����
L // // N

, por lema del subcociente existe U tal que U // //

����

M

L

. Como
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M ∈ χ≤(A) implica que U ∈ A y por hipótesis A ∈ L� por lo que L ∈ A.

Por lo tanto todo submódulo de N pertenece a A.

Lema 7.3. Si A ∈ L≤ entonces χ�(A) ∈ L≤.

Demostración. Sean M ∈ χ�(A) y L ≤ M , supongamos que existe

g : L � K entonces L //
i //

g
����

M

K

y por Lema de subcociente existe N tal

que L // i //

g
����

M

����
K // // N

como M ∈ χ�(A) entonces N ∈ A, además K ≤ N y por

hipótesis A ∈ L≤ implica que K ∈ A. Por lo tanto L ∈ χ�(A).

7.2. R− conat

Ya hemos visto que L� tiene seudocomplementos y estan expresados como:

A⊥� = {M |M
f
� N conN ∈ A ⇒ N =R 0}.

Lema 7.4. Los seudocomplemetos de L� son fuertes.

Demostración. Dada A ∈ L� por demostrar que A⊥� es un seudocomple-

mento fuerte. Iniciaremos demostrando que A⊥� ∈ L�.

Sea M ∈ A⊥� y N 6= 0 tal que M � N y supongamos que N � A con

A ∈ A. Observemos que M � N � A entonces M � A pero M ∈ A⊥� .

Por lo tanto A = 0. Claramente notamos que A ∧A⊥� = 0.

Ahora demostraremos que A⊥� es un seudocomplemento fuerte de A. Sea

B ∈ L� tal que A ∧ B = 0, tomemos M ∈ B y f : M � N con N ∈ A y

como B ∈ L� entonces N ∈ A ∧ B. Por lo tanto N = 0 y aśı M ∈ A⊥�con

esto demostramos que B ⊆ A⊥� .



74 CAPÍTULO 7. CLASES CONATURALES

Lema 7.5. Para A ∈ L�, A⊥� es una clase cerrada bajo �, ext, y sumas

directas de simples.

Demostración. �c Sea B ∈ A⊥� y f : B � C. Si C
g
� D con D ∈ A

entonces B
f
� C

g
� D ⇒ B

g◦f
� D. Por lo tanto D = 0 ya que B ∈ A⊥� .

extc Sean A,B ∈ A⊥� tal que 0→ A
f→M

g→ B → 0. P.D. M ∈ A⊥� .

Hagámoslo por contradicción. Sea α : M � D con 0 6= D ∈ A. Tomemos

D
(α◦f)(A)

∈ A, recordar que A ∈ L�. Observemos que D
(α◦f)(A)

6= 0, de lo

contrario (α◦f)(A) = D y esto implica que α◦f es epi y esto no puede pasar

ya que A ∈ A⊥� , por lo que (α ◦ f)(A) � D. Sea π : D � D
(α◦f)(A)

. Veamos

que ker g ⊆ ker π ◦ α, tomemos x ∈ ker g = Imf por ser sucesión exacta

entonces existe a ∈ A tal que f(a) = x entonces π ◦ α(x) = π ◦ α(f(a)) ⊆

π(α(f(A))) = 0 y aśı afirmamos que x ∈ ker π ◦ α. Por lo anterior tenemos

que existe h tal que M
g // //

π◦α����

B

h{{
D

(α ◦ f)(A)

por lo que h es epi contradicción ya

que B ∈ A⊥� y tenenmos h epi con 0 6= D
(α◦f)(A)

∈ A. Por lo tanto A⊥� es

cerrado bajo extensiones.

Sumas directas de simplesc Tomemos {Si}i∈I una familia arbitraria de sim-

ples tal que Si ∈ A⊥� y sea f : ⊕
i∈I
{Si} � A con 0 6= A ∈ A, recordar

que A ∈ L�. Por lo que, existe ∅ 6= J ⊆ I tal que A ∼= ⊕
j∈J
{Sj} entonces

existe A� Sj para algún j ∈ J , en consecuencia Sj ∈ A. Contradicción pues

Sj ∈ A⊥� . Por lo tanto ⊕
i∈I
{Si} no tiene cocientes distintos de cero en A.

Por otra parte ya sabemos la descripición de A⊥� dado que A ∈ L� pero
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cómo seŕıa tomar el doble seudocomplento a A.

(A⊥�)⊥� = {M |M no tiene cocientes distintos de cero enA⊥�}

= {M |M
∀f
� N 6= 0⇒ N /∈ A⊥�}

= {M |M
∀f
� N 6= 0, ∃g : N � A, con 0 6= A ∈ A}

Definición 7.6. Recordemos que Skel(L�) = {A⊥� | A ∈ L�}. Si B =

A⊥� para algún A ∈ L�, B se llama clase conatural y R−conat = Skel(L�).

Teorema 7.7. ξconat(A) = (A⊥�)⊥� .

Demostración. Sea A ⊆ B con B ∈ R − conat entonces B = C⊥� don-

de C ∈ L�, A ⊆ C⊥� ⇒ (C⊥�)⊥� ⊆ A⊥� ⇒ (A⊥�)⊥� ⊆ ((C⊥�)⊥�)⊥�

pero L� es fuertemente seudocomplementada por lo que, ((C⊥�)⊥�)⊥� =

C⊥� = B. Por consiguiente, (A⊥�)⊥� ⊆ B con B ∈ R − conat. Por lo tanto

(A⊥�)⊥� = ξconat(A).

Por lo anterior, si A ∈ L�, la menor clase conatural que contiene a A es

(A⊥�)⊥� .

Ahora tomemos la clase de grupos abelianos simples es decir, Z− simp.

(Z− simp)⊥� = {ZM |M no tiene cocientes simples}

= {ZM |M no tiene subgruposmáximos} = {ZM |M es divisible}.

(Div)⊥� = (Z− simp⊥�)⊥�

= {ZM |M
∀f
� N 6= 0, N

∃g
� A, conA ∈ Z− simp}.
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Esta es la clase de grupos abelianos tales que cualquier cociente no nulo tiene

un cociente simple. Si M es aśı entonces, M
06=f
� M

N

∃g
�

M

N
M
N

con

M

N
M
N

simple,

esto implica que M
N
≤máx M

N
, por lo tanto N ≤M ≤máx M.

Esto significa que es la clase de los grupos abelianos tales que cualquier

subgrupo propio está contenido en un subgrupo máximo.

Definición 7.8. Z−MAX = {ZM | Todo subgrupo propio deM está contenido

en unmáximo}

Observación 7.9.

1. Z es un módulo en Z −MAX ya que cualquier ideal propio esta con-

tenido en un máximo.

2. Z−MAX no es cerrada bajo sumas directas, si lo fuera entonces todos

los grupos libres estaŕıan en Z − MAX y todo grupo abeliano seŕıa

MAX aun los divisibles.

3. Z−MAX es cerrada bajo cocientes pues es un seudocomplemento en

L�. Recordando que Z−MAX = (Div)⊥� = (Z− simp⊥�)⊥� .

Definición 7.10. En general un anillo es MAX si todo submódulo propio

de cualquier módulo está contenido en un submódulo máximo.

Es equivalente decir que todo módulo no nulo tiene cociente simple.

Ejemplo 7.11. Un módulo neteriano es MAX.

Proposición 7.12. Un módulo RM es ćıclico (M = Rxpara algun x ∈ M)

si y sólo si ∃x ∈M tal que f : N →M es epimorfismo ⇔ x ∈ Imf .
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Demostración. ⇒c Sea M = Rx y N
f→ M con f morfismo, si x ∈ Imf

entonces M = Rx ≤ Imf en consecuencia M = Imf . Por lo tanto f es epi.

Rećıprocamente si f es epi entonces x ∈ Imf .

⇐c Supongamos que x tiene la propiedad, como
Rx

i
↪→M

x 7−→ x
por hipótesis i

es epi. Por lo tanto Rx = M.

Definición 7.13. Un módulo RM es coćıclico si: ∃0 6= x ∈ M tal que f :

M → N morfismo es mono si y sólo si x /∈ Nuc f.

Ejemplo 7.14. Si RS es simple entonces E(S) es coćıclico.

Demostración. Sea 0 6= x ∈ S, supongamos que E(S)
f→ N morfismo y que

x /∈ Nuc f. Veamos que el nucleo de f es cero; Si Nuc f 6= 0 y como S ≤es
E(S) entonces S ∩ Nuc f 6= 0 pero S es simple por lo que x ∈ S ≤ Nuc f

aśı x ∈ Nuc f Contradicción. Por lo anterior el nucleo de f es cero y por lo

tanto f es mono.

Rećıprocamente, si f es mono entonces Nuc f = {0} por lo tanto x /∈ Nuc f.

Proposición 7.15. Sea S ∈ R − simp y S ↪→ U ↪→ E(S) entonces U es

coćıclico.

Demostración. Sea 0 6= x ∈ S, supongamos que f : U → N morfismo y que

x /∈ Nuc f. Veamos que el nucleo de f es cero; Si Nuc f 6= 0 y como S ≤es U

ya que S ≤es E(S) y S ≤ U ≤ E(S) entonces S∩Nuc f 6= 0 pero S es simple

por lo que x ∈ S ≤ Nuc f aśı x ∈ Nuc f Contradicción. Por lo anterior el

nucleo de f es cero y por lo tanto f es mono.
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Rećıprocamente, si f es mono entonces Nuc f = {0} por lo tanto x /∈ Nuc f.

Esta proposición se puede interpretar como; todo submódulo distinto de cero

de E(S) (Todo módulo que tenga cápsula inyectiva isomorfa a E(S) con

S ∈ R − simp) es coćıclico. Todo módulo que tenga un submódulo simple

esencial es coćıclico.

Teorema 7.16. Si U es coćıclico entonces tiene un submódulo simple RS

esencial.

Demostración. Sea U coćıclico con elemento distinguido x. Como Rx es ćıcli-

co entonces tiene un submódulo máximo por lo que tenemos un epimofismo

de Rx a S con S ∈ R− simp. Esto da pié al siguiente diagrama.

U
f

""
Rx
. �

>>

g // // S �
�

h
// E(S)

Y como E(S) es inyectivo existe f tal que conmuta el diagrama. Notemos

que f(x) 6= 0, si f(x) = 0 ⇒ h(g(x)) = 0 ⇒ g(x) ∈ Nuc h = {0} por

que h es mono entonces g(x) = 0 aśı g(Rx) = Rg(x) = 0 en consecuencia

g = 0 Contradicción ya que S 6= 0 pues es simple. Con esto afirmamos que

x /∈ Nuc f . Por lo tanto f es mono dado que U es coćıclico. Como U
f
� E(S),

S ⊆ Imf pues S es simple y S ≤es E(S). S ↪→ f(U) ↪→ E(S) pero f(U) ∼= U

ya que f es mono entonces S ↪→ U ↪→ E(S), además S ≤es E(S) por lo que

S ≤es U.

Sabemos que todo simple es un cociente de R, por lo tanto { RM | M ≤máx R}

contiene una copia de cada simple.
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Entonces {N | ∃f : N � E( RM) conM≤máx R} es una familia que contiene

una copia de cada coćıclico.

Proposición 7.17. Para todo 0 6= M ∈ R−mod tiene un cociente coćıclico.

Demostración. Sea 0 6= M ∈ R − mod entonces existe 0 6= x ∈ M y 0 6=

Rx ≤ M , tomemos a S un cociente simple de Rx. Construimos el siguiente

diagrama

Rx // //� p

  

S �
� // E(S)

M

f
<<

Notemos que M � Imf y S ≤es Imf y por la proposición 7.15. Imf es

coćıclico.

Proposición 7.18. Si C ∈R−conat entonces C = ξconat({M |M es cocı́clico, M ∈

C}).

Demostración. ⊇c Es clara

⊆c Sea 0 6= K ∈ C y K � N 6= 0, por la proposición 7.17. existe 0 6= U

cociente coćıclico de N entonces K � N � U por lo que U ∈ C y es coćıclico.

Por lo tanto K ∈ ξconat({M |M es cocı́clico, M ∈ C}).

Corolario 7.19. R− conat es cardinable.

Demostración. Definimos C0 = E(⊕R − simp) este es el cogenerador inyec-

tivo mı́nimo. Como cada coćıclico se sumerge en C0 (teorema 7.16.) entonces

cada clase conatural está generada por una familia de submódulos de C0 (Pro-

posición 7.18. De hecho está generada por los submódulos coćıcilicos de C0

que pertenecen a C). Por lo que existe f función inyectiva.
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f : R− conat // ℘(℘(C0))

C � // {M ≤ C0 |M es cocı́clico y M ∈ C}

Por lo tanto R− conat es cardinable.

Corolario 7.20. Si R es MAX (todos los módulos no nulos tienen cocientes

simples) y C es conatural entonces M ∈ C si y sólo si todos los cocientes

simples de M pertenecen a C.

Demostración. ⇒c Como M ∈ C y C es conatural esta es cerrada bajo co-

cientes en particular para los cocientes simples de M .

⇐c Por demostrar que M pertenece a C si todos sus cocientes simples están

en C. Sea V 6= 0 un cociente de M es decir f : M � V y como R es MAX

entonces existe g : V � S con S simple, además por hipótesis S ∈ C. Por lo

tanto M ∈ C ya que C = {M |M
∀f
� N 6= 0, ∃N � C 6= 0 conC ∈ C}.

Proposición 7.21. R es MAX si y sólo si cada clase conatural es cerrada

bajo sumas directas.

Demostración. ⇒c Sean C una clase conatural y ⊕
i∈I
{Mi} con Mi ∈ C. Basta

ver que ⊕
i∈I
{Mi} tiene todos sus cocientes simples en C.

Sea 0 6= f : ⊕
i∈I
{Mi}� S con S simple. Entonces existe j ∈ J tal que

⊕
i∈I
{Mi}

f // S

Mj

?�

ij
OO

06=fj=f |Mj

==

Notemos que fj es sobre ya que su imagen esta en un simple y fj 6= 0. Aśı

que S es un cociente de Mj con Mj ∈ C. Por lo tanto S ∈ C.
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⇐c R−MAX la clase de los módulos MAX es conatural ya que proviene de

((R − simp)⊥�)⊥� . R ∈ R −MAX porque todos sus ideales propios están

contenidos en uno máximo por el Lema de Zorn, entonces todo libre es MAX

y todo cociente de un libre es MAX. Por lo tanto todo módulo es MAX.

7.3. Átomos en Z− conat

Recordemos que {Zp, 0} es cerrado bajo cocientes (salvo copias), entonces

podemos tomar ξconat(Zp) = {ZM | ∀f : M � N 6= 0∃g : N � Zp}.

Observación 7.22. Esta clase contiene a los p-grupos de orden acotado:

Si G es un p-grupo de orden acotado entonces G ∼= Z(Xn)
pn ⊕ Z(Xn−1)

pn−1 ⊕ · · · ⊕

Z(X1)
p , un cociente de G es de la forma G

H
= Z(Yn)

pn ⊕ Z
(Yn−1)

pn−1 ⊕ · · · ⊕ Z(Y1)
p con

| Yn |≤| Xn |, ..., | Y1 |≤| X1 | .

Si el cociente G
H

es distinto de cero, G
H

tiene un cociente simple Zp.

Si 0 6= M ∈ ξconat(Zp) entonces M tiene un cociente isomorfo a Zp aśı

Zp ∈ ξconat(M) ya que es cerrada bajo cocientes.

Por lo tanto ξconat(Zp) ≤ ξconat(M) ≤ ξconat(Zp).

ξconat(Zp∞) = {ZM | ∀f : M � N 6= 0∃g : N � Zp∞}. Esta clase consta de

divisibles es decir, M ∈ ξconat(Zp∞) entonces M no tiene máximos, si M � Zq
pero Zq no tiene cociente isomorfo a Zp∞. Por lo cual M = ⊕

p∈P
(Z(Xp)

p∞ )⊕Q(X)

donde P = {p | p es primo}. Pero como M ∈ ξconat(Zp∞) esto significa que

M no puede tener copias de Q ni de cualquier Zq∞ con q 6= p ya que Zq∞

no tiene cociente isomorfo a Zp∞ . En consecuencia M = Z(Xp)
p∞ . Por lo tanto

ξconat(Zp∞) = {Z(X)
p∞ | X conjunto}.
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Por lo anterior ξconat(Zp) y ξconat(Zp∞) con p ∈ P son átomos en Z− conat.

Ahora veamos que son todos.

Sea A un átomo en Z − conat, si algun módulo M 6= 0 en A tiene cociente

Zp, entonces Zp ∈ A ⇒ ξconat(Zp) ≤ A. Por lo tanto ξconat(Zp) = A.

Si A es un átomo y cada módulo en A no tienen máximos, A consta de

grupos divisibles. Sea 0 6= M ∈ A por lo anterior M es divisible entonces M

es una suma directa de Zp∞ con p ∈ P y de Q, Q no puede ser cociente pues

tiene a cada Zp∞ como cociente ∀p ∈ P (QZ = ⊕
p∈P
Zp∞). Entonces M = Z(X)

p∞

(no puede tener sumandos Zp∞ y Zq∞ con p 6= q, pues A es átomo), asi pues

si M ∈ A ⇒ M = Z(X)
p∞ esto implica que Zp∞ ∈ A y ξconat(Zp∞) ≤ A. Por lo

tanto ξconat(Zp∞) = A.

Corolario 7.23. Z− conat es átomica.

Demostración. Si C es una clase conatural no nula se cumple una de las dos.

1. C tiene simples.

2. C consta de grupos divisibles.

En el primer caso C contiene un grupo isomorfo a Zp. Por lo tanto

ξconat(Zp) ≤ C.

En el segundo caso C contiene un grupo isomorfo a Zp∞ . Por lo tanto

ξconat(Zp∞) ≤ C.



Caṕıtulo 8

Clases de torsión no

hereditarias

Introducción

Este caṕıtulo está motivo para que el lector tenga en cuenta que no to-

das las grandes ret́ıculas son fuertemente seudocomplementadas para es-

to utilizaremos las clase de torsión no hereditarias. Además veremos que

ξ�,⊕,ext(A) =∗ (A∗) con A una clase de módulos. Por último demostraremos

si R = Z en L�,⊕,ext la clase de los módulos divisibles no tiene seudocomple-

mento fuerte.

Definición 8.1. Si A es una clase de módulos, denotamos por

A∗ = {N | Hom(A,N) =R 0, ∀A ∈ A}.

Proposición 8.2. A∗ es una clase que pertenece a L≤,∏,ext.

Demostración. ≤c Sea N ∈ A∗ y L ≤ N. Consideremos A
f→ L, observando

83
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A

f
��
L �
� i // N

, tenemos que A
i◦f=0 // N , por hipótesis, dado que N ∈ A∗. Como

i es monomorfismo, entonces f = 0. Por lo tanto Hom(A,L) = 0 ∀A ∈ A,

es decir que L ∈ A∗.

Cerradura bajo productos: Supongamos que {Ni}I es una familia de módu-

los en A∗. Sea A
f //
∏
I

{Ni} , componiendo f con una proyección pj :

A
f //

0 ##

∏
{Ni}
pj

��
Ni

conmuta, porque por hipótesis Ni ∈ A∗. Entonces f = 0,

aśı que
∏
I

{Ni} ∈ A∗.

extc Supongamos 0 → X
i→ Y

g→ Z → 0 es una sucesión exacta con X y

Y ∈ A∗. Si f : A → Y, con A ∈ A. 0 // X
i // Y

g // Z // 0

A

f

OO . Por

hpótesis, g ◦ f = 0. Por la propiedad universal del nucleo, ∃h : A → X tal

que i ◦ h = f. Por hipótesis h = 0, aśı que f = i ◦ h = i ◦ 0 = 0.

Teorema 8.3. Si B es una clase de módulos entonces ∗B = {M | Hom(M,B) =

0, ∀B ∈ B} es una clase en L�,⊕,ext.

Demostración. �c Si M ∈∗ B y M
f
� L es un epimorfismo, entonces, dado

L
g→ B tenemos que M

f //

0   

L

g
��
B

, por hipótesis. Como g ◦ f = 0 y f es

epimorfismo, tenemos que g = 0 lo que demuestra que Hom(L,B) = 0 ∀B ∈

B. Por lo tanto L ∈∗ B.

⊕c Si {Mi}I es una familia de módulos en ∗B, entonces dado un morfismo
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⊕
I
{Mi}

f→ B, tenemos que ⊕Mi
f // B

Mj

?�

ij

OO

0

== ∀j ∈ I. Entonces f = 0, lo que

demuestra Hom(⊕{Mi}, B) = 0, ∀B ∈ B.

extc Supongamos que 0 // X // Y // Z // 0 es una sucesión exac-

ta con X,Z ∈ ∗B, si Y
f→ B es un morfismo con B ∈ B, entonces:

0 // X α // Y
β //

f
��

Z // 0

B

, por hipótesis f ◦ α = 0. Aśı que por la

propiedad universal del conúcleo, ∃h : Z → B tal que h ◦ β = f. Por hipóte-

sis h = 0, aśı que f = 0. Por lo que Hom(Y,B) = 0 ∀B ∈ B. De donde vemos

que ∗B es cerrada bajo extensiones.

Teorema 8.4. Si A es una clase de módulos, entonces ∗(A∗) es la menor

clase de módulos en L�,⊕,ext que contiene a A. En otras palabras, ∗(A∗) =

ξ�,⊕,ext(A).

Demostración. Sea C ∈ ∗(A∗) si y sólo si Hom(A,B) = 0 ∀B ∈ A∗. En

vista de esto, tenemos que A ⊆ ∗(A∗). Ya vimos que ∗(A∗) es una clase que

pertenece a L�,⊕,ext. Por lo que ξ�,⊕,ext(A) ⊆ ∗(A∗).

Ahora si C es una clase en L�,⊕,ext que contiene a A, demostraremos que

∗(A∗) ⊆ C. Supongamos que no; es decir, supongamos que ∃0 6= M ∈

∗(A∗)\C. Tomemos N ≤ M tal que N es el mayor submódulo de M que

pertenece a la clase C. Notemos que N existe, dado que C es una clase de

pretorsión. Entonces M
N
∈ ∗(A∗) y M

N
no tiene submódulos distintos de cero

en C, pues si existiera 0 6= C ≤ M
N

y C ∈ C, entonces tendŕıamos el siguiente
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diagrama 0 // N //M
π // M

N
// 0

0 // N // π−1(C) //
?�

OO

C //
?�

OO

0

Pero como C es una clase cerrada bajo extensiones, entonces π−1(C) ∈ C y

N = π−1(C) contradiciendo la elección de N.

Aśı, 0 6= M
N
∈ ∗(A∗) y M

N
no tiene submódulos distintos de 0 en C, y por lo

tanto no tiene submódulos distintos de cero en A.

Si A ∈ A entonces Hom(A, M
N

) = 0, porque de otra manera si existiera

0 6= f : A → M
N

implica que 0 6= f(A) ≤ M
N

con f(A) ∈ C, contradiciendo

que M
N

no tienen submódulos distintos de cero en C. Por lo cual M
N
∈ A∗.

Pero como M
N
∈ ∗(A∗), por hipótesis, entonces Hom(M

N
, M
N

) = 0, tomemos en

cuenta que 1dM
N
6= 0. Contradicción.

Esto muestra que ∗(A∗) ⊆ C. Por lo tanto ∗(A∗) es la menor clase en L�,⊕,ext
que contiene a A.

Proposición 8.5. La clase en L�,⊕,ext generada por los módulos simples es

hereditaria.

Demostración. Notemos que si A es una clase cerrada bajo submódulos, en-

tonces A∗ es una clase cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Sea M ∈ A∗ con A ∈ L≤. Por demostrar que Hom(A,E(M)) = 0 ∀A ∈ A.

Si 0 6= f : A→ E(M), entonces M ∩ f(A) 6=R 0.

A
f // E(M)

f−1(M ∩ f(A))
f| // //

?�

OO

M ∩ f(A)
?�

OO
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Ya demostramos que A∗ ∈ L≤,∏, aśı que M ∩ f(A) ∈ A∗, por ser submódulo

de M y M ∈ A∗. Por otra parte, f−1(M ∩ f(A)) ∈ A, pues A ∈ L≤, por

hipótesis. Pero f| : f−1(M ∩ f(A)) � M ∩ f(A) con f−1(M ∩ f(A)) ∈ A y

M ∩ f(A) ∈ A∗. Contradicción. Por lo tanto E(M) ∈ A∗.

Notemos ahora que si B es una clase cerrada bajo cápsulas inyectivas, enton-

ces ∗B es una clase hereditaria.

Supongamos que ∗B no es hereditaria entonces existe M ∈∗ B con N ≤ M

tal que N /∈∗ B, por lo que existe 0 6= f : N → B con B ∈ B y por

hipótesis E(B) ∈ B, ahora veamos el siguiente diagrama. N �
� //

f
��

M

B� _
g

��
E(B)

y

como E(B) es inyectivo entonces N

06=g◦f
��

//M

h||
E(B)

. En consecuencia tenemos

0 6= h : M → E(B). Por lo tanto M /∈∗ B.

En vista de lo anteriormente señalado, tenemos que la clase en L�,⊕,ext ge-

nerada por los simples, que es ∗((R− simp)∗) es una clase hereditaria.

Por lo anterior, ∗((R − simp)∗) es una clase de torsión hereditaria. Aśı que

R− simp ⊆ ∗((R− simp)∗). Por lo que ∗((R− simp)∗) contiene a la clase de

torsión hereditaria generada por los módulos simples , es decir contiene a la

clase de los módulos semiartinianos.

Por otra parte, como la clase de los módulos semiartinianos es una clase en

L�,⊕,ext, debe contener a ∗((R − simp)∗). Por lo tanto la clase en L�,⊕,ext
generada por los módulos simples es precisamente la clase de los módulos
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semiartinianos.

8.1. La clase de los módulos divisibles no tie-

ne seudocomplemento fuerte

Teorema 8.6. Si R = Z en L�,⊕,ext, Div la clase de los módulos divisibles

es una clase que no tiene un seudocomplemento fuerte.

Demostración. Supongamos que D′ es un seudocomplemento fuerte de Div

en L�,⊕,ext.

La clase SS de los módulos semisimples es una clase en L�,⊕ y SS no contiene

módulos divisibles distintos de R0.

Recordemos que ξext(SS) = ∪
n∈N

(SS):n

Notemos también que A ∈ L≤ entonces ξext(A) ∈ L≤,ext y que si A ∈ L�
entonces ξext(A) ∈ L�,ext
Para ver que ξext(SS) ⊆ D′, hay que ver que ξext(SS)∩Div =R 0. Para esto

basta demostrar que (SS):n ∩Div =R 0 ∀n ∈ N.

En caso contrario, si existiera 0 6= D un grupo divisible que pertenece a

(SS):n con n ∈ N. En tal caso escojamos D tal que n es la menor posible .

Notemos que n 6= 1 ya que no hay semisimples divisibles no nulos.

Entonces existe 0 → X → D → Y → 0 sucesión exacta con X ∈ (SS):n−1

y Y semisimple, pero entonces Y es divisible, siendo un cociente de D. Por

lo tanto Y = 0 y esto implica que D ∼= X, con X ∈ (SS):n−1. Contradicción

con la elección de n. Por lo tanto ξext(SS) ⊆ D′.

Por lo anterior SS ⊆ D′ ∈ L�,⊕.ext entonces ξ�,⊕,ext(SS) ⊆ D′. Pero como

ya vimos, ξ�,⊕,ext(SS) es la clase de los grupos abelianos semiartinianos, que
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coincide con los grupos abelianos de torsión. En particular, Zp∞ es de torsión

aśı que Zp∞ ⊆ D′, pero Zp∞ tambien es divisible. Contradicción.

La contradición viene de suponer que Div tiene seudocomplemento fuerte.

Por lo tanto L�,⊕,ext es una gran ret́ıcula que no es fuertemente seudocom-

plementada cuando R = Z.
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