UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

GRANDES RETICULAS ASOCIADAS A UN ANILLO
Y EL CASO DE LOS ENTEROS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICO
P R E S E N T A:

ERIK MARQUEZ HERNANDEZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. HUGO ALBERTO RINCON MEJIA

2017

Ciudad Universitaria, COMX


usuario
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria, CD


usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina
MX


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Marquez

Hernandez

Erik

58 63 03 97

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

410031191

Doctor

Hugo Alberto
Rincon

Mejia

Dr. Manuel Gerardo
Zorrilla
Noriega

Dr. Alejandro
Alvarado
Garcia

Dra. Bertha Maria
Tomé
Arreola

Dra. Martha Lizbeth Shaid
Sandoval
Miranda

Grandes reticulas asociadas a un anillo y el caso de los enteros.
91p
2017



Indice general

1. Grandes Reticulas
1.1. Conceptos preliminares . . . . . . . . . . ... .. ... ....

1.2. La clase de seudocomplementos en L« . . . . . .. ... ...
2. Generacion de clases de mddulos.

3. Teorias de torsién
3.1. Clases de torsion hereditarias y clases libres de torsién

3.2. Teorfas de torsion hereditarias . . . . . . . . . . . . . .. ...

4. Prerradicales
4.1. Prerradicalesen Z —mod . . . . . . . . . .. ... ... ..

4.2. Clases de torsién hereditarias en Z — mod . . . . . . . . . ..

5. Atomos en reticulas de clases de grupos abelianos
51. Atomosen Lo(Z) . .. . ...
52. Atomosen L(Z) . . .. . ...
53. Atomosen Lo (Z) . .. . ... ...
54. Atomosen Logp(Z) . ... ...

15

21
21
28

37
02
93



2 INDICE GENERAL

5.5. Atomos en Z — tors . . . . . .o 62
6. Lo o es atomicasi R=7 67
7. Clases Conaturales 71
7.1. Cogeneracion de clases de médulos . . . . . . . .. ... ... 72
T2. R—conat . . . . . . . . . . . 73
7.3. Atomosen Z — conat . . . . . . ..o 81
8. Clases de torsién no hereditarias 83

8.1. La clase de los médulos divisibles no tiene seudocomplemento

fuerte . . . . .. 88

Bibliografia 89



Capitulo 1

Grandes Reticulas

Introduccién

Empezaremos con algunas definiciones necesarias para después iniciar con el
contenido de este trabajo que se enfoca en el estudio de las grandes reticulas
y que pone especial atencién en el anillo Z de los enteros.

Este capitulo se enfoca en L£< que es la clase propia de clases de submédulos
que es cerrada bajo isomorfismos y submddulos, asi como L< ., y L< ¢ g. De-
finiremos lo que es seudocomplemento, seudocomplemento fuerte y Skel(L4),
el cual tiene una gran importancia en el tema de las grandes reticulas. Con-

cluiremos con la demostracién de Skel(L<) = L< ..

1.1. Conceptos preliminares

Definicién 1.1. Un conjunto parcialmete ordenado (COPO) es una pareja

(S,<) donde S es un conjunto y < es una relacion de orden en S es decir

3



4 CAPITULO 1. GRANDES RETICULAS
que cumple con:

1. Ve e S,z <z (< es reflexiva)

2. Seanx,y € S donde x <y yy < x entoncesx =y. (< es antisimétrica)

3. Sean x,y,z € S donde v <y yy < z entonces x < z. (< es transitiva)
Definicién 1.2. 5715 € COPO y A C S, decimos que x € S es:

1. Cota superior de A si:Vy € A, y < .

2. Cota inferior de A si: Yy € A, x <.

3. Maximo en A si:x € AyVye A, x <y =x=y.

4. Minimo en A si:x € AyVye A, y<zr=ux=y.

5. Mayor elemento de A si: x € A yVy e A, y < x.

6. Menor elemento de A si:x € A yVye A, x <uy.

7. Supremo de A si es la menor de las cotas superiores de A.

8. fnﬁmo de A si es la mayor de las cotas superiores de A.

Definicién 1.3. Sea S € COPO, decimos que S es una reticula siVr,y € S,
el conjunto {x,y} tiene supremo e infimo. Decimos que S es una reticula

completa si: VA C S, A tiene supremo e infimo.

Ejemplo 1.4.

1. Sea A = {1,2,3} entonces (p(A), C) es una reticula ya que p(A) €
COPO donde la relacién de orden es la contencién. Estéd reticula la

podemos ver graficamente de la siguiente manera:
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A
/ \
(1,2 {1,3}  {2,3)

X

{1} {2} {3}

=

2. En general, sea () # X un conjunto entonces (p(X), C) es una reticula
debido a que VA, B € p(X) AU B es el supremo y AN B es el infimo
de {A, B}.

3. SeaZt ={n € Z | n > 0}, tomamos ZTU{0} y la relacién ” | "dada en
Z, es decir n | m si y sélo si m € nZ. Demostraremos que (Z* U {0}, |)

es una reticula.

Primero veamos que (Z* U {0}, |) es un COPO. Observemos que la

relacién de ” | 7 queda restringida a Z* U {0}.
Sea m € Z* U {0} entonces m -1 = m, por lo tanto m | m.

Sean m,n € Z* U {0} donde m | n 'y n | m, por demostrar que m = n.
Dado que m | n 'y n | m entonces existen z1y 2o tales que n =z, -m y

Mm=29-MN = 1M = 2921 M.
Caso 1) Si m = 0 entonces 0 | n, por lo que n = 0.

Caso 2) Si m # 0 entonces z3 - 23 = 1 pero 2z, 23 € Z* U {0}, por lo

cual zo = 1 = z;. Por lo tanto n = m.

Ademés por las definiciones de minimo comtn miltiplo [a; b] y méaximo

comun divisor (a;b) estos seran el supremo e infimo de {a, b} Va,b €
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Z+ U {0} bajo la relacién ” | 7.

Definicién 1.5. Gran Reticula. Una gran reticula es un par (X, <) tal que
X es una clase propia y < cumple las propiedades de reticula, es decir, es

una reticula salvo que X mno es un conjunto.
Observacién 1.6. R denotard un anillo asociativo con uno.

En este trabajo consideraremos clases de modulos que son cerradas bajo
algunas propiedades de cerradura. Las propiedades de cerradura que més
nos interesan, por la frecuencia con que se usan, son: cerradura bajo tomar
submodulos, bajo tomar cocientes, bajo tomar sumas directas de familias
(finitas o arbitrarias), bajo tomar productos, bajo tomar capsulas inyectivas,
bajo tomar extensiones (esenciales) y bajo tomar cubiertas proyectivas.
Decimos que una clase A de médulos es cerrada bajo tomar extensiones si:
0+A—-B—-C—=0,conA,CeA=DBecA

Consideraremos los siguientes simbolos para describir propiedades de cerra-

dura:
Simbolo | Propiedad de cerradura

< submaddulos
—» cocientes
ext extensiones
&) sumas directas
II productos
E capsulas inyectivas
P cubiertas proyectivas
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Asi, consideraremos el siguiente conjunto de simbolos:

{<, = ext,®, E(), ][], P()} al que llamaremos conjunto de simbolos elemen-
tales.

De acuerdo con esto, si P es un conjunto de simbolos elementales, denotare-

mos por Lp la clase de las clases de médulos cerradas bajo las operaciones

de P.

Definicién 1.7. Sea A C {<,—,ext, @, E(),[[, P()}. Definimos
L ={BC R—mod| Besnovaciay cerradabajoisomor fismosylas
operaciones indicadas por A}.

(L4, C,N,U, {0}, R—mod) es una gran reticula completa.

Ejemplo 1.8. Si R =7Z, el anillo de los enteros, entonces
Lo ={A| Aesunaclase novaciade grupos abelianos cerrada bajo

isomor fismosy submaodulos}.
Proposicién 1.9. Si A, B € L entonces ANB € L<.

Demostracion. Sea M € ANBy N < M entonces N € A ya que A es una
clase hereditaria. De igual manera, N € B. Esto implica que N € AN B.
Por lo tanto AN B € L<.

O

Anélogamente, si {.A;}; es una familia de clases hereditarias, entonces N {A4;},;
es hereditaria para cualquier conjunto de indices I.
Sea A C Z —mod. {<(A) = {N € Z—mod | IM € Atal que N — M}, es

la menor clase hereditaria que contiene a A.

Observacién 1.10. V{A4;}, = €<(,U1Ai) = U {A;} describe los supremos
S 1€

en L<.
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Teorema 1.11. (L, C,N,U,{0},Z — mod) Es una reticula completa y dis-

tributiva.

Definicién 1.12. b es un seudocomplemento de a si b es mdrimo respecto

de la propiedad a Nb = 0.

Ejemplo 1.13. En la reticula

I\
N/

b y c son seudocomplementos de a.

Definicién 1.14. b es seudocomplemento fuerte de a si b es el mayor ele-

mento tal que a ANb = 0.

Definicién 1.15. Si S € L4, denotamos con S™4 el seudocomplemento de
S, cuando este exista y sea unico. Ademds, Skel(L4) serd la clase de seudo-

complementos en L 4.

Teorema 1.16. Si A € Lo (A es una clase hereditaria de grupos abelia-

nos). Entonces A tiene seudocomplemento fuerte en L<, que se describe como

A" = {zM | M notiene subgrupos # 0 en A}.

Demostracién. A’ es una clase hereditaria. Por demostrar que A’ = A*<.
Sea M € AN A" entonces M € Ay M € A'. Como M € Ay M no tiene
submédulos distintos de 0 en Ay M < M, entonces M = 0. Por lo tanto
ANA =0.
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Si B € L< es tal que AN B = {0} entonces, V0O < M € B, los subgrupos de
M que estédn en A, estdn en Ay en 5. Como ANB = {0} entonces M € A'.
Por lo anterior B C A’.

Por lo tanto A’ es un seudocomplemento fuerte de A en L. O

Teorema 1.17. A*< es cerrada bajo extensiones, sumas directas y cdpsulas

divisibles.

Demostracion. Extensiones| Si 0 — L — M — N — 0 es exacta con
L,N € A<, por demostrar que M € A*<.
Si A< M donde A € AentoncesAé M. Como ANL<LylLEg€A*<

entonces AN L = 0. Entonces

0 L

se tiene que p|4 es un monomorfismo, pero como N € ALS, entonces A = 0.
Sumas directas| Para demostrar que A*< es cerrado bajo sumas directas
finitas hay que tener en cuenta que podemos formar la siguiente sucesion
exacta 0 = A = Ay ® Ay =+ Ay =+ 0con A; y Ay € At<.

En general A< es cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

Sea {M,}ic; una familia arbitraria con M; € At<Vi € I y supongamos que
existe 0 # A € A tal que A — '@J{Mi}' Tomemos 0 # = € A tal que
r = m; & - & my donde m;, éeMij y k la minima posible. Si k = 1
entonces 0 # x € ANM;,, pero 0 # ANM;, € Ay M;, € A*+. Contradiccion.
Si k > 1 notemos que el (0:m;,) = (0: ). Seaa € (0: x) entonces 0 = ax =

a(mg, © - @ my,) = amy + -+ + am;, entonces am;; = 0Vj € {1,..,k}.
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Por lo que a € (0 : my,). Por lo tanto (0 : #) € (0 : my,). Si la inclusién
fuera propia entonces existe r tal que r € (0 : my,) y r ¢ (0 : z), por lo
queO#Tx:rmil—l—---—l—rmij+---+rmik =rmi +---+0+---+1rm,,
y esto contradice la eleccién de z. Por lo tanto, (0 : my;) = (0 : x) y asf
0 # Rx = Rm;; < M;;, pero Rz € A. Contradiccién. En conclusién ZEEBI{Ml}
no tiene submodulos distintos de cero en A.

At< es cerrada bajo cépsulas (inyectivas) divisibles.

Sea M € A< y sea E(M) la capsula divisible de M entonces M <., E(M).
Supongamos que existe 0 # A € A tal queA — E(M), asi que 0 £ ANM <
A, porlo que ANM € A pero AN M < M.Contradiccién ya que M € A*<.

Por lo tanto A*< es cerrada bajo cdpsulas (inyectivas) divisibles.

Definicién 1.18. L. ={A| Aec L., Ac L_} donde
L., ={A| Aesunaclase novacia de grupos abelianos cerrada bajo
isomor fismos y cocientes}.

Si B es una clase de grupos abelianos definimos:

&.(B)={M € Z —mod | 3IN € By un epimor fismo N — M}

Notemos que £, (B) es la menor clase cerrada bajo cocientes que contiene a

B
Lema 1.19. {,0&c =¢&<0&, =& .

Demostracion. Sea M € & o £<(A) entonces existe A con A €

—_— M
A. Tomando el coproducto fibrado (Pushout U) podemos extender a un
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cuadrado A——U yasi M € {c o0& (A).

-

Sea M € {< o0&, (A) entonces existe A con A € A. Por el producto

|

M——-B
fibrado (P) obtenemos B—— A . Por lo que M € £, 0 {<(A). Por lo tanto

|

M——->B
§.o08c=E8<0&.

Asi €< 0 &, (A) es una clase hereditaria y cohereditaria que contiene a A. Si
AC B e L<_, entonces {<(A) C By también €., ({<(A)) C B. Por lo tanto
¢, 0&<(A) es la menor clase hereditaria y cohereditaria que contiene a A, es
decir, £, 0é<c =&, <.

]

Observacién 1.20. (A*<)*< = {M | VN, 2L M 304 A—~N, A€
A},

Proposicion 1.21. En una reticula fuertemente seudocomplementada

AJ_ — AJ_J_J_'

Demostracién. Notemos que A A A+ = 0, si tomamos ahora AL+ este tiene
la propiedad de A+ A A+t =0 y es el mayor elemento con esta propiedad
Por lo tanto A < A+ .

Por otra parte, Si A < B= Bt < Al vaque,siA<B= B'AA<B*AB=
0=B*AA=0 y por ser fuertemente seudocomplementada con respecto a
A entonces B+ < A*. Por lo anterior, concluimos que A+++ < A+,

Ahora tomemos A+ A A+ = 0 por definicién de A*+, pero si consideramos



12 CAPITULO 1. GRANDES RETICULAS

A+ entonces A A A+ = 0 v es el mayor elemento, por lo cual A+ <

AL Por lo tanto A+ = AL+ O

1.2. La clase de seudocomplementos en L
Proposicién 1.22. Skel(L<) = L< g k.

Ya hemos visto que Skel(L<) C L< g p. Asi que solo falta demostrar la otra

contencién, para esto utilizaremos el siguiente lema.

Lema 1.23. Sean R y L reticulas de clases de modulos definidas mediante
propiedades de cerradura con 0 € R y L tal que R < L. Si L es fuertemente
seudocomplementada y Skel(L) C R. Entonces R es fuertemente seudocom-

plementeda y Skel(R) = Skel(L).

Demostracion. Sea a € R < Ly como L es fuertemente seudocomplemen-
tada entonces at¢ € L y el Skel(£) C R en consecuencia, a4 € R.

Sibe RyaAb=0entoncesb € £, ademas b < a'~, a'* es un seudocomple-
mento fuerte de a en R, por lo tanto R es fuertemente seudocomplementada
y Skel(R) C Skel(L).

Si b= at = (atete)te pero atete € Skel(£) € Ry R es fuertemente
seudocomplementado entonces b = a'¢ = (at£1te)te = (atete)t=, Por lo

tanto Skel(L) C Skel(R). O

Observacion 1.24. Dado que L< g r C L<, L< es fuertemente seudocomple-
mentada y Skel(L<) C L< g g y por el lema anterior concluimos que L< o g

es fuertemente seudocomplementada y Skel(L<) = Skel(L< e k).
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Definicién 1.25. Una familia § de conjuntos es de cardcter finito cuando

A € F siy solo si todo subconjunto finito de A pertenece a §.

Ejemplo 1.26. La familia de conjuntos linealmente independientes de un

espacio vectorial es de cardcter finito.
Lema 1.27 (de Tukey). Toda familia de cardcter finito tiene mdximo.

Es un teorema de la teoria de conjuntos, que el Lema de Tukey es equivalente

al Axioma de Eleccion.

Ejemplo 1.28. Un espacio vectorial tiene conjuntos linealmente indepen-

dientes mdximos.

Definicién 1.29. Una familia de {N;}; de submddulos de M es indepen-

diente, si

Nn( ) N)=0Viel
je\(i)

Proposicién 1.30. {N;}; es independiente si y sélo si {N;}r es indepen-

diente VF C I finito.

Demostracion. =] Si {N;} es independiente entonces lo es para todo sub-
conjunto finito.

<] (Contrareciproca ) Si {NNV;} no es independiente entonces existe alguna
i € I tal que Ny N (3 cp gy Nj) # 0 entonces 0 # z € N; N (N, + ... + Nj,)
para algin k € N. Por lo tanto, {\V;} U{N;,, ..., Nj,} no es independiente. [J

Proposicién 1.31. Skel(L< o p) = L<sk-
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Demostracion. Recordemos que Skel(L<) = Skel(L<ep). S A € L<cor
entonces para demostrar la proposicién basta comprobar que A = (At<)t<
Siempre se tiene que A < At<'< solo falta demostrar la otra desigualdad.
Sea 0 # M € At<t<.Sea {Rz;}; una familia independiente maxima de cicli-
cos (que existe por el Lema de Tukey) de submddulos de M que pertenecen
a A.

Notemos que ®{R,,}<>— M ya que Y0 # y Ry N (&;{Rx;}) # 0 por ser
méxima {Rx;}; y teniendo en cuenta lo observado en 1.20.

Entonces @{Rz;} < M, ademas Rx; € A ya que A € L< g g, por lo cual
®{Rz;} y E(&/{Rz;}) € A. Veamos que

@{in){ McC es E(M)

E(e{R.})

Sabemos que la capsula inyectiva es tunica salvo isomorfismo, entonces
E(M) = E(®{Rx;}) € A, asi que E(M) € A. Como M < E(M), tenemos
que M € A. Con esto demostramos que A+<+< < A.

Por lo tanto, A = (A*+<)*< con A € L g p.

Por lo anterior, concluimos que Skel(L< o r) = L< g k- O



Capitulo 2

Generacion de clases de

modulos.

En el anterior capitulo ya vimos que dada A C R — mod podemos generar la
menor clase que contiene a A y pertenece a L<, L., y L< _, respectivamente.
Por lo cual nos enfocaremos ahora en mostrar de manera explicita la menor

clase que contenga a A y pertenezca a L.,t, Lp ¥ L< o g respectivamente.

Definicién 2.1. Sea H una clase de maodulos  definimos

EaH)=n{AeLs|HC A} e Ly
Observacion 2.2. £4(H) es la menor clase en L4 que contiene a H.

Demostracion. Supongamos que existe B una clase en R — mod con las si-
guientes propiedades B € L4, H C By B C {4(H), entonces B e {A € L4 |
H C A} esto implica que {4(H) = N{A € L4 | H C A} C B. Por lo tanto
B = {a(H).

15
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Ejemplo 2.3.

1. Consideremos A = {<} entonces {<(A) = {M € R —mod | 3IM —
A Ae A}

2. Si A= {—} entonces {<(A) = {M € R—mod | 3IM — A, A€ A}.

Para hablar de &..¢(.A), primero veamos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.4. Sean A y B clases en R—mod definimos la operacion — : —
de la siguiente forma A:B={M |0 > A—- M —- B —-0conAc A, B¢€
B}.

Lema 2.5. La operacion — : — es asociativa, es decir (A:B):C=A: (B:

C).

Demostracion. Sea M € (A : B) : C, entonces tenemos la siguiente sucesion

exacta corta0 - X - M - C —-0con X e A: By C €C.

Pero como X € A : B implica que existe 0 = A —- X - B —-0con A€ A
y B eB.

Recordemos que al tener sucesiones exactas podemos ver a B = X/A y

C'= M/X , Ahora notemos lo siguiente,
O—)X/A—)M/Ay%%M/XyaqueO%A—)XyO%X%M

Con lo anterior podemos construir el siguiente diagrama.
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0 0
A—= oA
0 X M C 0

0—=X/A—> M/A——=M/X —=0

Concluimos que M/A € (B:C), porlocual M € A: (B:C).

Sea M € A: (B :C) entonces existe la sucesiéon exacta0 - A - M — X —
Ocon Ae Ay X € (B:C), esto iltimo da pié a la siguiente sucesion exacta
0—-B—X—>C—0donde BeByC €C. Tomemos X = M/A y como
0 - B — X, podemos decir B =~ K/A con A < K < M, lo cual induce

C' = M/K. Lo anterior justifica el siguiente diagrama.

0 0
0 A K K/A——=0
0 A M M/A——=0
M/K —=>M/K —=0

0 0

Recordemos que A € Ay K/A = B € B esto implica que K € (A : B),
ademas M/K = C € C , por lo tanto M € (A: B):C. O
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Proposicién 2.6. Sea A una clase con cero ({r0} C A), A € Loy si y sdlo
siA: A= A.

Demostracion. =| C) Sea M € A : A entonces existen L, N € A tal que
0—L— M — N — 0. Por hipétesis A € L., por lo tanto M € A

D) Si M € A entonces podemos tomar la siguiente sucesién exacta 0 —
M — M — 0 — 0. Por lo tanto M € A: A.

<] Sean L, N € Atal que 0 - L — M — N — 0 es exacta entonces
MeA: A=A O

Observacién 2.7. Si A es una clase con cero entonces
ACA:ACA- A AC ..
Definimos. A° = {0}, A!= A, AL = (A™) A, A = Upen{A™}.

Tenemos que A° C A1 C A2 C ... C A>.
Proposicién 2.8. &, (A) = A.

Demostracion. Para demostrar que A es cerrada bajo extensiones, tenemos
que ver que A, B € A*y0— A — M — B — 0 exacta implican que
M e A,

Como A, B € A* entonces existen i, j € N tal que A € A%y B € A7,
por lo que entonces M € A7 por el lema 2.2. Por lo anterior tenemos que
Eext(A) C A, para la otra contencién basta demostrar que VB € L.,; tal
que A C B entonces A C B. Procedemos por induccion.

Base de la induccién con n = 1. Sabemos que A = A C B por hipdtesis.
Hipétesis de Induccién. Sea k € N tal que A* C B. P.D. A% C B. Como
A* C B por HI. y A C B entonces A**! = A* : A C B:B = B ya que

B € L.y En conclusion A C &,,4(A). O
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Hasta este momento ya tenemos definidos a los siguientes generadores: £<(A),
£ (A), é< . (A) y Ent(A) con A una clase de R — mod, ahora hablaremos

del generador £p(A) para esto veamos la siguiente observacién.

Observacion 2.9. Dada A C R—mod tenemos {p(A) = AU{E(A) | A € A}

la menor clase cerrada bajo cdapsula inyectivas que contiene a A.
Lema 2.10. f<7E7@(.A) = {M | dM — E(@{Az}) conA; € A, i € ]}
= I

Demostracion. <| Sea N < M con M € {M | AM E(GIB{AZ}) conA; €
A, i€ I} entonces N — M — E(GIB{Al}) Por lo tanto N € {M | IM —
E(G?{Al}) conA; € A, i € 1}.

E| Sea M € {M | M E(GIB{Al}) conA; € A, i € I} entonces

E(M)

S~

~N

~N
Al

M B(&{A})

con f monomorfismo. Por lo tanto E(M) € {M | AM — E(®{A;})con A; €
I
A iel}.
@] Sean {M;}, € {M | IM — E(®{A;})conA; € A, i € I} entonces
I

fi
Vj € J tenemos M; — E( & {A4,;}) con A;; C A para cada i € Xj,

TEX;
en consecuencia existe f : & {M;} — & (E( & {4;;})). Por otra par-
jeJ jes iex;

te, recordemos que si N; <., M; entonces &{N,;} <., ®&{M;}. Dado que
J J

D {Aji} <es E(® {A;;}) entonces & & {A;:}) <es D(E( D {A;:})).

S 1EX; J iex; J 1EX;

Construimos el siguiente diagrama
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D {M;}
JjeJ

B2 (4 e S(E(® (4;:))

g
es |

B(@( @ {(4,:))

iex;
la existencia de monomorfismo g se debe a que la capsula injectiva es la mayor
extension esencial. Por lo tanto jEeBJ{Mj} e{M|3IM — E(E{IB{AZ}) con A; €
A iel}.
Por lo anterior {< p(A) C{M | IM — E(?{Ai})con/li cAiel}yes
claro que {M | AM — E(?{Az}) cond; € A, i €1} Cécpgl(A).

0



Capitulo 3

Teorias de torsion

Introduccién

En este capitulo hablaremos sobre sobre clases de torsion hereditarias y libres
de torsién. También veremos que entre las reticulas L< . g et ¥ L< [,F existe
un antiisomorfismo, ademds demostraremos que o(A°) = €< . g et (A).

Mas adelante definiremos lo que es una teoria de torsién hereditaria y asi
hablar de R — tors. Mostraremos que R — tors es seudocomplementada y
distributiva. Concluiremos con un teorema que nos indica las equivalencias

para que R — tors sea de Boole.

3.1. Clases de torsién hereditarias y clases li-
bres de torsion

Definicién 3.1. Para A € L_, o, t4(M) serd el mayor submodulo de M que

este contenido en A.

21
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Consideremos las reticulas L< . g 0t ¥ L< [1,£ Y 1as operaciones:

()°: Lsment —L< 1B

( )o : £g,H,E - cg,—»,@,emt

donde,

(A)° = {N | Hom(M, E(N)) = 0YM € A}
o(B) = {M | Hom(M, E(B)) = 0YB € B}
o(A°) = {M | Hom(M, E(N)) = 0YN € A°}

Lema 3.2. Sea A € Lo _, g cut entonces A = ,(A°).

Demostracion. C| Supongamos que existe A € A tal que A ¢ ,(A°) entonces
Hom(A, E(N)) # 0 para algin N € A°, por lo que existe 0 # f : A — E(N)
pero N € A°, esto significa que Hom(M, E(N)) = 0YM € A. Contradiccién
ya que f # 0.

O | Supongamos que existe M € ,(A°) y M ¢ A entonces M # 0. Ademas
M ¢ A°, puessi M € A°y dado que M € ,(A°) entonces Hom(M, E(M)) =
0, contradiccién ya que M lig E(M). Asi pues, M ¢ A° lo que significa que
Hom(A, E(M)) # 0 para algin A € A por lo que existe 0 # f : A — E(M)
con A € A, ademds f(A) € A ya que hay un epimorfismo de A a f(A) y
0 # f(A) < E(M). Entonces 0 # f(A) N M € A, en consecuencia M tiene
un submdédulo distinto de cero en A.

Ahora, M € ,(A°) y M ¢ A implica que 0 # % €.(A%)y % no tiene

submoddulos distintos de cero en .A. Contradiccidn. O]
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Definicién 3.3. Una clase C no vacia de R-mddulos se llama una clase de

torsion hereditaria si es cerrada bajo <, —, @, ext.
Lema 3.4. Si A es una clase de médulos entonces o(A°) = &< - @ eat(A).

Demostracion. C| Supongamos que o(A°) € &< . oext(A) entonces existe
04 Me (A°)y M ¢ &< gext(A) . Recordando la demostracién del lema
anterior tenemos que M ¢ A°. Por lo que existe 0 # f : A — E(M) con A €
A. Ademds 0 # f(A)NM € é< . gent(A) y f(A)NM < M. Con esto vemos
quete . (M) #0.Pero M ¢ < . o cot(A) entonces m #0
y éste no tiene submdédulos distintos de cero en &< _, g ert(A). Contradiccion.
Por lo tanto o(A°) C < . g eat(A).

DO| Esta desigualdad se obtiene del hecho de que A C ,(A°) y

o(A°) € L . g exr entonces < g ent(A) < o (A°).
Lema 3.5. Sea A C R — mod entonces (€< g ext(A)) = A°.

Demostracion. €| Sabemos que A C &< gen(A), si tomamos
K € (§<@ext(A))° por definicion Hom(G, E(K)) = 0VG € &< o .cxt(A)
en particular esto se cumple VG € A. Por lo tanto (&<, g ext(A))° C A°.

D] Si0# E(N) € A2y E(N) ¢ (< - oet(A))° entonces existe M €
E<vment(A) = (A°)y0# f: M — E(N). Como M € ,(.A°) por definicién
Hom(M,E(N)) = 0VN € A° esto implica que f = 0 Contradiccién. Por lo
tanto A° C (€< g eat(A))°. O

Lema 3.6. Si A€ L<_, g cut entonces N € A° siy solo sit,(N) = 0.

Demostracion. = |Por Contradiccion. Sea N € A°, supongamos que t 4(N) #
0 entonces existe 0 # A € A tal que A < N, asi que A — N — FE(N), por
lo que A — E(N). Contradiccién ya que Hom(M,E(N)) =0VM € A.
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<« | Esta demostracion se hard por contrareciproca. Supongamos que N ¢ A°
entonces existe 0 # f: A — FE(N) donde A € A. Por lo que 0 # f(A) y
N <. E(N), asi que 0 # f(A)NN < f(A). Y como A € A= f(A) € A,
en consecuencia f(A) NN € A pero 0 # f(A) NN < N. Por lo tanto
t4(N) 2 0. O

Por lo anterior podemos decir que si J € L<_. g et entonces J° = {M |
t7(M) = 0}. Recordando que t7(M) es el mayor submédulo de M que esta

contenido en J.

Proposiciéon 3.7. Si L € L< g entonces para todo mddulo rRM existe
U < M tal que U es el menor submodulo de M con la propiedad de que

M
Mepg

Demostracion. Sea {L < M | & € L£}. La familia {M = %}%eﬁ induce un

morfismo M 5[] {&} Notemos que [] {4} € L. ya que £ es cerrada
Mep Mep
L L

bajo productos. Ademds Nucy = N{L | &£ € L}. Pero existe N‘i\fw —

MH {#£} por el primer teorema de isomorfismo. Por lo que = 5 € L. Sea
Mer

U = Nucp, que es el menor submédulo de M que produce cociente en £. [

Observacién 3.8. Sea L € L< 11,5, si M ¢ oL entonces M tiene un cociente

distinto de cero en L.

Demostracion. Sea M ¢, L entonces existe 0 # f : M — E(L) con L € L
pero 0 # f(M) < E(L) € L, por lo tanto M — f(M) con f(M) € L. O

Observacién 3.9. Sea L € L<1g, st M ¢, L y M ¢ L entonces existe
M M
O—>V—>M—>V—>O exacta, conV;«éO%VEE.
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Demostracion. Como M ¢, L por la observacién anterior tenemos 0 # — €

v
M
L con V # 0 ya que si V = 0 entonces v = M € L. Contradiccién por
M
hipétesis M ¢ L. Por lo tanto existe 0 -V — M — v 0. O

Proposicién 3.10. Si £ € L< 11, entonces L € Leg;.

Demostracion. Sea L € L<pp entonces L € L<g g y supongamos que

0—+A—B—C—=0con A,C € L. Construyamos el siguiente diagrama
B
|
|
y

A—ro . __.C

| By

- I %

0—=FA)—=FEA)®EC)—E(C)—=0

El morfismo « existe ya que f es mono y E(A) es inyectivo, f =i o gy por
la propirdad universal del producto existe p morfismo tal que el diagrama
conmuta. Como E(A), E(C') € L entonces E(A) ® E(C) € L ademés es
inyectivo por ser suma directa finita de inyectivos. Por el lema del quinto u

es monomorfismo. Por lo tanto B € L. O

Teorema 3.11. Si L € L< 1 g entonces % €L, VM € R —mod.

—M—Oe£
te(M) M '

Demostracion. Si M €, L entonces

M
t,c(M) g

o

Supongamos que M ¢, £y supongamos por contradiccién que 0 #

€ L entonces formamos la siguiente sucesién

M
— 0 pero toﬁ(M>,m € L
M
tc(M)

L. Si suponemos que

M
t,c(M)

exacta 0 — t. (M) - M —

t,c(M)
entonces M €, L. Contradiccién ya que M ¢, L. Por lo tanto ¢, L.

Por la proposicion 3.7 tenemos la siguiente sucesion exacta.



26 CAPITULO 3. TEORIAS DE TORSION

M
U M (M) M U
0 ° =2 __— — (0 donde ————— esel
t,c(M) t,c(M) u U t,c(M)
t.c(M)
bmédulo d tal que L € £, not U _
menor submodadulio (] a ue —— s notemnos ue
ten) T e 3 ()

M
L. L pues L es cerrada bajo extensiones
eon £ 5 an £EP J v

o o

L
ro07) *
Tenemos que t (M) < U, asi que t (M) < t -(U), pero U < M por

ya que

lo que t,.(U) < t,o(M). Por lo tanto t (M) = t_(U). En consecuencia,
U

t.e(M)  t,c(U)
U

y no tiene submoédulos distintos de cero en ,£ entonces

o L v ——— ¢& L. Por la observacién 3.9 tenemos
t,c(U) #o Ly t,c(U) ?
U
% U t,c(U) U U
0 0 2 ~_— = —cL.
Tl D) A
t,e(U)

Ahora construyamos el siguiente diagrama.



3.1. CLASES DE TORSION HEREDITARIAS Y CLASES LIBRES DE TORSION27

1) T
1% _ 1%
t.c(U) t.c(M)
M M
0 v — 0
t,c(U) t,c(M) T
U M M
0 v v v
0 0
M
M M M
Observemos que VT € L entonces v € L, pero v = t"ﬁ‘(/M) y por la
U t,c(M)
eleccion de , tenemos que < entonces U < V. Por lo
L.e(M) T 0e00) = 1,00

U M
que U =Vy v 0. Contradiccién. Por lo tanto W eL.

Corolario 3.12. £ = (,£)° donde L € L<17,5-

Demostracion. Es claro que £ C (,£)°. Si M € (,L£)°, entonces por el Lema

~J

4.6 tenemos que t_-(M) = 0. Usando el teorema anterior tenemos M = & =~

0
toc% € L. Por lo tanto £ = (,£)°.

O

Por todo lo anterior podemos afirmar que tanto ()° como () invierten el
orden, ademis o() 0 () = 1e. .. ¥ (" 0o() = Leoyy,. Por lo tanto

0° s p
Le o ment —— L pp U0 antiisomorfismo de reticulas completas.
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3.2. Teorias de torsion hereditarias

Definicién 3.13. Si A € L< . gt entonces (A, A°) es una pareja orde-
nada donde A° € L<115. A una pareja asi se le llama teoria de torsion
hereditaria. llamamos la clase A de torsion y A° se llama la clase libre de

torsion.

Observacién 3.14. Si B € L< 11,5 entonces (B, B) también es una teoria

de torsion hereditaria, pues hemos visto que en este caso B € L< . g cat
Definicién 3.15. Definiremos a R—tors = {7 | T es una teoria de torsion hereditaria}

Definicién 3.16. Para una pareja de teorias de torsion hereditarias (A, A°) <

(C,C°) siy sdlo si se cumple que A C C si y solo si C° C A°.

También hemos demostrado que < . g e2t(A) =o (A°) es la menor clase de
torsién hereditaria que contiene a A.

Asi (5(A°), A°) = £(A) es la teorfa de torsién hereditaria menor que con-
tiene a A en su clase de torsiéon. Y si B es una clase de médulos entonces
(oB, (,B)°) = x(B) es una teorfa de torsién hereditaria, y es la mayor tal que

todo elemento de B es libre de torsion.

Ejemplo 3.17. En Z—mod (T,F) es una teoria de torsion hereditaria donde
T={M|o(z)<ocoVze M} yF={M|o(x) =00V0#x € M}.

Lema 3.18. Si 7 = (T,F) es una teoria de torsion hereditaria y t.(M) de-
nota el mayor submddulo de M en T, entonces t. (M) es el menor submddulo

de M tal que % cF.
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) = 0y por el Lema 3.6. €

tr() t- (M)
M
T° = F. Supongamos que existe N < M tal que N < t,(M) y — € F.

N
t-(M .t (M
(M) y como t,(M) € T, en consecuencia (M) e T.

t.(M)
N

Demostracion. Por definicién ¢, (

Entonces ¢, (M) —

M
%WGFporlo

€ Ty F. Por lo tanto ¢, (M) es

Por otra parte, como N < t,(M) < M entonces

t(M . t(M
que % € F. Contradiccién ya que (N )

M
el menor submédulo de M tal que —— € F. O
t. (M)

En particular: tT(%) =0, % € Fysi & € F entonces t.(M) < K.
La mayor teoria de torsion hereditaria es (R — mod, {0}) = x y la menor

teoria de torsién hereditaria es ({0}, R — mod) = &.

Definicién 3.19. Sea {7;}; C R — tors definimos a los infimos y supre-
mos de R — tors como /I\Ti es la teoria de torsion hereditaria con clase de

torsion Q{Tﬂ.} Y \I/T,; es la teoria de torsion hereditaria con clase de torsion
€< @ eat (LjJ{Tn}> respectivamente.

Observaciéon 3.20. Si R € T y T es una clase de torsion hereditaria en-
tonces T = R — mod. Pues para todo rM existe R —f» M y como Re T
implica que RX) € T, tenemos que M € T. Por lo tanto T = R — mod. As{
que (T,F) = .

Si (T,F) es una teoria de torsion hereditaria en 7 — mod propia entonces
Z ¢ T, porlo cual si x € M € T entonces o(x) < 0o. ( sio(x) = oo entonces
Zx = 7 € T). Por lo tanto (T,F) del ejemplo 3.17 es la mayor teoria de

torsion hereditaria propia.

Ejemplo 3.21. £{(Z,) = ({M | esdep — torsion},{M | notiene elemento

de ordenp}).
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Demostracion. {Z,}° = {zN | Hom(Z,, E(N)) = 0}, por lo cual E(N) =
Q¥a( @& {Z((Ii?)}), E(N) es divisible sin elementos de orden p". Entonces
q€P\{p}
{Z,}° ={N |Vz € N, o(x) # p"Vn}.
{Z,}7) = {M | Hom(M,Q¥ & (& {Z{3'})) = 0}.
q€P\{p}
En particular, la capsula divisible de M no tiene copias de Q ni de Z,~ como

sumandos. En consecuencia, E(M) = ZI(,X” ). Por lo tanto M es un p-grupo.

Asi, €(Z,) = (p — grupos, grupos sin elementos de ordenp). O

Si T es una clase de torsion hereditaria propia y M € T entonces M es de tor-
sion. Si Z, € T entonces todo p-grupo estd contenido en T,
ya que §<, o ext(Zy) C T.

Reciprocamente si M € T C Z—mod, T clase de torsion hereditaria entonces
M € &< o eat(Zy)VE< oo g eat(Zg)V ... para el conjunto de primos que dividen
al orden de un elemento de algin médulo en T.

Por lo tanto una teorfa de torsion hereditaria propia en Z — mod es \/A§ (Z,)

pe
con A C P = conjuntode primos.

Proposicion 3.22. R — tors es fuertemente seudocomplementada.

Demostracion. Tomemos 7 € R — tors entonces 7 = (T, F) con T una clase
de torsion hereditaria. Sea T" = {g M | M no tiene subcocientes # OenT}.
T’ es una clase de torsién hereditaria:

<|Sea M €T, N < M y g0 # L subcociente de N, tomando el coproducto

fibrado (Pushout U) construimos el siguiente diagrama N——s ]\I/[ ,
i l
Y
EB——@-->U

asi que L ¢ T’ pues L también es un subcociente de M.
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—|Sea M € T') M — K # 0y g0 # L subcociente de K, entonces
M — K | por lo que L ¢ T’ pues L es un subcociente de M.

B——Q
ext] Sea 0 - A— B — C — 0con A,C € T'. Supongamos que 0 # U € T

un subcociente de B entonces tenemos el siguiente diagrama

0 AL.B . ¢ 0.
h
U Q

Observemos que h o f(A) es isomorfo a un cociente de A, U Nho f(A) <
ho f(A) entonces U Nho f(A) es un subcociente de A y pertenece a T pues
U e Ty T es hereditaria. Como A € T’ entonces U Nho f(A) = Og. Asi

! B J C 0 y por la propiedad del contcleo

ih
A

que, 0 A

_Q@
ho f(A)
existe a : C' — %(Aﬁ‘ Por lo tanto U € T y es un subcociente distinto de 0

de C. Contradiccién. Por lo que B € T.
@] Sea {A;}; C Ty supongamos que U es un subcociente de &{A;} tal que
I

0 # U € T entonces @{Al}f—»Q . Sea 0 # x € U entonces x € @, por
T

]

U
lo que z = f(a;) + ... + f(a;,) con a;; € Ay;¥j € {1,...,n}. Observemos que
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A, ® ... ® A, — f(A;, &...8 A;,) notemos que Rz € T ya que U € T.

07Z|Rx

Por lo tanto A;, @ ... ® A, tiene un subcociente distinto de 0 en T contradi-
ciendo que T’ es cerrada bajo extensiones. En conclusién T’ es una clase de
torsién hereditaria.

Notemos que TNT" = {z0} ya que si existiera 0 # M € T'NT en particular
M € T y M es un subcociente de M. Por lo tanto M ¢ T’ contradiccidn.
Por otra parte supongamos que existe S clase de torsion hereditaria tal que
SNT ={g0} y que S C T" entonces IM € S\T’ por lo que M tiene un subco-
ciente distinto de 0 en T, este subcociente estd en SN T asi que SN'T #{0}
contradiccién. Por lo tanto T’ corresponde a la teoria de torsién hereditaria

que es el seudocomplemento fuerte de 7 en R — tors.

]

Observacién 3.23. Sean B,C € L<_. gert Yy de acuerdo con la definicion
3.19 definimos BV C = &< g ent(BUC) = {gM | VM — N # 0, 34 —
Ncon0 # A € B6A € C}. Por lo que BV C es la menor clase de torsion

hereditaria que contiene a B U C.

Proposicién 3.24. Sean A, B,C € L< ., ezt entonces ANBV C) = (AN B)V
(ANC).

Demostracion. 2| Es clara

C| Sea M € AN(BVC)y M — N # 0, N tiene un submédulo X # 0 en
BUCy X € Apues M € A. Asi que si X € B entonces X € ANB y si
X € C implica que X € ANC. Por lo tanto cualquier cociente distinto de
cero de M tiene un submédulo distinto de cero en (AN B)U (ANC).
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Por lo anterior, concluimos que R — tors es distributiva ya que las clases de

torsion hereditarias lo son también.

Definicién 3.25. Una teoria 7 de torsion hereditaria es de tipo simple si

T = Xé”(S) con A C R — simp.

Ejemplo 3.26. {({R—simp}) = ({semiartinianos}, { M édulos sin submédulos simples})

es la Teoria de torsion de Dickson.
Teorema 3.27. Son equivalentes
1. R es semiartiniano

2. Toda teoria de torsion hereditaria es de tipo simple.

Co

. x es de tipo simple.
4. Toda teoria de torsion hereditaria tiene un complemento en R — tors.

5. Un seudocomplemento de una teoria de torsion hereditaria es un com-

plemento.
6. R —tors es de Boole.

Demostracion. 1) = 3) Como R es semiartiniano entonces R € {< . g cxt(R—
simp) por lo cual {(R — simp) = £(R) = x.

3) = 1) Tenemos que R € Ty = &< -, @ cat(A) con A un conjunto de simples.
Por lo cual todo cociente de R no nulo tiene un submoédulo simple en A. Por

lo tanto R es semiartiniano.
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3) = 2) Recordemos que x = (R — mod,{0}) y por hipdtesis es de tipo
simple entonces Vg M # 0 es semiartiniano es decir, VM — L # 0, 3K — L
con K € R — simp. Sea 7 = (T,F) una teoria de torsién hereditaria. Por
demostrar que T = &< . ¢ ot ({rH | H simple, H € T}).

C| Sea M € T y por hipétesis es semiartiniano entonces VM — N # 0,
45 — N con S simple, ademas S € T ya que M € T. Por lo tanto M €
b oen({nH | Hsimple, H € T})

D| Sabemos que si A C T entonces &<, g ext(A) € T y dado que {gH |
H simple, H € T} C T. Por lo tanto {< . g cxt({rH | H simple, H € T}) C
T.

2) = 3) Esto es cierto ya que por hipétesis toda teoria de torsién hereditaria

es de tipo simple en particular y.

2) = 4) Si 7 es una teorfa de torsién hereditaria por hipé6tesis 7 = £(.A) con
0# A C R — simp. Sea B = R — simp\{A}. £(A) A&(B) = £ de lo contrario
tendriamos que M € Te_ ) NTe ., para algin M distinto de
cero entonces los subcocientes simples de M estarian en ANB, contradiccién.
Ademas y = &(R — simp) < £(A) V E(B).

€1

4) = 5) Digamos que 7 tiene complemento 7’y sea 7— su seudocomplemento.

€L

Entonces 7 A 7 = £ por ser 7 un seudocomplemento fuerte de 7 tenemos

7 < 71, Porotrolado, 7t = 7t Ay = 7EA(TVT) = EV(TEAT) = TEAT = 7
Por lo tanto, 7+ = 7.

5) = 4) Esto se cumple ya que R — tors es seudocomplementada.

4) < 6) Ya que R — tors es distributiva.

4) = 1) Sea £(R—simp) = 7p por hip6tesis tiene complemento 7 que cumple

ToVy=xy TpAv=E Sivy# & entonces existe 0 # M € v pero M tendria
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un subcociente simple gS. En consecuencia £(S) < 7p Ay = &, contradiccion.
Por lo cual v = £ y asi 7p = x. Por lo tanto R € T, esto significa que R es

semiartiniano. ]
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CAPITULO 3. TEORIAS DE TORSION



Capitulo 4

Prerradicales

Introduccién

Iniciaremos con la definicién de prerradical para definir la clase de pretorsion
y la clase libre de pretorsion. Hablaremos de las clases R —pr, R—pid, R— pet
y R — rei que corresponde a la clase de los radicales exactos izquierdos.
Demostraremos que existe una biyeccion entre L., o, L< o eats £< - @ cat
v R — pid, R — pei, R — rei respectivamente. También demostraremos que
Lot L<1.8L<[Leat,e Y R —1rad, R —rid, R — rei existe una biyeccién res-
pectivamente.

Posteriormente, dado que existe la biyeccién entre L< . g ext y R — rei ve-
remos que si R = Z entonces para todo r # 1 radical exacto izquierdo en
Z—modr = V{te. . ..z, | Zp € T,}. Y concluiremos con mostrar que

|Z — rei| = |R|.

Definicién 4.1. Un prerradical v es un funtor r : R — mod — R — mod, tal

que satisface las siguientes condiciones:

37
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1. Para VM € R —mod r(M) <p M.

2. Para todo morfismo f :p M —g N se tiene que el siguiente diagrama

conmuta

es decir, f(r(M)) < r(N).

Ejemplo 4.2.

1. Zoc es un prerradical, ya que Zoc(M) < My f: M — N morfismo
tenemos que f(Zoc(M)) < Zoc(N)

2. Z definido por Z(M) = {z € M | (0 : z) <. R}, Z(M) es un
submoédulo de M ya que 0 € Z(M) pues (0 : 0) = R <.; R, ademés
si z,y € Z(M) podemos ver que z +y € Z(M). Para comprobar esto

recordemos las siguientes proposiciones:

Proposicion 4.3. Si I, J <.s R entonces INJ <.s R

Demostracion. Por hipotesis, VO # H < R, INH #0y JNH # 0.
Ahora (INJ)NH =1IN(JNH)ycomo 0 # JNH < R, entonces
IN(JNH)#DO. O

Proposicion 4.4. Si I <., R eI < J < R entonces J <., R.
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Demostracion. Por hipétesis VO # H < R se tienen que I N H # 0.
Como I < J implica 0 2 I N H < JN H entonces 0 # J N H, por lo
tanto J <., R. O]

Con esto ya podemos demostrar que x +y € Z(M). Sean z,y € z(M)
por definicion (0 : x),(0 : y) <. R asi que (0: 2)N (0 :y) <., R.
Observemos que (0 : )N (0 : y) € (0 : 2+ y) (pues si a € (0 :
x) N (0 : y) esto significa que ax =0 =ay = ar+ay=a(z +y) =0
entonces a € (0 : z + y)). Usando la proposicién anterior tenemos que

(0:2z+y) <es R. Por lo tanto x +y € Z(M).

Veamos ahora que si ¢ € Z(M) entonces ra € Z(M)Vr € R.
O0:rz) ={s|sre =0} ={s|sre(0:x)}=(0:2):r).Pa
ra ver que esto es esencial, basta demostrar que si gl <., R entonces
(I:7r) <cs RVr € R.

Supongamos que gl <., Ry (I : r) no es esencial en R. Entonces
304 J < Rtalque (I :r)NJ =5 0. Si x € JrN I entonces = € [
yx =jrpa j€J porloquej e (I:r)yj € J. Perocomo
(I : r)NJ = 0 entonces j = 0 en consecuencia x = 0. Por lo tanto
Jr NI =g 0 pero I es esencial, asi que Jr =g 0 < [. Esto muestra
que J C (I :r). Por lo tanto J = JN (I : r) =g 0 contradiciendo que
supusimos que J # 0. Concluimos que (I : r) <., R. Por lo tanto si

x € Z(M) entonces rx € Z(M).

Ahora, si f es un morfismo tal que f: M — N y x € Z(M) entonces
(0:z) <.s R. Observemos que f((0:z)-x) = f(0) =0y que entonces
0=f((0:z)-2)=(0:2)- f(x). Porlo tanto (0 : z) < (0: f(z)). Asi
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que f(x) € Z(N). Con esto hemos demostrado que Z es un prerradical.

. Rad, definido por Rad(M) = N{N < M | N esmazximoen M}. Para

ver que Rad es un prerradical, demostraremos unas cuantas proposi-

ciones.

Proposicién 4.5. Rad(M) =5 {U <M |U < M}.

Demostracion. 2|Si U < My N <,4:. M entonces U < N. Si no
: N S U+ N ycomo N <4, M, entonces U + N = M. Pero por

hipétesis U < M en consecuencia N = M, contradiccion.

ClSiz e N VN <4 M, entonces Rr < M.

. , _ < M _ Rz+U ~ _Rz
Sind, Rx +U = M con U S M entonces ¢; T & oo por el

Rx
RxNU

segundo teorema de isomorfismos, notemos que es ciclico por ser
cociente de un ciclico, asi que tiene un maximo. Por lo que % tiene
un maximo ((M/U) = U < M <,4. M) entonces M = Rx + U <
Rz + MM=M (esta igualdad se da ya que x estd contenido en cualquier

méximo, en particular z € 9). Por lo tanto M = 9 y esto es una

contradiccion. Asi que Rr < M. O

Lema 4.6. Si A< B y B < M entonces A < M.

Demostracion. Supongamos que A+U = M, como B=BNM =BN(A+
B)=(BNA)+(BnU)=A+ (BNU)y por hipétesis A < B entonces
B=BnU,porlocual B<U.Pero M =A+4+U < B+U = U, por lo tanto

M = U y asi demostramos que A < M. n

Lema 4.7. Sea A< M y f: M — N entonces f(A) < N.
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Demostracion. Por el Lema anterior se puede suponer que f es un epimor-
fismo. Sea U < N tal que f(A) + U = N para un epimorfismo M 7, N.
M = f-{(N) = [-(f(A) + U), notemos que f~(f(A) +U) = A+ (D),
sea z € f71(f(A) + U) entonces f(x) € f(A) + U asi que f(z) = f(a) +u
para algin a € Ay u € U, entonces u = f(z) — f(a) = f(x — a), por
lo cual * —a € f~1(U) en consecuencia x € A + f~1(U). Para la otra
contencién f(A+ f~1(U)) = f(A) + f(f~H(U)) = f(A) + U, por lo tanto
A+ fYU) € f7Yf(A) + U). Por lo anterior, M = A+ f~(U) y co-
mo A < M entonces M = f~}(U) en consecuencia N = U. Por lo tanto
f(A) < N.

[

Proposicion 4.8. Si r es un prerradical entonces r conmuta con sumas

directas, es decir, r(® M;) = @ r(M;).
iel iel

Demostracion. <| Como r es un prerradical, tenemos el siguiente diagra-

ma, (@ M;)—— & M, L M, donde p; es i — ésima proyeccién, ademds
icl icl
pi(r(®M;)) < r(M;)Vi € 1. Entonces @ p;(r(® M,;)) =r(d M,;) < &r(M,;).
iel i€l iel iel iel
> | Tenemos que {M;};c; es independiente entonces {r(M;)};cr es indepen-
diente, por lo que @ r(M;) = > r(M;) < r(® M;). Por lo tanto @ r(M;) <
iel i€l iel iel
r(@® M;). O
icl
Definicién 4.9. Sea r un prerradical definimos la clase de pretorsion de r

T, ={M |r(M)= M} yla clase libre de pretorsion F, = {M | r(M) = 0}.
Proposicién 4.10. T, € £_, 4.

Demostracion. Sea M € T,y f: M — N. Por definicién de prerradical te-
nemos que f(r(M)) < r(N) pero r(M) = M implica f(M) < r(N), ademds
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f es epi entonces N < r(N). Por lo tanto r(N) = N y con esto demostramos
que T, € L.

Sea {M;}ier € T, esto significa que r(M;) = M;Vi € I, ademds sabemos
que r conmuta con sumas directas por lo que T(iEeDIMi) = EIT(MO = E}IMZ

Por lo tanto T, € Lg. [
Proposicién 4.11. F, € L< 7.

Demostracion. Sean M € F, y N < M, entonces i(r(N)) < r(M) Asi que
r(N) <r(M)=0. Por lo tanto r(N) =0y asi F, € L.

Sea {M;}ier C F,, asi que r(M;) = 0Vi € I. Observemos que para la proyec-
cién p; : [[M; — M;, tenemos que p;(r([[M;)) < r(M;) = 0Vi € I. Por lo
tanto r(ﬁ?\&) =0, por lo que F, € Ly7. < ]

ic
Definicién 4.12. R — pr = {r | r es un prerradical}.
Definimos el orden en R — pr comor < s sir(M) < s(M) VM € R — mod.

Los prerradicales se pueden componer: (r o s)(M) = r(s(M)) ademds

r(s(M)) < s(M) < M.
Definicién 4.13. Un prerradical es idempotente siror =r.

Ejemplo 4.14. SiC € L_ & entonces tc(M) =) {N < M | N € C} es un
prerradical idempotente ya que te(M) < M por definicion. Si f : M — K
es un morfismo, como te(M) =3 {N < M | N € C} entonces f(tc(M)) =
YHAS(N) | N €C}. Dado que N € C implica que f(N) € C, en consecuencia
se tiene que Y {f(N)| N e€C} <> {L<K|Le€C}=tecK). Porlo que,
flte(M)) < te(K) y asi te es un prerradical. Ademds te(te(M)) = te(M) ya
que te(M) € C.
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Definicién 4.15. Una clase C no vacia de R-mddulos se llama una clase de

pretorsion si es cerrada bajo —, @.

Teorema 4.16. Hay una correspondencia biyectiva que preserva el orden
entre prerradicales idempotentes (R — pid) y las clases de pretorsion L_, g,

dada por R —pid<—L_, 5 donde T, ={M | r(M) = M}.

r——T,

tc=—1C
Demostracion. Para demostrar esto basta demostrar que si r € R — pid
entonces r = tt, y si C € L_, g entonces C = Ty,.
Si M € R—modyr € R— pid por definicién r(r(M)) = r(M) entonces
r(M) € T, pero tr, (M) = > {N < M | N € T,}. Por lo tanto r(M) <
tr, (M).
Recordemos que tr, (M) < M, ademas tr. (M) € T, entonces tr (M) =
r(tr,(M)) < r(M) y asi ty, (M) < r(M).
Si M € C entonces t¢(M) = M, por lo que M € T,,. Por otra parte, si
M € Ty, implica que tc(M) = M y asi M € C. Por lo tanto C = Ty,.
Sean r,s € R —pid conr < sy M € T, entonces M = r(M) < s(M)
asi que s(M) = M, en consecuencia M € Tg. Por lo tanto T, C T,. Sean
A,C e L_, 4 tal que A C C. Tomemos M € R—mod entonces t4(M) € ACC

y por definicién de t¢ implica que t4(M) < te(M). Por lo tanto t 4 < te. O

Definicién 4.17. Un prerradical v es exacto izquierdo si dada una sucesion
exacta 0 - A — B — C — 0 entonces la sucesion 0 — r(A) — r(B) — r(C)

es exacta.
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Denotaremos con R — pet la clase de los prerradicales exactos izquierdos.

Lema 4.18. Son equivalentes para r un prerradical.
1) r es exacto izquierdo.
2) Si N < M entonces r(N) =r(M)NN.

3) r es idempotente y T, € L<.

Demostracion. 1) = 2) Por hipétesis tenemos que

0 Ne— M —"sM/N——=0

00— (N (M) =% (M)
Notemos que Nuc(m) = r(M) N Nuc(r) = r(M) N N. Ademéas Nuc(m) =

Im(i)) = r(V). Por lo tanto 7(N) = r(M) N N.
2)=1)Sea 0 A-Ll.-p-2.¢ 0 por demostrar que 0 — 7(A) A

r(B) 2 r(C) es exacta. Sabemos que la restriccién de un monomorfismo es
monomorfismo y también que f(r(A)) < r(B) por ser r prerradical. Falta ver
que I'm fj = Nucg). Tenemos que Nucg = Nucg Nr(B) =Im fNr(B) =
Fr(4))

Observemos que

~

— f(A

. Por lo que r(f(A)) = f(r(A)) pero

A )
r(A) —=r(f(4))
f(r(A)) = Imf,. Por lo tanto r es exacto izquierdo.

2) = 3) Como (M) < M entonces r(r(M)) =r(M)Nr(M) =r(M). Por lo
tanto r es idempotente.

Sea N < M y M € T, entonces 7(N) = r(M)NN = MNN = N, en

conclusion r(N) = N.

3) = 2) Por hipétesis r es idempotente, entonces r(M) € T,. Ademés T, €



L implica que N Nr(M) € T,, es decir r(N Nr(M)) = NnNr(M).

Por otra parte, NNr(M) < N. Asi que r(NNr(M)) < r(N), ademés r(N) <
N ysi N < M entonces r(N) < r(M), por loque r(N) < NOr(M) =r(NnN
r(M)) y por doble desigualdad tenemos r(N) = r(N Nr(M)) = N Nr(M).
Por lo tanto r(N) = N Nnr(M). O

Definicién 4.19. r es un radical si v es un prerradical y r(M/r(M)) =

0VM € R — mod.

Proposiciéon 4.20. Si C € L< _, g et entonces te es un radical exacto iz-

quierdo.

Demostracion. Sea C € L< _, g o entonces t¢ es un prerradical exacto iz-
quierdo. Solo falta demostrar que es un radical. Tomemos M € R — mod y
formemos el siguiente diagrama,

0 —te(M) M

M
tc(M)

e o () )
Como te(M) y te (%) € C entonces 7w~ <tc <tc?§/—/)>) € C pero

-1 (tc <%>) < M asi que 71 ( ( )) te(M). Por lo tanto
M

= 0. O

e\ wean

Proposicién 4.21. Sir es un radical entonces T, es cerrada bajo extensio-

nes.

Demostracion. Supongamos que tenemos la siguiente sucesién exacta
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0 A2 P ¢ 0 con A,C' € T, por demostrar que B € T,.

Construimos el siguiente diagrama.

Como A € T, y T, es cerrada bajo cocientes entonces v o a(A) € T, donde

voa(A) C r(%). Pero 7o a(A) = r(yoa(A)) C r(%) = 0. Por lo que
r

voa =0y por la propiedad del conticleo existe 7 : C' — B) Recordemos
r
C € T,, esto impli Be’]I‘Et (B)O
ue », esto implica que ——— ». Entonces =r =
! P (B) r(B) ~ r(B)
Por lo tanto r(B) = B es decir B € T,. O

Proposicién 4.22. Sea C € L_, g, si C cerrada bajo extensiones entonces tc

es un radical.

M T
Demostracion. Supongamos que te(——— 0 entonces sea 0 # ——— el
mayor submodulo de 1e(M) en C, construimos el siguiente diagrama.
c
M
0——te(M M 0
c(M) e (M)
T
0——=te(M) T 0
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Como te(M), € C y C es cerrada bajo extensiones entonces 7' € C

T
te(M) .
pero T' < M. Por lo tanto ———— = 0. Contradiccion. O

te(M)
Con esto demostramos que hay una biyeccién entre L< _, g .0r vy R — rei (la

clase de los radicales exactos izquierdos). En conclusién tenemos el siguiente

diagrama.

E_»,@ R — pZd

]

L< o<~—R—pei

o]

Lo ent<—>R—rei
C——1¢

T, <~—ir

Definicién 4.23. Sea C €L< [y definimos r°(M) = men{N < M | M/N €
C}.

Proposicién 4.24. v¢(M) estd bien definido y es un prerradical.

Demostracion. Para demostrar que r¢(M) estd bien definido recordemos la
porposicién 4.7 donde se demustra esto. Ahora demostraremos que 7€ es un
prerradical, por definicién r¢(M) < M. Sea f : M — N por demostrar
que f(r¢(M)) < r¢(N), es equivalente a probar que 7¢(M) C f=1(r¢(N)).
Como (M) es el menor submédulo de M tal que M/r°(M) € C, bastara

demostrar que M/f~1(r¢(N)) € C. Notemos el siguiente diagrama.
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M / N
1\14 7 N
IS (V)

Sea 7 € Nuc f por definicién f(m) = 0 entonces f(m) € r(N) implica que
m € f~1(r¢(N)), por lo que m = 0 y asi f es mono.

Por lo tanto M/f~(r®(N)) € C y concluimos que r¢ es un prerradical. [

Proposicién 4.25. r¢ es un radical.

M /r¢ (M
Demostracion. Por definicién de r¢ tenemos M /r(M) € C entonces % €
C. Por lo tanto r¢(M/r¢(M)) = 0. O
M M
Lema 4.26. Sir es un radical y N < r(M) entonces T(F) = T(N )
Demostracion. Como N < r(M) construimos la siguiente sucesién T(ﬁ) —
M =~ M M M
v S0 asi que T(N) C Nucm = %
M

Por otra parte, dada la siguiente sucesién exacta N — M —f» N donde f es

M M
la proyeccién y como r es radical entonces f(r(M)) = T(N ) < r(ﬁ) Por

r(M)

lo tant —) = . [
o tanto 7( N) ~

Teorema 4.27. Hay una biyeccion entre R — rad (la clase de los radicales)

y L< 1 que invierte el orden dada por, R —rad——s L< ]

r——F,
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Demostracion. Basta demostrar que las correspondecias son inversas una de

la otra e invierten el orden, es decir C = F,c y r = rfr,

M
Sea M € C entonces — € C, por lo que r°(M) = 0. Por lo tanto M € F,c.

{0}

M
Si M € F,c entonces r°(M) = 0 y asi m € C, en consecuencia M € C.
Sea M € R—mod y r € R — rad entonces M/r(M) € F,, por lo que

M (M)

TFT(M)) (M)
Por lo tanto 7 = rfr y con esto hemos demostrado que hay una biyeccién

rfr (M) < r(M) y por el Lema 4.26 tenemos que 0 = r(

entre R —rad y L< 7 las clases libres de pretorsién.

Sean C,D € L<y tal que C <Dy M € R — mod entonces €C,en

M
r¢(M)
M
consecuencia <00 € D. Por lo tanto 7P (M) < r¢(M).
Sean r,s € R—rad tal que r < sy M € F, entonces r(M) < s(M) = 0, por

loque r(M)=0y asi M €F,. O

Proposicion 4.28. Eriste una biyeccion que invierte el orden entre L< [T cat

y R —rid. Dada por L<{]ext — R —rid donde R —rid es la clase de los

radicales idempotentes.

Demostracion. Sea C € L< []ext por demostar que el menor submédulo de

r¢(M) que produce cociente en C es 7¢(M). Tomemos N < r¢(M) tal que
re(M)
N

€ C, formemos el siguiente diagrama.
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N
|
re(M)
|
rC(M)( M M/N M
N N rC(M)/N — r¢(M)
Observemos que rcg\][\/[)’ TC‘E\?\[/[) € C entonces % € C. Por lo cual N >

r¢(M). Por lo tanto r°(M) = N y asf demostramos que 7¢(r¢(M)) = r¢(M)
es decir ¢ es idempotente.

Ahora supongamos que r € R — rid solo tendriamos que demostrar que F, €

Lz, es decir, dada una sucesién exacta 0 A—=~B g g 0 con
A,g € I, por demostrar que B € [F,.
Caso 1) Si AN r(B) = 0 entonces tenemos el siguiente diagrama
r(B) donde f = fBoi
AN
2,

0 A——~B 1 0

Nuc f = Nucpnr(B) = Imanr(B) = ANr(B) = 0, lo que significa que f es
mono entonces r(B) € [F, y r es idempotente. Por lo que r(B) = r(r(B)) = 0.
Por lo tanto B € FF,.

Caso 2) Si ANr(B) # 0 formemos el siguiente diagrama

r(B) . A+r(B)
Anr(B) A

AN (B)—>r(B)

A—=

S

nl <—
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Notemos que 5(r(B)) — g con — € F, ya que este es cerrado bajo
submdédulos entonces B(r(B)) € F,.

Por otra parte r(r(B)) = r(B) entonces r(B) € T, pero T, es cerrado bajo
cocientes, en consecuencia f(r(B)) € T,. Por lo que (r(B)) € T, NF,. Asi
que S(r(B)) = 0 esto implica r(B) < Nucf = Ima = A pero A € F,
entonces 7(B) € F,, ademas r(r(B)) = r(B) implica que r(B) € T,. Por lo
tanto r(B) = 0 Contradiccién ya que A Nr(B) # 0. O

Proposicién 4.29. Eriste una biyeccion que invierte el orden entre L< [ ext,E

y R —rei. Dada por L<(]est,r — R —rei donde R —rei es la clase de

C— ¢

F,<——ir
radicales exactos izquierdos.

Demostracion. Dada C € L< []ew,r queremos demostrar que r¢ € R —rei,
para esto utilizaremos la equivalencia del Lema 4.18 entonces basta demostrar

C

que 7¢ es idempotente y T,c es hereditaria. r¢

es idempotente ya que en

particular C € L< 7 .eat-

Sea M € T,c y N < M, supongamos que K < N tal que % € C. Formemos

el siguiente diagrama.

Ne——— ]\II conmutativo, donde ¢ existe ya que E (%) es inyectivo,
L

Ne _p(X
K K

N N
ademas F <§) € C ya que 17 eC.
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N
Por otra parte Imp < FE <E) entonces Imy € C, pero M € T,c, en
consecuencia Imy € T,c. Por lo que Imy € T,c N C esto significa que
N
Imyp = r°(Imy) = {0} entonces X = 0 asi que N = K. Por lo tanto

r¢(N) = N con esto concluimos que r¢ € R — rei.

Sea r € R—rei entonces r es un radical idempotente, por lo que I, € L< 17 cat

falta demostrar que F, € L.

Recordemos que 7 es exacto izquierdo es equivalente a que VN < M r(N) =
r(M)NN. Utilizando esto con la cédpsula inyectiva de M tenemos que r(M) =
Mnr(E(M)).

Sea M € F, por definicién r(M) = 0 y por lo anterior 0 = (M) = M N
r(E(M)) pero M <., E(M) entonces r(E(M)) = 0. Por lo tanto E(M) €
F,. [

4.1. Prerradicales en Z — mod

Sin € N entonces n - _: Z — mod — 7 — mod es un radical cohereditario,

M+————snM
es decir, n - _ es un radical y la clase [F,,._ es cerrada bajo cocientes.

Primero demostraremos que n - _ es un prerradical, claramente nM < M. Sea

f iz M —z N entonces f(nM) =nf(M) <nN.

M nM +nM
P t t =
ororaparen(nM) i

Ya solo falta ver que F,,. € L. Sea M € F,. v f :z M —z N entonces
nN =nf(M)= f(nM) = f(0), por lo que N € F,,. .

= 0. Por lo tanto, n - _ es un radical.
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Sea n € N definimos An,, : Z — mod Z — mod

M+— An,(M) ={x € M | nx =0}

Proposicion 4.30. An,, es un prerradical exacto izquierdo.

Demostracion. Es claro que An,(M) < M. Sea f :z M —7 N entonces
nf(Any(M)) = f(n-Ann(M)) = f(0) = 0, por lo que f(An,(M)) < An,(N)
y asi demostramos que An,, es un prerradical.

Observemos que An,(An,(M)) ={z € An,(M) | nz =0} C An,(M). Aho-
ra tomemos z € An,, (M) entonces nx = 0, en consecuencia € An,,(An,(M)).
Por lo tanto An,, es idempotente.

Tan, = {M | An, (M) = M} = {M | nM = 0}, por lo tanto T,,, es una
clase de pretorsién hereditaria esto significa que An,, es un prerradical exacto

izquierdo. [
Proposicion 4.31. An, no es un radical.

Demostracion. Supongamos que An,, es un radical, entonces An,, € Z — rei,

en consecuencia Ta,, € L< . ¢.cqee- Tomemos la siguiente sucesién exacta.

7 7
0 27,4 Zy 224 0 notemos que 2Z, y 2_Z44 € Ta,, pero

Zy & T ap,. ]

4.2. Clases de torsion hereditarias en Z —mod
Definicién 4.32. Sea r un prerradical sir =1 si y solo sir(M) =M YpM.

Observaciéon 4.33. Sea r un prerradical en generalr = 1 si y solo si R € T,.
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=| r =1 entonces r(R) = 1(R) = R. Por lo tanto R € T,.
<] Si R € T, entonces RX) e T, y como todo grM es un cociente de un
modulo libre entonces todo g M pertenece a T,. Por lo tanto r = 1.

Si0 # r # 1 es un radical exacto izquierdo en Z —mod entonces r(Z) # Z =
r(Z) = Z ya que r(Z) es in ideal de Z.

Proposicién 4.34. Sir # 1 radical exacto izquierdo y r(M) = M entonces

M es de torsion (es decir, todos sus elementos son de orden finito).

Demostracion. Si 3x € M tal que o(z) = oo entonces Z = Zx — M € T,,
en consecuencia Zz € T, implica r(Zzx) = Zz. Por lo tanto r(Z) = Z.

Contradiccion ya que r # 1. m

Denotemos t(M) ={zx € M |o(z) < oo}y l#re R—rei. VM, r(M) € T,
ya que r es idempotente esto significa que r(M) < t(M). Por lo tanto r < 't
y T, C{M | M esdetorsion}.

En conclusion t es el mayor de los radicales exactos izquierdos propios.

XL

Sea Z, € T, sin = pS* - - - p* entonces Z, = Ly @+ @ szk. Ademés si

Zp?i € T, siy solo si Z,, € T,.
=] Si Z,: € T, entonces existe f : Z i — Zp,. Por lo tanto Z,, € T,.

<] Si Z,, € T, tomamos la siguiente sucesién exacta 0 — Z,, — Z,» —
L,

bi
Zpi
esto lo hacemos hasta llegar a la «; — estma potencia.

= Zyp, — 0. Como T, es cerrada bajo extensiones entonces Z,2 € T, y

Por lo tanto r estda determinado por sus subgrupos simples de torsién, es

decir, si M € T, y p|o(x) para algun « € M entonces Z, € T, con p primo.

Proposicién 4.35. Sir es un radical exacto izquierdo en Z — mod entonces

T, es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.
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Demostracion. Veamos primero que si Z, € T, entonces Z,~ € T,. Tomemos
la siguiente sucesion 0 — Z, — Z,2 — %: & Z, — 0 por hipétesis Z, € T,
y T, es cerrado bajo extensiones entonces Z,> € T,. Por induccién Z,» €
T, Vn € N. Por lo tanto Z,~ € T,.

Supongamos que r # 1y M € T, entonces Vo € M o(z) = pi*---pp*. Sea
Q) = {p| pes primo y plo(x) p.a.x € M} entonces Z, € T, Vp € Q. Por lo que
Lo € T, Vp € Q ademés Z;fo) eT,y pg}Qng) € T, para algunos conjuntos

X,. Pero E(M) = @® Z{X. Por lo tanto E(M) € T,. O

PEQ
En conclusién si 7 es un radical exacto izquierdo en Z — mod, M € T, siy
solo si Zx € T, Vx € M. Por lo tanto r estd determinado por sus ciclicos de

torsion.

Proposiciéon 4.36. Si r es un radical exacto izquierdo y Z, € T, entonces

todo p — grupo estd contenido en T,.

Demostracion. Sea zH un p— grupo por definicién si x € H entonces o(z) =
p" p.a. n € N. Por lo que Zx = Z,» y como Z, € T, implica que Zy € T,.
Por lo tanto H € T,. O

Si p es un primo, é< . g cxt(Zy) = {M | Mesunp — grupo}. Denotaremos
bec v @ent(Zs) = Tp-

Por lo anterior podemos describir a todo r # 1 radical exacto izquierdo en Z—
mod ~ como 1 = v{t, | Ly, € T.} vy
T, = {M | o(z) es divisible por primos p Vz € M tal que Z, € T, }.

Ejemplo 4.37. (t;Vt3)(zM) = {x € M | o(z) = 2" -3 p.ai,j € N}. Y asi
M €T, siy sélo sio(x)=2"-3 Yo e M.
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Por lo tanto, hay una correspondencia biyectiva entre los radicales exactos
izquierdos propios y subconjuntos del conjunto de primos, es decir, si P = {p |
pesunprimo} entonces |{r | r es un radical exacto izquierdo propio en Z —

mod}| = |p(P)| = |p(N)| = |2Y| = |R|. Por lo tanto |Z — rei| = |R].



Capitulo 5

Atomos en reticulas de clases

de grupos abelianos

Inrtoduccion

Dada la teoria mostrada en los anteriores capitulos ahora nos enfocaremos
en analizar los dtomos de las siguientes reticulas Lo, L.,, L<_,, L<ar ¥
L< s @ext con R =7Z.

Se tienen las siguientes descripciones de los seudocomplementos
Ats = {M |gr M notiene submédulos # 0en A}.

At~ = {M |g M notiene cocientes # 0en A}.

At~ = {M |r M notiene subcocientes # 0en A}. Es facil ver que estos

seudocomplementos son fuertes.

Observacién 5.1. Recordemos algunas carateristicas de los seudocomple-

mentos fuertes.
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1. Si A€ L< entonces A*< € L< o p

2. Si A€ L., entonces AY> € L, .y y es cerrada bajo sumas directas de

simples.
8. Si A€ L, entonces A<~ € Lo g emt

Definicién 5.2. Sea £ una reticula con elemento menor 0 y A € L\{0}.

Decimos que A es un dtomo de L si este es minimo en L\{0}.

Definicién 5.3. Sea L una reticula con elemento mayor 1 y B € L\{1}.

Decimos que B es un codtomo de L si este es mdzimo en L\{1}.

5.1. Atomos en L(Z)

Si A un dtomo en L<(Z) entonces A # {0} y A =E<(M) V0 # M € Aya
que 0 # E<(M) < Ay como A es dtomo entonces A = {<(M).

En particular, si N, M € A\{0} entonces é<(N) = £<(M), lo que muestra
que N se sumerge en M y M se sumerge en N. Sea 0 # M € A con A dtomo.
Si0# N < M entonces AM — N, por lo tanto M se sumerge en cualquiera
de sus submédulos #p 0.

Consideremos los siguientes casos.

Caso 1)

Si M tiene un elemento de orden finito entonces M también tiene un elemento
de orden primo, por lo tanto M tiene un submdédulo isomorfo a Z, y como
M »— Z, entonces M = Z,,.

En este caso A =¢<(M) = ¢<(Z,) ={0,Z,}

Caso 2)
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Si M no tiene elementos de orden finito y 0 # x € M entonces Z = Zx — M
y como M — Zx = 7 , tenemos que M = nZ = 7 para algin n € Z. En

este caso A = £<(Z) = {0,Z}.

Definicién 5.4. Si M es no nulo y se sumerge en cada uno de sus submodu-

los distintos de cero, M se llama comprimible.

Los comprimibles para Z — mod son Z, y Z.

5.2. Atomos en £_(7)

Sea A un dtomo en £_,(Z) entonces A = ¢, (M) V0 # M € A.

Si M, N € A\{0} entonces M € £_,(N) = A, por lo tanto M es un cociente
de N. En particular, M es un cociente de cualquiera de sus cocientes distintos
de cero (M es cocomprimible). Sea 0 # M € A.

Consideremos los casos:

Caso 1) Si M tiene un cociente simple entonces M € A= ¢, (Z,) = {0, Z,},
por lo tanto M = 7Z,,

Caso 2) Si M no tiene cocientes simples entonces M no tiene submédulos
maximos, lo que muestra que M es divisible.

En este caso, M es de torsién, pues si existe x € M tal que o(z) = oo

entonces,

Zx 27 = Q
o
¥

M
donde dp : Q — M monomorfismo por la divisibilidad de M y porque Z es

esencial en Q. Por lo tanto Q es un sumando directo de M entonces M — Q
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Pero existe Q Q/Z Zyeo . Contradiccién, porque A es un atomo y

\

Lgoo
no hay morfismos distinto de cero entre Zpe~ y Zge.

Por lo tanto, M es divisible de torsién, asi que M = @ (ng )). Como M
peP
)

. X
genera un atomo entonces M = Zz(,oo”

S A= (M) =6, (Zy) asi que FZyeo — M.

que tiene a Zp~ como cociente.

Por lo tanto M = Z.

En conclusién, los dtomos en £_,(Z) son:
& (Zy) = {0,Z,} .
con p primo.
§a(Zpe) = {0, Zp‘x’}

5.3. Atomos en L. _.(Z)

Si A es un dtomo en L< _,(Z) entonces A =&, <(M) V0 # M € A.
Notemos que é< (M) ={A|3IM - Uy A— U}.

Como 0 # M entonces existe 0 # Rx — M, que por ser ciclico tiene un
cociente simple S. Asi tenemos

M . Por el coproducto fibrado tenemos el siguiente diagrama M —=U .

L, L

Por lo tanto, A = &, <(S5) = {0, S} con S simple en A. En particular los

atomos en L< . (Z) son de la forma {0, Z,}.

5.4. Atomos en L< g p(Z)

En general C € L< o g estd determinada por sus ciclicos.
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Proposiciéon 5.5. Sea C € L< g g entonces M € C si y solo si Rex € C
Ve e M.

Demostracion. =] Rx < M y M € C entonces Rx € C.
< |Sea {Rx;} una familia independiente méxima de submdédulos ciclicos de

M que pertenece a C (que existe por el Lema de Tukey). Entonces tenemos:

69{3%{ M B(M) .

E(®{Rz;})
De donde se tiene que, M < E(M) = E(®{Rx;}) € C. .. M € C. O

Si A es un dtomo entonces A = &< o p(Rx) Vo #0, v € M, M € A.
Notemos que si A es un dtomo, entonces VN, M € A\{0}, N € {c o g(M) =
{U | V0 # A< U dRx — Acon0 # Rx — M}. Asi que cualesquiera
dos médulos no nulos N y M en un atomo comparten un submaodulo ciclico
distinto de cero.

Para el caso de L< g g(Z) . Si A es un dtomo, A = {< ¢ p(Zx). Consideremos
los casos.

Caso 1) Si x es de orden finito entonces Zx contiene una copia de Z, para
algun primo p. Asi que A = &< g 5(Z,) = {zM |YO# N < M, Z, — N} =
{zM | zoc,(M) <.s M}.

Asi que existe un conjunto X tal que (Z,)X) = zoc,(M) <., M. Entonces
E(Z;S,X)) >~ FE(M). Denotaremos p — divisible a los médulos que son de p-

torsion y divisibles. Asi que,

A={M | E(M)esp — divisible}

={M | M esp — torsion}.
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Caso 2) Si todos los elementos de M son de orden infinito entonces

A=¢c o p5(Z) =€<6.6(Q) ={M| M eslibredetorsion}.

5.5. Atomos en Z — tors

Teorema 5.6. En general, si A € L _, entonces

<o ment(A)={M|VYM - N #0,3JA— Ncon 0 # A € A}.

Demostracion. Para empezar, notemos que A C {M | VM — N, 3JA —
Ncon0# A e A}

Sea M € Ay f: M — N con N # 0, entonces A € L _, implica que
N € A, como N — N, tenemos que existe 0 # N = A € A tal que A — N.
Veamos ahora que {M | VM — N # 0, 3A — N con0 # A € A} cumple las
propiedades de ser cerrado bajo <, —, ext, ®

<|Sea M € {M | VM —- N # 0,3A — Ncon0 # A€ A} y L — M,
supongamos que X es un cociente de L distinto de cero, es decir, L — X y

por el coproducto fibrado tenemos el siguiente diagrama

Le— M
|
X Y
@J(A) zJ4

Observemos que A — Y se debe a que M € {M | VM — N # 0, 3A —
NconO0 # A € A}, por lo que 0 # A € A Ademds ¢o(X) — Y.
Caso 1) Si p(X) <., Y. Entonces 0 # ¢(X)NA € A, por lo que XNy 1 (A) #
0 pero X = ¢(X) ya que ¢ es mono, asi que X N 1(A) = ¢(X) N A. Por
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lo tanto X N H(A) e Ay XNy 1(4) — X.
Caso 2) Si ¢(X) no es esencial en Y. Sea Z un seudocomplemento de p(X)
en Y, entonces ¢(X) @ Z <. Y, por lo que

notemosqueA<—>%yaqueMe{M|‘V’M—»N7£O,E|A>—>Ncon07é
A e A} y que p/(X) — % regresando al caso anterior. Por lo tanto L &
{M|VM—»N§£O,HAeSHNconO%AEA}.

—] Sea M € {M |VM —- N #0,3A— Ncon0#AAc Ay yg: M - U.
Queremos ver que U € {M |VM — N #0, 3A — Ncon(0 # A € A}

Sea f : U — L entonces M LU N L esto indica que M T L y por
hipétesis M € {M | VM — N # 0, 3A — N con(0 # A € A} entonces existe
0# A€ Atal que A — L, por lo tanto U € {M | VM — N # 0, 3A —
Ncon0 # A e A}

ext] Sean A,C € {M |VM — N # 0, 3A — N con0 # A € A} tal que 0 —
ASBSC 5 0PD. Be{M|VYM—N#0,3A— Ncon0 # A e A}

Supongamos que f: B — B; # 0, ahora tomemos el siguiente diagrama.
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Caso 1) Si foa # 0 entonces A — I'm(f o«). Por la hipétesis sobre A existe
0+# K € Atal que K — Im(foa«) < By, por lo tanto K — Bj.

Caso 2) Si foa = 0. Por la propiedad universal del conticleo 3h : C' — By
tal que ho g = f.

/

z
¥
By

Pero f es epi entonces h es epi. Y por la hipdtesis de C existe 0 # K € A
tal que K — Bj.

@] Sea {M,};c; una familia arbitraria con M; € {M | VM — N # 0, 3A —
Ncon0 # A € A} Vi € I. Tomemos 0 # f : 16691{MZ} — N entonces existe

g € I tal que foi; # 0, por lo cual tenemos & {M;} f—»N, observemos
i€l

Fla;
que existe un epimorfismo dado por M/ — f(M;), ademas f(M;) — N

y como M; € {M |VM — N # 0, 3A — Ncon0 # A € A} entonces existe
0# A e Atal que A — f(M,). Por lo tanto A — N.
[

Si recordamos que los atomos en L< _.(Z) son de la forma {0, Z,} con p primo

entonces los atomos en Z — tors estan generados por Z, es decir,
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b<—oeat(Ly) = {zM | VM — N # 0,3Z, — N} y esta es la clase de los

grupos de p — torsion

Observacion 5.7. &< . ¢ ert(R — simp) = {gM | VM — N # 0,35 —

Ncon S € R — simp} esta es la definicion de los semiartinianos.

Entonces para el caso de Z. z M es semiartiniano si y sélo si 7 M es de torsion.



Capitulo 6
L< o g es atomica si R =7

Anteriormente ya hemos definido lo que es un atomo en una reticula, ahora
veremos el concepto de una reticula atomica. En este capitulo, el objetivo es
demostrar que L< g g es dtomica y codtomica si R = Z pero antes mostrare-

mos que R — nat es de complementada y distributiva.

Definicion 6.1. Una reticula es dtomica si V0 # b € L, existe a dtomo tal

que a < b.

Definicion 6.2. Una reticula es codtomica si V0 # b € L, existe a codtomo

tal que b < a.

Observacién 6.3. St C € L<gp es un dtomo entonces C # {0} y C =
E<ap(M) Y0 #MeC.

Sea A C R — mod existe una menor clase natural que contiene A la cual es:
fsea}E(A) = {M | M — E(@I{AZ}) con AZ - .A}

1€
Si R = Z entonces zM es un grupo abeliano y si M tiene un elemento de

orden finito, entonces tiene un elemento de orden p con p primo. Por lo que

67



68 CAPITULO 6. L<op ES ATOMICA SI R =7

Z, — M. Si C es una clase natural donde hay médulos que no son libres de
torsion, existen médulos simples en C.

Asi, en este caso {M | M es un grupo de p-torsion} = &< o g(Z,) < C.

Si C consta de puros grupos abelianos libres de torsion, entonces Q € C ya
queO#xEMﬁZw§M€CperoZa:%Zﬁ>Q, por lo tanto Q € C.
beor(@Q) = {M | IM — QW) para algun conjunto X}, por lo que
C = {zM | M es libre de torsién} y este es un atomo. Por lo tanto Z — nat
es atomica con atomos: {é< g g(Z,) | pes primo} U {é< s r(Z)}.

Ya hemos visto que Skel(L<) = Skel(L< o k) = L< g 5. Sean Cy D dos clases
naturales definimos CVD = {M | V0 # N < M, 30 # Rz < Ncon Rz €
CuD}.

Proposicién 6.4. Sea C € L< o5 entonces CV C< =R — mod.

Demostracion. Sea gM # 0y {U;}; una familia independiente maxima de
submddulos de M que estan en C, ademés iGGBI{Ui} €eCy E(ﬁgf{UZ}) eC
entonces ieEI{UZ-} < My E(Z%B[{Ul}) — M, (podemos suponer que M es
inyectivo), por lo que M tiene un sumando directo en C y es inyectivo(C).
Asi que M = C' @& D. D no tiene submoédulos distintos de cero en C, si los
tuviera Rx # 0 seria uno de ellos entonces {U;}; U {Rx} y esta seria una
familia independiente de submddulos de M en C contradicién ya que {U;},

era maxima. Por lo tanto D € C*<. En conclusién todo gkM = C @ D con

CeCyDec(C*s. ]
Esto afirma que toda clase natural es complemento de su seudocomplemento.

Proposicion 6.5. R — nat es distributiva, es decir, sean C,D y & clases

naturales entonces CA(DV E) = (CAD)V (CAE).
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Demostracion. <|Por contradicién. Supongamos que M € CA(D V E) pero
M ¢ (CAD)V(CAE), entonces M tiene un submédulo N # 0 que no tiene
submédulos en (CAD) U (CAE). Como M € C, esto significa que N (que
pertenece a C) no tienen submdédulos en D ni en € pero esto contradice que
M e CA(DVE). Por lo tanto CA(DV E) C(CAD)V (CAE).

>| Es claro. O

En conclusién R — nat es de Boole. En particular Z — nat es de Boole y
atomica entonces es coatomica. Los coatomos son los complementos de los

atémos y reciprocamente.



Capitulo 7

Clases Conaturales

Introduccién

En capitulos anteriores hemos definido a ciertos generadores £<(A), & (A),
E<(A),Ep(A), < @ext(A) con A una clase en R — mod pensando en el
termino dual de generar obtenemos el concepto de cogenerador. Definiremos
a R — conat, demostraremos que Eeopnat(A) = (A1)t~ y R — conat es cardi-
nable.

Mostraremos que A+~ es cerrada bajo cocientes, extensiones y sumas direc-
tas de simples, ademds veremos que propiedad necesitamos para que A+~
sea cerrado bajo sumas directas.

Por ltimo, demostraremos los atomos en Z — conat y Z — conat es dtomica.

71
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7.1. Cogeneracion de clases de mdédulos

Recordemos que £_, = {A | A es no vacia, cerrada bajo isomorfismos y cocientes}
y dada A C R — mod entonces &_,(A) = {M | 3A - M con A € A} que es

la menor clase cerrada bajo cocientes que contiene a A.

Definicién 7.1. Cogenerador
Sea P un conjunto de propiedades de cerradura, Lp es una reticula cerrada

bajo P. xp(A) es la mayor clase en Lp contenida en A.
Ejemplos.

1. x<(A) = {M | YN — M, N € A} es la mayor clase hereditaria

contenida en A.

2. xo(A) = {M | VM —» N, N € A} es la mayor clase cerrada bajo

cocientes contenida en A.

X<.—(A) = {M | Todo subcociente de M pertenece a A}
= {M | M = N e A}

N——U

Lema 7.2. Si A€ L., entonces x<(A) € L.

Demostracion. Sea M € x<(A) todos los submédulos de M pertenecen a
A. Sea N € R — mod tal que existe f : M — N. Si L — N entonces
M , por lema del subcociente existe U tal que U—— M . Como

[——N L
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M € x<(A) implica que U € A y por hipétesis A € L_, por lo que L € A.
Por lo tanto todo submoédulo de N pertenece a A. O

Lema 7.3. Si A € L< entonces x-.(A) € L<.

Demostracion. Sean M € x_(A) y L < M, supongamos que existe

g : L - K entonces —s M y por Lema de subcociente existe N tal
9

K
que 7.t pycomo M € x_(A) entonces N € A, ademds K < N y por

R
K——N
hipédtesis A € L< implica que K € A. Por lo tanto L € y_.(A). O

7.2. R — conat

Ya hemos visto que L£_, tiene seudocomplementos y estan expresados como:

AL*:{M|M—f»Nc0nN€A:>N:RO}.
Lema 7.4. Los seudocomplemetos de L_, son fuertes.

Demostracién. Dada A € L_, por demostrar que AL~ es un seudocomple-
mento fuerte. Iniciaremos demostrando que A+~ € £_,.

Sea M € At~ y N # 0 tal que M — N y supongamos que N —» A con
A € A. Observemos que M — N —» A entonces M — A pero M € A*+~.
Por lo tanto A = 0. Claramente notamos que A A A+~ = 0.

Ahora demostraremos que A+~ es un seudocomplemento fuerte de A. Sea
Be L. tal que ANB =0, tomemos M €e By f: M —- Ncon N € Ay
como B € L_, entonces N € AA B. Por lo tanto N = 0 y asf M € A+~ con

esto demostramos que B C A+~ O]
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Lema 7.5. Para A € L_., A*~ es una clase cerrada bajo —»,ext, y sumas

directas de simples.

Demostracién. —»| Sea B € A~y f: B - C. Si C L DeconDe A
entoncesB—f»C—g»D:>Bg—ogD‘ Por lo tanto D = 0 ya que B € At~.
ext| Sean A, B € A~ tal que 0 — A5 M % B — 0. P.D. M € A+~

Hagamoslo por contradiccion. Sea o : M — D con 0 # D € A. Tomemos

D # 0, de lo

won@ € A recordar que A€ L. Observemos que

contrario (ao f)(A) = D y esto implica que aco f es epi y esto no puede pasar

D
(aof)(A)

va que A € A=, por lo que (ao f)(A) S D. Sea 7 : D —» m. Veamos
que kerg C kerm o o, tomemos x € kerg = Im f por ser sucesién exacta
entonces existe a € A tal que f(a) = z entonces mo a(x) = mo a(f(a)) C

m(a(f(A))) = 0y asi afirmamos que = € ker o a. Por lo anterior tenemos

que existe h tal que M J B por lo que h es epi contradicciéon ya
iwooc /,/h
D
(ao f)(A)
que B € A~ y tenenmos h epi con 0 # m € A. Por lo tanto A+~ es

cerrado bajo extensiones.

Sumas directas de simples| Tomemos {S; }ic; una familia arbitraria de sim-
ples tal que S; € A+~ y sea f : @I{Si} — A con 0 # A € A, recordar
que A € L_,. Por lo que, existe @Z; J C I tal que A = EBJ{Sj} entonces
existe A — §; para algin j € J, en consecuencia S; € A. ch)reltradiccién pues
S; € At~ Por lo tanto & {S;} no tiene cocientes distintos de cero en A.

i€l

]

Por otra parte ya sabemos la descripicién de A+~ dado que A € L_, pero
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cémo seria tomar el doble seudocomplento a A.

(AT)t = {M | M notiene cocientes distintos de ceroen A=~}
v
:{M\M—{»N;é0:>N¢AL*}

:{M|Mz{:N;éO,EIg:N—»A,conO#AEA}

Definicién 7.6. Recordemos que Skel(L_.) = {At~ | A€ L.}. Si B =
AL= para algin A € L., B se llama clase conatural y R—conat = Skel(L_.).

Teorema 7.7. £onai(A) = (A=)1~.

Demostracion. Sea A C B con B € R — conat entonces B = C+~ don-
deCe L., ACCH = (CH)t~ C At = (A C ((CH))E-
pero £, es fuertemente seudocomplementada por lo que, ((C+=)t=)+> =
C*t~ = B. Por consiguiente, (A*~)*> C B con B € R — conat. Por lo tanto
(A=) = Coonar (A). O

Por lo anterior, si A € L_,, la menor clase conatural que contiene a A es

(AL) .

Ahora tomemos la clase de grupos abelianos simples es decir, Z — simp.

(Z — simp)™~ = {zM | M notiene cocientes simples}

= {zM | M notiene subgrupos mazximos} = {zM | M es divisible}.

(Div)*t = (Z — simp™~)*~

v 3
:{ZM]M—iN#O,N—iA,conAeZ—simp}.
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Esta es la clase de grupos abelianos tales que cualquier cociente no nulo tiene

M M
. . : ) 0#f 39 N .
un cociente simple. Si M es asi entonces, M % —» % con % simple,
N N
esto implica que % <inaz %, por lo tanto N < M <,4. M.

Esto significa que es la clase de los grupos abelianos tales que cualquier

subgrupo propio esté contenido en un subgrupo maximo.

Definicién 7.8. Z—MAX = {z M | T'odo subgrupo propio de M esté contenido

en un mazximo}

Observacién 7.9.

1. Z es un modulo en Z — M AX ya que cualquier ideal propio esta con-

tenido en un maximo.

2. Z— M AX no es cerrada bajo sumas directas, si lo fuera entonces todos
los grupos libres estarian en Z — M AX y todo grupo abeliano seria

M AX aun los divisibles.

3. Z — MAX es cerrada bajo cocientes pues es un seudocomplemento en

L. Recordando que Z — MAX = (Div)t~ = (Z — simpt=)*+—.

Definicién 7.10. En general un anillo es MAX si todo submddulo propio

de cualquier modulo estd contenido en un submddulo mdximo.
Es equivalente decir que todo moédulo no nulo tiene cociente simple.
Ejemplo 7.11. Un mddulo neteriano es MAX.

Proposicién 7.12. Un mddulo M es ciclico (M = Rx paraalgunz € M)

sty solo si dxv € M tal que f: N — M es epimorfismo < x € Im f.
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Demostracion. =] Sea M = Rx y N 5 M con f morfismo, si z € Im f
entonces M = Rx < Im f en consecuencia M = I'm f. Por lo tanto f es epi.

Reciprocamente si f es epi entonces x € I'm f.

| | ResM
< | Supongamos que z tiene la propiedad, como por hipotesis ¢
r—x

es epi. Por lo tanto Rz = M. [

Definicion 7.13. Un mddulo rRM es cociclico si: 30 # v € M tal que f :

M — N morfismo es mono si y solo si x & Nuc f.
Ejemplo 7.14. Si grS es simple entonces E(S) es cociclico.

Demostracion. Sea 0 # x € S, supongamos que E(5) ' N morfismo y que
x ¢ Nuc f. Veamos que el nucleo de f es cero; Si Nuc f # 0y como S <.
E(S) entonces S N Nuc f # 0 pero S es simple por lo que z € S < Nuc f
asi * € Nuc f Contradiccién. Por lo anterior el nucleo de f es cero y por lo
tanto f es mono.

Reciprocamente, si f es mono entonces Nuc f = {0} por lo tanto x ¢ Nuc f.

O

Proposicién 7.15. Sea S € R — simp y S — U — E(S) entonces U es

cociclico.

Demostracion. Sea 0 # x € S, supongamos que f : U — N morfismo y que
x ¢ Nuc f. Veamos que el nucleo de f es cero; Si Nuc f # 0y como S <., U
yaque S <. E(S)y S <U < E(S) entonces SN Nuc f # 0 pero S es simple
por lo que z € S < Nuc f asi x € Nuc f Contradiccién. Por lo anterior el

nucleo de f es cero y por lo tanto f es mono.
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Reciprocamente, si f es mono entonces Nuc f = {0} por lo tanto x ¢ Nuc f.

]

Esta proposicion se puede interpretar como; todo submédulo distinto de cero
de E(S) (Todo médulo que tenga cépsula inyectiva isomorfa a E(S) con
S € R — simp) es cociclico. Todo médulo que tenga un submoédulo simple

esencial es cociclico.

Teorema 7.16. Si U es cociclico entonces tiene un submodulo simple rS

esencial.

Demostracion. Sea U cociclico con elemento distinguido x. Como Rx es cicli-
co entonces tiene un submaédulo méaximo por lo que tenemos un epimofismo

de Rxr a S con S € R — simp. Esto da pié al siguiente diagrama.

\\f

N
N

Ry — S~ E(S)
Y como E(S) es inyectivo existe f tal que conmuta el diagrama. Notemos
que f(z) # 0, si f(z) = 0 = h(g(x)) = 0 = g(x) € Nuch = {0} por
que h es mono entonces g(z) = 0 asi g(Rz) = Rg(x) = 0 en consecuencia
g = 0 Contradiccién ya que S # 0 pues es simple. Con esto afirmamos que
x ¢ Nuc f. Porlo tanto f es mono dado que U es cociclico. Como U 2 E(S),
S C Im fpues Sessimpley S <. E(S). S — f(U) = E(S) pero f(U) = U
ya que f es mono entonces S — U < E(S), ademdas S <.; F(S) por lo que
S <es U O

Sabemos que todo simple es un cociente de R, por lo tanto {{% | M <40 R}

contiene una copia de cada simple.
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Entonces {N | 3f : N — E(4%) con M <5, R} es una familia que contiene

una copia de cada cociclico.
Proposicion 7.17. Para todo 0 # M € R—mod tiene un cociente cociclico.

Demostracion. Sea 0 # M € R — mod entonces existe 0 # z € M y 0 #

Rx < M, tomemos a S un cociente simple de Rx. Construimos el siguiente

Ri— S F(S)

M
Notemos que M — Im fy S <., Im f y por la proposiciéon 7.15. Im f es

diagrama

cociclico. ]

Proposicién 7.18. SiC € R—conat entonces C = &eonat({M | M es cociclico, M €

C}).

Demostracion. 2| Es clara
ClSea0 # K €Cy K — N # 0, por la proposicién 7.17. existe 0 # U
cociente cociclico de N entonces K — N — U por lo que U € C y es cociclico.

Por lo tanto K € &eonat({M | M es cociclico, M € C}). O]
Corolario 7.19. R — conat es cardinable.

Demostracion. Definimos Cyp = E(BR — simp) este es el cogenerador inyec-
tivo minimo. Como cada cociclico se sumerge en Cy (teorema 7.16.) entonces
cada clase conatural estd generada por una familia de submédulos de Cy (Pro-
posicién 7.18. De hecho esta generada por los submédulos cocicilicos de Cy

que pertenecen a C). Por lo que existe f funcién inyectiva.
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f:+ R — conat 0(p(Co))

C——{M < Cy| M es cociclicoy M € C}

Por lo tanto R — conat es cardinable. O

Corolario 7.20. Si R es MAX (todos los mddulos no nulos tienen cocientes
simples) y C es conatural entonces M € C si y sdlo si todos los cocientes

simples de M pertenecen a C.

Demostracion. =] Como M € C y C es conatural esta es cerrada bajo co-
cientes en particular para los cocientes simples de M.

<« | Por demostrar que M pertenece a C si todos sus cocientes simples estan
en C. Sea V # 0 un cociente de M es decir f: M — V y como R es MAX
entonces existe g : V' — S con S simple, ademas por hipotesis S € C. Por lo

v
tantoMECyaqueC:{M\M—iN%O,EIN—»C%OconC’GC}. O

Proposicion 7.21. R es MAX si y solo si cada clase conatural es cerrada

bajo sumas directas.

Demostracion. =] Sean C una clase conatural y & {M;} con M; € C. Basta
iel

ver que @{M;} tiene todos sus cocientes simples en C.
iel

Sea 0 # f: @{M;} - S con S simple. Entonces existe j € J tal que
iel

o {M}—s
el
ZjvT Uifj:f\Mj
M.

J

Notemos que f; es sobre ya que su imagen esta en un simple y f; # 0. Asi

que S es un cociente de M; con M; € C. Por lo tanto S € C.
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< | R— MAX la clase de los médulos M AX es conatural ya que proviene de
(R — simp)*™)*~. R € R — MAX porque todos sus ideales propios estdn
contenidos en uno maximo por el Lema de Zorn, entonces todo libre es M AX

y todo cociente de un libre es M AX . Por lo tanto todo médulo es MAX. [

7.3. Atomos en Z — conat

Recordemos que {Z,,0} es cerrado bajo cocientes (salvo copias), entonces

podemos tomar &eonat(Zy) = {zM |Vf: M - N #£03g: N - Z,}.

Observaciéon 7.22. Esta clase contiene a los p-grupos de orden acotado:
Si G es un p-grupo de orden acotado entonces G = Z;f") &) Z(fi‘fl) DD
Z;,Xl), un cociente de G es de la forma % = ZI(,Z") D Zg’i}l) DD Z(Yl) on
| Y, ’S‘ Xn ’7"'7| Yy |§‘ Xy ’ :

St el cociente % es distinto de cero, % tiene un cociente simple Zj,.

Si 0 # M € &onat(Z,) entonces M tiene un cociente isomorfo a Z, asi
Ly € Econat(M) ya que es cerrada bajo cocientes.

Por lo tanto &eonat(Zy) < Econat(M) < Econat(Zyp).

Econat(Lp=) = {zM |Vf: M — N #03g: N - Z,~}. Esta clase consta de
divisibles es decir, M € &conat(Zyeo ) entonces M no tiene maximos, si M — Z,
pero Z, no tiene cociente isomorfo a Zjye~  Por lo cual M = GB ( ) o Q¥
donde P = {p | pesprimo}. Pero como M € .onat(Zy) esto significa que
M no puede tener copias de Q ni de cualquier Zg~ con q # p ya que Zgeo
no tiene cociente isomorfo a Zy~. En consecuencia M = Zl(,i(o” ). Por lo tanto

gconat< ) = {Z ‘ X conjunto}.
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Por lo anterior &.onat(Zy) ¥ Econat(Zp) con p € P son dtomos en Z — conat.
Ahora veamos que son todos.

Sea A un atomo en Z — conat, si algun moédulo M # 0 en A tiene cociente
Ly, entonces Z, € A= Eonat(Z,) < A. Por lo tanto &eonat(Z,) = A.

Si A es un dtomo y cada moédulo en A no tienen méaximos, A consta de
grupos divisibles. Sea 0 # M € A por lo anterior M es divisible entonces M
es una suma directa de Zp~ con p € Py de Q, Q no puede ser cociente pues
tiene a cada Zy~ como cociente Vp € P (% = ?PZPOC). Entonces M = Z}(,i(o)
(no puede tener sumandos Zpy~ y Zg con p 7&2, pues A es dtomo), asi pues

siMe A= M = Zz(ffo) esto implica que Zye € Ay Eeonat(Zp=) < A. Por lo
tanto Eeonat(Zp) = A.

Corolario 7.23. Z — conat es dtomica.

Demostracion. Si C es una clase conatural no nula se cumple una de las dos.
1. C tiene simples.
2. C consta de grupos divisibles.

En el primer caso C contiene un grupo isomorfo a Z,. Por lo tanto

fconat (Zp) S C .

En el segundo caso C contiene un grupo isomorfo a Zy~. Por lo tanto

gconat (Zpoo) S C



Capitulo 8

Clases de torsion no

hereditarias

Introduccion

Este capitulo esta motivo para que el lector tenga en cuenta que no to-
das las grandes reticulas son fuertemente seudocomplementadas para es-
to utilizaremos las clase de torsion no hereditarias. Ademas veremos que
& ment(A) =« (A*) con A una clase de mddulos. Por tltimo demostraremos
si R ="7Zen L_, g ¢ la clase de los médulos divisibles no tiene seudocomple-

mento fuerte.

Definicién 8.1. Si A es una clase de méodulos, denotamos por

A*={N | Hom(A,N) =r 0, VA € A}.
Proposicién 8.2. A" es una clase que pertenece a L< 17 eat-

Demostracion. <| Sea N € A*y L < N. Consideremos A EN L, observando

33
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A , tenemos que A P10 N , por hipétesis, dado que NV € A*. Como
|+
Lt N

i es monomorfismo, entonces f = 0. Por lo tanto Hom(A,L) = 0 VA € A,
es decir que L € A*.
Cerradura bajo productos: Supongamos que {N;}; es una familia de médu-

los en A*. Sea A—f>H{Ni}, componiendo f con una proyeccién p; :
T

A—f>H {N;} conmuta, porque por hipdtesis N; € A*. Entonces f = 0,

x jl’j
N;
asi que [[{NV;} € A*.
T

ext| Supongamos 0 — X Y % Z — 0 es una sucesién exacta con X y

YeA* . Sif:A=Y, conde A 0 X—‘t-y-t.7 0. Por
d
A

hpotesis, g o f = 0. Por la propiedad universal del nucleo, 3h : A — X tal

que i o h = f. Por hipétesis h = 0, asf que f =ioh=1i00=0. O]

Teorema 8.3. Si B es una clase de mddulos entonces B ={M | Hom(M, B)

0, VB € B} es una clase en L, g ext.

., . f .
Demostracion. —| Si M €, By M — L es un epimorfismo, entonces, dado

L % B tenemos que M-t , por hipotesis. Como go f = 0y f es
g

B
epimorfismo, tenemos que g = 0 lo que demuestra que Hom(L, B) =0 VB €

B. Por lo tanto L €, B.

0

@] Si {M;}; es una familia de mddulos en B, entonces dado un morfismo
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e{M;} EN B, tenemos que @Mif_>B Vj € I. Entonces f = 0, lo que
I

z‘]-v[ /
M;
demuestra Hom(®{M;}, B) =0, VB € B.

ext| Supongamos que 0 X Y Z 0 es una sucesion exac-
ta con X, Z € B, siY % B es un morfismo con B € B, entonces:
0—>X sy~
|s
B
propiedad universal del conticleo, 3h : Z — B tal que h o g = f. Por hipote-

sis h = 0, asi que f = 0. Por lo que Hom(Y, B) = 0 VB € B. De donde vemos

A 0, por hipotesis f oa = 0. Asi que por la

que B es cerrada bajo extensiones. O]

Teorema 8.4. Si A es una clase de mddulos, entonces (A*) es la menor

clase de méodulos en L_, g car que contiene a A. En otras palabras, ,(A*) =

gﬁ»,@,ewt@él)‘

Demostracion. Sea C' € (A*) siy s6lo si Hom(A,B) = 0VB € A*. En
vista de esto, tenemos que A C ,(A*). Ya vimos que .(A*) es una clase que

pertenece a L., g ¢t Por lo que &, g cxt(A) C L(A).

Ahora si C es una clase en £_, g ;x que contiene a A, demostraremos que
«(A*) C C. Supongamos que no; es decir, supongamos que 30 # M €
(A\C. Tomemos N < M tal que N es el mayor submédulo de M que

pertenece a la clase C. Notemos que N existe, dado que C es una clase de

M

pretorsién. Entonces & € .(A*) y % no tiene submoédulos distintos de cero

en C, pues si existiera 0 # C' < % y C' € C, entonces tendriamos el siguiente
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diagrama 0 N M — 0

]

0—>N—7Y(C) —C——0

Pero como C es una clase cerrada bajo extensiones, entonces 7~ 1(C) € C y
N = 771(C) contradiciendo la eleccién de N.

Asf, 0 # & € ,(A") y & no tiene submédulos distintos de 0 en C, y por lo
tanto no tiene submdédulos distintos de cero en A.

Si A € A entonces Hom(A, %) = 0, porque de otra manera si existiera

0# f:A— X implica que 0 # f(A) < X con f(A) € C, contradiciendo

que % no tienen submédulos distintos de cero en C. Por lo cual % e A*.

Pero como & € ,(A*), por hipdtesis, entonces Hom(%F, ) = 0, tomemos en

cuenta que 1d% # (. Contradiccién.
Esto muestra que ,(A*) C C. Por lo tanto ,(.A*) es la menor clase en £_, g cut

que contiene a A. H

Proposicion 8.5. La clase en L_, g ¢qr generada por los modulos simples es

hereditaria.

Demostracion. Notemos que si A es una clase cerrada bajo submoddulos, en-
tonces A* es una clase cerrada bajo capsulas inyectivas.

Sea M € A* con A € L<. Por demostrar que Hom(A, E(M)) = 0 VA € A.
Si0# f:A— E(M), entonces M N f(A) #gr 0.

BN
~

je

5
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Ya demostramos que A* € L 11, asi que M N f(A) € A*, por ser submédulo
de M y M € A*. Por otra parte, f~(M N f(A)) € A, pues A € L por
hipétesis. Pero fj: f~{(M N f(A)) - M N f(A) con f7H(M N f(A) e Ay
M N f(A) € A*. Contradiccion. Por lo tanto E(M) € A*.

Notemos ahora que si B es una clase cerrada bajo capsulas inyectivas, enton-
ces BB es una clase hereditaria.

Supongamos que B no es hereditaria entonces existe M €, B con N < M
tal que N ¢, B, por lo que existe 0 # f : N — B con B € By por

hipétesis E(B) € B, ahora veamos el siguiente diagrama. N———= M y

|1

B
)
E(B)
como E(B) es inyectivo entonces N ——— M . En consecuencia tenemos
oyégoft > .
E(B)

0#h: M — E(B). Por lo tanto M ¢, B.
En vista de lo anteriormente senialado, tenemos que la clase en L., g ..t ge-

nerada por los simples, que es ,((R — simp)*) es una clase hereditaria. [

Por lo anterior, .((R — simp)*) es una clase de torsion hereditaria. Asi que
R — simp C .((R— simp)*). Por lo que .((R — simp)*) contiene a la clase de
torsion hereditaria generada por los médulos simples , es decir contiene a la
clase de los médulos semiartinianos.

Por otra parte, como la clase de los médulos semiartinianos es una clase en
L_. & ext, debe contener a ,((R — simp)*). Por lo tanto la clase en L., g cut

generada por los médulos simples es precisamente la clase de los médulos
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semiartinianos.

8.1. La clase de los mdédulos divisibles no tie-
ne seudocomplemento fuerte

Teorema 8.6. St R =7 en L_, g ¢z, Div la clase de los mddulos divisibles

es una clase que no tiene un seudocomplemento fuerte.

Demostracion. Supongamos que D’ es un seudocomplemento fuerte de Div
en L., g ext-

La clase S'S de los médulos semisimples es una clase en £_, ¢ y S'S no contiene
moédulos divisibles distintos de 0.

Recordemos que &..4(SS) = nLGJN(SS )"

Notemos también que A € L< entonces &epi(A) € Lo ear v quesi A € Lo,
entonces &t (A) € Lo, ept

Para ver que &.,4(SS) C D', hay que ver que &.,;(SS) N Div =g 0. Para esto
basta demostrar que (SS)™ N Div = 0 ¥n € N.

En caso contrario, si existiera 0 # D un grupo divisible que pertenece a
(SS)™ con n € N. En tal caso escojamos D tal que n es la menor posible .
Notemos que n # 1 ya que no hay semisimples divisibles no nulos.

Entonces existe 0 - X — D — Y — 0 sucesién exacta con X € (SS)"!
y Y semisimple, pero entonces Y es divisible, siendo un cociente de D. Por
lo tanto Y = 0 y esto implica que D = X, con X € (SS)™~!. Contradiccién
con la eleccién de n. Por lo tanto &..4(SS) C D'.

Por lo anterior SS C D' € L., g ¢y entonces &, g e(5S) C D'. Pero como

ya vimos, .. g .+(S9) es la clase de los grupos abelianos semiartinianos, que
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coincide con los grupos abelianos de torsiéon. En particular, Z,~ es de torsién
asi que Zy~ C D', pero Zy~ tambien es divisible. Contradiccion.

La contradicién viene de suponer que Div tiene seudocomplemento fuerte.
Por lo tanto £_, g ;¢ €s una gran reticula que no es fuertemente seudocom-

plementada cuando R = Z. O
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