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Resumen

El presente trabajo consistio en la observacion y el desarrollo de modelos
fisico-tedricos para describir los patrones —ciclicos y atipicos— de modos trans-
versales electromagnéticos (TEM), emitidos por un laser de He-Ne. Para ello,
videograbamos los patrones en diferentes condiciones, por ejemplo, atravesan-
do polarizadores lineales o bajando la temperatura de la cavidad. Enseguida,
programamos un método de procesamiento de imégenes que correlaciona los
patrones como una combinacion lineal de polinomios de Hermite-Gauss. Con
el fin de obtener una teoria que describa el mecanismo fundamental produc-
tor de los patrones observados, desarrollamos algunos modelos numéricos.
Primero, para comprender la naturaleza general de las cavidades y obte-
ner un modelo inicial, encontramos una soluciéon a la ecuaciéon de onda para
una cuerda sometida a una fuerza en funcion del tiempo. Encontramos que
los armoénicos generados muestran variacion morfolégica en dependencia de
las condiciones de frontera del resonador. Después, este modelo mecanico se
sofisticd a uno electromagnético. Elaboramos un algoritmo que resuelve la
ecuacion integral de Huygens-Fresnel. Se obtuvieron patrones que simulan
los que emitiria una cavidad laser, que presente asimetrias graduales. Si bien
este modelo cuenta con un sustento fisico solido y que sus patrones exhiben
variaciones mas notables al crecer la asimetria, es pequena la correlaciéon mor-
fologica con los patrones observados en el laser He-Ne. Este ultimo resultado
conlleva al descarte de mecanismos de generacion y la confirmacion de que
los patrones son dependientes del ntimero de Fresnel, que es una comparaciéon
de las dimensiones de la cavidad optica.
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Introduccion

Comercialmente, los laseres emiten una mancha redonda, luminosa y bien
definida sobre una pantalla, conocida como haz gaussiano. Técnicamente, tal
proyeccion se conoce como modo TEMyy. En la mayoria de las aplicaciones
industriales, cotidianas y de laboratorio es deseable que el laser emita toda su
energia en una pequena region, geométricamente simétrica y sin variaciones
espaciales de polarizacion.

Sin embargo, la emision TEMg, representa el orden minimo de emisién
de un sistema laser. En la literatura se encuentran variados ejemplos donde
la emision proyectada se describe mediante 6rdenes superiores de polinomios
de Hermite-Gauss (HG) o bien de Laguerre-Gauss (LG), si la simetria es
respectivamente rectangular o cilindrica en el sistema 6ptico. Por lo general,
en investigaciones de TEM de orden superior, la meta es controlar el momen-
to angular de los fotones, lo que permitiria realizar micro manipulacién de
particulas, o incluso procesar informacion. En otros casos, en la industria de
laseres de diodo, la cavidad es el material emisor, por lo que es comin que
los modos proyectados sean diferentes al gaussiano.

Los mecanismos de generaciéon de 6rdenes superiores TEM son diversos.
Puede ser externo; por ejemplo, colocando otro espejo de alta trasmision ali-
neado a la cavidad o6ptica original. También puede ser de tipo interno, e.g.
cuando uno de los espejos de la cavidad es alterado geométricamente. Es
conocido que cuando la cavidad 6ptica cuenta con una seccién transversal
grande (en comparacion con la longitud de la onda) se generan diversos mo-
dos transversales. Aunque a la salida, los 6rdenes superiores son eliminados
utilizando diferentes estrategias, como el uso de diafragmas semi-cerrados.

Para esta tesis, se cont6 un laser de He-Ne (para realizar trabajos di-
déacticos) que nunca mostré una emision TEMgy. En su lugar, presentaba
manchones borrosos que cambiaban con el tiempo. El analisis sistematico de
estos patrones se convirtié en el objeto de estudio para esta investigacion.



Estructura de la tesis

Con el fin de realizar una exposiciéon ordenada y coherente organizamos
este trabajo en capitulos modulares, en cada uno de ellos se presentan resulta-
dos, discusion y conclusiones correspondientes. Primero (Cap. 1) exponemos
un modelo mecanico exploratorio de la ecuaciéon de onda. Luego (Cap. 2)
presentamos los principios fundamentales del laser; y revisamos los aspectos
generales de los resonadores 6pticos. Posteriormente (Cap. 3), resumimos el
método numérico descriptor de la solucién de la ecuacion de Fresnel. Mas
adelante (Cap.4), describimos el algoritmo de reconocimiento de imégenes
utilizado para identificar los patrones como una combinacion lineal de poli-
nomios de Hermite-Gauss. Finalmente (Cap.5), presentamos las conclusiones
generales y prospectiva de esta investigacion.

Puntos a destacar:

= Realizamos observaciones cuidadosas de un laser de gas que presenta
modos transversales electromagnéticos (TEM) atipicos y ciclicos.

= Construimos un modelo numérico mecanico que muestra que las varia-
ciones en el medio causan efectos en la formaciéon de los modos.

» Construimos un modelo numérico electromagnético fundamental que
muestra patrones TEM variantes con la morfologia de la cavidad.

» Programamos un algoritmo de procesamiento de imagenes para identi-
ficar los patrones como una combinacion lineal de polinomios Hermite-
Gauss.

Palabras clave:

1) Resonador 6ptico. 2) Modos transversales electromagnéticos (TEM).
3) Modelos numéricos. 4) Ecuacion de Fresnel. 5) Procesamiento digital de
imagenes.



Capitulo 1

Modelos Mecanicos Exploratorios:
Ecuaciones de onda
unidimensionales

En esta tesis, el objeto central de estudio es 6ptico-mecénico: una cavidad
optica que sufre alteraciones, en funciéon del tiempo, que provocan cambios
en su emision TEM. Antes de proponer un soluciéon tridimensional de salida,
proyectada en una pantalla, desarrollaremos una exploraciéon unidimensional
de las ecuaciones de onda, donde el objeto a modelar es una cuerda con unidad
de masa lineal. Es decir, construimos un modelo puramente mecanico para
comenzar una exploracion fenomenoldgica. Para ello, mostramos un camino
para obtener la solucién de los modos soportados en una cuerda de tensiéon
constante —un problema conocido que nos sirve como punto de comparacion
de otros resultados. A continuaciéon, con el mismo método mostramos la via
para obtener las soluciones modales de una cuerda de tension directamente
proporcional al tiempo. La comparaciéon de las soluciones de estos sistemas
nos brindé indicios para construir el modelo electromagnético. Asi, en los
siguientes parrafos mostramos la construccion de los modelos mecanicos. En
resumen, exploramos como los cambios mecanicos en una cavidad alteran
los modos observables, haciendo un primer acercamiento para un caso mas
complejo: el electromagnético.

Las ondas son un fenémeno fisico comtn en la naturaleza. Son una per-
turbacion periddica del espacio o medio donde hay transporte de energia,
pero no de materia. Ejemplos de ondas son: la radiacion electromagnética o
un efecto sonoro (tocar un instrumento de cuerdas), o bien perturbaciones
sobre un medio que permita la formacién de una onda como sucede al sacudir
violentamente una cuerda sujeta de sus extremos.

En general, la descripcion fisico-matemaética de las ondas es una ecua-



FUNDAMENTOS MODELOS MECANICOS

TNa.t) T(h.t)

O(bh,1)

u(a,r) u(b,1)

a L b

Figura 1.1: Diagrama de una cuerda con extremos fijos sometida a una ten-
sion.

cion diferencial en derivadas parciales [1,5,14,18], denominada ecuacion de
onda Ec. 1.1. La funcion u(z,t), representa la magnitud fisica de la pertur-
bacion y satisface la Ec. 1.1 para ser una onda. Para mostrar como funciona
el modelo, consideramos el caso de una cuerda susceptible de vibrar, que es

exible; donde las perturbaciones estudiadas son transversales a la direccién
de propagacion. Para el caso puramente mecanico consideramos una cuer-
da inelastica de longitud L, fija en sus extremos. El perfil de movimiento
generado por la cuerda es descrito por la funcién u(zx,t), que es sometida
a las siguientes condiciones: 1) la cuerda tiene una densidad lineal p(x,t)
(con unidades de masa por longitud) y 2) esta sujeta a una tension T'(z,t).
Ademas, los desplazamientos descritos por la funcion u(z,t) son pequenos y
que cada segmento de la cuerda se puede describir como p(z,t)dx, con un
desplazamiento vertical. cada segmento ejerce una tension tangencial como
se muestra en la Fig.1.1. El segmento ejerce la tension a la derecha de la
posicion x. Es decir:

Uy = Co Ugg, donde uy = 0%)0t%, Uy, = 0%/027, (1.1)

La funcion u(x,t) = u, es el perfil del movimiento de la cuerda. Si el
angulo 0(x,t) es formado por la horizontal y la tension T'(x,t); encontramos
la relacion:

tan O(x,t) = ug(x,t),

Para obtener la soluciéon, necesitamos conocer la masa. Asi, integramos el

segmento de arco de la cuerda representado por /1 + u,(z,t)? y multiplica-
mos por la densidad p(z,t), donde el tiempo inicial es ¢y = 0 y la densidad



FUNDAMENTOS MODELOS MECANICOS

es po(z,t), para la longitud L, obtenemos:

[ e VTt = [ i

=>p(.f13,t) 1+ux<x7t)2 = p0($)7

(1.2)

Consideramos a po(z) = p, esta definicion es importante. Porque la utili-
zaremos para obtener nuestro primer modelo: la ecuaciéon de onda estandar.

Omitimos la gravedad o alguna fuerza externa ejercida sobre la cuerda.
La tension considerada T'(t) es ejercida por el segmento de cuerda localizado
a la derecha de la posicion z elegida en el intervalo [0, L]. Si suponemos la
ausencia de movimiento horizontal, las componentes horizontales de la fuerza
son iguales. Por lo que podemos escribir:

T(0,t) cos 0(0,t) = T (L,t) cos O(L,1),

Esta ecuacion comprende al intervalo [0, L], por lo que expresamos la
tension ejercida como:

T (x,t) cos O(x,t) = 7(t),

donde 7 es una funcién del tiempo. Entonces, la razén de cambio del
momento total es igual a la fuerza vertical neta sobre la cuerda, que se escribe
como:

L
%/ plx, t)ug(x,t) /1 + up(z,t)?de =
0

(1.3)
T (L,t) sinf(L,t) — T(0,¢) sinf(0,1),
Sustituimos el término encontrado en Ec. (1.2):
L
/ pol@) ulz, Oy dz = T (L,1) sin O(L,t) — T(0,4) sin 0(0, 1),
0
Se multiplica a la expresion de la derecha por 1 = zgzggzg, obteniendo:

T (L,t)cosf(0,t) [tanB(L,t) — tanb(0,t)] =7(t) [us (L,t) — u, (0,1)],

Por tanto, obtenemos la siguiente relacion:
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/0 po(@) e, ) dz = (1) [uy (L, 1) — g (0,1)]

Aplicando el teorema fundamental del calculo a la expresion de la derecha,
podemos escribir:

/OL po(x) u(z,t)y dr = 7(t) /OL e (2, ) dr,

Para las condiciones de frontera presentes en el modelo propuesto, se
cumple que:

po(x)u(z,t)y = 7(t) Uy (z,t), 0 <ax <L, t>0,

En el modelo inicial, para una cuerda de longitud L, proponemos que la
tension 7(t) = 79. Es decir, presenta una tensiéon constante. Asi, trabajamos
con la condicion de pequenos desplazamientos verticales [14, p.51|. Ademas,
la funcion de densidad de masa lineal de la cuerda po(x) es constante, asi la
ecuacion de onda que describe el movimiento es:

Po Uy = To Ugy, (14)

donde la velocidad de onda, es descrita por:

co (x) = 70/ po-

Con lo cual se obtiene la forma comun de la ecuaciéon de onda, la Ec.
(1.1).

1.1. Modos en una cuerda sometida a tension
constante

El objeto de estudio para la cuerda sometida a una tension constante o
variable, son los modos normales de vibracién, que son ondas estacionarias
generadas por una perturbacion y que tienen una frecuencia caracteristica,
y que muestran un perfil u para cada modo.

En esta seccion discutimos el modelo con tensiéon constante, con el obje-
tivo de encontrar los modos normales. Asi, consideramos las siguientes con-
diciones iniciales y de frontera necesarias para resolver la Ec. (1.4):

Po Uy = To Uy OSZESIM
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u(0,t) =0 wu(L,t) =0 Vt>0,

u(x,0) = f(z) w(L,0) =g(x) VO<z<L,

El método mateméatico propuesto para encontrar la solucion u(x,t), se
llama: separacion de variables |20, p.3]. Se propone una soluciéon de la for-
ma: u(z,t) = x(x)I'(t), procedemos a sustituir en Ec. (1.4) y separar las
variables, obteniendo:

pO 1"// B X//

70 I’ X

9

Ambos lados de la ecuacion se igualan a una constante AeR y por las
condiciones iniciales, encontramos un problema de eigenvalores:

X'(x) = Ax(x)  0<z<L,

x(0) = x (L) = 0. (1.5)
Note que la solucion es 0 si A > 0. Sin embargo, si A < 0 la integral
adquiere la siguiente solucion general:

x(z) = Qicos (xvV—=X) + Qq sin (zvV—=N),

sustituyendo las condiciones iniciales de la Ec.1.5 — @1 = 0 y

Qasin (LvV—=X) = 0 = sin(LvV-X\) = 0.

Existen soluciones si xv/—\A = nm; evitando la solucién trivial cuando
n = 1,2,3,... Asi, las soluciones son:

2.2

X (z) = sin (%aﬁ Ao = —nL;T n=123.. (1.6)

Por otro lado, para solucionar I" (¢) podemos escribir:

T0 n27r2

F//t Y
)+

que presenta la siguiente solucién general:

L, (t) =0,

To N . To N
I, (t) = o, cos(y/— —1t) + Bpsin(,/]— —1). 1.7
0 (25 (2o



VISUALIZACION MODELOS MECANICOS

La solucion son ondas estacionarias (que corresponden a los modos nor-
males de vibracion de la cuerda) que tienen una frecuencia asociada w, =

\ /;—g “Z. La solucion general se puede escribir como:

U, (7,1) = Xn() [n(t)

:g[ cos \/an )+ﬂns1n(\/%%t)} sin <%JJ>

(1.8)

Completando las condiciones de frontera, derivamos respecto al pardmetro
de tiempo:

Jr
_ To NT To N To nW
(un (z,t)); = nE ”,00 {Ozn sin ”Po 7 t) + B Sm(”po 7 t)}
nm
- sin (—x) .
L

Ya que desde el principio definimos la condicién de frontera espacial 0 <
x < L, encontramos que:

ZOénSIIl z) = g(x), Z,/%%anin(%x)—o.
n=1

Observamos que el valor de los coeficientes 3,, = 0 Vn y los coeficientes «,
se encuentran expandiendo en series de Fourier [1,20]. Finalmente, podemos
escribir:

U (2,1) = f {an cos(\/%%t)] sin (% x) (1.9)

n=1

1.1.1. Visualizaciéon del modelo mecanico

Presentamos simulaciones numéricas del modelo ondulatorio desarrollado,
donde 7(t) = 7. Utilizamos la ultima Ec. (1.9), consideramos como dominio
del desplazamiento a 0 < z < 1[m], en el intervalo temporal 0 < ¢t < 27 [s].
Si la cuerda muestra constantes normalizadas, e.g. la densidad py = 1, la
tension 79 = 1[N] y la longitud L = 1[m]. Donde las condiciones iniciales
son u(x,t) = g(z) = sin(mnz), u; (z,0) = 0. Sustituimos la informacion y



VISUALIZACION MODELOS MECANICOS

| n | 3D | U vs. t | U vs. d
A e
2
5

Tabla 1.1: Gréaficas de modos transversales de un cuerda con tensién cons-
tante, en funciéon de la distancia y del tiempo.

resolvemos para obtener las eigenfunciones, que presentan la siguiente expre-
sion:
u(z,t), = 2cos(w, t)sin(k, ), (1.10)
donde w, = /% [1/s] y kn = 5 [1/m]. Aplicamos las condiciones
de frontera y obtenemos
u(z,t), = 2cos(nmt) Sin(%x) (1.11)

Los calculos numéricos se programaron en Matlab para visualizar la forma
los modos de vibraciéon en la cuerda para n = 1,2,5. La tabla 1.1 exhibe los
resultados y el codigo se puede consultar en el apéndice A.1.



TENSION VARIABLE MODELOS MECANICOS

1.2. Modos en una cuerda sometida a tension
temporalmente variable

Nuestro objeto de estudio implica variaciones de amplitud en funcion del
tiempo. Debido a nuestra familiaridad con los modos mecénicos, partimos de
este simil clésico-mecénico. Para nosotros el desarrollo inicial representa un
requisito de entendimiento fisico antes de comenzar a modelar una cavidad
optica. En esta seccién mostramos como cambian los modos transversales de
vibracion en funciéon de la tension variable en el tiempo.

El modelo se puede sofisticar para acercarlo a nuestro objetivo: la cavidad
variable. Consideramos una cuerda con densidad constante p(z) = py y que
la tension de la cuerda se expresa funcion del tiempo.

Con el objetivo de ejemplificar como son las variaciones temporales, ele-
gimos una dependencia lineal, donde 7(¢) = ut y u es una constante. Esta
eleccion permite simplificar los célculos de las soluciones para la siguiente
ecuacion:

po s = T(t) Usa, (1.12)

Para resolver la Ec.1.12 proponemos la solucion con forma ¢ = x(z) I'(t),
como se mostro en la seccidon anterior sustituimos para obtener la siguiente
expresion:

p () _ X'(@)
T T x@)

Siguiendo el método de la seccién anterior; estas expresiones son iguales
a una constante: —A\,

() + ?AF(}?) = 0, (1.13)
0
La Ec.1.13 forma parte de los problemas de eigenvalores de Sturm-Liuville
[1, p.333|, para encontrar la funcion I'(t) que satisface la ecuacion y las si-
guientes condiciones de frontera. Se considera una cuerda (como en el caso
anterior) de longitud 0 < = < L, ademas que t € [0,7p] y con las siguien-
tes condiciones iniciales u(0,0) = 0, wu(L,Ty) = 0y w(L,Tp) = 0. Para
resolver el problema de eigenvalores se recurre a la aproximacion de Wentzel-
Kramers-Brillouin (WKB) [3, Cap 10. p.484], por medio de esta herramienta
se puede obtener informacién de las soluciones del problema.
La Ec. 1.13 sugiere que la funcion 7(t)/pg debe ser ortogonal a las eigen-
funciones denominadas I,(t), estas funciones se asocian a un eigenvalor \,,,
la condiciéon de ortogonalidad se puede expresar como sigue:

10
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/0 L) Tu(t) % dr =0, ntm

Consideremos la condicién de normalizacion:

/ ner Wi -1,

Po

Esto permite construir un conjunto ortonormal de eigenfunciones. Cabe
aclarar, que la aproximacion WKB permite encontrar soluciones cercanas a
los eigenvalores A, asi como a las eigenfunciones I,(¢) cuando n es grande;
aunque en el caso del modelo propuesto sirve para observar la forma de las
soluciones. La condicion para asegurar la mayor precision en la aproximacion
WKB de la ecuacion € I'"(t) + % ['(t) =0, donde € = 1/\,, es que cuando
n— oo = ¢ — 0.3, p.490].

Para obtener las soluciones, se definen algunos parametros basicos. Asi,
establecemos una perturbacion a la Ec. 1.13, de la manera siguiente:

g [F”(t) + %)\F(t)} =0,

donde €2 = 1/\,. Y proponemos una solucion:

1 o
I,(t)=exp |- Sne™l .
0-erf; 5]
Ahora, proponemos una solucién hasta el factor de control, cuyo domi-
nio corresponde al régimen de optica fisica de acuerdo con [3]|. Es decir, se
escogen hasta los coeficientes Sy y Sp, cumpliendo que el factor de Sy satis-

face: (eS3) < 1 = (1 + &53) — 1. Entonces se justifica el uso de esta
aproximacion, con lo cual la expresion se puede escribir como:

1
F(t) = exXp |f]:g So + Sl:| exp [8 SQ] s
Por la condicién mencionada la expresion se puede escribir como:
1
I'(t) = exp [j:— So + Sl] . (1.14)
€

Antes de continuar con la solucién, es preciso hacer algunas definiciones:

1
3

11
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Entonces, queda a resolver la siguiente expresion

e2I"(t) + OI(t) = 0,

donde O = — %, para que tenga una solucion de la siguiente forma:

a, sin (% OTO ,/%dt) By, cos (% OTO ,/%dt)
= 1 + 1 )
() ) * () )
(W) ()
Esta expresion es la aproximacion a la solucién exacta del problema de

eigenvalores, siempre que € — 0. Ahora, se aplican las condiciones de frontera
I'(0) = 0, implica que B = 0, y para ['(1y) = 0; de modo que se obtiene:

[(Ty) ~ (T(t ( / \/7dt> — 0. (1.15)

Lo cual sucede si y solo si:

1 [t
- / ﬁ dt = nm.
€ Jo Po

Elevamos ambos lados de la expresion al cuadrado y obtenemos un ex-
presion de la forma E%:)\, para conseguir una expresion para los eigenvalores
A

A, ~ (nm)’ , (1.16)

2
To 7(t)
(K v/ a)

Resta encontrar una expresion para los valores de los coeficientes a,.
Normalizando, obtenemos:

To To
1~ / r(®) a2 ! sin® | /A, / ﬂalt , n — 00,
o Po /<ﬂ> 0 Po
po

T(t

Si se hace un cambio de variable de la forma w = /A f

aparece la siguiente integral 1 ~ (a2 /+/X,) fOTO sinwdw; n — oo. Por lo
que podemos escribir:

12
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9 2
a, ~ —————, N — 0.

To M ’
I = dt

Finalmente, obtenemos una expresion general para las eigenfunciones, que
son las funciones constructoras del modelo mecanico propuesto:

I't)=a, (ﬂ)_}l sin nﬂf(]%—\/% (1.17)

Po T ) ’
Jo /50 dt
Para el problema, cuando la funcion % = 1 se puede resolver con el

mismo método la ecuacion X” + AX = O, y en correspondencia con la con-
diciones iniciales propuestas para el problema se tiene la siguiente expresion
para la solucién general

_1 To ﬁ dt
t 4
ﬂ) sin | V20 . (1.18)

up(z,t) =2 sin(Az) I'(t) = a, ( 0
™ T(t
Po fo o dt
donde estédn definidos los coeficientes que acompanan a la eigenfuncion, con
el respectivo valor paran =1,2,3...

1.2.1. Visualizacion del modelo mecanico con tension
temporalmente variable

Para obtener graficas claras y significativas consideramos varios aspectos
fisicos. La cuerda esta sometida a una tension variable en el tiempo 7(t) = at.
Tomamos « = 1, esto con el fin de facilitar los calculos (considerando cohe-
rencia entre las unidades involucradas). También suponemos una densidad
constante py = 1.

Por otro lado, las condiciones de frontera iniciales para este problema
numérico son: 1) el tiempo evaluado 0 < t < 27, 2) la longitud de la cuerda
es L = 1, 3) la cuerda fija de sus extremos: 0 < x < 1, 4) y la condiciéon
inicial u(z,0) = sin(mmnz).

Con base a la Ec. 1.18, sustituimos constantes. Obteniendo una forma
mas sencilla en la expresion para las eigenfunciones.

u(w,t) ~ (1/3)72 (£)77 sin (m—%t%> sin(nrz). (1.19)

Esta tdltima expresion la graficamos para n = 1,2, y 5. La tabla 1.2
muestra algunos de los resultados obtenidos.

13



CONCLUSIONES MODELOS MECANICOS

]n\ 3D U wvs. t \ U ws. d ‘

5

Tabla 1.2: Grafica de modos transversales de una cuerda con tensién varia-
ble, en funcién de la distancia y del tiempo.

1.3. Comparaciéon entre modelos mecanicos

La Tabla 1.3 confronta los perfiles modales temporales en la cuerda al
someterla a una tension constante y cuando la tension es directamente pro-
porcional al tiempo. La escala temporal es la misma para todos los casos: de
0 a 27. La Tabla 1.3 evidencia que al aumentar la tensiéon en la cuerda, la
amplitud disminuye. De modo que va produciendo una asimetria en el cre-
cimiento de los modos. Ademas, el nimero de modos obtenidos es diferente
entre los casos. En tal sentido, este resultado muestra que los modos normales
cambian temporalmente, incluso para el mismo valor de modal n.

Cuando variamos la tensién en funcién del tiempo, buscamos simular el
cambio modal observado en la cavidad laser. Efectivamente, ambos sistemas
son diferentes por naturaleza. Sin embargo, aprovechando sus rasgos fisicos
comunes, este resultado nos brinda pistas para poder sofisticar el modelo
exploratorio a uno donde se consideren las condiciones fisicas de la cavidad
Optica.

14
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n | U con tensién constate | U con tension variable

5

Tabla 1.3: Grafica de comparaciéon entre modelos mecénicos

1.4. Conclusiones del capitulo

Los modelos mecanicos desarrollados en este capitulo permiten abordar la
solucion del problema electromagnético planteado en la tesis. En nuestro caso,
el modelo de la cuerda con tension variable temporal muestra como cambia
la amplitud de los modos al propagarse la onda, modificando el patréon en
general (ver Tabla 1.2). Un cambio similar sucede en los patrones TEM del
laser, aunque su naturaleza es diferente.

Matematicamente, solucionar la ecuacién de onda de la cuerda a tension
constante es mas simple que el caso de la cuerda a tensiéon variable. El se-
gundo caso es més general que el primero. Aqui, elegimos una variacién de la
tension directamente proporcional al tiempo, en analogia donde la cuerda es
el medio activo o la cavidad para el sistema electromagnético. Esto, solo sir-
ve para introducirse en la naturaleza del problema: las transiciones modales
temporales en patrones de naturaleza ondulatoria.

Cierto es que la elaboracion de un modelo mecanico permitié introdu-
cirnos al entendimiento del problema electromagnético. El acercamiento nos
ofreci6 familiarizarnos con los antecedentes mateméticos que desembocan
a un modelo mas cercano al fenémeno 6ptico. Sin embargo, la perspectiva
mecanica se limita al extrapolar las variaciones temporales. Es decir, en la
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ecuacion de onda para una cuerda sometida a tensiéon directamente propor-
cional con el tiempo. Seguramente, en trabajos futuros el objeto de estudio
sera la generalizacion de variaciones temporales de la tension.
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Capitulo 2

Aspectos generales de resonadores
opticos

2.1. Principios fundamentales del laser

La luz posee caracteristicas que la hacen fascinante. Hoy sabemos que se
le puede describir fisicamente como una onda o una particula, dependiendo
del experimento llevado a cabo; pues presenta efectos puramente ondula-
torios: como la interferencia [9, Parte3,p.169|, pero también corpusculares:
como el efecto fotoeléctrico |9, p.412]. Ademas, se propaga sin la necesidad
de un medio, a saber; es el producto del entrelazamiento de las ondulaciones
transversales del campo eléctrico y magnético [9, p.375]. Con todo, la luz es
un fenémeno que requiere méas estudio, tanto para las diversas aplicaciones
que existen, como para entender su comportamiento en situaciones singula-
res. La luz es producida por una gran variedad de fuentes, tales como son las
fuentes térmicas (como la llama de una vela), aceleracion de cargas (como
la radiacion de sincrotrén) o cuénticas como son los laseres. Los laseres son
dispositivos que producen un haz de luz que presenta las siguientes caracte-
risticas: 1) tiene una ancho espectral bien definido, y se disena el resonador
6ptico que permita hacer las transiciones de electronicas en los atomos pa-
ra obtener una longitud de onda requerida (altamente monocromatico), 2)
presenta baja divergencia (alta colimacion) gracias a la configuracion de la
cavidad oOptica, y 3) comparado con otras fuentes de luz, los fotones que
componen el haz de luz laser presentan la misma fase, es decir, es coherente.
Estas propiedades han hecho a este dispositivo tutil para diversas aplicaciones
cientificas y comerciales.

El desarrollo de los principios del laser fue en los Laboratorios Bell, en
1958, el proyecto estaba a cargo de Charles Townes. Sin embargo, fue hasta

17



PRINCIPIOS RESONADORES OPTICOS

1960, cuando se desarroll6 el primer laser, basado en un cristal rosa de rubi.
Este laser fue construido en los Laboratorios de investigacion Hughes. Desde
entonces se han construido diversos dispositivos con diferentes materiales,
por ejemplo: el laser Helio-Nedn, los laseres de diodo semiconductor y los
laseres de iones por enfriamiento de aire.

El término laser es un acréonimo de las siglas en inglés Light Ampli cation
by Stimmulated Emission Radiation. Para entender los principios del laser es
conveniente describir cada término.

EL término Light (luz), se entiende como la radiacion electromagnética,
el intervalo de longitudes de onda que componen el espectro visible cubre de
400 a 700 nm. Después de los 700 nm, se presenta el intervalo infrarrojo y
por debajo de los 200 nm se denomina ultravioleta.

EL término (Stimmulated Emission) emision estimulada requiere mostrar
ciertos principios de mecanica cuantica para su compresion. Por esta razon, el
modelo atémico de Bohr permite entender los principios del laser, ver Fig 2.1.

Energia (ev)
15
By n=3
. | By ‘: 10 1* estado excitado n=2
BE U
Estado base
0 n=1

Figura 2.1: Modelo de Bohr del atomo, con un diagrama simple de niveles de
energia.

En el modelo de Bohr, los electrones orbitan el ntcleo de un atomo,
como si fuera el sistema solar. Las orbitas que describen los electrones son
especificas y corresponden a estados permitidos de energia, que se denominan
"estados cuanticos" [24, p.§8|, a éstos se les asocia un namero entero (1, 2,
3, etc.). Los estados cuanticos pueden ser representados graficamente en un
diagrama de niveles de energia.

Existen condiciones que permiten a un electréon hacer una transicion, de
un nivel energia (estado) a otro nivel de energia. Se presenta en ambos casos
cuando hay una transicion de un estado no-excitado a un estado excitado y
viceversa. La condicion es que el electron no érbita en un estado intermedio
de los niveles de energia, entre los cuales realiza la transicion.
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Para que un electréon se traslade a un estado cuantico excitado, el ato-
mo esta condicionado a recibir energia externa. Este proceso puede suceder
mediante diferentes mecanismos. Por ejemplo, las colisiones elésticas o inelas-
ticas con otros atomos o la absorciéon de energia en forma de ondas electro-
magnéticas. Si un electron se traslada de un estado excitado a un estado de
menor energia, el &tomo pierde energia, que se puede presentar como una
emision de radiacion electromagnética (fotones).

Caracteristicas cuanticas de la luz.

La concepciéon de la naturaleza de la luz ha pasado por varias crisis de
paradigma (Kunh: revoluciones cientificas [13]). El modelo mecanicista new-
toniano facilité entender la 6ptica geométrica con aceptable exactitud. El
modelo ondulatorio permitio el descubrimiento y compresion de varios feno-
menos. Hoy, el modelo concibe que la energia es un discreto, formado por
paquetes, que en unas circunstancias se comportara como una onda, en otras
como una particula; este modelo cuéntico llama a los pedacitos de luz: foto-
nes. La energia asociada a cada fotéon depende solo de su frecuencia:

E = hy,

donde v es la frecuencia y h es la constante de Planck [24, p.8|. La frecuencia
y la longitud de onda A se relacionan via la velocidad de la luz en el vacio c:

c= v,

Podemos relacionar la energia con la longitud de onda como:

he
EF=— 2.1
A ) ( )

La Ec. 2.1 afirma que a menor longitud de onda, los fotones seran mas
energéticos. Ahora, para que un dtomo cambie de un estado energético basal
E,, a un estado excitado E,,, la energia del foton incidente debe contar con
una energia igual a la diferencia energética entre los dos niveles. Si se cumple
tal condicion, el &tomo absorbe luz. Matematicamente podemos escribir:

donde AE = |E,, — E,|. Cuando se invierte este proceso, podemos pensar
que un electréon se traslada de un estado excitado a un estado basal, con
la consecuencia de la emision de un fotén de energia, igual a la diferencia
de los niveles de energia de los estados FE,, y En. Estas ideas cuénticas
fundamentales, constituyen los cimientos de la operacion de todos los laseres.
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Emisién espontanea y emisién estimulada.

El decaimiento energético del electrén es el generador de un foton, en fase
y direccién aleatoria. Por esa razon al proceso se le da el nombre: "emision
espontanea'. El tiempo que le toma al electron decaer es conocido como la
constante de tiempo de la emisién espontanea 7.

Por otra parte, si un electréon se encuentra en un estado de energia Fj,
y realizara la transicion al estado de menor energia F;, antes de la emision
espontanea, se requiere un foton incidente de energia: Ey — F,. Existe la
probabilidad de que el fotéon incidente cause que el foton emitido tenga las
siguientes caracteristicas: 1) que sea emitido con la misma longitud de onda,
2) que salga en la misma direcciéon y con la misma fase. Este proceso es cono-
cido como emisién estimulada. La absorcién, emisiéon espontanea y emision
estimulada son representadas en la Fig. 2.2

Absorcion

‘

Emision Espontanea

E

2

M@

Emision Estimulada

E

Figura 2.2: Diagrama donde se observa la absorcion, emisién espontinea y
estimulada

El foton incide sobre un dtomo y causa la emision estimulada de un fotén
coherente. Estos dos fotones interacttian con los siguientes dos atomos, y
se tiene como resultado cuatro fotones coherentes, y si continta el proceso
se tiene un mayor numero de fotones coherentes, con fases idénticas y que
viajan en la misma direccion. A este proceso se le denomina amplificacion,
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ver Fig. 2.3). La energia proporcionada por los fotones incidentes sobre el
conjunto de dtomos, proviene de una fuente de energia, la cual se denomina
"fuente de bombeo".

. o )
% Zona emision estimulada -

Excitados Decaimiento emision Decaimiento emision
espontanea estimulada

Figura 2.3: Diagrama del proceso de amplificacion

Al trabajar con una poblaciéon de atomos, la probabilidad de que suceda
la emision estimulada es baja, sumado a la condiciéon de que los atomos
se encuentran generalmente en un estado de baja energia. El principio de
Boltzmann establece que cuando una poblacién de &tomos estan en equilibrio
térmico, la relacion entre las poblaciones de &tomos que se encuentran en dos

niveles de energia es:
N. 2 E2 - El
— =exp|———+—
N, P KT )

donde se tiene que Ny y N, son las poblaciones de los niveles de energia exci-
tado y bajo, T es la temperatura de equilibrio y k& la constante de Boltzmann.
Si se sustituye la ecuacion de energia F = hv se obtiene :

AN =N, — Ny = (1 — e ™/*) Ny,

Una poblaciéon normal de atomos se encuentra en el estado minimo de
energia, y dado que la probabilidad para un dtomo de absorber un fotén, es
la misma para que un atomo excitado emita un fotén mediante la emision
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estimulada, la poblacion de dtomos serda absorbente y no emisiva, y como
consecuencia no habra amplificacion, por lo que para tener un laser, se genera
un fenémeno llamado "inversiéon de poblacion".

La descripcion de los estados de energia atéomicos, es mucho més vasta y
compleja, existen mas niveles de energia y cada uno tiene su tiempo de vida
caracteristico 7, es el lapso que permanece en el estado excitado antes de
decaer a un estado de energia menor. En la Fig. 2.4 se observa un diagrama
de los niveles de energia de un laser. Este sistema muestra 4 niveles de energia,
donde el electron se traslada hasta el nivel F, por algiin mecanismo de los
ya mencionados. El electron decae del estado Fj al estado Fs3 y asi hasta el
estado base E. Para fines didacticos, se asume que el lapso que le toma decaer
de un estado E3 a Fs es mas grande que el tiempo que le toma decaer de Ey
a F1. En una poblacion de atomos, en equilibrio y con una fuente de bombeo
de energia constante, la inversion de poblaciéon ocurre entre los estados de
energia F3 y FEj, entonces se tiene la condiciéon necesaria para que un foton
incidente sobre una poblacién de atomos se amplifique coherentemente.

A Proceso de
bombeo

Inversion de
poblacion

Niveles de energia

m

I

Estado base

-

Figura 2.4: Diagrama de cuatro niveles cuanticos que ejemplifica la inversion
de poblacion

Con la inversion de la poblacion, se amplifica una senal mediante la emi-
sion estimulada. Sin embargo, la ganancia es pequena y la mayoria de los
atomos excitados emiten espontaneamente y no contribuyen a la senal de
salida. Para convertir un sistema con estas caracteristicas en un laser, se ne-
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cesita un mecanismo de retroalimentacion que cause que la mayor parte de
la poblacién de los &tomos contribuyan a la salida de la senal coherente. Este
mecanismo es conocido como resonador 6ptico, y consiste en un sistema de
espejos que desvian los fotones que no son coherentes y que re ejan los foto-
nes coherentes de vuelta sobre la poblaciéon de atomos, donde estos pueden
volver a ser amplificados.

Todo laser cuenta con tres elementos basicos, ver Fig.2.5, el medio activo
para el laser, pasa por un proceso de bombeo de energia continuo, para crear
la inversion de poblacion. Como se ha mencionando los atomos excitados
decaen y emiten fotones en todas las direcciones, algunos de los fotones son
emitidos en direccion del eje del medio emisor, estos fotones estimulan a la
poblacién de atomos para emitir més fotones, pero no estimulan a los &tomos
que ya han radiado hacia otras direcciones. Los fotones que viajan paralelos
al eje, seran re ejados y podran estimular a otros atomos excitados. Cuando
se repite este proceso, los fotones interactiian con mas atomos, con lo cual
la emision espontanea decrece y la emision estimulada alrededor del eje del
medio emisor predomina y en consecuencia se tiene un dispositivo laser.

/ Retroalimentacién \ Salida

Medio Activo I

—
.

4»

Espejo T T T T T T Acoplador de
salida

Medio de excitacion

Figura 2.5: Esquema de los componentes basicos de un sistema laser

El laser de He-Ne es obtenido de las transiciones energéticas del atomo
de Neon. El Helio sirve para facilitar el proceso de bombeo sobre el Ne y
generar la inversion de poblacion. En la Fig. 2.6, se observan dos transiciones
laser posibles con longitudes de onda: A = 632.8 nm (rojo) y A = 543 nm
(verde). En el diagrama se observan, los estados excitados que puede ocu-
par un electréon del atomo de He. Estos corresponden: al singlete, con espin
antiparalelo al electréon en el estado base y al triplete, que tiene un espin
paralelo al electréon en el mismo estado base. Una vez que se hace pasar una
descarga eléctrica por el medio los atomos de He son excitados y dado que el
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tiempo de decaimiento de los electrones excitados es suficientemente largo,
estos interactiian con los atomos de Neon transfiriéndoles energia. [4].

21—  Helio 5e Neon
1525 (Singlete)
Colision
20 [ 1e2s (Tripletie] 4s Laser
> 543 nm
632.8 nm
=~ 19 +—
=
AL
o
© =
(5 o ®
18 — — 6
L ke
oS
17—
16 = o= . [P
- 152 152 257 2P
0
Estado Base

Figura 2.6: Diagrama de los niveles de energia y transiciones laser de una
mezcla de He-Ne.

Los electrones del d4tomo de Ne6n al ser excitados pueden ocupar los
orbitales 5s y 4s, como se observa en el diagrama. Estos a su vez decaen en
los orbitales 3p y emiten fotones de diferentes longitudes de onda conforme
al orbital que decaigan. Los fotones obtenidos de este proceso permiten la
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emision estimulada al interactuar con los atomos excitados de Ne, asi se
obtiene la amplificacion.

Lo que resta es construir un sistema de retroalimentacion que mantenga
el proceso de amplificacion y que permita transmitir al menos el 1% de la
intensidad de la luz coherente. Por ejemplo, dos espejos que hagan viajar de
ida y vuelta el haz dentro de la cavidad o6ptica.

2.2. Resonadores 6pticos

En este capitulo se examinan los fundamentos de los resonadores 6pticos,
que permiten la formacién de un haz laser y definen las caracteristicas de
los patrones TEM emitidos. En general, un resonador 6ptico es un sistema
compuesto generalmente de un par de espejos, dispuestos de forma que un
haz luminoso incida en la superficie de uno de ellos y después del re ejo incida
en la cara del otro. Entre los espejos se encuentra el medio activo del laser,
el cual permite que se lleve a cabo la amplificaciéon 6ptica. El medio activo
es el responsable cuantico de definir las longitudes de emisién laser, pero
la cavidad puede promover que se amplifique cierta longitud de onda sobre
otra [29, Cap. 4 p.63|. Es decir, los espejos fomentan la retroalimentacion
del sistema cerrado. Un simil fenomenolégico es el sistema bocina-micréfono;
donde el sonido se amplifica en una reverberacion de una frecuencia especifica;
algo similar sucede en la emision laser producto de la disposicion geométrica
de la cavidad optica.

Sin pérdida de generalidad, un par de espejos funcionan como las con-
diciones de frontera geométrica para la cavidad optica. Cuando se propaga
una onda en este sistema, se generan dos tipos de modos superpuestos: los
longitudinales y los transversales. Los modos se diferencian por las variables
involucradas: en el caso de los longitudinales dependen de la frecuencia v y
longitud de la cavidad; en contraste, los modos transversales dependen de
las coordenadas espaciales y de la geometria: rectangular o cilindrica, entre
otros parametros.

Los modos longitudinales se obtienen bajo la condicién de la propagacion
de una onda plana dentro de la cavidad. En este trabajo, no se abunda en
el estudio de los modos longitudinales electromagnéticos. El tema esta fuera
de nuestros objetivos de esta tesis. Sin embargo, en la literatura se pueden
encontrar desarrollos exhaustivos y didacticos [26, p.382].

Por otra parte, los efectos de la difraccion de la onda, en la cavidad,
conducen al analisis de la distribucion espacial de la intensidad de energia.
Este analisis muestra la aparicion de los modos transversales, que constituyen
el objeto de estudio del presente trabajo.
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2.3. Modos transversales en una cavidad rec-
tangular

Nuestro modelo considera un sistema de espejos planos, por esta razon el
estudio de cavidad rectangular resulta ttil; permite entender como es la pro-
pagacion dentro y como se generan los modos transversales de orden mayor.
La cavidad estudiada es un ejemplo didactico que provee las herramientas
necesarias, para entender los parametros fisicos involucrados en la generacion
de los modos y sus patrones de intensidad.

Se considera una caja rectangular, donde sus dimensiones son las siguien-
tes 2a x 2b X d como lo indica la Fig. 2.7

Figura 2.7: Figura de una caja Rectangular

Dentro de esta cavidad simulamos la propagacion de un onda electromag-
nética, donde los campos magnético y eléctrico se rigen por las ecuaciones de
Maxwell [29, p.144], y la onda que se propaga es solucion de la ecuacion:

n2 ?F
2 0t?

La Ec. 2.2 es conocida como ecuaciéon de onda. Los parametros escalares
son: ¢ que es la velocidad de la luz en el vacio y ng el indice de refraccion en el
medio que llena la cavidad rectangular que se ha elegido. Para este modelo se
considera que las paredes estan formadas por un material conductor, asf las
componentes tangenciales del campo eléctrico se desvanecen en las paredes.

V2E —

~0, (2.2)

26



MODOS TRANSVERSALES RESONADORES OPTICOS

Esta condiciéon es expresada formalmente, si se define un vector unitario n
que es perpendicular a las paredes, entonces se cumple la siguiente relacion:

E x 7 =0. (2.3)

Dadas estas condiciones, se analiza qué pasa con las componentes del
campo eléctrico, basta considerar la componente E, y si se sustituye en la
ecuacion de onda, para las demas componentes se hace el mismo proceso.

2 2 2 2 o2
0°E, 0° E, 0°E, njO°E

== 2.4
0 x? + 012 + 0 2 2 012’ (24)

La Ec. 2.4 al igual que la ecuaciéon de onda que se resolvié en el ejemplo de
la cuerda, se soluciona por el método de separacion de variables desarrollado
en el analisis de el modelo de la cuerda. Las ecuaciones en general a resolver
son

1 9%a nZ 0%
—— =k a={z,yz e 2.5
a aag a { Y } C2 8t2 t ( )
En general, se tiene ademas que k* = > k2, para resolver este caso
se propone una solucién de la forma T (t) = ae ™! donde w = ck /ny,

esta expresion representa la frecuencia angular de la onda, mientras que el
coeficiente «, representa la amplitud de la onda y depende de las condiciones
iniciales del modelo a resolver.

Las componentes tangenciales del campo E se desvanecen en los siguientes
planos: y =0,y =2b, 2 =0y 2z = d, entonces se obtienen soluciones de la

forma sin (k,y) y sin (k.z), donde k, = %7 y k. = <7
De igual forma las dependencias de E son sin (k,z) y sin (k,z), a su
vez las de E, son sin (kyy) y sin (k,z). En este caso k, = %, para las

respectivas variables se tiene m,n,q =1,2,3...

Como se muestra la dependencia en x es con respecto a £, y E,, si
desaparece en la superficie, significa formalmente que 0E, /0y y OF, /0z se
desvanecen en las condiciones de frontera siguientes: + = 0, x = 2a,. Se
infiere entonces que V- £ = 0 y por lo tanto que dE, /0x = 0, por lo que
se obtiene la dependencia de x de E,, que es de la forma cos(k,x). Ademas
si el valor de m = 0, la solucién no es trivial. Entonces dado el método de
separacion de variables se tiene como son las soluciones espaciales

E, = Ey cos (k,z) sin (kyy) sin (k,2),
E, = E,y cos (k,z) sin (k) sin (k,2),
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E, = E. cos (k.z) sin (kyy) sin (k,2) .

Donde E,g, Eyo, E.o, son constantes que re_p)resegtan la amplitud. R
Cuando se aplica V- E = 0 se tiene que Ey - £k = 0, donde k =
Tk, + gk, + Zk., que es llamado el vector de onda e indica la direcciéon de
propagacion de la onda. Las soluciones espaciales presentadas son patrones
de ondas estacionarias que se generan en la cavidad, de acuerdo con las condi-
ciones de frontera dadas, estos patrones son llamados modos de oscilaciéon en
la cavidad, los cuales son la analogia de los modos encontrados en el modelo
de la cuerda y corresponden a los modos normales de vibracion [29, p.147|. Se
entiende entonces que los modos en cavidades cerradas son superposiciones
de ondas planas propagandose, cabe mencionar que en cavidades abiertas
la aparicion de los modos transversales esta en funcion de las pérdidas por
difraccion [29, p.150].

Para comenzar el estudio de los modos TEM, se considera un laser pasivo;
es decir, que los modos electromagnéticos del resonador laser los asumimos
como los que aparecen en un resonador que no tiene un medio de ganancia.
Esta es una buena aproximacion si consideramos que el indice de refraccion
del medio y el coeficiente de ganancia son uniformes.

Una consideracion fisica fundamental para la construccion del modelo, es
la aproximacion de la propagacion del haz al considerarse como un rayo. Tal
es el caso si las ondas electromagnéticas viajan en una sola direccién, z, y el
angulo formado por el haz con el eje de propagacion es pequenio.

2.4. FEcuacién de onda paraxial.

Se propone una solucion para la Ec. 2.2 que considere los efectos debidos
a la difraccion y polarizacion, que tiene la forma

E(7t) = E(r)e ™", (2.6)

Esta solucién representa un campo monocromaético, al sustituir esta ex-
presion en la Ec. 2.2 tenemos la ecuacién de Helmholtz

2
w
VEE(r)+kK*E(r)=0 k= =L (2.7)
Una solucién para esta ecuacion es de la forma E(r) = Eoe™ T donde &
es la amplitud, k es el vector de onda, cuya magnitud esta dada por k2. Esta
solucion representa una onda plana, la cual tiene el mismo valor para todos
los puntos en cualquier plano normal a k.
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Otra solucién es una onda esférica de la forma

A
E(r) = =e7r, (2.8)
Esta solucién tiene un valor constante en cualquier esfera centrada en el
origen del cual proviene el rayo, en este caso la intensidad decrece respecto
ar.

Figura 2.8: Una onda esférica divergiendo desde el punto O. La linea punteada
representa una seccion del frente de onda a una distancia R de la fuente.

Se considera la Fig. 2.8 que representa una onda esférica cuyo centro se
encuentra en el radio de curvatura R, y se piensa en un plano que corte el
eje de propagacion z, tal que el plano sea z = R. De modo que:

:Bz—i-yQ 2
w)

Para puntos cercanos ax = 0, y = 0, z = R, se cumple que 2% +y? < R?,
resultando en:

r:(x2+y2+R2)§:R<1+

R? 2R?

por la expansiéon binomial para la expresion kr, donde

1
2 2 b 2 2
<1+x +y) ~1y Y

22 4y
2R

kr ~ kR +k
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Para la vecindad sugerida se tiene entonces la soluciéon de la forma

5(7“) _ %eikReik(x2+y2)/2R' (29)

Otro ejemplo de solucién, es la que muestra unidireccionalidad de una
onda plana, sin la necesidad de contar con una seccién transversal infinita, se
asume ademas que las variaciones de & (r) y 0&y/0z, dentro de una distancia
del orden de la longitud de onda en la direccién z, sean insignificantes.

E(r) = &(r)e™, (2.10)
Las condiciones expuestas en funciéon de la longitud de onda A son:
9”& 0&
o 1<l !

ikz

0&
M2l &l A

Por lo anterior, E(r) varia como e"* mas alla de las distancias z, en
el orden de algunas longitudes de onda, este campo entonces satisface la
ecuacion de Helmholtz como sigue:

2 2 2
(a_ + a_ + %) go(r)eikz 4 k250<7")6ikz — 0,

De aqui se tiene para la componente z

2 2
%&)me“ﬂz = (%50 + m% - ngo) e** (m% — k:250> ke,

Por esta aproximacion la ecuacion de Helmholtz adquiere la siguiente
forma:

0&, 0? 0?
2 . 0
Vié& +2tk— =0 VT:@—}_@_yz’

El ejemplo mas simple que se presenta como soluciéon de la ecuacion pa-
raxial es el perfil del haz gaussiano cuya intensidad se puede escribir como:

I(@,y,2) ~| & [ 2=, (2.11)

Este perfil se muestra en la Fig. 2.9, considerando un plano normal a la
direcciéon de propagacion z y con un ancho que es medido del eje de propa-
gacion z al extremo del perfil, este es denominado w.
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Frente de onda esférica

Ancho de haz

(z=0)

Figura 2.9: Diagrama de un perfil gaussiano, la imagen muestra los parame-
tros més importantes que caracterizan el haz.

Eigensoluciones de la ecuacion paraxial: polino-
mios de Hermite.

Los modos de un resonador plano estable tienen como modelo fisico a las
funciones de Hermite-Gauss que son de la forma

Wo Wo

donde m y n representan los niimeros asociados a los modos transversales
2 . o
H, (%) y H, (‘g—oy), en esta expresion wy es el ancho caracteristico del

modo, que depende de la longitud de onda bajo la que esté operando el laser,
las caracteristicas del resonador, el radio de los espejos y la distancia que hay
entre ellos. En la Fig. 2.10 (via [15, p.21]), se observan los modos de orden
mayor y el de menor orden que corresponde al haz gaussiano.

Hasta este momento el estudio de las ondas nos remite a su modelo fun-
damental que es la ecuacion de Helmholtz |23, 59|, con el propoésito de que
el desarrollo del trabajo sea claro, se presenta la soluciéon de la ecuacion de
la que se obtienen los polinomios de Hermite, para las coordenadas rectan-
gulares.

Para precisar, cuando el medio sobre el que se propaga la onda es méas
grande en comparacion a la longitud de onda, se puede decir que la onda es
transversal a lo largo de su recorrido, y se justifica el uso del escalar. Para
mostrar el ejemplo segin los modelos realizados se toma la convenciéon de
que el haz se propaga a lo largo del eje z y el nimero de onda k, y se propone
entonces la solucion de la forma

u = flx,y,2)e % (2.13)
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Figura 2.10: Ejemplos de simulacién numérica de modos TEM de orden ma-
yor, basado en polinomios de Hermite-Gauss.

El haz de luz modelado por la funcién u requiere que para valores grandes
de los parametros x y y tienda a 0, y que cambie respecto a la funcién
propuesta, que varia en funcion del parametro z de forma gradual, por lo que
la ecuacion de Helmholtz queda como sigue:

0? 0? oF
—f + —f — 2k —=
0 x? 0 y? 0z

Para encontrar las soluciones de esta ecuaciéon se propone el método ya

expuesto de separacion de variables en el cual la funcién f es como sigue

)

Cabe aclarar que las funciones F(z) y G(z) son funciones que varian
gradualmente y que sus términos van tendiendo a 0 conforme se construye una
circunferencia con las coordenadas transversales, de tal forma que 22+y? =12,
la condiciéon mencionada se cumple cuando r es grande.

Si se sustituye la propuesta de la soluciéon en la ecuacion a resolver se

obtiene

~0. (2.14)

F(r,9.2) = X(2)Y(y) G (=) exp (— (2.15)

4x
F

X' +Y” 4Y Y’ 4 2,kG’+2x2+y2
X v Fy F U"ag 2

X
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De acuerdo al método de separacion de variables de la ecuacién anterior
se puede obtener F'y tiene la siguiente forma

F(z) z+4C),

= = (
Para obtener la constante de integracion, se asume que el frente de onda
es plano en z = zp y que la fase w es independiente de los pardmetros x e y

2 9 2 2
—C=w; — = — (
1k 1k 1k

De aqui, se puede definir que el radio donde el término exponencial de la
solucion propuesta es igual a 1/e, esto hace que wp sea un minimo en z = 2,
se dice entonces que wy es el ancho del haz y en este caso es el radio minimo.
De aqui la ecuacion se resuelve para cada una de las variables, lo que resulta
en las ecuaciones diferenciales de Hermite, en el caso de X se tiene

20, F(z) = wg + z— 2p),

Esta ecuacion tiene como solucion los polinomios de Hermite [23, p.61]
que en la variable X e Y son de la siguiente forma

M@:%(%Q, Y@zﬁ%j%y (2.16)

Falta por escribir la funcion G(z) que tiene la siguiente forma

A
Giz) = ————,
(2) ( + C)n—l-m—i-l

La solucion a la ecuacion de Helmholtz queda como sigue

o= (fE) e (3)
A oo [ ? +y* " |
oy T TR R )

donde A es una constante a determinar, y ademas C'y F' estan bien definidas.
Cabe mencionar que si se utilizan coordenadas cilindricas, los modos son
representados por polinomios de Laguerre, aunque el modo de orden mas
bajo en ambos casos es un haz gaussiano.
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Consideraciones acerca de los TEM

En esta seccidn se da cuenta de ciertos hechos que suceden con los modos
transversales en los resonadores 6pticos, observar ciertos modos transversales
tiene una correspondencia con las condiciones geométricas de los espejos ele-
gidos, en particular su tamano. Ademas, tienen limitaciones fisicas como la
forma de las aperturas o el medio activo del laser. De esta manera, los modos
observables son aquellos cuyo radio de haz w, sea menor que el radio de la
apertura por la que sale el haz. En general, para uso comercial se utiliza el
modo de orden més bajo el TEMyg, el haz gaussiano. El diseno de un laser
en general, no contempla obtener los modos transversales de orden mayor,
por esto se disenan aperturas cuyos radios son aproximados a los del haz
gaussiano. En el caso de este proyecto es importante considerar los 6rdenes
grandes, en otras palabras, modelar un dispositivo que permita la inclusion
de la oscilacion de los otros modos. El fenémeno de los multimodos sugiere
que estos se generan para diferentes secciones en el medio activo del laser, es-
to da como resultado que aunque la ganancia en los modos de la distribucion
se da para ciertas areas, las areas vacias a su vez pueden ser utilizadas por
otros modos que tengan picos de intensidad en éstas. Cuando el nimero de
modos es alto, se traduce en un haz mas homogéneo. Un ejemplo del modo
multi-operacion es el siguiente en la Fig. 2.11 [10, p.229|.

Figura 2.11: Laser de Nd:YAG en multimodo de Nd:YAG, foto tomada de |10,
p.229|

Este fenomeno puede aparecer en el laser que estudiamos, como se observa
en la Fig. 2.12, que es una fotografia del perfil de la salida.

En particular, es posible observar los modos en su estructura individual
si se presenta la condicion fisica de perder los otros modos. Un ejemplo de
esta condicion técnica es colocar una reja rectangular, asi los que tienen
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Figura 2.12: Laser de He-Ne: fotografia de la emision laser de la fuente estu-
diada.

lineas nodales dentro de los limites de la reja, muestra un factor de pérdida
menor que los otros modos, asi se pueden seleccionar los diferentes modos,
en este experimento la importancia de la geometria usada en la reja juega un
papel importante, ya que determina la geometria, y en este caso la simetria
rectangular induce encontrar modos de Hermite-Gauss.

Para nuestro modelo se considera un sistema de espejos planos rectangu-
lares donde se cumpla la condicion senalada en el parrafo anterior.

Modos hibridos

Algunas veces, se observan modos con perfiles de intensidad que son in-
teresantes. Por ejemplo en la Fig. 2.13 se puede observar una morfologia de
una dona: con fronteras claramente delimitadas y un centro que tiende a
cero. Este tipo de perfiles son generados por la superposiciéon de dos modos
circulares (Laguerre-Gauss) que estan linealmente polarizados, pero que es-
tan desfasados en la oscilacion por un angulo de 7/2. Para este caso existen
cuatro maneras de combinar dos modos linealmente polarizados, los cuales
resultan en diferentes estados de polarizacion, esto representa la suma de los
modos. Es de interés notar que la suma de estos modos siempre deja perfiles
de intensidad con la forma de anillo, estos modos son conocidos como modos
hibridos. Cabe senalar que en este caso los modos no interfieren debido a sus
diferentes estados de polarizacion y entonces la intensidad de la distribucion

35



Modos hibridos RESONADORES OPTICOS

de la suma estd dada por la suma de los perfiles de intensidad individua-
les. Los modos hibridos aparecen si la apertura por donde pasa el perfil de
intensidad varfa.

<i03 TEM10 + TEMO01
-5

posicion (m)

5 o 5
posician (m) «10°3

Figura 2.13: Modo hibrido de dona, TEMgy; + TEM;q, modelado numérica-
mente

Operaciéon multimodo del laser

Sin pérdida de generalidad, todos los modos cuyo radio sea menor que el
radio de apertura, en el resonador, van a oscilar al mismo tiempo [10, p.246].
Entonces el perfil de salida seria una superposicion de estos modos. Como se
ha visto, todos los modos son soluciéon a la ecuacién de Helmholtz, pero la
suma no sera solucién debido a que los modos tienen diferentes frecuencias
de resonancia v,,. Esta diferencia en las frecuencias conlleva a oscilaciones
temporales en el perfil de intensidad. Por ejemplo si se considera la superpo-
sicion del TEMgg v el TEMg;. Obteniendo:

2

’ ] exp {i(27r1/p00t — arctan <3> )} +

E ~F —
(x7y7 Z) OeXp [ ’l,U2 ZO

2+/2 —x?
\/_x] exp {_ﬁ} - exXp {Z (27wp10t — 2arctan <i>)} ,
w w 20

Si se calcula la intensidad queda como:

E,
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P
I(x,y,z):Kexp{ f }
w

82 4/ 2x
= (B2 + E%F + EyF,y V2

cos (w)),
donde w:

w = ([2m(Vp10 — Vpoo)] t — arctan (Zio)

La frecuencia de oscilacion que es representada en los términos de la in-
tensidad, por la diferencia entre las frecuencias vy, es del orden de 100 MHz
[10, p.247], si se registra la intensidad del patron, lo que se graba en una ima-
gen, que es el promedio de los modos de oscilaciéon y la suma de los perfiles
individuales de la distribucion de la intensidad.

Para calcular la intensidad en una simetria rectangular se alcanza la si-
guiente expresion:

E(z,y,2) = exp {x—T W:i EnH,y, [%l exp [i(m +1) - w].

w2
=0

y el perfil de intensidades es de la forma

I(z,y,2) = K Ejexp | — (ﬁ — 2cos (w)) . (2.18)

w

En la Fig. 2.14 se observa la superposicion de un gran nimero de mo-
dos. Las magnitudes de los campos F,, de los modos transversales muestran
variaciones temporales causadas por su interaccién con el medio activo del
laser. Dado que los modos usan diferentes areas de ganancia en el medio
activo, los modos que ocupen las areas dejadas por otros, oscilan e incremen-
tan su amplitud. Esta competencia de modos puede ser una que no presente
estados estacionarios, esto puede dar como resultado que la emision laser sea
periddica o cadtica. Como se observa en la Fig. 2.14 (imagen via [12, p.1]).
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Figura 2.14: Imagen de modo que presenta caos tomada de {12, p.1].

Estabilidad en un resonador

Los parametros a utilizar en el modelo requieren definir el tipo de re-
sonador a analizar, el criterio mas importante para describir al kernel de
propagacion es la estabilidad. Es decir, se debe establecer si el perfil de la
onda permanece dentro de la cavidad después de muchos viajes, o si pierde
energia al salir de la cavidad. Para el resonador consideramos que la on-
da realiza viajes de ida y vuelta dentro de la cavidad; de acuerdo con las
condiciones geométricas de frontera, se hallan criterios para determinar la
cantidad de energia pérdida por difraccion. Luego, se busca una condicién de
estabilidad.

Consideramos un rayo que rebota dentro de un resonador y permanece
dentro: condicion de estabilidad. Si el rayo escapa, el resonador es inestable.
El criterio de estabilidad puede ser descrito en términos del radio de curva-
tura R de los espejos y la distancia L que los separa. Estos parametros son
fundamentales en el modelo desarrollado en esta investigacion, ya que son
variables de entrada en la simulacién.

En al Figura 3.1 se aprecia una cavidad con fronteras re ectantes, como
espejos, con radios de curvatura Ry y Rs, y ademas la distancia que los separa
es L.

La representacion matricial de un rayo saliente del lado izquierdo y que
rebota N veces es:
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R1R> R1 R Ro R1 Ri1R>’

A B —- % oL — 2L
{C D}Z 4L 2R2 2 1 _ 2L 4LR2 412

Para N se tiene la siguiente relacion

[7]-[e o) [4]

donde se tiene el determinante AD — BC' = 1, ademés se exige que se cumpla
la relacion cos § = 1(A+ D) [16, p.276]. Entonces, podemos escribir

cosG—l—%—%—i— 2L?
B Ri Ry RiRY

De esta relacion se obtiene que si 6 es real el rayo permanece dentro del
resonador, y si es imaginario escapa de los confines del mismo. La condicion
para que un resonador sea estable se puede resumir entonces como | cos 6 |< 1

Con lo que si se definen

L L
glzl_E 92:1—5. (2.19)

El siguiente criterio afirma que un resonador es estable, si

0< 192 <1, (2.20)

En la Fig.2.15 se muestran ejemplos (con su relacion geométrica) de re-
sonadores estables e inestables |9, p.439|.

Figura 2.15: Diagrama de estabilidad de resonadores, la zona rayada muestra
la zona de estabilidad [9, p.439].
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En dispositivos comerciales se utilizan generalmente resonadores estables
o en la condiciéon de frontera de estabilidad, donde los pardmetros son g; = 1,
1 = 1,2, como el analizado en este proyecto. Los parametros mencionados
cobran importancia, al ser parte fundamental de la matriz de propagacion,
como lo son el radio de curvatura, el tamano del resonador y de la cavidad
optica.
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Capitulo 3

Métodos numeéricos para la
Ecuacion de Fresnel

Modelar el fenémeno de difraccién nos remite a una cronologia de su
estudio. Huygens sent6 las bases al sugerir que cada punto en el perfil de
un frente de onda funciona como la fuente de una onda esférica, y que la
propagacion de la onda se puede conocer de la superposiciéon de todas las
ondas esféricas. Esta idea es importante porque considera que el frente de
onda inicial puede interactuar con el medio. Sin embargo, el formalismo llega
con Fresnel y Kirchho , quienes desarrollan las matematicas necesarias para
modelar la difraccion [27, p.120]. En este capitulo se presenta un modelo
numérico que resuelve la ecuaciéon integral de difraccion de Fresnel, en el
caso de un resonador de espejos planos e inclinados.

La modelaciéon numérica de todo patrén de luz observado requiere pres-
tar atencion a las condiciones fisicas bajo las que es examinado el fen6meno
ondulatorio. En otros términos, lo que sucede con la luz al interactuar con
fronteras que impiden su paso. En nuestro caso estas fronteras son los aco-
pladores de la salida del laser y la apertura por donde sale el haz.

En este capitulo procedemos a resolver la integral de Fresnel, para esto
tomamos dos sistemas de referencia, que sirven para interpretar las transfor-
maciones que sufre la onda propagandose, como se observa en la Fig. 3.1.

A manera de ejemplo, una onda plana se propaga una distancia (, a partir
del origen: la apertura a;; hasta la pantalla as que es donde observaremos
el patron de salida, después de interactuar con «;. En la Fig. 3.1 se muestra
que en la region Ty la transmitancia es 0, y en la apertura a; es 1. Esta
definiciéon es muy importante porque la transmitancia es una funcion esencial
en la conformacion del kernel de propagacion, como veremos més adelante. El
problema a resolver, es calcular la distribucion de intensidad del campo en un
punto cualquiera P, sobre la apertura as, como se muestra en la Fig. 3.1. Para
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Py 2)

Figura 3.1: Plano con las coordenadas de la integral de difraccion.

calcular los cambios en la onda causados por la apertura o, consideramos el
principio de Huygens |27, p.120|. Definiendo muchos puntos sobre a1, una vez
que la onda arribe a «q, estos serén la fuente de ondas esféricas, de tal forma
que el campo total en P, sea la superposiciéon de todas ellas. Cabe aclarar que
todas estas ondas esféricas poseen diferente fase, al depender este cambio de
la forma de la apertura o;.

El siguiente paso es proponer una funciéon que modele la transmitancia, la
llamaremos u(o, p). Esta funciéon debe estar acompaiiada de la onda esférica
correspondiente a cada punto que permite transmitir, esto es, la region 77,

como habiamos dicho
kR
. 3.1
wo. (G ). (3.)

En la Fig. 3.1, la distancia entre la fuente y el plano o pantalla donde
observamos es R. Para considerar todos los puntos en oy, integramos sobre las
coordenadas o y p, y encontramos en primera instancia, una proporcionalidad
entre el campo emitido en a; y el campo observado en as, cuya funcién de
transmitancia es u(z,y), como se muestra

u(z,y) ~ 7 7u(0, p) - (GZR) do dp, (3.2)

—00 —00

Para obtener la integral de difraccion basta hallar la constante que trans-
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forma la proporcionalidad en igualdad de la Fc.3.3.

w(w,y) = C 7 7u(a, 5)- (ef) dodp, (3.3)

—00 —00

La constante C' se obtiene, si consideramos la condiciéon de frontera
u(o, p) = 1, y se transmite un frente de onda plano e=**_ lo que transforma
la integral de la Ec.3.3 en

“JI

. . 2 2 . .
La distancia R = \/(a: —0)" 4+ (y — p)” + (2, se factoriza para realizar
una aproximacion adecuada a las condiciones fisicas observadas, como sigue

H(g)x(@g_myr, 35)

donde el significado fisico es: las diferencias | x — o | y | y — p | son mas
pequenas que la distancia (, que separa a; de as.

Cuando sucede esto, podemos utilizar la aproximaciéon binomial, que uti-
lizamos para la solucién analitica en la seccion 2.4, donde si ¢ < 1,

oikR .
7 > dodp = e =, (3.4)

R=¢

.’1)2

(1+x)":1+nx+n(n+1)2|, (3.6)
Ahora aplicamos la Ec. 3.5 en Ec. 3.4, obteniendo
1(z—0)" 1(y—p)’

R—c1 (z 0)+ (y m, (3.7)

2 2

kR se aproxima a

Con lo que el factor e
—ik 2 2
e le=or+ -0, (3.9
¢
En la Fig. 2.11 observamos que si ¢ es muy grande, los angulos que se
formen 6; son pequenos y se consigue la aproximaciéon R ~ (, con lo que
nuestra onda esférica se transforma en

e—sz ~ e—zkc

x |

o—ihR o—ikC

7 ~ Cexp{

—ik
2¢

(=0 + (y - pﬂ] , (3.9)

43



ECUACION DE FRESNEL METODOS NUMERICOS

con lo que la Ec. 3.3 se escribe como

s // exp [_Zk v—0)’+(y- p)ﬂ dodp = e, (3.10)

Falta por obtener las integrales respecto a o y p y multiplicarlas,

L = /_Ooe:cp<_22k> (x — 0)? do
Ip = /Ooexp<_22k> (y—p)* dp.

Las integrales anteriores se obtienen mediante la féormula

/Z exp [—oz:v2 + /Ba:} dr = \/Eemp (f;)

Entonces, realizamos un cambio de variable para resolver la integral, x —
0 =¢ — de = —do, y sustituimos en /,, obteniendo

IU——/OOexp—<%> (e)* de = — %,

El resultado para I, es el mismo, por la constante de integracion es

—1
= — 11
C o (3.11)

Entonces, la integral de Fresnel es

w(z,y) = _Ti//zu(g,p). (€ZR> do dp, (3.12)

La Ec. 3.12 representa la integral de Fresnel general para una onda esfé-
rica. En nuestro modelo de resonador se representa para una onda plana.

Para esto, es necesario recurrir a la Ec. 3.5 que muestra la aproximacion
binomial o parabélica, y sustituimos en la Ec. 3.12 para escribir:

e = 55 [[ aton eon | G (e =0+ (u =] do o
(3.13)

Existen diversos algoritmos [25] que permiten resolver numéricamente la
Ec. 3.13, en esta tesis utilizamos el modelo desarrollado por F. Morrisey [17].
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Sin embargo, a manera de introduccién se presentan ligeramente los modelos
que existen para cavidades Opticas y sus patrones.

La Ec. 3.13, en coordenadas rectangulares, suele discutirse en la literatura,
y se resuelve en este capitulo. Los primeros modelos numéricos corresponden
con los intentos de describir un interferometro de Fabry-Perot [6]. Durante
los viajes intracavidad de la onda, ésta alcanza un estado estacionario (co-
rrespondiente al modo normal), donde es menor la pérdida de energia. Es
decir, el estado minimo de pérdidas por difracciéon corresponden al estado
estacionario de orden mas bajo, conocido como TEM,. Para cada geometria
involucrada en el diseno del resonador corresponde la capacidad de observar
diferentes modos.

Se debe a G. Fox y T. Li un método para resolver la ecuacién de Huygens-
Fresnel en su articulo de 1961 acerca de los modos de resonancia en un
méser [7]. Cabe aclarar que este método en un principio permite modelar
solo los modos de orden més bajo.

En nuestro caso, utilizamos la aproximacion de Fresnel, que permite en-
contrar los patrones de una cavidad a través de la transformada de Fou-
rier [28]. Como muestra la Fig. 3.2, existiendo una correspondencia entre
el espacio de la frecuencia v y el espacio geométrico. Para encontrar el pa-
tron TEM (que alcanza una distancia d dentro de una cavidad) se somete
el perfil inicial Uy a una transformada de Fourier, resultando en un cambio
de variables: del dominio geométrico al de frecuencia. Después, una funcion
de transferencia H, nos permite obtener un patréon U’(v). Por lo que resta
realizar la transformada de Fourier inversa, asi reconstruimos la geometria
en coordenadas espaciales U’(r). Ante un perfil Uy, se puede aplicar una
convolucion h, para conocer U’'(r), como se observa en la Fig. 3.2 [25].

Una generalizaciéon importante del método de Fox-Li es la realizada por
Wyrowski [2], quien utiliz6 una técnica llamada Field tracing para encontrar
los eigenvectores. Este método es la base del software llamado: T'rans — Lab.
Tratamos de observar los beneficios de este software; sin embargo, la version
de estudiante es insuficiente para resolver el modelo de espejos inclinados
propuesto. Atn asi, consideramos que un proyecto futuro podria ser explorar
las matematicas de este método y programar un cédigo didactico.

A través de la aproximacion paraxial y la solucion de la ecuacion de
Helmholtz (estudiada en el capitulo 2) se obtienen los modos normales dentro
de una caja, de paredes re ectantes; este sistema describe un resonador 6ptico
simple. No obstante, se requiere un modelo numérico que permita resolver la
ecuacion de Huygens-Fresnel. La solucién describe una onda electromagnética
viajando, difractdndose y contenida en una cavidad 6ptica. A través de los
perfiles de intensidad se observan los modos transversales tal como en la
solucion analitica.
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*h(x,y)
U(x,y,0) » U(x'y'.d)
FT FT-!
) xH(Vy,Vy) }
U(VI,V}.,O) B U(V:ts Vysd)
. L s xg 2
Ad
H(v.,v,) =exp(- jkd )exp [jmld (vﬁ & vﬁ):l

Figura 3.2: Diagrama de métodos numéricos basados en transformada de
Fourier para obtener los modos

Reafirmando, la integral de Fresnel puede ser discretizada [21]. Estos mé-
todos matriciales ofrecen la posibilidad de diagonalizar la matriz y encontrar
los patrones de intensidad en la cavidad. El método seguido, en esta tesis,
es cercano a esta aproximacion pues utilizamos la cuadratura gaussiana para
resolver la integral de Fresnel. Asi, construimos el kernel de propagacion, que
es parte de los métodos de discretizacion de la integral y convertirla en una
matriz como se desarrolla parrafos méas adelante.

El viaje de una onda con perfil u(xg, o), en una cavidad cuya frontera
son los espejos My y M,, se describe como:

W (x,y) = //K(x,y : o, Yo) U (2, y) daodyo, (3.14)

La Ec. 3.14 afirma que el perfil «'(x,y) corresponde a la mitad del viaje.
Asi, se propaga hasta alcanzar el espejo M. El perfil completo u”(z,y) se
conoce a la vuelta, en el espejo M. La soluciéon de la Ec. 3.14 suele ser ana-
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litica, en algunas circunstancias. Con el fin de abarcar més casos, el método
propuesto por G. Fox y T. Li [6] propone un método numeérico iterativo, este
proceso requiere de un perfil de onda inicial. Por ejemplo: una onda plana.
El perfil ug(z,y) viaja de ida y vuelta dentro del resonador, hasta que se
cumple la condicion: u" V) (z,y) = yu™(x,y). Proponiendo un problema de
eigenvalores (cuya magnitud se relacionan con la pérdida de energia por di-
fraccion) y de eigenvectores que representan el campo escalar y los modos
TEM buscados.

F. X. Morrisey y H.P. Chou (en un articulo de 2011) [17], proponen un
marco tedrico que construye el kernel de propagacion en el interior de la
ecuacion de Huygens-Fresnel. Dicho de otra manera, transforma la integral
en un problema de eigenvalores, mediante la discretizacion del kernel con el
método de la cuadratura gaussiana. Para nuestro modelo seguimos el camino
planteado por Morrisey en su articulo, porque permite obtener tantos modos
como los N puntos de la malla escogida, ver Apéndice A.3.

La aberracion que estudiamos, en la literatura se conoce como el calculo
de modos para resonadores 6pticos con espejos inclinados. Se escogio esta
aberracion para representar un modelo del fenémeno que sucede en el laser,
que presenta la competencia temporal de modos. En la practica, obtenemos
una base numérica (no-polinémica, no-analitica) para construir una combi-
nacion lineal. Aunque, el modelo propuesto desprecia la variable temporal,
éste permite entender como se suman los perfiles de intensidad. Esto se re-
laciona, con la propuesta de obtener los modos por medio de la correlacién
entre imagenes tedricas y fotogramas del laser, ver capitulo 4.

Lo que no se puede controlar con la propuesta de modelo, es el nimero y el
orden secuencial de los modos que aparecen. En los capitulos anteriores 1 y 3
se mostraron las condiciones bésicas para que aparezcan modos. Sin embargo,
el fenomeno estudiado se modela con la aberracion de los espejos inclinados,
y se piensa que puede ser una causa fundamental de la superposicion de
modos.

A continuacién, se muestra como se construye el kernel de propagacion,
que contiene la informacion necesaria para simular el viaje de ida y vuelta de
la onda electromagnética dentro del resonador. Debido a que no se cuenta con
un software que permita la selecciéon de los modos, que se ajuste al modelo de
correlacion de imégenes, se desarrollo un codigo en Matlab (ver Anexo A.3),
el cual utiliza el kernel disenado por Morrisey [17] y el componente del kernel
que muestra la inclinacién de los espejos.

La aberracion de los espejos es funcion de parametros fisicos que son
controlados en la simulacion numérica; tales como: la longitud de onda, el
tamano de los espejos y las dimensiones de la cavidad éptica.
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3.1. Kernel de propagacién y aberraciéon de in-
clinacién en espejos.

De acuerdo con Morrisey [17], la forma normalizada de la ecuacion de
Huygens-Fresnel es
. 2o\ 2 2
yu (2 yQ) —iy/ Ny Nyexp |imA (Nx (—2) + N, (%> )] :

[ ™1 T2

7\ 2 2
// —, — exp imA (Nx (—1) + Ny <£> )] .

T1 T2

o (ﬂ) () e () GG,

1 1 T9 T2 1 )

Se normaliza la ecuacion integral para discretizar el kernel, y utilizamos
la cuadratura gaussiana,con dominio de —1 a 1. Los parametros fisicos estan
incluidos en la matriz de propagacion Mupep (Ver seccion 2.4), donde
A=2-g1gp—1yB=2-gyL.

Los ntimeros de Fresnel Corresponden al espejo de salida. Para nuestro
caso, se usa la longitud L, asi N, = % /(BX) y N, =73 /(B ). Una vez,
que la integral se convierte en una suma, se tiene una expresion particular
para el kernel de propagacion, que contiene la informacién necesaria para
elegir la geometria a estudiar. Aqui, consideramos que la cavidad 6ptica es
conformada por espejos planos.

En correspondencia con el articulo de Morrisey [17], el kernel a utilizar
en nuestro coédigo es:

donde H = —i,/N, N,, W;; que representa los pesos que discretizan del
kernel, con los polinomios de Legendre y con abscisas en cero.

F; = exp _2'7TA <Nx <;’f) ( ) )] (3.16)
Foo = exp _mA <N$ (%) )] (3.17)
B = oo 2w (. (2) (;f_f) (%) ()] e
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Modelo de espejos inclinados.

Completamos el kernel de propagacion con el término que describe la
desviacion de los espejos. Como se muestra en la Fig. 3.3, ambos espejos
estan rotados el mismo angulo §/ry, este hecho causa que el complemento
del kernel resulte en:

Figura 3.3: Diagrama del modelo de cavidad de espejos inclinados.

T, = exp (i) (i> (2 + ), (3.19)

1

Esta matriz se multiplica al kernel H;;,,, y con esto la ecuacién de eigen-
valores a resolver es:

N M
Yuw Uyp = Z Z Hi’qum U, j- (320)

i=1 j=1

Con el codigo desarrollado (mostrado en el apéndice A.3,) se obtienen los
eigenvectores que representan el campo escalar, y corresponde con los modos
transversales. A su vez, el perfil de intensidad es el valor absoluto del campo
elevado al cuadrado.

3.2. Resultados

Para obtener una visualizaciéon es necesario que en el modelo numérico
se especifiquen los parametros fisicos de un resonador Optico: tamano de
los espejos, de la apertura, distancia entre los espejos, entre otros. En la
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Fig. 3.1 se observa un esquema, con los parametros fisicos que utilizamos y
describimos a continuacion.

El calculo numérico de la integral de Fresnel requiere los radios de cur-
vatura R; y Rs, estas magnitudes corresponden a los espejos del resonador:
plano, concavo (positivo) 6 convexo (negativo). Estos cuentan con radios rq
y ra. A su vez, estan separados una distancia L, con una longitud de onda A,
correspondiente a la perturbaciéon propagada dentro de la cavidad.

En un resonador estable el haz viajero presenta una dispersion radial
menor que en un resonador inestable, para cada viaje, esto se re eja en la
magnitud de los parametros g y se observa que la relacion de estabilidad de
un resonador es 0 < g1go < 1,donde g; =1—L/R;, i =1,2.

En nuestro modelo consideramos una cavidad con espejos planos; por
tanto, los radios de curvatura son de magnitud R?; 2 = oo, por lo cual g; =
g = 1. Lamentablemente, con estos valores el resonador resulta inestable,
como se menciono en la seccion 2.4.

Completamos el modelo con el parametro de aumento dado por m =|
g2/g1 | [19]; para este modelo m = 1. Asi consideramos que L > A, por lo
que la difraccion en el resonador dependera del aumento m y del ntimero de
Fresnel N; = (mr;)?/L), i = 1,2.

3.2.1. Resultados del modelo plano con inclinacién

En la ejecucion del programa consideramos una malla, que representa a
los espejos dividida en 61 puntos (N = 61), para cada eje en nuestro sistema
de coordenadas rectangulares; ver el programa anexo en el apéndice A.3.
Aunque el numero puede variar de acuerdo con las necesidades para cada
visualizacién. Sin embargo, creemos que estos puntos son suficientes para
mostrar claramente la posible salida de emision laser, sin consumir demasiado
tiempo de méquina: aprox. 8 min de ejecucion.

El programa desarrollado para esta tesis, cuenta con la caracteristica de
modificar los parametros geométricos de la cavidad, ligados al nimero de
Fresnel, como se puede observar en la seccion tedrica de este capitulo 3.

Para tener coherencia con la literatura [11,22], decidimos utilizar d&ngulos
con la forma (A/z), donde x puede adquirir valores de cualquier nimero
natural, esto con un objetivo especifico: que nuestro modelo se ajustara a los
modelos previos para contar con un punto de comparaciéon. De esta manera,
observaremos un cambio en la distribucion espacial de los patrones observados
congruente con reportes previos.

Para los diferentes angulos propuestos como lo son: (A/10) ver Tabla 3.2,
(A/100) ver Tabla 3.4 y (A/1000) ver Tabla 3.6, observamos que efectivamente
el cambio que supone la orientaciéon del espejo, provoca una variaciéon en
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el eje Optico. En nuestro caso, propusimos una variaciéon sélo sobre un eje
transversal de coordenadas (y); asi, el patron se desplaza espacialmente, como
se observa en las Tablas 3.3, 3.5y 3.7.

Cabe decir que la diferenciacion de los modos (para espejos inclinados) es
complicada, ya que el programa desarrollado ordena los patrones en funcion
de la pérdida de energia por difraccion. En otras palabras, es simple identi-
ficar a qué orden corresponden los patrones cuando carecen de inclinacion,
pues se pueden contrastar con la teoria. En el caso con espejos inclinados la
identificacion es dificil, porque la salida del programa prioritiza a un patréon
con poca perdida energética sobre otro, sin referirse a una teoria analitica.
En consecuencia, la salida es un patrén, con poca informacion sobre el or-
den modal en referencia a un conjunto de polinomios (Hermite, Laguerre, u
otros). Por esta razon, creamos una tabla de combinaciones lineales de los
primeros cuatro patrones observados, ver Tabla 3.3, para los angulos men-
cionados. La salida de las combinaciones son una propuesta de cuéles son los
posible patrones que pueden ser emitidos, bajo esta aberracion.
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(f) TEM 12

(g) TEM 20 (h) TEM 21 (i) TEM 22

Tabla 3.1: Grafica de modos transversales con método de Morrisey [17]

TEM 1 TEM 2

TEM 3 TEM 4

Tabla 3.2: Grafica de modos transversales para inclinacion A/10

52



01/Y ered So[RSIOASURI) SOPOUL 9P UQIDRUIGUIOD Op BOYRIY) €°¢ B[R],

¥ INAL + € INAL (7)

METODOS NUMERICOS

v INAL + ¢ INAL ()

¥ INAL + T INAL (P)

(w) ugosod

aL

¢ WAL + ¢ INAL (9)

(w) o

¢ WAL + T INAL (q)

(w) uoose od
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TEM 1 TEM 2

TEM 3 TEM 4

Tabla 3.4: Grafica de modos transversales A/100
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RESULTADOS
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TEM 1 TEM 2

TEM 3 TEM 4

Tabla 3.6: Grafica de modos transversales A/1000
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RESULTADOS
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3.3. Modos TEM con inclinaciéon: patrén com-
pleto

Con el fin de mostrar el patron de intensidad completo una vez incluida
la aberracion de los espejos inclinados, procedimos a cambiar el tamano de la
apertura para ver el patréon completo. Se observa que los patrones son cada
vez menos definidos y resulta complicada una diferenciacion, esto puede ser
una consecuencia de los puntos N, en los que esté dividida la malla, ya que
al correr el programa estos definen la nitidez del patréon observado. En un
trabajo futuro se puede refinar la forma de seleccionar los puntos a dividir la
malla para tener una representacion nitida si se varfan las dimensiones de la
cavidad.

Ap: Ejey TEM 1

0.006 m

0.0l m

Tabla 3.8: Grafica de modos TEM con inclinacion de un angulo de A\/10,
se muestra la salida del patréon con dimensiones de apertura diferentes para
mostrar el patréon completo.
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Ap: Eje v TEM 1 TEM 2

0.006 m l'
0.01 m I‘

Tabla 3.9: Gréfica de modos TEM con inclinacion de un angulo de A/10,
se muestra la salida del patron con dimensiones de apertura diferentes para
mostrar el patron completo.

Intensidad normali_zada

-0.05
0D.04 108
003 10.8
0.02 1.7
‘e 0. I 0.8
c
:g 0 5
p
a 0 4
0.02 0.3
0.03 2
0.04 0
0.05
50 56 X10%m
posicion

Figura 3.4: Modo TEM 1 con apertura en eje y de 0.05 m
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Intensidad normalizada

-0.05 N’
0.04 e
003 10.8
-0.02 107
T Om &
s
5 0 0.5
8
a 0.0 0.4
0.02 0.3
0.03 02
0.04 0
0.05
50 5 X107 m
posician

Figura 3.5: Modo TEM 2 con apertura en eje y de 0.05 m

3.4. Conclusiones del capitulo

La soluciéon de la ecuacion de Fresnel, requirié de la construccion de un
algoritmo que permitiera hacer las iteraciones que dan lugar a los eigenvalo-
res y en consecuencia los eigenvectores que representan el campo escalar. El
articulo de Morrisey [17]| presenta el método a seguir matematicamente. Sin
embargo, acceder a algin c6digo mencionado en la literatura resultéd infruc-
tuoso. Por ello, programamos nuestro propia version de codigo para encontrar
los modos relacionados.

Las ventajas de nuestro programa estriban en una construccion simple,
que permite insertar pardmetros geométricos necesarios para observar los
patrones. No obstante, cuando se utilizo el kernel para modelar los espejos
inclinados, hallamos que no permitia identificar a primera vista el orden
del modo, correspondiente al patrén obtenido. En consecuencia, procedimos
a construir un conjunto de combinaciones con los patrones obtenidos. Asi,
observamos que los patrones no correlacionan con el patréon observado en el
laser.

Por este motivo, concluimos que las transiciones vistas en el laser, no son
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de naturaleza tal que solo impliquen la inclinacién de los espejos. Los patro-
nes obtenidos (para diferentes angulos) permiten observar que una alteracion
severa en intensidad; a consecuencia de la desviacion del eje 6ptico principal.
Adn asi, las combinaciones de los diferentes patrones de intensidad (sin pon-
derar su amplitud) no mostraron correlacion con los patrones observados en
laser de prueba.

En futuros trabajos se puede refinar la forma de los elementos del kernel
de propagaciéon. A saber; modelar otro tipo de aberraciones o modificando el
medio de la cavidad. En tanto se proporciona un coédigo que puede ser libre
de modificarse, util didacticamente, que permita avanzar en la comprension
de la transicion temporal de modos laser.
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Capitulo 4

Modos hibridos y el algoritmo de
correlacion de imagenes

Detallamos en este capitulo sobre la observacion sistematica de la emision
laser del He-Ne y sobre el procesamiento de imagenes utilizado para identifi-
car algunas componentes modales. Presentamos como se registro la emision
singular del laser He-Ne a la temperatura del laboratorio (aprox. 20°C). De
esta documentaciéon se obtuvieron tres patrones representativos. Tales pa-
trones se identificaron como una superposicion con base de polinomios de
Hermite-Gauss. Estos resultados fueron ilustrativos en el uso de una teoria
preestablecida, y fue la motivadora en la busqueda de una teoria que tratara
de explicar la producciéon de tales patrones TEM atipicos.

4.1. Condiciones de observacion

La Fig.4.1 muestra un esquema simplificado del arreglo utilizados para
observar los patrones emitidos por el laser. El laser de He-Ne se monto so-
bre una plataforma horizontal y amortiguadora de vibraciones mecénicas. El
haz laser viajaba, aprox. 3 m, hasta una pantalla traslicida de papel de es-
tructura uniforme, libre de asperezas y rugosidades ("papel cebolla"). Atras
de la pantalla se coloco una cdmara videograbadora (Canon: Rebel-Ti). El
arreglo permitié obtener imagenes libres de efectos de perspectiva, distorsio-
nes u otros artefactos identificados como fuentes de error. Observamos que
los patrones TEM mutaban de un estado a otro de forma continua, suave
y periodica. Al encender el laser, entre patrones la periodicidad promedio®
fue de 0.67 £+ 0.049 s (con un muestreo de n = 15); es decir, present6 un
error de 7.3 %. Con el fin de identificar la direccion del eje 6ptico del laser, se

!Esta medicién se realizé utilizando el programa de video-analisis Tracker-physics.
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3m

/"

Haz laser

~

Polarizador
lineal

\ Pantalla
translucida

Figura 4.1: Diagrama del arreglo para observar la variacion temporal y dis-
tributiva de la intensidad en los patrones TEM de un léaser de He-Ne.

coloc un polarizador lineal (con su eje 6ptico vertical) antes de una pantalla
translicida. Observamos que la mutacion de los patrones de emision laser
presentaba discontinuidades temporales. En la Fig. 4.2 se muestran algunos
fotogramas representativos de la emision laser.

Por otro lado, en un intento de manipular la salida del laser, utilizamos
dioxido de carbono en estado solido para disminuir la temperatura del l4-
ser hasta -78°C (termémetro piezoeléctrico, Trupper). Sin embargo, el tnico
resultado observable fue la interrupcion de la emision laser. Es oportuno men-
cionar también que del analisis de la alimentacion eléctrica del instrumento
no se encontraron anomalias en la fuente de energia. De tal modo, se dedu-
jo que los singulares patrones TEM son producto de un proceso dentro del
medio y la cavidad optica.

4.2. Algoritmo de reconocimiento de imagenes

De la videograbacion de la evolucion del patron laser, se seleccionaron tres
fotogramas representativos. Los patrones muestras claras diferencias morfolo-
gicas para identificarlos entre unos y otros. Ademas que resultan interesantes
por presentar estructuras de "dona", tipicas en patrones tipo (0,1)*. Por lo
que tales estructuras pueden presentar efectos asociados a modos hibridos
de fase compleja: variaciones azimutales en el gradiente de intensidad, por
ejemplo. En cualquier caso, comenzamos nuestro analisis en este punto.

A continuacién explicaremos las etapas que conforman el algoritmo que
designa a un fotograma como la suma ponderada de modos tipo Hermite-
Gauss.
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Etapa de captura de imagenes

Después de videograbar la intensidad emitida del sistema laser; por ins-
peccion, se identificaron tres patrones. Entre ellos es clara la diferencia mor-
fologica. Matematicamente, se identifico el centro geométrico de la mancha
dejada por la emision y a su alrededor se definié un cuadrado. Estas imagenes
se almacenaron y formaron la base de los datos iniciales. Con el fin de obtener
una identificacion clara y contar con toda la informacién de la distribucion de
intensidad en la imagen, los canales RGB (acronimo del ingles de: rojo, verde
y azul) se colapsaron en un solo canal. A esta imagen en escala de grises se le
redujo el ruido aleatorio mediante un filtro de 10 pixeles de radio. Utilizar un
filtro més amplio causa una pérdida significativa de la informacién, mientras
que un filtro més reducido conserva ruido aleatorio. En la Fig. 4.2 se puede
observar la mejoria en la distribucion de la intensidad al filtrar los patrones
seleccionados.

Figura 4.2: Vista de proyeccion ortogréfica de los patrones laser seleccionados
antes y después de aplicar un filtro elimina ruido aleatorio (en un radio de
10 pixeles).

Etapa de generaciéon de base de datos tedrica

Por otro lado, en Matlab se programé una base de datos teérica, a partir
de los polinomios de Hermite-Gauss. Escribimos una funcién generadora de
modos teoricos Hermite-Gauss; de tal forma que se acoplara a una funciéon de
dos variables espaciales/pixelares. Asi, se pueden graficar en 3D los polino-
mios HG. Sin embargo, definimos que todas las visualizaciones se realizarian
desde la posicion cenital del observador; escalamos y definimos el ntimero de
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pixeles; de modo que imagen simulada y el fotograma del laser son de las
mismas dimensiones matriciales. Se definié un gradiente de intensidad lineal
y en grises. Finalmente, la imagen se almacena en memoria para su uso con el
formato jpg. Este proceso primario permite obtener imagenes comparables a
las proyectadas por el laser. Estos archivos temporales conformaran nuestra
base de datos teorica.

Etapa de comparaciéon entre imagenes teéricas TEM

Entonces, en nuestro programa cargamos la imagen a identificar. Luego,
generamos la imagen simulada del orden (0,0); las dos imégenes son compa-
radas por medio de la correlaciéon; su valor méximo es almacenado en una
nueva matriz; aqui llamada: matriz de comparaciéon. Repetimos el proceso,
pero variando el orden de la imagen simulada; en la secuencia (1,0), (2,0),
(3,0),. . ., (9,0); después se realiza el mismo proceso en la siguiente fila: (1,1),
(2,1), (3,1),. .., (9,1). Se continua con el proceso hasta alcanzar el valor (9,9).
Finalmente, se llenan todos los espacios de la matriz de comparacion.

Etapa de comparaciéon entre imagenes tebéricas pondera-
das

Ahora, buscamos el valor maximo dentro de la matriz de comparacion.
Tal celda corresponde al modo simulado que presenta mayor correlacion en-
tre la imagen observada y la coleccion tedrica. Al identificar tal modo, se
realiza nuevamente un proceso de correlacion entre el fotograma del laser y
la imagen simulada. Pero ahora, solo se realiza sobre un modo multiplicado
por un nimero escalar; que representa la ponderacion y fisicamente se rela-
ciona con la intensidad luminica. En otros términos, se compara el fotograma
contra una imagen simulada con diferente intensidad en sus elementos. Ob-
teniendo un vector de comparacion, donde su maximo representa el valor que
debe multiplicarse al modo (previamente obtenido) para tener una imagen
parecida al fotograma.

Etapas subsecuentes

En estas etapas se repite el proceso de comparacion de imégenes teori-
cas TEM; pero tomando en cuenta la informaciéon previamente obtenida. Es
decir, el fotograma es comparado con la base de datos, pero en toda la com-
paracion se considera la presencia del modo previamente identificado y su
valor de ponderaciéon. Se obtiene una nueva matriz de comparacion; lo que
significa que su maximo identifica al siguiente modo. Con los dos modos y un
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valor de ponderacion, se construye el vector de comparacion, del que extrae
el segundo valor de ponderacion, que corresponde al siguiente modo encon-
trado. Finalmente, repetimos este proceso; hasta encontrar el quinto modo y
su valor de ponderacion.

Mediante este proceso identificamos a los tres fotogramas como la suma
de cinco modos HG ponderados, correspondientes.

4.2.1. Evaluacién de los patrones obtenidos

Utilizamos una imagen de la literatura con el fin de evaluar la efectividad
del algoritmo propuesto para la identificacién de componentes de patrones
TEM. Encontramos varios articulos que relatan sobre la reproducciéon de mo-
dos TEM de orden superior y combinados. De entre ellos, seleccionamos una
fotografia nitida y carente de sobre-exposicion; ademés donde el autor pre-
sento6 su version de componentes y una imagen modelada [8]. G. Machavariani
y coautores muestran como obtuvieron en el laboratorio una distribuciéon en
campo lejano del modo (0,1)*, mediante haces de Laguerre-Gauss, ademés
utilizaron matrices de Jones (aunque no explican c6mo) para mostrar un
modelo tedrico. Tanto la imagen experimental como la imagen teérica las
utilizamos para comparar nuestro modelo. La Fig. 4.3 exhibe la fotografia
obtenida en el laboratorio, el modelo propuesto por los autores de la referen-
cia y el modelo propuesto por nosotros. Al analizar la imagen del laboratorio,
en nuestro algoritmo obtuvimos un resultado satisfactorio.

Figura 4.3: Fotografia experimental de la referencia [8], el modelo teorico
propuesto por la referencia, y el modelo que proponemos.

La Fig.4.4 ilustra la suma ponderada de los modos componentes que re-
sultan en nuestro modelo teérico propuesto. Aunque morfolégicamente es
cercana la semejanza entre la imagen experimental y de nuestro modelo, tam-
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bién requiere una evaluacion cuantitativa. Por lo que retomamos los valores
méaximos de correlacion.

6 +4 +4

Figura 4.4: La suma de tres patrones TEM ponderados resultan en un modo
hibrido morfolégicamente similar al encontrado en la literatura.

Construimos una matriz de correlaciéon-maxima donde se comparan tres
imégenes: el fotograma experimental de la referencia, el modelo teérico de la
referencia y nuestra propuesta. Obteniendo una matriz de 3 x 3, donde la dia-
gonal es la identidad, pues es la comparacion de la imagen consigo misma. El
resto de entradas matriciales indican —bajo un criterio matematico— la seme-
janza entre la imagen experimental contra las propuestas tedricas. Este tipo
de matrices son popularmente utilizadas para evaluar el desempeno de pro-
gramas de reconocimiento de patrones y aprendizaje automéatico. En nuestro
caso, comprobamos que la correlacion es conmutativa, lo cual es deseable en
la comparacion de patrones en imagen. Més atun, que el factor de correlacion
de nuestro modelo (C = 0.87) es ligeramente mayor que el del modelo tedri-
co de la referencia (C = 0.83). Este resultado solo implica que el algoritmo
propuesto es suficientemente adecuado para obtener las componentes TEM
de las imagenes del laser de He-Ne, ver Fig. 4.5.
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Imagen
experimental

Modelo de
la referencia

Modelo
propuesto

Matriz de
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Figura 4.5: Componentes de la matriz de correlaciones maximas, donde se
compara el grado de semejanza entre las iméagenes. El modelo que propone-
mos cuenta con una correlaciéon ligeramente superior al modelo de la litera-
tura.

4.3. Escalares y componentes TEM de los pa-
trones laser

Después de construir un algoritmo identificador de componentes HG y
de su ponderacion, y hacer una validacion a través de una fuente externa.
Utilizamos el algoritmo propuesto con los tres patrones separados del video
de emision laser. Las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8 presentan los resultados obtenidos;
graficamente se exhiben las cinco componentes TEM y los valores ponderados
correspondientes.
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10 + 10|88
+l [+ =

Figura 4.6: Componentes HG ponderados que modelan el patréon laser No.1.

8I+8-
+9-+4m+3ﬂ

Figura 4.7: Componentes HG ponderados que modelan el patréon laser No.2.
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B
+9n+ 4m+ 3-

Figura 4.8: Componentes HG ponderados que modelan el patréon laser No.3.

4.4. Matriz de comparacion

Con el propésito de comparar si efectivamente los modelos teéricos obte-
nidos son similares a la correspondiente fotografia del patrén laser y que se
pueden discriminar del resto de modos fotografiados, se construyé otra matriz
de correlacion (de modo similar a como se describo en la seccion 4.2.1).

En la matriz de correlacion (de 3 x 3) se confrontaron tres fotografias
del patron laser contra tres modelos teéricos. Para obtener un mayor con-
traste y significacion entre celdas, normalizamos a 100 % las entradas de la
matriz, esto se meuestra en la Fig. 4.9. Afortunadamente, encontramos que
la mayor correlacion se presentd en la fotografia del tercer patrén y su mo-
delo asociado. Mejor atin, los mayores valores de correlacion correspondieron
a la comparacion de fotografias y sus patrones asociados. Vale decir que es
posible discriminar y descartar la correlacion entre fotografias y patrones
no-correspondientes. Sin embargo, idealmente se esperaba que la diagonal
adquiriera valores muy cercanos a 100, mientras que el resto de entradas se
aproximaran a cero. Tal condicién ideal, mostraria la robustez del algoritmo.
Reiteramos, aunque los valores de las celdas cruzadas son altos, se pueden
discriminar de los valores de la diagonal. Con esto se muestra congruencia en
el proceso de seleccion de patrones y su asociaciéon al modelo teorico.
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Fotografias
(patron laser)
Promedio disco:

r = 10 pixels
100.000
M = Matriz de
correlaciones
M% = 100M/max(M) Modelos propuestos

Figura 4.9: Matriz de comparacion entre las fotografias de los patrones laser
y los modelos tedricos asociados.

4.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo detallamos la observacion y documentacion las varia-
ciones del patron TEM-laser del He-Ne en questién. A partir de lo cual se
separaron tres fotogramas. También comentamos sobre la construccion de
un algoritmo para identificar estas imagenes como componentes lineales con
base de polinomios HG. La validaciéon de tal algoritmo se realiz6 mediante
una imagen singular encontrada en la literatura. Finalmente, una cuantifi-
cacion del reconocimiento cruzado entre los patrones TEM observados y los
calculados. Si bien los resulados de correlaciéno son los 6ptimos alcanzados,
el ruido base (las correlaciones cruzadas) es alto. Futuros trabajos deberan
considerar la utilizacion de cribas mas sofisticadas. Por ejemplo, uso de redes
neuronales, puntos morfolégicamente estratégicos, coordenadas principales,
entre otras perspectivas de analisis. Por otro lado, analizamos exhaustivamen-
te el laser como instrumento, sin danar su integridad. Pero se debe evaluar
(a futuro) si se deben realizar estudios no-destructivos méas profundos en el
aparato.
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Capitulo 5

Conclusiones generales y
prospectiva del trabajo

Sobre el registro de los modos laser He-Ne

La técnica de registro de los patrones consistié en una videograbacion de
30 min, de los cambios periddicos de los patron TEM del laser, este tiempo
es suficiente para el registro de los fotogramas mostrados en este trabajo.
Estos fotogramas son analizados morfoloégicamente a través de del método
de correlacion de imagenes y son comparados con los patrones obtenidos de
la simulaciéon numérica. Se disminuyé la temperatura de la cavidad éptica
con el fin de ver un cambio en la informacién del patrén observado, este
proceso no brindé informacion significativa. Los fotogramas son adecuados
para realizar nuestros estudios posteriores aunque, una tarea pendiente es la
determinacién del eje optico.

Sobre la propuesta de procesamiento digital de imagenes

Expresar a las imagenes del ldser como una suma ponderada de patrones
Hermite-Gauss fue ilustrativa, y un buen inicio para analizar la teoria fun-
damental de la cavidad. Cada patrén laser separado del video se reescribio
como una superposiciéon de modos Hermite-Gauss, logrando una correlacion
superior al 93 % cuando se compara cada fotograma con el modelo respec-
tivo. Si bien los efectos de ruido aleatorio evitaron obtener mayor contraste
entre la identificacion entre modos tedricos y los observados, alcanzamos
indicios de la naturaleza del patron. Por lo cual, en futuros trabajos se debe-
ra realizar el analisis correspondiente a cada fotograma del video mediante
un sistema automatico y en tiempo real. Ademés explorar el uso de otros
algoritmos de identificacion de patrones (valores propios, redes neuronales,
entre otros) en procesamiento digital de imégenes. Su resultado principal —
comprobar la superposiciéon de modos sin un orden en los indices y sus pon-
deraciones conllevo a buscar la naturaleza de los modos TEM, derivando en
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indagar teéricamente en los parametros de la cavidad que producen tales pa-
trones. De hecho, el procesamiento realizado poco dice sobre los mecanismos
que provocan la formacién de los modos de orden superior y su superposi-
cion. La teorizacion de variables no-observables se requirié para conocer mas
a fondo sobre el fenémeno.

Sobre la propuesta de modelo mecénico

Antes de realizar una propuesta de la naturaleza de la cavidad 6ptica del
laser en cuestion, desarrollamos un modelo mecénico preliminar. Tal modelo
nos permitié entender las variaciones temporales de los modos normales en
funciéon de un parametro fisico; en este caso: la tensién directamente pro-
porcional al tiempo. Los resultados del modelo permiten identificar que las
variaciones internas de una cavidad o su medio de propagacién alteran signifi-
cativamente el patréon de los modos. Esta primera aproximacién nos permitio
avanzar en la propuesta de un modelo electromagnético; tanto en el desarro-
llo de herramientas matematicas, como en la comprension conceptual. En
futuros trabajos, se debera conjuntar los diferentes casos donde se presenten
los cambios en dependencia a otras variables fisicas (e.g. densidad) y en otras
expresiones funcionales del tiempo.

Sobre la propuesta de modelo electromagnético-numeérico

A partir de la ecuacion de Fresnel se desarrollé un modelo paramétrico de
donde se obtuvieron los patrones TEM en una cavidad. El modelo es exible
y permite introducir cambios en los parametros geométricos de la cavidad; en
nuestro caso, propusimos la variacion en la inclinacion relativa de los espejos.
Obtuvimos imagenes que muestran algunas caracteristicas de los patrones
observados. Sin embargo, la superposicion de los modos tedricos no muestra
claramente la correlacion entre los modos observados. Esta propuesta, como
la del procesamiento de imagenes, es estatica. Futuros trabajos deben tratar
de alcanzar una representacién temporal y continua, como la lograda en el
modelo mecéanico. Mas ain, explorar otros parametros fisicos ademas de la
inclinacion de los espejos, como pueden ser variaciones en el medio 6ptico.

En general. Este trabajo muestra una exploraciéon intensa sobre un objeto
de estudio particular: los modos anémalos TEM en una cavidad. Resuelve
preguntas especificas sobre el fenémeno observado. Pero esta limitado, por lo
que abre la oportunidad a una investigacion complementaria. Es decir, sigue
el proceso normal de investigacion cientifica.
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Apéndice A
Codigos

A continuacién, a modo de ser transparentes con los métodos utilizados en
este trabajo, presentamos los codigos esenciales de los programas realizados.
Debemos mencionar, que si bien realizamos una amplia documentacion en
los scripts, se omitieron los acentos en las palabras.

A.1. (Cébédigo de soluciones de la cuerda a ten-
siobn constante y proporcional al tiempo

script

3 cuerda no variable

5 n=1

; clear , clc;
[x,y] = meshgrid (0:.01:1,0:.01:2%pi);
s z= 2.xsin (x.*xpi).xsin(y.*xpi);

SuI.f(Xv}IvZ) 5
n=>2
clear , clc;

3 [x,y] = meshgrid (0:.01:1,0:.01:2% pi);
z= 2.%sin (2.%x.%pi).*xsin (2.xy.xpi);
5 surf(x,y,z);

7 n=H

s clear , clc;

[x,y] = meshgrid (0:.01:1,0:.01:2% pi);
z= 2.xsin (5.%xx.xpi).*xsin (5.xy.*pi);
surf(x,y,z);
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cuerda variable

n=1
; clear , clc;

[x,y] = meshgrid (0:.01:1,0:.01:2.%pi);
z= sin (l.xx.xpi).*x(1.74) .%x(y.~(—=0.25)) .xsin (1.x(y.~(1.5)).%((pi)
2(=0.5)));

surf(x,y,z);

n=2

clear ; clc;

[x,y] = meshgrid (0:.01:1,0:.01:2.%pi);

z= sin (2.%x.%pi).*x(1.74) .%(y.~(—0.25)) .xsin (2.%(y."(1.5)).%((pi)
"(=0.5)));

surf(x,y,z);

n=>

clear , clc;

[x,y] = meshgrid (0:.01:1,0:.01:2.%pi);

z= sin (5.xx.xpi).*x(1.74) .%x(y.~(—=0.25)) .xsin (5.%(y.~(1.5)).%((pi)
~(=0.5)));

surf(x,y,z);

A.2. (Cobédigo para identi caciéon de modos por
procesamiento de imagen

A.2.1. Funcién generadora de polinomios de Hermite

function y = poly hermite(x,a)

%(%)

% funcion y = poly hermite(a, x)

% sirve para evaluar el vector x con un polinomio de Hermite de
grado a.

%en caso que el usuario no declare a, se tomara el grado 0 del
polinomio

% de Hermite

%% la secuecia de los polinomios de Hermite fue verificada de la

sig. ref .:
% "Mathematics — Schaums Mathematical Handbook of Formulas..."
pag. 151.

switch nargin
case 0
error (’Falta declarar el vector’)
case 1
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a = 0;

end
switch a
case 0

y = ones(size (x));
case 1

y = 2x%Xx;
case 2

y = 4x(x.72) — 2;
case 3

y = 8xx.73 —12xx;
case 4

y = 16%x.74 —48%xx.72 +12;
case 9

y = 32xx.75— 160xx.73+ 120xx;
case 6

y = 64%xx.76 — 480%x.74 + 720%x.72 —120;
case 7

y = 128xx.”7 — 1344xx.75 +3360xx."3 — 1680x*x;
case 8 % desde este punto uso la funcion generadora
recurrente:

%H {n+1}(x) = 2xH n(x)—2nH {n—1}(x)

%H {8} (x) 2xxxH 7(x)—2+8+H {6} (x)

y = 128%x.77—14%(64%x.”6—480%x.74+720%x.72—-120) —1344xx
.°5+3360%xx.73—1680%x;
case 9 %H {n+1}(x) = 2xH n(x)—2nH {n—-1}(x)

%H {9} (x) 2xxxH 8(x)—2x9xH {7} (x)

y = 2%x.%(128%x.77—14%(64*x.76—480%x.74+720%x.72—-120)
—1344xx.75+3360%x.73—1680%x ) —2*%9x(128xx.~7 — 1344xx.”5 +3360x
x.73 — 1680%x);
otherwise

error (’grado del polinomio demasiado grande para esta
funcion )

end

% fin de la funcion
A.2.2. Funciéon generadora de modos TEM-HG

function z out = modos tem hermite(xn, yn)

%% modos _tem hermite(xn, yn, N) es el modo TEM basado en
polinomios de

% Gauss—Hermite con el grado xn y yn; si N = 1, se normalizan
todos los
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% polinomios , en caso de omision o N = 0 los polinomios no se
normalizan ;

%y para otros casos se muestra mensaje de error

%

%HG {nm}(x,y,z) \propto E 0\frac{\omega 0}{\omega(z)}e {—\frac
{(x°2+y~2)}{\omega(z) "2} }H n\left ( \frac{\sqrt{2}x}{\omega(z
)} \right )H m\left ( \frac{\sqrt{2}y}{\omega(z)}\right )e {—
ik\frac{(x"2+y"~2)}{2R(z)}+i \psi(z) }

%

%x, y son las dimensiones espaciles, \omega es el radio para el
cual el termino gaussiano cae hasta 1/e en un

% eje, R es radio de curvatura del frente de onda, psi es la fase
de Gouy

%

% Esta funcion permite calcular el modo TEM de un laser

% basado en el modelo Gauss—Hermite

% Esta funcion es directamente dependiente de la funcion:
poly hermite

%en esa funcion estan los polinomios de Hermite hasta grado 9

% Por lo cual, se pueden obtener diferentes combianciones x, y de
modos

% del 0,0 al 9,9

switch nargin
case 0 %%bel modo TEM {00} (modo gaussiano) esta

predeterminado
xn= 0;
yn = 0;
case 1
yn = 0;
end
Y%mega = .9; %insertando el valor 2 se ve mal la imagen, con

sqrt (2) medio
% aceptable , con 1 se ve bien la imagen.

%k = 1;
%z = 1;
%zR = 1;
%R = 1;
cuadro = 3; % tamano de cuadro donde se grafica, valores mas

grandes no
% aportan mas informacion pues las polinomios son cero por
% arriba de 3 unidades.
paso =0.01;
[x, y] = meshgrid(—cuadro:paso:cuadro, —cuadro:paso:cuadro);

% esto calcula el campo, para calcular la intensidad se require
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elevar al
% cuadrado

_x = poly hermite(sqrt (2)*x, xn).xexp(—x."2);
z_y = poly hermite(sqrt (2)xy, yn).xexp(—y."2);

%HAY UN FACTOR DE ESCALA ( sqrt(2)/omega) QUE DEBO CUIDAR, PUES
LE DA AL
%TRASTE A LAS SIMULACIONES

%7z _x = poly hermite ((sqrt(2)+x/omega), xn).kxexp(—(x/omega)."2);
%z _y = poly hermite ((sqrt(2)*y/omega), yn).xexp(—(y/omega) "2);

Z = 7 _X.*%Z_Y;

% * )exp(—li*(k*z — (14+xn+yn)*atan(z/zR) + kx(x."2 + y."2 )/(2*R))

s z_out = z;

%% Referencias
%% http://www.rp—photonics.com/hermite gaussian modes. html

A.2.3. Funcion de comparaciéon por correlaciéon de iméa-
genes

%% Guion para obtener una matriz con resultados de correlacion
% formada con una base de modos—base Hermite—Gauss y comparado
con una imagen de referencia

% Vicente Torres Zuniga, fecha: 30 de mayo 2013

close all; clear; clc; % ierra todas las ventanas emergentes,
limpia la memoria y la pantalla

tic

% definicion de parametros

paso = 1; limite = 1; % parametros de la matriz de salida

set (0, ' DefaultFigureVisible’, off’); % dejan de aparecer las
ventanas de las figuras, con lo que se gana velocidad en el
programa

Matriz_sal(limite) = 0;

referencia = imread(’referencia.jpg’); % Lectura de archivos de
imagen

hh = fspecial (’disk’, 10);

ref fft = imfilter (referencia ,hh); % iltro promedio

% ref fft=(255/max(max(ref fft2)))xref fft2;

[x, y|] = meshgrid(—3:0.01:3, —3:0.01:3);
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for a = l:paso:limite

for b = 1l:paso:limite

Y%argar polinomio de hermite
z1 = (modos tem hermite(4,0)).~2; %un modo de
intensisdad TEM

% 4,0

z2 = (modos_tem hermite(0,5))."2; %un modo de intensidad
TEM

% .5

z3 = (modos_ tem hermite(0,4)).72; %un modo de intensidad
TEM

% .4

z4 = (modos_ tem hermite(1,0)).~2; %un modo de intensidad
TEM

7,0

z5 = (modos tem hermite(0,1)).~2; %un modo de intensidad
TEM

% ,1

zl = zl/max(max(zl)); %normalizamos los modos para poder
trabajar comodamente

z2 = z2/max(max(z2));

z3 = z3/max(max(z3));

z4 = z4 /max(max(z4));

z5 = z5/max(max(z5));

Z = 10%zl + 10%z2 + 5%xz3 + 2*xz4 + 1xz5; % correlacion =
0.89614;

% 7 — 4%z1 + 4x22 + 6%xz3 + 4xz4 + 2xz5; %
correlacion = 0.89614;

% Z = 4xzl1 + 4%xz2 + 6xz3 + 4xz4 + 2xz5; % correlacion
= 0.89614;

% 7,9 correlacion de 0.74117

%

Z = Z/max(max(Z)); % normalizamos, para que la imagen
tenga el intervalo de tonos correcto

%% Creando la imagen

h = figure (’Name’, Modos laser TEM solitario’);

%h = figure ('Name’ ,’Modos laser TEM solitario ’,’ Color’,
[0 0 0]);

surf(x, y, Z);

eje = 2;
axis([—eje eje —eje eje 0 1.1]) % veo la imagen desde
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arriba

58 axis square % evito que se vea asimetrica la imagen
debido a escalas diferentes

59 axis off

60

61 AZ = 0; EL = 90; % comandos para ver el equivalente de la
seccion

62 % transversal del haz laser

63 view (AZ,EL) ;

64

65 % load (’verdoso ’, ’mycmap’) % utilizo una paleta de
colores

66 % % personalizada: va del
negro hasta el

67 % % verde claro

68 % set (gef ,’ Colormap ’ ;mycmap) %olormap gray

69

70 colormap (gray )

71

72 shading interp % suaviso la presentacion la transicion
entre regiones

73 set (gef , "InvertHardcopy ’, ’off )

74

75 archivo = ’patronl ’;

76 print (h, '—djpeg’, —r300’, archivo) %se crea una imagen
jpg de 300 dpi de

77 % resolucion , con el nombre de la

78 % cadena archivo

79 close all

80 % reabrimos la imagen y usamos lo que necesitamos

81

82 temporall = imread(’patronl.jpg’); %cargo la imagen de
trabajo

83 temporal2 = temporall (:,:,1); % aseguro con quedarme con
un solo canal de la imagen

84 %LOS VALORES DE MATRIZ QUE DEFINEN EL CUADRO HAY QUE
AJUSTARLOS,

85 %NO SE SI DEPENDEN DE LAS CARACTERISTICAS DE LA PANTALLA
DONDE

86 %ESTOY TRABAJANDOS

87

88 temporal3 = imcrop (temporal2 [(718) (368) (1013) (1000)])

89

90 patronl = temporal3;

91

92 Z img = imresize (temporal3, [300, 300]); % ajusto el

tamano de la matriz para poder hacer la comparacion
93 Z fft = (Z_img);
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Matriz_sal(a, b) = corr2(Z_fft,ref fft);
% Error = std2(Z fft,ref fft);

end
end

% vizualizar la matriz dicha

% Creando la matriz para visualizar

vizual = abs(Matriz_sal); % modulo de los numeros complejos

imagesc(vizual); % crea una matriz de colores de los valores

colormap (gray); % escala de grises para los valores

%% poner los valores en la imagen de la matriz

textStrings = num2str(vizual (:), *%0.5f’); % crea cadenas de la
matriz de valores

textStrings = strtrim (cellstr (textStrings)); % Retira espacios
basura

[x, y] =meshgrid (1:limite); % crea cordenadas x—y

hStrings = text(x(:), y(:), textStrings (:), HorizontalAlignment’,
‘center’);

midValue = mean(get(gca, ’CLim’));

textColors = repmat(vizual (:) < midValue, 1, 3); % Define el
umbral del color de la letra

set (hStrings ,{ ’Color’},num2cell (textColors ,2)); % Cambia el color
del texto

set (hStrings , "FontSize’,10)

set (gca, "FontSize’,10)

set (gef, "InvertHardcopy ’, ’on’)

%
archivo = ’respuesta patronkk’;
print (h, '—djpeg’, '—r300’, archivo) %se crea una imagen jpg de

300 dpi de la matriz formada

set (0, ' DefaultFigureVisible’,’on’); %dejan de aparecer las
ventanas de las figuras, con lo que se gana velocidad en el
programa

toc

% fin del guion

A.3. (Cédigo de simulacién de modos TEM

9%rograma para encontrar eigenvalores y eigenvectores, resonador
inclinado, con la cuadratura gaussiana.
cle; clearvars; close all

% Medidas del resonador (m)

LxDesign = 20;
LyDesign = 20;
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%R1 = Radio resonador de salida

% R2 = Radio reflector primario

% Valores de entrada radio de curvatura (m)
Rlx = —47.619;

Rly — —47.619;

R2x = 67.6192;

R2y = 67.6192;

% Radio o longitud de apertura (m)
ax = 0.00498;
ay = 0.00498; %0.999999;

% Aumento
Mx = 1.; %42;
My = 1.; %2;

% Longitud de Onda (m)
lambda = 5.2e—7;

9Delta, Elemento del kernel, resonador inclinado
%deltax = lambda /12;

deltay = lambda /200;

N=61; % puntos en eje de la malla

[xi, wi]=qrule(N); %Abcisas de la malla en eje x
[vi, wyi]=qrule(N); %

% Calcular valores g del resonador
glx = 1; %— LxDesign/Rlx;
g2x = 1; % LxDesign/R2x;
gly = 1; % LyDesign/Rly;
g2y = 1; % LyDesign/R2y;

% Elmentos de la matriz de transferencia ABCD para un resonador
confocal.
Ax = 2 x glx * g2x — 1;

3 Ay = 2 % gly * g2y — 1;

5 % Si K=H«FaxFbxEab«T (Kernel espejos inclinados) entonces:

% Fa=zeros (1,N«N); %re—alocar la memoria en una matriz llena de
0 de dim NxN

%

%

% Fb=zeros (1 ,N*N) ;

% Variables iniciales

u(N«N) = 0;
v(N«N) = 0;
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55 1 (N«N) = 03

56 j (N«N) = 03

57 Hijuv = zeros (NxN) ;
s 11 = 05

60 % Valores Bx

61 BxDesign = 2 % g2x * LxDesign;
62 %N. de Fresnel para cavidad

6s Nx = ax~2 / (lambda * BxDesign);

65 7% By

66 ByDesign = 2 % g2y % LyDesign;

67 %N. de Fresnel

6s Ny = ay~2 / (lambda % ByDesign);

69

70 % Mapear 2d a una columna par resolver eigenvalores en Matlab.
71 seqU = 1; seqV = 1;

72 for a =1 : NxN

73 u(a) seqU;

74 v(a) = seqV;

75 seqV = seqV + 1;
76 if mod(a,N) = 0
77 seqU = seqU + 1;
78 seqV = 1;

79 end

80 eIld

si seql = 1; seqJ = 1;
s2 for b =1 : NxN

83 i(b) = seql;

84 j(b) = seqlJ;

85 seqJ = seqJ + 1;
86 if mod(b,N) = 0

87 seql = seql + 1;

88 seqJ = 1;

89 end

90 end

91

02 %H del kernel

93 H=-1i .x sqrt(Nx .x Ny);

94

95 for a =1 : NxN

96 for b =1 : NxN

97 % Parte del kernel que modela el resonador inclinado
con

98 % delta definido en los valores iniciales , sin esta
parte se

99 % tiene el resonador plano

100

101 Txij = exp(li.*pi.xAx.xNx.*(xi(i(a))+xi(u(b))));
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Tyij = exp(li.*pi.*Ax.*Nx.*(deltay./LyDesign).x(yi(j(a

))+yi(v(b))));

%ou(xi)*V =
u(xi)

.+ Tyijs

end
end

% Fij exp (1*pikAxxNx*xxi~2 + i*pixAy*Nyxyj " 2])
Fij = exp(1i .x pi .x Ax .x Nx .x xi(i(b)).”2 +...
1i .x pi .x Ay .« Ny .x yi(j(b))."2);

% Fuv = exp (i*pi*AxxNxxxu~2 + i*pixAy*Nys*xyv "~ 2])
Fuv = exp(1i .* pi .% Ax .x Nx .x xi(u(a)).”2 +...
1i .x pi .* Ay .x Ny .x yi(v(a)).~2);
% Eijuv = exp(—2i#pix[Nxxxixxu + Nyxyj*jv])
Eijuv = exp(—1i .* 2 .x pi .*x ...
(Nx .x xi(i(b)) .x xi(u(a)) +
Ny .« yi(j(b)) .* yi(v(a))));

% Wij = wi * wyl
Wij = wi(i(b)) .x wyi(j(b));

sum(i = 1, j =1 to #N;i = 2, j =1 to #N;...) Hij =

Hijuv(a,b) = H .x Wij .x Fij .x Fuv .+ Bijuv .x Txij

% Determinar eigenvalores o eigenvectores
[eigMode2d , eigValue2d| = eig (Hijuv (:,:));
eigValue2d = diag(eigValue2d);

% Magni

tud de eigenvalor

eigValueMag2d = (abs(eigValue2d)) .~ 2;

% Ordenar eigenvalores por magnitud

[eigV2d

,ind2d]=sort (eigValueMag2d , "descend ’) ;

% Ordenar eigenvalores complejos

eigValue2dSort=eigValue2d (ind2d) ;

% valor

absoluto del eigenvalor = magnitud;

eigValueMag2dSort = (abs(eigValue2dSort)) .~2;

%N
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nmodes = N~ 2;

meshNo = N;
field A1l = zeros (meshNo,meshNo,nmodes) ;
Tall = zeros (meshNo,meshNo,nmodes) ;
phaseAll = zeros (meshNo,meshNo,nmodes) ;
eigenAll = zeros (meshNo,nmodes) ;
for ort = 1 : nmodes
k = 1;
for nn = 1 : meshNo;
for mm = 1 : meshNo
k =k + 1;
field All (nn,mm, ort) = eigMode2d (mm+ ((nn—1)+meshNo) ,
ort);
end
end
% Intensidad
Tall (:,:,ort) = (sqrt(real(f eldAll( ,i,0rt)). "2 +
imag (fieldAll (:,:,0rt)).~2))."
./ max(max((sqrt(real(fleldAll( ,i,0rt)). "2 +
imag (fieldAll (:,:,0rt)).~2)).72));
% Fase
phaseAll (:,:,ort) = angle(fieldAll (:,:,ort));
end
% disp (’order resonator N...7)
modeOrder = (ind2d (1:nmodes)) ’;

% fprintf (> % % % % % | % % % % % \n’,modeOrder);

% disp (7 )

% disp (’ordered axial (maximum) eigenvalue ’)

% fprintf (> %0.6f %0.6f %0.6f %0.6f %0.6f \n’,abs(eigValue2dSort
(1:N)))

% disp (> )

Iorder = zeros (N,N,nmodes) ;
fieldOrder = zeros (N,N,nmodes) ;
phaseOrder = zeros (N,N,nmodes) ;

% Ordenar modos deacuerdo con menor energia

for 11 = 1 : nmodes
Torder (:,:,11) = Tall (:,:,modeOrder(11));
fieldOrder (:,:,11) = fieldAll (:,:,modeOrder(11));
phaseOrder (:,:,11) = phaseAll (:,:,modeOrder(11));

end

% Modo orden menor, Tem00

figure (1); plot(xi.xax,lorder (round(N/2) ,:,1)./max(Iorder (round (N
/2 985108
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title (’Intensidad Normalizada’); xlabel(’posicion (m)’);
grid; axis tight; shg

figure (2); imagesc(xi.*xax,yi.*ax,lorder (:,:,1)); title(’
Intensidad normalizada’)

xlabel (’posicion (m)’); ylabel(’posicion (m)’); colorbar; axis
image; shg

% Modo 2

figure (4); imagesc(xi.*xax,yi.*ax,lorder (:,:,2)); title(’
Intensidad normalizada’)

xlabel (’posicion (m)’); ylabel(’posicion (m)’); colorbar; axis
image; shg

% Modo 3

figure (6); imagesc(xi.*xax,yi.*ax,lorder (:,:,3)); title(’
Intensidad normalizada’)

xlabel (’posicion (m)’); ylabel(’posicion (m)’); colorbar; axis
image; shg

% ..De esta manera se calculan todos los modos.

Es necesario correr el programa qrule de Matlab, a la par de nuestro
programa, esto con el fin de obtener las abscisas asociadas a la cuadratura
gausiana.

function [bp,wf]=qrule(n,wfun,alpha, beta)

IIRULE compute abscissas and weight factors for Gaussian
quadratures

%

%WALL: [bp,wf]=qrule (n,wfun,alpha , beta)

%

% bp = base points (abscissas)

% wf = weight factors

% n = number of base points (abscissas) (integrates a (2n—1)th
order

% polynomial exactly)

Y%vfun = weight function %

% 1 p(x)=1 a =—1, b =1 Legendre (
default)

% 2 p(x)=1/sqrt ((x—a)*(b—x)), a =—1, b =1 Chebyshev of
the

%
first kind

% 3 p(x)=sqrt ((x—a)x(b—x)), a =—1, b = 1 Chebyshev of
the

%
second kind

5 % 4 p(x)=sqrt((x—a)/(b—x)), a =0, b =1
% 5 p(x)=1/sqrt(b—x), a=0, b=1
% 6 p(x)=sqrt(b—x), a=0, b=1
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% 7 p(x)=(x—a) alphax(b—x)"beta a =-1, b = 1 Jacobi

% alpha, beta >—1 (default
alpha=beta=0)

% 8 p(x)=x"alphaxexp(—x) a=0, b= inf
generalized Laguerre

% 9 p(x)=exp(—x"2) —inf, b = inf Hermite

% 10 p(x)=1 a =—1, b =1 Legendre (

slower than 1)
%
% The Gaussian Quadrature integrates a (2n—1)th order
% polynomial exactly and the integral is of the form

% b n
% Int ( p(x)* F(x) ) dx = Sum ( wf jx F( bp j ) )
% a j=1

% See also gaussq

% Reference

% wfun 1: copied from grule.m in NIT toolbox, see ref [2]

% wfun 2—6: see ref [4]

% wfun 7—10: Adapted from Netlib routine gaussq.f see ref
[1,3]

%

% [1] Golub, G. H. and Welsch, J. H. (1969)

% > Calculation of Gaussian Quadrature Rules’

% Mathematics of Computation, vol 23,page 221-230,

%

% [2] Davis and Rabinowitz (1975) ’'Methods of Numerical
Integration ’, page 365,

%o Academic Press.

%

% [3]. Stroud and Secrest (1966), ’'gaussian quadrature formulas’,
% prentice —hall , Englewood cliffs , n.j.

5 %

% [4] Abromowitz and Stegun (1954) 7’

% By Bryce Gardner, Purdue University , Spring 1993.
% Modified by Per A. Brodtkorb 19.02.99 pab@marin.ntnu.no
% to compute other quadratures than the default

if nargin <4|isempty (beta),
beta=0;
end

if nargin <3|isempty (alpha),
alpha=0;
end
if alpha<=1 | beta <=-1,
error (’alpha and beta must be greater than —1)
end
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if nargin <2|isempty (wfun),
wiun=1;

switch wfun, %
case 1,

% This routine computes Gauss base points and weight factors
% wusing the algorithm given by Davis and Rabinowitz in
Methods
% of Numerical Integration ’, page 365, Academic Press, 1975.
bp=zeros (n,1); wi=bp; iter=2; m=fix ((n+1)/2); el=nx(n+1);
mm=4xm—1; t=(pi/(4*n+2))*(3:4:mm); nn=(1—(1—1/n)/(8*nxn));
xo=nn#cos (t);
for j=1l:iter

pkml=1; pk=xo;

for k=2:n

tl1=xo.*pk; pkpl=tl-—pkml—(t1-—pkml) /k+t1;
pkml=pk; pk=pkpl;

end
den=1.—x0.%xx0; dl=nx(pkml—xo.*pk); dpn=dl./den;
d2pn=(2.xx0.xdpn—el .xpk)./den;
d3pn=(4xx0.xd2pn+(2—el) .xdpn)./den;
d4pn=(6+*x0.*xd3pn+(6—el).+xd2pn)./den;
u=pk./dpn; v=d2pn./dpn;
—u.x(1+(.5%u).*%(vtu.*(v.xv—u.xd3pn./(3*dpn))));
p=pk-+th.*(dpn+(.5%h) .*x(d2pn+(h/3) .+ (d3pn+.25%h.xd4pn)));
dp=dpn-+h.*(d2pn+(.5*h) .* (d3pnt+h.*xd4pn/3));
h=h-p./dp; xo=xo+th;

end

bp==xo0—h;

fx=dl-h.xel.*(pk+(h/2).x(dpn+(h/3) .x (...

d2pn+(h/4) .+ (d3pn+(.2%h).xd4pn))));

wi=2x(1-bp."~2)./(fx.*xfx);

if (mtm) > n, bp(m)=0; end

if 7((mtfm) = n), m=m—1; end

jj—Tam; n1j—(n+1-jj); bp(nlj)—bp(jj); wh(nlj)—wE(jj);
% end

case 2, %p(x)=1/sqrt((x—a)*(b—x)), a=—1 and b=1 (default)
j=[1l:n];

wf = ones(1,n) * pi / n;

bp=cos ( (2*%j—1)xpi / (2%n) );

case[ 3,]%(X):sqrt ((x—a)*(b—x)), a=1 and b=l
j=[1l:n]|;

wf = pi/ (n+1) *sin( j*pi / (n+1) ).~ 2;

bp=cos( j*pi / (n+l) );
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CODIGO MATLAB
case 4, % (x)=sqrt ((x—a)/(b—x)), a=0 and b=1
j=[1l:n];
bp=cos( (2xj—1)xpi /2/ (2xn+1) ).~ 2;
wf=2xpi.xbp/(2*xn+1) ;
case 5, % %(x)=1/sqrt (b—x), a=0 and b=1
[bp wf|=grule (2*n) ;
wi(bp<0) = [|;
wi=wf*2;
bp (bp<0) =[];
bp=1-bp. " 2;
case 6, % % (x)=sqrt(b—x), a=0 and b=l
[bp wf|=grule (2xn+1);
wi (bp<=0) =[];
bp (bp<=0) =|];
wi=2xbp."~ 2. xwf;
bp=1-bp." 2;
case {7,8,9,10} ,%
% p(x)=(x—a) alphax(b—x)"beta a=—1 b=1 Jacobi
B p(x)=x"alphaxexp(—x) a=0, b=inf generalized Laguerre
% p(x)=exp(—x"2) a—inf, b=inf Hermite
70 p(x)=1 a=—1 b=1 Legendre slower than 1
% this procedure uses the coefficients a(j), b(j) of the
% recurrence relation
%
% bp (x) = (x—a)p (x)-b p (x
% JJ AR et j-1j-2
%
% for the various classical (mormalized) orthogonal
polynomials ,
% and the zero—th moment
%
% muzero — integral w(x) dx
%
% of the given polynomial’s weight function w(x). since
the
% polynomials are orthonormalized, the tridiagonal matrix
is
% guaranteed to be symmetric.
%
%
% the input parameter alpha is used only for laguerre
and
% jacobi polynomials, and the parameter beta is used only
for
% jacobi polynomials. the laguerre and jacobi polynomials
% require the gamma function.
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156  a—zeros(n,l);
157 b=zeros(n—1,1);
158 switch wfun

159 case 7, Yacobi

160 ab = alpha + beta;

161 abi = 2 + ab;

162 muzero = 2" (ab + 1) * gamma(alpha + 1) % gamma(beta + 1) /
gamma( abi) ;

163 a(l) = (beta — alpha)/abi;

164 b(1) = sqrt(4*(1 + alpha)=*(1 + beta)/((abi + 1)*xabi~2));

165 a2b2 = beta”2 — alpha"~2;

166

167 i = (2:n-1)7;

168 abi = 2x1 + ab;

169 a(i) = a2b2./((abi — 2).xabi);

170 a(n) =a2b2./((2*n — 2+ab).*(2*n+ab));

171 b(i) = sqrt (4*i.x(i + alpha).x(i + beta)x(i + ab)./((abi
.72 — 1).xabi.”2));

172

173 case 8, % Laguerre

174 muzero=gamma (alpha+1);

175 i = (l:n-1)";

176 a(i) =2 .x i — 1 + alpha;

177 a(n)=2«n—1+alpha;

178 b = sqrt( i .x (i + alpha) );

179 case 9, %Hermite

180 i = (1l:(n-1));

181 muzero = sqrt(pi);

182 Y%a—zeros (m,1) ;

183 b=sqrt (i/2);

184 case 10, % legendre NB! much slower than wfun=1

185 muzero = 2;

186 i = (l:n-1)";

187 abi = i;

188 b(i) = abi./sqrt(4xabi.”2 — 1);

189

190  end

191

102 v d] = eig( full(spdiags([b a b],—1:1,n,n )));
193 [v d | = eig( diag(a) + diag(b,1) + diag(b,—1) );
194 wf = v(1,:);

195 if 1,

196 [bp i] = sort( diag(d) );

197 wlf = wi(i);

198 else % save some valuable time by not sorting
199 bp = diag(d) ;

200 end

200 bp=bp’;
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202

203 wf = muzero.x wf."2;

204

205 otherwise , error (’unknown weight function’)
206 end

207

208 % end
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