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Introduccion

Siempre se ha tomado como cierto que la descendencia de los seres vivos
hereda caracteristicas de la especie. En 1865, Gregor Mendel brinda los
principios basicos sobre los mecanismos de transmision de rasgos en
generaciones llevando a cabo experimentos, con rigor cientifico, sobre la

reproduccion de la planta de guisantes.

A partir de la investigacion de Mendel, el campo de estudio ha crecido y
obtenido sustanciosos resultados que han permitido avanzar en el
diagnostico y el tratamiento de las enfermedades hereditarias, mejorar la
produccion de alimentos y elaborar medicamentos mediante ingenieria
genética. Por lo anterior, es de gran interés conocer las variables que
intervienen en la transmisién de enfermedades en las generaciones, para asi
ubicar qué se puede hacer al respecto y, con ello, tratar el riesgo de
manifestar patologias en la sociedad teniendo la finalidad de mejorar la salud
publica.

La tesina se integra por cuatro capitulos. En el primero, se expone el
universal conceptual usado en el documento, se sefialan los referentes basicos
usados para la comprension del tema tratado.

En el segundo, se diserta sobre como se heredan de generacién en generacion
los rasgos genéticos mediante la descripcion de los modelos de transmision
genética.

La tercera seccion desarrolla los modelos de regresion logistica, que es la
metodologia estadistica con la cual se modelara la relacién entre los factores
de riesgo y la presencia o no de rasgos genéticos, se expone sobre la razéon
de momios, asi como de la estimacién y comprobacién de dichos modelos.

Finalmente, el cuarto capitulo vincula al modelo de regresion logistica con
los modelos de transmision genética. Se construyen distintos tipos de
modelos que permiten conocer qué factores de riesgo, entre los que destaca
la herencia bioldgica, tienen algin grado de influencia en manifestar o no
algtin rasgo o enfermedad en estudio. Se indica el uso adecuado para cada
tipo de modelo y se muestra un ejemplo de la metodologia expuesta.
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Objetivo

Hoy en dia, la estadistica desempena un rol de suma significancia en diversas
areas del conocimiento. Ella es mnecesaria para obtener conclusiones de
eventos de interés mediante la formulacién de modelos que expliquen, de la
mejor forma posible, el comportamiento de lo estudiado.

A su vez, la genética es una ciencia en constante crecimiento, con recientes
hallazgos y muchos cuestionamientos por resolver. Por ello, el empleo de
herramientas estadisticas es fundamental para lograr el completo
entendimiento de los mecanismos de transmisién en las especies. Por ende,
la motivacion del presente proyecto, es mostrar un ejemplo del uso de la
estadistica en el estudio de algunos problemas en genética, particularmente
en la comprension del funcionamiento de la transmision genética de

enfermedades mediante el uso de modelos de regresion logistica.



Pagina |7

1 Conceptos basicos

1.1  Conceptos basicos de genética

El objetivo principal de la genética es estudiar la forma en que las
caracteristicas de los organismos vivos se transmiten y se expresan, de una
generacion a otra, bajo diferentes condiciones ambientales. De esta forma, la
genética busca comprender y explicar la herencia biolégica existente en las
distintas generaciones de individuos y, con esto, describir la respuesta a los

cuestionamientos del tipo: jqué se hereda? y ;jcémo se hereda?

Para comprender los mecanismos por los que se transmiten rasgos, Pierce
(2009) define los siguientes conceptos:

La herencia es el conjunto de caracteres que transmiten los padres a los
hijos. Los cromosomas son los vehiculos de informacién genética dentro de
la célula. Las unidades fundamentales de la herencia son los genes, los cuales
se encargan de codificar las caracteristicas genéticas. El locus es el lugar
especifico ocupado por un gen en el cromosoma. Las formas alternativas de
un mismo gen se denominan alelos. Por ejemplo, un gen codifica el color de
la piel de forma general y los alelos sus distintas variaciones (colores).

Hay distincion entre los rasgos y los genes. La expresion de los rasgos en un
individuo depende de los genes heredados y factores ambientales. Entonces,
el conjunto de alelos que posee un organismo, la informacion genética
heredada, es el genotipo; mientras que la apariencia o manifestacion de una

caracteristica es el fenotipo.

Por ejemplo, el grupo sanguineo A es un fenotipo mientras que la
informacion genética que codifica el grupo sanguineo es el genotipo. Es decir,
cada fenotipo es el resultado de un genotipo desarrollado en un ambiente
especifico. Se hereda el genotipo, pero no el fenotipo.

Cada individuo hereda de sus padres un alelo para cada tipo de gen en su

correspondiente locus en un cromosoma.
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1.2  Conceptos basicos de inferencia estadistica

La estadistica inferencial es una parte de la Estadistica que comprende los
métodos y procedimientos necesarios para hacer inferencias (deducir
propiedades) de una poblacién a partir de una muestra de la misma.
Pretende crear modelos que permitan entender diversos comportamientos
sobre las variables estudiadas. La evaluacién de qué tan buenas son las
deducciones obtenidas es medida en términos probabilisticos; las inferencias
vienen de la mano con su probabilidad de acierto.

La funcién de verosimilitud es una funcién de los parametros de un modelo
estadistico y permite realizar inferencias acerca de su valor a partir de un
conjunto de observaciones. El método de maxima verosimilitud es de gran
uso en la obtencién de los estimadores correctos de modelos estadisticos. A
partir de la funcién de verosimilitud es posible obtener los valores de los
estimadores de los parametros del modelo considerando que son los que
maximizan la probabilidad de que la muestra estudiada es obtenida de un
fenémeno que se puede describir usando el modelo planteado.

Para hacer un buen uso del modelado estadistico, se deben conocer los
supuestos mediante los cuales el modelo elegido tendra un buen ajuste
respecto de los datos en estudio.

De esta forma, si x,,2,,...,x, es una muestra obtenida de observar un
fenomeno descrito por un modelo, con vector de parametros 6, entonces si

Xy, Tq,..., T, son independientes, la funcién de verosimilitud es

n

f(x17x27'"7xn | 9) = Hf(leg)

=1

Si la muestra no es independiente, entonces se deben realizar ajustes de
acuerdo con las dependencias existentes entre observaciones.

La correcta implementacién de un modelo hace que se pueda inferir sobre
los parametros, permitiendo conocer las variables explicativas que afectan a
la respuesta y la magnitud en que lo hacen.
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2 Resultados basicos

2.1 Modelos genéticos

El uso de herramientas estadisticas para realizar estudios en el ambito de la
genética es de gran importancia para entender y atender enfermedades
hereditarias. Se presentan a continuaciéon modelos que explican la manera
en que se heredan los rasgos y como calcular la incidencia de éstos en
pedigries.

Con el término pedigri, se hard referencia al arbol genealégico de un
individuo a partir de una pareja de fundadores. Un pedigri se compone de
dos tipos de miembros, los que son descendientes de cualquier apareamiento
de la generacion anterior y los que se convierten en parejas de estos
descendientes. En el presente estudio no se toman en cuenta matrimonios

consanguineos.

Se tomara la notaciéon de Elston y Stewart (1971). Se denota con X a los
individuos que tienen progenitores en el pedigri y con Y a quienes entran en
el pedigri por ser parejas de individuos denotados por X ya pertenecientes.
Los progenitores de toda la descendencia, la pareja original o fundadora,
seran X, y Y.

Se hara uso de subindices para representar de forma precisa a cada
integrante. El subindice asignado muestra la generacién a la que pertenece
cada miembro.

En la figura 2.1 estan algunos ejemplos de pedigries.

L
XY ;
T T
-~ P — —~
A — X X X X54-Y
2 2 2 4 24
Y 1_X11 X12_Y12 ~ = >
A
~N ~
o X i T
X111 X111 X121
S SN’ S’

Figura 2.1 Ejemplos de pedigris. Elston y Stewart (1971).
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La posiciéon del namero en el subindice representa la generacion del individuo.
Por lo tanto, si s6lo hay un digito, entonces es la generacién concerniente a
los progenitores fundadores X; y V7. Si hay dos digitos, se habla de la primera
generacion, correspondiente a los descendientes de la pareja original y, si las
hay, sus respectivas parejas, es decir, (Zy; Z19, ., T1,, Y11 Y125 > Y1n)- Al
tener tres digitos se hace referencia a la segunda generacién, siendo los nietos

de los progenitores originales y sus parejas (z iy 0 Y14 ). Con lo cual

ig

T193, €s el tercer hijo del segundo hijo de los padres fundadores.

Por lo tanto, la notaciéon para representar a un individuo perteneciente a la

n-ésima, generacion de un pedigri es:

io iy i si sus progenitores pertenecen al pedigri
tttn

si es pareja de alguno de los individuos con
progenitores en el pedigri.

ig iy dg.iy,

2.1.1 Modelo bdsico

Cannings et al. (1978) diserta sobre un modelo bésico para la transmision
genética de individuo a individuo. A continuacién se describen los supuestos
y la notacién basica del modelo:

(i) Cada individuo A miembro del pedigri se representa por la tripleta:
(o(A), @(A), e(A)),
de la cual, o(A) especifica su genotipo; p(A) su fenotipo y e(A) sus
caracteristicas ambientales como edad, sexo, informacion sobre consumo

0 exposicion a sustancias, entre otras.

(ii) Para cada individuo, el fenotipo depende del genotipo y de las variables
ambientales. De esta forma, se definen las probabilidades de

penetrancia:
Pr(z | g,e(A)) = g,(x) = Pr(p(A) =z [ 0(A) = g,e(A)),
es decir, la probabilidad de que el individuo presente el fenotipo x

dadas las variables ambientales y su genotipo g

Y si no se observa el fenotipo x de A, entonces

g,(x) = 1 para todo genotipo g.
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(iii) Dado el genotipo de A, su fenotipo es independiente de los fenotipos de

cualesquiera otros individuos.

(iv) El genotipo de A solo depende del genotipo de su padre o(P) y el de su

madre 6(M). Se define la probabilidad de transmisién:

Py =Pr(o(A) = g [o(M) = j,0(P) = k),

J

es decir, la probabilidad de que un individuo tenga genotipo g dado que
sus progenitores tienen genotipos jy k.

(v) Dados los genotipos de los progenitores, los genotipos de su descendencia

son mutuamente independientes.

A partir del modelo bésico, Cannings et al. (1978) plantea modelos genéticos

dentro de los cuales se encuentran los dos siguientes:
Modelo de un locus, dos alelos

A partir de los dos alelos A, a se tienen tres genotipos, siendo éstos (AA,

Aa, aa).
Modelo de un locus, n-alelos

A partir de n alelos aq,a,,...,a,, hay %n(n—i— 1) genotipos que son las

combinaciones con repeticion de n genotipos tomados dos a dos.

2.2  Funciones de verosimilitud para pedigries

Suponga que existen k& genotipos posibles que se enumeran 1,2,..,k Para
construir la verosimilitud de observar un fenotipo dado en el ~£ésimo hijo, se
supone que cada individuo tiene uno de entre los k& genotipos causantes de
variacion en el rasgo estudiado.

Al igual que en la seccion 2.1, se denota como P,,, a la probabilidad de que

stu
el descendiente tenga genotipo z dado que los genotipos de sus progenitores

son sy t, es decir,

P, =Pr(uls,t).

stu
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También como en la seccién 2.1, se toma g, (x;) como la probabilidad de

que el £ésimo hijo presente el fenotipo =, dado que tiene genotipo u, es decir,
9,(7;) = Pr(p(X;) = z; |u)

Para los siguientes desarrollos, se tomaran en cuenta las siguientes

justificaciones:

(i) Se usa la ley de probabilidad total.

(ii) Se utilizan propiedades de probabilidad condicional, es decir,
Pr(AN B) = Pr(A|B) Pr(B).

(iii) Se toma en cuenta la independencia de eventos de acuerdo a los
supuestos del modelo, en particular, el supuesto (v) de la seccién
2.1.

(iv) Utilizando el hecho de que el fenotipo de un individuo solamente
depende de su genotipo.

(v) Reacomodo de la expresion.

Con lo anterior, la probabilidad de que un individuo X, tenga fenotipo z;,

dado que los genotipos de sus padres son sy ¢ es:

(2.1)
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Conociendo lo anterior y con la independencia entre los genotipos de los
descendientes dados los genotipos de los progenitores citada en el modelo
béasico, la funcién de verosimilitud conjunta de observar los rasgos
Zy,Tq,..., T, en la descendencia X,,X,,..., X, dado que se conocen los

genotipos de sus progenitores es:

Pr(p(X)) =21, 0(Xy) = 29, ..., 0(X,) =1, |0(Mx) =s ,0(Px) =1))
= PT(QO(Xl) - 1’1,(,0(X2) = Lo, "'790<Xn> =T, |S 7t>

= Pr(zy,29,...,2, |5 ,1)

ko k k
G = Z Z Z Pr(zy, @y, ..., &, Uy, Usg, ..y U, | S 1)

u;=1luy=1 U, =

=

k k k
) =Y Pr(zyuls,t) Y Pr(wy, upls,t) .. Y Pr(z,,u,ls,t)
u=1 uy=1 u,=1
k k k
= ZPr(ml,uLs,t) ZPr(mz,uLs,t) ZP (z,,,uls,t)
u=1 u=1 u=1




Pagina |14

Y] [Z P (5]

=1 Lu=1

(2.2)

Se tiene que g, (y;) es la probabilidad del individuo 7 de presentar el fenotipo
y;, dado el genotipo v. Se define a ¥, como la probabilidad de que un
individuo en la poblacién tenga genotipo v. De esta forma, se obtiene la
funcion de verosimilitud de observar la caracteristica en la pareja del £ésimo

miembro de la descendencia:

v=1

v=1

k
(V) = Z!pv gv<yz>
v=1

(2.3)
Asi, encontramos la funcion de verosimilitud de las n parejas de una

descendencia, tomando en cuenta la independencia existente en los genotipos

de individuos sin parentesco entre si.

Pr(p(Y)) = 41, 0(Ys) = Yoy s 0(V,) = 4,,)

= Pr(y17y2v LR yn)
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k k
(1) - Z Z Z Pr<y17y27"' yYn» V1, Vg - 7Un>

vi=1lvy=1 v,=1

k

ko k
(iii) = Z Z Z Pr(y;,v1) Pr(y,,v) ... Pr(y,, v,)

k k k
(V) = Z PI‘(yl,'U1> Z Pl‘(yg, Ug) Z Pr<yn7 Un)
vi=1 vy=1 =1
k k k
= ZPI’(yI,U) ZPI'(yg,"U) ZPr(yn,v)
v=1 v=1 v=1

(2.4)

Con lo anterior, se obtiene la funciéon de verosimilitud de observar el fenotipo
en los hermanos en una descendencia y sus parejas dado que los fundadores
del pedigri tienen genotipos sy ¢.

Pr(p(X,) =2, 0(X,) = 25, ...,0(X,,) = 7, 0(Y}) = yy,
o(Yy) =Yg, -, 0(Y,) =y, | 0(My) =5 ,0(Pyx = 1))

- PI’(.’EI,CC2, vy Ly Y1y Yoy oo 7yn|s7t>
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k k k k k k
= Z Z Z Z Z Z Pr($1,$2,.-- LTpsYi15Ygy oo s Yp, Uy

w=lug=1  u,=lv;=1vy=1 0, =1 Uy, .o, Uy, Vg, Vg, .., U, |8, )

ko k ko ko k k
zg g g g g E Pr(zy, uy, To, U, oy Tpyy Uy s Yy s

u;=1uys=1 u,=lvi=1vy,=1 v, =1 U17y27v27“'7yn7vn|87t)
k k k
= Z Pr(zy,u,|s,t) ... Z Pr(x,,u,|s,t) Z Pr(y,,vy]s,t) ...
u;=1 u,=1 vy=1
Z Pr(y,,,v,|s,t)
v,=1

=

v=1

— ﬁ { zk: Pr(x,,uls, t)] lzk: Pr(y;, vls, t)] }

Lu=1 v=1

=H{Z () pru|stHzpryz Prcefs ]|

se tiene la igualdad Pr(v|s,t) = Pr(v) debido a que los genotipos sy ¢ de los padres
de la hermandad integrada por los X, no tienen influencia en la probabilidad de que

las parejas Y, presenten el genotipo v.

-11{ Z 9u(25) P Z () Pr(o)| |
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De forma general, renombrando los valores con la notacién establecida en la
seccion 2.1 y situandonos en la jfésima generacion, se tiene la verosimilitud
de observar el fenotipo en los individuos de la fésima generacion del pedigri

dados los genotipos de sus progenitores, dada por:

Pr<xioil. o=l s g o= Yigiy o =Yg ig=1 |3j—1 tj—l)

k
= H Zpsj,l ti s, gsj<xioz'1. . ij) Z!ptj gtj<yioi1. . zj>

1;=1 s;=1 t;=1

FEjemplo 2.1

Se procedera a calcular la probabilidad de que todos los miembros del pedigri
a la derecha en la figura 2.1 manifiesten fenotipos x5, ¥y, 91, Tog, Tog,
Tous Yousr Togls You1s Toge de acuerdo con las justificaciones dadas en el
principio de esta seccién y los supuestos establecidos en la seccién 2.1. La

probabilidad por obtener es:

Pr(%ayza$21ax22a$23a5’324ay24a5’3241ay241a5’3242) =

—

E ok
i)
§ § :Pr(x2,y2,x21,x22,x23,a)24,y24,a:241,y241,a:242,so,to)

so=1t5=1

k k
i)

= § E :Pr(x2 | Yas Ta1s Tz Tazs Togs Yous Toars Yoa1s Taaz, S to) *
so=1ty=1

—

Pr(yg, a1, a9, Tag, Tags Yoa» Taa1s Y2415 Taa2» S0» to)

Ek
(iv)
= E E Pr(@,]s)) Pr(ya, To1s Tags Togs Tog, Yous Toar> You1> Tagas 505 o)

so=1t5=1

De forma analoga, se obtiene la probabilidad de que Y, tenga fenotipo v,
dependiendo tinicamente de su genotipo:
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ko k
= Z Z Pr(zysy) Pr(yslty) Pr(@ay, 22, a3, Togs Your To415 You1: T2z Sos o)

so=1t5=1

ko k
:E E gso(xz)gto(?/z)Pr(lea952271’23a95247?/24a952417?/241a952427SOato)

so=11t5=1

k k
= § gso(x2)§ gto(yQ)Pr(x217x227x237x247y247x2417y2417x2427807t0)'

so=1 to=1

(2.5)

Se obtiene de (2.5) que

Pr(x21 1 Logs Lagy Logs Y24) Log1) Y2415 Log2y S to)

ok k kK
- Pr( to)
- T\ Ta1s Ugyy T s Uggy Tozy Uggy Togy Uogs Yoy Toyys Ygyps Laa2s S0 Lo

Uy =1 Uy =1 ty3=1 uy,=1

k k k k

(ii,iv)
= Z Pr(2y; |uy ) Z Pr(2;]uy) Z Pr(@y3/uy3) Z Pr(@yy|uyy) *

v

—
=

Uy =1 Uy =1 Up3=1 Ugy=1

Pr(ugy, Uy, Uo3s Uoys Y245 T2g15 Y2415 L2425 S0> to)

k k

= Z Pr(@y; [uy; ) Pr(ug sy, t) Z Pr(@ys|ugy ) Pr(ugs,, o) *

ugy =1 ugo=1
k k
Z Pr<$23 |u23> Pr<u23|50’ t()) Z Pr<$24|u24) Pr<y247 $2417 y241’ $242’ 80’ t()’ u24)

ugz=1 ugq=1

k k

k
- Z Gus, (xm)Psoto“zl Z gu22<x22)Psotou22 Z gu23<x23)P30t0u23

ug=1 Ugoy=1 Ugz=1
k
E s, (224) Pr(Yaus Tos1: Yaa1: Toaz, Sos Los Usa)

Ugy=1

3 k k k
= [ ( guZJ(IQi)Ps(,t(,u2j>:| E Pr(zy4ugy) E Pr(ya4, Vau, 2415 Yoa1, T242 So» Lo» Usa)
i=1 Mu=1 Ugy=1 V=1

k

k k
(Z gu(l'zi)Psotou>] Z Pr(z,4|ug,) Z Pr(ya4, Vau, T2415 Y2a1> T2425 So- Lo» Usa)
u=1

Uy =1 Vg =1
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3 k k k
= [ (Z gu(m2i)PsDtDu>:| Z Pr(zyy|ugy) Z Pr(yo4|va4) Pr(vyy, @os1, Yaar, Toaz, 500 Los Usa)
i=1

u=1 Ugy=1 Vou=1

3 k k k
= [ ( gu(m2i)PsDtDu>:| Z Pr(zyy|ugy) Z gvm(y%)Pr(a:Ml,y241,x242,50,t0,u24,v24)
i=1 1

Ugy=1 Vou=1

(2.6)
Se obtiene de (2.6) que
Pr(2241, Y2415 Toaz 5 S0, tos Una, Vag) =

k

k
(@)
= E E Pr(58241,u241,y241,$242,u242,80,t0,u24,v24)

Uy =1 tyyp=1

ko k
(i4,iv)
= Z Z Pr(ay [t )Pr(To |t )P (Ungys Uy Ungzs Sgs gy Uy Vog)

Uy =1 Uypp=1

k k
= Z Z Pr(2y; [Uggy ) Pr(@og0 [tigs0 ) PT(Uggy [Ugg; Vg )P (g tny, 0os )PT (Yo s Unsz, S0, o, Ung, Vas)

ug41=1ugqp=1

W~

k k
= Z Z Pr(wyg [tgs0)Pr(tssy [Ugg, V20 Pr(2aas[tigsn) Pr(tigss [tag, 2 )PT(Yas1 5 805 Lo, Ung, Vag)

Uzq41=1Unqp=1

k k
= E E 9u241<$241>Pu24v24u241 Juggs (T242) Pu24v24u242pr<y241 805 Lo Usg; Vag)

241=1 Uggp=1

3

k k
= ( Z 9u241($241)Pu24v24u241> ( Z 9u242(517242) Pu24v24u242> Pr(ya41 5 505 tos Uags Vag)

Ugq1=1 Uggp=1

k

k
= (Z gul <$241)Pu24'u24u1

9u1<5“242) P, om0, Pr(ya41 5 50+ tos Uoas Vag)
u;=1 u;=1

up=1

k
Z u, (37243‘)Pu24v24u1 Pr(uy,lsg, to)Pr(sg, to, Your s Voa)

uy =1

-y . -
= H (Z 9u1(3724j)Pu24v24u1 Pr(y2415 S0, tos g, V)
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= H (Z gu1(£24j)Pu24v24u1) Pr(ugy s, tg)Pr(sg)Pr(ty) Pr(ve, ) Pr(yas;)

2 k
= H Zgul(x24j)Pu24'u24ul> Pr(ugy|sy, to)¥, !ptolpv24Pr(y241>

k
Pr(“24|507t0 A g/tow'um Z Pr(ya41: v41)

vgq1=1

vgq1=1

k

[ 2 k k
= H (Z Iu, 5524] u24v24u1> Pr(uyysg, to) ¥, Wi Vo, Z Pr(ya411va41) Pr(vayy)

2 k
= H Zgul ‘T24] UgaVoyUy Pr(u24|807t0)&p !ptOWU% Z gv241(y241)wv241
Li=1 \u;=1 V241=1
(2.7)
Sustituyendo (2.7) en (2.6) y (2.6) en (2.5), se tiene que
Pr(xy, Yo, Ta1, Tag, Toz, Tog, Your Toa1s Y21 Togn) =
k k 3 k k k
= Z 9s, €] Z 9t (¥2) [H (Z gu(x2i>PSOt0u):| Z Pr(zy4|ugy) Z v, (424)
so=1 to=1 =1 “u=1 Ugy=1 Voyu=1
2 k
lH (Z gul (x24j)Pu24v24u1>1 Pr(u24|807t0 !pst'!pto Vgy Z g'U241 y241 U241
Jj=1 \u;=1 V341 =1
(2.8)

Reacomodando, se tiene que (2.8) es igual a

k 3 k k
S g ) > 0 g () [H (ZP gu<x2i>)} S Pr(ayfugy) Prlug s ty)
=1 u=1 u24:1

so=1 to=1

k

2 k k
Z gpvz4 gv24(y24) |:H (Z ‘Pumvmu1 gu] (x24j)>:| Z kp’vzﬂ g’”zﬂ (y241)'
vgy=1 Jj=1 \u;=1 Vo1 =1

Dado que en cada generaciéon la probabilidad de presentar el genotipo u
depende solamente de los genotipos de sus padres y en las parejas
unicamente de la porcién de la poblacién con el genotipo buscado, como se
mostré en (2.2) y (2.4), se pueden agrupar las probabilidades de los
hermanos y sus parejas en productos, es decir,
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3 k
Z Wso 9s, (22) Z Wto 9t (Y2) [H (Z sotou 9u( 21))} (Z Pr(2g,|u) Pr(u|50,t0)>
so=1 to=1 =1 u=1
k 2 k k
Z gpvﬂ vy, (Y24) [H (Z Pu24v24u1 9u1(9524j)>1 Z !pv241 Jvgan (Y241)-

V=1 J=1 \u;=1 Vgg1=1

Los genotipos de los padres fundadores se denotaran por s, y t,; los de la
primera generacion u para quien nace como miembro del pedigri y v para
quien se une al pedigri; y, finalmente, para la segunda generacion v, y v;.

Con lo que finalmente se obtiene:

4 k
D SUAVRES) SIVRIAR] | [P STRBPACY| D o AP
so=1 ty=1 i=1 “u=1 v=1
padres originales primera generacién
k
H (Z UV Uy gul $24]>> Z Wvl gvl (y241)‘
j=1 \u;=1 v;=1

segunda generacién

2.3 Matrices de transmisién y transicién genéticas

En el modelo de un locus con dos alelos, A y a, se sabe que un alelo seré
heredado del progenitor que pertenece al pedigri y el otro alelo sera otorgado
por la pareja de dicho progenitor. Por lo tanto, para cada hijo de la pareja
se tienen las siguientes cuatro opciones que distinguen que alelo da cada
progenitor: AA, Aa, aA, aa.

Para conocer la probabilidad de obtener un genotipo distinguiendo con que
alelo contribuira cada progenitor, denotamos lo siguiente:

La delta de Kronecker es definida por:

1 siu=v
5?]/()
0 siu#v.
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Por lo que la probabilidad de que un padre con genotipo 7j, donde 7y json
los alelos que forman el genotipo, transmita el alelo & a su descendencia se

puede escribir como:

7(k |i,j) = Pr(descendiente hereda alelo k | progenitor tiene genotipo ij) = 7,; 4,

Tijk = 5 (O + 05

N | —

De esta forma, se puede conocer la probabilidad de que un individuo presente

cierto genotipo dados los genotipos de sus padres.

Pr(uu’|ss’,tt") = Pr(tener genotipo uu’ dados los genotipos de progenitores ss” y tt”)
=P

ss’tt uu”

= T("LL|88,) T(u/ltt/) = Tss'u Ttt u

Por ejemplo, si un progenitor tiene genotipo (AA) y su pareja (Aa) entonces:
Pr(Aa|AA, Aa) = 71(A|AA) 7(a|Aa)
=Taaa Taaa

SO0+ 1)
~1/2.

Pr(aa|AA,Aa) = Tana Taaa

(04 0)2

§(O+1)

1

2
=0.

Pr(AA|AA,AA) = Tasa Tana
=1(1+1)i(1+1)
= 1.

Se define el vector (py,ps,ps,p,) como el vector correspondiente a las
probabilidades de heredar los genotipos 1=AA, 2=Aa, 3=aA y 4=aa.
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Entonces, se tienen las entradas de la siguiente matriz correspondientes a
todas las posibles probabilidades de heredar los dos alelos donde importa
que progenitor dona cada alelo.

t

50\ 1=AA 2 = Aa 3=aA 4 = aa

1=AA <1707070> (%’ %’ 0’0) (%7 %7 070) (0717070)
I o1 1111 1111 I 1

2 = Aa (57 07 bX O) <Z’ VL Z) <Z, D Z) (O, > O, 5)
I o1 1111 1111 11

3=daA (5’ O’E’ 0) (1717171) (117 VR Z) (0757 075)

1= aa (0,0,1,0) (00,51 (0,0,5,3) (0,0,0,1)

De esta forma, para verificar Pr(Aa|AA, Aa) se observa la segunda

coordenada del vector ubicado en la primera fila y segunda columna, con lo
que se tiene que Pr(Aa|AA, Aa) =Pr(2 | 1,2) =1/2.

A su vez, la probabilidad de obtener un genotipo AA, Aa 6 aa, dados los
genotipos de los padres (s, t) de forma que no tiene importancia con que
alelo contribuye cada padre, definida como la probabilidad de transmision,
estda dada por las siguientes matrices:

Pr(AAls,t) Pr(Aals,t) Pr(aals,t)
PstAA PstAa Pstaa
t\s AA Aa aa AA  Aa  aa AA  Aa  aa

AA /1 1/2 0 AA /0 1/2 1\ AA 70 1/2 1\
Aa (1/2 1/4 o) Aa \1/2 1/2 1/2} Aa \1/2 1/2 1/2}

aa \ 0 0 O aac \'1 1/2 0 aa

1 1/2 0

Dado que cada padre contribuye con un alelo y no importa quien dio cada
uno, las entradas de las matrices se obtienen encontrando la proporcién del
genotipo de interés dado que se conocen los genotipos de los progenitores.
Asi, para el caso u=AA se tiene:

Dado Posibles combinaciones Probabilidad de transicion
s=AAt=AA (A A),(AA),(AA)y (A A) Pr(AAJAA AA)=4/4
s=AAt=AA (A A),(A A) (a,A)y (a,A) Pr(AA|Aa, AA) =1/2
s=AAt=AA (a,A),(a,A),(a,A) y(a,A) Pr(AAlaa, AA) =0



s=AA,t = AA
s=AA,t = AA
s=AA,t = AA
s=AA,t = AA
s=AA,t = AA
s=AA,t = AA
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Pr(AA|AA, Aa) =1/2
Pr(AA|Aa, Aa) = 1/4
Pr(AA|aa, Aa) =0
Pr(AA|AA,aa) =0
Pr(AA|Aa,aa) =0
Pr(AAlaa,aa) =0
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3 Modelos de regresiéon logistica

3.1 Definicién y resultados preliminares

Los modelos estadisticos de regresion son ttiles para describir la relacién
existente entre una variable respuesta y una o mas variables explicativas.
Existen varios tipos de modelos de regresion que pueden ser usados para
describir esta relacion. Entre estos, tenemos los modelos de regresion
logistica que son definidos a seguir de acuerdo con Montgomery et al. (2006)
y Agresti (2007).

Definicion 3.1 El modelo de regresién logistica es un modelo lineal
generalizado que busca explicar una variable binaria, llamada dependiente
o respuesta, en funcién del comportamiento de otras, denominadas

independientes o explicativas.

Observacion 3.1 Los modelos de regresion logistica son de suma importancia
en diversas areas del conocimiento, desde analisis epidemiologicos en la
determinacién de los factores de riesgo que ocasionan enfermedades hasta
estudios de mercado que buscan conocer que variables influyen en la compra
o no de ciertos tipos de productos, e incluso, estudios financieros para
explicar los factores inherentes al otorgamiento o no de un crédito.

Fjemplo 3.1 La variable dependiente podria ser el desarrollar una
enfermedad pulmonar, con la clasificacién 0 si el individuo no la presenta y
1 si la presenta y las variables independientes que pueden ser los factores de
riesgo, como antecedente hereditario, edad, peso, si se es fumador o no, entre
otras.

Definicion 3.2 La funcién logistica que da lugar al modelo se define de la
siguiente forma:

1

o =1

;o TeR,

y tiene la forma gréfica siguiente (ver cédigo en R en el apéndice de esta
tesina):
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Funcién logistica

Figura 2. Gréafica de la funcién logistica f(x) x € R.

_ 1
T 14e®0

(Elaboracién propia)

Analizando los valores que toma la funcion, se tiene que el dominio son todos
los reales y el rango es el intervalo cerrado de 0 a 1. De esta forma, los
valores estimados obtenidos en el modelo de regresion logistica siempre se
encuentran entre 0 y 1. Esto no necesariamente es cierto en otros modelos
de regresion.

La forma de la funciéon indica que el efecto combinado de las variables
explicativas serd bajo si sus valores lo son, y aumentard conforme ellas
crezcan, siempre manteniendo el limite dado por el rango de la funcién.

3.2 Modelos de regresién logistica

Casella et. al (2002), Montgomery et al. (2006) y Agresti (2007) exponen la
conformacién del modelo. A partir de dicha bibliografia se describe a
continuacién la generalizacion para cualquier cantidad de variables

explicativas.
Se consideran las variables
Xy, X,,..., X, : llamadas las variables explicativas y

Y': la variable respuesta a ser obtenida a partir de las explicativas.



Pagina |27

Suponga que se puede escribir Y de la siguiente forma:

Y=a+p,X + 06Xy ++05,X, = O‘"‘Zﬁz‘Xi
i—1

(2

donde a € R y f,€R, ¢ =1,...,n, son parametros desconocidos que
necesitan ser estimados mediante la informaciéon conocida de las variables
explicativas a partir de la muestra o poblacién estudiada.

Sea X = (X, X,,...,X,,). Suponga que Y asume valores en {0,1} y que la
probabilidad de obtener un éxito en Y (por ejemplo, la presencia de una

enfermedad) sea dada por:
m(X)=PY =1X,,X,, ..., X,,).

Por definicién, Y es una variable aleatoria con distribucion Bernoulli con
pardmetro 7(X). Por lo tanto, su valor esperado es la probabilidad de

obtener un éxito, es decir,
EY)=(0) P(Y =01X,,X,,.... X))+ (HP(Y =1|X,, X,,...., X))
=0(1—7(X)) + 1(r(X))
=0+ 7(X)
= 7(X).

Asumiendo que el comportamiento de la variable respuesta respecto de las
explicativas es tal que su densidad satisface a la funcién logistica, se tiene

que el modelo logistico se puede escribir de la siguiente forma:

1

B(Y) = (X) =

(3.1)

Por la hipdtesis sobre la forma de Y se tiene que

1
14 e (@tZi AiXe)

E(Y) =n(X) =

(3.2)
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Definicion 3.3 La transformacién logit esta dada por:
. p
logitlp] = log [ ——
ogit[p] = log (1 — p>,

donde p € (0,1) es la probabilidad de ocurrencia del fenémeno estudiado, es
decir, para Y que asume los valores 0 y 1 entonces p = Pr(Y = 1).

Entonces, mediante la transformacion logit, se linealiza (3.2) de la siguiente
forma:

logit|n(X)] = log <1i<—7§>X)> = log (1 i—:e a+21216: )
1o (Ot BiX;

1
:logl 1_|_e(oc+2216X \

1 (a+X? | B:iX;) 1 |
K —;j_e (oe-&-zlz 16X }

(1 + e O‘+ZZ 1BzXz \
k oc-i-zz 1 BiX5) )
1+€ OHrZZ 1BzXz

- (e—<a+zﬁlﬁixi>>

f— log<e(a+2?:1 51X1))

= log |

n

Observacion 3.2 Cada parametro 3;, ¢ =1, ..., n, representa el efecto que
tiene su respectiva variable independiente X, en la variable dependiente. La
combinacién lineal de las variables explicativas es el efecto que causan de

forma conjunta X, X,,..., X, a la variable respuesta Y.

n

Otra interpretacion que se puede dar al modelo es mediante la razén de
momios (odds ratios), también llamada razén de posibilidades o ventaja.

Los momios de un evento son el cociente del niimero de veces que se espera

ocurra el evento entre el niimero de veces que se espera no ocurra.
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Fjemplo 3.2  Si los momios de desarrollar una enfermedad son 5 a 1,
entonces se dice que es cinco veces mas probable desarrollar esa enfermedad
que no desarrollarla.

Sea p la probabilidad de que ocurra un evento determinado e indique por M

a los momios, entonces tenemos la siguiente relacion:

D .
M = —— o0 equivalentemente p = .
1—0p v P=1 + M

FEjemplo 3.3 Suponiendo que se tiene la probabilidad 0.6 de manifestar
cierto tipo de rasgo hereditario y 0.4 de no hacerlo, entonces los momios son
0.6/0.4 = 1.5. Esto significa que presentar el rasgo hereditario es 1.5 veces
mas probable a no presentarlo. Con la relacién dada, conociendo los momios
podemos saber la probabilidad de éxito, si se tienen momios de 3 (3 a 1),
entonces la probabilidad del evento es 0.75.

La razén de momios o posibilidades (odds ratio) estda directamente
relacionada con los parametros de un modelo de regresion logistica.

Considere lo siguiente. Sean
Y:desarrollar rasgo hereditario

X:alguno de los dos progenitores tiene el rasgo

variables que asumen los valores cero y uno con probabilidades de ocurrencia
tales que

PriY =11X=1)=p,
es la probabilidad de desarrollar el rasgo dado que al menos un progenitor
lo presenta; y

Pr(Y =1|X =0) =p,

es la probabilidad de desarrollar rasgo hereditario dado que ningun
progenitor lo presenta.

Por lo tanto, los momios de desarrollar el rasgo hereditario dado que al
menos uno de los progenitores tenga y dado que ninguno de ellos lo presente

son, respectivamente,
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y de esta forma, la razén de posibilidades (OR) es

)

=

I
HE

Observacion 3.3 OR siempre es positivo. Un valor igual a uno indica que
las variables no se relacionan. Valores cercanos a cero o mayores a uno

indican algin grado de relacién entre ellas.

Si la razén de momios es igual a 5, entonces esto indica que es mucho mas
probable desarrollar el rasgo si este estd presente en alguno de los
progenitores respecto de no estarlo. Lo cual muestra una asociacién fuerte
entre el rasgo y que algtin progenitor lo tenga.

Al usar la razén de momios en la regresion logistica se puede verificar el
efecto que tienen las variables explicativas en la variable repuesta.

Lema 3.1 Sea un modelo de regresion logistica con solamente una variable

explicativa.

a) El momio de que suceda el evento de interés respecto de que no ocurra

es
M = % = e¥efX,

(3.3)

b) El momio al aumentar el valor de X en una unidad es:
Moe XD b)) — pagBX4) — paghX b
1—7m(X+1)

(3.4)

Demostracion:

(a) Para demostrar (3.3) se considera la igualdad dada por (3.2), entonces
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m(X) / 1+ e a+5X \I
(VI N —

M =

1
1 + e~ (aF8X) \
1+ e(at8X) —1
1 4 e~(@+BX)

- ( — 1+BX_)> = e = et
e -

(b) De forma analoga, para (3.4)

M =

1
T X+1) ( 1 + e (@FBX+D) )
1

_ 1
1 W(X T 1) - 1+ e—(a+B(X+1))

1
1+ e (a+pB(X+1))

1+€ (a+B(X+1)) _1)
1+ e (a+pB(X+1

_ (ﬁ) — olatB(x+1))
e* «

— eae,B(XJrl) — GQGBXGB.

Observacion 3.4 Del lema 3.1 se puede observar que al aumentar una unidad
en la variable explicativa, aumentan de manera multiplicativa en e” las
posibilidades de ocurrencia del evento de interés con respecto de que no

ocurra.

Entonces, la razén de momios es

M~ e¥ePXef

M T eveX T O
Por lo tanto, se puede ver que si = 0, entonces e’ = 1. Esto quiere decir
que la variable explicativa no es significativa al modelo. Si § # 0, la variable

explicativa tiene algtin grado de relacién con la variable respuesta.
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Observacion 3.5 Si se toma en cuenta la expresion logit del modelo, se tiene
una relacion lineal en la cual logit[m(X)] incrementa en 8 unidades por cada

cambio de una unidad en X.

Lema 3.2 Suponga que existen dos o mas variables explicativas
X, X,,..., X,,. De esta forma, el modelo general en su forma logit es:

(a)  log({os) = a+ X1 B,X,

(3.5)
(b) elo!)(%) = e? ﬁe(ﬁi))ﬁ
(3.5)

Demostracion:

(a) Para demostrar (3.5) se usa (3.2) de la siguiente manera

log < o ) = log / Lte MZZ Al
1 —m(X) 1 +z 7.
+ e a % z

\
)
( 1+e <°<+Zz 1PiXs) \.
)

—= lOg | 1+e (OH’ZZ 162Xz o
]_ +e (O‘+ZZ 162Xz

— 1
— o9 (e—(a"‘Z?le‘Xi))

= lOg(e(OH_E?:l BiXi)) =a+ Z B; X,
i—1

(b) Para demostrar (3.6), a partir de (3.5) se tiene

elog<1f5ri(;()) — ea+2?:1 Bi X — e ﬁ e(le)X
=1

De (3.5) se interpreta que los pardmetros (; representan el efecto de su

respectiva variable explicativa X, en el logaritmo de los momios.
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En (3.6), se tiene que e’ es el efecto multiplicativo en las posibilidades por
cada unidad de cambio en X, cuando se mantienen las demas variables

explicativas controladas o se suponen constantes.

3.3 Estimacion de parametros de un modelo de
regresion logistica

Existen varias formas de estimar los parametros de una regresion logistica.

Algunas de ellas seran vistas a seguir.

3.3.1 Estimadores de maxima verosimilitud

De acuerdo con Montgomery et al. (2006) la mejor forma para obtener los
estimadores es mediante la estimacion por méaxima verosimilitud. Dicha
estimaciéon maximiza la probabilidad de obtener el conjunto de datos
observados.

Definicion 3.4 Sean Y,,Y,,...,Y, observaciones independientes cuyos
resultados pueden ser ceros o unos con una distribucién Bernoulli(p), p €
(0,1) y sean X, X,,..., X,, las variables explicativas. La forma general del
modelo de regresiéon logistica para cada observaciéon Y, es:

= T

E(Y,

) = 4 T Ak i=12,..,n.

Por hipétesis, cada observacion Y, tiene distribucion Bernoulli(p), con p =
m, para ¢ = 1,2,...,n. Por lo tanto
[i(Y) =7 (1 —m)t 1=1,2,...,n.

De esta forma, por la seccion 1.2, la funcién de verosimilitud es el producto
de las n funciones de densidad, es decir, si 7 = (o, f4, 55, ..., 5,,), entonces

L(Y,,Y,,....Y, |1) = L(Y,,Y,, .., Y, |a, By, Boy ooe s Br)
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Dado que se busca maximizar la funcién y es maéas flexible trabajar el
logaritmo de la funcién de verosimilitud, es decir, la log-verosimilitud, la
cual conserva la igualdad de los valores tomados en los puntos maximos, se
tiene

log L(Y,,Ys, ..., Y,;7) = log (ﬁ fz(Yz)>

i=1

log(Hw i(1—m)t Yi)

_ i log [”(:ilw—)?;)]

Por hipdtesis se tiene que

Por lo tanto,

o\ -
log <1_7Ti> —Oz+ZﬁiXi.

De ésta forma, la log-verosimilitud se puede expresar como
log L(Y},Y,, ..., Y |1) =

=3 ¥ (a4 Do) = toglu e A
i= =1 =1

Los estimadores seran las soluciones de las derivadas parciales igualadas a 0
respecto de cada parametro.
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El céalculo de los estimadores de maxima verosimilitud se realiza mediante
programas de computo usando métodos numeéricos o el algoritmo de minimos
cuadrados iterativamente reponderados (IRLS) tratado a detalle por
Montgomery et al. (2006).

Conociendo los estimadores resultantes &, 5y, 5, ..., 3,, , €l valor esperado
del modelo de regresidn logistica se escribe:

1
1+ e*(ajLZi:l 51Xi)

3.3.2 Intervalos de confianza

Agresti (2007), senala que un intervalo de confianza para el pardmetro B en

el modelo de regresion logistica, es:

donde B es el valor estimado del parametro,

Zoy,  S€ obtiene de las tablas de una normal estandar y

representa el nivel de confianza (si tomamos 95% de nivel
de confianza se tiene 7, g;5 = 1.96) y

SE es el error estandar estimado.

Al tener el intervalo de confianza del parametro, es posible obtener también
el intervalo de confianza del efecto del mismo usando los limites obtenidos
(eﬁ 72(’/2(SE), e’ +Za/2(SE)), con lo cual se puede inferir con un 95% de confianza

el efecto de la variable explicativa en el modelo.

3.3.3 Prueba de significancia

Como se tratdé anteriormente, mediante la razén de momios se puede
establecer la significancia de las variables lo cual se complementa con el
estadistico de prueba, descrito en el capitulo quinto de Agresti (2007), que
tiene la hipdtesis nula que senala que la probabilidad de que ocurra el evento

de interés es independiente a X si Hy: 5= 0.
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El estadistico

~

_B
SE
tiene una distribucién normal estandar cuando S = 0 por lo que se procede

z

a observar el valor del estadistico y el comportamiento del p-valor para

rechazar o no la hipétesis.
3.3.4 Desviacion

Esta es una prueba que muestra si el modelo propuesto es adecuado o no.
Toma en cuenta la log-verosimilitud del modelo ajustado con p parametros
y la de un modelo que representa perfectamente a la muestra de tamafio n
y que tiene los n parametros. Para p < n el valor de la log-verosimilitud del
modelo completo es mayor a la del ajustado dado que éste ultimo cuenta

con menos parametros.

Para fines practicos, se tomara en cuenta a la log-verosimilitud del modelo
completo como logL() v a la log-verosimilitud del modelo ajustado como

logL(B), con lo cual Montgomery et al. (2006), en el capitulo 13, define la
desviacién como:

desv(a, By, By, .., B,) = 2In L(B) — 2 InL (B).

Si el modelo es correcto y la muestra es grande (suficiente), entonces la
desviacién del modelo tiene una distribucién Ji-cuadrada con (z-p) grados
de libertad, con los siguientes mecanismos para decidir:

Si:

desv(a, By, Byy ey Bry) < Xi’nfp entonces el modelo propuesto es adecuado.

desv(a, By, Byy ey B,y) > Xfwfp entonces el modelo propuesto no es
adecuado.

De forma analoga, se pueden realizar pruebas de hipdtesis sobre
subconjuntos de parametros tomando el modelo completo y contrastandolo

con uno reducido.
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4 Modelos de regresiéon logistica aplicados a
genética

4.1 Consideraciones preliminares

El estudio de la presencia de enfermedades o rasgos, que pueden ser
clasificados como datos binarios, en los que se sospecha que existe alguna
relacion entre la herencia biologica y la observacion o no de dichas
caracteristicas ha sido posible gracias al uso de diversas metodologias, entre

las que destacan las estadisticas.

El modelo de regresion logistica es una de dichas metodologias estadisticas.
Este tipo de modelo permite conocer los factores de riesgo que tienen algin
grado de influencia en presentar o no una enfermedad o caracteristica. Entre
los factores que pueden intervenir, se destaca la herencia bioldgica
determinada por el genotipo de los individuos. Asimismo, de acuerdo con la
enfermedad estudiada, se pueden utilizar otras variables en combinaciéon con
el genotipo, para asi explicar de la mejor forma posible la causalidad de la
caracteristica analizada. Algunas de estas variables explicativas de interés

son la edad, el género, ser fumador o no y los niveles de glucosa del individuo.

Para llevar a cabo la implementacién del modelo, Bonney (1986) propone
un modelo general el cual se puede ajustar conforme a la informaciéon con
que se cuente y las variables que se quieran considerar. A continuacién se
disertara tanto sobre el modelo general como de los especificos derivados de

este, estudiados en Bonney (1986).

4.2 Modelo general

El modelo general considera que entre los n individuos de una poblaciéon se
tiene algun tipo de relaciéon o dependencia, la cual tiene algin papel en el
desarrollo la enfermedad o caracteristica estudiada. Los modelos en que la
dependencia es desconocida o es por alguna relacion bioldgica, son casos
especificos del modelo general y se expondran mas adelante.
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Las observaciones de los individuos se denotan Y = (Y},Y,, ..., Y, ) donde,
para ¢ = 1,2,...,n,
v — {0 si no presenta el rasgo de interés
! si presenta el rasgo .

Se asumira que la variable o variables explicativas estan relacionadas con su
respectivo £ésimo individuo. Asi cada variable explicativa se denotara por
X, y estard asociada al rasgo Y, del -ésimo individuo.
El vector de variables explicativas serda denotado por

X =(X,X,,...,X,).

Entonces, la probabilidad de presentar el rasgo de interés dado el vector de

variables explicativas se denotara, para proximos desarrollos, por:

Pr(Y, =y, Yo =yg, ... Y, =y, | Xy =21, X5 =2,,..., X, =2,) = Pr(Y|X),

con lo que se tiene que:
Pr(Y|X) = Pr(¥},Y,,...,Y, | X)
= Pr(Y,|X) Pr(Y,,Y;, ..., Y, Y], X)
= Pr(Y}|X) Pr(Y5|Y,, X) Pr(Y;, ..., Y, |V}, Y5, X).
De forma andloga, usando propiedades de probabilidad condicional, se llega
a:

Pr(Y|X) = Pr(Y,|X) Pr(Y,|V;, X) Pr(Y; ¥y, Yy, X) .. Pr(Y, |V}, Yy, o Y,

n—1»

X).
(4.1)

Debido a que el /~ésimo individuo sélo esta relacionado a la i-ésima variable

explicativa, entonces cada factor de (4.1) estard dado por:

Pr(}/i|Y17YV% 7Y71—17X> = Pr(Y;‘YthQa 7Y71—17Xi>'
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Para describir la presencia o no del rasgo de interés, Bonney (1986) define
una variable que ha sido modificada en esta tesina y se muestra a

continuacion:
Z, = { 0 si Y, desconocida
1 siY; =1.

Para describir el modelo de regresion logistica, se definirdn las n
transformaciones /ogit (tema expuesto en el capitulo 3) siguientes:

w; = a+ BX,

wy =a+v 2 + BX;

W, =a+72) +vdy + o+ V14, T BXy,

es decir, (Bonney, 1986)

w; = a+ BX,
k—1
wk:a—l—Z%Zi—I—ﬁXl , con k=23,...,n.
i—1
(4.2)
donde o, By v, t=12,...,n—1 son pardametros desconocidos que

necesitan ser estimados y pueden tomar valores en el intervalo (—oo, 00).

Proposicion 4.1: Usando la transformacién logit, se tiene que (4.1) puede ser
escrita como

n ewiy.
Pr(Y|X) =
010 =11 |7 =)
(4.3)
donde el producto es sobre Y, observadas.
Demostracion: Por (4.1) se tiene que
Pr(Y]X) = Pr(Y; |X) Pr(¥, Yy, X) Pr(Y|Yy, Yy, X) ... Pr(Y, ¥, Yy, .., Y,y X).
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Por lo tanto, asumiendo que Y es observado y tiene un comportamiento
logistico (visto en el capitulo 3), y mediante las n transformaciones logit (4.2)
se tiene que la probabilidad conjunta es el producto de las probabilidades de
ocurrencia individuales, es decir,

ewl Yl ew2 Y2 ewn Yn
Pr(Y|X) = (1 - ewl) (1 - e) (1 A e)
-1
L1171 4 ewi]’

n
=1
De acuerdo con (4.3), se puede notar de forma preliminar en que magnitud

intervienen en la probabilidad conjunta las caracteristicas vistas de los
individuos. Es decir, supongamos que el individuo Y precede a Y; por lo que
Y; depende de Y; (j < i). Entonces, al presentar Y; la enfermedad (Z; = 1)
los momios o posibilidades de que Y, presente el rasgo aumentan en e’i. Por
otro lado, si Y; no presenta la enfermedad (Z; = —1) entonces los momios
de que Y, presente la caracteristica disminuyen en e’. Si no se conoce el
valor de la observacién Y; (Z; = 0) entonces los momios de Y; no tienen

ningtin cambio.

Observaciones: 4.1 Cada unidad de incremento o decremento en la variable
explicativa (X,), aumenta o disminuye los momios en e”.

4.2 Se puede notar que el valor que tomaran los parametros al ser estimados
es la magnitud de cambio en su respectiva variable.

4.3 La interpretacion de los momios se trato en el capitulo 3.

4.3 Modelos especificos
Se retomaran los tipos de modelos propuestos por Bonney (1986) derivados

de adecuaciones al modelo general.

(a) Modelos en que no hay dependencia basada en relaciones bioldgicas

Son ttiles cuando es muy laborioso realizar el modelo general y las
observaciones no tienen relacion entre si o no estdn bien agrupadas de

acuerdo a la relacion familiar.
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(a.1) Modelo equitativamente predictivo.

En esta version del modelo, los pardmetros v,, ©« = 1,2,...,n — 1, que miden
factores de cambio de todos los individuos son iguales, con lo cual, las
trasformaciones logit del modelo general son:

w; =a+vZ4 +7Zy + -+ 72 + X, 1=23,..,n

es decir,

i—1
wi:a—l—fyZZj + 58X, , 1=23,...,n.

=1
El caso w; es el mismo que en el modelo general.

Por lo tanto, la relacién (4.1) se mantiene como en el caso general y las
transformaciones logit muestran que existe la misma magnitud de cambio

por cada individuo predecesor existente. Con ello, queda definido el modelo.
(a.2) Modelo de dependencia en serie.

Tomando en cuenta las observaciones y la estructura de dependencia
familiar de orden 1, es decir, que los individuos dependen tnicamente de su
predecesor y no de todos los anteriores, se tiene que la transformacion logit
w; serd como en el caso general y para las demads se tendra

w, =a+vZ, ,+BX,, 1=23,...,n.

De esta forma, (4.1) se transforma en

Pr(Y|X) = Pr(¥;|X) Pr(Y,|V;, X) Pr(Y;|Yy, X) .. Pr(Y, |Y,_,, X)

= Pr(Y;|X,) H Pr(Y;|Y;_;, X;)

=2
=]
1+ ewi]

(b) Modelos con dependencia basada en relaciones bioldgicas

-1l

n
i=1

Este tipo de modelos asume que las observaciones estan ordenadas de forma
que los padres preceden a su descendencia y que los hijos de cada generacién
se ordenan de acuerdo con su orden de nacimiento.
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Para cualquier individuo 7, las letras P, M y C denotardn a su respectivo
padre, madre y pareja. Entre los hermanos del individuo 7, B(1) denotara al
primogénito y B(-1), al hermano que precede a 1.

(b.1) Modelos clase A

Los modelos clase A suponen que la tnica dependencia entre los individuos
es entre padres e hijos. Entonces, dada la informacién de los padres del
individuo 7, las demés observaciones no contribuyen en brindar mas

explicacién a la presencia o no del rasgo de interés.
La probabilidad de que cada individuo presente la caracteristica es
Pr(Y|V), Y, ..., Y, 1, X;) = Pr(Y;|Yp, Yy, X)),
y las transformaciones logit se definen de la forma
w, =a+vpZp+ 2y + BX,, 1=1,2,...,n,

notando que si la informacién del padre o la madre es desconocida, por
definicién Zp o Z,, tomaran el valor 0.

Entonces, el modelo queda definido de la siguiente manera:

n n eini
Pr(Y|X) = [[Pr(¥|Yp, Yar, X,) = [ | [1 i ew,;]
i=1 i=1

(b.2) Modelos clase B

En el caso de los modelos clase B, se asume que los progenitores y el
primogénito brindan la informaciéon que determina la presencia o no de la
caracteristica de interés en el individuo estudiado. Se tiene entonces para el
Eésimo individuo de (4.1) que

PI’( 1/;|Y17 Y’27 ) Yvifl? Xz) = PI‘(Y;“YPa YM7 YB(1)7 Xz)a
con lo cual las transformaciones logit son

w; =a+vpZp +vuZn + V1) ZB0) + BXis
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con la aclaracién de que si 7 es el primogénito entonces no existe uno que lo
preceda y por lo tanto Zg) = 0, y si la informacién del padre o la madre es

desconocida, por definicién Zp o Z,, tomaran el valor 0.

Entonces, el modelo queda definido por

Pr(Y|X) = HPT(}/Z"YPa Yur, YB(l)aXi> = H [1 T ewi]'
i=1 i=1

El modelo se puede extender a que los padres y los primeros r hermanos

brindan la informacién determinante.
(D.3) Modelos clase C

Estos modelos consideran que los padres y el hermano predecesor del
individuo 7 contribuyen en alguna magnitud con la presencia o no del rasgo
de interés en el individuo 7. Para cada individuo se tiene que la probabilidad

de presentar el rasgo de interés es
Pr(Y[Y},Y,, .., Y, 1, X;) = Pr<Yvi|YP7YM7YB(71)7Xi)
con lo cual las transformaciones logit son:
w; = a+vpZp +YuZy +Vp-1)ZB-1) + BX;, i=12,...n,

con la consideraciéon de que si 7 es el primogénito o no se cuenta con
informacion sobre el hermano que lo precede entonces Z g1y =0,y sila

informacién del padre o la madre es desconocida, por definicion Zp o Z,,

tomaran el valor 0.

Entonces, con las transformaciones dadas, el modelo tiene la forma

n n eini
Pr(Y|X) = [[Pr(Y;|Yp, Yar, Vi1, X;) =] —|.
i=1 i L e
Al igual que en los modelos clase B, se puede tener un mayor orden de
dependencia.

Observacion 4.4 Se puede hacer uso de combinaciones entre modelos
biolégicos v no biologicos dependiendo del estudio y de la informacién con
la que se cuenta.
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4.4 Modelos de regresion logistica aplicados al analisis
genético

Los modelos hasta ahora expuestos son buenos para el andlisis de riesgo de
presentar ciertos rasgos de interés, pero para el analisis genético se necesita
algo mas. El analisis genético busca explicar los mecanismos de segregacion
de los genes y con ello la manifestacién de los fenotipos entre generaciones.

Supongamos como en el capitulo 2, que cada individuo tiene uno de los k&
genotipos posibles. También, como en el capitulo 2, sea g = (g, g9 -, G,,)
el vector de los genotipos correspondientes a n individuos en un pedigri. Si
g es conocido entonces se le puede considerar en el modelo como variable
explicativa. Sin embargo, la mayoria de las veces g es un vector aleatorio y
la obtencion de la probabilidad de su ocurrencia es de interés fundamental.

En el modelo general presentado en la seccion 4.2 con una variable
explicativa y considerando la trasmision de genotipos entre generaciones se
tiene:

Pr(g,Y|X) = Pr(g)Pr(Y|g, X).

Al ser el vector g desconocido, por la ley de probabilidad total, se puede
escibir

o

Pr(Y|X) =Y Pr(g)Pr(Y]g, X).

(4.4)

En el caso en que el estudio no tenga variables explicativas, el modelo se
reduce a:

Pr(g,Y) = Pr(g)Pr(Ylg)
como fue visto en el capitulo 2.

Al ser el vector g desconocido, por la ley de probabilidad total, se tiene:

Pr(Y) =) Pr(g)Pr(Y]g).

Q
Il E
—
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Para conocer la distribucion conjunta de los genotipos, se retomara lo visto

en el capitulo 2. De esta forma, P,,, es la probabilidad de que el hijo tenga

stu

genotipo uz dado que los genotipos de los padres son sy ¢, es decir,

P, =Pr(uls,t).

Ademas, ¥, es la probabilidad de que un individuo en la poblacién tenga

genotipo v.

Entonces, de lo desarrollado en el capitulo 2, se tiene que la probabilidad
conjunta de observar un genotipo en n individuos es:

Pr(g) = Pr(g,,92; -, 9,) = Pr(9,)Pr(gs19;) .- Pr(g,,191, 925 > 9 1)
=1
donde

p; = Pr<9i|917927 s Gi1)

_ 9;

{ v st los progenitores son desconocidos

P gia S los progenitores son conocidos .

Para calcular dichas probabilidades, se hara uso de las matrices de transicion
genéticas vistas en el capitulo 2.

Dados los genotipos mediante las matrices de transicion y las variables
explicativas, la probabilidad condicional de presentar el fenotipo, rasgo o
enfermedad es

n

PI‘(Y‘g,X) = PI‘(Y1|g, X) HPI‘(YHg?YDY% 7Y’1717X)'

1=2

Del capitulo 2 sabemos que dado el genotipo de un individuo, su fenotipo es
independiente de los demés y este genotipo solamente determina la
posibilidad de presentar el fenotipo de ese mismo individuo. Por lo tanto, se
puede escribir
Pr(Y‘ng) = Pr<Y1|gle> HPr(l/Agi?Kl?Yz? 7Y;—17X)'
i=2

(4.5)



Pagina |46

Con los debidos ajustes al modelo general descritos en la seccion 4.2
simplemente se anade una nueva variable explicativa g, para cada Y.

Por ejemplo, en los modelos clase A, la transformacién logit se puede definir
de la siguiente forma:

w;(9;) = oy +vpZp + Y Zy + BX,
con wy(g;) = o, + BX;.

Solamente o depende de g,. Esto significa que el genotipo no interacttia con
los demas factores tomados en cuenta. Cabe mencionar que los demas
parametros pueden depender de g; si el investigador lo cree necesario. El
ajuste en cada tipo de modelo es homélogo.

Ahora bien, usando (4.4) y (4.5) la verosimilitud del modelo sera:

Pr(Y|X) = ZPr )Pr(Y|g, X)

[Ip: Pr(¥ilg, Yy, Yo, Y, X))

=1

I
M= =
Mw
Mw

Q
e
Il
—
Q
(M)
Il
—
@
Il
—
.

n

k n ew )Y;
S ()

g,=11=1

I
M=
M=~

Q
=
Il
-
Q
5
Il
_

(4.6)

con el producto sobre Y observables y las sumas sobre los posibles vectores
& desconocidos.

Se define

( ( ewi(9:)Y; ) Y b J
pi\lm———— 1,8t ¥; es observado
Hi(gpgza”wgi_l) == { 1+ewi(9i) ? 4

D st Y; no es observado.

Con lo que (4.6) se puede escribir:

Pr(Y]X) :iiiﬁfl (91999, 1)

g1=1go=1 gn=11=1
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k

k n
Z 1(91) ZH 91 92) ZHH 915995 - -agnfl)-

g1=1 g2=1 gn=11=1
(4.7)
Inferencia estadistica

La realizaciéon de la estimacion de los parametros del modelo depende en
gran parte de la calidad y el tipo de informacién con que se cuenta. Para el
estudio de enfermedades se tienen bases de datos con diversos tipos de
agrupamiento.

En el caso de observaciones sin parentesco o de las cuales no hay distincion
ni informacién relativa a las relaciones parentales, los modelos indicados son
el de dependencia en serie y el equitativamente predictivo ya que no toman

en cuenta vinculos familiares.

Ahora bien, si se sabe informaciéon de los progenitores, la estructura de una
familia nuclear, o un pedigri, los modelos basados en dependencia biolégica

son los 6ptimos para obtener buenas aproximaciones.

Por lo anterior, es de suma importancia analizar el tipo de datos con los que
se dispone, para asi tener desde un inicio de forma clara y precisa el objetivo
y método de la investigacion.

La funcién de verosimilitud, dependera entonces de que estructura familiar
se estudia, que tipo de dependencia entre los individuos se sospecha existe y
cuanta informaciéon se sabe sobre cada individuo. Después de plantear el
modelo, se estiman los parametros mediante alguna metodologia estadistica,
y se determina la validez del modelo y la significancia que tienen las variables
explicativas en la dependiente mediante, por ejemplo, los criterios y pruebas
de hipotesis que se expusieron en el capitulo 3.

Ejemplo 4.1

Un ejemplo de la aplicacién de la metodologia expuesta en este trabajo en
el ambito del estudio de enfermedades genéticas, es el considerado por
Bonney (1986).

En aquel trabajo el autor propone modelos para explicar una enfermedad
metabdlica llamada hiper alfalipoproteinemia familiar. La fuente de
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informacién son 18 pedigris publicados por Glueck et al. (1975) y la variable
explicativa que se uso es el sexo de los individuos.

Bonney (1986) desarroll6 cuatro modelos de los cuales uno no tiene ningtin
grado de dependencia entre observaciones y los otros tres son variantes del
modelo clase A. Se presentaran los resultados obtenidos de dos de los
modelos.

Se denota por Y=1 si el individuo presenta la enfermedad y cero si no la
padece. La variable explicativa sexo serda X=1 para mujeres y X=0 para
hombres.

El primer modelo asume que las observaciones son independientes, es decir:
wZ:Of'i_/BXZ, i:1,2,...,n.

El segundo modelo supone que las descendencias tienen el mismo grado de
dependencia respecto del padre y madre asociados al individuo 7, y también
senala que hay algtn tipo de relacién entre la pareja y el individuo, es decir:

w;(9;) = oy +Ycle + vo(Zp+ Zy) + X, i=12,..,n.

Para comparar los modelos, Bonney (1986) usa el criterio de Akaike (1974)
que senala que el mejor ajuste tiene el menor AIC definido como

AIC = —21log(L) + 2(c)

L el valor de la verosimilitud evaluada en los estimadores
de los parametros y
o el nimero de parametros estimados .

con

Los resultados por modelo son los siguientes:

Modelo Parametros -2LogL AIC
1. Ninguna a, B 213.7 218
dependencia
2. Clase A Y0V = T B | 206.2 214*

El modelo que mejor ajusta es el segundo, del cual se obtuvieron los
estimados siguientes:
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Parametro  Estimado Error estandar

a -0.98 0.262

gle; -0.79 0.5
Yp =T -0.42 0.220

B 1.09 0.334

Dichos parametros dan lugar a la ecuacion estimada:

w=—0.98—0.79Z, — 0.42Z, — 0.42Z,, + 1.09X.

Con w denotamos el logit estimado de presentar la enfermedad dados los
valores de la pareja, los padres y el sexo del individuo. La relaciéon mostrada
entre los padres y la pareja es una correlacién negativa, los valores tomados
no son tan significativos como el de la variable explicativa, (3, el cual sugiere
que las mujeres tienen mas posibilidades de desarrollar la enfermedad.
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Conclusiones

El analisis de la informacion que brinda el entorno, investigaciones o simples
tareas cotidianas siempre ha sido de interés, por lo que los esfuerzos por

comprender y medir lo que nos rodea han rendido frutos a lo largo del tiempo.

Entre las herramientas que nos muestran como cuantificar y entender el
medio que nos rodea, se encuentra la estadistica y, con ella, el respaldo

cientifico brindado por la teoria de probabilidad y matematicas.

En la presente tesina se estudié una la metodologia que permite conocer y,
a su vez, estudiar y tratar rasgos genéticos. Se toman en cuenta los factores
que intervienen en la segregacion de los genes entre las generaciones de un
pedigri y cualquier factor o factores que se sospeche sean relevantes en la
manifestacion de la caracteristica estudiada. Por ello, se brinda un enfoque

integral al estudio de presentacién de fenotipos en los descendientes.

La inferencia estadistica recae sobre el uso de la regresién logistica como eje
de la propuesta de estudio. Este tipo de regresiéon permite explicar una
variable dicotéomica mediante variables de cualquier naturaleza y con la
razén de momios, inherente a la regresion, se explica de forma practica e
ilustrativa la repercusién de cada variable explicativa en el modelo. En el
capitulo 2 se muestra el amplio uso que tienen los modelos de regresion

logistica hoy en dia.

Al unir el calculo de la probabilidad de observar el rasgo estudiado en algin
o algunos miembros de un arbol genealdgico con el modelo de regresion
logistica se tienen distintos enfoques, tratados en el capitulo 4, para analizar
los datos disponibles. Se toman en cuenta escenarios en que la informacion
es escaza o faltante y se describen propuestas de modelos, asi como
recomendaciones con rigor estadistico para elegir el mas acorde a lo
estudiado. Se presenta la manera en que se infiere sobre lo obtenido y el

pronunciamiento adecuado sobre los resultados obtenidos.
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Con la presente metodologia se cuenta con una forma de obtener un correcto
y util analisis con repercusion directa en la prevencion y tratamiento de
enfermedades hereditarias y para el conocimiento de los factores de riesgo

potenciales que pueden provocar una patologia.

Con lo anterior, se puede verificar que la estadistica tiene alcances
inimaginables en vastas areas del conocimiento, siendo la epidemiologia, la
medicina y la genética algunos ejemplos. Entonces, el deber de un Actuario,
aparte de crear e implementar modelos, es el interactuar y complementar lo
estudiado por otras ciencias y especialistas, con la busqueda de que al tener
un equipo multidisciplinario, se conozca el comportamiento real de cualquier

fenémeno que se pretenda estudiar.
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Apéndice

Coédigo correspondiente a la grafica de la funcién logistica
para la figura 2

#+4 Funcién logistica #+#

x <- ¢(-8:8)
y <= 1/(1+(exp(-x)))

n_n

plot(x,y,xlab="z" ylab="f(z)",ylim=c(0,1.1),main="Funcién
logistica',type="1",col=4)

abline(h=0,1ty=9)

abline(h=1,1ty=9)
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