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Resumen

En este trabajo se analiza un tipo de proceso de riesgo perturbado por difusién en el que
los pardmetros varian en el tiempo de acuerdo a un proceso Markoviano. Se explican los
procesos estocasticos que forman parte de la definicién del modelo y se plantea el pro-
blema de calcular la probabilidad de ruina dependiente del valor de capital inicial. Esta
probabilidad es calculada de manera analitica para el caso particular de dos estados mo-
duladores y de montos de reclamacién con distribuciéon exponencial. Se explica la manera
de simular trayectorias del proceso de riesgo y se utilizan estas simulaciones para obser-
var la proporcién de veces que se arruina en cada estado modulador, el tiempo promedio
para que eso suceda y un ejemplo con tres estados moduladores. Se finaliza dando una
propuesta de método para estimar los parametros del proceso dada la observacion de los
tiempos y montos de reclamacion, e ilustrando los resultados del método aplicado a las

observaciones de una trayectoria simulada.
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Introduccion

Mucho antes de tener una teoria formal de los procesos estocasticos, Filip Lundberg in-
trodujo en 1903, dentro de su tesis doctoral, la idea de proceso de Poisson compuesto
al intentar modelar la reserva de una compania aseguradora. Mas tarde, Harald Cramér

formalizé este modelo al cual conocemos ahora como modelo de riesgo Cramér-Lundberg.

La idea del modelo se basa en suponer que una aseguradora que comienza con capital
inicial u y recibe un ingreso por primas a tasa constante c, tiene una reserva en el tiempo

t dada por
N(t)

U(t) =u-+ct XZ',
i=1
donde N(t) es un proceso de Poisson que cuenta el nimero de reclamaciones que recibe

la aseguradora hasta el tiempo t, y X; es el monto de la i-ésima reclamacién.

Un modelo similar perturbado por difusién fue introducido por Hans U. Gerber [6] en

1970:
N(t)

U(t)=u+ct X+ oW,
i=1

en el que agregamos un factor volatil oW, con ¢ > 0 y W un proceso de Wiener o mo-
vimiento Browniano. Esta difusién representa la incertidumbre del proceso de ingresos.

Algunas caracteristicas de este modelo han sido estudiadas en [5-8,/18], entre otros.

Fue hasta la siguiente década en la que Jean-Marie Reinhard [15] (en 1984) y Sgren As-
mussen [1] (en 1989) presentan un modelo en el que los parametros del proceso de reserva
Cramér-Lundberg estdn modulados en el tiempo por un proceso Markoviano. El modelo
sin difusién ha sido estudiado en [10,/13,/19], mientras que la literatura més reciente sobre
el modelo con difusién incluye [4,/11]. En el Capitulo [1| definimos este modelo perturbado

por difusién con detalle. Esta generalizacion intenta modelar los cambios en el contexto
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que afectan el comportamiento del proceso de reserva, como el fenémeno de El Nino o las

epidemias en el sector de salud.

Antes de explicar como es el proceso de reserva Markov-modulado con difusién, recor-
daremos algunos de los conceptos alrededor de los procesos estocasticos fundamentales
en su definicién. Aunque presentamos todas las definiciones y resultados necesarios para
resolver el trabajo, se recomienda revisar la literatura mencionada al principio del primer
capitulo. También se menciona un poco de teoria de la transformada de Laplace que uti-

lizaremos en el siguiente capitulo.

El propésito del Capitulo [2] es resolver analiticamente el problema de calcular la probabi-

lidad de ruina con un capital inicial dado v 0,
Y(u) =P 2%’m(f)U(t) <0UW0)=u |,

para un caso particular en el que el proceso Markoviano que modula los parametros tiene
s6lo dos estados y los montos de reclamacion siguen distribuciones exponenciales. Para
ello, demostraremos que las probabilidades de supervivencia (los complementos de las
probabilidades de ruina), condicionadas al estado en el que inicia el proceso modulador,
son las soluciones a un sistema de ecuaciones integro-diferenciales. Dicho sistema lo re-
solveremos en sus transformadas de Laplace y para nuestro caso particular daremos la
forma cerrada de la probabilidad de ruina. Al final presentamos algunos ejemplos resuel-

tos computacionalmente.

En el Capitulo [3] se presenta la forma de simular los procesos estocédsticos que definen
el modelo de riesgo Markov-modulado perturbado y se ilustran algunos resultados de su
implementacién en el lenguaje de programacion Julia. El propésito de este capitulo es
revelar algunos aspectos de la ruina de procesos de manera no analitica. Por ejemplo,
un primer paso es comparar la probabilidad calculada analiticamente en el capitulo an-
terior con la probabilidad de ruina estimada que obtenemos al simular muchos procesos
de reserva. Otros aspectos a observar seran la proporcion de veces que hay ruina en cada
estado del proceso modulador o el tiempo medio que tarda en arruinarse. Resaltamos que
el fin de esta parte no es obtener resultados especificos, sino aclarar los alcances de la
simulacién en el problema de la ruina, como la posibilidad de analizar modelos con méas

de dos estados moduladores.
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Finalmente, en el Capitulo ] proponemos algunos métodos de inferencia sobre los pardme-
tros del proceso de reclamaciones. Los margenes de este trabajo dejan fuera el factor de
difusién en esta parte, pues sélo nos interesa resolver el problema de estimar pardmetros
dada tnicamente la observacion de las reclamaciones del proceso. Suponemos montos de
reclamacion exponenciales; notemos que a diferencia del modelo de riesgo clasico en el que
sélo debe hacerse inferencia sobre la intensidad del proceso de Poisson y sobre la media de
los montos de reclamacion, en el modelo modulado las reclamaciones llegan a diferentes
intensidades y con diferentes medias de acuerdo al estado modulador. Por ello, haremos
inferencia primero sobre los pardmetros del proceso Markoviano y después encontraremos

estimadores para los parametros de las reclamaciones en cada estado.






Capitulo 1

Procesos estocasticos

FEn este primer capitulo presentamos el marco teérico indispensable para entender el desa-
rrollo del modelo. Los resultados preliminares s6lo son mencionados y se hard referencia

a la literatura correspondiente cuando sea necesario.

La parte de procesos estocésticos se basa principalmente en [9,/16,/17] para definir los
términos esenciales y presentar los resultados que seran ttiles en los siguientes capitulos.
Una pequena parte dedicada a la transformada de Laplace se basa en [12] y presenta sélo

los resultados méas importantes para este trabajo.

Por ultimo, introducimos el proceso de riesgo Markov-modulado perturbado por difusién

basado en cémo se hace en [4] por su claridad.

1.1. Preliminares

A continuacién definimos los procesos estocasticos llamados proceso de Poisson, cadena
de Markov, proceso de saltos de Markov y movimiento Browniano, y con ellos damos sus

propiedades mas importantes para este trabajo.

1.1.1. Proceso de Poisson

Definicion 1.1. Un proceso estocdstico N; ¢ o es un proceso de conteo si representa

el numero total de eventos ocurridos hasta un tiempo t, es decir, cumple

1. Ny es un entero no negativo,

2. Ny es creciente, y
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3. Ni Nj es igual al nimero de eventos ocurridos en el intervalo (s,t].

La ultima condicién implica que las trayectorias del proceso son continuas por la derecha.
Definicion 1.2. Un proceso de conteo Ny ¢ o tiene incrementos independientes si
N; y Neyvs Ny son variables aleatorias independientes.
La definicién anterior nos da la idea de que incrementos independientes implica que las
cantidades de eventos ocurridos en intervalos de tiempo disjuntos son independientes.
Definicion 1.3. Un proceso de conteo N; ¢ o tiene incrementos estactionarios si
Ni4s Ny tiene la misma distribucion que Nyyys Ny,
Es decir, la cantidad de eventos ocurridos en un intervalo de tiempo depende solamente
de la longitud del intervalo y no de dénde se encuentra el intervalo.
Definicion 1.4. Un proceso de conteo Ny ; ¢ es un proceso de Poisson con intensidad
A>0 si

1. No=0,

2. N, ¢ o tiene incrementos independientes, y

3. Ngyy Ng se distribuye Poisson con media \t.

Notemos que la tltima condicién ademds implica incrementos estacionarios.

Definicién 1.5. Diremos que una funcion f es o(h) si

. f(h)
lim ——= = 0.
hm% h

Con el concepto de funciones o(h) se puede caracterizar a los procesos Poisson con el

siguiente resultado.
Proposicién 1.6. Si N = N; ; ¢ es un proceso de Poisson con intensidad X\, entonces
se cumplen

» P(N,=0)=1 Mh+o(h),

L] P(Nh = 1) =AM+ O(h), Yy

[ ] ]P)(Nh 2) = O(h)
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Lo que nos dice la Proposicién es que tener la ocurrencia de un evento en un periodo
corto de tiempo [0, h] tiene una probabilidad que se comporta casi linealmente en h y
la probabilidad de tener al menos dos decrece méas rapidamente que una funcién lineal

respecto al tiempo.

Definicion 1.7. Dado un proceso de Poisson N : g, definimos los tiempos de arribo
S0, 51, 52,53, ... como
S;i=mint O0:Ny i, ¢ O

y los titempos interarribo 11,715,135, ... como

T, =295 Si1, i L

La siguiente proposicién es una definicién alternativa al proceso de Poisson y nos sera 1til

en su simulacion.

Proposicion 1.8. Sean T1,T5,... variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas exp(\), con A > 0. Si definimos el proceso de conteo N = N ¢ ¢ como
Ny=maxn 0:Ty4+Te+ +1, t,

entonces N es un proceso de Poisson con intensidad \.

1.1.2. Cadena de Markov

Definicion 1.9. Una cadena de Markov con espacio de estados E es un proceso es-
tocastico X, n N que toma valores en el conjunto E y tiene la siguiente propiedad: para

cada nimero naturaln 0 y cualesquiera o, 1, ..., Tpn, Tnt1 F,

P(Xn+1 = Tn+1 XO = .Z'(),Xl =T, ,Xn = l’n) = P(Xn+1 = I‘n+1 Xn = :Bn)

A esta propiedad la llamamos propiedad de Markov.

En este trabajo sélo nos importaran las cadenas de Markov con incrementos estacionarios,

es decir, en las que la probabilidad P(X, 11 = 2,11 X,, = z,,) no depende de n.

Definicion 1.10. Para una cadena de Markov X, , n con espacio de estados finito

E= 1,2,...d , definimos la matriz de probabilidades de transicion P como

P = (pzy):p,y E, Pzy = ]P)(Xl =Y XO = :L'), z,y E.
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En general, la matriz de probabilidades de transicién en n pasos P™ es

PO =38, e M =PXa=yXo=x). ny E

Proposicion 1.11. Dada una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicion

P, las matrices de n pasos cumplen

pn) — pn

Los siguientes resultados son mencionados con el fin de aclarar qué es una distribucion
estacionaria y cémo interpretarla bajo ciertos supuestos del espacio de estados de la cadena
de Markov. Para ver los detalles se recomienda leer [9], en donde se basan las definiciones

y resultados.

Definicion 1.12. Diremos que una cadena de Markov X, , n es irreducible si todos
sus estados se comunican, es decir, para cualesquiera dos estados x y y en el espacio de

estados existe n. 0 tal que pg{,) > 0.

Definicion 1.13. Diremos que un estado x E es recurrente si la cadena de Markov
que comienza en el estado Xo = x tiene probabilidad 1 de regresar a x en algin tiempo

finito. Diremos que el estado es transitorio en caso contrario.

Para un estado recurrente x F, llamemos m, a la esperanza del tiempo de retorno al
estado x:

my,=E minn>0:X,=2 Xg=x.

Definicion 1.14. Diremos que un estado recurrente x E es recurrente positivo si

my <

Proposiciéon 1.15. Si una cadena de Markov con espacio de estados finito es irreducible,

entonces todos sus estados son recurrentes positivos.

Definicion 1.16. Para la cadena de Markov con espacio de estados E llamamos distri-

bucion estacionaria al conjunto de valores no negativos st cumplen

z E

e =1 Yy TxPry = Ty, y FE.
z E z E
Proposicion 1.17. Una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito E

tiene una unica distribucion estacionaria m = (7,), g dada por

1
MTy=—, x F.
My
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La distribucién estacionaria puede ser interpretada como la probabilidad de encontrarnos
en cada uno de los estados a lo largo de la cadena de Markov, es decir, la porcién del
tiempo que la cadena se encuentra en cada estado en el largo plazo (en el caso de estados
recurrentes positivos, es el inverso de la esperanza del tiempo en el que la cadena regresa

a ese estado).

1.1.3. Proceso de saltos de Markov

Definicion 1.18. A un proceso estocdstico en tiempo continuo Xi ¢ ¢ lo llamamos
proceso de saltos si existen 0 < Wy < Wy < W3 < ... numeros reales positivos y

o, x1,T2,... en el espacio de estados tales que

o 0 t< W
1 Wi t< Wy
o Woy t< Wy

X =

con Tpy1 = xp, para todon 0.

Llamamos tiempos de salto a los elementos de la sucesion Wy, Ws, ..., y notemos que las
trayectorias del proceso son continuas por la derecha. Pensaremos inicamente en procesos
no explosivos, es decir, en los que los tiempos de salto W), no estan acotados y X; estd

bien definido para todo ¢t 0.

Definicion 1.19. Una cadena de Markov a tiempo continuo o proceso de saltos
de Markov con espacio de estados E es un proceso de saltos X; : o que cumple la
propiedad de Markov, es decir, para tiempos 0 51 < ... < Sy < 8 <ty estados

T1,...,Tn, 2T,y F se cumple

PXy =y Xg, =21,...,Xs, =an, Xs =2) =P(Xy =y Xs = 2).

n

Definicion 1.20. Definimos los tiempos de salto Wy = 0, W1, Wy, ... recursivamente de
la siguiente manera:
Wppr=inf t Wy Xe =Xy, ,

y los tiempos de estancia 11,15, ... como

T’n:Wn Wn 1, n 1



10 CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS

En este trabajo sélo nos importaran los procesos de saltos de Markov con incrementos
estacionarios, en los que la probabilidad P(X; =y Xy = ) =: Pyy(t s) sélo depende de

la distancia t s; y no explosivos, en los que lim W,, =
n

Definicion 1.21. Un estado es absorbente si una vez que el proceso lo alcanza, éste

permanece ahi por siempre con probabilidad 1.

Para cada estado no absorbente x, consideraremos una funcién de distribucién G4 (t) y

probabilidades de transiciéon Py, y F, que cumplen P, =0y P, =1,y tales que,

y
dado que un proceso de saltos de Markov comienza en Xy = z, el tiempo de estancia en

ese estado, 11, es una variable aleatoria con distribucién G, y el siguiente estado en el

que estd es X7, =y con probabilidad P, para cada y E:
11 GZ‘) ny:PXleyXOva z,y E.

Proposicién 1.22. La propiedad de Markov implica que las distribuciones G, sean ex-

ponenciales.

A partir de aqui consideraremos sélo procesos de saltos de Markov con espacio de estados

finito £ = 1,2,...,d y ninguno de ellos absorbente.

Para cada estado z E, sea ¢, = 1/E(T} Xy = x), de tal forma que

1 e @t t 0
G.(t) =
0 t < 0.

Proposicién 1.23. Dado que comenzamos en un estado Xo = x, los tiempos de salto
W1 y Wy cumplen que

s P(h<Wi)=1 gqh+o(h),

= P(W1  h<Ws)=gh+o(h), y

» P(Wy h)=o(h).
El resultado anterior tiene una interpretacion similar a la de la Proposicion|1.6], es decir, la
probabilidad de tener un salto en un tiempo cercano a cero se comporta como una funcién

lineal del tiempo, mientras que tener al menos dos saltos antes de un tiempo pequeno es

una funcién chica o(h).
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A continuacion definiremos para un proceso de saltos de Markov los conceptos de matriz

de intensidades y cadena de Markov asociada.

Definicion 1.24. Para un procesos de saltos de Markov con espacio de estados finito
E = 1,2,...,d , ninguno de ellos absorbente, y Pry y g definidos como antes para

todos x,y FE, su matriz de intensidades Q) estd dada por

qx y=x
Q = (q:ny)z,y E, Qzy =
Q:ppxy y=x

Notemos que todas las caracteristicas probabilisticas de un proceso de saltos de Markov

estan determinadas por su matriz de intensidades.

Definiciéon 1.25. A todo proceso de saltos de Markov X; ; ¢ le podemos asignar una
cadena de Markov asociada Y, , n en el mismo espacio de estados y dada por los

estados que visita Xy en cada tiempo de salto Wy, Wa, ..., de tal forma que

Y, = Xw..

Existe una evidente relacién entre la matriz de intensidades () de un proceso de saltos de
Markov X; ; ¢ y la matriz de probabilidades de transicion P de su cadena de Markov

asociada Y, , N-

Al conocer las entradas g, de la matriz @), las probabilidades de transicién se calculan
como

Puw =0, (1.26)

pues el proceso de saltos nunca salta de un estado al mismo, y

Py, = v (1.27)

Azx

para y = x, por la definicién de matriz de intensidades.

Notemos que el proceso inverso no es posible, es decir, dada P no podemos conocer Q.
Intuitivamente esto se debe a que no conocemos la distribucién del tiempo de estancia en
cada estado. Por otro lado, si conocemos probabilidades de transiciéon y parametros ¢, > 0
para cada x FE, no sélo podemos conocer la matriz de intensidades correspondiente,
ademas se puede generar el proceso de saltos de Markov como veremos en el Capitulo 3

de simulaciones.

Proposicién 1.28. Sea Y = Y, ., n una cadena de Markov con espacio de estados

E= 1,2,...,d ymatriz de probabilidades de transicion P = (p;j);; E. Sea ademds q =
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(¢i)i E un vector de intensidades q; > 0. Si definimos la sucesion de variables aleatorias

independientes 11,15, ... vy distribuidas

Tn  exp(ay,),

entonces el proceso X = X; ¢+ o definido como

Y1 0 t<T1
Yo T} t<Ty+Ts
Xt

Yn ?:11 not< LT

es un proceso de saltos de Markov con espacio de estados E, matriz de intensidades dada
como en la Definicion y cadena de Markov asociada Y .

Para finalizar con los procesos de saltos de Markov, veamos cémo es la distribucién esta-
cionaria en este caso. La idea general es muy similar al caso de cadenas de Markov, por

lo que nuevamente se recomienda leer [9] para ver el detalle de los siguientes conceptos.

Definicion 1.29. Para un proceso de saltos de Markov diremos que un estado x E
es recurrente o transttorio de acuerdo a si es recurrente o transitorio en la cadena de

Markov asociada.

Para cada estado recurrente z FE, llamemos m, a la esperanza del tiempo que tarda el

proceso de saltos de Markov que comienza en Xy = x en regresar a ese estado:
me;=E iInf t T1:Xj=2x Xg=ux .

Definicién 1.30. A un estado recurrente del proceso de saltos de Markov x  FE lo

llamaremos recurrente positivo si m, <

Definicion 1.31. Para un proceso de saltos de Markov con espacio de estados E, lla-
mamos distribucion estacionaria al conjunto de valores no negativos m = (7y), g S
cumple que

e =1 Y T Ppy(t) =my, 'y E,t 0.

z E z FE

Notemos que si Xq tiene distribucién 7, entonces para todoy F

PX;=y = Ty Py () = my,
r FE
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por lo que X; tiene distribucién « para todot 0.

Proposicién 1.32. 51 X = X; ¢ es un proceso de saltos de Markov irreducible con
espacio de estados finito E = 1,2,...,d y matriz de intensidades Q = (quy)zy E,
entonces todos los estados de X son recurrentes positivos y el proceso tieme una unica

distribucion estacionaria m = (73), g dada por

1
Ty = )
qx mI‘

Independientemente de la distribucién de Xy, la distribucién de X; converge a la distribu-
cién estacionaria y ésta puede interpretarse como la proporcién del tiempo que el proceso

pasa en cada estado. Asi, si definimos la funcién indicadora 14(a) como

1, a A

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.33. Si 7 = (m;): g es la distribucion estacionaria del proceso de saltos
de Markov X, se tienen que

th'mJP’Xt:x = Ty

T, (X))

Th’m 0 ; =1, en probabilidad.

Es facil calcular la distribucion estacionaria para un proceso de saltos de Markov con dos

estados, £ = 1,2 . Supongamos que tenemos matriz de intensidades
qi1 412 a1 a1
Q pu— pu—
a1 422 a2 az

Dado que comienza en Xy = 1, con seguridad vuelve a ese estado en el segundo tiempo de
salto Wy = T7 + T5. Recordemos que T7  exp(qi1) y al saltar al estado 2, T exp(q2).
Por lo tanto m; = E(Wy) = E(T1) + E(T2) = 1/q1 + 1/q2. Luego,

1 _ 2
1,1 a+q’
gl q1 +q2

™ =

analogamente
a1

B @+ g

2
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1.1.4. Movimiento Browniano

Definicion 1.34. Un proceso estocdstico X; ¢+ o con valores en los reales es llamado

2

movimiento Browniano con pardmetro o° si cumple

1. Xog=0 c.s.,
2. tiene incrementos independientes y estacionartos, y

3. para cada t > 0, X; se distribuye normal con media 0 y varianza o*t.

2

Lo llamaremos movimiento Browniano estandar si ¢° = 1. Notemos que si B; es un

movimiento Browniano estandar, aB; es uno con parametro a?.

Proposicién 1.35. Incrementos estacionarios e independientes implica que para cuales-
quiera 0 < s < t, la variable aleatoria Xy X se distribuye normal con media 0 y varianza

ot s).

Proposicion 1.36. Para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria X; condicionada a

X se distribuye normal con media X y varianza o(t ).

Ya que la varianza del movimiento Browniano depende linealmente del tiempo, sus tra-

yectorias son continuas con probabilidad 1.

El siguiente lema serd muy tutil para calcular la probabilidad de ruina del proceso de
reserva debido a la difusién. Exponemos su demostracién, cuya idea intuitiva es que
exactamente la mitad de las trayectorias que alcanzan un valor negativo B en el lapso
[0, t] termina por arriba de B al tiempo ¢ y la otra mitad por abajo, por los incrementos

normales del proceso a partir de que estamos en B.

Lema 1.37. Sean X = X, ; ¢ un movimiento Browniano con pardmetro o> y B > 0.
X alcanza el valor B dentro del lapso [0,t] con probabilidad

—x

P fmf X, B =2P(X, B)=2 — e dr.
0 s t 2mo?

B 1 2

Demostracion. Por la normalidad de X; se tiene la segunda igualdad. Vamos a mostrar

que
P(X, B 1

P(infy s ¢ Xs B) 2
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Primero notemos que
P(X; B)=P X, B,Ol’nfth B |
S

por lo que

]P(Xt B) o ]P)(Xt B,fnfo s th B)
P(infy s ¢ Xs B) P(infy s (Xs D)

=P X B Oinfth B

Condicionando a que infy 5 ; X, B,seaT=inf s [0,t]: X; = B y fr(s)la
densidad de 7 condicionada; notemos que 7 esta bien definido por la continuidad de las
trayectorias. Entonces,

t 1

P X, B Wf X, B = PX BX.= Bf(s)ds=,
$ 0

pues P X; BX,= B :%para todo s [0,t). O

En este trabajo serd 1til la notacién de la integral de It0, al menos la de su definicién més

simple que podemos encontrar en [16].

Definicién 1.38. Sea 0 =ty < t1 < ... < t, =T una particion finita del intervalo [0, T].

Un proceso estocdstico simple es un proceso de la forma

n 1
Xt = X(k)l[tk,tk+1)(t)7
k=0
en donde X, XMW X" D o5 una coleccion de variables aleatorias.

Definicion 1.39. La integral de Ité de un proceso estocdstico simple Xy como en la
definicion anterior sobre el intervalo [0, T, respecto a un movimiento Browniano estdndar

By, es la variable aleatoria

XedBs=  X®(By. By

Los procesos estocésticos simples son constantes por tramos y su integral de It6 respecto
a un movimiento Browniano estandar es entonces un reescalamiento por tramos de ese

movimiento Browniano.

Ahora definamos una variacién del movimiento Browniano basado en [17] con un resultado

que nos serd util para el andlisis de ruina con difusién en pequenos intervalos de tiempo.
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Definicion 1.40. Decimos que el proceso X; ; o en los reales es un movimiento

Browniano con deriva de pardmetro o® y coeficiente de deriva p si cumple

1. X9 =0 c.s.,
2. tiene incrementos independientes y estacionarios, y

3. para cada t > 0, X; se distribuye normal con media ut y varianza o>t.

La definicién es equivalente a la de Xy = 0 B+ ut, donde B; es un movimiento Browniano

estandar.

2 con deriva

Proposicién 1.41. Sean X; ; ¢ un movimiento Browniano de pardmetro o
y coeficiente u y A, B > 0, entonces la probabilidad de que X; tome el valor A antes de

tomar el valor B es

eQ;,LB/O'Q 1
- e2uB/a? o 2uA/c?’

Pinft: Xy A <inft:X; B

La demostracién a este resultado es igual a la que presenta [17] para el caso 02 = 1.

1.1.5. Transformada de Laplace

Las demostraciones a las proposiciones y teoremas de esta pequena seccién se pueden

encontrar en [12].

Definicién 1.42. Sea f(t) una funcion bien definida al menos en [0, ) con valores en

los complejos. La transformada de Laplace de f es la funcion en los complejos

L f(2)= e “Lf(t)dt.

0

La transformada de Laplace sélo estd definida en los valores de z  C para los cuales la
integral converge. En este sentido, debemos pedir que la funciéon f no crezca mas rapi-
damente que una funcién exponencial. Una sencilla observacion es que cualquier funcién

acotada en los reales positivos tiene transformada de Laplace para algunos valores de z.

El siguiente teorema nos da una idea mas clara de los valores en los que la transformada

de Laplace esta bien definida.

Teorema 1.43. Sea f:[0, ) C de orden exponencial y sea

fl2)= e *f(t)dt,

0
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entonces existe un unico numero o, o < , tal que esta integral converge si

Re(z) > o y diverge si Re(z) < 0. Ademds, f es analitica en el conjunto
A= z:Re(z) >0

y su derivada es

f(z)= te *Lf(t)dt

0
para todo z A. El numero o es llamado abscisa de convergencia, y cumple que si p

es definida como
p=mf B R: f(t) AeP' pa. A>0,

entonces

El siguiente teorema nos permite afirmar que una transformada de Laplace dada sélo

puede provenir de una tnica funcién definida en los reales positivos.

Teorema 1.44. Suponga que f y h son funciones continuas tales que L f (z) =L h (z)
para todo z tal que Re(z) > o para algin nimero real 7. Entonces f(t) = h(t) para todo
t 0, ).

Proposicion 1.45. La transformada de Laplace, como un operador L sobre funciones,
es lineal. Para dos funciones continuas f y g con abscisas de convergencia of y oy,

respectivamente, y a,b  C,
Laf+bg =aL f +bL g

en el conjunto z C: Re(z) > méx(of,04) .

Proposicién 1.46. Sea f(t) una funcion continua en [0, ) y C* por partes, y p definida
como en el Teorema . Para todo z  C tal que Re(z) > p, se cumple que

df

L
dt

(z)=z L [ (2) f(0).

Teorema 1.47 (Teorema de la convolucién). Si definimos la operacion convolucion

entre dos funciones f(t) y g(t) como

(f 9t)= f(t 7)g(r)dr

para todot 0,y pr y py como en el Teoremapam f v g, respectivamente, entonces
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se cumple que f g=g fy
Lf g()=L{f() Lg ()

para todo z tal que Re(z) > max(py, pg)-

1.2. Proceso de riesgo modulado con difusion

Consideremos el proceso de saltos de Markov J = J; ; ¢ irreducible y con espacio de
estados finito £ = 1,2,...,d , ninguno de ellos absorbente, y matriz de intensidades ) =
(¢ij)i,; - Llamaremos distribucién inicial 7y a la distribucién de Jy, y a la distribucién
estacionaria T = (m;); g, que existe por la Proposicién [1.32] Sean, ademés, ¢; = ¢;; para
todo¢ FEj;al ser cada uno de ellos positivo, podemos calcular la matriz de probabilidades

de transicién de la cadena de Markov adjunta P como

P = (pij)ij E; pij = i,j FE.
@
qi’

El proceso J, al que llamaremos proceso modulador, representa las condiciones econémi-
cas que influirdn en los parametros del proceso de riesgo, particularmente sobre la tasa
de primas, la intensidad con la que se presentan las reclamaciones, el tamano de la recla-
macién y la volatilidad de la siguiente manera. Mientras el proceso J se encuentre en el
estado 7, al que llamaremos estado modulador, la tasa de primas serd c;, las reclama-
ciones llegaran de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad A; y su tamano X,
llamado monto de reclamacion, sera una variable aleatoria de distribucién F; con soporte

en los reales positivos, y la volatilidad de difusion serd o;.

Supondremos que las reclamaciones X1, X, ... son independientes entre ellas dado J y que
1; es la media de la distribucion F; parai¢ E. Definamos también el proceso N = N; ¢ ¢
de tal manera que N; es el nimero de reclamaciones hasta el tiempo ¢, al cual llamaremos

proceso de Poisson modulado.

Definimos el proceso de riesgo Markov-modulado con difusion U = U; ; ¢ en

cada tiempo t como
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donde el valor v 0 es interpretado como capital inicial y W = W, ; ¢ es un movimineto
Browniano estandar que inicia en Wy = 0. Bajo la notacion de la integral de Ito, el ultimo
término solo esta agregando la difusién de un movimiento Browniano alrededor del proceso

de reserva cuya volatilidad es o; mientras esté en el estado modulador 1.

Para este trabajo supondremos que la tasa de primas es constante, ¢; = 1 paratodot FE.
En [4] se realiza la transformacién en el tiempo U; = Ur@y, con T'(t) = g(l/CJS)dS, con
la que el proceso mantiene su estructura y se puede suponer sin perdida de generalidad
que ¢ 1. De cualquier forma, pensaremos que el ingreso por primas no es modulado y
un reescalamiento de los pardmetros del proceso nos permite suponer que
Nt t
Ui=u+t Xp+  og,dWs.

k=1 0

También nos referiremos a este proceso como proceso de riesgo o proceso de reserva y al

valor de U; como reserva.

Ademds, supondremos que la esperanza del cambio en el proceso de reserva por unidad

de tiempo es positivo, es decir,

1 miAipi > 0,
i B

pues en caso contrario la probabilidad de ruina como la definiremos a continuacion sera

siempre igual a 1.

Definimos la probabilidad de ruina del proceso de riesgo modulado como
Y(u) =P 1{n(f)Ut<0U0:u ,

y definamos ademas la probabilidad de ruina dado el estado inicial del proceso modulador

como

wz(u) =P ingUt <0Uy=u,Jo=1 |,
para todo i FE.

Si la distribucién inicial de J es mg = (mo1, mo2), por el teorema de probabilidad total,

Y(u) = moii(u).

i B

Trabajaremos con la probabilidad de supervivencia y las probabilidades de supervivencia
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dado el estado inicial que se definen como

d(u) =P {ngUt 0Up=u =1 2(u)

¢Z(u) =P gn(f) Ut 0 U() = u, J() =7 =1 ’(ﬁi(u), ) E.

Anélogamente, si la distribucién inicial de J es my = (mo1, mo2), entonces

p(u) = moipi(u).

i B



Capitulo 2

Probabilidad de ruina

En este capitulo resolveremos de forma analitica el problema de encontrar la probabi-
lidad de ruina para un caso muy particular: con dos estados moduladores y montos de

reclamacién con distribucién exponencial.

Primero deduciremos una ecuacion integro-diferencial de la probabilidad de superviven-
cia dado el estado inicial. Gerber [6] introdujo las ecuaciones de este tipo para el mo-
delo de ruina no modulado como una aplicacién de la teoria de renovacién. Més tarde,
Gerber y Elias [8] habrian de aplicarlo al tiempo de ruina del proceso. Hasta que As-
mussen |1] propuso el modelo en un ambiente modulado sin difusién, derivé ecuaciones
integro-diferenciales de la generadora de momentos, los pagos de dividendos antes de la
ruina y la esperanza de la funcién de penalizacién. Reinhard [15] también estudié este
modelo y derivé una ecuacién como la de este trabajo: para la probabilidad de super-
vivencia; ademéas expone el caso de montos de reclamacién exponenciales y dos estados

moduladores.

Maés recientemente, Lu y Tsai [11] derivaron un sistema de ecuaciones para la esperanza
de la funcion de penalizacién en este modelo: modulado y con difusién . En este trabajo
presentamos un sistema de ecuaciones integro-diferenciales para las probabilidades de
supervivencia basado en el trabajo que Yu y Huang [19] hicieron sin difusién para la
generadora de momentos y tiempos de ruina, en el que dan un argumento heuristico que

aqui presentaremos acorde a nuestro caso.

Después, utilizaremos la transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones
integro-diferenciales con dos estados como lo hizo Lu [10] para el caso sin difusién y montos
cuyas distribuciones tienen transformadas irracionales. En este trabajo sélo mostramos

con detalle el caso de montos con distribucién exponencial, separando los casos cuando hay

21
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difusién y cuando no, pues el tratamiento de las ecuaciones resultantes requiere métodos

diferentes. Al final de cada caso resolveremos un ejemplo numérico.

2.1. Ecuacién integro-diferencial

La idea general para obtener la ecuacién integro-diferencial se basa en el andlisis de la
probabilidad de supervivencia dentro de un pequeno intervalo de tiempo [0, dt]. Dado
un momento de tiempo ¢t = 0, estado modulador inicial Jy = ¢ y capital en ese momento
Up = u, calcularemos la probabilidad de sobrevivir hasta el tiempo dt, o equivalentemente,

al complemento: tener reserva negativa en algiin momento entre ¢t = 0 y dt.

2.1.1. Ruina instantanea con capital inicial cero y en presencia de difu-

sidén

Primero veamos que al encontrarnos en presencia de difusién y con reserva cero, el proceso
se vuelve negativo de manera inmediata. En términos de nuestro andlisis, esto queda

plasmado en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1. Para el proceso de riesgo definido en la Seccion[1.9, siu =0 yo; >0
para todo i E, entonces

P inf U,<0 =1
0 h dt

para todo dt > 0.

Para demostrar lo anterior, veamos primero el siguiente lema.

Lema 2.2. Un movimiento Browniano con deriva se vuelve negativo en [0,dt] con pro-
babilidad 1 para todo dt > 0.

Demostracion. Consideremos el proceso oWy +t, donde W; es un movimiento Browniano
estandar y llamemos A a su valor al final del intervalo: A = oWy + dt. Condicionando
al valor de A: si A < 0, el proceso se habra vuelto negativo con seguridad; el caso A =0
tiene probabilidad 0 y no lo consideramos; si A > 0, recordemos de la Proposicién [1.41
que la probabilidad de que el proceso alcance el valor B < 0 antes de que alcance el

valor A > 0 es

1 e 2A/0'2

P inf t:oW; +t B <inf t:eWy+t A T 2BJor g 24/0%°
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Luego, la probabilidad de que el proceso haya alcanzado el valor B antes del valor A es
menor o igual a la probabilidad de que el proceso se haya vuelto negativo en el intervalo

[0, dt] pues el primer evento es un caso particular del segundo, es decir,

1 e 24/0?

P oferlfdtUWh+h<O 3B/ g 2A)07

para todo B > 0.

Notemos que hay valores pequenos y positivos de B para los cuales el lado derecho de la

desigualdad es tan cercano a 1 (por la izquierda) como se quiera, de donde

P inf UiWh+h<0 =1.
0 h dt

Con eso hemos visto que para casi cualquier A, el movimiento Browniano se vuelve nega-

tivo en [0, dt] casi seguramente y acabamos la prueba. ]

Demostracion. (De la Proposicién [2.1)) Pensando en nuestro proceso de riesgo, basta con-
dicionar a Jy = ¢ y a un tiempo menor al del primer cambio de estado modulador o a la
primera reclamacién y notar que previo a eso el proceso se comporta como un movimiento

Browniano con deriva y por lo cual ya se habra arruinado antes con probabilidad 1.

Definamos la variable aleatoria
T:=inf t>0:Jy=Jy, Ny 1
y condicionando al valor de 7, por probabilidad total tenemos

, _ o _
P OlilfdtUh<O . P Olfrll dtUh<0T s fr(s)ds,

donde f-(s) es la densidad de 7 en s. Dado que 7 = s, el proceso U; es idénticamente
oW + t en todo el intervalo [0,s]. Por el lema oiWs + t se vuelve negativo en
[0,min s,dt | con probabilidad 1. Por lo tanto

P inf Uy<07=s =1,
0 h dt
y con ello

P inf = r =1.
, dtUh <0 . fr(s)ds

Recordemos que este resultado es valido condicionado al valor Jy = 4, por probabilidad
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total el resultado también es valido sin condicionar.
O

Esto nos da una idea de lo que la difusién le hace al modelo: en presencia de difusion,
el proceso se puede considerar como arruinado con seguridad al encontrarnos con reserva

cero.

2.1.2. Ruina en un lapso |0, dt]

Para el caso general usaremos la siguiente forma de la probabilidad de supervivencia

basada en un argumento de renovacion:

¢i(u) = Elp,, (Ua)]  ¢(dt),

donde ((dt) es la probabilidad de que el proceso U se haya arruinado en el intervalo (0, dt)
yque Uy 0O:
=P inf
¢(dt) 0 121 " U, <0,Us; 0O

De aqui en adelante E es la esperanza dada la filtracién natural al proceso modulador.

La manera de deducir la ecuacién anterior es condicionando al valor Uy = v. La pro-
babilidad de supervivencia del proceso iniciado en el estado ¢ y con reserva u es, por la
pérdida de memoria de los procesos J y IV, la probabilidad de supervivencia del proceso
que inicia en el estado Jg con reserva v; si v < 0, la probabilidad sera cero, si v > 0, a la
probabilidad de supervivencia hay que restarle la probabilidad de que se haya arruinado

antes:

pi(u) = by, (v) (v, di),

donde

é’(v’dt): P infg p, U, <O0Ug = , U 0
0, v < 0.

Al integrar sobre todo R respecto a la distribucién de v obtenemos la ecuacion deseada.

Ademaés de tener condicionado el estado modulador inicial, condicionaremos a cuatro posi-
bles casos para los cuales, con base en las Proposiciones y damos su probabilidad
de ocurrencia. Este andlisis es vélido para todo u > 0, y lo es para u = 0 siempre y

cuando no haya difusién. En el pequeno intervalo [0, dt] puede pasar uno y sélo uno de
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los siguientes casos:

= Caso 1: El proceso J no cambia de estado y el proceso N no obtiene reclamacion,
que ocurre con probabilidad 1 ¢dt+o(dt) 1 Ndt+o(dt) =1 gdt Ndt+o(dt).

= Caso 2: Kl proceso J no cambia de estado y el proceso IV obtiene exactamente
una reclamacién, que ocurre con probabilidad 1  ¢dt + o(dt) Ndt + o(dt) =
Aidt + o(dt).

= Caso 3: El proceso J cambia de estado exactamente una vez y el proceso N no
obtiene reclamacién, que ocurre con probabilidad ¢;dt +o(dt) 1 XNdt+o(dt) =
gidt + o(dt).

s Caso 4: Tanto J cambia de estado una vez como N obtiene una reclamacién, o el
proceso J cambia de estado al menos dos veces, o el proceso N obtiene al menos dos
reclamaciones, que ocurre con probabilidad ¢;dt + o(dt) A, dt + o(dt) + o(dt) =
o(dt).

En cada caso vamos a demostrar que ((dt) 0 cuando dt 0, y en el caso 1 ademds
probaremos que ((dt) = o(dt). Luego calcularemos la probabilidad de supervivencia dado

cada caso.

Caso 1. Como J no cambié de estado, o, = o0; para todo s  [0,dt], y por lo tanto

Udt =u-+ dt + Uint-

Demostracion de que ((dt) = o(dt). Si o; = 0, sin reclamaciones el proceso no se arruina
para cualquier v 0, de donde ((dt) = 0. Si o; > 0, consideremos solamente u > 0,
pues ya sabemos que en presencia de difusién el proceso que inicia en u = 0 se arruina

inmediatamente.

Notemos que si el proceso iniciado en u se arruina en un intervalo (0,dt), entonces el

proceso o;W; alcanz6 el nivel u en ese mismo intervalo de tiempo:

inf u+h4+oW, <0 u+ inf oW, <0,
0 h dt 0 h dt
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y por lo tanto

dt) <P inf o;W)
¢(dt) < o mf oiWh < u

La idea que hay detrés, y que volveremos a usar en los otros casos, es que la difusiéon debe
alcanzar cierto valor por si sola para que el proceso se arruine. Ahora veremos que para
valores chicos de dt, se vuelve menos probable que la difusién alcance esos valores pues la

varianza del movimiento Browniano es muy pequena.
Por el Lema|1.3

1 22
—_— exrp —— dx.
2770,?dt u o;dt

P inf oWp< u =2PoWg< u =2
0 h dt

Por otro lado, exp Uﬁ; < exp Ugud”; para todo x  (u, ), por lo tanto
2 2
ux U
erp —— dr < exp —— dr=oc2dt exrp —5—
u P o2dt u b o2dt ' b o2dt
Luego,
2 2
o:dt U
dt) <2 —‘t—exp ——
<(dt) 27 b U?dt
Y 2
dt o; U
<(dt) <2——exp 3 0
dt 27dt o;dt
cuando tendemos dt 0 pues la funcién exponencial se va mas rapido a cero que la
fraccion a infinito, lo que se puede mostrar aplicando la regla de L’Hopital. ]

Para el caso 1 podemos escribir la probabilidad de ruina como

¢i(u) = E ¢i(u+dt +oiWq) + o(dt).

Si expandimos la funcién ¢; en un polinomio de Taylor con residuo,

(dt 4+ o;Wg)?

Gi(u+dt +oiWar) = ¢i(u) + ¢;(u)(dt + oiWar) + ¢; (v) 5 :

donde v (u,u + dt + 0;Wy;) es una variable aleatoria que converge en probabilidad a u

cuando dt 0.
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Desarrollando el binomio al cuadrado y tomando esperanzas obtenemos

E ¢i(u+dt + oiWy) =¢i(u) + ¢;(u)dt + ¢;(u)o;E[Wa]

1 2
+5E i (0) A2 + o & ¢, (v) W dt + %E s (V)W2 .

Notemos que podemos sustituir los términos

UZ'E (ﬁl (’U)Wdt dt = ag; E[(ﬁz (U)]E[Wdt] + COV((ﬁi (v), Wdt) dt

NN

2
TE ¢ (W, = - Elg; (0)E[WS] + Cov ¢, (v), W3) -

Ademss los términos Cov ¢; (v), Wy dt y Cov ¢; (v), W3, son ambos o(dt) pues

Cov ¢; (v), Wa dt

0 Var ¢, (v) Var Wy = m

Cov ¢, (v), W2 Var ¢, (v) Var W3, _ 3dt? Var ¢, (v) _ m'
dt dt dt ¢ ’

si v u en probabilidad, también ¢, (v) ¢; (u) en probabilidad cuando dt 0,y
Var ¢, (v) 0 cuando dt 0.

Finalmente usamos que E[Wy] = 0y E Wgt = dt para escribir la probabilidad de

supervivencia dado el caso 1:

0_2

Gi(w) =B gi(u+dt +0Wa) +o(dt) = ¢i(u) + 6,(u)dt + T 6,(v) db -+ o(dt). (23)

Caso 2. Dado que hubo una reclamacion sin cambio de estado, condicionamos al tamano

de la reclamacién X = x. El proceso al tiempo dt tendra el valor Uy, = u+dt  x+o;Wy;.

Demostracion de que ((dt) 0 cuando dt 0. Recordemos que ((dt) es la probabilidad

de que el proceso U se haya arruinado en el intervalo (0, dt) y ademds Uy 0; llamemos
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(z(dt) a la misma probabilidad pero condicionada a X = x:
dt)y=P inf U,<0,U, 0X =
CJ)( ) 0 1};1 dt h < s Vdt X
Siu x>0, como en el caso 1, la probabilidad de ruina en el intervalo (0, dt) es menor
a la probabilidad de que el proceso o;W}, se desvie v« hacia abajo del cero:
inf U, <0 v x4+ inf oW, <O,
0 h dt 0 h dt

y usando el Lema|l.3
Co(dt) < 2P(oiWa < u+ x).

Siu x <0, tomemos € > 0 suficientemente chica para que u = + ¢ < 0. Para dt < ¢,
Up=u xz+dt+oWzyu>0 u xT+e+ oWy >0,

y por lo tanto
Co(dt) <P(oiWa > u+z €.

En ambos casos (;(dt) 0 cuando dt 0, pues Wy 0 en probabilidad. Luego,
C(dt) = g (e(dt)dFi(x) 0 cuando dt 0. O

Para calcular la probabilidad de supervivencia en el caso 2 integramos sobre R respecto

a la distribucién de los montos de reclamacién en el estado ¢,

qbz(u) = . E qﬁz(u +dt x+ Uint) sz(m) C(dt) (2.4)

Caso 3. Dado que hubo sélo un cambio de estado del proceso modulador, sea H el tiempo

en el que se dio el salto, condicionamos a que fue del estado i al estado j y en el tiempo

H =h [0,dt]. El proceso de riesgo al tiempo dt tiene valor Uy = u + dt + Oh o dWy +
,:ﬁ 0idWs =u+dt + oWy +0;(Wa  Wp).

Demostracion de que ((dt) 0 cuando dt 0. Llamemos ((;)(dt) a la misma probabi-

lidad que calcula ((dt) pero condicionada al estado j al que salta y al tiempo h de salto
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del proceso J.
C(j,h)(dt) =P o f}rzlfdt Up<0,Uy O0Jg=35,H=h

Ademsds, todas las probabilidades P en esta demostracién seran también condicionadas a

Jir = jy H = h, salvo al final que se indique lo contrario.

La probabilidad de ruina en el intervalo [0, dt] puede separarse en la probabilidad de que
el proceso se arruine por primera vez en (0,h) y la probabilidad de que se arruine por

primera vez en (h,dt), por lo que

C(j,h)(dt) <P 0 lirzl’f hUh/ <0 +P N I}IL}f W U < 0,0 I}Illlf hUhl 0

Notemos ademas lo siguiente
P inf Up <0, inf Uy 0 =P inf Uy <0,U, 0
h h' dt 0 A h h k' dt

u
=P inf Uy <0,U, —
hlfrz} dt h h 2

4P if Uy <00 U,<<
h K dt 2

Por un argumento analogo al caso 1 y 2:

inf Uy <0,Uy=u inf oWy < u,
0 h' h h' h

0

y por el Lema [1.37
P inf Upy<0 <2PoW,< u;
0 R h

también tenemos

f}?fd Up <0,Up > inf Ujth <
t

B R dt 2’

| g

h

y por el Lema [1.3

P inf Uy <0,Up >
h' dt

N < 2P Jj(Wdt Wh) <

(VRS

por ultimo,

0<Uh<g,U0:u oWy, <



30 CAPITULO 2. PROBABILIDAD DE RUINA

y entonces
U U
P 0< U< 5 P oW, < 5

Luego,

C(j,h)(dt) < 2P ((TZ‘Wh < u) + 2P Uj(Wdt Wh) < g +P oW, < g

Cada una de estas tres probabilidades es la cola izquierda de una distribucién normal con

varianza menor a max o;,0; We, por lo tanto

CGmy(dt) < 5P méx oj,05 War < u .

El lado derecho de la desigualdad ya no depende de h, asi que integrando sobre (0, dt)
respecto a la funcion de distribucién de H, obtenemos del lado izquierdo la probabilidad

que calcula ((dt) s6lo condicionada al estado de salto j,
Cj)(dt) < 5P méx oy,05 War < u

mientras que ya sabemos que el lado derecho, también sélo condicionado a Jg = j, se va

a 0 cuando dt 0.

Ya que cada ((;)(dt) 0 cuando dt 0, también

C(dt) = pij¢(dt) 0.
i B

O

La funcién de densidad de H en h [0, dt] es el cociente entre la densidad del tiempo de

o—q;h .
lqlee,qi. 7, pues el tiempo

de salto en el proceso J dado que inicia en ¢ se distribuye exponencial de parametro g;.

salto en h y la probabilidad de que haya un salto en [0, d¢], es decir

Calculamos la probabilidad de supervivencia dado el caso 3 integrando respecto a h y con
el teorema de probabilidad total para los estados j a los que pudo saltar el proceso J:

dt q; h

gi¢
¢i(u) = pij , E ¢j(u+dt + oWy +0j(Wa  Wh) T o aa’h (((dt)
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dt q:h

€
¢i(u) = pij E ¢j(u+dt + oWy +0j(War W) ﬁdh ¢(dt). (25)
ie 0

Con el polinomio de Taylor de grado 0 con residuo de ¢; w+dt +o;Wy, +0;(Wa  Wh)

reescribimos
E ¢j utdt+oiWp+oj(Wae Wy) = ¢j(u)+E ¢;(v)(dt+oiWhr+o;(Wa Wy)) (2.6)

como en el caso 1, donde v w,u+dt + oWy +o;(Wa Wp) .

Por un lado,
dt

gie 7
0 ¢J (u>1 e q:dt

h
dh = ;(u); (2.7)

por otro,
E gbj(v)(dt + oWy, + O'j(Wdt Wh) 1

e qidt

h
dh 0, (2.8)
0

cuando dt 0, lo cual se puede demostrar acotando la esperanza.

Primero,

E qﬁj(v)(dt—i-mWh +Uj(Wdt Wh)) E qu(v) dt + o; Wy, —i—Jj(Wdt Wh)
max qu E dt + oWy + Uj(Wdt W)
max d)j E dt + oW, + Jj(Wdt Wh)

max d)j dt +o,EWy, +o0;EWgy Wy

Luego, por la desigualdad de Jensen:

EW, =E W} EW? = h dt

EWy W, =E Wy W2 E (Wy Wy)? = dt h  dt.

Por lo tanto
E ¢;(v)(dt+ oW, +0;(Wy W)  méx ¢; dt+o; dt+o; dt .

Si integramos respecto a la distribucién de h, por la monotonia de la integral y la de-
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sigualdad del triangulo:

dt

E ¢;(v)(dt + oiWh + oj(War  Wh) ﬁ

h

0

El lado derecho claramente tiende a 0 cuando dt 0.

Finalmente, al considerar los resultados ([2.7)) y (2.8)) y la integral respecto a la distribucién
de H en la ecuacién ([2.6]), obtenemos

dt

g;e qi
E ¢](u+dt+0'th +Uj(Wdt Wh) W

h

; dh  ¢j(u) (2.9)

cuando dt 0.
Caso 4. Aqui simplemente llamaremos r a la probabilidad de supervivencia.

Con lo anterior estamos listos para deducir nuestro resultado principal.

Teorema 2.10. Para el proceso de riesgo definido en la Seccion la funcion de su-

pervivencia dado el estado modulador inicial Jy = i, ¢;(u), cumple la siguiente ecuacion:

u

¢i(u)+%gi2¢i(u):()‘i+Qi)¢i(u) @ pidi(u) A . ¢i(u  z)dFi(z). (2.11)
j E

Demostracion. Por el teorema de probabilidad total, la probabilidad de supervivencia

es igual a la suma de las probabilidades condicionandas sobre los cuatro posibles casos
(expresiones (2.3)), (2.4) y (2.5)) por las probabilidades de ocurrencia de cada caso:

di(u) =1 qdt XNdt+o1(dt)  ¢i(u) + ¢;(u)dt + UjE ¢; (v) dt + o(dt)

+ Ndt+oo(dt)  E ¢i(utdt x+0;Wa) dF(z) ¢P(dt)
R

dt

e q;
+ qidt + os(dt) pij  E¢j(utdt+oiWp+o;(War Wp) ﬁ
ie 0

h
dh

4+ @ihidt? + og(dt) T,

donde ¢ (dt) y ¢®(dt) son las probabilidades ((dt) condicionadas a los casos 2 y 3,

dh  mix ¢; dt+o; di+o; di .

¢ (dt)
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respectivamente.

Notemos que podemos restar ¢;(u) de ambos lados y dividir el resto por dt:

o? o(dt)
0 =¢;(u) + T ¢; (v) + i
dt ;
boa a2 ) 4w+ T 6, () di 4ol
+ N+ Ozc(zft) E ¢i(utdt +0Wa) dFi(z) (P(dt)
R
dt dt ie "
+ g+ 03c(lt ) Dij E ¢j(u+dt + oW+ 0;(Wa  Wp) %dh ¢ (dt)
ie 0
N o4(dt)
+  gAdt + o

Al tender dt 0, E[p, (v)] ¢, (w) y E[¢i(u+dt x+0;Wg) ¢i(u ), puesv u
y Wg 0 en probabilidad.
Asi,

o2
0 =¢;(u) + EZ@ (u)

+( g Ni)pi(u)

+Xi  ¢i(u x)dFi(x)
R

+qi  pijoi(u).

j E

Recordemos que ¢;(u  x) sélo es positiva para valores © < u y F; tiene soporte en los
positivos, por lo que podemos limitar la integral al intervalo [0, u]. Con ello llegamos a la

expresion que buscabamos. O

A la ecuacién ([2.11)) la llamamos ecuacién integro-diferencial del modelo de riesgo

Markov-modulado con difusion.

2.1.3. Solucién general para la transformada de Laplace

Encontraremos la solucién general para ¢;(s), la transformada de Laplace de ¢;(u). Para
ello, primero deduciremos los expresiones de ¢;(0) en el caso o; = 0y ¢,(0) en el caso

o; > 0, y luego tomaremos la transformada de Laplace de la ecuacién integro-diferencial.



34 CAPITULO 2. PROBABILIDAD DE RUINA

Podemos integrar la expresién (2.11]) respecto a u desde 0 hasta t y obtener

t

¢i(t) ¢i(0)+%03[¢@-(ﬂ ¢;(0)] =(Ni + ¢) . ¢i(u)du

Qi pijdi(u)du A di(u  x)dF;(z)du.

0 g 0 o0

Calculemos la doble integral haciendo un cambio de variable x = u 2 y un cambio en

el orden de integracién:

t u t u t t

di(u ) fi(z)drdu = di(z) filu  x)drdu= di(x ) filu =z )dudx .
0 0 0 0 0

El término ¢;(z ) puede salir de la integral respecto a u y ésta se calcula como

Luego,
¢i(u ) fi(z)dedu = ¢i(z)F(t x)dx,
0 0 0
que con un cambio de variable escribimos como
t

¢i(t  x)F(x)dz.
0

Si hacemos un cambio de variable en la integral g @i (u)du para sustituirla por g oi(t  x)dx
en la ecuacién ([2.11)) obtenemos:

t t

oi(t) ¢¢(0)+%0?[¢>i(t) ¢ (0)] = A . oi(t )1 Fi(z)|dz+g; . i(u) pij¢;(u) du.
j E

(2.12)

Proposicion 2.13.

cuando t

Demostracion. Dada € > 0, tomemos t; > 0 tal que

t1
(1 Fi()dz > p; e
0
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la cual sabemos que existe pues |, [1  Fi(z)]dr = ;.

Sea

Tomamos ¢t > t; tal que ¢;(t t1) > 1 9, el cual sabemos que existe pues ¢;(u) 1

cuando u , entonces

t t t1

Ogbi(t z)[1  Fi(x)]dx = t ot x)[1  Fi(z)]dx + , ¢i(t  x)[1  Fi(x)]dx

> it )1 F@)de+ (1 &1 F(z)de

t1 0
> tt@(t D Fy@)de + Otl[l Fi(2))da
“S1 F(o)ds
0
> t oi(t  z)[1  Fi(x)]dx + . 1 Fi(z)ldz
O S

Con lo que hemos mostrado que para cualquier € > 0 existe un ¢ > 0 tal que a partir

de este valor, la integral gqbi(t z)[1  Fi(x)]dr dista a lo mas € de p; y acabamos la

prueba.
O
Al tender t la funcién de supervivencia cumple que ¢;(t) 1y ¢,(t) 0,y con la
proposicién anterior, la ecuacion (2.12)) se reescribe como
1
¢i(0) + §0i2¢z'(0) =1 ANpi G di(u) pij¢;(u)  du. (2.14)

Notemos que la ecuacién anterior nos da una expresion para ¢;(0) sin ¢,(0) cuando o; =0
mientras que nos da una para ¢,(0) sin ¢;(0) cuando o; > 0 pues en ese caso ¢;(0) =0

por la Proposicién 2.1
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A continuacién tomaremos la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuacion

(2.11)), para ello recordemos la forma de la transformada de derivadas:

L ¢i(u) (s) =sL ¢i(u) (s) ¢i(0),

L ¢;(u) (s)=sL ¢;(u) (s) ¢;(0) =s(sL ¢i(u) () ¢i(0)) ;(0)
=s"L ¢i(u) (s) s¢i(0)  ¢;(0).

También notemos que por el teorema de la convolucién

u

L ¢i(u x)fi(z)d(z) (s) =L fi(u) (s)L ¢i(u) (s)-

0
Por lo tanto, si llamamos ¢22 =L ¢; vy fz =L f;i,

spi(s) ¢i(0)+%0’?[82¢3z(5) $6i(0)  ¢:(0)] =(\i + ¢:)di(s)
G  piidi(s)  Nifi(s)ei(s).

j E
Si la reescribimos de la siguiente manera
0-2 2 ~ A~ A 0'2 0‘2
s+ ?ZS ()\z + qi) + )\Zfl(s) gbz(s) + q; pijqﬁj(s) =1 + ?ZS ¢1(0) + ?Z(ﬁl(()),
j E
para todos los estados i = 1,2,...,d, el sistema de ecuaciones a resolver es
. 1 1
A(s)®(s) = I+ 582 o(0) + 52@ (0), (2.15)

donde I, es la matriz identidad de dimensién d, ¥ = diag(o?, 03, ...,02),

s+ %O’%SQ Aloqr+ )\1]31(5) 0
A(s) =
0 s+302s% N qa+t Aafa(s)
q1 0
+ P,
0 qd

y P es la matriz de probabilidades de transiciéon de la cadena de Markov asociada al
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proceso modulador.

Si A(s) tiene inversa,

1 1

D(s)=A(s) ' I+ 552 ®(0) + 350 (0)

es la solucién al sistema de ecuaciones (2.15]) suponiendo conocidos los valores de ¢;(0) y
¢;(0). En general no sabemos si este problema tiene solucién cerrada o si una aproximacién

sea econdmica computacionalmente.

2.2. Caso particular: dos estados y montos de reclamacion

con distribucion exponencial

En esta seccién resolveremos el problema de la probabilidad de ruina (supervivencia) para
el caso en el que tenemos dos estados moduladores, que mas adelante interpretaremos
como escenario adverso y escenario favorable, y donde los montos de reclamacién siguen
una distribucién exponencial. El modo de tratar de llegar a la formula cerrada para ¢;(u)
nos obliga a separar el problema en dos casos: sin difusién y con difusién. En ambos casos

necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.16. Sea f(x) la funcion de densidad de una variable aleatoria exponencial con

media . Entonces la transformada de Laplace de f es

1
L = )
Demostracion.
1 2 1 1
L f(s)= e *f(x)dr = e ® —¢ ¥ dp=- e <S+”)$dx
0 0 2 moo
T Y e
Cu s+% o ops+1 0 pus+1°
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2.2.1. Sin difusion

Para el caso donde d = 2, 01 = 02 = 0 y montos de reclamaciéon con distribucién expo-

nencial con medias H1y @2, el sistema es
~

s A oq+ Ml)(;l'"l q
Ao 7 o
q2 s A gt A P2(s) $2(0)

La ecuacién (2.14) se reduce a

#»1(0)=1 M1 q [P1(uw)  @2(u)]du

0

y
$200) =1 Aop2 @2 ) [pa(u)  ¢1(u)]du.

De las anteriores expresiones para ¢1(0) y ¢2(0), multiplicando por g2 y ¢, respectiva-

mente, y sumando obtenemos
(2.18)

©201(0) + q192(0) = q2(1  Ap1) +q(1 Agpz) >0,

Arpr) +qi(1

pues las integrales se cancelan. La desigualdad se cumple porque go(1
moAopiz) y hemos supuesto que este valor es positivo.

Xop2) = (1 +q2) (1 miAim

Si resolvemos el sistema (2.17)) para ¢ (s), obtenemos
A2
Q@+ $2(0)q1

¢E ( ) ¢1(0) $ )\2 pas+1
S) = s
' Q(s) qa2

S| s A @2+ ,uz);Q-i-l .

donde Q(s)= s A\ ¢+ sl

La transformada q@l(s) s6lo tiene sentido en s > 0, asi que podemos multiplicar el nume-

rador y el denominador por (u1s + 1)(ues + 1) que es estrictamente positivo para s > 0,

oo @+ i $0)a 219

q1q2(p1s + 1) (uas + 1)

S (n1s+1)(pu2s +1) ¢1(0) s
O = e Dl T 00

Lema 2.20. El polinomio R(s) = (u1s + 1)(pu2s + 1)Q(s)  quga(pas + 1)(pas + 1) es
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de cuarto grado, tiene coeficiente principal pypo, una raiz en O de multiplicidad 1 y otra

positiva.

Demostracion. Claramente

R(s) =(p1s + 1)(p2s + 1)Q(s)  q1q2(pas + 1) (s + 1)
=[(ms+D(s A @) +M][(r2s+1)(s A2 q2) + A2
q1g2(p1s + 1) (p2s + 1)
= ms + (1 mh omaq)s @ pest (L ppde poga)s g
q1q2(p1s + 1) (p2s + 1)

es de cuarto grado, y el coeficiente de s* resulta sélo de multiplicar los términos cuadraticos

p1s2 'y pos?, por lo que es i1 2. Por otro lado,

RO)=[ a]l @] ag1)1)=0,
de donde 0 es raiz del polinomio.

Finalmente, sabemos que su derivada en 0 es el coeficiente del término lineal s:

RO)=1 mM @) @)+ 1 pere pee)( @) qga(pn + pe)
= @1 wmA) a  p2de) +@uia + qpeqe quge(pr + pe)
= @ mA) @ p2r2) <O,

De R (0) < 0 se sigue que la multiplicidad de la raiz 0 es 1. Luego, existen valores de s
a la derecha de 0 para los que el polinomio R es negativo; al tener coeficiente principal
positivo, el polinomio se vuelve positivo para valores grandes de s, de donde tiene al menos

una raiz positiva por el teorema del valor intermedio para funciones continuas. ]

Definamos R(s) como en el Lema y sea p > 0 tal que R(p) = 0.

Sabemos que (£1(8) estd bien definida para todo s > 0, en particular, si el denominador

de la expresién (2.19) se vuelve 0 para s = p, también lo hace el numerador; por lo tanto

A2

0 A +
#1(0) p A2 @ o 11

= ¢2(0)q1- (2.21)
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Sustituyendo en la ecuacién (2.18)),

A
@2#1(0) +#1(0) p A2 g+ 2 =q(1  Mp1) +q@(l Agpe)
pep + 1
y por tanto
1 1
61(0) = g2 Alﬂ;) + Q1E\2 /\2M2). (2.22)
P 2+ p2pt+1

Notemos que la expresién (2.22) nos dice cudnto vale ¢1(0) sélo en términos de los pardme-
tros del modelo y a reserva de conocer la raiz positiva p del polinomio R(s). Una expresién

similar puede deducirse de manera analoga para ¢2(0):

C e M)+ a(l Aaps)

$2(0) = : (2.23)
p )\1 + N1>/\31-‘rl
Por otro lado, podemos también sustituir ([2.21)) en la expresién (2.19) para qgl(s):
) (s) = (s +D(p2s +1) ¢100) s X2 e+ 235 61(0) p A g2+ 03
T R(s)
De donde
ha(e) — (s +D(pes + 1)d1(0) s p+ 227 2%
1 R(s)
Notemos que
Ao A9 )\Q(ILLQS + 1)
s+1) s + = (s s+1)+Xy ————=
(H2s +1) Pt st l il (s p)(p2s+1)+ A 1op T 1

Xo(pep+1)  Aa(ues+1)

=(s p)(u2s+1)+

pop +1
A2 fi2
= (s s+ 1 s
(s p)(u2 ) ,O)MpJrl
Ao fi2
= (s 28+ 1
(s p) w Top 11

Por lo tanto

R (is+1)(s p) pes+1 Aap2
¢1(s) = ¢1(0)

(2.24)

La anterior es también una forma cerrada para la transformada de la probabilidad de
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supervivencia, gZ;l(s), sblo en términos de los parametros del modelo y del valor de p. La

expresién andloga para §Z§2(8) es

A1p
. (2s+1)(s p) ms+1 4

P2(s) = $2(0) R(s)

(2.25)

Al conocer el coeficiente principal de R(s) y que tiene raices en 0 y en p, por el teorema

fundamental del dlgebra, podemos escribirlo de la siguiente forma

R(s) = pmpzs(s  p)(s s1)(s  s2),
donde s; y so son el resto de sus raices.
Si definimos el polinomio cuadratico

A2 f42
p2p +1

g9(s)

= (s +1) pos+1
H1p2

y cancelamos el factor (s p) del numerador y denominador en la expresién ([2.24)),

obtenemos la expresién

S 9(s)
o1(s) = ¢1(0)s(s s1)(s  s2)

Andlogamente definamos

A1
= 25+ 1 1s+1
B2 (u ) om pip+1

y la expresién (2.25)) se reduce a

h(s)

s(s s1)(s  s2)

Lema 2.26. La raices de R(s) distintas a 0 y p, es decir, s1 y s2, no tienen parte real

positiva.

Demostracion. En el Lema llegamos a que el término lineal en el polinomio R(s) es

un real negativo. Por relaciones de Vieta, ese mismo coeficiente es 1 fiopsiso.
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Si alguno de s; o sy fuera un real positivo, el otro también tendria que serlo para que
el producto sise fuera positivo y  pjpuopsise negativo. Si alguno fuera un complejo con
parte real positiva, ya que las raices complejas vienen por parejas, el otro tendria que ser

su conjugado cuya parte real también seria positiva.

En caso de que uno tenga parte real positiva, el otro también, y ambos tendrian que ser
también raices de g(s) para que (;Aﬁl(s) esté bien definida en todo el semiplano complejo
derecho. Incluso si s1 es raiz de R(s) con multiplicidad 2, también debe ser raiz con doble

multiplicidad de g¢(s).

Pero g(s) sélo tiene dos raices y una es el real negativo ji L asi que llegarfamos a una

contradiccion de suponer s; 0 s9 con parte real positiva. ]

Lema 2.27. Si s1 = s9 y definimos

9(0) g(s1) g(s2)

go=—""H N=——"7—""—» Y 92= —F— <
5189 81(81 82) 82(82 81)

entonces se cumple que
go(s  s1)(s  s2)+qis(s  s2)+g2s(s  s1) = g(s).

Demostracion. Basta con que coincidan en tres puntos para que dos polinomios de grado

2 sean el mismo. Si evaluamos el polinomio del lado izquierdo en s = 0, s1, S2, obtenemos
90(0 s1)(0 52) +g1(0)(0 s2) +92(0)(0 1) = gosis2 = g(0),

go(s1 s1)(s1 s2) +gisi(si s2) +gesi(s1 s1) =gisi(s1 s2) =g(s1), ¥y

go(s2  s1)(s2 s2)+g1sa(s2  s2) + g2sa(s2  s1) = g2sa(s2 s1) = g(s2).

Del lema anterior obtenemos la siguiente suma de fracciones:

s
o, 9 0 9(s) 7
s s s s sz s(s sp)(s s2)

para todo s > 0.

Por lo tanto, para go, g1, g2 definidas como en el Lema [2.27] y bajo el supuesto s; = sa,

para todo s en el semiplano complejo derecho se cumple

~

bi(s)=¢r(0) L4 I
S S S1 S S9
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Es fdcil ver que la transformada de una funcién exponencial e’ es L € (s) = -1, defini-
da para todo s tal que Re(s) > b. Por el Teorema m y la linealidad de la transformada,

tenemos que

p1(u) = ¢1(0) go + gre®" + gae™" . (2.28)

Definiendo analogamente

h h h
o= 2Oy = Py, M)
5152 81(51 82) 52(82 51)
bajo el supuesto de que s; = s,
P2 (u) = ¢9 (O) ho + h1e’*™ + hoe®?™ . (2.29)

Las expresiones y son las formas cerradas de las probabilidades de super-
vivencia condicionada al estado inicial, nuevamente en términos de los parametros del
modelo y las raices del polinomio R(s). Conociendo cada uno de esos elementos, si la
distribucién inicial es w9 = (mo1, To2), también podemos calcular la probabilidad de su-

pervivencia sin condicionar al estado modulador inicial como

d(u) = mo1¢1(u) + moad2(u). (2.30)

Ejemplo 1

Notemos que el problema de calcular una probabilidad de ruina en este caso se reduce
a encontrar las raices del polinomio R(s) y calcular algunos valores. Implementamos
computacionalmente la solucién a estos calculos en el lenguaje Julia usando la paqueteria
Roots que nos permite calcular las raices de un polinomio. El cédigo que realiza estos

célculo estd en la Seccién de los Cédigos anexos.

Presentamos los resultados para los siguientes pardmetros.

1.0 1.0
Q pr—
1.5 1.5
3 2
™ = —.—
0 5a 5 ’
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Primero encontramos las raices no nulas del polinomio R(s):

p 3.36179, s1 —1.6333, sg —0.728489.

Luego, los valores de las constantes que aparecen en la funcién de supervivencia:
go  3.41850, g1 —0.00370, go  —2.41480,

ho 2.76846,  hi 0.00340,  he —1.77187,

$1(0)  0.29253, ®2(0)  0.36121.
Finalmente, las funciones de supervivencia quedan de la siguiente forma:
¢1(u) = 0.29253(3.41850 — 0.00370e 16333 — 2.41480¢ 0728489

¢a(u) = 0.36121(2.76846 + 0.00340e 103334 — 1771870728489

¢(u) = 1.00000 — 0.000157748¢~ 163334 _ (6798420728489,

Recordemos que la funcién de probabilidad de ruina es ¥ (u) = 1 — ¢(u), por lo que:

Y(u) = 0.000157748¢ 103334 1 ().679842¢~0-728489u (2.31)

Probabilidad de ruina sin difusién

0.8
0.6
P{u) 04
0.2
0.0
0 2 4 6 8
u

Figura 2.1: Grafica de la funcién de ruina (2.31)
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En la Figura 2.1 mostramos la grafica de la probabilidad de ruina para los parametros de
nuestro ejemplo. Notemos que comienza en un valor entre 1 ¢1(0) = ¢1(0) y 1 ¢2(0) =
2(0), justamente la combinacién lineal dada por m; y que decrece rapidamente por su

forma exponencial.

2.2.2. Con difusién

Para el caso donde d = 2, 01 > 0, 0o > 0 y montos de reclamacion con distribucién

exponencial con medias p; y p2, el sistema es

~ 2
%o%s2 +s AN ¢+ ul)'\s1+1 q1 #1(s) . %1%(0)
A~ —_— 2 9
Q2 %0382 +s5 A2 @+ u;;il P2(s) 072%(0)
(2.32)

pues recordemos que con difusién, ¢;(0) = 0.

La ecuacion (2.14)) se reduce a

2

Do) =1 nm a R CIOREAOICE

2

%%(0):1 Aaf2 g2 . [p2(u)  ¢1(u)]du.

Multiplicando la primera por go y la segunda por ¢; y sumando,

02 0'2
qzj%(o) + Q1?2¢2(0) =q2(1  Ap1) +q@(l Agpe) >0, (2.33)

pues las integrales se cancelan. Aqui también rescatamos la desigualdad como lo hicimos

en el caso sin difusion.

Sean
= — A
Q1(s) 2013 + s 1 q1+,u13+1
Y 1 A
2.9 2
= - A .
Q2(s) 5025 +5 A2 Q2+u23+1

Si resolvemos el sistema (2.32) para ¢ (s), obtenemos

D (0)@as) B0
P1(s) = RO ORI (2.34)
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Lema 2.35. La funcion T(s) = Q1(s)Q2(s) qiqa cumple

2. T(0)<0,y

3. T(p) =0 para algin p > 0.

Demostracion.

T(0)=0Q1(0)0Q200) qg2=( q1)( @) qrg2 =0,

T(5) = Q6)Qs) + Quo)Qs(e) = ohs 1 LM
%0332 +s X @+ a5+ 1
+ %U%SQ +s M o+ m:\:_ 1
0%5 +1 (;L:;—>Ii21)2

Por lo tanto,
T0)=@1 mA)( @)+ @) pr) <O0.

Notemos que Q;(s) = %a?s2 +s N g+ mi‘fH es continua para todo s 0y que tiende
a  cuando s , por lo que T'(s) también tiene esas propiedades.

Por otro lado T (0) < 0, asi que existen valores de s a la derecha de 0 para los que la
funcién T es negativa. Por el teorema del valor intermedio para funciones continuas, existe

un valor positivo p en el que T'(p) = 0. O

Definamos T'(s) como en el Lema y sea p > 0 tal que T'(p) = 0.

Sabemos que ¢31(s) estd bien definida para todo s > 0, en particular, si el denominador

de la expresién (2.34)) se vuelve 0 para s = p, también lo hace el numerador; por lo tanto

O'2 O'2
?1%(0)@2(9) = ?2¢2(0)(11~ (2.36)
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Sustituyendo en la ecuacién (2.33), podemos despejar el valor de ¢, (0):

(1 M) + (1 Aopo)
0.2
5 q2 + Q2(p)

$1(0) = : (2.37)

Notemos que la expresién (2.37)) nos dice cuanto vale ¢, (0) sélo en términos de los pardame-

tros del modelo y p. La expresién andloga para ¢,(0) es

(1 M) + (1 Aopo)
0.2
% q1+ Q1(p)

65(0) = . (2.38)

Por otro lado, podemos sustituir (2.36)) en la expresién (2.34) para <Z§1(s), y multiplicar

(p15+1)(pas+1)
PO (s ) (p2s+1)

(115 + V(a5 + 1) [Qa(s)  Qa(p)]
(rs + 1) (s + 1)T(s)

0.2
a1() = o, (0) (2:39)

La anterior es una forma cerrada para la transformada de la probabilidad de supervivencia,

951 (s), sblo en términos de los pardmetros del modelo y del valor de p. La expresién andloga

para <§2(s) es

(s + 1) (p2s + 1) [Q1(s)  Qi(p)]
(p1s + 1) (p2s + 1)T(s)

2
da(s) = Z 6(0) (2.40)

Lema 2.41. (p1s+ 1)(pes + 1)T'(s) es un polinomio de grado 6 con coeficiente principal

%J%agulug con raices 0, p y ninguna otra raiz s igual a cero o con Re(s) > 0.

Demostracion. Notemos que

1
(s + 1) (p2s + )T (s) = 50%32 +s A g (ms+1)+XM\

1
50’%82 +s A g (pes+1)+ X\

(n1s 4+ 1)(p2s + 1)qige,
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por lo que claramente es un polinomio de grado 6 con coeficiente principal cg = ia%ag 12,

(p1s + 1) (p2s + 1)T(s) = ces® + c55° + cas™ + c35° + cos® + c15 + co.

Las raices 0 y p las hereda de la funcién T y no se pierden al multiplicar por (u1s +
1)(p2s + 1). Sean s, s9, s3, 54 las otras 4 raices del polinomio que sabemos que tiene por

el teorema fundamental del algebra. Por relaciones de Vieta,

ce( ps1528384) = c1.

Sabemos que el coeficiente del término lineal es la derivada del polinomio evaluada en

cero:

e = L s + 1) (pas + DT(s)

% s=0
N d%(“ls +1)(p2s +1) _T(0) + (pas + 1) (u2s + 1)T (0)
=T(0)<0.

Por lo tanto s1s2s3s4 > 0, de donde ninguna raiz es igual a cero. Sin considerar raices
complejas que vienen por parejas y multiplican un real positivo, no es posible que haya
una cantidad impar de raices negativas y una cantidad impar de raices positivas. Si hay
una raiz positiva, debe haber al menos otra; en general, si hay una raiz con parte real

positiva, también estara su conjugada.

Para mostrar que ya no tenemos otra raiz con parte real positiva procedamos por contra-
diccién. Supongamos que el polinomio (p1s+1)(p2s+1)T'(s) tiene una raiz con parte real
positiva. Sin pérdida de generalidad sean s y so dos de sus raices con parte real positiva.

Como (51(8) estd bien definido en todo el semiplano complejo derecho, de la expresion
(2.39)) sabemos que s1 y s2 deben ser raices de (u1s + 1)(p2s + 1) [Q2(s)  Q2(p)].

Notemos que

(15 + 1) (p2s +1) [Qa2(s)  Q2(p)]

2 2

o Ao o A2

_ 1 1 %22 2 2
(p1s+1)(pas +1) 5 S +S+M25+1 5

(2.42)

U% 2 U% 2 A2
= (s +1) (pas+1) Ss"+s +h (ms+1) 5p° p (2.43)
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2
. . . . . a. ’
es un polinomio de grado 4 con coeficiente principal dy = = 11112 y con raices i, 0,81, 82.

Por relaciones de Vieta, el coeficiente del término ctbico estda dado por

1
d3= ds —+p+si+s
M1

Por otro lado, podemos calcularlo directamente de la expresion ([2.43) como

2

g
ds=p1 po+ 2 +p2

o3
2 2

2
Igualando ambas expresiones de ds y dividiendo por dy = %2 (1o obtenemos

2
92
ptsit+s2= 2 5 <0,
lo que es una contradiccién pues s y s son ambos positivos o son conjugados con parte

real positiva.

Concluimos que el polinomio (p15 + 1)(u2s + 1)T'(s) no tiene més raices en el semiplano

complejo derecho ademas de p. O

Si definimos cg = ia%ag 1 p2, podemos reescribir la expresion ([2.39)) para ¢1(s) como

(18 +1)(p2s +1)[Q2(s)  Q2(p)]
ces(s  p)(s s1)(s s2)(s  s3)(s  s4)

)

~ 02
31(s) = T 6,(0)

donde s1, s2, 83, 84 son el resto de raices de (u1s + 1)(u2s + 1)T'(s) distintas de 0y p.
Como p es raiz del polinomio (15 + 1)(u2s + 1) [Q2(s)  Q2(p)], g(s) definido como

(118 + 1) (pas +1)[Qa2(s)  Q2(p)]
ce(s  p)

g9(s) =

es un polinomio de grado 3. Y finalmente reducimos la forma de qgl(s) a la siguiente

expresion ) 5
9ot o(s
¢1(5) 2 ¢1(0)s(s s1)(s  s2)(s  s3)(s  s4) (2.44)

Andlogamente podemos definir

(s + D(p2s +1) [Qi(s)  Qi(p)]

Ae) = oG5 p)
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y de la expresion (2.40)) obtener

. h(s)
22(8) = 5 00 S ) e )

(2.45)

Lema 2.46. Si sg = 0, s1, So, $3, S4 son distintos por parejas y definimos

9(si)

j:i(si sj)’

gi = 1=0,1,2,3,4,

entonces se cumple que

Demostracion. Notemos que cada término de la suma de la izquierda g; j:i(s ;) es un
polinomio de cuarto grado, mientras que el lado derecho es un polinomio de tercer grado
(puede considerarse de cuarto grado con coeficiente principal cero). Entonces, basta que

coincidan en 5 puntos para que sean el mismo polinomio.

Evaluando el lado izquierdo en s = s1, cada sumando tendra el factor (s; s1) = 0 salvo

uno de ellos:

g (51 s5)=g(s1)

De aqui que el polinomio de la izquierda vale g(s1) en s; y de la misma manera se prueba

que vale g(s;) en s; para i = 0, 1,2, 3,4. Luego, ambos polinomios son iguales. ]

Como resultado inmediato

pues es el coeficiente principal del polinomio de cuarto grado ;‘-‘:0 gi j:i(s sj) que

resulto ser el polinomio de tercer grado g(s).

El lema anterior es equivalente a la igualdad entre fracciones

s
90 + g1 T 92 4 93 + 94  _ 9(s) :
s s s 8 s s s3 s s4  s(s s1)(s s2)(s s3)(s  s4)

para todo s > 0, resultado de hacer la suma con comin denominador.

Por lo anterior, si sg = 0, sy, S2, 83,54 son distintos por parejas, y definimos g; para

1 =0,1,2,3,4 como en el Lema [2.46] para todo s en el semiplano complejo derecho se
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cumple
2 4

() =500

Andlogamente, al definir

h(si)

j:i(si s5)

hi = i=0,1,2,3,4,

bajo el supuesto de que so = 0, s1, 2, 3, 54 son distintos por parejas, tenemos que

2 4

. h;
dals) = Los(0)
i=0 t

para todo s > 0.

Finalmente podemos concluir encontrando las formas cerradas para las probabilidades de

supervivencia
9 4
o .
o(w) = D0,0)  giet (2.47)
i=0
y
2 4
03 Siu
Pa(u) = ?QSQ(O) h;e®t. (2.48)
i=0
Notemos que esta expresion también es valida para v = 0 pues ?:0 gi = ?:0 h; = 0.

Y la probabilidad no condicionada para una distribucién inicial 7o = (71, 7p2) €s

2 4 2 4

P(u) = mor1¢1(u) + mo2¢2(u) = mo1 %%(0) gie® ™" + 7r02%¢2(0) hie®™.  (2.49)
=0 7=0

Ejemplo 2
La solucién al caso con difusiéon también ha sido implementada para resolverse compu-

tacionalmente y el c6digo puede encontrarse en la Seccién de los Cédigos anexos.

Presentamos los resultados para los mismos parametros,

1.0 1.0
Q = ) o =

oM =2 A=l 1 =04, ps=0.5,
15 15 : :

ol W
(SN
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agregando los factores de difusién

o1 =0.9, oo = 0.3.

Las raices no nulas del polinomio (p15 + 1)(p2s + 1)T'(s) son:

(p, s1,52,53,81) (2.35874, 24.56977, 4.91183, 1.58074, 0.48777).

Y las constantes que necesitaremos resultaron:
(90s g1, 92,93, 94)  (2.58494,0.00213, 0.28237, 0.00950, 2.29520),

(ho, h1, ha, hs, hy) (455135, 0.81247, 0.10634,0.03127, 3.66381),

$1(0), $5(0) (0.95520, 4.88255).

La forma que toman las funciones de supervivencias son las siguientes:

$1(u) = 1.00000+0.00082¢ 24-5697Tw (9 10923¢ 4+91183u (00367 1-58074w () 88792 O-48TTT
$2(u) = 1.00000 0.17851e 2470977 (02336 +91183u10.00687¢ 158074 (.80499¢ O-4877Tu
$(u) = 1.00000 0.07091e 24-56977¢ (07489 +91183u 0 00054 1-58074% () 85475 O-48TTTH
Por lo que la probabilidad de ruina esta dada por:

Y(u) = 0.07091e 2456977 1 (. 07489¢ +9M83w  (0.00054e 158074 4 (.85475¢ 048I
(2.50)
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Probabilidad de ruina con difusion

() 05

0.0

Figura 2.2: Gréfica de la funcién de ruina (2.50)

En la Figura 2.2 mostramos la gréafica de la probabilidad de ruina para los parametros de
este ejemplo con difusién. Notemos que es consistente con la Proposicién (2.1) y vale 1
cuando el capital inicial es cero. En general, la forma es similar a la funcién del Ejemplo

1, en gran medida por su forma exponencial.

Sin embargo, podemos comparar las graficas de ambas funciones de ruina con mas detalle
en la Figura 2.3. Recordemos que la tnica diferencia en los pardmetros ha sido la difusion,

la cual ha sido factor para aumentar la probabilidad de ruina con cada capital unicial w.
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Probabilidad de ruina

1.0
P(u) o5 Sin difusién
B Con difusion
0.0
0 2 4 & 8

Figura 2.3: Gréficas de las funciones de ruina (2.31) y (22.50))



Capitulo 3

Simulacion estocastica

En esta parte presentamos una parte del trabajo realizado en el curso de Simulacion
estocdstica impartido por el Dr. Fernando Baltazar Larios en el semestre 2016-1 en la
Facultad de Ciencias de la UNAM, en donde simulamos los procesos estocasticos necesarios
para generar la trayectoria de un proceso de riesgo modulado. Con referencia en [2] y
basados en los conocimientos preliminares del Capitulo [I} explicamos la derivacién de
cada algoritmo y mencionamos los resultados que aseguran la efectividad de la simulacién.
Los algoritmos fueron implementados en el lenguaje de programacién Julia y se pueden

encontrar en la segunda parte de los Codigos anexos.

En una segunda parte del capitulo mayormente descriptiva, mostraremos cudles son las
consideraciones méas importantes en la practica de simulaciones. Compararemos la proba-
bilidad de ruina estimada por Monte Carlo con la calculada analiticamente en el capitulo
anterior para valorar positivamente la simulaciéon. Asi mismo, podremos observar aspec-
tos de la ruina del proceso que no conocemos analiticamente, como la proporcién de

trayectorias arruinadas por estado modulador o el tiempo esperado de ruina.

Finalmente, todos los algoritmos estan construidos para trabajar con cualquier cantidad
de estados moduladores, asi que daremos un ejemplo de proceso de riesgo con tres estados

en el que observaremos aspectos no analiticos como en el caso anterior.

3.1. Algoritmos de simulacion del proceso de riesgo

3.1.1. Proceso de saltos de Markov

Queremos generar la trayectoria de un proceso de saltos de Markov a partir de la canti-

dad de estados, la matriz de intensidades y el vector de probabilidades de la distribucién

95
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inicial. Con base en la Proposicién primero necesitaremos generar los estados en los

que se encontrara el proceso, es decir la cadena de Markov asociada.

Construimos la matriz de probabilidades de transicién de la cadena de Markov asociada
con un algoritmo basado en las relaciones ([1.26)) y (1.27)) que hace lo siguiente:

1. Cada entrada de la i-ésima fila de la matriz de intensidades es dividida entre el valor

absoluto de la i-ésima entrada de la diagonal.

2. Los nuevos valores de la diagonal, todos 1, son sustituidos por un 0.

2 1 2 1

3 2 1 3 1 2 3 02 1
0o 1 1 1 0o 1 1 00 1
12 2 3 3 1 cise 3 100

Esto es trivial en el caso que mas trabajaremos: con dos estados moduladores. En tal

caso, la matriz de probabilidades de transicién simplemente es

por lo que es posible ahorrarnos el calculo en este caso. De cualquier forma, en la Seccion

se encuentra el algoritmo para el caso general.

Para simular el proceso de saltos recordemos que el tiempo de estancia en cada estado es
una variable aleatoria que se distribuye exponencialmente con parametro dependiente del
estado en el que se encuentra. Este pardametro es el valor absoluto de la i-ésima entrada
de la diagonal de la matriz de intensidades para la estancia en el estado i. Los estados de

la cadena asociada se irdn generando en tanto se vayan necesitando a través del tiempo.
Por la Proposicién [1.28] podemos asegurar que el siguiente algoritmo simula una trayec-
toria de proceso de saltos de Markov hasta un tiempo 7.

1. Inicializamos un tiempo S = 0 y un contador n = 1.

2. Muestreamos el estado inicial de acuerdo a las probabilidades del vector de distri-

bucién inicial my para obtener i.

3. Generamos un variable aleatoria exponencial con el pardmetro respectivo al estado

de estancia actual: s exp(q;).
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4. Si S+ s T, guardamos el tiempo W,, = S + s, lo asignamos como el nuevo
S, aumentamos en 1 a n, muestreamos el nuevo estado de estancia i usando las

probabilidades de transicion de la cadena asociada y regresamos al paso 3.

5. Si S+ s> T, nos detenemos.

El proceso de saltos lo guardamos como una lista de tiempos, comenzando en 0, en los
que hay un salto de estado y el estado en el que se encuentra la trayectoria a partir de

ese momento.

Ji

Wy Wa

Figura 3.1: Proceso de saltos de Markov simulado.

Tiempo | Estado
0 1
Wy 3
Wy 2

Cuadro 3.1: Lista con tiempos y estados de salto.

El Cuadro muestra un ejemplo de cémo es la lista que se guarda correspondiente al
proceso simulado de la Figura[3.1] El algoritmo para la simulacién de un proceso de salto

de Markov se encuentra en la Seccién [B.21

3.1.2. Proceso de Poisson

A continuacién, necesitamos generar un proceso de Poisson para cada estancia en un
estado del proceso modulador. Dicho proceso de Poisson tendrd intensidad dependiente

del estado en el que nos encontremos.
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Con base en la Proposicién para cada intervalo [T,7T + S) de estancia en el estado ¢
haremos lo siguiente:

1. Inicializamos un tiempo ¢t = T y contador n = 1.

2. Generamos una variable s exp(\;).

3. Sit+s T+ .S, guardamos el tiempo S, =t + s, lo asignamos como el nuevo t,

aumentamos en 1 a n y regresamos al paso 2.
4. Sit+s>T+ S, nos detenemos.

o 0— 06— O0—O

T S So S3 T+ S

Figura 3.2: Proceso de Poisson simulado en el estado I.

Tiempo | Estado
Sh 1
So 1
Ss I

Cuadro 3.2: Lista con tiempos y estado de arribo de reclamacién.

El proceso de arribos de reclamaciones lo guardamos como una lista de tiempos en los que
hay una reclamacién y el estado modulador en el que se produjo ese arribo. El Cuadro
muestra la lista como se guardarfa del proceso de Poisson de la Figura El algoritmo

para la simulacién de un proceso de Poisson para cada estancia en un estado se encuentra
en la Seccién [B.3

3.1.3. Reclamaciones

Finalmente generamos el proceso de reserva de la siguiente manera. Para cada estancia en
un estado modulador generamos un proceso de Poisson y concatenamos la lista de tiempos
de reclamaciones con sus respectivos estados. El Cuadro [3.3] es la lista correspondiente a

las reclamaciones que muestra la Figura [3.3
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Ji
3
S3 Sy S5
2 —o
Se
le—e—eo0
S1 Sy
t
Wi Wy

Figura 3.3: Proceso completo de reclamaciones moduladas simulado.

Tiempo | Estado
S 1
Sa
S3
Sy
S5
Se

N W W w

Cuadro 3.3: Lista con tiempos y estados de arribo de reclamacion.

Para cada tiempo de arribo generamos un monto de reclamacién, que en nuestro caso es
una variable aleatoria exponencial con media dependiente del estado modulador en el que
aparecié. El Cuadro muestra la lista con los montos agregados a cada reclamacién de

la Figura (3.3

Tiempo | Estado | Reclamaciéon
S1 1 X1 exp(py D)
So 1 Xy exp(p )
S3 3 X3 exp(ug')
Sy 3 Xy exp(ug )
Ss 3 X5 exp(ug ')
Se 2 X exp(py ')

Cuadro 3.4: Lista con tiempos, estados y montos de reclamacién.

La cantidad de reserva acumulada en cada tiempo se obtiene de sumar el capital inicial
u y el tiempo transcurrido hasta ese momento y restar la suma de montos reclamados
hasta el momento. El Cuadro [3.5]es un ejemplo de la forma en que guardamos la lista de

reclamaciones con el valor de la reserva en cada tiempo de arribo. El algoritmo para la
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simulacién de un proceso de reserva se encuentra en la Seccién [B.4]

Tiempo | Estado | Reclamacion Reserva
Sl 1 X1 u + 51 X1
So 1 Xs u+ S X1+ Xo
S3 3 X3 u+ S3 X1+ Xo+ X3
Sy 3 X4 U+ Sy X1+ + X4
S5 3 X5 u + Sy X1+ + X5
Se 2 Xe u + Sg ?:1 X,

Cuadro 3.5: Lista con tiempos, estados, montos y reserva en cada momento de reclama-
cion.

Podemos interpolar linealmente en los momentos que no hay reclamaciones para tener
una grafica el proceso en todo tiempo. La Figura se muestra un ejemplo de grafica del

proceso de riesgo correspondiente al Cuadro

U

51 SQ Sg 54 55 56

Figura 3.4: proceso de riesgo simulado.

Notemos que hay tiempos entre arribos que abarcan méas de un estado del ambiente
modulador, en nuestro ejemplo el tiempo entre S5 y Sg es uno de esos casos. Cabe senialar
que el tamafio de esos intervalos se distribuye también exponencialmente condicionado a
un tamano minimo. Por ejemplo, si el tiempo de cambio de estado entre S5 y Sg es W, el
tiempo Sg S5 se distribuye exponencial de parametro Ao condicionado a que es mayor
a Wy S5. Por otro lado, ese tamano minimo Wy S5 se debe también a una variable
aleatoria exponencial de parametro A3 que fue mayor a ese tamano: la iltima reclamacién

que llegd en un tiempo mayor y no fue agregada.
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3.1.4. Difusién

No podemos simular trayectorias continuas de un movimiento Browniano, nos limitaremos
a simular observaciones en cada intervalo de tiempo de tamano A > 0 pequeno. La manera

en que simulamos la difusién del proceso de riesgo es la siguiente.

Para cada estancia en el estado 7 del proceso modulador, sea T el tiempo que dura la
estancia. Para cada intervalo de tamano A simulamos una variable aleatoria normal con
media 0 y varianza o?A, es decir, tantas como T/A . A cada tiempo t = nA, con
n=20,1,2,..., % , sumamos todas las variables normales correspondientes a los tiempos

menores o iguales a ¢t y tendremos nuestro movimiento Browniano.

El Cuadro muestra una lista de ejemplo de la forma en que simulamos el proceso
como lo hemos descrito, guardamos los tiempos y el valor del movimiento Browniano y la

Figura es un ejemplo grafico del resultado de la simulacion.

Tiempo V.A. Normal mov. Browniano
0 0 0
A N1 (0, 0’ ) N1
2A Ny N(O, o A) N1 + Ny
3A N3 N(0,0‘ ) N1+N2—|—N3
T | Npa N(o, o2A) AN,

Cuadro 3.6: Lista con tiempos, v. a. normal simulada y valor del mov. Browniano
simulado.

7 N
Figura 3.5: Movimiento Browniano simulado.

Al final tomamos M = T/A . El lapso faltante T M A tendré su propia simulacién de
una variable aleatoria normal con media 0 y varianza o?(T  MA) y es sumada con las

demds para tener la observacién del tiempo T'.

Notemos que al tiempo ¢t = nA, la observacién de nuestro movimiento Browniano es la
variable  '_; N;, que al ser suma de normales independientes, se distribuye N (0, c?t).
Ademas, la simulacién cuenta con incrementos estacionarios e independientes por cons-
truccion. Por lo tanto, nuestro proceso efectivamente simula un movimiento Browniano

con parametro 01-2 segun la Definicién m
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Los movimientos Brownianos obtenidos de cada estadia del proceso modulador son con-
catenados de tal forma que en los tiempos de salto el siguiente movimiento Browniano
comience donde terminé el anterior. El algoritmo para la simulacién de un movimiento

Browniano modulado se encuentra en la Seccién [B.5l

Finalmente sumamos ambos procesos, el de reserva y el movimiento Browniano conca-
tenado, para tener el proceso final con difusién. Lo que hacemos simplemente es: a la
trayectoria de un movimiento Browniano modulado le agregamos el tiempo que ha trans-
currido hasta su observacion para simular el ingreso por primas y le restamos la suma de
reclamaciones hasta el momento. El algoritmo que hace esto se encuentra en la Seccion
B.6l

Ejemplo 3

Tomemos los siguientes parametros para observar como se ve una simulacion del proceso:

03 03
Q:
05 0.5
_ 11
T g

H1 = 0.2, Mo = 1.2,

T = 10.

Graficamos la simulacién obtenida de forma que sea claro el valor de la reserva en cada
tiempo ¢ [0,10]. Ademds agregamos el proceso modulador en la misma grafica para
observar la influencia del ambiente en el tamano de los tiempos entre reclamaciones y
el de los montos reclamados. Notemos que por los parametros elegidos esperamos ver
reclamaciones més frecuentes (A > Ag) y con menor tamano (u; < p2) en el estado 1
que en el estado 2. La Figura 3.6 muestra dicha gréfica, la cual efectivamente ilustra el

comportamiento por modulacion.
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Proceso de riesgo modulado sin difusidn

A
!

Lie), It W Procesa de reserva
W Preceis modulador

Figura 3.6: Simulacién de una trayectoria del proceso de reserva y proceso modulador
en el caso sin difusién.

Para el mismo proceso de riesgo y ambiente modulador, agregamos la difusién que es
también influenciada por el estado en el que nos encontramos. Los parametros usados son

los siguientes:
o1 =0.7, o9 = 0.1,

A = 0.005.

La Figura 3.7 muestra la grafica del proceso de riesgo que teniamos, el movimiento Brow-

niano modulado y el proceso final con la difusiéon agregada.
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Proceso de riesgo modulado con difusion

i :/ § e i f Proceso de reserva Bnal
UG, A LV IATAWY. j

B Proceso de reclamaciones

/ : f oL’ s k. ? b La L mF B Pepoeta modulador

Figura 3.7: Simulacién de una trayectoria del proceso de reserva y proceso modulador
en el caso con difusién.

Notemos de la Figura 3.7 que el movimiento Browniano que representa la difusion oscila
alrededor del cero, mientras que el proceso final de reserva oscila alrededor del proceso
que sélo incluia las reclamaciones. El estado modulador en este caso también afecta a la

volatilidad del proceso, la cual es més alta en el estado 1 (o7 > 02).

3.2. Aspectos no analiticos de la ruina

Con la implementacién de los algoritmos para simular procesos de riesgo estimaremos
la probabilidad de ruina y obtendremos datos como la cantidad de veces que se arruina
en cada estado o el tiempo promedio en que se arruina. Para ello, generaremos varias
trayectorias (n) de cierta longitud de tiempo (7') y calcularemos la proporcién que hay

entre la cantidad de trayectorias que se vuelven negativas y la cantidad total:

. No. simulaciones que se arruinan
P(Ruina)

No. simulaciones totales

Para cada trayectoria simulada, observamos si se arruina. Si lo hace, podemos monitorear
el estado y el tiempo en que se arruiné. Para hacer esto, utilizamos el algoritmo encontrado

en la Seccién El algoritmo para realizar n simulaciones de tamano 7" y estimar la
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probabilidad de ruina del proceso de riesgo dados sus parametros, asi como la probabilidad

de ruina por estado y la esperanza de tiempo de ruina, se encuentra en la Seccién

3.2.1. Calibracién de las simulaciones

En principio, la estimacion que realizamos es sélo de la probabilidad de ruina antes de
un tiempo T'. Asi que el primer paso es encontrar tiempos de simulaciéon Ty cantidades
n de repeticiones adecuados para obtener informacion completa de cémo es la ruina. La
forma cerrada para la calcular la probabilidad de ruina encontrada en el Capitulo 2 nos

permitird comparar los resultados de la aproximacién con el valor real.

El fin de esta seccién no es comparar probabilidades de ruina para diferentes pardmetros
del modelo, sino explicar las ventajas que tiene trabajar con simulaciones para contestar
preguntas acerca de la ruina, asi como nombrar algunas consideraciones a tomar cuando

lo hagamos. Por lo tanto, describiremos los resultados sélo con los siguientes pardmetros:

1.0 1.0
Q= ;
1.5 1.5
11
o = 27 2 ’

Mm1 = 0.4. Hno = 0.5,

o1 = 0.9, o9 = 0.3.

Comencemos calculando probabilidades de ruina para el caso sin difusién con diferentes
cantidades de simulaciones n y tiempos de simulacion 1. Ademas, en cada caso mostramos
la probabilidad real calculada como lo hicimos en el Capitulo 2. En los Cuadros
y mostramos las estimaciones de la probabilidad de ruina para capitales iniciales

u =0,0.2,0.8, 1.5, respectivamente.
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Cuadro 3.7: Estimacién de la probabilidad de ruina para v = 0.

T=1 T=2 T=5 |T=10 | T=30|T=40 | T =50
n =10 0.4 0.5 0.9 0.5 0.9 0.9 0.6

n = 10° 0.44 0.56 0.67 0.65 0.68 0.72 0.68
n=10%| 0.456 0.558 0.636 0.66 0.685 0.649 0.703
n =10% | 0.4803 0.559 0.6325 | 0.6618 | 0.6628 | 0.6759 | 0.6811
n =10 | 0.47553 | 0.56174 | 0.63185 | 0.65973 | 0.67331 | 0.66978 | 0.67367

Valor real: ¢(0) 0.673131.

Cuadro 3.8: Estimaciéon de la probabilidad de ruina para u = 0.2.

T=1 T=2 T=5 |T=10 | T=30|T=40 | T=50
n =10 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 0.5 0.4

n = 10? 0.4 0.46 0.48 0.55 0.55 0.54 0.58
n=10%| 0.373 0.432 0.5 0.561 0.558 0.598 0.554
n=10* | 0.3645 | 0.4437 | 0.5345 0.566 0.5767 0.586 0.5871
n =10 | 0.36392 | 0.44751 | 0.52872 | 0.56289 | 0.58232 | 0.57948 | 0.58195

Valor real: 1(0.2)  0.581878.

Cuadro 3.9: Estimacién de la probabilidad de ruina para u = 0.8.

T=1| T=2 T=5 |T=10|T=30|T=40 | T=50
n =10 0.0 0.3 0.1 0.5 0.2 0.5 0.5
n=10%| 0.14 0.19 0.21 0.31 0.41 0.27 0.42
n=10% | 0.166 0.227 0.308 0.354 0.366 0.351 0.368
n=10* | 0.1533 | 0.2295 0.304 0.3475 | 0.3719 | 0.3794 | 0.3727
n =10° | 0.1563 | 0.22713 | 0.30832 | 0.35108 | 0.37142 | 0.37505 | 0.37707

Valor real: 1(0.8)  0.375856.
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Cuadro 3.10: Estimacién de la probabilidad de ruina para u = 1.5.

T=1| T=2 T=5 |T=10|T=30|T=40 | T=50
n =10 0.0 0.2 0.0 0.1 0.3 0.2 0.0
n=10%| 0.04 0.04 0.23 0.2 0.25 0.22 0.18
n=10% | 0.045 0.097 0.184 0.193 0.211 0.235 0.211
n =10 [ 0.0572 | 0.093 0.1637 | 0.1999 | 0.2261 | 0.2216 | 0.2287
n =10° | 0.0554 | 0.09612 | 0.16097 | 0.19663 | 0.22122 | 0.22537 | 0.22486

Valor real: ¢(1.5)  0.225718.

Siempre es mejor trabajar con mayor nimero de repeticiones, pues la estimacion se acerca
mas a la probabilidad real con valores grandes de n por la ley de los grandes ntmeros.

De ahora en adelante trabajaremos con n = 10

El parametro T de las simulaciones nos indica por cudnto tiempo dejamos correr cada
trayectoria. Notemos que en cada caso es mejor tener T' grandes pues son las que estiman
la probabilidad de ruina con mayor precisién. Esto se debe a que valores de T' pequenos
no permiten que trayectorias que “estaban destinadas a arruinarse” en un plazo mayor lo
hayan hecho. Es decir, hay una probabilidad positiva de ruina con tiempo mayor a 7'y

no estamos considerando esa probabilidad.

Notemos también que aunque siempre habra probabilidad positiva de arruinarse después
de un tiempo T para cualquiera que fuera éste, deja de ser significativa a partir de un valor
minimo. El supuesto de deriva positiva del proceso nos asegura que la ruina en tiempos
muy grandes tiene probabilidad muy chica. Este valor minimo de 7' es apto para realizar
simulaciones y aproximar bien la probabilidad de ruina como se ve en los cuatro ejemplos
anteriores. A menos de que busquemos estimar la probabilidad de ruina dentro de cierto

periodo acotado, como no es el caso de este trabajo, buscaremos tal valor minimo de T

La Figura 3.8 muestra una grafica en la que observamos como se estabiliza la probabilidad

de ruina estimada para u = 0 alrededor de su valor real a medida que T crece.
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Probabilidad de ruina estimada

—-\\/j—-u-h_,./f\—/\\-_,/ e R S

=E.11

W Estimada
Real

"
Figura 3.8: Estimacién de la probabilidad de ruina sin difusién para u = 0 con diferentes
valores de T

A partir de valores de T alrededor de 20, la probabilidad estimada alcanza una banda de

estabilidad. Este comportamiento es similar para diferentes valores de u como lo vemos
en la grafica de la Figura 3.9.

Probabilidad de ruina estimada

T e ———

o LI
SLAAL

Figura 3.9: Estimacion de la probabilidad de ruina sin difusién para diferentes valores

de u con diferentes valores de T'.

Realizamos simulaciones de trayectorias con difusién usando longitud de observaciones
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A = 0.001 del movimiento Browniano y volvimos a estimar la probabilidad de ruina para
diferentes valores de u, T, y con n = 10* repeticiones. Los resultados correspondientes sin

similares al caso sin difusion como lo vemos en la grafica de la Figura 3.10.

Probabilidad de ruina con difusian estimada

——e e I

-~

Figura 3.10: Estimacién de la probabilidad de ruina con difusion para diferentes valores
de u con diferentes valores de T'.

A partir de ahora trabajaremos con simulaciones de tamano T = 30.

Un parametro extra a considerar para una buena simulacién de la ruina es la longitud
entre las observaciones del proceso de difusion, A. La mejor manera de ejemplificar esto
es en el caso de u = 0, en donde la ruina instantdnea se debe a que el movimiento Brow-
niano se vuelve negativo dentro de un intervalo de tiempo muy pequeno. Observemos en el

Cuadro 3.11 la probabilidad de ruina estimada para diferentes repeticiones y valores de A.

Cuadro 3.11: Estimacion de la probabilidad de ruina para u = 0 con difusion.

A=01|A=0.01|A=0.001| A=0.0001
n=10%| 0.825 0.92 0.969 0.99
n=10*| 0.8137 0.9179 0.9769 0.9921

Valores pequenos de A permiten observar mejor el comportamiento del proceso con difu-

sién, y en este caso en particular, la ruina instantdnea al tener capital inicial cero.

Valor real: 1(0) = 1.
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3.2.2. Probabilidad de ruina por estado y tiempo de ruina

Utilizando los mismos pardametros del procesos de reserva sin difusién, con simulaciones
de tamafio T = 30 y n = 10* repeticiones, monitoreamos cudl es el estado en que se
arruina el proceso en las ocasiones que lo hace. Graficamos la proporcion de trayectorias
arruinadas en cada estado para diferentes valores de u con separacién de 0.2 entre ellos;

encontramos en la Figura 3.11 lo que obtuvimos.

Probabilidad de ruina en un estado particular

Figura 3.11: Estimacién de la probabilidad de ruina sin difusiéon en cada estado dado
que el proceso se arruina para diferentes valores de w.

La mayoria de las estimaciones reportan un comportamiento similar a este, una proporcién
constante entre las veces que se arruina en cada estado para diferentes valores de u. En
algunos otros casos, con diferentes parametros del proceso de riesgo, las probabilidades de
ruina por estado en valores de u cercanos a cero comienzan en otro punto, pero a medida

que u crece éstas se estabilizan a un valor constante.

También se monitored el tiempo en el que se arruinaba cada trayectoria y realizamos un
promedio de los tiempos de ruina por estado modulador. Graficamos para diferentes valo-

res de u con separacién de 0.2 entre ellos; encontramos en la Figura 3.12 lo que obtuvimos.
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Tiempo dé ruina estimado

e W Extaco 1

e W Estado ]

u

Figura 3.12: Estimacion de la esperanza del tiempo de ruina sin difusién en cada estado
para diferentes valores de u.

No es dificil imaginar que entre mayor sea el capital inicial u, el tiempo para que el
proceso de riesgo se arruine tenga que ser cada vez mayor. Lo interesante a rescatar del
comportamiento del tiempo de ruina estimado en este ejemplo es que, por un lado es
practicamente indiferente al estado en que se arruina, pero por otro parece mantener una
dominancia minima el de un estado sobre el otro. Este tipo de caracteristicas se deben a

la eleccién de los parametros del proceso y como mencionamos, no seran explicadas.

Podemos realizar el mismo ejercicio para simulaciones con difusién. Con A = 0.0001 y
separacién de 0.1 entre los distintos valores de u, la Figura 3.13 muestra la proporcién de

ruina por estado.
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Probabilidad de ruina en un estado particular

u

Figura 3.13: Estimacién de la probabilidad de ruina con difusion en cada estado dado
que el proceso se arruina para diferentes valores de u.

Aunque el comportamiento para w > 0 reporte también en este caso la estabilizacién a
proporciones constantes entre las ruinas por estado, cabe resaltar el comportamiento en
u = 0. Recordemos que la ruina con capital inicial cero tiene que ser instantanea debido
a la difusion sin importar el parametro que ésta tenga, asi que las veces que se arruina en

cada estado dependerd tnicamente de la distribucién inicial 7.

Si calculamos con mayor precisién (A = 107%) la ruina por estado en el caso u = 0 obte-

nemos los resultados mostrados en el Cuadro 3.12.

Cuadro 3.12: Estimacion de la probabilidad de ruina por estado con difusion.

P(Ruina) | Estado 1 | Estado 2
u=20 0.997 0.505517 | 0.494483

La probabilidad de ruina estimada en cada estado es consistente con la distribucién inicial

0= (3,3 -

Obtuvimos para varios valores de u el tiempo promedio de ruina por estado. La Figura

3.14 muestra la gréafica de los resultados.
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Tiempo de ruina estimadao

W Estado 1
W Esiado I

u

Figura 3.14: Estimacién de la esperanza del tiempo de ruina sin difusion en cada estado
para diferentes valores de u.

Observamos que el tiempo de ruina estimado es cercano a 0 para valores chicos de u, lo

que es consistente con la propiedad de ruina instantanea.

3.2.3. Caso con tres estados

Para ilustrar las posibilidades que obtenemos al hacer simulaciones con el fin de apro-

ximarnos al problema de la ruina, usemos los siguientes pardmetros en el caso de tres

estados.
-1 1/2 1/2
Q= 1/3 =5/6 1/2
0 1 -1
111
™ = 37373 )
A1 = 2.5, Ao = 2, A3 = 1.3,

Primero demos un vistazo en la Figura 3.15 a la estabilizacién de la probabilidad de ruina

estimada para un valor en particular de u = 2 y usando n = 10* repeticiones.
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Probabilidad de ruina estimada

il

Figura 3.15: Estimacién de la probabilidad de ruina para u = 2 con diferentes valores
de T.

En ausencia del valor de la probabilidad real en este caso, se debe recurrir a un criterio
sobre la estabilidad de los valores estimados con el que podamos elegir la 7" minima que
usaremos. El comportamiento de estabilizacién se observara siempre que se cumpla la
propiedad de deriva positiva del proceso, 1 — ?:1 miAi; > 0, v el proceso no requiera

tiempos muy grandes para arruinarse.

De aqui en adelante usamos un tiempo de simulacién T = 60 y n = 10* repeticiones.
Ahora veamos que podemos calcular la probabilidad de ruina para varios valores de u (de
0 a 5 en intervalos de 0.1)y obtener una aproximacién a la funcién ¢ (u), lo cual no hemos
hecho de manera analitica en este caso. La Figura 3.16 muestra un ejemplo con la grafica

de esta probabilidad estimada.
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Prababilidad de ruina estimada

Figura 3.16: Estimacién de la funcién de ruina.

Por ltimo, revisemos cémo se comporta la ruina en cada estado. En el caso de tres estados
también se observé un comportamiento de estabilizacién de las proporciones de trayec-
torias arruinadas por estado; asi mismo, para valores pequenos de u estas proporciones
son mas cercanas a la distribucién del estado inicial. Graficamos estas proporciones para
distintos valores de u con separacién de 0.1 entre ellos y mostramos los resultados en la
Figura 3.17.

Probabilidad de ruina en un estado particular

e

Figura 3.17: Estimacién de la probabilidad de ruina en cada estado dado que el proceso
se arruina para diferentes valores de wu.
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El tiempo de ruina esperado por estado en el que se arruina se comporta de manera si-
milar al caso de dos estados: creciente con respecto a u e indiferente al estado de ruina

con valores de u grandes. La Figura 3.18 muestra la grafica de este comportamiento.

Tiempo de ruina estimado

P o - _f"'f
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F
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Figura 3.18: Estimacion de la esperanza del tiempo de ruina en cada estado para dife-
rentes valores de wu.

La dominancia que observamos en los tiempos de ruina de un estado contra otro en el
caso de dos estados parece permanecer en casos de tres estados. En nuestro ejemplo, los
tiempos de ruina cuando se arruina en el estado 3 son mayores a los tiempos en el estado
1, y a su vez mayor a los tiempos de ruina en el estado 2 para los primeros valores de u.
Esto puede explicarse, segin las observaciones con otros pardametros, por el producto de
parametros Ay para cada estado: mientras mayor sea la esperanza de caida por reclama-
ciones por unidad de tiempo (Au), al menos para valores pequenos de u, implica menor
tiempo necesario para arruinarse. Esto es consistente con el ejemplo de dos estados antes

visto.

Sin embargo el anélisis completo debe incluir las diferencias en los pardmetros del proceso
modulador y la distribucién estacionaria, por ello queda fuera de los margenes de este
trabajo. Sin embargo, hemos mostrado los alcances de las simulaciones para resolver
algunos problemas referentes a la ruina del proceso. Es muy facil a partir de aqui dar
resultados no analiticos de como afecta cada parametro a la probabilidad de ruina, la

probabilidad de ruina por estado y al tiempo de ruina, manteniendo el resto constantes.



Capitulo 4

Inferencia

El propdsito del ultimo capitulo de este trabajo es proponer un método de inferencia
para el proceso de reserva modulado en el caso de dos estados y montos de reclamacién
exponenciales. Primero expondremos el uso del algoritmo EM estocéastico propuesto por
Nielsen [14] para estimar la matriz de intensidades de un proceso de saltos de Markov
dadas observaciones discretas de una trayectoria. Aunque también implementaremos el
algoritmo para inferencia dada una observacién continua, nos interesa el caso en el que no
conocemos totalmente el proceso modulador. Este puede ser el caso en el que no contamos
con informacién de diferente volatilidad del proceso de difusién en cada estado o en el

que la tasa de primas es siempre la misma.

Después, bajo el supuesto de no tener informacién de la difusién o de cambios en el
ingreso por primas, intentaremos inferir los pardmetros del proceso modulador (q1 y ¢2)
sélo con la observacion de las reclamaciones. Explicaremos los alcances y las limitaciones
de una regla para clasificar las reclamaciones en dos conjuntos: los que asignaremos como

provenientes del estado 1 y los provenientes del estado 2.

Finalmente, construiremos estadisticos que convergen a funciones de los parametros del
proceso y, suponiendo conocidas las intensidades de los estados moduladores, explicaremos
cémo seleccionar los mejores estimadores para las intensidades del proceso de reclamacio-
nes (A1 y A2) y las medias de los montos de reclamacién (u; y o). Nuevamente trabajamos
con el lenguaje de programacién Julia para implementar todos los algoritmos y realizar

las pruebas en algunos ejemplos.

77
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4.1. Algoritmo EM estocastico para procesos de saltos de

Markov

Basado en el algoritmo EM usual, en [14] encontramos los resultados asintéticos para
el algoritmo EM estocdstico que nos servird para encontrar los estimadores maximo ve-
rosimiles de un proceso de saltos de Markov observado de manera discreta. A continuacién

explicamos cémo aplicamos dicho algoritmo.

Sea J = J; ¢ ¢ el proceso del que se obtuvieron las observaciones Ji,, Jiy, ..., Jiy

con los tiempos t; < to < ... < ty conocidos. Supongamos ademads que el espacio de
estados £ = 1,2,...,d se conforma exactamente de todos los estados observados. Y
sea QQ = (¢ij)i,; £ la matriz de intensidades del proceso J sobre la cual queremos hacer

inferencia.

A partir de una matriz de intensidades ()9 de dimensiones d d generamos una sucesion

(Qn)n N de la siguiente manera:

Paso E (Estocastico) Dada la matriz de intensidades Qn, simulamos una trayectoria
del proceso de saltos que complete las observaciones J;, Ji,,...,Jiy a través de

puentes de Markov entre cada par de observaciones contiguas.

Paso M Dada la simulacion del proceso continuo, calculamos la matriz de los estimadores

méximo verosimiles para las intensidades ¢;;. Esta matriz serd Qp41.

Nielsen |14] demuestra que usando este algoritmo, los valores en (Qn)n N convergen en
distribucién a variables aleatorias que asintéticamente se comportan como normales con
media en los parametros reales. Por lo tanto, podremos encontrar estimadores para la
matriz desconocida () tomando la media de las matrices (Qn)ff: yoonl0< M<K

suficientemente grandes.

Antes de poder aplicar el algoritmo EM a las observaciones discretas de una trayectoria,
necesitamos saber tres cosas: como dar una primera estimacion de la matriz de intensida-
des, QO, de una observacién discreta; cémo completar la trayectoria continua desde una
observacién discreta y una matriz Qn dada; y como estimar la matriz maximo verosimil,

@n+1, desde una observacién continua.

PASO 0. Primera estimacion de la matriz

Daremos una idea intuitiva de como obtener una estimaciéon de la matriz de intensidades

a partir de una observacién discreta.
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Primero supondremos que al observar el proceso en un estado ¢, permanece ahi hasta la
siguiente observacién que puede ser en el mismo estado o en otro. Asi podemos medir
el tiempo T[i] que estd en cada estado. También podemos contar las veces que estuvo
en cada estado V[i], contando como una sola siempre que veamos el mismo estado en

observaciones contiguas.

Recordemos que dentro de las matrices de intensidades, los elementos de la diagonal
qi; = q; estan dados por los parametros de la distribucion exponencial que siguen los
tiempos de estancia en cada estado. Es decir, los tiempos tiempos de estancia siguen una
distribucién exp(g;), por lo que dicho pardmetro puede ser estimado como el inverso del

tiempo medio permanecido en cada estado: V[i]/T[i].

Luego, si ademads contamos las veces que hubo saltos de un estado ¢ a un estado j = i,
Pli, j], y dividimos por el niimero de veces que estuvimos en ¢, tendremos una estimacién
de la probabilidad de salto al estado j dado que estdbamos en el estado i: P[i, j|/V[i].
Por 1ltimo, recordemos de la Definicién de matriz de intensidades que el resto de los
pardmetros g;; son el producto de g; por la probabilidad de salto del estado ¢ al j. Con

ello tendremos la totalidad de la matriz estimada.
La idea anterior estd plasmada en el algoritmo de la Seccién el cual veremos que es
similar al algoritmo para estimar dada una observacién continua por méaxima verosimilitud

presentada méas adelante.

PASO E. Completar la trayectoria continua con puentes de Markov

Supongamos que tenemos una matriz de intensidades Q de la que presumimos viene la
distribucién de J y queremos completar una trayectoria del proceso que pasa por las
observaciones Ji, Ji,, ..., iy - Lo que haremos es tomar los pardmetros dados por Q
y crear una pequena trayectoria que comience en una de las observaciones y termine en
la siguiente. La concatenacion de estas pequenas trayectorias dard como resultado una
trayectoria continua con la distribucién dada por Q y condicionada a las observaciones

discretas dadas.

Definicion 4.1. Para un proceso de saltos de Markov Jy ¢ ¢, se define como puente
de Markov con pardmetros (a,b,T) a un proceso estocdstico definido para t [0,

determinado por la distribucion de J; :0 t T 1y condicionado a Jy =a y Jp =b.

A continuacién, basado en [3], se explica el algoritmo de la biseccién para simular puen-
tes de Markov dados sus pardmetros (a,b,T) y la matriz de intensidades Q= (Gab)ap E

que suponemos define al proceso J; ¢ .
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Primero se bisecciona el intervalo [0, 7] y se decide el estado en el que estd Jy /o y cudntos
saltos hay en cada intervalo [0,7/2] y [T'/2,T]. Esto se realiza iterativamente hasta tener

intervalos en alguno de los siguientes dos casos:

1. Si Jo = Jr = a y no hay saltos. En cuyo caso J; = a, para0 ¢t T.

2. SiJy=ay Jr =>b=ay hay un unico salto. En cuyo caso sélo faltaria conocer a

7 (0,7] tal que J; =a, para0 t<ty Jy=b,parat t T.

Sea Py(T) =P(Jr = b Jy = a). Calculemos la probabilidad de cambiar a otro estado con

exactamente un salto.

Lema 4.2. Sean a y b estados distintos del proceso de saltos de Markov, y un intervalo
de longitud T con Jy = a. La probabilidad de que Jr = b y que haya ocurrido un dnico

salto en el intervalo es

e 2T =T
Rab(T) = dab ® ;a
Te 9 qa = qb-

da = b

La densidad del tiempo de estadia es

qab€ T ( t
HT) =2 ¢ (@ @)t o ¢ T
f(lb( ) Rab(T) e

Y ademds la probabilidad de que Jp = b con al menos dos saltos en el intervalo es
Pu(T) Ru(T).
La demostracién puede encontrarse también en [3], la misma referencia en la que nos
basamos.
Notemos que la distribucién del tiempo de salto estd dada segtiin uno de los siguientes
casos:

» Si go = b, €l cambio de estado se distribuye uniforme en [0, 7.

= Si gy < qp, €l cambio de estado 7T se distribuye de forma exponencial truncada a
[0,T].

= Si g, > qp, por simetria fq;(t) es la densidad de la variable T 7 con 7 distribuida

de manera exponencial de pardmetro g, ¢, truncada a [0, 7.

Caso de estados extremos iguales
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Llamemos N(T') al nimero de saltos en el intervalo [0, T]. Supongamos que Jy = Jr = a,

podemos escribir

Paa(T) = Pao(T/2)Paa(T/2) +  Pac(T/2)Poa(T/2),

c=a

donde

Paa(T/Q) = IFD(JT/Q =a J() = G,)
= ]P)(JT/QZCL,N(T/2):OJOZCL)+P(JT/QZG,N(T/2) 2J0:a)
= ¢ W24 Pu(T/2) e T2,

y también que
PaelT/2) = Rae(T/2) + PaclT/2) Rae(T/2) .

T/2

Si definimos e, = e 9"/% rop = Rop(T/2) v pap = Paup(T/2), tenemos los casos con sus

respectivas probabilidades de ocurrencia en el Cuadro

Cuadro 4.1: Probabilidades de cada escenario posible en el caso de estados extremos
iguales.

Caso Saltos en (0,7/2) Saltos en (7'/2,T) Probabilidad Notacién
1 0 0 €q€q ay
2 0 2 €a (paa ea) (0%)
3 2 0 (Paa  €a)€a ag
4 2 2 (paa €a> (paa ea) Oy
5 1 1 TacTca Qa5.c
6 1 2 7ﬁac(pca Tca) Qg,c
7 2 1 (pac Tac>7ﬂca ar.c
8 2 2 (pac Tac) (pca Tca) asg.c

Asi, para cada pareja de observaciones contiguas, si J;, = Jy,,,, elegiremos uno de estos
casos proporcionalmente a los a-valores del Cuadro cona=J, yT =tis1 .
Después, en cada intervalo se generara el tiempo de salto y el estado al que se salta o se

volverda a bisectar de acuerdo al caso elegido.
Caso de estados extremos distintos

Ahora supongamos que Jy = a y que Jpr = b = a, entonces tenemos la probabilidad de
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transicién

Pab(T) = P, (T/Q)Pab(T/2) -+ Pab(T/Q)Pbb(T/2) + Pac(T/Q)Pcb(T/Q).

c=a,b

Con lo que también podemos construir los casos posibles y sus probabilidades de ocurren-

cia, las cuales se muestran en el Cuadro

Cuadro 4.2: Probabilidades de cada escenario posible en el caso de estados extremos
iguales.

Caso Saltos en (0,7/2) Saltos en (T'/2,T) Probabilidad Notacién

1 0 1 €aTab 51
2 0 2 €a (pab 6ab) B2
3 2 1 (Paa ea)ra B3
4 2 2 (paa ea) (pab Tab) 54
) 1 0 Tab€h Bs
6 2 Tab(Pob  €b) Be
7 2 0 (Pab  Tab)€b B
8 2 2 (Pab Tab)(Pob_ €p) Bs
9 1 TacTch /89,6
10 1 2 Tac (pcb ch) ﬁlO,c
11 2 1 (pac Tac)rcb 611,0
12 2 2 (pac Tac) (pcb ch) 512,0

Asi, para cada pareja de observaciones contiguas, si J;, = J; elegiremos uno de estos

i+10
casos proporcionalmente a los S-valores del Cuadro {2 con a = J;;, b = Jy,,, vy T =
tir1  t;. Después, en cada intervalo se generara el tiempo de salto y el estado al que se

salta o se volverd a bisectar de acuerdo al caso elegido.

Sabemos que la probabilidad de que haya mas de un salto en un pequeno intervalo de-
crece exponencialmente a medida de que el intervalo decrece. Por lo tanto, aplicando este
algoritmo a cada pareja de observaciones contiguas siempre llegaremos a uno de los dos

casos finales, y con ello a una observacién continua en todo el periodo [¢1,ty].

El algoritmo para simular puentes de Markov por el método de biseccién y completar
trayectorias observadas discretamente se encuentra en dos partes, en las Secciones y
Ademas, vamos a necesitar eliminar algunos puntos de la trayectoria final obtenida

pues pueden repetir el estado de la observacion anterior, esto lo hacemos con el algoritmo

en la Seccién
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PASO M. Estimadores por maxima verosimilitud de un proceso de saltos
de Markov

La segunda parte del algoritmo se trata de calcular los estimadores méaximo verosimiles
de los parametros de un proceso de saltos de Markov a partir de la observacion continua

de una trayectoria.

Consideremos el proceso de saltos de Markov finito e irreducible J = J; ; ¢ con espacio

de estados £ = 1,2,...,d y matriz de intensidades Q = (¢ij)i,; E-

Proposicién 4.3. Supongamos que J ha sido observado de manera continua en [0, 7] y
conocemos N;j(T), el nimero de veces que el proceso salta del estado i al estado j en el
intervalo de tiempo [0, 7], y R;(7), el tiempo de permanencia del proceso en el estado i en

el intervalo de tiempo [0, 7], es decir,

Si Ri(1) > 0 para todo i  E, entonces el estimador mdximo verosimil del generador

infinitesimal estd dado por:

. Nij(T) .
- (T) = —, =1
qZ]( ) RZ(T) J
Demostracion. Supongamos que el proceso salté un total den N veces, y sean s1, S2, ..., Sy

los tiempos de salto y jo, j1, j2, - - - , jn los estados en los que estuvo. El Cuadro [4.3| muestra

la lista de tiempo y estados como la observamos.

Cuadro 4.3: Lista con los tiempos y estados de salto observados.

Tiempo | Estado
0 Jo
s1 J
82 J2
Sn ]n

Recordemos que los tiempos entre saltos son variables aleatorias exponenciales y la den-

sidad de que haya un salto después de estar un tiempo s,, s, 1 en el estado j,, 1 es

qjmfl (Sm Sm*l)

Qjm_1€ , mientras que la probabilidad de que este salto haya sido al estado



84 CAPITULO4 INFERENCIA

Jm €8 Qjn_1jm/Uim_-; 1a probabilidad de que el proceso se haya quedado en el dltimo estado

jn hasta un tiempo maés alld de 7 es e %»(" $»)_ Entonces la funcién de verosimilitud es

L:(Q) = gj,e 5051 Loj1 e Qe 4,1 (5n sn—1) Ln—1jn ¢ Gn(T sn)
Tio 1

Los factores g;,, se cancelan y notemos que habrd tantos factores g;; como saltos del estado
i al estado j, es decir, N;;(7). Ademas, las exponenciales con ¢; multiplicadas resultan

e %Hi(7) pues los exponentes suman el tiempo total de estancia en el estado #; recordemos

que ¢; = ;_; Gij, por lo tanto e afi(7) — =i € @5 Ri(T)
Entonces
Li@=  g)!De whe)
i Ej=i
y
InL.(Q) = Nij(T)Ingi;  qijRi(T).
i E j=1

Derivando e igualando a 0:

0ln L, (Q) 1
— K = Nz T)— Rl 7)=20
D4 i )Qij (1)
- Nij(T)
Y Ri(r)
9%1n L. (Q)

De notar que la segunda derivada es = Nij(T)qi2 < 0, se concluye que ese

0g;; ij
valor de g;; es el que maximiza la verosimilitud y por tanto es el estimador maximo

verosimil. O

Dada la trayectoria continua de J en un intervalo de tiempo, es facil calcular las veces que
salté de un estado a otro y el tiempo de permanencia en cada uno. La manera de hacer
lo anterior, junto con los calculos necesarios para estimar por maxima verosimilitud, se

encuentran en la Seccién

Finalmente, el algoritmo EM estocdstico para estimar los parametros de un proceso de

saltos de Markov observado discretamente se encuentra en la Seccién
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Ejemplo 4

Daremos un ejemplo para resaltar las consideraciones que debemos hacer a la hora de
estimar. En este caso usaremos tres estados: simularemos trayectorias de J de la misma
forma en que lo hicimos en el capitulo anterior con matriz de intensidad dada y un
tiempo de simulacién también dado, rescataremos observaciones discretas de la trayectoria
(en este caso con intervalos de tiempo constantes entra cada observacién), y con ellas

aplicaremos el algoritmo descrito.

Los pardmetros que usamos son los siguientes

14 07 0.7

Q= 06 08 02 |,
0 05 05
_ 111
0= 30303

Comparamos los resultados obtenidos para diferentes tiempos de simulaciéon 7', es decir,
el tamano de informacién que tenemos acerca de como es el proceso de saltos. Para cada
trayectoria aplicamos la estimacién a observaciones con distancia 0.5 entre ellas. Ademaés
aplicamos el algoritmo de tres maneras distintas: con diferente cantidad de iteraciones y
promediando las matrices entre las iteraciones M =1y K =2, M =5y K =10, y
M =10y K = 20.

Para cada matriz obtenida como resultado del promedio, comparamos sus entradas con
las de la matriz original y calculamos un error sumando los cuadrados de sus diferen-

cias. La grafica de la Figura 4.1 muestra los errores para cada estimaciéon con tiempos
T = 250, 300, 350, . .., 2000.
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Error de la estimacidn respecto al valor real

LY h | { Iteraciones
Joad A | { | - Ml K]

| [ W5 E=10
- Ml a2

Error 02

1 | II IFAY \ / \ & 1 N
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1 L

Figura 4.1: Error de la estimacion para diferentes valores de T y cantidades de iteracio-
nes.

No sélo encontramos mejores aproximaciones a medida que aumentamos la cantidad de
informacién del proceso, notemos que los algoritmos que realizaban mas iteraciones llegan
a mejores resultados. Mientras que la primera y la segunda iteracién tienen errores de méas
del 0.1, las iteraciones a partir de la quinta muestran errores mas chicos y similares, aun
siendo de la quinta a la décima o de la décima a la vigésima. Esto se observé en otros
casos y sugiere que para un nimero de iteraciones mayores o iguales al orden de 10, ya no
mejora significativamente la aproximacion y en tal caso ya es buena para esta combinacién

de parametros.

Realizando el algoritmo a las observaciones de una trayectoria de tamano 7" = 5000 con
K = 30 iteraciones, en donde promediamos desde M = 10, obtenemos la siguiente matriz

estimada:

—1.37143  0.694002  0.677429
0.573151 —0.780438  0.207287
0.0291249  0.490181 —0.519306

O
Il
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4.2. Observacion discreta del proceso modulador a partir

del proceso de reclamaciones

Supongamos que nuestro proceso de saltos de Markov J; es de dos estados, un estado
1 econémicamente adverso y un estado 2 econémicamente favorable. Recibimos reclama-
ciones por las cuales se debe pagar un monto con distribuciéon exponencial con media p;
si estamos en el estado 1 y con distribuciéon exponencial con media us si estamos en el
estado 2, con py > pe. Las reclamaciones llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de

intensidad A; si estamos en el estado 1 y A si estamos en el estado 2, con A\; > Ao.

Recordemos que la intencién de hacer la estimacion dada una observacién discreta se
debe a que no contamos con informacién continua del estado de la economia en el que
nos encontramos. Esto puede deberse a que no observamos diferencias en el proceso de

difusién ni en el ingreso de primas entre estados.

Lo que siempre deberiamos ser capaces de observar son los tiempos de reclamaciones y
los montos por éstas. Segregaremos algunos de ellos de la siguiente manera: los que hayan
sido en un tiempo chico (< a1) después de la dltima reclamacién y con un monto grande
(> b1), los consideraremos pertenecientes al estado 1 de la economia; los que hayan sido en
un tiempo grande (> ag) después de la tltima reclamacién y con un monto chico (< by),
los consideraremos pertenecientes al estado 2. La idea detrds es que bajo el escenario
adverso, las reclamaciones llegan con menos tiempo entre cada una de ellas y con montos

mas grandes, y viceversa.

En esta parte expondremos bajo qué condiciones respecto a 1, p2, A1, Ao existe una elec-
cién de ay, b1, ag, bo para tener un buen método de clasificacién de arribos, y asi decir que

tenemos una buena observacion discreta del proceso modulador.

Supongamos que durante el lapso [0, 7] el proceso J; ¢ o estuvo K; veces en el estado

1=1,2. Sea Ti(k) el tiempo que el proceso J estuvo por k-ésima vez en el estado i y sea
ok
T = fél Ti( )
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Ji
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Figura 4.2: Tiempos de estancia en cada estado de un proceso de saltos de Markov.
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Figura 4.3: Reclamaciones en la k-ésima estancia en el estado 1.

k ’ . ;. . .
Sea Ni( ) el nimero de reclamaciones en la k-ésima estancia en el estado 7. Sabemos que

Ni(k) Poisson )\Z-Ti(k) , por lo tanto, si definimos N; = ,f;l Ni(k) como el niimero de

reclamaciones en toda la estancia en el estado i, entonces N;  Poisson f:zl /\iTi( ) ,
es decir
N;  Poisson(\T5).

Si generamos un proceso de Poisson P;(t) de intensidad A; para tiempo ¢ [0, T;], entonces

N; = P;(T;) modela el niimero de reclamaciones en el estado i.

1 2 3 Ni 1 Nj
T;

Figura 4.4: Reclamaciones en toda la estancia en el estado i.

Luego, definamos los tiempos de arribo ;S, = inf ¢ 0 : Pj(t) n para todo n =
0,...,N;, y los tiempos interarribos como ;Y,, = ;S iSn 1 paran =1,...,N;. Por

dltimo, sean ;X,,  exp(y, 1) paran=1,...,N;,i=1,2y N = Ny + Ns.

El conjunto
No
n=1

(Yn7 Xn) 7]:[: =
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es un modelo de parejas de tiempo interarribo - monto de reclamacion observados. Diremos

que una pareja

N;
n=1’

(YnaXn) Gz si (Yran) (zYna zXn)
es decir, si fue generado en el estado i y por tanto

Y, exp(\;) y Xy exp(y, 1).

Las desventajas de este modelo radican en dos aspectos:

= Dados T7 y T3, los tiempos Y,, no son del todo independientes pues su suma siempre
es menor o igual a 17 + T5. Con pardametros A\ y Ay constantes, al tender T’

este problema deberia volverse despreciable.

= Los tiempos interarribos que abarcan mas de un solo estado no son considerados.
Apelando a que el niimero de reclamaciones dentro de una sola estancia en un estado
modulador es suficientemente grande, la proporcién de estos interarribos hibridos

es pequena.

Los montos de reclamaciéon X, son un buen modelo pues son independientes entre ellos

y de las variables Y,, y ;.

El mecanismo de segregacién que proponemos toma esta forma en los términos definidos:
si Yo<ar & X,>b (Yo, Xn) A,

si Y, >as & X <bo (Y, Xn) B,

donde A y B seran los conjuntos de vectores que consideramos que vienen de la distribu-

cién G1 y Go, respectivamente.

Nuestro primer objetivo es calcular la probabilidad de equivocarnos, es decir, la proba-
bilidad de que un vector se distribuya de manera distinta a la que fue clasificado. Esta
sera una medida de qué tan mala es nuestra segregacién, qué parte de los tomados como

provenientes del estado 1 son realmente del 2:

P (Yo, Xn) G2 (Y, X, A.
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Definamos

pa1 =P (Yo, Xn) A Xn) G =(1 e M) M)

Paz=P (Yo, Xp) A(Vp X)) Gy =(1 e M) 2 h),

Lema 4.4. Dados los tiempos totales de estancia en cada estado, T1 y Ts, la probabilidad
de tomar al azar una reclamacion perteneciente al estado 2 dado que el tiempo interarribo

es menor a a1 y el monto de la reclamacion es mayor a by es

B pa222T2
paiMTi + paoreTy’

P (Yna Xn) G2 (Ym Xn) A (4'5)

Demostracion. Por el teorema de Bayes,

P (Yo, Xn) AYn X, G2P (V,, X, G
P (Yo, Xn) G2

. paol (Yo, Xn) G

_PA 1P (Yo, Xn) G +pasP (Yo, Xn) G '

P (Yo, Xn) G2 (Yan, X, A =

Por otro lado, podemos calcular P (Y;,, X;,) G2 como

N

P (Y, X,) G2 =E Wl
Ny

—EE LN
N

E N1 N
N

Recordemos que E N; N es una variable aleatoria en funciéon de N y podemos calcularla

en términos del valor que toma N como

P(NQ = n,N = m)
P(N =m)

E NNy N=m = nP No=nN=m =
n=0 n=0
Notemos que P(Ny = n, N = m) = 0 cuando n > m, y P(Ny = n,N = m) = P(N, =
n,Ny =m n)cuando 0 <n m. Usando que N;  Poisson(A;71), No  Poisson(A27%)
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y N Poisson(A; 71 + \2T3), tenemos que

1 m
E Ny N= = P(No =n. Ny =
1 m P(N:m)n:()n (N2 =n,Ny =m n)
1 m
= — P(Ny = n)P(Ny =
PN =my T =mE=m )
_ 1 m ne )\2T2(>\2T2)TL e AlTl()\lTl)m n
P(N =m) o n! (m n)!
m' m (& AQTZ()\QTQ)” e )\1T1()\1T1)m n
= n
e MTv T (\T) + NTh)™ o n! (m n)!
N m)\QTQ m (m 1)' ()\QTQ)n 1 (/\1T1)m n
N M1+ AT S n'(m 77,)' ()\1T1 + )\QTQ)" 1 (/\1T1 + /\QTg)m n
oomah " om 1 N oo ! AT mon
T+ ATy weo 1 M1+ AT M1+ AT
ATy

=M—.
AT+ AT

Por lo tanto, E Ny N = N+-222__ de donde

MT1FATy
P (Y,,X,) G =E NM%TAZTQ :Ale\iTQAsz‘
Andlogamente,
P (Yo, Xn) Gi z)\le\fi\QTQ-
Finalmente,

Pa QP (Ym Xn) GQ

B ba lP (YnaXn) Gl +pA QP (YnaXn) GQ
Ao T:
PA2 X 0TS
M T pOVE
Pa /\1T11+>{2T2 +pa 2>\1T12+§2T2
pA2ATs

C paMTL +paodeTy’

P (Y,, X, G2(Yn, X, A

O

Podemos obtener un resultado mas fuerte recordando de la Proposicién [1.33]que la propor-
cién de tiempo en cada estado en el largo plazo esta dado por la distribucion estacionaria

y depende de las intensidades q; y g2. Mds precisamente, si T es el tiempo total en el que
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consideramos nuestro proceso, entonces

ﬁpm: g2 . rp @
T Q1+ @ T @+ g

cuando T

Lema 4.6. Para el modelo de parejas de tiempo interarribo - monto de reclamacion

observados (Y, Xn) N

n=1’

p DA 22241
PA1AG2 +Pa2X2q

P (anXn) G2 (YnaXn) A (47)

cuando T

Demostracion. Basta dividir el numerador y el denominador en la ecuacién (4.5) por T'
para obtener los términos % y %, tender T’ y multiplicar numerador y denominador

por qi + ga. O

Para explicar como se comporta este término de error notemos que

DA 2A2q1 DA 2A2q1
< )
PAIAIG2 T PA2 21 PA1AG2

y separemos el lado derecho en dos factores:

PA2 Ao
pa1 MG
Una parte del tamano de este cociente se debe a la relaciéon %Z;v y en tanto tengamos

valores de Ao suficientemente méds chicos a A el error serda pequeno.

La otra parte del error se debe a la fraccién

paz (1 e M9)(e “2_1171)

Pa1 (1 e Mar)(e w1ty

que si bien también depende de que A1 y (1 sean més grandes que As y ua, respectivamente,

también la eleccién de a1 y b; juega un papel muy importante.

Nos interesa una a; y un by tales que la probabilidad de que una pareja generada en
el estado 2 tenga muy poca probabilidad de entrar en el conjunto A comparada con la
probabilidad que tiene una pareja generada en el estado 1. Es decir, un a; “chico” con

el que los tiempos entre reclamaciones del estado 2 no entren pero los del estado 1 si; y
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un by “grande” con el que los montos de reclamacion del estado 2 no entren pero los del

estado 1 si.

Recordemos la idea intuitiva de que en el estado 2, el favorable econémicamente, las
reclamaciones tardan mas en llegar y tienen montos mas pequenos. Por un lado, la eleccién
de a1 y b1 debe dejar fuera del conjunto A a las parejas generadas en el estado 2. Por otro
lado, esta eleccién no puede ser tan restrictiva que no nos permita clasificar suficientes

parejas del estado 1 en A.

Recomendamos una eleccién basada en los cuantiles de la distribucién de interarribos y
montos observada. Elegir un a; como un cuantil chico de la distribucion de tiempos entre

arribos y b1 como un cuantil grande de la distribucién de montos de reclamacién.

El mismo andlisis se puede realizar para obtener el error de tener parejas que hayan sido

generadas en el estado 1 cuando fueron clasificadas en B. Definiendo

pE1=P (Y, X,) B (Y, X)) Gi =(e M2)(1 e ™)

Ppa=PF (Yo Xa) B(YnXa) Gz =(e )1 e ’2"),
tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.8. Para el modelo de parejas de tiempo interarribo - monto de reclamacion
observados (Yn, Xy) N

n=1’

PB1A1q2
DB 2A2q1 + Pp 1A1G2

P (Yan) Gl (Yan) B g (4'9)

cuando T

Asi que la eleccion de ay y by tiene una interpretacién similar: debe dejar fuera del con-
junto B a las parejas generadas en el estado 1 y no puede ser tan restrictiva que no nos

permita clasificar suficientes parejas del estado 2 en B.

Bajo estas consideraciones y el supuesto de que A1 y 1 son suficientemente més grandes
que A2 y o, podemos asignar el estado al que pertenece cada pareja segregada segin
nuestro criterio y tendremos una observacién discreta del proceso de saltos de Markov

con la que podemos hacer estimacion de sus parametros.
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Ejemplo 5

Realizaremos un ejemplo en el que simularemos un proceso de reserva como lo hicimos en

el Capitulo 3, con pardmetros que cumplan Ay >> Ao y p1 >> o.

o0 14 14
B 08 08
11
™ = 25 2 )

A =120, A =10,
g1 =0.02,  pe = 0.001,

T = 2000.

Simulado el proceso de reserva, recuperamos los tiempos interarribo entre reclamaciones

y los montos de reclamacién con el algoritmo en la Seccién [C.7]

Utilizaremos a; y as como los cuantiles al 0.2 y 0.8, respectivamente, de los tiempos entre
arribos de reclamacién; y by y bo como los cuantiles al 0.7 y 0.2, respectivamente, de los
valores de los montos de reclamacién. La segregacién la hacemos con el algoritmo en la
Seccién

Notemos que en este trabajo no damos una manera éptima de elegir estos valores; para el
ejemplo calculamos los errores (4.7)) y (4.9) con las funciones implementadas computacio-
nalmente en la Seccién [C.9} tomamos los que nos daban errores suficientemente pequenos

sin perder muchas observaciones.

Asignados los estados a los que presumimos que pertenece cada tiempo de arribo de recla-
macion, estimamos los parametros del proceso modulador con el algoritmo EM estocastico

y obtuvimos el siguiente resultado:

0= 1.53005 1.53005
0.953729  0.953729

Por otro lado, si usamos el algoritmo EM estocdstico con las todas observaciones de

reclamacion asignandoles su estado original, es decir, una observacién real del proceso

modulador (con distancias aleatorias entre los puntos observados), obtenemos la siguiente

estimacién:
1.4104 1.4104

©= 0.780673  0.780673
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Lo anterior nos dice que el algoritmo EM estocdstico continiia dando buenas aproxima-
ciones sin importar la posiciéon de los puntos observados, sin embargo ya no es tan buena
cuando tenemos un minimo de observaciones “falsas” que no corresponden con el estado

modulador real en ese momento.

4.3. Estimacion de los parametros del proceso de reclama-

ciones

Invoquemos el modelo de parejas tiempos interarribo - montos de reclamacion usado
en la parte anterior. Notemos que aun cuando las parejas (Yn,Xn)g:1 son de variables
aleatorias exponenciales, no podemos hacer inferencia usual sobre los parametros de su
distribucién. Por ejemplo, aunque todas las observaciones X, sean de una distribucién
con media p; o de una con media us, el promedio de ellas no serd ninguno de esos dos
parametros ni un promedio de ellos, pues no hay la misma proporcién de cada distribucién.
Esa proporcién depende también de A1 y Ao, las intensidades de los procesos Poisson que

tampoco conocemeos.

Para estimar el resto de los parametros: A1, Ao, 1 y po, comencemos por reconocer a
qué convergen el promedio de los interarribos y el promedio de los montos de reclamacion

observados. Sean
_ 1 _ 1
N Y N

n=1 n=1
Lema 4.10. Los estadisticos Y y X tienden a ser estimadores insesgados de funciones

de los pardmetros A1, A2, 1 y po. Mds precisamente:

= p  @1tq p M1A1qQ2 + p2A2q1

EY _— E X
A1q2 + Aeqa Y A1q2 + Aeqa
cuando T
Demostracion. Calculemos primero
N
EY =E N Y,
n=1
N
=E E N Y, N1, Ny
n=1
N
=K N E Y, Ny, Ny
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Notemos que

E YTL N17N2 :]E Yn N17N27 (anXn) Gl IP (YTMXTL) Gl N17N2
+E YTL N17N27(YH7XTL) G2 P (YnaXn) G2 N17N2 .

Por un lado, P (Y,,X,,) G; N1,Ny = NI%ZM, y por otro, si (Y, X,) G, entonces
Y, exp(\;)y por tanto E Y, N1, No, (Y, X)) G; = /\%

Por lo tanto

Ny 1 Ny
EY, Ny Ny = — v 1M
P TN NI+ Ny A N+ N,
y
N
N T R
N A NMi+No d N+ Ny
gL M 1 N
A N+ Ny A2 Ni+ No
1 N 1 Y
_1lg 1 L 1lg 2
M N1+ Ny A2 Ni+No
i PYVA +i AoTh
A MTi Ty A T+ AT
B T+ 1T,
AT+ ATy

Luego, diviendo arriba y abajo por Ty tendiendo T'

Ey ? q1+ g2
A1q2 + Aeqa

Realizando los calculos angalogos para X:

LN
E X =E ¥ E X, Ni,Ny
n=1
N Ny
E X, Ni,No = b oy 2
n 4V1,1V2 H1 N+ N, H2 N+ NV,
E X _ ATy A+ p2AeTh
M+ XTy
Ex P H1A1G2 + p2A2q cuando T

A1g2 + Xaqi
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Si suponemos ¢ y g2 conocidos y un buen estimador Y, notemos que la pareja de pardme-

tros (A1, A2) debe cumplir la siguiente relacién lineal

+
@M+ qihe = 2 7 . (4.11)

Suponiendo conocidos A1, A2, ¢1 ¥ g2 y un buen estimador X, los pardmetros (u1, o)

deben cumplir la relacién lineal

@M1+ G hope = (Mg2 + Aeq1) X. (4.12)

Al conocer o haber estimado g1 y ¢2, se propone tomar del conjunto

(A, A2)  RZ: (A, \p) satisface (4.11)

la pareja (A1, A2) tal que al simular Pi(t) y P»(t) procesos de Poisson de intensidades
A1 ¥ A2, la mezcla de sus interarribos tenga la distribucion mas parecida a la de los
reales interarribos observados. La simulacién de P;(t) y P»(t) se realiza por un tiempo

_ @ _ @ :
T = q71+(12T y Ty = prE T, respectivamente, con T dada.

Dados M\ y 5\2, elegimos del conjunto

(p1,p2) R :(u, po) satisface (£.12)

la pareja (fi1, 12) tal que al simular ; X,, exp(fi; *) paran =1,...,N;  Possion(\;T}),
1 = 1,2 y mezclarlos, su distribucion se parezca més a la de los reales montos de reclama-

cién observados.

Ejemplo 6

Supongamos tener la observacién de un proceso de reserva sin difusién con pardmetros

14 14 8 14
Q = , T = a9’ oo
08 0.8 22722

;A1 = 120, Ao = 10, up = 0.02, uo = 0.001,
durante un tiempo T = 500 y que conocemos lo valores de g1 = 1.4 y g2 = 0.8.

Simulamos el proceso como en el Capitulo 3 y calculamos la media Y de los interarribos

y la media X de los montos de reclamacién:

Y 0.0206709, X 0.017531.
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Notemos que estos estadisticos deben estimar los valores de

A A
gq+tq 0.02 H1A1G2 + aA2q1

—_— = = 0.0175818181....
A1q2 + Xoqa A1q2 + X1

Calculados los estadisticos y conociendo q1 y go, los pardmetros A1 y Ao deben satisfacer

la ecuacién (4.11):
0.8A\1 +1.4X9  106.42974.

Asi que tomamos algunas parejas (A1, A2) que cumplan con la ecuacion:
(50.0,47.4498), (100.0, 18.8784), (120.0,7.44981), vy (130.0,1.73553),

y simulamos interarribos con el algoritmo en la Seccién con un tiempo T = 5 para
comparar sus distribuciones con la distribucion de los interarribos reales del proceso de
reserva. Observemos los graficos Q-Q o de cuantil-cuantil para cada pareja en las Figuras
4.5, 4.6, 4.7y 4.8.

Grafico cuantil-cuantil

0.8
-

(i ¥
W
2
=
oX
=
A
g 0.4 B Cuantiles
t ™ B Recta y=x
m
A
= .
= .

0.2 »

'I. >
4
-
o e
0 ""ld’
EELL 3
0.0
0.00 0.05 0.10

Simulacién de interarribos

Figura 4.5: Comparacién de distribuciones simulando con (A1, A2) = (50.0,47.4498).
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0.8

0.6

0.4

Interarribos reales

0.2

0.0

Grafico cuantil-cuantil

B Cuantiles
B Recta y=x

0.1 0.2 0.3
Simulacidn de interarribos

Figura 4.6: Comparacién de distribuciones simulando con (A1, A2) = (100.0, 18.8784).

a8}

[

Interarribos reales
(=
ae

0.2

0.0

Grafico cuantil-cuantil

W Cuantiles
B Recta y=x

0.2 0.3 0.4

Simulacion de interarribos

Figura 4.7: Comparacién de distribuciones simulando con (A1, A2) = (120.0,7.44981).
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Grafico cuantil-cuantil

W Cuantiles
B Hecta y=x

Interarribos reales
o

gy

0o
0.0 0.5 1.0

Simulacidn de interarribos

Figura 4.8: Comparacién de distribuciones simulando con (A1, A2) = (130.0, 1.73553).

Notamos que no cualquier pareja que cumpla con la ecuacién (4.11)) es candidata a ser
la estimacién de los parametros reales, pues la simulacién bajo éstas no se distribuye
igual que los interarribos reales. En el caso de estas cuatro parejas, parece ser la tercera,

(120.0,7.44981), la que mejor se aproxima.

Podemos ser mas precisos y hacer una prueba de Kolmogérov-Smirnov para probar la
hipétesis nula de que las distribuciones, la de interarribos simulados y los reales, son la
misma. Realizamos la prueba con la funcién ApproximateTwoSampleKSTest del paquete
HypothesisTests. Probamos con simulaciones de interarribos con 7' = 500 usando va-
lores cercanos a (120.0,7.44981) que cumplan con la ecuacién ([4.11)). Los resultados son

presentados en el Cuadro 4.4.
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Cuadro 4.4: Resultados de la prueba Kolmogoérov-Smirnov para simulaciones con dife-
rentes valores de ()\1, Ay .

Supremo de las
()\1, Ao diferencias de las funciones p-valor
de distribucion empiricas

(113.0, 11.450) 0.02700 4.3 1078
(114.0, 10.878) 0.02075 59 107°

(115.0, 10.307) 0.01569 0.00524
(116.0, 9.736)* 0.01143 0.08497**
(117.0, 9.164)* 0.00968 0.20515%*

(118.0, 8.593) 0.01913 0.00028
(119.0, 8.021) 0.02214 1.5 107°
(120.0, 7.450) 0.03221 22 1071
(121.0, 6.87838) 0.03452 59 10713

** p-valores que no rechazan la hipdtesis nula al 95 %.
* Parejas con las que no se rechaza la hipétesis nula al 95 %.

Tomemos como estimadores la pareja (117.0, 9.164), pues es la que arroja una menor dis-
tancia entre las distribuciones empiricas y no se rechaza la hipétesis nula con un p-valor
mayor (0.20525). Podemos ver una grafica cuantil-cuantil para comparar la distribucién
de una simulacién de interarribos con estos pardmetros (7' = 50) y la distribucién de los

interarribos reales. La Figura 4.9 muestra dicha gréfica.

Grafico cuantil-cuantil

B Recta y=x

Interarribos reales
]

0.0 0.5 1.0

Simulacion de interarribos

Figura 4.9: Comparacién de distribuciones simulando con (A1, A2) = (117.0,9.164).
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Ahora, con los estadisticos Y y X, los valores q = 1.4 y ¢o = 0.8 y las estimaciones
A = 117.0 y Ay = 9.164, los pardmetros ju1 y 2 deben satisfacer la ecuacién (4.12)):

93.6p1 + 12.8296p2  1.86585.

Asi que tomamos algunas parejas (1, 2) que cumplan con la ecuacién:
(0.01,0.0724764), (0.016,0.028703), (0.019,0.006816), y (0.0199,0.000250),

y simulamos montos de reclamacién con el algoritmo en la Seccion en un tiempo
T = 5 para comparar sus distribuciones con la distribucién de los montos reales del pro-
ceso de reserva. Observemos los graficos Q-Q o de cuantil-cuantil para cada pareja en las
Figuras 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13.

Grafico cuantil-cuantil
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Figura 4.10: Comparacién de distribuciones simulando con (1, p2) = (0.01,0.0724764).
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Figura 4.11: Comparacién de distribuciones simulando con (i1, p2) = (0.016,0.028703).
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Figura 4.12: Comparacién de distribuciones simulando con (ju1, u2) = (0.019,0.006816).
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Grafico cuantil-cuantil
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Figura 4.13: Comparacién de distribuciones simulando con (1, u2) = (0.0199, 0.000250).

En este caso observamos que son las ultimas dos parejas las que mejor simulan montos
de reclamacién parecidos a los reales. Aplicando la prueba Kolmogérov-Smirnov a algu-
nos valores en ese rango y que cumplan con la ecuacién (4.12) obtenemos los resultados

presentados en el Cuadro 4.5.

Cuadro 4.5: Resultados de la prueba Kolmogérov-Smirnov para simulaciones con dife-
rentes valores de (Ml; W -

Supremo de las
(ul, 2 diferencias de las funciones p-valor
de distribucién empiricas
(0.0195, 0.003169) 0.06034 1.0 10-%%
(0.0196, 0.002440) 0.05039 50 10727
(0.0197, 0.001710) 0.03386 1.8 1078
(0.0198, 0.000980)* 0.0109 0.11237**
(0.0199, 0.000250) 0.04960 3.2 1072

** p-valores que no rechazan la hipdtesis nula al 95 %.
* Parejas con las que no se rechaza la hipétesis nula al 95 %.

Elegimos la pareja (0.0198, 0.000980) como los mejores estimadores de p; y pg y observe-
mos un grafico cuantil-cuantil de la distribucién de montos reales contra una simulacion

con estos pardmetros (I' = 50). La Figura 4.14 muestra dicha grafica.
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Figura 4.14: Comparacién de distribuciones simulando con (1, 2) = (0.0198,0.000980).

Finalmente, concluimos que los estimadores bajo el método propuesto son (5\1,5\2) =
(117.0,9.164) y (11, fi2) = (0.0198,0.000980), que ciertamente se acercan bastante a los

parametros reales.






Conclusion

Es importante resaltar que el analisis realizado en este trabajo para encontrar una forma
cerrada de la probabilidad de ruina puede ser generalizado en el sentido de la distribucion
de los montos de reclamacién. Recordemos que en [10], Lu resuelve el sistema de ecuaciones
integro-diferenciales para el caso sin difusién y para reclamaciones con distribuciones
cuyas transformadas de Laplace son racionales. Ng y Yang [13], al exponer un sistema de
ecuaciones para la distribucién conjunta del superavit y el déficit antes y después de la
ruina para reclamaciones con distribucion tipo fase en el caso sin difusién, hablan de la

importancia de estas distribuciones pues son densas en el conjunto de distribuciones.

Hemos visto aqui la idea general de como llegar a la solucién con el método de la trans-
formada de Laplace, en donde las formas polinomiales juegan un papel muy importante
para realizar las manipulaciones algebréicas. Redujimos el problema a encontrar las raices
de polinomios y encontrar una forma en fracciones simples de las funciones @(s) Un si-
guiente paso puede ser agregar difusion a la solucién general de Lu para distribuciones
con transformadas irracionales, entre las que se encuentran las tipo fase, lo que permitiria
aproximar la solucién al problema de la ruina para cualquier distribucién de montos de

reclamacion en este modelo.

Por otro lado, la simulacién de procesos de reserva tiene aiin mucho potencial. Hicimos sélo
una pequena revision de algunos alcances, pero con base en este trabajo se puede hacer una
mayor exploracién, por ejemplo, en cuanto a la influencia de los parametros del modelo
sobre algunos aspectos de la ruina. Mas atn, no es dificil cambiar las distribuciones de las
variables del proceso, en particular de los montos de reclamacién, y obtener resultados en

otros casos y con un mayor niimero de estados moduladores.

La estimacion de los parametros del proceso todavia puede mejorar mucho. Recordemos
que lo que hicimos aqui fue una propuesta considerando informacion observada de manera
discreta. Cabe preguntarse como hacer inferencia al observar el comportamiento de los
ingresos por prima o de la volatilidad del proceso de difusion, las cuales se hacen de

manera casi continua. Tuvimos buenas estimaciones sobre los pardmetros X\; v pu; ,
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sin embargo, éstas pueden depender de una buena estimacién de los pardmetros {g;} del
proceso modulador, la cual hemos visto que es mas compleja y requiere que se cumplan

ciertos supuestos para asignar observaciones discretas a cada estado.



Cdédigos anexos A

Calculo analitico de la ruina

Los siguientes cédigos fueron implementados en Julia y requieren de la paqueteria Roots.

A.1. Calculo de probabilidad de ruina con dos estados, re-

clamaciones exponenciales y sin difusion

# Q: matriz de intensidades (2x2)

# pi : vector de distribucién inicial (1x2)

# lambda : vector de intensidades del proceso de Poisson (1x2)
# mu : vector de medias de reclamaciones (1x2)

R(s)=((s lambda[l] Q[1,2]) (mu[l] s+1)+lambda[l]) ((s lambdal2]
[2,1]) (mu[2] s+1)+lambda[2]) Q[1,2] Q[2,1] (mu[l] s+1) (mu
s

s)
Q
[2] s+1)

—

rho=fzeros (R) [4]

g(s)=(mufl] s+1) (mu[2] s+1 lambda[2] mu[2]/(mu[2] rho+1))/(mu

=(mu[2] s+1) (mu[l] s+1 lambda[l] mu[l]/(mu[l] rho+1))/(mu

phil0=(Q[1,2] (1 lambda[2] mu[2])+Q[2,1] (1 lambda[l] mu[1l])) /(
rho lambda[2] (1 1/(mu[2] rho+1)))
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phi20=(Q[1,2] (1 lambda[2] mu[2])4+Q[2,1] (1 lambda[l] mu[1l]))/(
rho lambda[l] (1 1/(mu[l] rho+1)))

Rl=fzeros (R) [1]
R2=fzeros (R) [2]

g0=g(0) /(R1 R2)
hO=h(0) /(R1 R2)
gl=g(R1)/(R1 (R1 R2))
g2=g(R2) /(R2 (R2 R1))
hl=h(R1) /(R1 (R1 R2))
h2=h(R2) /(R2 (R2 R1))

phil (u)=phil0 (g0+gl e (R1 u)+g2 e " (R2 u))
phi2 (u)=phi20 (hO+hl e"(R1 u)+h2 e"(R2 u))

phi(u)=phil (u) pi[l]+phi2(u) pi[2]
psi(u)=1 phi(u)

A.2. Calculo de probabilidad de ruina con dos estados, re-

clamaciones exponenciales y con difusién

# Q: matriz de intensidades (2x2)

# pi : vector de distribucién inicial (1x2)

# lambda : vector de intensidades del proceso de Poisson (1x2)
# mu : vector de medias de reclamaciones (1x2)

# sigma : vector de pardmetros de difusién (1x2)
T(s)=(((sigma[l]"2/2) s"2+4s lambdall] Q[1,2]) (mu[l] s+1)+lambda
[1]) (((sigma[2]°2/2) s"2+s lambdal2] Q[2,1]) (mu[2] s+1)+

lambda[2]) Q[1,2] Q[2,1] (mu[l] s+1) (mu[2] s+1)

rho=fzeros (T) [6]

p(s)=s"2 sigma[l]"2/2+s lambda[l] Q[1,2]+lambda[1l]/(mu[l] s+1)
q(s)=s"2 sigma[2]"2/2+s lambda[2] Q[2,1]+lambda[2]/(mu[2] s+1)
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dphil=(Q[1,2] (1 lambda[2] mu[2])+Q[2,1] (1 lambda[l] mu[1])) /((

Q[2,1]+q(rho)) (sigma[l]"2/2)
dphi2=(Q[1,2] (1 lambda[2] mu[2]
)

Q[1,2]+p(rho)) (sigma[2]"2/2

+Q[2,1] (1 lambda[1] mu[1]))/((

Rl=fzeros
R2=fzeros
R3=fzeros
R4=fzeros

T
T
T
T

1
2
3

(
(
(
( 4

) [1]
) [2]
) [3]
) [4]

q(r ) (mu[l] s+1) (mu[2] s+1)/(sigma[l]"2 sigma
mu[1] mu[2]
p(rho)) (mu[l] s+1) (mu[2] s+1)/(sigma[l]"2 sigma
1] mu[2]

E

[

RlI R2 R3 R4)
(R1 (R1 R2)
(R2 (R2 R1)
(R3 (R3 RI1)

)

R4)

R4)

(R4 (R4 R1) )

~— ~— ~— —

T~ T T T T T T T T ™

~— ~— ~— —

( )
( )
(R3 R4)
( )
) dphil (g0+gl e¢"(R1 u)+g2 e " (R2 u)+g3 e”(

2
)
2) dphi2 (hO+hl e"(R1 u)+h2 e"(R2 u)+h3 e"(
)

phi(u)=phil (u) pi[l]+phi2(u) pi[2]







Cddigos anexos B

Simulacion del proceso de reserva

y estimacion de ruina

Los siguientes cddigos fueron implementados en Julia y algunas funciones requieren de

las paqueterias Distributions y StatsBase.

B.1. Ca&lculo de la matriz de probabilidades de transiciéon

# Q: matriz de intensidades (2x2)

# P: matriz de probabilidades de transicién (2x2)

function mat(Q)

n=length (Q[1,:])

P=zeros (n,n)

for i=1:n
Pli:]= Q[i,:]/Q[i,i]
P[i,i]=0

end

return P

end

B.2. Simulacién de un proceso de saltos de Markov
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# E: vector de estados 1:d
# pi : vector de distribucién inicial (1xd)
# Q: matriz de intensidades (dxd)

# T: longitud de la trayectoria a simular
# psm: lista con tiempos de salto y estados a los que se salta

function PSM(E, pi ,Q,T)

P=mat (Q)

t=0

psm=[0 sample (E, pi) ]

while t<T
s=Int (psm|end,2])
lambda= Qs ,s]
U=rand ()
t=t log(U)/lambda
if t<T

psm=vcat (psm,[t sample(E, WeightVec(vec(P[s,:])))])

end

end

return psm

end

B.3. Simulacién de un proceso de Poisson

# T1: tiempo inicial
# T2: tiempo final
# estado: estado modulador

# lambda: intensidad del proceso de Poisson
# s: lista con tiempos de arribo de reclamacién y estados

function PP(T1,estado ,T2,lambda)
t=0
T=T2 T1
s=[T1 estado]
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while t<T
U=rand ()
t=t log(U)/lambda
if t<T

s=vcat (s ,[t+T1 estado])

end

end

return s[2:end,:]

end

B.4. Simulacién de un proceso de reclamaciones modulado

# path: proceso modulador, lista con tiempos de salto y estados
# Lambda : vector de intensidades del proceso de Poisson (1x2)
# Mu : vector de medias de reclamaciones (1x2)

# tiempo: longitud de la trayectoria a simular

# s3: lista de tiempos de arribo, estados, montos de reclamacion

y reserva acumulada

function reclamaciones (path,Lambda,tiempo ,Mu)
sl=transpose(path[1,:])
n=length (path[:,1])
for i=1:n 1
# para cada estado en el que estemos, generamos un PP
dentro de ese tiempo de estancia
sl=vcat (sl ,PP(path[i,1],path[i,2],path[i+1,1],Lambda[Int
(path[i.2])]))
end

sl=vcat (sl ,PP(path[n,1],path[n,2],tiempo,Lambda]Int(path[n
210 1))

s2=s1[2:end,:| #tiempos de arribos y estados

n=length(s2[:,1])
r=zeros (n)

for i=1:n

# para cada arribo, generamos un monto de reclamacién
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r{i]= Mu[Int(s2[i,2])] log(rand())
end
s3=hcat (s2,r) #tiempos de arribo, estados y

montos de reclamacién

n=length (s3[:,1])
proceso=s3 [:,1]
for i=1:n
proceso [i]=proceso[i] sum(s3[1:i,3]) #Hreserva
acumulada

end

return hcat (83, proceso)

end

B.5. Simulacién de un movimiento Browniano modulado

# Sigma: vector de pardmetros de difusién (1xd)
# Delta: distancia entre las observaciones de la simulacién
# path: proceso modulador, lista de tiempos y estados

# tiempo: longitud de la trayectoria a simular

# mbm: movimiento Browniano observado, lista de tiempos, estados

y valor del proceso en ese momento

function MB_modulado (Sigma, Delta , path ,tiempo)
p=vcat (path ,[tiempo path[end,2]])
n=length (p[:,1])
mbm=[0 p[1l,2] 0]
for i=2:n
m=Int (floor ((p[i,1] p[i 1,1])/Delta))
if m==0 #si el cambio de estado dura menos que Delta,
s6lo simulamos un paso de esa longitud
mbn=vcat (mbm, [p[i,1] p[i 1,2] mbm[end,3]+
rand (Normal (0,Sigma[Int (p[i 1,2])] sqrt(p[i,1]
mbm([end,1])))])

else




SIMULACION Y ESTIMACION DE RUINA

mb=rand (Normal (0,Sigma[Int (p[i 1,2])] sqrt(Delta)) m)
for j=2mm

mb [ j]=mb[j 1+mb|;]
end

mb=hcat (mbm[end,1]+ Delta: Delta:p[i,1], p][i

mbn=vcat (mbm,mb, [p[i,1] p[i 1,2] mb[end,3]+
rand (Normal (0,Sigma[Int (p[i 1,2])] sqrt(p[i,1]
mb[end,1])))])

end

end

return mbm

end

1,2] ones(m),
mbm|[end,3]+mb)
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B.6. Agregacion del proceso de reclamaciones y la difusion

# proceso_reserva:

proceso de reserva, lista generada con la
funcién reclamaciones ()

# movimiento_browniano:

movimiento Browniano modulado, lista
generada con la funcién MB_modulado ()

# d: proceso de reserva con difusién agregada

function difusion (proceso._reserva ,movimiento_browniano)
i=l1

m=length (movimiento_browniano [: ,1])
d=zeros (Float64 ,m)

reclamaciones=0

for j=1:length(proceso_reserva|[:,1])

while movimiento_browniano[i,l]<proceso_reserval[j,1]
d[i]=movimiento_browniano [i ,end]+
movimiento_browniano [i,1]
reclamaciones
i=i+1
if i=mt1 break end
end

reclamaciones=reclamaciones+proceso_reserva/[j,3]
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end
for j=i:m
d[j]=movimiento_browniano [j,end|+movimiento_browniano [ ]
,1] reclamaciones
end
return hcat(movimiento_browniano [:,1:2],d)

end

B.7. Evaluacién de ruina de un proceso

# u: valor del capital inicial
# proceso: proceso de reserva, generado con reclamaciones() o
difusion ()

# R: booleano que evalua si el proceso se arruiné
# estado_ruina: estado modulador en el que se arruiné

# tiempo_ruina: valor del tiempo en el que se arruind

function ruina(u,proceso)
tiempo_ruina=0
estado_ruina=0
R=false
n=length (proceso [:,1])
for i=1:n
if proceso[i,end]+u<0
R=true
estado_ruina=proceso [i,2]
tiempo_ruina=proceso[i,1]
break
end
end
return R, estado_ruina, tiempo_ruina

end

B.8. Estimacion de la probabilidad de ruina
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# u: valor del capital inicial

# tiempo: longitud de la trayectoria a simular

# n: numero de procesos simulados

# estados: vector de estados 1:d

# pi : vector de distribucién inicial (1xd)

# mat: matriz de intensidades (dxd)

# lambda : vector de intensidades del proceso de Poisson (1xd)

# mu : vector de medias de reclamaciones (1xd)

# sigma: vector de pardmetros de difusién (1xd), 0 si no hay
difusion

# delta: distancia entre las observaciones de la difusién

# c: cantidad de veces que obtenemos ruina
# a: vector con cantidades de veces que obtenemos ruina en cada
estado

# b: vector con la suma de los tiempos de ruina en cada estado

function proba_ruina(u,tiempo ,n,estados ,pi,mat,lambda,mu,sigma,
delta)
c=0
a=zeros (estados)
b=zeros (Float64 ,estados)
for i=1:n
psm=PSM( estados , pi ,mat, tiempo)
proceso=reclamaciones (psm,lambda, tiempo ,mu)
if sigma != 0
mb=MB_modulado (sigma , delta ,psm, tiempo)
proceso=difusion (proceso ,mb)
end
r=ruina (u, proceso)
if r[l]==true
c=c+1
a[Int (r[2])]=a[Int(r[2])]+1
b[Int (r[2])]=b[Int(r[2])]+1[3]
end

end
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end

CODIGOS ANEXOS B

return c/n, a/sum(a), b./a #regresamos probabilidad de
ruina, vector de probabilidades de ruina por estado,

vector de tiempos medios de ruina




Cdédigos anexos C

Estimacion de los parametros del

proceso de reserva

Los siguientes cddigos fueron implementados en Julia y algunas funciones requieren de

las paqueterias Distributions, StatsBase y HypothesisTests.

C.1. Funcién auxiliar del algoritmo de biseccién

# ini: estado inicial

# fin: estado final

# m: nuimero de posibles estados

# E: espacio de estados

# Q: matriz de intensidades

# Qii: diagonal de Q

# T1: tiempo inicial

# T2: tiempo final

# cond: nos dice si estamos restringidos al caso con al menos

dos saltos

# tray: trayectoria parcial de lo que ha sido simulado

function MJPBisect(ini,fin ,m,E,Q, Qii,T1,T2,cond)
ini=Int (ini)
fin=Int (fin)
tray=[T1 ini;T2 fin]
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tl= ¢t
# Ma

# Asi

end

if

#

mi

#

if

CODIGOS ANEXOS C

£0=T2 T1
t=t0 /2

triz de probabilidades de transicién en tiempo t

P=expm(t Q)

gnamos probabilidades de transicién a cada estado

prob=zeros (m)
for i=E
prob[i]|=P[Int(ini),i] P[i,Int(fin)]

# Modificamos las probabilidades si tenemos al menos dos

saltos

if cond

ini=—fin

prob[ini] =exp( t0 Qii[ini])
elseif Qii[ini]==Qiilfin]
r=exp(tl Qii[ini]) t exp(tl Qii[ini]) Q[ini, fin|]
prob[ini] =r
prob[fin] =r

else

r=exp(tl Qii[ini])
r=r (r exp(tl Qii[fin])) Q[ini,fin]/(Qii[fin] Qii[ini])
prob[ini] =r

prob [ fin] =r

end

Muestreamos para saber a qué estado saltamos

d=sample (E, weights (prob))

Ya con el estado, checamos en qué manera pudimos saltar (
nimero de saltos)
ini==mid
if mid=fin
r=exp(tl Qii[ini])
rc=P[ini ,mid] r
(bef, aft )=sample ([(0,2) ,(2,0),(2,2)],weights([r rc,rc r,
rc rc)))

else
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r=exp( t Qii[ini])
if Qii[mid]==Qii[fin]
rl=t exp(tl Qii[mid]) Q[mid, fin]
else
rl=(exp(tl Qii[mid]) exp(tl Qii[fin])) Q[mid, fin]/( Qii
[fin] Qii[mid])
end
(bef, aft )=sample ([(0,2) ,(2,1),(2,2)],weights ([r (P[mid,
fin] r1),(P[ini,mid] r) rl,(P[ini,mid] r) (P[mid, fin
| 1))
end
else
if mid=fin
if Qii[ini]==Qii [mid]
r=t exp(tl Qii[ini]) Q[ini ,mid]
else
r=(exp(tl Qii[ini]) exp(tl Qii[mid])) Q[ini ,mid]/( Qii]
mid] Qii[ini])
end
rl=exp(tl Qii[mid])
(bef, aft )=sample ([(1,2) ,(2,0),(2,2)],weights ([r (P[mid,
fin] r1),(P[ini,mid] r) rl,(P[ini,mid] r) (P[mid, fin
| 1))

else
if Qii[ini]==Qii [mid]
r=t exp(tl Qii[ini]) Q[ini ,mid]
else
r=(exp(tl Qii[ini]) exp(tl Qii[mid])) Q[ini ,mid]/( Qii]
mid] Qii[ini])
end
if Qii[midj==Qii|[fin]
rl=t exp(tl Qii[mid]) Q[mid, fin ]
else
rl=(exp(tl Qii[mid]) exp(tl Qii[fin])) Q[mid, fin]/( Qii
[fin] Qii[mid])
end
(bef, aft)=sample ([(1,1) ,(1,2),(2,1),(2,2)],weights([r rl
, v (P[mid, fin] r1), (P[ini,mid] r) rl, (P[ini,mid] r
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) (P[mid, fin] r1)]))
end
end
else
# Muestreamos para saber a qué estado saltamos

mid=sample (E, weights (prob))

# Ya con el estado, checamos en qué manera pudimos saltar (
nimero de saltos)
if ini=mid
if mid=fin
r=exp(tl Qii[ini])
rc=P[ini ,mid] r
(bef, aft )=sample ([(0,0) ,(0,2),(2,0),(2,2)],weights([r r,
r rc,rc r,rc rcl))
else
r=exp(tl Qii[ini])
if Qii [mid==Qii[fin]
rl=t exp(tl Qii[mid]) Q[mid, fin]
else
rl=(exp(tl Qii[mid]) exp(tl Qii[fin])) Q[mid, fin]/( Qii
[fin] Qii[mid])
end
(bef, aft)=sample([(0,1),(0,2),(2,1),(2,2)],weights ([r rl
, v (P[mid, fin] r1),(P[ini,mid] r) rl, (P[ini,mid] r)
(P[mid, fin] rl1)]))
end
else
if mid=fin
if Qii|ini]==Qii [mid]
r=t exp(tl Qii[ini]) Q[ini ,mid]
else
r=(exp(tl Qii[ini]) exp(tl Qii[mid])) Q[ini ,mid]/( Qii]
mid] Qii[ini])
end
rl=exp(tl Qii[mid])
(bef, aft )=sample ([(1,0) ,(1,2),(2,0),(2,2)],weights([r rl
, v (P[mid, fin] r1),(P[ini,mid] r) rl, (P[ini,mid] r)
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(P[mid, fin] rl1)]))
else
if Qii[ini]==Qii [mid]
r=t exp(tl Qii[ini]) Q[ini ,mid]
else
r=(exp(tl Qii[ini]) exp(tl Qii[mid])) Q[ini ,mid]/( Qii]
mid] Qii[ini])
end
if Qii[mid]==Qii|[fin]
rl=t exp(tl Qii[mid]) Q[mid, fin ]
else
rl=(exp(tl Qii[mid]) exp(tl Qii[fin])) Q[mid, fin]/( Qii
[fin] Qii[mid])
end
(bef , aft )=sample ([(1,1) ,(1,2),(2,1),(2,2)],weights ([r rl
, v (P[mid, fin] rl),(P[ini,mid] r) rl, (P[ini,mid] r)
(P[mid, fin] rl1)]))
end
end

end

if bef==
if Qii[fin]>Qiilini]
tray=vcat (tray, [Tl4+rand(Truncated(Exponential(1/(Qii[fin
| Qii[ini])),0,¢)) mid])
elseif Qii[fin]<Qii[ini]
tray=vcat (tray, [Tl4+t rand(Truncated (Exponential (1/(Qii[
ini] Qii[fin])),0,t)) mid])
else
tray=vcat (tray ,[Tl4+rand (1) t mid])
end
elseif bef==
tray=vcat (MJPBisect (ini ,mid,m,E,Q, Qii ,T1,T1+t ,true) ,tray)
end
if aft==
if Qii[fin]>Qiilini]
tray=vcat (tray, [Tl+t4rand(Truncated(Exponential (1/(Qii[
fin] Qii[ini])),0,t)) fin])
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elseif Qii[fin]<Qii[ini]
tray=vcat (tray, [T2 rand(Truncated(Exponential(1/(Qii[ini
| Qii[fin])),0,t)) fin])
else
tray=vcat (tray ,[Tl+t4+rand (1) t fin])
end
elseif aft==
tray=vcat (tray , MJPBisect (mid, fin ,m,E,Q, Qii ,T14+t , T2, true))
end
return (tray)

end

C.2. Algoritmo de puentes de Markov por el método de

biseccion

# tray: observacién discreta

# Q: matriz de intensidades
# tray0: simulaciéon de trayectoria continua

function MJPBridgeBisection (tray ,Q)
m=length (Q[1,1:end])
n=length (tray[l:end,1]) 1
E=1m
Qii= diag(Q)
trayO=hcat ([] ,[])
for i = 1:n
mat=MJPBisect (tray [i,2],tray[i+1,2] mE,Q, Qii,tray[i,1],tray
[i+1,1],false)
mat=sortrows (mat)
rng=hcat (mat[1,1] ,mat[1,2])
for k = 2:length (mat|[l:end,1])
if mat[k,2]!=mat[k 1,2]
rng=vcat (rng, transpose (mat|k,1:2]))

end

end
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trayO=vcat (tray0 ,rng)
end
trayO=vcat (tray0 ,transpose (tray [end,1:2]))
return (tray0)

end

C.3. Eliminacién de repeticiones en los estados

# data: trayectoria obtenida de MJPBridgeBisection ()
# nueva: misma trayectoria que data sin estados repetidos

function quitar_repeticiones(data)
)

nueva=transpose (data [l ,:

]
1])

for i=2:length (data[:
if data[i,2]!=nueva[end,?2]
nueva=vcat (nueva , transpose (data[i,:]))
end

end
return nueva

end

C.4. Estimacién de una primera matriz de intensidades

# data: observacion discreta de una trayectoria

# estados: vector de estados 1:d
# P: matriz estimada (dxd)

function estimar_matriz_inicial (data,estados)
n=length (data[: ,1])
P=zeros (Float64 ,length (estados) ,length (estados))
T=zeros (Float64 ,estados)
V=zeros (Float64 , estados)

for i=1:n 1
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end
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P[Int (data[i,2]) ,Int(data[i+1,2])]=P[Int(datafi,2]) ,Int(
data[i+1,2])]+1
T[Int(data[i,2])]=T[Int(data[i,2])]+(data[i+1,1] datali
1)
V[Int (data[i,2])]=V[Int(data[i,2])]+1
end
diag=zeros (Float64 ,estados)
for i=estados
V[i|=V[i] P[i,i]
diag [i]=V([i]/T[i]
Pli,:]=P[i,:]/T[i]
P[i,i]= diag][i]
end

return P

C.5.

Estimacion de la matriz de intensidades por maxima

verosimilitud

# data: observacion continua de una trayectoria

# estados: vector de estados 1:d

# P:

matriz estimada (dxd)

function estimar_matriz(data,estados)

n=length (data[: ,1])
P=zeros (Float64 ,length (estados) ,length (estados))
T=zeros (Float64 ,estados)
V=zeros (Float64 , estados)
for i=1:n 1
P[Int(data[i,2]) ,Int(data[i+1,2])]=P[Int(data[i,2]) ,Int(
data[i+1,2])]+1
T[Int(data[i,2])]=T[Int(data[i,2])]+(data[i+1,1] data[i
1)
V[Int (data[i,2])]=V[Int(data[i,2])]+1

end
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diag=V./T

for i=estados
P[i,:]=P[i,:]/T[i]
P[i,i]= diag[i]

end

return P

end

C.6. Algoritmo EM estocastico para procesos de saltos de

Markov

# data: observacion discreta de una trayectoria
# estados: vector de estados 1:d
# M: cantidad de iteraciones a realizar

# N: iteracién a partir de la cual promediamos
# Q_estimada: matriz estimada (dxd)

function EM _markov(data ,estados ,N,M)
QO0=estimar_matriz_inicial (data,estados)
Q-sum=zeros (Float64 ,length (estados),length (estados))
Qn=Q0
for n=1:M

trayectoria=MJPBridgeBisection (data ,Qn)
trayectoria=quitar_repeticiones(trayectoria)
Qn=estimar_matriz (trayectoria ,estados)
if n>=N
Q_sum=Q _sum-+Qn
end
end
Q-estimada=Q_sum. /(M N+1)
return Q_estimada

end
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C.7. Recuperacion de los tiempos interarribos y montos de

reclamacion

# proceso: proceso de reserva obtenido de reclamaciones ()
#interarribos: lista de interarribos recuperados de proceso
function inter_montos(proceso)

n=length (proceso [:,1])

interarribos=zeros (Float64 ,n)

interarribos|[l]=proceso[1,1]

for i=2:n

interarribos [i]=proceso[i,1] proceso[i 1,1]

end

return hcat(proceso[:,1],interarribos ,proceso[:,3], proceso
[:,2]) #regresamos lista de tiempos, interarribos , montos
y estado

end

C.8. Segregacion de parejas observadas

# int_mont: lista de interarribos y montos obtenidos de

inter_montos ()
# al, a2, bl, b2: parametros de la regla de segregacidén

# seg: lista de interarribos y montos como int_mont que fueron

segregados con el estado asignado

function segregacion (int_mont ,al,a2,bl b2)

seg=hcat ([],[],[],[],[])

n=length (int_mont [: ,1])
for i=1:n
if (int_mont[i,2]<al) & (int_-mont[i,3]>bl)
seg=vcat (seg,hcat (transpose (int_mont[i,:]), [1]))
end
if (int-mont[i,2]>a2) & (int_-mont[i,3]<b2)
seg=vcat (seg,hcat (transpose (int_mont[i,:]), [2]))

end
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end

return seg

end

C.9. C(Calculo de los errores al segregar

# a,b: valores de al y bl de la regla de segregacién

# lambda: vector de intensidades de los procesos de Poisson (1x2
)

# mu: vector de medias de los montos de reclamacién (1x2)

# q: vector de intensidades del proceso modulador (1x2)

function errorl (a,b,lambda,mu,q)
pl=(1 e"( lambda[l] a)) (e"( b/mul[l]))
p2=(1 e"( lambda[2] a)) (e"( b/mu[2]))

return p2 lambda[2] q[1]/(pl lambda[l] q[2]+p2 lambda[2] ¢
[1])

end

# a,b: valores de a2 y b2 de la regla de segregacién

# lambda: vector de intensidades de los procesos de Poisson (1x2
)

# mu: vector de medias de los montos de reclamacién (1x2)

# q: vector de intensidades del proceso modulador (1x2)

function error2(a,b,lambda,mu,q)
pl=(e”( lambda[l] a)) (1 e"( b/mul[l]))
p2=(e”( lambda[2] a)) (1 e"( b/mu[2]))

return pl lambda[l] q[2]/(pl lambda[l] q[2]+p2 lambda[2] q
[11)

end
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C.10. Simulacién de interarribos y montos de reclamacién

# tiempo: longitud de la trayectoria de la simulacién
# q: vector de intensidades del proceso modulador (1x2)

# lambda: vector de intensidades de los procesos de Poisson (1x2

)

# siml: simulacién de interarribos en el estado 1

# sim2: simulacién de interarribos en el estado 2

function simulacion_interarribos (tiempo,q,lambda)
sim1=[0]
sim2 =[0]
Tl=tiempo q[2]/(q[l]+q[2])
T2=tiempo q[1]/(q[1]+q[2])
t=0
while sum(siml)<T1
t= log(rand())/lambda[1]
if sum(siml)+t<T1
siml=vcat (siml,[t])
else
break
end
end
t=0
while sum(sim2)<T2
t= log(rand())/lambda [2]
if sum(sim2)+t<T2
sim2=vcat (sim2 ,[t])
else
break
end
end
return vcat(siml[2:end],sim2[2:end])

end

# tiempo: longitud de la trayectoria de la simulacién
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# q: vector de intensidades del proceso modulador (1x2)

# lambda: vector de intensidades de los procesos de Poisson (1x2

)

# mu: vector de medias de los montos de reclamacién (1x2)

# siml: simulacién de montos en el estado 1

# sim2: simulacién de montos en el estado 2

function simulacion_montos (tiempo,q,lambda ,mu)

(t
Ti=tiempo q[2]/(q[1]+q[2])
To=tiempo q[1]/(a[1]+a[2])
Nl=rand ( Poisson (lambda[1] T1))
N2=rand ( Poisson (lambda[2] T2))
siml=rand (Exponential (mu[1]) ,N1)

a
(mu[1]) N1
sim2=rand (Exponential (mu[2]) ,N2)
return vcat (siml,sim2)

end
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