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Abstract

We study ultracold Fermi gases confined in optical lattices with interparticle long-
range interactions. We investigate the quantum phases that exhibit a system of Fermi
molecules confined in a bilayer array of 2D square optical lattices. First, in a few
body scheme we predict the formation of Cooper pairs and true bound states. For
the many-body problem, we demonstrate using a functional integral formalism within
the Ginzburg-Landau theory that the system supports superfluid states of Bardeen
Cooper and Schrieffer (BCS) type for weak interactions, and a Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless (BKT) phase transition for strong interactions, being the superfluid phase
formed by dimers of molecules. Supersolid phases as a result of a coexistence of su-
perfluid and density wave phases are predicted to appear. The latter is a consequence
of the interlayer repulsive dipolar interaction. We demonstrate the existence of these
phases within the inhomogeneous mean field Bogoliubov-de Gennes theory. The su-
perfluid BCS and BKT phases as well as the supersolid and density wave phases can
be controlled tuning the parameters that define the system.

In addition, we study a one dimensional Fermi-Hubbard model inside a high-
finesse optical cavity. In the adiabatic limit we investigate the quantum many-body
phase of the atoms as a function of the polarization of the probe light beam. We
show the existence of off-diagonal long-range order, charge and spin instabilities, and
coexistence. A route to quantum simulate the phenomenon of superconductivity in
cuprates is proposed.



Resumen

Se estudia las fases cuanticas de gases de Fermi confinados en redes ¢pticas con in-
teracciones interparticulas de largo alcance. Se investigan las fases que exhibe un gas
de moléculas fermionicas confinadas en una bicapa de redes 6pticas bidimensionales.
Primero, en un enfoque de dos cuerpos se predice la formacion de pares de Cooper
y estados diméricos. Para el problema de muchos cuerpos, se demuestra usando el
formalismo de integrales funcionales dentro de la teoria de Ginzburg-Landau que el
sistema forma un superfluido tipo Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) en el limite de
interacciones débiles mientras que en el régimen de interacciones fuertes, al tomar en
consideracion la teoria de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT), se predice la for-
macioén de un superfluido dimérico. La fase supersolida es resultado de la coexistencia
de la fase superfluida con una fase de onda de densidad la cual se forma debido a las
interacciones repulsivas intraplanares. Se demuestra la existencia de la fase supersoli-
da dentro de la teoria de Bogoliubov-de Gennes. Las fases de superfluido BCS, BKT,
las ondas de densidad y la fase supersolida pueden ser controladas modificando los
parametros que definen al sistema.

Adicionalmente, se estudioé un gas uni-dimensional de Fermi confinado en una red
Optica en el interior de una cavidad cuéntica. En el limite adiabatico se estudiaron las
fases cuanticas de muchos cuerpos como funcion de la polarizacion del haz de luz que
ilumina la cavidad. Se muestra la existencia de orden no-diagonal de largo alcance,
ondas de espin y carga asi como coexistencia. Finalmente, se motiva la simulacion
cuantica de fases a T' = 0 de superconductores cupratos a través de este modelo.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las fases cuanticas degeneradas surgié en 1911 con el estado supercon-
ductor reportado por Karmelingh Onnes en el laboratorio de criogenia de Leiden [1].
Dicho fenémeno mostré que la resistencia eléctrica del mercurio tendia abruscamente
a cero por debajo de los 4K. Posteriormente en el ano de 1937, Pyotr Kapitsa en la
Union Soviética 2] y John Allen en Inglaterra [3] observaron el estado superfluido en
Helio-4. La caracteristica de la fase superfluida radica en la nula viscodidad del fluido
que le permite fluir sin friccion, esto es, sin disipar energia cinética. Los esfuerzos teo-
ricos encabezados por Abrikosov [4], Bogoliubov [5], Ginzburg [6], Gorkov |7], Landau,
Leggett [§], London [9], Cooper [10], Bardeen, Schrieffer |11], dieron una explicacion
satisfactoria a dichos fenémenos; la teoria de Baarden-Cooper-Schrieffer (BCS) para
el estado superconductor, y la teoria del Helio-4 para el estado superfluido. Aunado
a la ausencia de resistencia eléctrica y viscosidad, estos sistemas mostraron poseer
otras propiedades exodticas; el efecto Meissner [12], vortices de circulacion cuantiza-
da [13], fuentes de presion [14], entre otras. Incluso hoy en dia muchas de las fases
presentes en dichos sistemas se encuentran bajo intenso debate, por ejemplo, ade-
mas de la fase superfluida del Helio-4, en 2004 se reporté la primera evidencia de un
estado supersolido [15,|16], caracterizado a grosso modo por un superflujo de masa,
sin embargo, aiin no existe acuerdo dentro de la comunidad cientifica de que la fase
observada corresponda a un estado supersolido |17]. Por otra parte, la teoria BCS

exitosa para predecir la fase superconductora en metales ha sido incapaz de explicar
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la superconductividad en materiales cupratos, observados por primera vez en 1986 a

temperaturas muy lejanas del rango de validez de la teoria BCS [1§].

En otro contexto, el estudio de la estadistica de fotones [19] y la prediccion tedrica
de la condensacion ideal de Bose-Einstein (BEC) [20], mostro que los gases débilmente
interactuantes podian ser llevados a regimenes cuanticos degenerados que compartian
caracteristicas con la superfluidez en He-4 y la superconductividad en metales. Ade-
mas de que por su naturaleza, se presumia se podria tener un control absoluto sobre
los grados de libertad del sistema. En 1995, se report6 el primer condensado de Bose-
Einstein débilmente interactuante |21], y cuatro anos después se alcanzo el primer gas
degenerado de Fermi [22]. Posterior a estos primeros experimentos con gases cuanti-
cos degenerados, y durante los 15 afios subsecuentes se estudiaron las fases cuénticas
de gases atomicos alcalinos, en los cuales la interacciéon podia ser controlada “a de-
manda” mediante resonancias de Feshbach |23} 24|, ademas de que dichos sistemas
podian ser confinados en geometrias y dimensiones arbitrarias. Esto abri6 un am-
plio panorama en la fisica atomica, nuevos fen6menos como turbulencia cuéntica [25|,
vortices cuanticos [26], el cruce BEC-BCS [27,[28], transiciones en bajas dimensiones
(tipo Kosterlitz-Thouless) [29], fases supersolidas [30], solitones [31], localizacion de
Anderson [32,33], localizacion de muchos cuerpos |34], entre otros, han presentado un

enorme reto tanto teérico como experimental.

Mas alla del interés propio de la comunidad de &tomos ultrafrios en estudiar es-
tas fases, los gases cuanticos degenerados se erigieron como el candidato ideal para
simular sistemas fisicos mas complejos, debido a su alta maleabilidad, y el completo
control sobre los grados de libertad de los gases cuénticos, estos fueron propuestos
para modelar sistemas de la materia condensada, por citar unos ejemplos mencio-
namos a la fase de Mott [35], la superradiancia en modelos tipo Dicke [36], fases
topologicas tipo Haldane [37], modelos artificiales de grafeno [38], monopolos magné-
ticos [39], supersolidos [40], entre otros. Las primeras realizaciones experimentales de
gases cuanticos ultrafrios fueron con gases alcalinos altamente diluidos, con un mo-
mento magnético pequeno, y a temperaturas del orden de nano Kelvins. Esto implica

que las interacciones entre los atomos que componian al gas son de corto alcance, y
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mas aun, toda la informaciéon de la interacciéon podia ser contenida en un sélo pa-
ramtero denominado longitud de dispersion |41]. Sin embargo, recientemente se ha
conseguido llevar al régimen degenerado gases cuanticos compuestos de d&tomos con
momentos magnéticos permanentes, tales como gases bosonicos de 52Cr [42], 1% Dy [43]
y 198Er [44/45], y atomos polares de Fermi $7Er [43] y %Dy [46]. Nuevos esfuerzos
tedricos y experimentales estan siendo realizados para llevar hasta regimenes de alta
degeneracion a moléculas polares, dichos experimentos han sido realizados con molé-
culas de SLi'**Cs [47] y “°K®"Rb [48], 2Na’K [49]. De manera similar que los gases
alcalinos, es posible tener un control absoluto sobre los gases con momentos dipolares
eléctricos o magnéticos [50-63]. Desde el punto de vista teorico estos sistemas abren la
puerta para el estudio y prediccion de nuevas fases cuanticas inexploradas con d&tomos
alcalinos. Algunas de estas nuevas fases son las fases cristalinas de Wigner [64], los
supersolidos [65,/66] y la propuesta de simuladores cuanticos tales como la compu-
tacion cuantica [67,68|, el magnetismo cuantico |69, 70] y la superconductividad a

altas temperaturas |71,72].

La tesis se conforma de 7 capitulos, los cuales se estructuran de la siguiente manera;
en el capitulo se describen de forma breve los elementos minimos necesarios para
entender el contenido de la tesis. De forma resumida, se expone el Modelo de Fermi-
Hubbard y las fases que éste exhibe. Con este propoésito, se resume primero en el
contexto de la teoria cudntica de campos las fases que para el estudio de la tesis son
relevantes. La teoria de Ginzburg—Landau, la teoria de superconductividad (BCS
y FFLO ), ondas de espin y carga , supers()lido, asi como la
conexion de estas fases en el contexto de materia condensada con el marco de gases
ultrafrios sientan las bases para entender la fisica de los Hamiltonianos tipo Hubbard
(2.4).

Los capitulos , y estan enfocados al estudio del gas dipolar de Fermi
confinado en una bicapa bidimensional de moléculas polares. El capitulo hace
una revision al problema de dos cuerpos de moléculas polares de Fermi colisionando
en un mar de Fermi estatico, esto da pie al estudio del problema de Cooper
y los estados ligados que dan lugar a dimeros moleculares y el problema de la
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dispersion de cuatro cuerpos de la interaccion dimero-dimero (3.4)). Posteriormente,
en el capitulo se estudia para el mismo sistema el problema de muchos cuerpos
con enfésis en el estado superfluido desde el enfoque de la teoria cuantica de campos,
determinando la temperatura critica del superfluido desde la teoria BCS y la
teoria BKT . Se presenta la hidrodinamica del sistema dentro de la teoria de
Ginzburg-Landau , y (4.4). Finalmente en el capitulo se estudia el problema
del estado supersoélido como funcion de los parametros del sistema.

En el capitulo @ se considera una cadena uni-dimensional de fermiones en dos
estados hipefinos, confinados en una cavidad cuéntica con el objetivo de investigar
las fases cuanticas que dicho sistema exhibe. El estudio se realiza como funcion de la
polarizacion de la luz que ilumina la cavidad.

Finalmente en el capitulo se presentan las conclusiones y perspectivas del

trabajo realizado.
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Capitulo 2

(Gases de Fermi interactuantes:

Fundamentos

En el presente capitulo se presentan los elementos necesarios para describir los
sistemas desarrollados en el proyecto de doctorado. Dado que el interés principal
es estudiar las fases termodindmicas y cuénticas de modelos extendidos de Fermi-
Hubbard en el contexto de dtomos ultrafrios, a continuaciéon se describe de forma
resumida la Teorfa de Ginzburg-Landau para transiciones de fases continuas .
Ademas en la seccion ([2.2.1)) se presenta la descripcion de la fase superconductora BCS
en conexion con la teoria de Ginzburg-Landau, asi como la existencia y descripcion del
estado FFLO y la formacion de ondas de espin y carga en las secciones y
respectivamente. Finalmente se repasa el modelo de Fermi-Hubbard en el contexto de

atomos ultrafrios, y las fases que este modelo exhibe.

2.1. Teoria de Ginzburg-Landau

Con este fin, en la presente seccién describiremos el concepto de transicion de fase
desde el enfoque de la teoria de Ginzburg-Landau [6].

Una transiciéon de fase termodinamica se entiende como un fenémeno colectivo
de muchos cuerpos, en el cual el sistema cambia drasticamente sus propiedades al

modificar un parametro del sistema [6]. De forma estandar, las transiciones de fase
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se clasifican en dos; las de primer orden y las de segundo orden. En las transiciones
de fase de primer orden o también denominadas discontinuas, las variables exten-
sivas (E,V, N) presentan una discontinuidad en el punto termodindmico que define
la transicion, donde E es la energia del sistema, V' el volumen y N el ntimero de
particulas que conforman al sistema. Las transiciones de segundo orden o continuas
se caracterizan por el hecho de que las variables extensivas (F,V, N) son continuas
en la transicion y la transicion se refleja a través de discontinuidades en sus prime-
ras derivadas, por ejemplo, en el calor especifico, la compresibilidad. La teoria de
Ginzburg-Landau para describir las transiciones de fase parte de la premisa de que
existe un parametro A, el cual describe cuantitativamente la transicién y que separa
la transicion en dos fases, la primera una fase simétrica donde A = 0 para tempera-
turas superiores a una temperatura critica, y una fase asimétrica o de rompimiento

espontaneo de la simetria en la cual A # 0, véase la figura ([2-1)).

Ay

0.5

0 0.5 1

T/T,

Figura 2-1: Comportamiento cualitativo del parAmetro de orden cerca de la transicién. El para-
metro de orden es cero para temperaturas mayores que una temperatura critica y es distinto de cero
por debajo de dicha temperatura, el parametro de orden es continuo, pero sus derivadas no.

Por ejemplo, en la condensacion ideal de Bose-Einstein, el parametro de orden A
es la ocupacion del estado base INy. Para temperaturas superiores a la temperatura

critica, el nimero de ocupacion del estado base es cero Ny = 0, mientras por debajo de
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Figura 2-2: La energfa libre de Landau cerca de la transicion de fase. Se forma el "sombrero
mexicano"para temperaturas por debajo de la critica.

la temperatura de condensacion Ny # 0 siendo Ny(7') una funcién continua de la tem-
peratura. Cantidades como el calor especifico y la compresibilidad son discontinuas en
el punto de la transicion. En el problema de la superconductividad, el parametro de
orden es el valor de expectacion de los pares de Cooper. A temperaturas por debajo
de una temperatura critica, se forma un estado coherente en el cual los electrones
tienden a formar pares cuasi-ligados. El parametro de orden, es proporcional al valor

de expectacion A o <ci cf ), el cual es cero para T > T, y distinto de cero para

Bt -kl
T <T,.

En la teoria de Ginzburg-Landau, la energia libre Fp, esta determinada por el
parametro de orden que guia la transicion de fase, dicha energia cerca de la transicion
de fase admite un desarrollo en serie alrededor del parametro de orden A,

Fr(A) = 3 (CL(T)A2 + b(Q—T)A4) , (2.1)
siendo () el tamano del sistema. En la figura , se muestra la energia libre como
funciéon del parametro de orden, donde se muestra que para temperaturas superiores
a la temperatura critica, no se forma el sombrero mexicano, por lo cual A = 0 repre-
senta la tnica solucion con equilibrio termodindmico estable, mientras si T < T, se
tiene un nuevo punto de equilibrio estable termodinamico A # 0, en tanto que A se
vuelve una solucién inestable termodindmicamente. Para que la energia libre tenga

siempre sentido, es necesario que b(7T") > 0. El signo de a(7") determina si existe un

rompimiento de la simetria.
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En términos del parametro de orden la funcién de particion del sistema es
7= / d[A]e=PFL(@), (2.2)

la méxima contribucién a la suma, viene dada por el valor que extremiza a la energia

libre, digase Ay, por lo cual la funciéon de particiéon es aproximada por

Z = e PLlbo), (2.3)

2.2. Teoria BCS

2.2.1. Estado Bardeen-Cooper-Schrieffer

El modelo de Fermi-Hubbard exhibe un estado superconductor el cual se describe a
continuacion en el marco de la teoria cuantica de campos. Con la finalidad de sustentar
las bases del estado superconductor predicho por la teoria BCS, en la presente seccion
se aborda el estudio de la teoria BCS para sistemas continuos y homogéneos, para
posteriormente hacer la extension del estado superconductor en el modelo de Fermi-
Hubbard.

El fenémeno de la superconductividad, pertenece a las transiciones de fase conti-
nuas de segundo orden [11]. La teoria BCS proveé el parametro de orden A el cual
determina la fisica de la transicion. Esta subseccion tiene como objetivo identificar
la conexion entre la funciéon de particion Z(A) de la teoria de Landau (2.1, con el
Hamiltoniano microscépico de muchos cuerpos. Se exhibira que la funcién de parti-
cion Z(A) puede ser calculada en términos de los operadores de campo, a través de

la accién microscopica S, mediante la identificacion
Z(A) = /dA exp L&) /dA exp &)

La superconductividad es un fenémeno que fue observado por primera vez en 1911

en mercurio en el laboratorio de criogénia de Kammerlingh Onnes, en el cual la resis-
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tencia del mercurio caia bruscamente a cero cuando la temperatura descendia de un
valor critico [1]. La teoria de Bardeen-Cooper-Schriefer (BCS) fue originalmente pro-
puesta para explicar dicho fenémeno, en donde se establece que a bajas temperaturas
los electrones pueden formar un par denominado par de Cooper con espines opuestos
y momentos en sentidos contrarios k y —k [10,/11]. El par se forma debido a que la
interaccion con los fonones de la red da lugar a una interaccion efectiva atractiva
entre los electrones libres. La idea es que el electron moviéndose en la red distorsiona
localmente la estructura cristalina de los iones, y dado que el tiempo caracteristico
t. que necesita un electron para moverse de un sitio de la red a otro es mucho menor
que el tiempo que necesitan los iones (wgl) de la red para volver a su posicion de
equilibrio, cada vez que un electréon modifica su posiciéon en la red cristalina altera la
estructura de la red, y el efecto neto se traduce en una interacciéon efectiva atractiva
entre los dos electrones, debido a que los iones no alcanzan a relajar a su posicion de
equilibrio antes de que otro electrén ocupe ese sitio de la red. Esta atraccion efectiva
entre los electrones da lugar al estado denominado como par de Cooper [10]. Los elec-
trones cerca de la superficie de Fermi tienden a formar un estado de Copper, el cual
visto desde el problema de dispersién de dos electrones en presencia del denominado

mar de Fermi estatico es aquel que minimiza la energia, vease la figura: (2-3).

Para incorporar la idea de los pares de Cooper [10| en un sistema de muchos
cuerpos, es necesario introducir el Hamiltoniano de muchos cuerpos, considerando

interacciones so6lo entre pares de particulas, dicho Hamiltoniano es

—

A ]_ —
_ . 4t .-
H = Z ilge + 20 Z C@—E,Tcﬁ,iv(k — k) Co i Cirps (2.4)

donde se ha elegido representar al Hamiltoniano en segunda cuantizacion en la base
en que la parte ideal es diagonal 73|, siendo CroV ég,a los operadores de aniquilacion
y creacion en dicha base y 2 es el tamano del sistema. Ademas se ha supuesto que
el potencial es central, siendo V(/; — /;’) la transformada de Fourier del potencial de
interaccion en el espacio fisico. A temperaturas suficientemente bajas los electrones

llenan la energia de Fermi, de forma tal que todos los estados con kr > k se encuentran
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Figura 2-3: Esquematizacion de los pares de Cooper. Sobre la superficie de Fermi se crea una
banda de ancho o< wp con interacciéon atractiva entre los electrones con momentos opuestos k y —k
(Region sombreada).

poblados, mientras que los estados con k > kp tienen poblacién cero. La interaccion
V(E — K ) denota la interaccion efectiva electron-electron considerando la presencia
de los fonones en la red cristalina. La interaccion electron-fonén genera una atraccion
efectiva entre los electrones que se encuentran a una distancia wp de la energia de
Fermi, donde la frecuencia wp es la frecuencia de Debye que representa la escala
méxima de las excitaciones i6nicas. Entonces la forma explicita del potencial efectivo
de interaccion es

V(E— l;/) _ —g si hwp > |€E+E’ — €f 7 (2‘5)

0 en otro caso.

donde g es una constante positiva. La expresion implica que los electrones se
encuentran en un mar estatico de Fermi no interactuante, y solo los electrones con
espines opuestos a una distancia wp de la energia de Fermi interacttian de forma

atractiva.

28



Es conveniente reescribir el Hamiltoniano en términos de los operadores de campo
fermi6nicos W, (r) = > 1, z(7)¢z,, siendo ¢, 7 las funciones de onda de particula
individual del término ideal del Hamiltoniano, o bien en términos de ¥_, que no es

mas que la transformada de Fourier de la expresiéon anterior

>
S
— =+
e
<<
—~
=l
|
X
S~—
(=B

N ~ ~ 1 ~ ~
H=3Y ¥l W+ ) > vl

E,O’ E1klyq‘

En el apéndice se deriva la construccion de la funcién de particion desde el
contexto de la teoria cuéntica de campos. Con el fin de hacer continua la lectura del
texto en esta seccién se supone conocida la expresion para la acciéon en términos de
los ntimeros fermionicos de Grassmann ng(E, wy ), antiperiodicos en w,,, con w, = (2n+
1)/(hp) las frecuencias de Matsubara para fermiones y n en los nimeros naturales.
La fisica del sistema esta contenida en la funcién de particion Z, la cual se escribe

como

7= / do* / dpe 5"9), (2.7)

donde la accién es

o

S =S5 (0n ihwdy, + H(GL,, bp,) — e N (0%, d1,)) (2.8)
Ew

donde £ denota k = (/;, wp). La accion se puede entender como una transformada de
Legendre del Hamiltoniano en tiempo complejo. La funciéon de particion esta escrita
en el ensemble gran canodnico, p denota el potencial quimico, y N( 2079%7) es el
funcional del namero de particulas en términos de los campos de Grassmann. Esto

permite escribir la accién para el problema de BCS,

1 - _
S[qb] = Z ¢Z,a <_Zhwn + € — ,U) ¢ka + @ Z ¢Z—k,¢¢z,¢v(k5 - k/)qbq—k’iQSk’T' (29)
k

k7k/7q

En general no existen soluciones analiticas para la funcién de particion. Es por

ello, que es necesario introducir un campo auxiliar a través de la transformacion de

29



Hubbard-Stratonovich, que convierte el término cuartico de la accién en un término

cuadratico en los campos fermiénicos.

La forma explicita de la transformacion de Hubbard-Stratonovich depende del
potencial de interacciéon y puede desacoplar de distintas formas el término de inter-
accion de la accion [73,|74], estas formas son los denominados canal directo, canal de
intercambio y canal de Cooper, veédse figura en el apéndice . La eleccion del canal
trae implicito el parametro de orden de la transiciéon de fase que se desea estudiar.
Para el caso de la superconductividad tipo BCS se usa el canal de Cooper. La trans-
formacion de Hubbard-Stratonovich es la de multiplicar por una unidad a la funcién

de particion original
1= / dA / AN exp(D (A(k,q) — 90, 41009 (A(k,q)" = gbg-r k), (2.10)
k.q

esta expresion al desarrollarla cancela el término de orden cuarto en los campos
fermionicos de la acciéon original, a cambio de introducir un nuevo campo bosoénico

A(k,q). Ordenando los términos, la accion resulta

SN = Y bk (ihwn — (e = 1)) bro + Alk,q)' G105 5, +
k,o

A(gq, k)|?
Ak, )15 — % (2.11)
de forma compacta es escribe como
. ihw, — (e — 1) A(q, k) it
SIA G = Y (B bos) - ¢ | A
k A(q, k) ihwn, + (€5 — 1) Dok

_ [Ag, k)‘Q (2.12)

g

Al introducir la notacion ® = (¢, dg—r )7 se hace explicita la forma cuadrética de
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la accién en los campos fermidnicos

7= /d<¢*, %) /d(A, A*) exp (- 3 $|A(q, k)2 — @*@h@) | (2.13)

k,q

con la funcién de Green definida como

thw, — (e; — A(k,
A(k, q) ihwn, + (e — 1)
por lo cual es posible integrar la funciéon de particion Gaussiana en los campos P.

Esto define una accion efectiva

Sy _ AP
Sef = —hTr Ln(—@ ) - 7, (215)

donde se ocupa la identidad [ dUd¥* exp(U*AV) = Tr(—A) [73].

Al integrar sobre los campos fermionicos, la funciéon de particion queda escrita sélo
en términos del campo bosénico A a través de la accion efectiva (2.15). La funcion
de particion es

7 = / dA*dAe 5B (2.16)

al comparar las ecuaciones de la teoria de Landau (2.7) con la expresion anterior

(2.16)), es posible identificar a la accién en términos de la energia libre de Landau.

Sep(A) = %FL(A). (2.17)

Esta igualdad es la conexion entre la teorfa microscopica de BCS y la teoria ma-
croscopica de Ginzburg-Landau (2.1). El parametro de orden es A (ver Fig:(2-1))).
La expresion ([2.16|) es exacta y no presupone ninguna aproximacién, sin embargo
es imposible realizar de forma cerrada dicha integral. Por ello, es necesario realizar
un desarrollo perturbativo cerca del punto critico donde sucede la transiciéon de fase.
Esto es, un desarrollo en series de Ln(—G™!) alrededor del parametro de orden A.

Identificando las potencias de A en el desarrollo, se obtienen los coeficientes de la
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teorfa de Ginzburg-Landau a(T") y b(7T).

Para el desarrollo perturbativo, es necesario determinar el valor de A, que ex-
tremiza a la accion efectiva Scf, dicho extremo satisface 0S.; = 0. Proponiendo
A(k,q) = Ao+ n(k,q) y ¢ = 0, se obtiene la ecuacién conocida para el parame-

tro de orden.

54
Do _ Ao - tanh(zr7) (2.18)
g 204 &

donde & = /(e — p)? + Al

Este sistema tiene siempre soluciones triviales Ag = 0, sin embargo, existe una
temperatura critica T,, para la cual existen soluciones no triviales Ay # 0. La tempe-
ratura critica se obtiene de la ecuacion (2.18) fijando Ay = 0, la expresion explicita

para la temperatura critica es

8
kT, = _72 hwpe~NERlgl (2.19)
me

siendo ef la energia de Fermi y N (er) el ntumero de electrones a la energia de Fermi [4].
Donde la suma sobre k se restringe a la banda de momentos alrededor de la energia
de Fermi de ancho wp /vp, siendo v la velocidad de Fermi. Mientras el parametro de
orden a temperatura cero es

8

Ao(T = O) = ?theil/N(eF)lg‘. (220)
(&

De esta forma, el parametro de orden a temperatura cero y la temperatura critica

obedecen la expresion

Ao(T = 0) = ZkyT,, (2.21)
Y

esta expresion es universal del estado BCS [4]. La teoria BCS fue originalmente pro-

puesta para electrones en una red cristalina tridimensional.
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2.2.2. Estado Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov

Una de las suposiciones esenciales de la teoria original de BCS, y de la propuesta
original de Cooper, es que los pares de Cooper responsables del estado superconductor
tienen un momento de centro de masa cero. Sin embargo, electrones en presencia de
campos externos dependientes del espin, tienden a aparearse en estados de Cooper
con momento de centro de masa finito. La presencia de campos dependientes del
espin produce un desbalance en las energias de Fermi epy # €p|, este desbalance fue
estudiado por Fulde y Ferrel [75] y Larkin y Ovchinnikov [76] en la teoria que hoy
en dia se conoce como superconductividad tipo FFLO, donde el parametro de orden

tiene dependencia en el momento de centro de masa no trivial.

Los ansatzs de Fulde y Ferrel (FF) y el de Larkin y Ovchinnikov son respectiva-

mente,

S

U(c;TcZi) = Aexp%Q" (2.22)

U(C;Tch) =2A 008(2@ . Z), (2.23)

donde 65 denota el momento de centro de masa del par de Cooper.

Figura 2-4: Estados FFLO. Del lado izquierdo se esquematiza la formacién de los pares de Cooper
cuando la energia de Fermi es simétrica en los estados de espin. Del lado derecho, se muestra que
el desbalance en las energias de Fermi produce apareamientos con momento de centro de masa no
nulo.

Bajo el esquema introducido previamente en ([2.2.1]) es posible encontrar el expec-
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tro de excitaciones elementales, el cual resulta en

€2, 34— —\€_ 2.5 —
é,,(FFLO) SIEBCS):': ( k+Q.1 %) 2( —k+Q,) Mi)) (2.24)

dicha relacion de dispersion implica que a mayor desbalance en el potencial quimico,
mayor es el vector Q del momento del centro de masa del par de Cooper. Esto significa
que el estado macroscopico de muchos cuerpos de minima energia corresponde a pares
de Cooper con momento de centro de masa no nulo.

Como se esquematiza en la figura , el apareamiento de los pares de Cooper
se da con un momento de centro de masa distinto de cero cuando existe desbalance
en la energia de Fermi de los estados de espin. Dado que la energia del espectro de
excitaciones elementales puede ser negativa, existen excitaciones elementales atin a
temperatura cero, en contraste con el estado BCS tradicional, el cual a temperatura
cero carece de excitaciones elementales. El desbalance en las energias de Fermi produce

que existan particulas no apareadas a temperatura cero.

2.3. Ondas de espin y ondas de carga

Ademés de la inestabilidad tipo BCS, los sistemas electronicos pueden mostrar
otro tipo de inestabilidades como las denominadas ondas de espin o las ondas de

carga las cuales son un ordenamiento espacial ya sea del espin o de la carga [73].

Las fases de ondas de espin y de carga se pueden explicar desde el punto de vista
de la teoria cuéntica de campos a través de la introduccion de nuevos campos en la
transformacion de Hubbard-Stratonovich adicionales al campo del estado supercon-
ductor. Estos campos son proporcionales a operadores tipo densidad, para las ondas

de carga y espin o respectivamente, los campos estan dados por,

Poe =D cj;_s_éﬂac@g, (2.25)
q
Pa =D ch g Cat (2.26)

q
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por ejemplo para un sistema bidimensional con simetria cuadrada y constante de
red a, si Q = (m/a,m/a) el primer operador toma en consideracion una modulacion
espacial en la densidad, esto significa que si el valor de expectacion de dicho operador
es distinto de cero, entonces las cargas se distribuyen en un tipo tablero de ajedrez,
si Q = (m/a,0) y el valor de expectacién de pg,, es distinto de cero entonces las
cargas se acomodan en lineas paralelas. Mientras el operador /3@ toma en cuenta
modulaciones espaciales del espin y es el relevante para los estados magnéticos. En
el modelo de Fermi-Hubbard repulsivo este campo determina la formacion de estados

antiferromagnéticos.

La inclusiéon de ondas de espin y de carga requiere introducir campos auxiliares
en las transformaciones de Hubbard-Stratonovich que permitan desacoplar la accion

en los campos fermionicos, esto implica emplear otros canales de la interaccion (ver

Apéndice: (B)).

Z ¢q+Q i (2.27)

hg = Z oL 1Pl (2.28)
q

A continuacion se presenta el estudio de la formacion de ondas de espin, y del estado
superconductor, partiendo una accién que incluye interacciones entre particulas de

mismo espin,

DD G (k) (ihwn — (e — i) do (k)
o k

o DX VO @6+ o (65K + n ()
kg o=
Vo (E— )61 + k)61(5 — k)oy(5 — K)ér (5 + k),

. ., . . . .,
donde V%7 denota la interacciéon entre espines iguales, y V%7 interaccion entre

espines opuestos. Los campos de Hubbard-Stratonovich para incluir ondas de carga
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y el estado superfluido estan dados por las expresiones

pola) = QWZJGQ’D (k + ) (). (2.29)
Alg, k) = ZV” - ( +k>¢3<f—k> (2.30)

po(q) es proporcional al operador de densidad de carga Eq.([2.28]), mientras el campo
bosonico del superconductor se introdujo previamente. De esta forma es posible tomar
en cuenta ondas de carga y superconductividad. En términos de estos nuevos campos

la accidén se reescribe como

S(¢%, ¢, A,A%,p)) = ZZ¢Z(k)(ihwn—(Eg—ua))%(k)
+ZZ% 5k + q)do(k BNZPU (V7 (@)~ po(—a)

+ZA k)04 (3 + K053 — k) + A% (k,)0a G +K)on(d — k)
k,q

FBN' ST Ala, KV (R — ) Alg, b) (2:31)
kK’ ,q

De la misma manera que en la teoria (2.2.1)) la accion se vuelve cuadrética en los
campos fermionicos, e introduce dos nuevos campos p y A que toman en consideracion

la interaccion,

S(6%,6,8,A%, p)) = & (k)G (k)

k

BN (Z 0o (@) (V7 (@) o (—a) = 5 A (V7 (F - Ef))lA(k)) ,

donde por simplicidad se asume un momento nulo del centro de masa de los pares de

Cooper y ®*(k) = (gb;(k), ¢y (—k), ¢1(k + Q), ) (—(k + Q))), siendo la funcién de Green

(ifiwn — € 4) A(k) —ip}, 0
— At(k)  (ihon + &) 0 ~ir , (2.32)
ing, 0 (thwn = &704)  Ak+Q)
0 inh A*(k+Q)  (ihwn +&10.)
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donde 5,—570_ = € — flo; CON [lg = [lg — %—ZV""’(@), siendo NN, las poblaciones en los
estados hiperfinos o.

Dentro del esquema de Ginzburg-Landau es posible integrar sobre los campos
fermidnicos, esto implica hacer un desarrollo en series de la accion efectiva alrededor
del valor de los parametros de orden evaluados en el valor de campo medio. Esto
significa escribir a los campos como A;, = A + §A(k) v po(Q) = p2(Q) + dp.,
separando a la funciéon de Green en G = G;}p + XA+ X, + X, , donde (B&lp =
(G™1)|a=n0 p=p0, €s la G evaluada en el valor de campo medio.

El rompimiento de la simetria que da origen a la densidad de carga se da cuando
el valor de expectacion de pf, # 0. De igual manera es posible introducir campos de

densidad de espin.

2.4. Modelo de Fermi-Hubbard

El modelo de Fermi-Hubbard se ha convertido en la base para estudiar sistemas
fermidnicos fuertemente correlacionados en redes cristalinas. Gran parte del conoci-
miento que hoy se tiene acerca de la superconductividad convencional, el antiferro-
magnetismo, ondas de densidad, fases de pseudogap, localizacion, superconductividad
onda -d ha sido predicha y estudiada a través de modelos de Hubbard. Dicho mo-
delo fue introducido por Martin Gutzwiller [77], John Hubbard [78,79], y Junjiro
Kanamori [80] a inicios de los anos 60 y produjo una revolucion en el entendimiento
de las propiedades eléctricas y magnéticas de los materiales. El modelo de Fermi-
Hubbard fue propuesto por Philip W. Anderson [81] como el modelo fundamental
para comprender el hasta ahora inexplicado fenémeno de la superconductividad a
altas temperaturas en los compuestos de cobre 6xido. Recientemente este modelo
ha sido estudiado en el contexto de la criticalidad cuéntica, asi como con fines de
computaciéon cuéntica.

El modelo original de Fermi-Hubbard describe el movimiento de electrones en un
solido, contempla una sola banda electronica e interacciéon local entre los electrones,

y es relativamente el modelo discreto més simple de muchos cuerpos para describir a
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un solido.

El modelo de Fermi-Hubbard esta descrito por el Hamiltoniano

H=—t) & &, +UY iy, (2.33)

(irj),0

donde los electrones ocupan los sitios i de la red cristalina, y tunelean con un coefi-
ciente t a primeros vecinos. La interaccion, caracterizada por el coeficiente U es local
entre los electrones, y contempla de forma efectiva el efecto neto de la presencia de los
iones en la red cristalina. El nimero de &tomos o electrones que componen al sistema,
es también una variable crucial en la fase que despliega el sistema, por ejemplo, si la
densidad es cercana a un ntmero entero, el sistema entra en una fase incompresible la
cual se conoce como fase de aislante de Mott, en donde el metal se comporta como ais-
lante en lugar de conductor. La dimensionalidad del sistema también es relevante, por
ejemplo, en dos dimensiones el modelo de Fermi-Hubbard soporta superconductividad
de onda-d [82]. Sin embargo, el entendimiento general del modelo de Fermi-Hubbard
en dos dimensiones sigue siendo una incognita, recientes esfuerzos con gases atoémicos
ultrafrios pretenden despejar el panorama para establecer con claridad cuales son las

fases del sistema [83],84].

El modelo de Fermi-Hubbard se clasifica segiin el signo de la interaccion local; el
modelo Hubbard atractivo si U < 0, y el modelo de Hubbard repulsivo si U > 0. A
continuacion describimos las fases presentes en dicho sistema en la region de llenado
medio en la cual se supone un balance en las especies de espin, y el niimero promedio

de electrones por sitio es 1.

2.4.1. Fermi-Hubbard Atractivo

El modelo de Fermi-Hubbard atractivo ha sido extensamente estudiado en el con-
texto de la superconductividad. El estado superconductor tipo BCS se presenta a

interacciones débiles |U| << t, en este limite es posible definir un parametro de orden
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superconductor dado por

A= U(c%ch}.

Bajo esta igualdad y despreciando fluctuaciones, el Hamiltoniano se vuelve cua-
dratico en los operadores de creacién y aniquilacion y es posible realizar una transfor-
macion unitaria que diagonaliza dicho Hamiltoniano. Dicha transformacion se conoce
como la transformacion de Bogoliubov [5], la cual permite escribir al Hamiltoniano

de la forma

I:[ = Zén:ﬂ;,a:}/n,m (2'34>

n,o
donde ¥, 5, ¥ ’ﬁ » » son los operadores de creacién y aniquilacién de las cuasi-particulas

de Bogoliubov, y &, es la nueva relacion de dispersion

& = \/ (2 (1 — cos(ka(n)a)) — pi,)? + A2,

donde k es un vector en la primera zona de Brillouin etiquetado por el indice n, y
la constante de red a. La temperatura critica del estado superconductor crece ex-
ponencialmente como funcion de U/t. Para gases alcalinos en 3D en la region de
interacciones fuertes, aparece un estado ligado cerca de U/t ~ 7,9, esto da lugar a
formacion de dimeros que condensan (BEC), cuya temperatura critica decrece como
t2/U. En la figura se muestra el diagrama de fases, para U < 0 existen tres
fases: superfluida, normal, y pseudogap. La fase superfluida es la que se explicé ante-
riormente, el estado normal, corresponde para metales al estado conductor, mientras

que en gases ultrafrios corresponde a un gas normal de Fermi.

2.4.2. Fermi-Hubbard Repulsivo

El modelo de Fermi-Hubbard repulsivo en 3D a llenado medio exhibe las fases
de aislante de Mott, ferromagnéticas y de conductor/gas normal de Fermi. En el

régimen de llenado medio, existe una transformaciéon unitaria U que mapea el modelo
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Figura 2-5: Diagrama de fases del modelo de Fermi-Hubbard tridimensional. El diagrama de fases
exhibe para U < 0 fases normal y superfluidas, asi como una region de pseudogap. Mientras que para
U > 0 las fases del modelos son de fluido normal, aislante de Mott y un estado antiferromagnético.

de Hubbard atractivo con el modelo de Hubbard repulsivo [85].

A~ A~

UTH(U)U = H(-U), (2.35)
dicha transformacion explota la simetria particula-hueco del sistema y esta dada por

UleinU = fli)el, (2.36)

UTéL\LU - 62-7\1/,

siendo f(i) = £1 para cada sublattice de la red bipartita [85]. Esta transformacion
conecta el espectro de energias y el estado base del sistema para U negativa y positiva,
establece una biyecciéon entre el estado superconductor y el estado de Néel antiferro-
magnético. Dos regiones de estado de Néel se obtienen, una fase de densidad de espin
a interacciones débiles, y un estado de Mott-Néel a interacciones fuertes, en el primero
hay transporte de electrones, mientras en el estado de Mott-Néel corresponde a un

orden antiferromagnético sin transporte de electrones.

En dos dimensiones el teorema de Mermin-Wagner establece que no hay or-
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den de largo alcance, por ello no es posible la formaciéon de estados de Néel y su-
perconductores a temperatura finita 7" 0. Sin embargo, la teoria desarrollada por
Berenziskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) [87,88| establece que existen estados ordendos
con largo alcance con decaimiento algebraico.

Teoéricamente existen distintas metodologias para abordar este problema. Para
sistemas uni-dimensionales es posible diagonlizar de forma exacta el Hamiltoniano,
existen también algunas soluciones exactas para el caso uni-dimensional a través de
la solucion de Bethe. Métodos como Density Matrix Renormalization Group [89] y
algunas extensiones de este método se usan en 1D y ocasionalmente en 2D. Otros
métodos que se destacan son para sistemas en 2D y 3D, Dynamical Mean Field
Theory [90], Bogoliubov-de Gennes, Quantum Monte Carlo [91], métodos estandares

de campo medio, ansatz de Gutzwiller, entre otros.

2.5. Gases ultrafrios de Fermi.

2.5.1. Superfluidos

A diferencia de la teoria para los superconductores, los experimentos a ultrabajas
temperaturas nK se realizan con dtomos neutros. Es decir, no son superconductores

sino superfluidos. Bajo el criterio de Landau [6] al cambiar la relacion de dispersion

§p = \/ (€z — p)? + A§ se hace una brecha de manera que se pueden crear excitacio-
nes elementales sin friccion. En la figura: se muestra la relacion de dispersion
para un conductor convencional y para un superconductor. Cualquier excitacién con
energia hk? intersecta la relacion de dispersion del conductor generando friccion. En
el superconductor convencional, existen excitaciones que no generan friccion.

En contraste con la teoria de superconductividad donde la interacciéon atractiva
electron-electron se da gracias a los iones de la red, en los &tomos ultrafrios alcalinos
suficientemente diluidos, la interaccion se aproxima a un potencial de contacto V(7 —
') = go(F—7"), esta interaccion puede ser atractiva o repulsiva dependiendo del estado

interno de los atomos empleados. El formalismo para describir al superfluido de Fermi
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Superconductor
W0l =€+ A2

Conductor

2,2 _ 2
" wi =€

Sonido
7w} = (ck)?

Figura 2-6: Criterio de Landau para un superfluido de Fermi. La interaccion modifica la relacion
de dispersion, de forma que pueden crearse excitaciones elementales sin friccion.

es idéntico al descrito en esta seccion, sin embargo se debe de tener precaucion con la
divergencia ultravioleta que introduce el potencial de contacto |71]. La ecuacion ([2.18)
en el modelo de superconductor tiene una frecuencia de corte que es la frecuencia de
Debye, esta regularizacién esta ausente en el superfluido de Fermi. Por lo cual la
expresion diverge. Dicha divergencia no es fisica y se debe a la aproximaciéon
de contacto en la teoria. Para regularizar la ecuacion es necesario tomar en
consideracion segundos érdenes en la ecuacion de Lipmann-Schwinger para la matriz-
T, lacuales T =V 4+ VGoT [41], con Gy la funcion de Green para particula libre,

esto da una expresion para la longitud de dispersion a

ol (2.37)

4mh2a g 2¢;’

bajo esta interpretacion la ecuacion ([2.18) se convierte en

é‘_.
tanh(ziz) 1 (2.39)
§E 26,; ’

m
T 4nh?a Z

i
con esta normalizacion, la descripcion del estado BCS es idéntica a la descrita pre-
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viamente.

Finalmente, mencionamos que la descripcion del superfluido esta basada en el mo-
delo de dos componentes de Landau. En dicho modelo se postula que el superfluido
esta compuesto por dos fluidos, un fluido viscoso, con friccién y un fluido sin friccion:
superfluido. Donde no hay transferencia de momento entre las partes normal y su-
perfluida. De tal forma, la densidad del superfluido se escribe como p = p,, + ps, cada
fase con velocidad 4, y ¥ respectivamente. Después de un poco de algebra [4,6], es

posible mostrar que para un gas libre la densidad superfluida es

s:1 )
P +mnV i o&;;

siendo f(&;) la distribucion ideal de Fermi, m la masa de las pariculas, n, la densidad,
y V el volumen. Si T > T, dicha densidad es igual a cero, y la densidad del fluido
tiene solo componente normal p = p,. Mientras que la densidad superfluida tiende a
uno cuando 7' = 0 (p = p,), atn cuando se hace distincion entre las dos componentes
del fluido, estos existen simultdnemente y no hay manera de separar las fases. Estas
cantidades son relevantes pues contienen toda la hidrodindmica del sistema.
Enfatizamos que todos los resultados presentados anteriormente, teoria de disper-
sion para dtomos polares, modelo BCS y energia libre de Landau son para particula
libre. La extension a la red optica puede no ser trivial y es la que se presentara a

continuacion, pero el desarrollo previo presenta el marco tebrico en el que se trabajo.

2.5.2. Cruce BEC-BCS

El cruce BEC-BCS consiste en que un sistema de particulas de Fermi en dos esta-
dos hiperfinos con igual poblacién e interacciéon atractiva puede transitar de manera
continua de un estado donde los fermiones se aparean a través del mecanismo de
Cooper a un estado en el que se forman dimeros de dos particulas fermioénicas, es
decir se forma una molécula bosonica, que condensa en el estado BEC.

Dicha idea fue introducida por primera vez por Eagles [27] en el contexto de

materia condensada, estudiando la transicion de semiconductor a superconductor de
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SrTiO3 en la cual el tamano de los pares resposables de la superconductividad era
mucho menor que el espaciamiento medio entre los electrones, es decir, se formaban
moléculas di-electronicas, con espin entero, por tanto, bosénicas .

Posteriormente, en el contexto de gases ultrafrios 28|, Leggett estudi6 un gas
diluido de Fermi, en el cual a través de una resonancia de Feshbach la interacciéon
evoluciona de ser atractiva a repulsiva, y permite que el sistema transite de un es-
tado superfluido tipo BCS, a un estado molecular BEC. Atin cuando la longitud de
dispersion diverge en la resonancia de Feshbach, la transicion BEC-BCS es continua.
Leggett mostré que la transcion BEC-BCS puede ser explicada desde campo medio,
partiendo de las ecuaciones para el parametro BCS y la conservaciéon del ntmero

de particulas de la teoria BCS las cuales es posible escribir de la siguiente manera,

4mwah?

denotanto a Uy = =

- % 3 (l _ L= 20(EE) 2’;@%)) (2.40)

N = (1_€k_“). (2.41)
i Ex

Es posible resolver dichas ecuaciones en el cruce, esto significa variar continuamente

el parametro 1/akp desde el lado BCS el cual corresponde al limite 1/akr — —o0,
pasando por el régimen de unitariedad 1/akp — 0, hasta el limite BEC 1/akr — oc.
En el limite BCS el potencial quimico es la energia de Fermi y = €p, y el parame-
tro de orden A y la temperatura critica corresponden a los derivados en la teoria
BCS convencional y respectivamente. Por otra parte, en el limite BEC,
el potencial quimico se aproxima a la mitad de la energia de ligadura molecular
€M = —h2/2ma2, mientras la brecha A = 46F/\/m. Bajo esta descripcion la

temperatura critica en el limite BEC

€]

w5l = Malleadl fer) P2

sin embargo dicha temperatura no corresponde a la temperatura critica del superflui-

do, sino a la temperatura a la cual se disocian las moléculas. El modelo de campo
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medio de Leggett describe cualitativamente el cruce BEC-BCS, pero no incluye las
excitaciones elementales de pares con momento centro de masa no nulo, por lo cual

sobreestima la temperatura critica. La temperatura critica de condensacion es
kgTPPC ~ 0,218¢p, (2.42)

la cual es posible deducir del modelo de Noziéres y Schmit-Rink (NSR) [92]. Dicho

modelo incluye momento del par molecular no nulo.

Figura 2-7: Temperatura critica de los superfluidos para los modelos de Legget, Gorkov y NSR.
Imagen tomada de [94].

En Fig: se muestra la temperatura de transicion a superfluido del modelo de
Leggett, Gorkov, y NSR en el cruce BEC-BCS. Mientras la teoria de Leggett y ligeras
modificaciones como la de Gorkov muestran que la temperatura critica crece indefini-
damente [94,95] , el modelo NSR tiene un méaximo cerca de unitariedad 1/akr — 0.
Existe hoy en dia un amplio debate acerca de lo que sucede en este régimen [93,|94]
, estudios mas recientes no obtienen ningtin méaximo en la temperatura critica como
funcion de 1/akp [96], ademés de que del lado molecular la longitud de dispersion
es 0,6a [97], y no 2a. Tomando en cuenta este hecho, estudios de Quantum Monte

arlo, estiman una temperatura critica de ~ €r, en el régimen repulsivo
Carlo, est t t tica de kpTPFC ~ 0,16¢p, 1 1
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débilmente interactuante.

En Fig: se muestra el diagrama de fases como funcion de 1/akp, donde se
distinguen la fase superfluida tipo BCS, para 1/akr — 0 para temperaturas superiores
a la critica hay una region de pseudogap, en la cual no hay superfluido pero existe un
apareamiento entre los fermiones. Del lado BEC, esto significa que persiste el estado
del sistema es un gas normal de Bose, no superfluido, y la temperatura 7™ indica la

temperatura de disociaciéon de la molécula, y no de condensacion.

Figura 2-8: Diagrama de fases del cruce BEC-BCS. Imagen tomada de [98]. La linea sélida indica la
temperatura critica del superfluido, mientras la linea punteada indica del lado BCS la temperatura
de disociacién de pares de Cooper, y del lado BEC la temperatura a la cual se rompen los dimeros.

Finalmente mencionamos el concepto de universalidad del cruce BEC-BCS. Esta
idea fue introducida por Bertsch, para un sistema de fermiones con una longitud de
dispersion a infinita y un alcance de interaccion de contacto (pseudopotencial delta).
En este limite el sistema tiene una sola escala de longitud, la distancia entre particulas,
o bien k;l, por lo cual todas las cantidades termodinédmicas se vuelven universales.
Es decir, el sistema se vuelve invariante de escala, al realizar una transformacién de
escala, el sistema se mantiene unitario y fuertemente interactuante, caso contrario
con un gas con a finito, en el cual por ejemplo, se puede pasar de un régimen fuer-
temente interactuante, a un régimen débilmente interactuante escalando el volumen

del contenedor del gas.
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El cruce BEC-BCS ha sido estudiado desde el contexto de la superconductividad a
altas temperaturas, debido a que la distancia de los pares en dichos superconductores

es ligeramente mayor que la distancia media entre electrones.

2.5.3. Gases ultrafrios en el modelo Fermi-Hubbard

Es posible emular el modelo de Fermi-Hubbard en gases cuénticos ultrafrios a
través de redes cristalinas sintéticas creadas con potenciales 6pticos de luz. Estos
sistemas denominados redes 6pticas se basan en el acoplamiento del momento dipolar

eléctrico de los a4tomos con la luz. Al contrapropagar dos haces de luz de longitud

Figura 2-9: Cristal artificial creado contrapropagando tres haces de luz, esto crea un patrén de
onda estacionario, que se acopla al momento dipolar de los &tomos y crea un potencial 6ptico.

de onda A se crea una onda estacionaria de longitud de onda A/2, el campo eléctrico

E (7) se acopla al momento dipolar eléctrico d de los atomos, a través del potencial
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V(r) = ad-E , v si la respuesta es lineal dx E , entonces el potencial de la interacciéon
atomo-luz es proporcional a la intensidad de los haces de luz incidentes.
Para un 4tomo de dos niveles |g) y |e), de energias E, y E. denotan la energia del

estado base y el estado excitado, al incidir un campo de radiaciéon dado por

(2.43)

2 | 2
E(r) = €Ey cos(kz — wt) exp (_x Ty )

2w?(z2)
donde € es un vector unitario en la direccion del plano = — y, y w(z) es el ancho del
haz gaussiano que define la extension radial del haz de luz, la interaccion dipolo-luz

esta dada por

V(r) = % cos?(2mz/\) exp (—%) : (2.44)

donde € denota la frecuencia de Rabi i = |(g|d - €le)|Ey y ¢ la desintonia § =
w — (E. — E;)/h. Se crea un potencial peridédico en el centro del haz gaussiano,
el cual puede ser atractivo o repulsivo dependiendo del signo de la desintonia. Al
contrapropagar laseres en las tres direcciones como se indica en la Fig: en el
centro de los haces gaussianos es posible crear un potencial peridédico con la siguiente

estructura

V(7) = Vo cos®(kpx) + Vo, cos®(k,y) + Vo, cos® (k. 2), (2.45)

donde k; = \;/2m. Si la profundidad de los pozos es lo suficientemente grande en
comparacion con la energia térmica de los &tomos, es posible expaner los operadores
de campo en términos de las funciones de Wannier de la misma manera que para
electrones en un cristal. Por otro lado, la interacciéon se debe ahora a colisiones tipo
onda -s, y a diferencia del modelo original, dicha interacciéon puede modificarse a

través de resonancias de Feshbach, el coeficiente U del modelo es

U=y [ du@,

el coeficiente g se relaciona con la relacion de dispersion a, a través de la expresion

2 . .,
g = %. Recalcamos que la resonancia de Feshbach es la responsable de la formacion

de dimeros del cruce BEC-BCS.
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La primera realizaciéon de un modelo tipo Hubbard se report6 para bosones, dicho ex-
perimento se considera el primer simulador cuantico de un solido [35]. Posteriormente,
distintos modelos tedricos y experimentales han sido propuestos para fermiones, desde
la primera realizacion del modelo de Hubbard con fermiones [203|, modelos para el

estudio de superfluidos en redes opticas [100-H104].

2.5.4. Fermi-Hubbard Extendido

Recientemente se han realizado esfuerzos en extender el modelo de Fermi-Hubbard
para incluir distintos efectos tales como interaccion de largo alcance [105-117], mo-
dificaciones a la geometria [36], dimensiones sintéticas [118-120], fases topologicas y
superfluidos topologicos [121H126|, supersolidos, ondas de densidad. Esto orillado de
la motivacion de predecir nuevas fases y proponer nuevos simuladores cuanticos. La
extension en la cual el presente trabajo se enfoca es el modelo de Fermi-Hubbard
extendido con interacciones de largo alcance, dicha interacciéon se puede deber a la
interaccion propia de los atomos que componen al sistema, por ejemplo, si el sistema
esta compuesto por atomos con momento dipolar magnético o moléculas con momento
dipolar eléctrico o &tomos de Rydberg, o bien, de origen sintético, con una interaccién
efectiva debido a factores externos, tales como un mezcla de gases de Bose-Fermi en
los cuales las excitaciones elementales del condensado de Bose sirven de mediadores
de una interaccion efectiva de largo alcance entre los fermiones, o bien dtomos en
una cavidad cuantica en la cual los fotones de la cavidad producen una interacciéon de
largo alcance entre los fermiones. También es posible simular una interaccion artificial
a través de dimensiones sintéticas.

En estas extensiones los métodos anteriormente mencionados exhiben sus limita-
ciones, por un lado, la dimensionalidad del espacio de Hilbert hace impracticable la
diagonalizacion exacta, y las correlaciones de largo alcance hacen que métodos como
Density Matrix Renormalization Group (DMRG) se vuelvan imprecisos.

En la presente tesis, se abordaré el problema teérico desde un enfoque de teoria
cuantica de campo, sin embargo las soluciones nimericas del problema del gas bi-

dimensional dipolar de Fermi se hace en el contexto de campo medio, y el método
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de Bogoliubov-de Gennes, despreciando las fluctuaciones. Mientras para el problema
uni-dimensional se diagonaliza de forma exacta el Hamiltoniano con la prescripcion de
trabajar con nimero reducido de sitios como consecuencia de una limitaciéon compu-
tacional.

La motivacion de la tesis es entender las fases de los modelos extendidos de Fermi-

Hubbard para gases de Fermi con interacciones de largo alcance.

2.5.5. Supersoélido

El concepto de supersoélido inicialmente surge desde el contexto de la materia
condensada en el cual los atomos de un sistema presentan comportamiento de sélido
y superfluido a la vez [127-131], es decir, la firma del supersélido es un orden espacial
en la densidad del sistema, junto con un estado superfluido. La observacion de dicha
fase en sistemas como el He-4, sigue en debate, los experimentos de 2004 en los cuales
se reporto la fase supersolida junto con un momento de inercia no clasico fueron
puestos en duda en 2007 [15}17,39].

En el contexto de gases cuénticos ultrafrios, se han propuestos distintos simula-
dores cuanticos para observar la fase supersolida con condensados de Bose-Einstein
confinados en redes 6pticas donde la definicién del estado supersolido consiste en la
coexistencia de dos fases, una fase ordenada espacialmente en la densidad de los ato-
mos de la red optica y la fase superfluida, ambas fases corresponen a rompimientos
continuos en la simetria. Dos experimentos han reportado la existencia de dicha fase,
el primer grupo mostro la formacion de tableros de ajedrez y otros tipos de orden en
la densidad coexistiendo con una fase superfluida en un gas de rubidio confinado en
una cavidad cuantica [40]. El segundo grupo mostré la formacion de un patron de
lineas en la densidad coexistiendo con un estado superfluido en un gas de sodio con
acoplamientos espin-orbita [132].

Tedricamente, entonces la definicion de supersélido consiste en la coexistencia
espacial de las fases que definen al estado superfluido y las equivalentes a las ondas
de espin y de carga. Hasta el momento, no se ha reportado la observaciéon del estado

supersolido en fermiones por lo cual es de gran interés teérico proponer modelos
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realistas para observar dicha fase.
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2.6. Bogoliubov-de Gennes

Los métodos ntmericos para resolver problemas de muchos cuerpos de fermiones,
como se menciond previamente, son diversos, en particular, en este trabajo abordamos
la resolucion de sistemas bi-dimensionales a través de ecuaciones en campo medio
homogéneas, y el método de Bogoliubov-de Gennes para sistemas inhomogéneos. Por
otro lado, en el caso de sistemas uni-dimensionales se recurre al uso de diagonalizacion

exacta.

Las ecuaciones de campo medio para describir el estado superfluido tipo BCS
se describieron en la seccion de la Teoria BCS. Para incluir inhomogeneidades en
el sistema es posible recurrir al método de Bogoliubov-de Gennes para diagonalizar
localmente al Hamiltoniano en campo medio. La suposicion basica de la teoria BAG es
despreciar las fluctuaciones. A continuacion se presenta la derivacion de las ecuaciones

de BdG para el siguiente Hamiltoniano

:—tzcw”—f—Uannw—l—Z,u ng 5 (2.46)

(i.3).0

dicho Hamiltoniano es idéntico al modelo de Fermi-Hubbard revisado previamente
con la salvedad que incluye un término correspondiente a un potencial quimico local,
que puede deberse a desorden en la red 6ptica, o bien a la presencia de un potencial
confinante externo. Dicha inhomogeneidad produce que la densidad 7; no sea maés
independiente del sitio ;por lo cual es necesario diagonalizar de forma local el Ha-
miltoniano. Para ello se introduce el siguiente campo superfluido con dependencia
espacial

A? = U<CI,TC;T,\L> )

y se desprecian las fluctuaciones en dicho campo. Esto permite escribir al Hamilto-

niano de BCS local

Hpeg = —t Z ch]’ + ZA*C*J,C + Aﬂcﬂ cﬂ’ + Z,u (2.47)
(@.4).0
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dicho Hamiltoniano al ser cuadratico en los campos fermiénicos es posible diagona-
lizarlo a través de una transformacion unitaria Upggq, la cual transforma H BIC =
U]TBdGﬁ BcsUgac, donde la dimensionalidad del Hamiltoniano Hpcg es de 2N x 2N.
Por otra parte los operadores de cuasiparticulas de Bogoliubov se obtienen también a
través de UBdg, siC = (c14,Cats - CN 1, ch, ..c}L\u), entonces los operadores de cuasi-
particulas son ¥ = UpacC , mientras los eigenvalores de Hpae determinan el espectro

de excitaciones elementales. Para el Hamiltoniano (2.47)), es posible escribir
Hpes = CTHC, (2.48)

donde los elementos de matriz de Hpcg son,

[ 05 (Vear(1) — )0y Aiy
i,J N =2
Aiy t05 — (Vear(t) — 1)055,

denotando a 6<;j~.> como la delta de Kronocker a primeros vecinos. Las ecuaciones
de BAG consisten en determinar la transformacion unitaria, asi como el espectro de
energias

Hpos = CTU;dGUBdGFIUz—;dGUBdGé =y Hpacy, (2.49)

este procedimiento es autoconsistente en el sentido en que Ay y n son incognitas del
problema pero es necesario proveer un ansatz en la diagonalizacion de Bpgcg para
determinar la matriz unitaria Ugyqg, una vez calculada dicha matriz, se obtienen los

valores de expectacion de A; y n; hasta que la soluciéon converge. Los valores de
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expectacion se pueden obtener de la matriz unitaria Ugyg,

1= 3 (lwl + vsf?)

E>0
AM = Z de ; uw~
E>0
= = 1 =2 s
p(@) = 1= Ver(D) = 5 > 1)V (7.9)

J

ne =Y (g £(&) + [vi* (1 = (%)) (2.50)

E>0

donde por simplicidad se identifica a los elementos de la matriz de la tranformacion

unitaria

G+ = Z(%,Tum(i) - %TL,WZ,U ()

n

y =Y (Mgt (@) + 1 105+ (3)), (2.51)

con ello la forma explicita de las ecuaciones de BdG es

—, —

3 s u’”(‘i) _ gy [l (2.52)

= 7\ Vi (1)

El modelo de BdeG requiere ser resuelto de forma iterativa, dando como ansantz

los valores iniciales del gap Ag}), el potencial quimico u(f)(o) y los nimeros de ocu-
pacion n(f)(o). Al iterar una vez, la autoconsistencia en BDG (2.50) arroja nuevos
valores A%), u(@)D y n(7)D, ast al iterar i 4 1 veces, el criterio de convergencia estara

dado por la diferencia entre la distancia entre la i-ésima iteracion y la ¢ + 1-ésima

iteracion.

ALY — A < 5
(D) — p(@V) <6
In(@) ) —n(@)D| < 4.
(2.53)
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Donde ¢ es un parametro elegido a discrecién para asegurar la convergencia del mo-
delo, y la distancia entre las matrices se refiere a la norma de Frobenius, que no es
sino la desviacion estandar de los elementos de matriz/vector que componen a cada
uno de los parametro. Para ajustar el potencial quimico se usard la aproximacion
de densidad local. La aproximacion de densidad local nos permite obtener un po-
tencial armonico que depende de la geometria inhomogénea que introduce la trampa

armonica. Recurriendo al Hamiltoniano en segunda cuantizacion

H=Y" /d%pg(f‘) (_Z;VQ + Vot (7) 4 Vg (7) — uN> W (F)

a=A,B

2p L AN ANE (r 7! BF’ AT )
n / d / U (7)) W (7)) Vi (1) 0 (7)) W (7)) (2.54)

Para las soluciones estacionarias tales que

ihoW 4 (T)

ot = [H,Vap(r)] =0, (2.55)

para sistemas ultrafrios se justifica despreciar el término de energia cinética. Obte-
niendo una ecuacion algebraica para el potencial quimico local, que debe ser resuelto

autoconsistentemente en el modelo de BdeG.
— ]' 2 1 _; /
#as = pap = Veur(r) = 5 [ &g a(r) Vap(r, 17), (2.56)

para la red optica esta expresion coincide con la tltima ecuacion en Eq: (2.53))
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Capitulo 3

Gas dipolar de Fermi: Problema de

dos cuerpos

En el presente capitulo se estudia la bicapa de redes 6pticas de un gas dipolar
de Fermi desde el contexto del problema de dos cuerpos, esto es, el problema de la
dispersion de dos moléculas polares de Fermi colisionando en presencia de un mar
estatico de Fermi. La presencia de este mar de Fermi, aunque es no interactuante se

ve reflejada en el principio de exclusion de Pauli.

En la primera seccion del capitulo presentamos el modelo estudiado, para pos-
teriormente estudiar la formacion de pares de Cooper desde el contexto del problema
de dispersion de dos fermiones inmersos en un mar de Fermi no interactuante ((3.2]).
Las secciones y (3.4) estan destinadas al estudio de la formacion de estados
ligados moleculares y a la dispersiéon de dichos estados de cuatro cuerpos respectiva-
mente, esto da pie al estudio del problema del cruce BEC-BCS desde un contexto de

un problema de pocos cuerpos.

El problema de Cooper en la red 6ptica ha sido estudiado previamente para in-
teracciones de contacto [133H135]. Mientras el problema de dos cuerpos para atomos
polares ha sido estudiado para bosones, y recientemente para fermiones en ausencia
de confinamiento 6ptico [136-138|. Los resultados originales del presente capitulo se

encuentran reportados en |139|.
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3.1. Modelo

El sistema consiste de moléculas polares fermiénicas polarizadas confinadas en una
bicapa de potenciales 6pticos bidimensionales, con constante de red a. Las moléculas
se encuentran bajo presencia de un campo eléctrico externo, de manera tal que el
momento dipolar eléctrico de las mismas es perpendicular a los planos que definen la
red optica (ver Fig.). Como se explica adelante, en el presente capitulo se consi-
dera solo interacciones entre moléculas de distintas capas (interplanar), despreciando
la interaccion entre moléculas de la misma capa (intraplanar). El potencial dipolar

en unidades gaussianas para dos dipolos eléctricos de momentos dy, y ds es,

dy - dyr® — 3(dy - 7)(d; - 7)

rd

Vdip == (31)

siendo 7 el vector posicion que une ambos dipolos. Si ambos dipolos se encuentran
orientados en la misma direccién, en coordenadas cilindricas 2 = 22 +y? y dy = dy =
d, la interaccion se simplifica a

r? =222, r?—227
(7“24—22)5/2 - (r2+z2)5/2’

V:jip = dldg (32)

En la figura (3-1)) se muestra el potencial dipolar para distintas separaciones de las

capas paralelas. Dicho potencial es atractivo si r < A/ V2 y repulsivo en otro caso.

Es conveniente introducir dos parametros adimensionales, el primero; el cociente
entre la separacion de las capas y la constante de red A = \/a, el segundo; la in-
teraccion efectiva adimensional x = ay/A = mespd?/(h*)) escrita en términos de la
masa efectiva mesy = h?/2ta?, con t el coeficiente de tunelaje de la red a primeros
vecinos. Se supone en adelante que las moléculas se encuentran en su estado base
rovibracional. Ademas de que como se mencioné previamente, primero se desprecia
la interaccion en la misma capa. En general, y como se muestra en el capitulo (9],
dicha interacciéon no es despreciable, dependiendo del cociente entre la intensidad
de la interaccion g = aq/a, distintas inestabilidades de densidad pueden tener lu-

gar |107-H110}/140|. Para la presente seccion del estudio del problema de dos cuerpos,
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Figura 3-1: Potencial dipolar para distintas separaciones A/a. El potencial es atractivo a distancias
r < A\/V/2 y repulsivo si r > \/v/2.

donde por simplicidad debido a que se estudian solo sistemas bidimensionales r denota
la distancia radial bidimensional, salvo que se indique lo contrario. Las caracteristicas
de este potencial son el largo alcance, es decir, decaen 1/r3, y tiene cardcter inhomo-
géneo; el potencial es atractivo a distancias cortas, mientras es repulsivo a grandes
distancias. Mantiendiendo fija A la separacion entre las capas, y r la distancia intra-
planar dada por r = |#4 — Z5| = /(24 — 25)2 + (ya — yg)?, con A, B las etiquetas
para las moléculas fermiénicas en cada capa, la expresion final para el potencial de
interaccion es

r2 —2)\2

- o 2
V(an:EB) =d (7’2 + )\2)5/2'

(3.3)

Figura 3-2: Representacion esquemética del gas dipolar de Fermi. Las redes opticas tienen una
constante de red a, separadas una distancia A, y el momento dipolar eléctrico de las moléculas es
perpendicular al plano de las redes 6pticas.
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consideraremos fracciones de llenado bajas e interacciones débiles de manera tal que
dichas inestabilidades son inicialmente despreciadas. Esta aproximacion ademés su-
pone que la interacciéon entre moléculas de distintas capas es mucho mayor que la
interaccion intraplanar. Suponiendo que A\ = 0,75a, entonces V(¥4 = Zg)/(gt) = 5,
mientras que si A = 0,5a, dicho cociente aumenta a V(¥4 = ©p)/(gt) = 16. Jus-
tificando asi, el despreciar las interacciones entre moléculas confinadas en la misma

capa.

3.2. Pares de Cooper

La formacion de pares de electrones desde el contexto de el problema de dispersion
en presencia de un mar estatico de Fermi fue inicialmente estudiada por Cooper en
1958 [10] para un sistema homogéneo con interaccion efectiva inter-electronica débil-
mente atractiva. Con la finalidad de estudiar para el sistema propuesto la formacion
de pares de Cooper, procedemos en el mismo esquema planteado originalmente por
Cooper.

La ecuacion de Schrodinger para la funcion de onda de dos cuerpos ®(Z4, Zg) es,
(Ta+ T + V(3. 75) ) ©(ia, ) = BO(Ta, Tp), (3.4)

siendo 7, el operador que incluye la energia cinética y el potencial 6ptico de confina-

miento.
N h2
To=—5 V2 + Vopi (o).

Es conveniente reescribir la ecuacion de Schrodinger en términos de las coordenadas
relativas y centro de masa R y 7 respectivamente. En estas coordenadas, se propone

la funcién de onda de las dos moléculas como el producto

®(Z, 75) = 5 Fu g (R)p(i),
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siendo K un vector en la primera zona de Brillouin del espacio reciproco correspon-
diente al momento del centro de masa. La funciéon u R(é) es de periodo a/2 y ¥(7) es
la funcién de la coordenada relativa a determinar. En este ansatz se asume que la red
optica es lo suficientemente profunda para considerar soélo la banda de energia mas
baja, ademéas supone la aproximacion de amarre fuerte. Debido a la distinguibilidad

de las moléculas en las capas A y B no es necesario antisimetrizar la funcién de onda

del par. La ecuacion que obedece ¢(7) es

(- To+ V()W) = B, (35)
donde
f_}? = —2t(cos(K,a/2), cos(Ky,a/2)),
y

I fpw(F) => (¢(F+ 8;) + (7 — ci)) ,

1=x,y

-

con §; = ae;, ]T es la matriz identidad 2 x 2 y é; el vector unitario en la i -ésima
direcciéon. La energia del gas ideal de Fermi dentro de la aproximacién de amarre
fuerte con momento K esta dada por €z = —2t(cos(Ka) + cos(Kya)). Expandiendo
la funcion de onda para la coordenada relativa ¢)(7) en términos del momento relativo
q

V) = o S V@ (3.6

definiendo
Eg o= —4t (cos(K;a/2) cos(qza) + cos(Kya/2) cos(gya)) ,
se obtiene la ecuacion en el espacio de momentos

(E—Ez J0(@) =) _V(§— (). (3.7)
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Debido a la presencia de la red, hay una dependencia del centro de masa y la coordena-
da relativa que no es posible desacoplar, lo cual representa una diferencia cualitativa
con el problema original presentado por Cooper [10]. La ecuacion de eigenvalores es

L,

—

1 V(G- ¢
1= — M’ (3.8)
NN, 2« Ep —E
ql I

donde el indice primado indica que la sumatoria esta restringida a aquellos estados
permitidos por el principio de exculsiéon de Pauli. Estos valores de ¢, como en el
problema de Cooper corresponden al par de moléculas interactuando en presencia de
un mar de Fermi no interactuante. Entonces, las amplitudes para estados ocupados
es cero, debido a que estan prohibidos como consecuencia del principio de exclusion
de Pauli. Esto implica que la suma esta restringida a vectores con momento relativo

¢ que satisfagan simultaneamente

@)
N
+
V
@)

y €z > ep. (3.9)

De acuerdo con el planteamiento original de Cooper se buscan soluciones para 1 (7)
con energias menores que la energia correspondiente a la suma de las energias de
Fermi de cada capa, esto es E = e + ¢2 — A, con A > 0. El calculo de esta energia
determina la brecha de la energia que caracteriza al par de Cooper como funcion del
pardametro que caracteriza la interaccion y del momento del centro de masa K , asi
como de la energia de Fermi en cada capa A y B. En contraste con el esquema original
de Cooper para electrones en un metal donde soélo los electrones a una distancia wp de
la energia de Fermi forman pares de Cooper, en (3.8]) s6lo se considera la restriccion
impuesta por el principio de exclusion de Pauli, sin un corte superior a la suma. Por
otra parte, no existe divergencia ultravioleta pues el potencial dipolar es en

todo momento finito.

Todos los calculos nimericos fueron considerando N, = N, = 5 x 102, verificando
para redes mas grandes que los resultados fueran independientes del ntimero de sitios.

Es importante recalcar que la densidad de estados tiene una divergencia en ex = 0,
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es por ello que los resultados se presentan fuera de dicha regién correspondiente a
llenado medio.

Primero presentamos la dependencia de la brecha de la energia como funciéon de
la energia de Fermi para redes simétricas, esto es e = €2. En la figura: (3-3)) se
muestra A como funcién de la energia de Fermi considerando diversos valores de
X para separaciones fijas de la separacion de las capas. Por simplicidad se asume
K, = K, = 0. Cuadrados, circulos y triangulos corresponden a x = 0,4;0,5 y 0.6
respectivamente. La energia de ligadura del par es una funcion creciente, luego alcanza
un maximo para después decrecer como funciéon de la energia de Fermi. Este cambio de
comportamiento sucede cuando la superficie de energia de Fermi cambia de abierta
a cerrada, cuando esto sucede, la energia de ligadura decae exponecialmente como

funcion de la energia de Fermi, A ~ exp~“*/, con a ~ y. Al aumentar la interacciéon

se aprecia que el pico maximo de la brecha de energia se mueve para la izquierda de

la grafica.
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Figura 3-3: Energia de ligadura del par de Cooper A/t como funcién de la energfa de Fermi en

una red Optica simétrica ef} = e?.

Para ilustrar la dependencia de la energia del par en el momento del centro de
masa K , en Fig. (3-4) se grafica en unidades adimensionales dicha cantidad como

funcion de Kjya asumiendo K, = 0 para x— 0,4;0,5;0,6. En este caso, asumimos las
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mismas circunstancias que en la situacion previa en Fig. (64 = B = —0,5t). Se
observa un méximo del valor de A en K = 0, y al igual que en el caso previo, cuan
mayor grande es la interaccion, mayor la energia de ligadura del par de Cooper. Esto
significa que los pares de Cooper para energias de Fermi balanceadas se forman con

momento de centro de masa igual a cero, pues es el estado que minimiza la energia.
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Figura 3-4: A como funciéon del momento del centro de masa K, a para energias de Fermi simétricas

e? = eg = —0,5¢. Se considera K, = 0 para valores de x = 0,4;0,5 y 0,6.

A continuacién se presenta el estudio del problema de Cooper para energias de
Fermi no simétricas en las capas A y B como funciéon del momento de centro de
masa. Para ejemplificar la formacién de pares en el caso no balanceado, se fijo x =
0,5 y se grafica A como funciéon de una de las coordenadas del centro de masa,
para distintos imbalances en la energia de Fermi Ae = ¢4 — eg. En la figura (3-5)
se muestran las graficas para la energia de ligadura para los desbalances de Ae =
0,1;0,2;0,3; 0,5, manteniendo constante e = —0,5t . De igual manera que como se
habia determinado en estudios previos, para el problema de dos cuerpos en 3D con
interaccion de contacto, en el caso bidimensional con interaccién dipolar se obtiene
que el desbalance en las energias de Fermi favorece la formacion de pares de Cooper
con momento de centro de masa no nulo. Cuando la diferencia de energias ¢4 y €2

es demasiado grande los pares de Cooper no pueden ser formados. El desbalance en
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los factores de llenado imposibilita a las moléculas en la capa A con moléculas en la
capa B debido a que el traslape de los estados accesibles es menor, sin embargo, es
posible ajustar las poblaciones en cada capa para maximizar la energia de ligadura

del par y con ello estudiar la posible emergencia de fases tipo FFLO.
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Figura 3-5: A como funciéon de K,a para energias no simétricas de Fermi en las capas A y B. Se
elige como energia de Fermi para la capa A e? = —0,5t, manteniendo K, = 0y fijando la intensidad
de la interaccion x = 0,5. Se grafica Ae = 0,1;0,2;0,3 y 0.5.

En la Fig. ilustramos en la figura del lado izquierdo cémo se forman los pares
en nuestro modelo. En los experimentos tipicos con moléculas ultrafrias confinadas
en redes Opticas bidimensionales, esta caricatura representa el tamano de los pares
de Cooper. Los pares de Cooper en el espacio fisico tienen un decaimiento algebraico,
en contraste con un estado ligado que decae exponencialmente como funcion de la
distancia. La existencia de dicho estado ligado con decaimiento no exponencial (al-
gebraico) es consecuencia del bloqueo de Pauli, es decir, debido al mar de Fermi no
interactuante. En el siguiente capitulo se contrastaran los valores obtenidos desde el
enfoque de dos cuerpos con la teoria de muchos cuerpos obtenida usando funcionales
integrales de la teoria BCS a T' = 0.

En la figura se muestra la estructura de la funciéon de onda pesada con el

factor /r, para considerar el elemento de volumen en 2D en coordenadas polares,
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Figura 3-6: El esquema de la formacion de pares de Cooper.
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Figura 3-7: Funcién de onda +/r¢(r) hasta una constante de normalizacién C, para x = 0,2 y

e =eB = —0,5t.
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el cual es proporcional a r, v/ri(r) para el problema de Cooper estudiado, fijando
x = 0,2y et = €8 = —0,5¢, se muestra un un corte en una direccién de la funcién
de onda del par. Es posible apreciar que la funciéon de onda tiene un decaimiento
que no es exponencial, tal como lo predice la teoria original postulada por Cooper. La

funciéon de onda tiene un alcance mucho mayor al de la constante de red a, y conforme

la magnitud de y se incrementa, la funciéon de onda se localiza cerca del centro.

3.3. Estados Ligados de Moléculas

Por otra parte, se puede estudiar la existencia de estados ligados con decaimiento
exponencial en la red cuadrada, estos estados ligados dan lugar a la formacion de
dimeros compuestos por dos moléculas y es posible comparar con el estado ligado de
Cooper. Para determinar la energia a la cual se forman dimeros, se usa un método
variacional estandar |6]. Para ello se propone que la funcion de onda de dos moléculas
que describa al par ligado, con ello se calcula la energia en presencia de la red 6ptica
como funcion de la interaccion entre las moléculas en términos del parametro x para
una separacion de las capas A = 0,75a. La propuesta variacional es el siguiente ansatz

para la funcién de onda de dos cuerpos,
Op(Za, Bp) = X Fap(), (3.10)

con ¥ (7) = Ae 7", siendo 7 un pardmetro variacional y A una constante de norma-
lizacion. K es nuevamente el vector de centro de masa reciproco en la primera zona
de Brillouin. Como es estandar, se resuelve la ecuacion H®(Z4,75) = Ep® (X4, Tp)
para redes del tamano N, = N, = 250 sitios. En Fig. se grafica la energia como
funcion de x . Como se puede apreciar en la figura, la funcién de onda de prueba no
permite la formacion de pares ligados para valores arbitrarios de . Las soluciones se
forman apartir de un valor dado de y dado por x ~ 0,51, para valores de x menores
que dicha cantidad, la energia de ligadura es menor que la energia del par de Cooper,

esto significa que es energéticamente favorable la formacion de pares de Cooper en
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lugar de estados ligados con decaimiento exponencial. Cuando x > 0,51 la energia del
par ligado es apreciablemente distinta de cero, lo cual indica que el estado de minima
energia es el estado ligado.

En la figura interior se muestra la energia de ligadura Eg como funciéon de K,
for x = 0,6;0,8;1,0. Por simetria los resultados para Ep como funcién de K, son
idénticos. Como se muestra en la figura , la formacion de pares ligados se da con

un momento de centro de masa de K =0 .

y(r) =e®r

Figura 3-8: El esquema de la formacién de dimeros moleculares.

Se presenta también la soluciéon de la ecuacion Eq. sin las constricciones
del mar de Fermi. Este procedimiento proveé la energia del estado ligado pero no
da informacion alguna de la funciéon de onda del par. En contraste con el método
variacional, la energia del estado ligado es siempre distinta de cero, para valores de
x < 0,51 dicha energia es dificil de encontrar pues es cercana a cero, y aumenta para
valores x > 0,51 en concordancia con el método variacional. La energia del estado
ligado usando Eq. se grafica en Fig. en circulos. Como se muestra en la
figura, para interacciones débiles, en ansatz es una buena aproximacion para

encontrar la energia para el problema de dos cuerpos.

3.4. Dispersion de moléculas ligadas.

Finalmente, se presenta el estudio del problema de la dispersion eléstica de los

estados ligados, esto es, la dispersion de dimeros compuestos por dos moléculas. En la
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Figura 3-9: Energia del estado ligado Ep como funcién de . Se muestra la soluciéon obtenida a
través del método variacional propuesto (cuadrados). Mientras la solucion a la ecuacion de Fredholm
(3.8)) en ausencia del mar de Fermi (circulos). En el recuadro inferior se muestra la energia Ep como
funcién del centro de masa en la direccion K, para valores de y = 0,6;0,8;1,0. La linea solida en
—8t indica la minima energia de un par de fermiones libres en presencia de la red optica.

Fig. se muestra el esquema de los pares ligados donde a diferencia del estado de
Cooper, el estado de dimero tiene un decaimiento exponencial. Las etiquetas 1, 2, 3 y
4 etiquetan a las moléculas. Se asume en este problema que los dimeros forman una
mancuerna rigida, es decir, no tienen modos vibracionales. Estos tienen una energia
de ligadura Ep y funcion de onda ¢p(Z4, Zp). La mancuerna rigida tunelea de forma
rigida es decir manteniendo las distancias 71 y r5 fijas. El Hamiltoniano de cuatro

cuerpos de dicho sistema es,

~ ~ ~

4
H=> T, + V(& &) + V(T &) + V(T &) + V(Ts, L), (3.11)
s=1

donde el operador T; contiene la informacion de la energia cinética y el confina-
miento por el potencial 6ptico. Buscamos soluciones de la forma H¢ (%1, T, T3, T4) =

E¢(Zy, 7o, 73, 74). Nuevamente es util cambiar de sistema de coordenadas al sistema
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centro de masa y coordenadas relativas Z;, ¢ = 1, .., 4, de la siguiente manera,

. ~ Lo L . L= = = R+ R
Ty = X1 — Ty, Ty =Tz —Ta, T =R — Ry, R:T

, (3.12)
donde R, = (@1 +22)/2 and Ry = (@3 + Z4)/2. La funcién de onda ¢ es simétrica con
respecto a la permutacion de los dimeros y antisimétrica con respecto a la permutacion
de moléculas en la misma red 6ptica. Del mismo modo que en el problema de Cooper
es conveniente expresar la ecuacion de Schrodinger en términos de las coordenadas

R; and 7; , considerando tunelaje s6lo a primeros vecinos. El término ideal en este

caso es,
4
ST (77,7 ) = (3.13)
s=1
= —J) o¢|m. fi&éii + ¢ | 717, P 6 Fel
— = 1,72, Iz 92 172, 7 F 04, 9 )
donde J es el coeficiente de tunelaje de las moléculas dimerizadas J = % Dado

que la interaccion es central, independiente de R, buscamos soluciones de la forma
> S S B\ N o\ ikK-B 2 .

) (rl,rg,?",R) = ®(r1, 7, MUz (R)e™ ™, donde K es un vector reciproco en la la

primera zona de Brillouin correspondiente al centro de masa del sistema de cuatro

cuerpos, y Uz(R) una funcién periédica de periodo de la mitad de la constante de red.

Esto permite obtener la ecuacion para la funciéon de onda ® después de multiplicar

por U%(R) y sumar sobre los vectores I, esta ecuacion resulta,

EQ (7,73, T) = (3.14)

Kia NN 2 A I
= —QJZ cos( 5 ) <(I>(r1,r2,r:|:5i)—|—<I>(7"1,r2,7"$5,-)>

1=,y
))oie

+ (V) +V(r2)) ®(r1, 75, 7)

n (V(F+rl+rz>+v(

. 1+ 72
r—
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Dentro del régimen BEC, donde la funciéon de onda de cada par esta localizada es
posible desacoplar la solucion de la forma O (77, 75, ) & (1)1 (re) (), donde 9 (ry) y
1 (ry) son funciones de onda variacionales que se obtienen de la seccion previa. Ademés
es posible escribir p(7) = > q~<pq~e"‘7"?. Después de sumar sobre las coordenadas 77 y

5, se obtiene la ecuacion para ¢g,

Ep; = 2 [fB —4J Z Ccos <%) cos(qia)] O

1=,y

+> paVers(@— ), (3.15)

q

donde £ = Eg + 8t y el potencial efectivo de la interaccion esta dado por

—

Vsl =) = V- dreos (-0 52 ) 0. 619

—

Este potencial efectivo resulta de la interaccion entre las moléculas de distintos dime-
ros. Si la suma sobre 7 y 75 se puede reemplazar por una integral, entonces es posible
encontrar una expresion cerrada para el potencial efectivo. Esta es la expresion que
determina la interaccién efectiva entre dos dimeros. Cuando la suma sobre las coor-
denadas discretas 77 y 75 es reemplazada por una integral, es posible determinar de

forma cerrada la forma del potencial efectivo

L2 3
q—q
( 4v(x) + 1)

Esta expresion indica que la interaccion efectiva entre los dimeros es apantallada

por un factor de f(|¢— ¢|) = f(k) donde

Verp(@—q) =2

2
—
k2
<4’Y(X) + 1)

En la Figura: (3-10) se grafica f(k) como funciéon de k, en azul y rojo se muestra el

f(k) =

valor correspondiente si f(k) se obtiene de la suma o si esta es reemplazada por la in-
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tegral respectivamente. Este resultado esta en acuerdo con el resultado bien conocido
para interacciones de contacto en 3D para sistemas homogéneos [97] donde la inter-
accion efectiva entre los dimeros formados por los atomos cambia de 2a a 0,6a, siendo

a la longitud de dispersion correspondiente a onda-s. Este estudio permite obtener el

= integral
e sum

G

0.5

0o

=[5

Nl

Figura 3-10: Se grafica la funcién f(k) como funcion de k, tanto en términos de la suma como en
el limite integral. Se observa que el potencial efectivo es apantallado

Hamiltoniano de muchos cuerpos para los dimeros en la red 6ptica bidimensional,

Ha= (a(k) = pcieg+ 3 Vers(k = K)efel

q—

thl%"cfc"’ (3.17)

Ea

—

k kK,

-

donde €4(k) = &g —2J > _,_,  cos(kia), y el subindice d hace explicito el hecho de que
ahora el término de particula individual se refiere a que las particulas de Bose, son

dimeros formados por pares de moléculas ,.

3.5. Conclusiones

En este capitulo se muestra el problema de Cooper, los estados moleculares ligados

y la formaciéon de dimeros en un gas dipolar de moléculas de Fermi confinado en una
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bicapa de redes Opticas cuadradas bidimensionales. Se encontré la influencia de la
interaccion dipolar de alcance finito asi como los efectos de la red 6ptica tanto en la
formacion de pares de Cooper, como en los estados ligados asi como en la formacion de
dimeros y en la dispersion elastica dimero-dimero. Los célculos se hiceron para redes
opticas cuadradas del tamano de N, = N, = 5 x 10%. Para el problema de Cooper
se mostré que si hay balance en las energias de Fermi, entonces el par de Cooper se
forma con momento del centro de masa cero. En cambio el desbalance en las energias
de Fermi favorece formacion de pares de Cooper con momento de centro de masa no
nulo, siendo el predecesor esta solucion de los estados FFLO. Se estudié la formacion
de dimeros de moléculas mediante un método variacional asi como el la solucion a
la ecuacion de Fredholm y usando este resultado es posible estudiar el problema de
cuatro cuerpos que da lugar a la dimerizacion y proveé de un Hamiltoniano para la
region de BEC donde se forman particulas bosonicas. Respecto a la plausibilidad de
este sistema experimental, recientemente se ha demostrado tanto teéricamente como
experimentalmente que es posible conseguir configuraciones similares a la propuesta
tanto para bosones como para fermiones, tanto en el control de las moléculas, como
en la geometria propuesta [45}49,50,52-60].

Estos resultados junto a la gran maleabilidad experimental reciente provén un
modelo especifico para estudiar desde el enfoque de dos cuerpos el cruce BEC-BCS.
Ademas representa la base para el estudio del problema de muchos cuerpos que se
presenta a continuacién, primero haciendo enfésis en el problema de la superfluidez,
Capitulo , para concluir con el problema mas general que incluye inestabilidades
de ondas de densidad que pueden dar lugar al estado supersolido que se estudiaran

en el Capitulo (/).
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Capitulo 4

Gas dipolar de Fermi: Superfluido

El estudio del problema de la formacién de pares de Cooper y estados ligados
presentados en la seccién previa, motivan para la investigacion acerca de la formacion
de estados superfluidos en el modelo, considerando el enfoque de muchos cuerpos.
Estados superfluidos en bicapas han sido estudiados con ausencia de la red optica
[106,[141-144], en bicapas de redes Opticas con interaccién de contacto [104,/111], y
recientemente el gas dipolar de Fermi en bicapa [105,/117]. Para sistemas bosonicos
ha sido también ampliamente estudiado el sistema de moléculas con interacciones
dipolares [102}|]145/|146]. Los resultados originales del presente capitulo se encuentran

reportados en [105].

El presente capitulo se estructura de la siguiente manera, en la seccion Modelo,
se describe el modelo a estudiar, presentando el Hamiltoniano, asi como las técnicas
empleadas para describir a la fase superfluida. En la seccion Temperatura Critica
, se determina numéricamente la temperatura de transicion al estado superflui-
do, mientras que en la seccion de Ginzburg-Landau se presenta la teoria de
Ginzburg-Landau abreviada al principio de esta tesis aplicada a nuestro sistema, di-
cho tratamiento permite en la secciéon Densidad del Superfluido caracterizar al
superfluido a través de su densidad. Debido a la dimensionalidad del sistema, contras-

tamos los resultados con la prediccion de la teoria de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

(BKT) (4.5).
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4.1. Modelo
El Hamiltoniano de muchos cuerpos es

B o= 3 [ d @ - (4.1

a=A,B

1 ~ ~ ~ ~
vy | [ @@ - s,

donde Hy(7) es el término ideal que contiene la energia cinética y la energia potencial
de la red 6ptica bidimensional Vi () = Vp (sin®(zm/a) + sin®(ym/a)). Los operado-
res de campo estéan definidos como W4 (F) = Yopbr(Mag y V() = Yo ¢E(F’)ZA),;
donde los campos obedecen las reglas de anticonmutacion estdndar para fermiones.
La relacion de dispersion para el gas ideal de Fermi dentro de la aproximacion de
amarre fuerte es nuevamente e; = —2t(cos kya + cos kya), donde ¢ es como antes el
coeficiente de tunelaje a primeros vecinos. Recordamos que en los experimentos tipi-
cos de gases ultrafrios, estos se realizan en presencia de un confinamiento armoénico
aunado al potencial 6ptico. En este capitulo se desprecia este efecto y se estudia el
sistema sin la trampa armonica. En el siguiente capitulo (5)), se incluiran tanto los

efectos de la trampa armoénica como la interaccion intraplanar.

El Hamiltoniano escrito en segunda cuantizacion en el espacio de momentos es,

1 T A
= Y Vil — K)alb b pag, (4.2)

donde Vd‘?pB(E — k') es la transformada de Fourier de ViB(F—7") y = N, x N,, con
N, y N, el nimero de sitios en las direcciones x e y respectivamente. El potencial
quimico toma en cuenta la conservacion de niimero de moléculas. Recalcamos un par
de diferencias con el sistema homogéneo, por ejemplo, en el caso homogéneo donde no

hay red éptica, el potencial interplanar satisface VP (E = 0) = 0 para cualquier valor

dip

de A y x, mientras que la red éptica permite que Vd’?f

-,

(k) sea distinta de cero cuando
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k=0, por ejemplo para A = 0,75, Vdfi‘f(g = 0) = —2,62y, mientras que A = 0,5,

%?f(% = 0) ~ —10,84x. Y como se mostrdé en la seccion previa, la presencia de la
red Optica juega un papel importante en el problema de la dispersion, la formaciéon
de pares, y el cruce BEC-BCS [101].

Es interesante notar que el modelo propuesto puede ser mapeado a un sistema de
fermiones en dos estados hiperfinos confinados en una red 6ptica con una interaccion
peculiar, es decir, los fermiones en las capas A y B pueden ser vistos como fermiones
en una sola capa etiquetando por estados de espin 1 and |, con una interacciéon dada

por VAB(r) Eq.((3.3)).

dip

Figura 4-1: Formacion de pares de Cooper.

Para describir los estados superfluidos usamos las técnicas de teoria cuantica de
campo con funcionales integrales, explicadas en la introduccién. La accion para el

Hamiltoniano ideal esta dada por
So = _¢'(k) - [ihw,1 — (e — p)o.] - d(k), (4.3)
k

donde por simplicidad se abrevia, k = (E, Wn), v ¢ = (¢%(k),é5(k))T con ¢, los
numeros fermidnicos de Grassmann, I es la matriz identidad de 2x2, mientras las
frecuencias de Matsubara son fw, = (2n+1)7/3, con 5 = 1/kgT. o, (a = x,y, z) son

las matrices de Pauli. Para escribir la accién asociada con la interacciéon y describir
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apropiadamente el estado superfluido, se introduce la transformaciéon de Hubbard-
Stratonovich y un nuevo campo bosénico A, con el fin de desacoplar el término

cuartico de la interaccién en la accion fermidnica
E : dzp <¢A k’(bB k/> (44)

este campo aniquila pares de particulas con momentos opuestos en capas distintas A

y B. En términos de los campos ¢ and A, la nueva accién se escribe como

S[¢7 A] = Z (I)T(k7Q> ) (Zhwn]]- - (6]_5 — o, + A(k>q)aw) ) (I)(kv q)
5 > Al RVAPE-F) A K), (4.5)
k k’,q

donde ®(k, q) = (¢% 1, ¢B,q—k)". El efecto de la transformacion de Hubbard-Stratonovich
es de convertir la acciéon cuadratica en los campos fermionicos. Esto permite eliminar
los grados de libertad fermiénicos y escribir una nueva acciéon efectiva en términos del

campo auxiliar A.

SepflA ZTrln - Z A(q, k) (ViE (k= k) Ag, k), (4.6)

k kg

con G5! = (ihw,1 — (e — p)o. + A(k, q)oy).

De esta ecuacion es posible, usando teoria de perturbaciones alrededor del valor de
expectacion del campo A, obtener la ecuacion para la temperatura critica, asi como

del parametro de orden de la brecha,

(4.7)

donde & = \/(elC —p)?+ AO(E)Q. Para el caso en el que ¢ = 0, considerando solo
dispersion en onda s, es decir AO(/; = 0), presentamos a continuacion la termodiné-
mica del sistema en el enfoque original de la teoria de BCS, en otras palabras, se

estudian las propiedades termoédindmicas que caracterizan al superfluido dentro del
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esquema BCS. Este parametro de orden A es el responsable de la superfluidez del

sistema, y como se esquematiza en la figura (4-1)) se debe a la aparicion de un estado

macroscopico coherente de pares de Cooper.

4.2. Temperatura Critica

Dentro del esquema estudiado, la superfluidez tipo BCS es formada para valores
arbitrarios de los pardmetros que definen el modelo. Sin embargo, para interacciones
fuertes, estados ligados de moléculas pueden ser formados como en el caso homogé-
neo [142], esto es, el potencial intermolecular de interacciéon Vd?pB (7) puede dar lugar a

estados ligados. Para determinar la temperatura critica como funciéon de los pardame-

0.6¢
0.4~
~
~
=)
<
0.2/
A
* A
[ ] A
0, u L4 A
0 0.1 0.2 0.3

kgT/t

Figura 4-2: Brecha de energia como funcién de la temperatura para A = 0,75 y pu = 0,825¢.

tros del sistema se resuelve la ecuacion Eq. para = 0,825t en la aproximacion
de onda-s. En este caso, los calculos se realizaron para N, = N, = 140, sumando
sobre los vectores en la primera zona de Brillouin (=72 < k,, k, < T), se verifico
numéricamente que los resultados fuesen independientes del tamano de las redes 6p-
ticas. En la figura Fig. se grafica el parametro de orden A como funcién de la

temperatura para distintos valores de y con A = 0,75. Se observa que dicha transi-
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cion es de segundo orden, pues el parametro de orden es una funciéon continua de la
temperatura sin embargo, la derivada de dicho parametro es discontinua en el punto
critico. En Fig. se grafica la dependencia de la temperatura critica como funcion
de la interaccion y para distintos valores de A. Se observa que la temperatura critica
crece indefinidamente como funcién de la interacciéon y de la misma manera que en
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Figura 4-3: Temperatura critica como funcién de la intensidad de la interaccion x para distintos
valores de la separacion interplanar A = 0,5; 0,6;0,75.

4.3. Ginzburg-Landau

Para conectar la termodinédmica de la transiciéon de fase en el marco de la teoria de
Ginzburg-Landau con la accion efectiva microscopica, se desarolla la accion efectiva de
la Eq. (4.6 en términos del campo bosonico A alrededor de la transicion de fase .

Sert[A, A*] = RBEFL(A). (4.8)
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Es conveniente escribir,

Gr'(k,q) = Gyl (k) + Xa(k, q),

donde
Go ' (k) = ihw, 1 + o2 (ex — ),
y
ZA(kv Q) = JIA(ka Q>7
entonces

' (k, q) = Gy (k) (1 + Co(k)Ea(k, q)).

De la expansion

- 1
In G (k,q) = InG;* Z — (Go(k)Za(k, )",

se reconoce que las potencias impares no contribuyen a la traza de Gy, mientras las

potencias pares dan

(GoZa)™™ = 1|A(K) ™ (GG2)™

siendo GY; = (—ihw, + (e — ) 'y GYy = (—ihw, — (e — p)) 7"

Como es usual en la teoria de Ginzburg-Landau, cerca de la transicion de fase,
el parametro de orden es pequeno y es posible truncar la expansion a cuarto orden.

Este procedimiento da los coeficientes de la energia libre de Ginzburg-Landau
F = a(T)A? +b(T)A"

El coeficiente a(7T") contiene la misma informacion que la Eq. (4.7)) y establece la tem-
peratura critica. Mientras el coeficiente b(T") proporciona la estabilidad del sistema, es
facil mostrar que b(T') es proporcional a la densidad de estados b(T) o v/T?, siendo

v la densidad de estados. La forma explicita de b(T") es
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1 sech2 M8 tanp a8
b(T) = = — 2 — 2 . 4.9
o QZ< Se— Wt T oy 49)

k

Es importante enfatizar que la expresion para b(T') parece ser independiente de
la red optica bidimensional, asi como del potencial intermolecular. Sin embargo su
influencia esta contenida en la temperatura critica T,., que como se mostro previa-
mente, depende de los parametros que definen el potencial dipolar, i.e. depende tanto

de x como de A, asi como de la red 6ptica. En la figura (4-4)) se grafica el coeficiente

b(T, ) = (lj;(?)g, para distintos valores del potencial quimico pu, dicho coeficiente es
siempre positivo para cualquier valor de p y T', esto permite usar consistentemente la
teoria de Ginzburg-Landau pues la fase superfluida es estable termodinamicamente.
Para tamanos finitos de redes 6pticas se aprecia un pico en la funcion b(T, u) en p = 0,
dicho pico en el limite termodiamico corresponde a una divergencia logaritimica de la

densidad de estados. La divergencia logaritmica en la densidad de estados se debe a

0.03

0.02

b(T, y2)

0.01

Figura 4-4: Coeficiente b(T', ;1) de la red 6ptica. Consistentemente con la teoria de Ginzburg-Landau
es siempre positivo.

las superficies de Fermi que define la relacion de dispersion ideal. Cerca de la fraccion
de llenado medio, cuando pu = ep = 0, la superficie de Fermi cambia de ser abierta a

cerrada, este es un efecto de la dimensionalidad del sistema, y hace que la densidad
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de estados exhiba esta singularidad.

4.4. Densidad del Superfluido

Basados en la teoria de Ginzburg-Landau y la descripcion del superfluido de Lan-
dau, la hidrodindmica del sistema esta conformada por dos términos, el primero con-
cerniente a la parte normal del fluido; que fluye con viscosidad, ademas de una com-
ponente superfluida, la cual no disipa energia. En el esquema original descrito por
Landau, la densidad del superfluido es un escalar, sin embargo, para sistemas in-
homogéneos, la densidad del superfluido es un tensor, en principio anisotrépico. A

continuacion describiremos la idea basica del tensor de la densidad del superfluido.

La idea es separar las componentes normal y superfluida del sistema, esto se
consigue haciendo explicita la dependencia de la velocidad del superfluido en el Ha-
miltoniano, lo cual en principio se consigue a través de la fase en el pardmetro de
orden

A = Age® R, (4.10)

No obstante, debido a la simetria del sistema, el Hamiltoniano es invariante ante
transformaciones de norma (4.10]), por lo cual es necesario hacer la transformacion de

norma en los operadores de campo

a; — a;e™ (4.11)

ST
b; — b;e ‘,

donde los operadores estan escritos en la base de sitio. Por lo tanto, el Hamiltoniano

escrito en la base de sitios

se transforma en un Hamiltoniano con dependencia explicita en la fase Hg, donde el
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término correspondiente a la parte ideal es,

= —Zt ( azaz, ~e’@x—|—a az;_gie ie”)

At A ~t A —i0
+ ty (a;aﬂgye’ v +a},a]15~ye ! y) : (4.13)

donde los desplazamientos por una unidad en la red 6ptica estan denotados por Sz =
(0x,0) y 6y = (0,8y). Por otra parte, el término de la interaccion es invariante ante
esta transformacién. Asumiendo que la velocidad del superfluido es pequena, se hace
un desarrollo para la contribuciéon de la fase del parametro de orden,

.

2

e FOr v ~14i0,, — —2, (4.14)

con ello el Hamiltoniano rotado es a segundo orden en ©

At . A, . o2
Hg) = - th <a}a;‘+6}<1 +10, — 7) + a;a;._(; (1 —10, — 7)) (4.15)
J
s . S/ 62
_ Zty (aﬁaﬂﬂf (1+:0, — 73’) + a}a;_(; (1-1i0, — 7;,))

En la base k el Hamiltoniano rotado se escribe como

Ho = Hy + Z Z 2t <@7 sin(k,a) +

=Ty R

02 L
77 cos(kﬂ,a)> (a.a; + bsz

Es conveniente abreviar los términos en el Hamiltoniano,

h . 1 dZEE
Y9N, d(kya)?
1 dEE

o — —
27N, d(kya)
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el Hamiltoniano rotado se escribe de forma compacta

N A 86-‘ @2 826*
_ ATAq JL k «a k
He = HO+Zk agag + bpby )azzzy@aa(kaa) T 8(kaa)2)

A, (4.17)

La accién en términos del parametro de orden A y la fase © resulta

S 7A = (I) (I) k?
(gb ) ﬂ kzq'yzxy ( A(k7 Q) 'Lhwn + (612 - /L) - f(®)) ( Q)
—A(k, )V (k= FAK, q), (4.18)

bajo la definicion de f(©) = ©,hi, + ©%hy.,. En el mismo esquema que en la teorfa
BCS,; se hace un desarrollo perturbativo ahora en potencias de ©, separando las partes

dependientes e independientes de O, es decir
C'=061'O0=0)(1+6(6=0)2X),

donde,

RGO =0) =
A(k,q) thw, + (ek 1)
O, hy, + O%h 0
Ne = 1 [ al . (4.19)
h 0 (©,h1, + ©hs,)

Conservando los términos cuadraticos en O, hasta segundo orden los términos de la

traza son

ZTr(G(@ Zh27@2 = “Btanh(ﬁfE/Q)
n,E
Zm(@(@ =0)3e)?) =

(e — 1) N A?
A¢z 2663

S highi B (—sech2(ﬁfg/2)

vk

tanh(ﬂf,;/2)> (4.20)
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Esto permite concluir con una acciéon efectiva incluyendo la velocidad del superfluido

Sy = > hek 1,02 tanh(86;/2) +
k'y k
2 A2
+Z Z 0,0, hyyho (B sechQ(ﬁgk/Q)( §2 — ) + 2§§0 tanh(5;/2).
= k

A través de la accion efectiva, es posible obtener la energia libre de Ginzburg-

Landau, la cual determina la fraccion del fluido en estado superfluido [6]

1 F@ - F 1 0%*Fe

o = lim - = 4.21
Pae! = SBONE 0.0,  Nt00,00,." {z,u}, (4.21)

siendo Fj y Fg las energias libres de Ginzburg-Landau de la fase normal y las fases

superfluidas. La densidad superfluida p,

Pyvat = NZ(S’Y’Y h”tanh(ﬁfk/Q)

2 A2
G: §2” ) +2£§° tanh(B8;/2)  (4.22)
k

+4h2 Jha (Bsech?(6€;/2)

Esta ultima expresion, suele simplificarse y es la forma usual que se encuentra en la

literatura es,

1 1
Prot = N Z (5v,w’h1,vni'c' + Zhlvh?,w’YE) ; (4.23)
k

Donde nj; es el nimero de ocupacion del estado ky Y =5/ 4sech2(ﬁ5,;) es la funcion

de Yoshida, con & = /(e — p)? + A2. Dado que los elementos fuera de la diagonal
del tensor de densidad superfluida son pequenos, entonces la expresion final para la

densidad superfluida es p = (pz + pyy) /2

La figura (4-5) muestra la fraccion de la densidad superfluidad como funcion de la
temperatura para distintos valores de la intensidad de la interaccion. Normalizamos
respecto al valor de la densidad superfluida a temperatura cero, denotado por pg. La
densidad superfluida a temperatura cero en contraste con la situaciéon homogénea es

en general distinta de la unidad [100].
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Figura 4-5: Densidad del superfluido para distintos valores de la interaccién xy como funcion de la
temperatura, manteniendo fijo A = 0,75.

4.5.

Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

Debido al caracter bidimensional del sistema, las fluctuaciones térmicas destruyen
cualquier orden convencional de largo alcance. Para sistemas magnéticos, Mermin y
Wagner demostraron que no existe magnetizacion espontanea en sistemas bidimen-
sionales, por otra parte Hohenberg demostré que el parametro de orden superfluido
para un gas de Bose es cero en dos dimensiones. Sin embargo la teoria de Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless (BKT) proveé una definicion alternativa de transiciones de fase
para sistemas bidimensionales, en los cuales existe un orden topoldgico de largo alcan-
ce. La funcién de correlacion de la densidad de dos puntos es finita en la transicion,
sin embargo por encima de cierta temperatura, presenta un decaemiento algebrai-

co, mientras que por debajo de dicha temperatura el decaimiento es exponencial. La

teoria BKT predice una densidad superfluida distinta de cero, y una temperatura

critica finita, ademas de ser termodinamicamente estable. Dicha temperatura critica
se obtiene a través de la expresion

T
kgTpxr = —J

(4.24)
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donde J = pt [87,88,/147], siendo p la densidad superfluida obtenida en la seccion
previa. En esta seccién se incluye la teoria de BKT resolviendo la ecuacion , y se
compara con la prediccion de la teoria de BCS, que se conoce falla para interacciones
fuertes x , en los cuales, la prediccion de la teoria BCS no corresponde a la temperatura

critica del superfluido.

Figura 4-6: Temperatura critica del modelo BCS T, y la temperatura critica de la transicion de
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless Tg 7 como funcion de la interacciéon y para A = 0,75. En el recuadro
interior se muestra la energia de ligadura del problema de dos cuerpos en presencia de la red 6ptica.

En la Fig. se muestra la temperatura critica como funcion de la interaccion
para el esquema BCS y para la temperatura de BKT. Observamos que para el régi-
men de interacciones débiles, la temperatura de la teoria BKT Tgir es cercana al
modelo BCS Tpeog, mientras que la temperatura de BCS crece indefinidamente para
interacciones fuertes, la temperatura de BKT tiende a un valor constante discrepando
de la solucion de BCS. La prediccién de BCS falla cerca de x ~ 0,45. Mas alla de
este valor la temperatura de transicion BCS no se puede entender como una tempe-
ratura a la cual se rompen los pares de Cooper, sino como la temperatura a la cual se
disocia un dimero [93H95|. Dentro de la Fig. se muestra la energia de ligadura
usando un método variacional para la funciéon de onda del problema de dos cuerpos,

o(r,y) = A(y)e . Comparando el valor de la interacciéon a la cual se forman los
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pares diméricos desde el contexto de dos cuerpos denotada por ysc =~ 0,51, con la
prediccion donde falla teoria BCS y ~ 0,45, se aprecia que existe una discrepancia
de cerca del 11 %. Sin embargo en la region en la cual la temperatura critica de BCS
se separa de la solucién de la prediccion de BKT es inexacto decir que el sistema
pasa ser de un superfluido tipo BCS a un superfluido BKT, en la region del cruce
BCS-BKT el sistema no estd compuesto enteramente de pares de Cooper ni de pares
de dimeros, sino més bien una combinacion de ellos. La region profunda de BKT si
corresponde a la formacion de un estado puramente superfluido dimerico, esta region
ocurre para x ~ 0,52, valor consistente con ysc del problema de dos cuerpos. Esto se
puede comparar con la Fig: donde es posible observar que para el problema en 3D
con interaccion de contacto, la discrepancia de la teoria BCS con el modelo NSR no
ocurre exactamente en la resonancia de Feshbach, sino primero se forma una fase de
pseudopag, luego cerca de la resonancia de Feshbach la temperatura del superfluido
alcanza un maximo y después se vuelve constante, entonces los resultados mostrados
coinciden con el esquema delineado por [92).

En la figura[4-§|se esquematiza el cruce BCS-BKT, en el cual el sistema pasa de ser
un superfluido BCS para valores de y < 0,45, en la region intermedia 0,52 > y > 0,45
se da el cruce BCS-BKT en el cual se forman dimeros, para finalmente en la region

de BKT x > 0,52 el sistema se compone por dimeros de moléculas.

4.6. Conclusiones

Se presento el estudio del estado superfluido de un sistema de moléculas fermiéni-
cas confinadas en redes Opticas bidimensionales, en el limite en el cual la interaccion
intraplanar es despreciada. La interaccién atractiva dipolar entre las moléculas de
distintos planos da lugar a un estado superfluido de onda -s tipo BCS en el limite
de interacciones débiles. Dentro del esquema de Ginzburg-Landau para transiciones
fases continuas es posible determinar la temperatura critica, el pardmetro de orden
del superfluido y la densidad superfluida. Ademas de verificar que la fase es estable

termodindmicamente dentro del mismo contexto de la teoria de Ginzburg-Landau. La
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Figura 4-7: Cruce BCS-BKT en una bicapa dipolar de redes 6pticas de gases dipolares de Fermi.
Para interacciones débiles se forma un estado superfluido BCS, al incrementar la interaccion se da
el cruce BCS-BKT, finalmente cuando la interaccion es lo suficientemente fuerte se forma un gas de
dimeros.

teoria BCS predice la formacion de pares para valores arbitrarios de los parametros es-
tudiados, la temperatura critica aumenta indefinidamente al aumentar la interaccion
interplanar. Al incluir la teoria BK'T se hace evidente que la prediccién del modelo
BCS es incorrecta para interacciones fuertes. En la region de interacciones fuertes
la temperatura de BCS incluye s6lo apareamientos con momento de centro de masa
cero, de la misma manera que en el modelo NSR , la temperatura de condensacion
es menor que la temperatura a la cual se disocian los dimeros de moléculas. Es decir,
la temperatura critica BCS es una temperatura de disociaciéon de dimeros més que
una temperatura critica del superfluido. Se estudia la region del cruce BEC-BCS el
cual se da para interacciones cercanas a x ~ 0,43, finalmente el limite BKT en el
cual el sistema esta compuesto s6lo de dimeros se presenta para x ~ 0,52, consistente
con los resultados obtenidos en el capitulo: . En la siguiente seccion se presenta el
estudio del mismo problema incluyendo la interacciéon repulsiva intraplanar, la cual
puede dar lugar a distintos tipos de inestabilidades como ondas de densidad o fases

superfluidas, e incluso fases supersolidas.
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Figura 4-8: Diagrama de fases.
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Capitulo 5

Gas dipolar de Fermi: Supersélido

En el presente capitulo se concluye el estudio de la bicaba del gas dipolar de
Fermi considerando la presencia de una trampa armoénica que confina las moléculas
as{ como la interacciéon entre moléculas de la misma capa. El sistema estudiado se
esquematiza en la figura . Como en las secciones previas d denota el momento
dipolar de las moléculas, a la constante de red y A\ la separacion entre las capas
definidas por las redes opticas. De igual manera se alinea el momento dipolar de
las moleculas perpendicular al plano que definen las redes Opticas. La interaccion
atractiva interplanar y la repulsiva intraplanar tienden a formar fases superfluidas e
inestabilidades en la densidad respectivamente, a continuacién se presentan las fases

del sistema debido a la competencia entre ambas interacciones.

Inestabilidades de densidad han sido estudiadas previamente para fermiones mo-
leculares confinados en monocapas, asi como sistemas en confinamiento homogéneo
en las referencias [108]/109,/115,[148-151|. La fase supersolida por otro lado ha sido
reportada experimentalmente para sistemas bosonicos confinados en redes 6pticas en
cavidades ctanticas asi como con acomplamiento espin-6rbita. El presente capitulo
reportado en el manuscrito [116] constituye pues una propuesta encaminada a la ob-
servacion experimental de la fase supersoélida en fermiones dipolares confinados en un

arreglo cristalino en dos dimensiones.
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5.1. Modelo

La interaccion interplanar es atractiva para distancias intraplanares r < \%, y

repulsiva para distancias r > \%, por otra parte la interaccion intraplanar es siempre

repulsiva,

Figura 5-1: Gas dipolar de Fermi en presencia de una trampa arménica.

1
Vel () = d?

r3’
r2 —2)\2

a,f I )
4 (F) =d (TQ +)\2)5/2’

(5.1)

Los indices griegos denotan la capa en la cual la molécula es puesta. Los su-
perindices a, a (v, 3) indican si la interaccion ocurre en la misma (distintas) capas.
Por claridad, se denota a la interaccion intraplanar por V®*(7) = V(7), mientras la
interaccion interplanar se indica Ve#(7) = U(F).

El Hamiltoniano del sistema corresponde a un modelo extendido de Fermi-Hubbard
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_ _gnat AT A oA ~
U= Z Uk )05/2+E,AC§/2—E,BC§/2—I<:’,BC§/2+k’,A'

(5.2)

Nuevamente V() y U(k — k') denotan la transformada de Fourier de los potenciales

de interaccion y éjaa, é,;a son los operadores de creaciéon y aniquilaciéon en las capas
Ay B, el término correspondiente al confinamiento armonico esta escrito en la base
de sitios de Fock, donde el vector posiciéon esta denotado por (i) = a(iy, i) vy w
es la frecuencia armoénica de la trampa que confina a las moléculas. Se mantiene la
suposicion de amarre fuerte con tunelaje a primeros vecinos, y todas las energias se
reescalan al coeficiente de tunelaje t. Por otra parte, es conveniente en esta seccion
redefinir la interaccion adimensional x = a4/a, donde recordamos que ag = meyd*/h?
en términos de la masa efectiva m.;; = h%/2ta®, mientras se conserva el cociente

A = \/a como una variable relevante.

Para investigar la fisica del modelo, se emplea la aproximacién de campo-medio
inhomogéneo con la finalidad de incluir el apareamiento BCS al nivel de Hartree
[115,152], v las posibles inestabilidades en la densidad. Esta aproximacion es razona-
ble en el régimen de interacciones débiles. El Hamiltoniano de campo medio es diago-
nalizado autoconsistentemente resolviendo las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes.
Este método como se explica en el capitulo 2 es la extension para sistemas inho-
mogéneos de la aproximacion estandar de Bogoliubov para las cuasi particulas. Este
procedimiento nos permite capturar la esencia del estado superfluido BCS y de la fase
de orden en la densidad en presencia del ambiente inhomogéneo [108,(109}/153|. Este
esquema es ampliamente usado para estudiar la competencia de fases magnéticas y su-
perconductoras en el contexto de superconductividad a altas temperaturas [154,/155|,

asi como en el contexto de atomos ultrafrios [156|. Recientemente también ha sido

95



empleado para describir sistemas altamente correlacionados como superfluidos onda
- p, asi como superfluidos topologicos en bajas dimensiones (1D and 2D) [123].

Las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes para nuestro sistema son

H? A; u” u”
17,0 ] 7,0 j,a
5 . =F, , (5.3)
P A Him (e Vi

donde los elementos de matriz M),

incorporan los términos de particula individual
del Hamiltoniano Eq. (5.2)) asi como la interaccion interplanar al nivel de Hartree,
donde se espera que dicho término domine [152].

El Hamiltoniano ideal bajo esta aproximacion esta dado por Hioj’a

= 104 ) +
(Zz i Vii{nia) + € — u) d;;. El tunelaje a primeros vecinos esta contenido en 4 j
siendo la delta de Kronecker a primeros vecinos. El efecto del potencial armoénico

mw? 1,.2

~1°(i). Por otra parte el parametro superfluido se obtiene de

es incluido en ¢; =
forma autoconsistente obteniendo el valor de expectacion de A;; = U, {(c; ac;p)-
Los valores de E, corresponden a los eigenvalores de la energia de excitacion de la
n-ésima excitacion elemental de las cuasi particulas de Bogoliubov. Dichos eigenva-
lores también se obtienen de forma autoconsistente usando como ansatz recursivo, el
parametro de orden superfluido y las relaciones estandares n; 4 =, |u; a|*f(E,) y
nig =y, |visl*(1— f(E,)) con (u},,v};) las amplitudes de las excitaciones de cuasi-
particula locales de Bogoliubov, y f(E,) la distribucion de Fermi, n; , es el valor de
expectaciéon de n;,. Por simplicidad se supone que ambas capas estan igualmente
pobladas.

Debido a la inhomogéneidad que introduce la presencia de la trampa armonica,
adicionalmente a los parametros de orden globales que describen las transiciones de
fase al estado superfluido (SF) y onda de densidad (DW), se incluiran un par de
pardametros de orden locales que tomen en cuenta la formacion de estas fases en
subespacios de la red optica completa. El parametro de la densidad esta dado por
PG = N%ZE c£+ G.aCha donde el vector Cj identifica si se forma un patréon tipo

tablero de ajedrez Q = (w/a,7/a), o una fase de densidad ordenada en lincas Q =

(r/a,0), o (0,7/a) ver Fig:(5-2). El parametro local de orden de la densidad ¢; =
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> i (—1)’=tvn;, donde el indice j; denota que la suma corre sobre primeros y segundos
vecinos. Este pardmetro de orden describe una fase ordenada en la densidad tipo
tablero de ajedrez para una sub-red de 3 x 3 centrada en el sitio i. Mientras el
parametro local de orden superfluido esta dado por A; = > i A; ;. El parametro global

del superfluido como es usual es introducido a través del promedio de A =Y. A;/Ny.

Figura 5-2: Inestabilidades de densidad, vistas de canto para una monocapa de red 6ptica. Del
lado izquierdo se muestra la inestabilidad debido en @ = (7/a,7/a), que da lugar a la formacion de

tablaeros de ajedrez en la densidad. Del lado derecho Cj = (mw/a,0) se aprecian inestabilidades tipo
lineas.

Para determinar el perfil de densidad y el perfil espacial del parametro de orden,
se resuelven las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes para redes del tamano de ) =
2 x 37 x 37 manteniento fijo el potencial quimico u/t = 1,5. Esta restriccion causa
que el numero de particulas decrezca conforme la temperatura tienda a cero, para
una temperatura de kgT'/t = 0,5 el ntimero de particulas es Ny + Np = 335 mientras
que a temperatura cero el nimero total de fermiones decrece a N4 + Np = 320, esto
debido a que el nimero de particulas es funcién en este esquema de la temperatura
y del potencial quimico, en otras palabras, al mantener fijo el potencial quimico y
variar la temperatura el numero de particulas se modifica. Se mantiene constante la
intensidad de la interaccion x = 0,3, asi como la frecuencia de la trampa armonica
tm(wa)?/t = 0,025.

Para ilustrar la competencia entre las distintas fases, se muestran los casos A =

0,8;0,85;0,9 y 1,0. Se muestra el perfil de la densidad asi como el pardmetro de orden
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para distintos valores de la temperatura. La temperatura se incrementa de forma

adiabatica y se muestran los valores particulares de kgT'/t = 0,0;0,10;0,25 y 0,45.

5.2. Superfluido

Para el caso en el cual A = 0,8, en la Fig. se observa un perfil homogéneo
en la densidad en el centro de la trampa a temperatura cero y temperatura finita.
El perfil de la densidad superfluida también es homogéneo en el centro de la trampa,
a temperatura cero se forma un perfil tipo parabdla invertida, el cual decrece con-
forme la temperatura aumenta. La temperatura a la cual el parametro de orden del
superfluido se hace cero es kgT'/t = 0,28, es decir, esta temperatura corresponde a la
temperatura critica del estado BCS. Como se mostré en el capitulo anterior, el estado
superfluido tipo BCS se forma en el régimen de interacciones débiles, mientras que las
interacciones fuertes pueden dar lugar a la formaciéon de dimeros. En este capitulo nos
enfocamos en la transicion del superfluido BCS a un estado de orden de la densidad
o un estado supersolido. Es por ello, que los valores de los parametros que se eligen

en este capitulo estan restringidos a interacciones débiles.

5.3. Supersoélido

Cuando el espaciamiento entre las capas aumenta, la competencia entre las in-
teracciones atractivas y repulsivas se vuelve evidente. Como se muestra en la Fig.
para A = 0,85 a bajas temperaturas existe una region en el centro de la trampa
armoénica con un parametro de orden superfluido coexistiendo con una densidad tipo
tablero de ajedrez. Esta coexistencia es la firma del estado supersolido. Cuando la
temperatura aumenta, tanto el pardmetro de orden superfluido como el orden en la
densidad se desvanecen. La temperatura critica del superfluido es de kgT'/t = 0,13,
mientras que el tablero de ajedrez se derrite a una temperatura de kgT'/t = 0,26.

Se observa que el radio en el cual existe superfluido es relativamente mas grande

que aquel para el cual existe onda de densidad. Esto se debe a que la inestabilidad tipo
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Figura 5-3: Perfil de la densidad (arriba) y pardmetro de orden superfluido (abajo) como funcién
de la temperatura. De izquierda a derecha se grafican las temperaturas kgT/t = 0,0;0,10;0,25 y
0,45 para A = 0,80 y x = 0,3.

Figura 5-4: Perfil de la densidad (arriba) y pardmetro de orden superfluido (abajo) como funcién
de la temperatura. De izquierda a derecha se grafican las temperaturas kgT/t = 0,0;0,10,0,25 y
0,45 para A =0,85y x = 0,3.
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tablero de ajedrez se pronuncia cerca de la region de llenado medio [108], la inclusion
de la trampa armonica forma un perfil parabélico en la densidad, de esta manera en
las orillas de la parébola la densidad es baja y no permite la formacion de ondas de
densidad. Por otra parte, el estado superfluido si se puede formar a densidades bajas,
y es por ello que el disco del superfluido es mayor que el de densidad.

Se muestran las secciones transversales de los parametros de orden locales en
Fig. con la finalidad de apreciar la existencia del estado supersoélido en el centro de
la trampa, esto es, un traslape espacial de la fase superfluida y el orden en la densidad.
En una regién amplia alrededor del centro de la trampa coexisten los parametros de
orden locales del superfluido y onda de densidad, cuando la densidad cae, el sistema

no permite ondas de densidad y se forma un superfluido rodeando al supersoélido.

Figura 5-5: Parametros de orden locales a través de una seccién transversal. Se grafica el parametro
de orden tipo tablero de ajedrez y el parametro superfluido local. Ambos se grafican en un corte
transversal que cruza el centro de la trampa, ¢(x,0) y A(z,0) para kgT/t = 0,0;0,10y 0,25. A = 0,85

y x =0,3.

Para A = 0,9 la interacciéon repulsiva intraplanar empieza a dominar en el centro
de la trampa. En Fig. es posible observar que existe una amplia regiéon en el
centro de la trampa con un orden en la densidad de tablero de ajedrez, dicho orden se
destruye a kgT'/t = 0,26. También se observa un parametro de orden superfluido tenue
en el centro de la trampa, que aumenta rodeando el tablero de ajedrez. Esto es, cuando
la densidad no es lo suficientemente grande para soportar un orden en la densidad,
el estado superfluido emerge en dicha region. La temperatura critica de dicho estado

es kT /t = 0,06. Las secciones transversales muestran que existe una pequena region
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donde ambas fases se traslapan espacialmente [158]/159|]. Esta separacion de fases en
la cual una fase rodea a la otra, ha sido estudiada en sistemas bosénicos en ambientes
inhomogéneos, tales como modelos de Bose-Hubbard. En dichos modelos las fases
de aislante de Mott y estados superfluidos tienden a formar discos y anillos, como
consecuencia de la presencia armoénica que a través del potencial quimico local impone
las fases accesibles del sistema. En estos sistemas, incluso en baja dimensionalidad

campo medio coincide con calculos tipo Monte Carlo entre otros [158,/159].

Figura 5-6: Perfil de la densidad (arriba) y pardmetro de orden superfluido (abajo) como funcién
de la temperatura. De izquierda a derecha se grafican las temperaturas kgT'/t = 0,0;0,10;0,25 y
0,45 para A = 0,90 y x = 0,3.

5.4. Onda de densidad

Finalmente cuando la separacion interplanar es lo suficientemente grande, la in-
teraccion repulsiva en la misma capa domina, destruyendo la densidad superfluida.
Para A = 1,0, el apareamiento esta completamente inhibido. Para valores mayores
de A no se forman ningin tipo de fases superfluidas, mientras que el orden en la
densidad de ajedrez persiste en el centro de la trampa tal y como se muestra en la

figura (ver Fig. (5-8])), la temperatura critica para el orden de la densidad se vuelve
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Figura 5-7: Parametros de orden locales a través de una seccién transversal. Se grafica el parametro
de orden tipo tablero de ajedrez y el parametro superfluido local. Ambos se grafican en un corte
transversal que cruza el centro de la trampa, ¢(x,0) y A(x,0) para kgT/t = 0,0;0,10y 0,25. A = 0,90
y x =0,3.

independiente de la separacion A. Estos resultados coinciden con estudios previos de
fermiones en monocapas con orientaciones arbitrarias del momento dipolar [108,109].
Esto es, cuando A >> 1 el sistema se convierte en dos capas idénticas desacopladas,

entonces es posible comparar con los resultados de la monocapa.

En la Fig. se grafican los parametros de orden globales A y p como funcién de
la temperatura para distintos valores de A. Se puede apreciar que la diagonalizacion
de Bogoliubov-de Gennes predice transiciones de fase continuas de segundo orden.
Tanto la transiciéon de fluido normal-superfluido, normal-DW, DW-supersolido son
transiciones de segundo orden en las que el parametro de orden se mantiene continuo
para valores arbitrarios de la temperatura, y la derivada presenta una discontinuidad
en el punto de la transicion. La temperatura critica del superfluido es menor que
la temperatura critica de la onda de densidad. En la figura del lado derecho
se observa la transicion de fluido normal a DW, el pardmetro de orden p presenta
una discontinuidad en la derivada en la temperatura en la cual emerge el estado
superfluido. Para A = 0,85 donde la regiéon del supersolido es mayor, la discontinuidad

en la derivada de p en la transicion DW-SS es més evidente.

En la figura Fig. (5-10]) se presenta el diagrama de fase de dicho modelo resultante
de la solucién de las ecuaciones de Bogoliubov de Gennes a temperatura finita. En

el recuadro interior se muestra el diagrama de fase a temperatura cero. La region de
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Figura 5-8: Perfil de la densidad (arriba) y pardmetro de orden superfluido (abajo) como funcién
de la temperatura. De izquierda a derecha se grafican las temperaturas kgT/t = 0,0;0,10;0,25 y
0,45 para A =0,90 y x = 0,3.

Figura 5-9: Parametros de orden como funcién de la temperatura. Se observa una transicion de
fase de segundo orden.
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coexistencia entre la fase superfluida y el orden de densidad es la denominada fase
supersolida. Como es de esperar, en el régimen en el cual la interaccion atractiva
domina la fase superfluida domina cualquier tipo de orden de densidad. Cuando la
interaccién repulsiva empieza a competir con la interaccién atractiva, esto es, cuando
A se vuelve comparable con la constante de red a, la fase superfluida y el orden en
la densidad coexisten. Para A < 0,83 no hay orden en la densidad y la temperatura
critica del superfluido decrece monoétonamente. Cerca de A =~ 0,83 dicha temperatura
critica decrece abruscamente y aparece la formacion del tablero de ajedrez, mien-
tras la temperatura critica del orden de la densidad se vuelve distinta de cero y se
vuelve practicamente constante como funcién de A. Mientras el parametro de orden
del superfluido, vuelve a decrecer monoétonamente después del cambio abrupto, even-
tualmente solo existe fraccion superfluida en el borde del tablero de ajedrez sin la

coexistencia espacial de fases, es decir, sin la fase supersolida.

El valor maximo que se predice para la temperatura critica de la fase supersoélida
en nuestro modelo tomando en cuenta los parametros experimentales actuales es
kpT/t ~ 0,23. Dicha temperatura atn se encuentra lejos de las temperaturas actuales
alcanzadas en experimentos con gases fermionicos KRb [63] and NaK [49], sin embargo
existen esfuerzos actuales para disminuir la temperatura de degeneracion de los gases

moleculares y hay prospectos de alcanzar dicha temperatura en un futuro cercano.

Las fases que despliega el sistema son funciéon del parametro A el cual puede
ser modificado externamente incrementando o disminuyendo la separacion entre las
capas de las redes o6pticas. En principio, las mismas fases pueden ser investigadas
modificando el factor de llenado en la red o6ptica a través del potencial quimico pu,
es decir, pasando de fracciones de llenado bajas a intermedias es posible transitar
del estado superfluido, al supersélido y a la onda de densidad, sin embargo, para
densidades bajas el ntimero de sitios que es necesario incluir para que el sistema
tenga sentido fisico es demasiado grande para ser resuelto numéricamente. Es decir,
al modificar p es necesario incrementar el niimero de sitios para que en todo momento

tenga sentido hablar de un sistema termodinédmico.
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Figura 5-10: Diagrama de fase para redes 6pticas 2 x 37 x 37, como funcién del espaciamento entre
las redes Opticas a interaccion fija x = 0,3.

105



5.5. Conclusiones

En este capitulo se estudiaron las fases termodinamicas de un gas dipolar de
Fermi confinado en una bicapa de redes Opticas en presencia de un confinamiento
armoénico. La naturaleza de la interaccion dipolar, da lugar a una riqueza de fases
inexploradas en el contexto actual de los gases ultrafrios. Se predice la formacion de
estados superfluidos fermiénicos tipo BCS a través de las ecuaciones de Bogoliubov-
de Gennes para interacciones intraplanares despreciables. La interaccion intraplanar
repulsiva da origen a la formacion de ondas de densidad tipo tableros tipo ajedrez, y la
competencia de ambas fases da lugar a la hasta ahora inexplorada fase de supersoélido
con gases de Fermi. La presencia de la trampa armonica es la responsable de la
separacion de las fases superfluidas y de onda de densidad, en la cual aunque ambas
fases coexisten no se traslapan espacialmente, un anillo superfluido tiende a rodear
la fase de onda de densidad, este resultado se deduce a través de la inclusiéon de los
parametros de orden locales. La transicion de fluido normal a onda de densidad, y de
onda de densidad a supersolido se muestran son de segundo orden en el esquema de
la teoria de Ginzburg-Landau.

Este estudio en combinacién con la gran capacidad para atrapar moléculas de
Fermi y la posibilidad de producir gases degenerados en su estado base absoluto,
ofrece una oportunidad de estudiar la fase supersolida en gases ultrafrios. A través del
control de la separacion entre las capas, el modelo actual representa el candidato ideal
para estudiar las fases cudnticas que surgen de la competencia entre interacciones de

largo y corto alcance, asi como interacciones repulsivas contra interacciones atractivas.
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Capitulo 6

Gases de Fermi en Cavidades

Cuanticas.

En el presente capitulo se estudia el estado base de una mezcla de dos compo-
nentes hiperfinas de atomos de Fermi confinada en una red o6ptica unidimensional
en el interior de una cavidad cuantica. La interacciéon de los modos de luz en la
cavidad con los a4tomos en el interior de la misma proveé la posibilidad de disenar
arbitrariamente perfiles espaciales de la interaccion efectiva entre los atomos, dicha
interaccion dtomo-atomo es mediada por la interacciéon luz-materia en un régimen
completamente cuéntico, en el cual, la luz es usada para controlar las fases cuanticas
de los atomos [160-167]. En este capitulo se demuestra que a través de la polarizacion
de un haz de luz de bombeo, el cual incide perpendicularmente a la cavidad, es posible
tener control absoluto sobre las fases cuanticas emergentes del sistema. Los resulta-
dos originales del presente capitulo se encuentran en preparacion para ser sometidos
a arbitraje.

Redes opticas de gases ultrafrios confinadas en cavidades cuanticas han sido pre-
viamente estudiadas en el contexto de fases superradiantes, tanto para sistemas bo-
s6nicos como para sistemas fermiénicos. Recientes estudios han explotado la interac-
ciéon atomo-luz en el régimen cuéntico dentro del contexto teodrico, con la finalidad
de estudiar estados topologicos superradiantes en gases de Fermi [169}/173|, campos

magnéticos artificiales [174], imanes y modelos de Ising [168}|171/176|, fases topologi-
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cas y quirales [170,[172] y simuladores cuénticos de efectos tipo Meissner [175], cruce
BEC-BCS [177| asi como fases supersolidas, ondas de enlace, y control de fases mag-
néticas |178H185|, asi como localizacion de muchos cuerpos (trabajo en preparacion).

El capitulo esta estructurado de la siguiente manera, en la seccion se intro-
duce el modelo a estudiar, describiendo de forma breve la deduccién del Hamiltoniano
efectivo de materia. La seccion esté enfocada al estudio del modelo cuando se
considera la incidencia de un sé6lo haz de bombeo con polarizacion lineal en las direc-
ciones -y y -z (6.2.2). Posteriormente se estudia polarizacion lineal arbitraria
. Finalmente se presenta un esquema para simular fases de superconductores a

altas temperaturas.

6.1. Modelo

6.1.1. Hamiltoniano efectivo

El sistema a considerar consiste de una mezcla de atomos de Fermi en dos estados
hiperfinos confinados en una red 6ptica dentro de una cavidad cuéntica, la cual se
ilumina con un haz de bombeo/prueba clésico coherente. Es decir, el haz de bombeo
esta descrito por el electromagnetismo clasico, mientras que los fotones dentro de la
cavidad son descritos por la mecanica cuantica, el campo electromagnético producido
por el haz de bombeo esta polarizado linealmente en alguna direccién arbitraria. La
cavidad cuéntica se supone unimodal de frecuencia w,., fuera de resonancia de la
frecuencia atémica w,. La cavidad cuéntica tiene una constante de decaimiento k,
y la emisién espontanea de los atomos I' se supone mucho menor que la desintonia

entre los modos de la luz de bombeo w, y la frecuencia atémica w,. El acoplamiento

9c8p
27,

entre los dtomos y la cavidad cuéantica esta dado a través del coeficiente g, =
siendo g. la constante de acoplamiento luz-materia, A, la desintonia w, — wg, y {2, la
amplitud del haz de bombeo [160-166|. En figura se esquematiza el modelo a
estudiar; una red 6ptica compuesta de una mezcla de estados hiperfinos, es puesta en

el interior de la cavidad cuantica, el campo amarillo indica el campo producido por
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los haces de luz de bombeo.

Figura 6-1: Representacion esquemética del modelo. Una red oéptica de dos especies hiperfinas es
puesta en el interior de una cavidad cuantica. Un haz de bombeo clasico denotado por el campo
clasico ap , de frecuencia wy, ilumina a los 4tomos, lo cual se representa con el campo en amarillo.
El campo cuantico de la cavidad se denota por a..

El Hamiltoniano se encuentra derivado en el Apéndice, el cual se compone de la
contribuciéon de los atomos en la red 6ptica, del Hamiltoniano de luz, y del término que
toma en cuenta la interaccion luz-materia. El Hamiltoniano de los &tomos en la red
Optica esta descrito a través del modelo usual de Fermi-Hubbard bajo la aproximacion

de amarre fuerte con interacciéon local atractiva. Dicho Hamiltoniano es

ar =33 el e, +H.c+%2mmi,¢, (6.1)
o (i) @

donde t es el coeficiente de tunelaje, y U la interaccion entre especies diferentes en el
mismo sitio.
Por otra parte, el Hamiltoniano de la luz en el interior de la cavidad unimodal

esta dado por

H" = hw.ala,, (6.2)

donde los operadores a., ! denotan los operadores de creacién y aniquilacion respec-

tivamente de los modos de luz de la cavidad de frecuencia w, [160].
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Para un sélo modo de bombeo, cuyas amplitudes son respectivamente son a; , y
ap, (campo electromagnético representado en amarillo en Fig: (6-1))), la interaccion

de la luz con los atomos de la cavidad esta dada por [162-164]

H"™ = " Udlap,a.F + ala, . F), (6.3)

siendo U. = g.g,/A,. Por su parte ng = ﬁgp + ng, donde ﬁgp describe el aco-
plamiento de la luz con la densidad de los atomos ﬁgp = > J sy ng toma
en consideracion la interferencia de las densidades del campo de materia. Bw =
> i) JP(cl e;0 + H.c). La estructura espacial de la luz determina los coeficientes

Ji%; que pueden ser calculados como

Jii = /dmw(f — T up (Z)uy(D)w(Z — 25), (6.4)

donde w(Z) son las funciones de Wannier atémicas, y u.,(Z) son los modos de la luz

de bombeo.

La polarizacion del haz de bombeo juega un papel crucial en el acoplamiento
de la luz con fermiones en dos estados hiperfinos. Por ejemplo, si la polarizacion es
circular, entonces la luz sélo se acopla a una componente hiperfina. Mientras que si la
polarizacion es lineal, entonces la interacciéon como se mostrara a continuaciéon, puede

dar lugar a distinto tipo de fases magnéticas y de ondas de densidad y espin.

Es de nuestro interés el estudio del Hamiltoniano en el limite adiabéatico, suponien-
do || << |A., U] << |A ]y t << |A], sitendo A, = w, — w,, €l estado estacionario

para los modos en la cavidad es en dicha aproximacion [161}/166|

4@y =Y Col,® DY, (6.5)

donde C, = Xc‘f;, y lop las identidades de los espacios de Fock de los 4tomos y la

luz respectivamente. Escribiendo a las polarizaciones lineales z/y en términos de las
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polarizaciones circulares derechas e izquierdas

ap,r + ap R

DT \/§ 9

—0pr, + Ap R

Clp,y = —1 \/§ y
(6.6)

es posible mostrar que el Hamiltoniano para polarizacion lineal en x/y es respectiva-

mente
HFL — Uc|ap—’z/y|2 (A, — ik)DYYEY 4 (A, +ix)DIEVETY) =~ (6.7)
z/y T A2 1 k2 c T WR)p e e TUWR) ey " Lpe™ | = :
U0|ap,z/y‘2 Nz /y it/ Ntz/y 1/

si la red oOptica es lo suficientemente profunda, es razonable suponer que J;’J’» =
uwi(Z;)u,y(2), y por tanto B2V Dfo/y, de manera que el Hamiltoniano efectivo se

escribe para luz linealmente polarizada como

3 _ gF Geff (7 tz/y HT Nz/y Pyt
Heyy = H" + 5 (DelvDefv + Dzl Dzl (6.8)
2
donde se ha definido g.rr = AQAJ:HQ N, gcg:f/ Y| . Dependiendo de la polarizacion la luz

se acopla a los atomos a través de la densidad p; = nj + 1y, 0 a la magnetizacion

A

m; = fijp — Ny, es decir,

Diy = T (6.9)

J

Yo pa
Dy, = g Jitmg.

J

Por su parte, el coeficiente J;p determina la forma explicita en la cual se acopla de
manera efectiva la luz con los dtomos. Asi, la capacidad potencial de ajustar tanto
la polarizaciéon como el coeficiente J;p proveén una gran motivacion para estudiar las

fases magnéticas, de ondas de densidad, asi como estados superfluidos y de orden de
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enlace en redes 6pticas.

En general, si se define polarizacion lineal en un angulo 6, y su complementaria

ortogonal a 0 + /2,
ap e’ + a, pe™"
Apo = ;
P /2

,—apJ;e’e + a, re”
Ap (047 /2) = —1 \/5 5

10

(6.10)

es posible mostrar que para polarizacion en 6 en el limite adiabéatico, la interaccion

luz-atomo es de forma efectiva

[j[é’?L o Ueo |ap,9|2

L /a0 NRESY!
= Jo e (DTD +D DT>, (6.11)

cp pc cp pc

: 0 00 N ,—if
siendo DY, = (D] " + D}.e™").

El coeficiente Ji = wu}(Z;)u,(Z;) puede ser controlado a través de los modos
de la cavidad y el haz de prueba. Por ejemplo, si u.(Z) = exp(ik. - T) y uy(Z) =
exp(il;p - T), y la cavidad esta alineada con la red 6ptica, de manera que el vector k.
apunta en la direcciéon de la cavidad, y el vector de onda del haz de prueba incide
perpendicularmente a la cavidad & - Ep = 0, entonces J;* = (=1) si A = 2a. En
particular con ondas planas es posible crear interacciones con varios modos atémicos
como funciéon del angulo de incidencia del haz de bombeo y la direcciéon de la cavidad
con respecto a los ejes de la red 6ptica, es decir si J¥ = exp((i/gc — Ep) -7, entonces
la interaccion efectiva, tiene una dependencia espacial proporcional al producto de

las J; = J77,

X X . 1/ s o
A=A+ gNi > (Jj Jd’dl + J,; df.dj@) , (6.12)
S ]7[
donde Jf =n;+e? +n; e Entonces la interaccion de largo alcance esta caracteri-
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zada por un perfil dado por
Wij = cos[(ke — kp) - (Z; — 25)], (6.13)

esto da lugar a la posibilidad de generar un niimero arbitrario de modos atémicos R,

eligiendo

siendo 0., los angulos de la cavidad y del haz de prueba con respecto al eje de la
cavidad, A la longitud de onda del haz de bombeo, y a la constante de la red optica.
Aunado a esto es posible generar interaccién espacialmente desordenada si se elige

a la periodicidad como incomensurable [186| con la constante de red a. En la figura

Figura 6-2: Interaccion interatomica 6. = p, 6, = 7/2. En azul se muestra el potencial W (i, j),
mientras que en negro, la linea punteada indica la posiciéon de la red optica. Los circulos en rojo,
indican el valor de la interaccién en los minimos del potencial 6ptico, que es donde se situan los
atomos. Del lado izquierdo se muestra un potencial de signos intercambiantes 8. = 0, 8, = 7/2,
del lado derecho un potencial desordenado eligiendo la periodicidad de la red inconmesurable con el
potencial W (3, j). Siendo x = |i — j|

, se esquematiza la estructura del potencial como funcién de la distancia de
separacion interatomica. Para incidencia perpendicular (6. = 0, 6, = 7/2) es posible
crear un potencial con signos intercambiantes W (i, ;) = (—1)"7l si la longitud de
onda de la luz de bombeo es A = 2a, un potencial constante sobre toda la red 6ptica
mantieniendo A = 3a/2, (f. = 0, 6, = ©/3), o bien un potencial de interaccion

espacialmente desordenado A\ = ~va, con v un ntimero irracional.
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6.1.2. Parametros y parametros de orden

A continuacién, haciendo la conexion con criterios bien establecidos para identifi-
car la presencia de fases termodinamicas, se delinea la forma en la que se elegiran los

parametros para identificar las fases del sistema en consideracion.

Es importante resaltar a este nivel que el teorema de Mermin-Wagner establece que
en el sentido estricto a temperatura finita no existe fase superconductora en modelos
tipo Hubbard en una dimensioén, sin embargo, a temperatura 7' = 0 es posible tener
estados superconductores en los cuales emerge un orden no-diagonal de largo alcance
(ODLRO) responsable de la fase superconductora. Los resultados que a continuacion
se presentan son resultado de diagonalizacion exacta para sistemas de 10 sitios, por lo
cual, el orden no-diagonal de largo alcance se debe entender en el contexto de sistemas
finitos. Debido a que el alcance de la interaccién es infinito, aproximaciones de campo
medio, DMRG guiaran a un resultado incorrecto, por el contrario, se presentaran los
resultados con la limitacion del tamano del sistema, los cuales se deberan interpretar

bajo las consideraciones antes mencionadas.

La idea de orden no-diagonal introducido por Yang para fermiones se basa en el
concepto de la matriz de densidad reducida de dos cuerpos, la existencia de ODLRO
implica el efecto Meissner y por tanto el estado superconductor [187]. Para un estado
puro |¥) de un sistema discreto tipo Hubbard, el ODRLO esta caracterizado por el

comportamiento de la matriz reducida de dos cuerpos |188189)|,

(p2)ij = (Wlel el ¢5.164]0). (6.14)

El concepto ODLRO establece que si el maximo de los eigenvalores de (ps); ;, digamos

ijo
Amaz €scala proporcional al ntimero de sitios del sistema \,,,. = ¢Ns para Ny >> 1
siendo ¢ una constante independiente de N, entonces el estado poseé ODLRO, y por
tanto es superfluido. Este critrerio es equivalente a pedir que (p3);; # 0 en el limite
|i—j| =>> 1. Estados con ODLRO han sido extensamente estudiados en el contexto

de la superconductividad, en particular para modelos de Fermi-Hubbard. Para estos

modelos es del conocimiento que el estado BCS tradicional no es eigenestado del
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Hamiltoniano, sin embargo Yang mostro que estados del tipo 7 [188| se caracterizan
por conformarse por pares tipo Cooper, tener ODLRO y por ende presentar efecto
Meissner, aunque en principio pueden no corresponder al estado base del modelo de
Fermi-Hubbard atractivo. Posterior al trabajo de Yang, la discusion de ODLRO se
ampli6 para sistemas uni-dimensionales [189H198|. En el presente trabajo se estudia
la presencia de ODLRO usando el criterio de Yang, y para fines de comparacion, se
introduce el parametro de orden O, = A/\,, siendo A, el méximo eigenvalor de los
estados 7 introducidos por Yang, y A el maximo eigenvalor del sistema estudiado. Es
importante recalcar que el coeficiente ¢ es independiente de N, pero en la red 6ptica
es dependiente de la fraccion de llenado p = (N4 + N;)/Ng, siendo méaximo en la
region de llenado medio. En la figura se grafica en el limite termodinamico el

eigenvalor maximo de los estados 7 como funciéon de p.

0.25¢

0.20+

0.00t. ‘ ‘ ‘ =
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

Figura 6-3: Eigenvalor méaximo en el limite termodinamico como funcién de la fracciéon de llenado,
para redes balanceadas Ny = Ny.

Por otra parte, la formacion de ondas de densidad también ha sido estudiada
previemente en sistemas tipo Hubbard. La inclusion de la cavidad permite incluir mas
de dos modos atémicos, es decir la formacion de ondas de densidad con modulaciones
espaciales con distintas longitudes de onda. Estas ondas de densidad son estudiadas
a través del operador D, = Zf;l N, ,e™/E donde R denota el nimero de modos

o ., . ~ ¢ S G E/O
atoémicos, para R = 2 esta expresion se convierte en D, = N — N9 donde NE/
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denotan operadores de ntimero en los sitios pares e impares respectivamente. Los
patrones de difraccion J; = (=1)' y Ji; = (1 + (=1)%)/2 inducen R = 2, creando
dos modos atomicos correspondientes a sitios pares e impares. Modos R = 3,4, ..
requieren de distintos dngulos entre la cavidad y la red éptica con el haz de bombeo.
Dado que el estado base puede estar en un estado tipo gato de Schrédinger, es decir,
el estado base puede ser la superposicion de mas de un elemento de la base de Fock,

se estudia el rompimiento de la simetria a través del valor de expectacion de

O = 37332 D)

Debido al tamano finito considerado en el presente trabajo, se verifica que dicho valor
de expectacion se mantenga constante para el rango de los valores de N, explorados y
no decaiga como funciéon de N;. Es decir, algunos parametros de orden O pueden ser
distintos de cero debido al tamano finito del sistema y no debido a un rompimiento
de simetria, en particular para el orden no diagonal, y de orden de densidad como se
explicaré en los resultados se tomo la precaucion de tomar este efecto en los diagramas
de fase.

Adicionalmente se introduce el tunelaje a primeros vecinos, calculando el valor de

expectacion de

T = _<Z(éi+1,aéi,a + CioCitio)),

1,0
el cual se recalca no es un parametro de orden.
Por otra parte, la magnetizacion por sitio esta definida por m; = ;4 —"n, |, siendo la
magnetizacion total M = >, m;. Dados los modos atémicos es conveniente introducir

el factor de estructura definido por
1 ia(ieD) / f n n R R
S(@) =~ S0 (i) — o) ),
S ] l

siendo ¢ un vector en la primera zona de Brillouin. Se define O sppr = S(¢'= m)/Ns.
Dadas las identificaciones de las fases en términos de los valores de los parametros

de orden, es conveniente resumir la notaciéon que se utilizara para caracterizar las
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citadas fases. En la tabla (6.1) se establece la notacion segun el parametro cuyo

valor de expectacion sea no nulo y la fase de muchos cuerpos en cuestion. CDW

Cuadro 6.1: Parametros de orden

QP /Parametro | T Opw | Oy | Oarm
SF, 0 0 #0110
DW 0 #0 10 0
Cbw #0|#0 |0 0
AFM 0 0 0 # 0
SDW #0110 0 #0
PDW #0|#0 |#0]0

DF #0110 0 0

denota densidad de onda de carga, SDW densidad de onda de espin, PDW denota
densidad de onda de pares y DF es para fermiones degenerados (por sus siglas en
inglés). Dada la simetria del problema, i.e. un sistema con espines balanceados en
una dimension, S(¢ = 0) = 0, por lo cual, el orden magnético ira siempre referido a
Oarn = S(q = m)/Ns. Para fines de comparacion, se grafican todos los pardametros
de orden normalizados, O,, se normaliza con respecto a los estados de Yang , por
comodidad de ahora en adelante g.rr = g.

A continuacién se presentan las soluciones nimericas para distinto tipo de polari-
zacion lineal de los haces de bombeo. Esto nos permite acoplar de distintas formas a

la magnetizaciéon y a la densidad con la luz.

6.2. Polarizacion Lineal

Los atomos de Fermi en dos estados hiperfinos se encuentran en una cadena uni-
dimensional, la cual se orienta en la direccion x. Se incide de forma perpendicular
a la red optica un haz de luz en la direcciéon z como se indica en la figura (6-4)) el
cual se encuentra polarizado en una direcciéon arbitraria 6 en el plano x — y. Esto
crea un perfil de intensidad de interaccién efectiva luz-atomo W, ; o< (—1)F=717,.J;. Se
estudia el estado base de muchos cuerpos, inicialmente se considera luz polarizada en

las direcciones -x e -y, para posteriormente describir las fases que exhibe el estado
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base a angulos de polarizacion arbitrarios.

6.2.1. Polarizacién lineal -y: Competencia AFM vs ODLRO

A continuacién se describen las fases del sistema considerando polarizaciéon lineal
en la direccion y que acopla la luz y la materia de forma efectiva a través de la
magnetizacion, D, = . J;m;. Bajo la suposicion que las funciones de Wannier

se encuentran localizadas para que la suposicion F, ~ D, se mantenga valida, el

Hamiltoniano es
2 _AF g A2
Hep=H +_N5 E Dy,

para el modelo de Fermi-Hubbard atractivo U < 0, se estudia la competencia entre

Figura 6-4: Representacion esquemética del modelo. Una red éptica de dos especies hiperfinas es
puesta en el interior de una cavidad cuantica. Una onda plana circularmente polarizada es polarizada
linealmente en un angulo @ arbitrario. Esta onda plana linealmente polarizada incide en la direccion
-z sobre la red o6ptica.

la formacion de pares correlacionados que dan lugar a ODLRO, estados AFM vy for-
macion de DW. Con el fin de entender las fases del sistema, estudiamos el estado base
del sistema, para lo cual diagonalizamos de forma exacta para Ny = 10 y se presenta
el diagrama de fases a continuacion.

El diagrama de fases presentado en la Fig:([6-5])(derecha) muestra la formacion de
distintas fases; SF,, AFM, SDW y DF como funcién de los parametros que definen

al sistema.
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Figura 6-5: Se muestran los diagramas de fases para Ny = 10,y Ny = N| = N, /2. Del lado derecho
se considera luz linealmente polarizada en la direccidon-y, esto produce fases antiferromagnéticas y
de onda de densidad, caracterizadas por un maximo en S(¢ = 7) el cual corresponde a un estado
AFM. Por otra parte, para ¢g/|U| < 0, se forma un estado superfluido. Del lado izquierdo se muestra
el caso en de polarizacion en la direccion -z. En este caso se forma una onda de densidad para g < 0
y CDW cuando el tunelaje es relevante. A interacciones fuertes y g > 0 se forma un estado con
ODLRO. Finalmente en el limite no interactuante persiste solo la fase DF.

En la figura Fig:(derecha) se distinguen esencialemente cuatro regiones, para
g < ge, con g./|U| = —0,5 emerge un estado AFM para t/|U| << 1, es decir en el
régimen de interacciones fuertes el estado base poseé orden magnético y se encuentra
doblemente degenerado, por tanto, el estado base se encuentra en una superposicién

tipo gato de Schrodinger

1

|GS) = 7

(| T? \1/7 T’ \L7T7 \1/7 "> + ’ \1/7 T’ \L7T7 \1/7 ">)7

compuesto por los dos estados de Neél denotados arriba. Es interesante hacer notar
la competencia entre la interaccion atractiva U de corto alcance con la interaccion
mediada por los fotones de alcance infinito, la primera promueve la formaciéon de
estados de pares, mientras la segunda tiende a inducir orden magnético, debido a esta
competencia, el sistema forma presenta orden magnético a g. < —0,5 en lugar de

ge < 0. Cuando t/|U| aumenta, el orden magnético persiste con energia cinética no
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nula, dando lugar a la formacién de estados de SDW.

Cuando la interaccion g/|U| > —0,5 se forman pares con orden no diagonal en ré-
gimen de interacciones fuertes t/|U| << 1, en este limite fuertemente interactuante,
es posible mostrar numéricamente que este orden permanece en el limite termodi-
namico. Mientras que fuera de este limite el orden no diagonal se desvanece, cuando
t/|U| aumenta. En este régimen débilmente interactuante se forma un gas degenerado
de Fermi con todos los parametros de orden nulos.

En la figura se muestran los parametros de orden como funciéon de g/|U| y
t/|U] a cortes constantes del segundo y primero respectivamente. En la fila superior
se muestran los parametros de orden cuando para valores de t/|U| = 0;0,25;0,5,
y 0,75 fijos, de izquierda a derecha respectivamente. Para interacciones fuertes, se
observa que el estado AFM toma lugar a ¢g/|U| < —0,5, mientras para g/|U| > —0,5
se forma un estado con orden no diagonal. Es importante hacer notar que aunque el
parametro de orden Opy # 0 no hay formacion de onda de densidad, este parametro
es distinto de cero debido al tamano finito del sistema. Al disminuir la intensidad de
la interaccion |U|/t, se observa que la amplitud del orden magnético disminuye.

Por su parte, a cortes de t/|U| a ¢g/|U| = —1;0,5;0 y 0,5 constantes, en la fila
inferior de la figura , se observa como el estado magnético disminuye con las

excitaciones inducidas por el tunelaje que tiende a romper el estado AFM.

6.2.2. Polarizacién lineal -x: Competencia DW vs ODLRO

A continuacion se presenta el estudio del diagrama de fases cuando la luz de
prueba esta polarizada en la direcciéon x, el Hamiltoniano acopla ahora los modos de

densidad, siendo
7 fgF | Yeff 2
Hepp = H™ + N ;Dm

con D, = > Jipi-
La figura (6-5|)(izquierda) muestra el diagrama de fases para la polarizacion .

Se observa que emergen fases de DW, CDW, SF, y gas degenerado de Fermi. A
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Figura 6-6: Para polarizacién en -y, se muestra en el renglén superior cortes a ¢ constantes como
funcion del cociente g/|U], se presenta t/|U| = 0; 0,25; 0,5; 0,75(De izquierda a derecha). En el renglon
inferior se presentan los parametros como funcion de t/|U| a g/|U| = —1;0,5; 0;0,5(De izquierda a
derecha).7 (negro), O, (verde), Oara(azul) y Opw (naranja). En el rengléon superior se observa
que la fase de O pp(7) a t/|U| pequenio domina cuando g/|U| < —0,5. Cuando ¢g/|U| > —0,5 se
desvanece dicha fase y da lugar a estados con ODLRO. Por su parte, en el renglon inferior, se observa
que independientemente del signo de g, las interacciones débiles t/|U]| ~ 1 destruyen todas las fases.

diferencia del diagrama de fases para la polarizacién y, para esta polarizacion las
fases inducidas por la interaccion de corto alcance U, y la interaccion de largo alcance
g, ambas tienden a formar pares. Sin embargo, la interacciéon mediada por los fotones
g predispone a romper la simetria translacional, la cual en el régimen de interacciones
fuertes t/|U| << 1 serompe cuando g < 0. En éste régimen fuertemente interactuante,

el estado base se encuentra doblemente degenerado y es de la forma

1

Gs) = 7

(| T‘L? 07 T‘L? 07 T\L’ 07 T\L’ 07 Y "> + |07 T‘L? 07 T‘L? 07 T‘L? 0? T\L’ 07 ) ">)7

dicho estado aunque esta formado por pares no presenta orden no diagonal, es in-
mediato mostrar que la matriz de densidad reducida de dos cuerpos, tiene elementos
idénticos a cero fuera de la diagonal, asi mismo, en este régimen fuertemente inter-
actuante, el tunelaje tiende a cero. Mientras al aumentar el cociente ¢/|U| se forma
una fase de CDW. La matriz de densidad reducida de dos cuerpos en este limite tiene
como eigenvalor maximo A, = 0,5 independientemente de la dimension del sistema,
por lo cual, el cociente A, /Ns — 0 si Ny >> 1. Con respecto a este valor minimo,

donde se forman pares pero sin orden no-diagonal se interpret6 la fase ODLRO.
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Cuando ¢/|U| > 0 el estado base del sistema esta compuesto de todos los elementos
de la base de Fock compuesto por pares con (D,) = 0, en el limite t/|U| << 1 es
posible mostrar que O, = 0,15/0,25 # 0 independiente del ntimero de sitios de la
cadena, por lo cual, existe ODLRO. Para esta polarizacion, el AFM es idénticamente

cero.

Figura 6-7: Para polarizaciéon en -z, se muestra en la fila superior cortes a t constantes como
funcion del cociente g/|U]|, se presenta t/|U| = 0;0,25;0,5 y 0,75 (De izquierda a derecha). En la fila
inferior se presentan los pardametros como funcion de ¢t/|U| a g/|U| = —1;0,5;0 y 0,5 (De izquierda a
derecha). T (negro), O, (verde), Oarn(azul) y Opw (naranja). En la fila superior se observa que la
fase de Opw a t/|U| pequeno domina cuando g < 0. Cuando g > 0 se da lugar a estados con ODLRO.
De igual forma que para polarizaciéon -y en la fila inferior, se observa que independientemente del
signo de g, las interacciones débiles ¢t/|U]| = 1 destruyen todas las fases.

En la figura se muestran los parametros de orden a t/|U| y g/|U| constantes,
en la columna superior e inferior respectivamente. En el primer caso se considera
t/|U| = 0;0,25;0,5 y 0,75 (de izquierda a derecha), se observa la transicion de DW
a SF, es a g = 0. Para g < 0 prevalecen dominios en la densidad tipo DW, y para
valores mas grandes de t/|U]| , la transicion de DW a SF,, se suaviza. Por su parte en
la fila inferior, se muestra como el orden en la densidad es no nulo atin cuando existe

tunelaje, es decir, se forma un estado tipo CDW.

6.2.3. Polarizacion lineal -6

La presente seccion tiene como objetivo demostrar como las fases cuanticas emer-

gentes pueden ser controladas a traves de la polarizacion del haz de prueba. El Ha-
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miltoniano del sistema es

i = i" + % (DU Dh. + DE,DYY) (6.15)
con 0 € [0,7/2], es decir, de polarizacion -z (f = 0) a polarizacion -y (0 = 7/2),
manteniendo fijo ¢/|U|. Debido a que las inestabilidades de carga y espin se presentan
para g/|U| < 0 nos enfocamos en dicha region del espacio de parametros.

En la figura se presentan los diagramas de fases para los cocientes ¢/|U| =
0,1;0,25 y 0,5 (de izquierda a derecha), para Ny = 10 para fracciéon de llenado medio.

Figura 6-8: Diagrama de fases a t/|U| = 0,1,0,25 y 0,5 (izquierda a derecha) para N, = 10 y
N4 = N, = 5. Para g/|U| > 0 se observa s6lo ODLRO para ¢/|U| = 0,25, 0,5 independientemente del
angulo de polarizacion de la luz. Para ¢g/|U| < 0, existen fases DW, AFM(7), PDW para t/|U| = 0,1.
Mientras para t/|U| = 0,25 tienen lugar fases tipo DW, AFM y coexistencia tipo CDW, SDW y
PDW.

Es interesante hacer notar nuevamente la competencia entre las interacciones de
corto y largo alcance, ahora en conjunto con la polarizaciéon del haz de prueba. En el
limite en el cual g/|U| >> 1y t/|U| << 1 (6-8))(izquierda) la transicion de DW<>AFM
tiene lugar a # = 7/4, sin embargo, como se puede apreciar en el diagrama de fases, la
transicion DW<AFM para valores intermedios del cociente g/|U]| es distinto de /4,
y tiende a @ = 7/2 cuando g/|U| — —0,5, es decir, se forma un domo que se desvanece
debido a la competencia antes mencionada entre la tendencia a aparearse debido a
U, y el estado AFM debido a g. En este limite, existe una region en la cual coexiste
la fase SF, y el orden DW. Esto se debe a que la fase AFM se forma para valores de

g/|U| < —0,5, y cerca de este valor se forma a angulos proximos a # = 7/2, dando
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lugar a una region intermedia 0 > g/|U| > ¢./|U y w/4 < 6 < w/2 en la cual hay el
término de interaccion local U forma pares, y la interaccion efectiva luz-materia g,
rompe la invarianza traslacional.

Para ¢/|U| = 0,25 en fig:(6-8)) (centro) el tunelaje se vuelve relevante dando lugar
a la formacion de ondas de carga CDW, y de espin SDW. Es posible apreciar que el
domo de AFM se forma para g/|U| < —0,5, es decir, el domo se hace mas pequeno,
mientras que la invarianza translacional se rompe para g < 0.

En el altimo diagrama de fases mostrado en Fig:(6-8) (derecha) se muestra que el
término de tunelaje inhibe para interacciones débiles las fases, en particular impide
la formacion de estados SF,,, mientras que el rompimiento de la simetria traslacional
y el orden magnético, se da para valores de |g| mas grandes.

Para ejemplificar la coexistencia de estas fases, presentamos cortes a distintos
valores del cociente g/|U|, g/|U| = —1;-0,8;—0,53, y —0,3. En la figura se
muestran en el renglon superior para t/|U| = 0,1 los pardmetros de orden como fun-
cion de 0, para g/|U]|, en el orden antes mencionado de izquierda a derecha. Mientras

en el renglon superior se grafica para t/|U| = 0,25.

Figura 6-9: Parametros para distintas polarizaciones lineales considerando g¢/|U| =
-1,-0,8,-0,53, y —0,3. En el renglon superior para t/|U| = 0,1 los parametros de orden como
funcion de 6, para g/|U| en el orden mencionado de izquierda a derecha. Mientras en el renglon
superior se grafica para t/|U| = 0,25.

En la Fig: se observa la competencia entre las fases AFM y DW como funcién
del angulo de polarizacion, estas fases no coexisten en ninguna region del diagrama de

fases, para t/|U| = 0,1 (renglon superior) el angulo para el cual el sistema cambia de
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DW—AFM, es menor a § = 7/3 para g/|U| = —1, cuando ¢/|U| — —0, 5, el angulo
para el cual se da la transicion DW—AFM crece § — 7/2, para 0 > ¢/|U| > —0,5
solo persiste la onda de densidad y no hay estados AFM.

6.2.4. Fermi-Hubbard Dopado

Se estudian los diagramas de fases manteniendo fijo el cociente t/|U| = 0,1 y 0.25,
para distintas fracciones de llenado, variando la polarizacion del haz de bombeo, asi

como la intensidad ¢/|U|.

A continuacién se presenta el diagrama de fases para distintas fracciones de lle-
nado, en el limite fuertemente interactuante g/|U| >> 1 la fase de onda de densidad
y orden magnético dominan. Para fracciones de dopaje distintas a llenado medio se
forman dominios de DW o AFM, con pares o huecos actuando como paredes de dicho
dominio, donde el dominio DW/AFM se puede localizar en cualquier sitio de la cade-
na, por ejemplo, si el sistema se dopa con dos huecos, el estado base esta compuesto
por elementos de la base de Fock, con un dominio magnético o de densidad de la
forma |0,0,|AFM|) 0 ]0,0, |DW), donde el dominio |AF M /DW | se mueve sobre los
10 sitios de la cadena, dando lugar a un estado base con N, estados degenerados.
Mientras para distintas fracciones de llenado, debido a que la interaccion es global, el

estado base se conforma de dominios magnéticos o de densidad rodeados de huecos.

10,0,0,..|AFM]|4,0,0, ..., |[AFM],0...)
10,0,0,..|DW];,0,0,..|DW|,,0...), (6.16)

en este caso la localizacion de los dominios magnéticos y de densidad esta restringida
a extremizar el término del Hamiltoniano de la interaccion efectiva luz-materia. Por

ejemplo, si Ny = N = 2, se pueden formar dominios magnéticos de longitud 1, 2, 3
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y 4, de la forma

|GSI - | T707T70707$707$7070

)
‘GSQ - ‘ T?\L707070707T7\L7070>
‘GS?) = ‘ T7¢7T707070707¢7070>

)

)
)
)
IGSa) = | 1,4,1,4,0,0,0,0,0,0),

la posicion de cada dominio magnético esta correlacionada con el resto de los do-
minios magnéticos debido a la interaccion global, a diferencia de otros modelos con
interaccion de corto alcance donde los dominios magnéticos son del tipo |GSy), este
sistema exhibe orden magnético de largo alcance, el cual permite la formaciéon de do-
minios magnéticos de distintas longitudes correlacionados. Ademés, en contraste con
el modelo de Hubbard estandar repulsivo en el régimen fuertemente interactuante,
lejos de fraccion de llenado medio, el orden magnético esta esencialmente inhibido,

en el modelo estudiado el orden magnético prevalece.

Para la fase de DW, debido a que los estados de Fock que componen la base estan
conformados por pares, se pronuncia la formacion de ODLRO, es decir, a diferencia
del estado base a fraccion de llenado medio donde la matriz de densidad reducida de
dos cuerpos tiene elementos fuera de la diagonal idénticamente cero, dopar al sistema,
junto con la interaccion de largo alcance promueve la formacion de estados de parejas

con orden no-diagonal de largo alcance.

Para ¢g/|U| o 1 las fases compiten, dando lugar a fases tipo PDW, donde los pares
ademas de estar modulados en la densidad adquieren una correlaciéon cuyo alcance es

proporcional a la longitud de la cadena.

4

Se muestra el diagrama de fases para el sistema dopado con huecos, para p = 1— N

se observa que debido al caracter global de la interaccion, el rompimiento de la simetria
traslacional es de largo alcance, es decir, el estado de DW es global, no esta compuesto
por un sélo bloque, sino se puede romper en varios dominios, generando ODLRO, el
cual en coexistencia con el rompimiento de la simetria traslacional da lugar a PDW.

El orden magnético esta compuesto por la superposicion de todos los estados que
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Figura 6-10: diagramas de fases a t/|U| = 0,1 para Ny = 10 y Ny = N|.

extremizan el valor de expectaciéon del operador DZ,DQ + Hc para cada funciéon de
llenado. El estado base que maximiza dicho operador esta degenerado y compuesto

por estados con distintos dominios magnéticos de largo alcance.

6.2.5. En ruta a superconductividad-HighTc

El extenso diagrama de fases al que el sistema puede acceder a través de la polari-
zacion del haz de bombeo, asi como mediante la desintonia de la luz de la frecuencia
del mismo haz con la frecuencia atémica, la cual controla la intensidad g, permiten
usar este modelo como un sistema para simular las fases de los superconductores a
altas temperaturas a T' = 0. Es preciso aclarar que no es el objetivo describir la fases
de los superconductores a altas temperaturas, sino la motivaciéon esencial, es construir
un modelo dentro de la materia ultrafria en el cual a través de factores externos sea
posible estudiar la competencia/relacion entre las distintas fases comunes al modelo
de la materia ultrafria y el modelo original de la materia condensada [81],205].

En la figura se muestran dos esquemas en los cuales las fases cuénticas
pueden ser accesadas a demanda al dopar el sistema y simultdneamente orientar
apropiadamente el polarizador de la luz de bombeo. En el primer esquema (izquierda)
se produce una fase AFM a llenado medio al colocar el polarizador a 7/2, mientras
al dopar ligeramente el sistema a p = 1 + Ni se coloca el polarizador a 37/8 con

respecto al eje x, esto induce la formaciéon de pares junto con un orden no diagonal,

127



Figura 6-11: Parametros de orden a t/|U| = 0,1, para Ny = 10 y Ny = N,. Se presentan los
parametros de orden como funcién del angulo de polarizaciéon 6 y la fraccion de llenado.

posteriormente lejos de llenado medio, el estado del sistema es del tipo SF,. Este
esquema se obtiene al fijar t/|U| = 0,1 y g/|U| = —0,75, y es posible transitar de

SF, =PDW—=AFM—PDW—=SF,, el polarizador se orienta como funcién del dopaje

vn
2

como 0 = Z(1 — %~), siendon =1 — p.

Por otra parte, al modificar la polarizacion del haz de prueba para cada fraccion
de llenado, es posible invertir el orden en el cual emergen las fases cuanticas. Por
ejemplo, al fijar para llenado medio el polarizador a 37/10 el estado base es una
onda de densidad, posteriormente al dopar al sistema emerge un orden magnético,
y lejos de llenado medio se forma ODLRO. Para esta realizacion se fija t/|U| = 0,1
y g/|U| = —1,0,y el sistema fluye de SF,, = AFM—DW—-AFM—SF, al orientar el
polarizador como funcién del dopaje como
es decir, es posible accesar a las fases de manera arbitraria al dopar y conjuntamente
polarizar la luz de bombeo apropiadamente, esto es relevante, pues permite estudiar
como se entrelazan los distintos ordenes magnéticos, de densidad y no-diagonal en

modelos tipo Hubbard, y puede ser el primer paso, para construir en un sistema

bidimensional un verdadero simulador cuantico de las fases de los superconductores
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de altas temperaturas.

A continuacion, en la figura se muestra otro par de esquemas para t/|U| =
0,25. Del lado izquierdo se orienta el polarizador como funcién del dopaje 6 = 7 (1 —
v/n), manteniendo fijo g/U| = —0,75 mientras del lado derecho se muestra el esquema
para 6 = 3Z(14/n), (moédulo 7 /2) para g/|U| = —1. Del lado izquierdo se forma una
onda de espin SDW a llenado medio, para posteriormente dar lugar a la formacion
de onda de densidad en coexistencia con orden no diagonal, finalmente se forma un
estado tipo SF,, lejos de fraccion de llenado medio. Para el segundo esquema, al fijar
g/U| = —1 y mover la orientacion de formacion del polarizador es posible formar
una onda de carga CDW a llenado medio, y un estado con orden magnético cerca de

llenado medio. Lejos de llenado medio, se forma un gas degenerado de Fermi.

Figura 6-12: Parametros de orden a ¢/|U| = 0,25, para Ny = 10 y Ny = N|. Se presentan los
parametros de orden como funcién del angulo de polarizacion 6 y la fraccion de llenado.

Las figuras y muestran que es posible controlar la emergencia de las
fases cuanticas como funciéon de la polarizacion de la luz de bombeo. Es importante
resaltar, que para accesar a las distintas fases, una vez que el potencial 6ptico es crea-
do y que la interaccion local U se sintoniza atractiva, no es necesario usar resonancias
de Feshbach para inducir las fases de orden magnético y de densidad, pues estas se
controlan a través de un pardmetro completamente manejable como lo es la orienta-
cion del polarizador, més atun, este pardametro es clasico y completamente externo a

la configuracion experimental tipica en los gases atéomicos ultrafrios.
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6.3. Conclusiones

Se estudié una cadena unidimensional de dos componentes hiperfinas de fermiones
en el interior de una cavidad cuantica. Se demuestra que la polarizacion participa de
forma crucial en las fases que exhibe el sistema. En particular se estudian las fases
presentes en el sistema cuando el haz de bombeo esta polarizado linealmente y es
una onda plana. Para polarizacion lineal en la direccion -z a fraccion de llenado
medio el sistema exhibe ondas de densidad y ODLRO en el régimen de interacciones
fuertes dependiendo de la desintonia entre las frecuencias atéomicas y de la cavidad.
Por su parte, al incidir luz polarizada en la direcciéon -y, es posible formar estados
antiferromagnéticos y de ondas de espin, asi como de orden no-diagonal de largo

alcance.

Es interesante notar que al modificar el angulo de polarizacion entre [0, 7/2], las
fases AFM y DW compiten y dan lugar a diagramas de fases con mayor estructura. Al
dopar al sistema, se forman dominios magnéticos y densidad de largo alcance debido al
caracter global de la interaccion. Los dominios de densidad, al promover la formacion
de pares junto con la interacciéon atractiva U local, da lugar a orden no diagonal,
siendo éste el precursor de la fase superconductora en sistemas bidimensionales a

temperatura finita.

Finalmente se mostré6 un esquema en el cual se plantea simular el diagrama de
fases de cupratos superconductores a T' = 0, como resultado de variar el angulo de
polarizacion de la luz de bombeo y las fracciones de llenado. Este hecho es relevante
en el contexto de la superconductividad a altas temperaturas, en donde es del co-
nocimiento que la interaccion atractiva entre electrones no es debido a excitaciones
fononicas. Dicho en otras palabras, el modelo aqui presentado permite explorar otro
tipo de mecanismos que dan lugar a fases cualitativamente similares a la de los cu-
pratos. Debido al caracter unidimensional del sistema y a las fuertes correlaciones,
se diagonalizo de forma exacta el Hamiltoniano, bajo la limitacion que el espacio de
Hilbert crece como 4%, por lo cual, la longitud de la cadena esta acotada por la

capacidad computacional.
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Dentro del contexto experimental, la propuesta es relevante y factible. Reciente-
mente se ha reportado la realizacién de modelos uni- y bi-dimensionales de fermiones
en redes Opticas. El arreglo uni-dimensional experimental para sistemas fermionicos
consiste de atomos de °Li en el régimen fuertemente interactuante (repulsivo), con-
finados en redes Opticas con constante de red a = 1,16p (superlattices) y del orden
de Ny =7 — 15 sitios en la cadena, y en redes 6pticas bidimensionales con constante
de red @ = 569nm. La resonancia de Feshbach del %Li permite que la longitud de
dispersion en 3D sea negativa, y por tanto tener una interacciéon atractiva en una
dimension arbitrariamente grande. Por su parte, dentro del control de gases cuanticos
en el interior de cavidades cuanticas, sistemas bosoénicos (3"Rb) han sido confinados en
redes Opticas y puestas en el interior de cavidad cudnticas, en estos sistemas la desin-
tonfa A. = w, — w,. puede ser producida en el rango —70MHz > A./27 > 20MHz,
k/2m ~ 2MHz al menos un orden de magnitud mas pequeno que la magnitud de la
desintonia de la cavidad con la frecuencia de prueba. Dada la versatilidad y el control
sobre los parametros de la cavidad, y las redes Opticas, permiten sugerir que este

modelo es factible, y motiva a la extension tedrica y experimental de la propuesta.
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Capitulo 7

Conclusiones y Perspectivas

En la presente tesis se estudian las fases exhibidas por sistemas fermiénicos confi-
nados en redes 6pticas con interacciones de largo alcance. En particular, se investigan
dos sistemas, el primero un gas bidimensional de Fermi confinado en una red o6ptica
con interacciones dipolares de alcance finito. Adicionalmente, se estudian las fases en
sistemas con interacciones de alcance infinito mediadas por intercambio de un fotén.

Respecto al gas bidimensional de Fermi con interacciones dipolares en bicapas, se
estudio el problema de dos y cuatro cuerpos enmarcado en el contexto de muchos cuer-
pos. Es decir, se estudi6 el problema de la formaciéon de pares de Cooper en presencia
de un mar de Fermi, en dicho analisis se manifestaron las intrinsecas diferencias entre
el problema de dispersion de dos cuerpos en un ambiente homogéneo y la dispersion
en una red Optica, la cual acopla el momento de centro de masa a las ecuaciones
que dictan la formacion de pares de Cooper. Los pares de Cooper predichos tienen
momento de centro de masa nulo cuando las poblaciones entre capas se encuentran
balanceadas, y son los precursores de los estados FFLO cuando hay desbalance entre
las poblaciones. La interaccion interplanar dada la bidimensionalidad del sistema so-
porta estados ligados que pueden dar lugar a la formacion de dimeros, esto es, pares
de fermiones, que a diferencia de los estados de Cooper, la funcién de onda que descri-
be al par decae exponencialmente como funcién de la distancia que los separa. Estos
estados se abordaron desde un contexto variacional, en el cual se comparé la energia

de los estados de Cooper con la propuesta variacional, para determinar el estado base
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del problema de dos cuerpos. Finalmente resolviendo el problema de cuatro cuerpos,
considerando la interaccion dimero-dimero en la aproximaciéon de mancuerna rigida se
obtuvo una expresion cerrada para la interaccion dimero-dimero, esto da pie a poder

escribir el Hamiltoniano de muchos cuerpos en la region BEC.

Desde el contexto de muchos cuerpos se estudié al gas bidimensional de Fermi
con interacciones dipolares en bicapas. En el limite de interacciones débiles, y fuera
de la region de llenado medio se estudiaron las fases superfluidas que despliega el
sistema. Con esta motivacion, desde el contexto de teoria cuantica de campos se
escribié la accion de muchos cuerpos y a través de la transformacion de Hubbard-
Stratonovich se introdujo el campo efectivo bosonico que da lugar a los pares de
Cooper, y a través de una transformacion de norma, este mismo campo permitio
determinar la fraccion del superfluido en el contexto de la teoria de Ginzburg-Landau.
En el limite de interacciones débiles la fase superfluida es del tipo BCS, mientras en la
region de interacciones fuertes, al incluir la teoria BK'T, se muestra que la descripciéon
del superfluido BCS es incorrecta, debido a que se forman pares de dimeros, tal y
como se predice desde el contexto de dos cuerpos. En este limite, la temperatura
BCS corresponde a la temperatura de disociacién de las moléculas, mientras que la
temperatura BKT corresponde a la temperatura critica del superfluido. Se muestra
que la descripcion del enfoque de muchos cuerpos esta en acuerdo con la descripcion

de dos cuerpos.

Cerca de la region de llenado medio, aunado a la fase superfluida, el gas bidi-
mensional de Fermi con interacciones dipolares en bicapas exhibe otro tipo de ines-
tabilidades debido a la posible formaciéon de densidades ondas. Estas densidades de
onda se estudiaron dentro del contexto de campo medio inhomogéneo, y mostraron
emerger cuando la interaccion intraplanar se vuelve comparable con la interaccion
atractiva intraplanar. Con la finalidad de incluir un modelo experimentalmente rea-
lista, se incluy6 la presencia de la trampa armoénica en el estudio del sistema a nivel de
aproximacion de densidad local. En las regiones en la que compiten las interacciones
inter- e intra-planar, se encontr6 una regién en la cual la fase superfluida coexiste

con un estado de densidad de onda en una regién amplia en el centro de la trampa
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armonica, esta fase es denominada como fase supersolida. Debido a la presencia de
la trampa armonica, la densidad tiene una distribuacion espacial parabolica alrede-
dor del minimo del potencial armoénico, esto permite la coexistencia de fases en el
centro de la trampa, pero ademés da lugar a separacion de fases, debido a que en
las regiones donde la densidad cae y no es lo suficientemente cercana a la fraccion
de llenado medio no soporta onda densidad, entonces da lugar a la formacién de un
anillo superfluido que tiende a rodear al supersolido. Finalmente, cuando la interac-
cion repulsiva domina, el estado de onda de densidad se vuelve predominante y no
da lugar a coexistencia con la fase superfluida, formandose un perfil de densidad de
tablero de ajedrez en el centro de la trampa, rodeado por un superfluido en las zonas
de baja densidad. Vale la pena resaltar que si bien aun se discute la plausibilidad
y caracterizacion de la fase supersoélida, el modelo aqui propuesto es una ruta mas

encaminada a probar la existencia de dicha fase.

El gas dipolar de Fermi confinado en una bicapa de redes 6pticas ofrece la opor-
tunidad de estudiar tedrica-y experimentalmente fases inexploradas en el contexto de
la fisica atomica y es un excelente candidato para fines de simulacién cuantica de
materia condensada. La temperatura critica predicha para los estados superfluidos y
supersolidos es un orden de magnitud mas pequenos que la temperatura en la cual se
realizan los experimentos con gases de Fermi, sin embargo, existe un interés creciente
en la comunidad de dtomos ultrafrios de producir los primeros superfluidos fermioni-
cos moleculares en trampas armonicas, asi como confinados en redes 6pticas, por lo

cual, se considera factible la propuesta teérica.

En relacion con el estudio del diagrama de fases de la cadena unidimensional
dentro de la cavidad cuantica, se consider6 una mezcla de dos especies hiperfinas de
fermiones. Se demostroé que la polarizacion de la luz juega un papel crucial en las
fases que exhibe el sistema, en particular para polarizacion lineal, se demostré que
es posible controlar las fases antiferromagnéticas y de onda de densidad modificando
el dngulo de polarizaciéon de la luz. Debido a la dimensionalidad del sistema, las
soluciones al estado base del Hamiltoniano se encontraron a través de diagonalizacion

exacta, considerando el modelo estandar de Fermi-Hubbard atractivo y la interacciéon
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luz-materia en el limite adiabatico.

A temperatura cero, se estudiaron las fases de orden no-diagonal de largo alcance
ODLRO, ondas de densidad DW, y orden magnético AFM, asi como las ondas de
espin SDW, ondas de carga CDW y ondas de pares PDW, o gas degenerado de Fermi
DF. Para polarizacion lineal en direccion -z, el diagrama fase exhibe a interacciones
fuertes ODLRO y DW, las cuales se convierten CDW y DF respectivamente cuando
el tunelaje crece t/|U|. Por su parte, la polarizacion en y exhibe ODLRO, y orden
magnético AFM. Al variar adiabaticamente el angulo de polarizacion las fases AFM
y DW compiten, y pueden dar lugar a estados donde ODLRO y DW coexisten.

La estructura de los diagramas fase como funciéon del angulo de polarizaciéon y la
interaccion g/|U| adquiere interés debido a que mediante la variacion del polarizador
de la luz de bombeo es posible estudiar la competencia entre fases relevantes en siste-
mas de materia condensada, como lo es la conexiéon entre fases tipo AFM<«+» SDW
PDW < SF donde la relaciéon entre dichas fases es aiin un enigma en superconduc-
tores a altas temperaturas. Con esta motivacion se esbozd un esquema para simular
el diagrama fase de dichos superconductores a T' = 0, en dicho esquema a través
de la polarizacion y la fraccion de llenado es posible reproducir cualitativamente el
diagrama fase a T' = 0.

Es necesario precisar, que aunque mediante estos sistemas es posible simular fases
de la materia condensada, y en particular de los superconductores a altas temperatu-
ras, el estudio realizado es un primer esfuerzo por entender los enmaranados vinculos
entre las fases presentes en dichos cupratos. En principio, aunque el modelo inicial
no comparte elementos esenciales que se conocen en los cupratos, la motivacion del
estudio se enfoco en analizar mecanismos alternos que pueden dar lugar a las distintas
fases de interés. El panorama para la extension del modelo estudiado a redes 6pticas
bidimensional es estimulante, tanto desde la perspectiva tedrica, como experimental.

Los modelos de Fermi-Hubbard aunque son el principio el modelo més sencillo
para describir fermiones moviéndose en un potencial peridédico siguen siendo un reto
tedrico y experimental, en particular, sistemas de baja dimensionalidad. La presente

tesis se une a los esfuerzos de entender a dichos sistemas, desde un modelo bidimen-
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sional donde se estudian las fases superfluidas y supersoélidas para un potencial con
interacciones finitas, hasta un modelo unidimensional con interacciones de largo alcan-
ce donde se muestra la versatilidad y complejidad de los modelos de Fermi-Hubbard
extendidos. En breves palabras, las fases propias de la materia ultrafria aqui estudia-
das, representan un laboratorio versatil para someter a prueba distintas hipotesis de

la materia condensada y sistemas fuertemente correlacionados.
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Apéndice A

Teoria de densidad funcional

La teoria de densidad funcional es la extension natural del concepto de integrales

de trayectoria de mecanica cuantica a la teoria cuéntica de campos.

La idea basica es conectar la funcién de particion de muchos cuerpos con el con-

cepto de integrales de trayectoria. Esto es, partiendo de la funciéon de particién,

7 = Trexp PH-1N), (A1)
es facil ver que si se identifica a 7 = —ihf, la funcion de particiéon es idéntica al
operador de evolucion temporal

U(t,0) = exp 7 H-1N)/ (A.2)

copiando la idea de integrales de trayectorias, el intervalo A7 se divide en N subinter-
valos y se consideran todas las trayectorias posibles entre cada intervalo de longitud
AT = hf/N. Para calcular la funciéon de particion es necesario calcular la traza del
operador (I:[ — uN ), por lo cual es necesario elegir una base sobre la cual se trazaré.
La base mas conveniente es la de los estados coherentes. Para fermiones los estados

coherentes son los eigenvectores del operador de aniquilacion, con eigenvalor ¢y,

aglo) = ogl¢), (A-3)
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Debido a la anticonmutacién de los operadores fermionicos, los niimeros ¢;: no pueden

ser nimeros ordinarios, sino que deben de anticonmutar entre si, esto es

esto introduce los nimeros de Grassmann y su algebra correspondiente [73], de la cual

no se ahondara. Es facil ver que el estado fermiénico coherente es
|6) = exp(— > ¢zal)|0), (A.4)
K
siendo |0) el estado del vacio. Con esta definicién es posible mostrar que
1= /d¢*d¢ exp(— > ¢top), (A.5)
K

donde

L dedey:
/ do*de = / 1;[ 2’fm, . (A.6)

Volviendo al célculo incial de la funcién de particiéon y usando las propiedades de

los estados coherentes, la traza en cuestion puede ser calculada
2= [dordsexp(= 3 6165) (ol exp 1), (A7)
i

al dividir el tiempo complejo en N y denotanto por ¢(j) = ¢(t = hfj/M) y denotando

por (p|p) = exp(¢|®), el producto interno puede ser escrito como

(— | exp= A1) gy / [T 4" (7)do(d) exp(6(N)|6(N)) x (A8)

j=1

en el limite N — oo y 7 — 0, el bracket de la funcién de particion se reduce a

(—¢| exp= TN |6) = exp(p(hB)|6(hB)) / ded exp= 5@,
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siendo S(¢*, ¢) la accion

hB a
S@.6) = [ dr [diw@ohlo@n < He),  (AL)
0
por tanto
7 = / do*ded exp 3@ 0)/h, (A.11)
donde se imponen como condiciones a la frontera ¢(0) = —¢(hf3) (para bosones se

omite el signo). En el espacio reciproco, la antiperiodicidad define las frecuencias
de Matsubara w,, = (2n + 1)/kf, con n € N. Toda la fisica del problema puede ser
obtenida a través de la funcion de particion integrando la acciéon. Sin embargo, existen
pocos problemas fisicos para los cuales existe una expresion cerrada dicha integral.
Sobre todo cuanto el Hamiltoniano incluye términos de interacciéon de dos cuerpos,

en general no es posible resolver el problema.

Por ejemplo para un sistema cuya acciéon se escriba com S = Sy + S;,¢, escrito en

el espacio de momentos ¢(k, 7)

56.6) = [ 4 0L + HooulFi7) +

aBAS R G

siendo Hy un operador de un cuerpo y V(§) el operador de interaccion de dos cuerpos
en Fourier, es imposible encontrar la funcién de particion en términos de los ope-
radores fermionicos ¢. Es por ello que es necesario introducir la transformacion de
Hubbard-Stratonovich para desacoplar al Hamiltoniano y escribir a la accién en una

forma cuadratica en los campos fermionicos.

La eleccion de la transformacion de Hubbard-Stratonovich es en general un arte
y depende especificamente del problema en cuestion. Existen tres formas para hacer

esta transformacion, que son los denominados canales directo, intercambio y Cooper

Los canales directo y de intercambio involucran un operador de campo de creacion

y otro de aniquilacion, es decir son proporcionales al operador de densidad p o< ¢7,¢.,
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Figura A-1: Esquematizacion de los posibles desacoplamientos en la transformacién de Hubbard
Stratonovich. Los indices «, 8,vyd, son los indices del término de la interaccion.
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mientras el canal de Cooper involucra dos operadores de creacion o dos de aniquila-
cibn, esto es crean o aniquilan pares de particulas p oc ¢7,¢%.

La forma exacta de la transformacion de Hubbard-Stratonovich depende del po-
tencial V'(q) y el canal empleado. Cuando se desea estudiar una transicion de fase,
la eleccion del canal lleva consigo la eleccion del parametro de orden. La integracion
sobre algin campo borra esos grados de libertad y toda la informaciéon se guarda en
el nuevo campo introducido. Por ejemplo, en la superconductividad, la informacion la
guarda el campo bosonico de Cooper y los campos fermionicos representan grados de
libertad innecesarios para describir al problema. En un plasma de electrones, no hay
formacion de pares y es la densidad el parametro de orden. En otros sistemas, bo-
sonicos, como la condensacion de Bose-Einstein basta con una aproximacion estatica
(1) = ¢p para describir al sistema.

En el siguiente apéndice, se describe con cuidado el significado de la transformacion
de Hubbard-Stratonovich para el problema abordado, y el significado de la accion

efectiva.
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Apéndice B

Accion Efectiva

La transformaciéon de Hubbard-Stratonovich introduce un nuevo campo A que
engloba la informaciéon a bajas energias. Y permite realizar la integral sobre aquellos
grados de libertad irrelevantes para describir macréscopicamente al problema cerca

de la transicién de fase.

Para el problema de BCS con interacciéon de largo alcance, se introduce el campo
bosénico A, cuyo significado fisico es el de la formacion de pares de Cooper. Este

campo satisface

(A(k, @) = Y Vaip(k = K)(da(a = k)dn(k)) (B.1)

!

la dependencia en ¢ permite tomar en cuenta al centro de masa del par de Cooper.

1 Zhwn_<€k_:u) A<k7q)
S(p,A) = =Y & (k Ok, q) —
(6,A) @Z (k) At o+ (e 1) (k,q)
~A(k, )V k — K)AK, q), (B.2)

esta accion resulta cuadrtica en los campos fermioénicos, por lo cual se puede realizar
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la integral gaussiana, el resultado es

_ % > v Lu(6™(A)) = Ak, )V~ (F -

Esta expresion es exacta, y encontrar A equivale a resolver el problema original, lo
cual resulta imposible, es por ello que se propone un desarrollo perturbativo alrededor
del parametro A. La idea es separar la parte que depende de A, G™! = G, (1 + GoX)
y hacer el desarrollo de Ln(—0) alrededor de Gy, donde

hGy ! = ihuon = (&g = 1) ! ¥
0 ihwy, + (e — 1)
0 Ak
= , (B.4)
Ak) 0

se puede verificar que sblo los términos pares contribuyen en el desarrollo (GoX)™, y

la su expresion final es

(GG

(GOE)(%) = H’A(k)‘2((hcun)2 + (EE _ u)2)2

(B.5)

donde GV = ihw, + (g —p)y G = inw, — (eg — ).
Al realizar las sumas sobre las frecuencias de Matsubara se obtienen los coeficientes
a(T) y b(T') y la ecuacion para el parametro de orden. Sumando sobre las frecuencias

de Matsubara se obtienen los coeficientes a(T') y b(T')

o(T) = . Z tanhzgfk/Q (B.6)

Mientras el coeficiente b(T) puede ser calculado facilmente resultando

sech2 (g—1)b 1 sinh (g=wb
AZ< e T, (B.7)

8(eg—w)? 4 (eg—p)

Enfatizamos que el coeficiente a(7") implica la inversion del operador de interaccion
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V', lo cual puede no ser trivial, sin embargo, dado que la transicién es de segundo
orden y el desarrollo perturbativo es alrededor del pardmetro de orden es alrededor

de A = 0, basta resolver la ecuacién para el parametro de orden

o(K') tanh(B€z, /2)
25 ’

Ao(k) => V(k- E’)A (B.8)
7

encontrar la temperatura critica T, definida como la temperatura para la cual se tienen

soluciones no triviales y hacer la expansion de a(7T') alrededor de esta temperatura.

Mientras el coeficiente b(T") en principio es independiente de las caracteristicas del

potencial de interaccién, sin embargo toda la informaciéon de la interaccion la guarda

la temperatura critica 7. y el signo de b(7).
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Apéndice C

(zases Cuanticos en Cavidades

Cuanticas

A continuacién se presenta la derivacion del Hamiltoniano presentado en el Ca-
pitulo 6 concerniente al estudio de un gas ultrafrio confinado en una red 6ptica en
el interior de una cavidad cuéntica, la cual es iluminada con un haz clasico de prue-
ba. Para mostrar la derivacion del Hamiltoniano de muchos cuerpos, se hara primero
un muy breve comentario acerca del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, del cuél
se motiva y deriva el Hamitoniano de muchos cuerpos, el cual se esquematizara a

continuacion del modelo de Jaynes-Cummings.

C.1. Modelo de Jaynes-Cummings

El Hamiltoniano en cuestiéon es una extension al problema de muchos cuerpos del
Hamiltoniano de Jaynes-Cummings para un sistema de un d&tomo con dos niveles de
energia en un campo electromagnético. Brevemente describimos al sistema atomo-

campo de radiacion.

El Hamiltoniano del sistema de dos niveles esta dado por



donde los operadores 7/~ son los operadores de ascenso y descenso respectivamente
para el estado base y el estado excitado. Si |e) y |g) denotan el estado excitado y base
del sistema, entonces 67 = |e)(g| y 6~ = |g)(e|. El campo electromagnético dentro de

la cavidad es unimodal de frecuencia w,.. La interacciéon atomo-campo esta dada por

siendo d el momento dipolar del atomo y E el campo electromagnético. Bajo la
aproximacion de onda rotante, es posible mostar que el Hamiltoniano de interaccion

se reduce a

~

Hipe = i€(gac6" — graleo™), (C.3)

donde g es la constante de acoplamiento del campo con el dtomo y & = /hw/2¢,
siendo a. el operador del campo electromagnético, y ¢ la constante dieléctrica en el
vacio. Mientras que el Hamiltoniano del campo electromagnético considerando un haz

de bombeo ay de frecuencia w, que ilumina la cavidad esta dado por
Hyp = hweigiie + fin(aoale™rt 4 aeale ), (C.4)

. Es conveniente expresar al Hamiltoniano en el sistema de referencia del haz de
bombeo, para ello se hace una transformacion unitaria U(t) = exp(iw,(d, + ala.)),
introduciendo las desintonfas A, = w, —w, y A, = w, — w,, la expresion final del

Hamiltoniano en este sistema de referencia es

H = Hy — hé, — hAala, + hn(aad + a.al) + h(6Ta. + 6~al). (C.5)

C.2. Hamiltoniano de Muchos Cuerpos

El Hamiltoniano de muchos cuerpos, el cual contempla la interaccion de la luz de
la cavidad y del haz de bombeo con un sistema de muchos atomos es una extension

del modelo de Jaynes-Cummings. El cual es la suma de los Hamiltonianos H =
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ﬁA + I;TR + ]:IA_R + ]:IA_p + ]:IA_A, donde el Hamiltoniano atémico esta dado por

fa= [ a2 (6}(a)190,(2) + 6L H.(D)). (C6)
siendo ¢ los operadores de campo y I:Ig’g = —Q%V2+Vg,e(f) con V(z) el Hamiltoniano

de confinamiento externo. La interaccién atomo-atomo es
: U [ azét (261 (D0 (3
s =5 [ didl(@)0(#)6,(#)d,(D) (1)

mientras la interaccion de los atomos con la luz de la cavidad y del haz de bombeo

esta dada respectivamente por

P / 4T3 ()ue(F)acde () + He, (C.8)
la interaccion con el haz de bombeo es

fap——ih / AT (Z)uup (D)aode () + He, (C.9)

siendo ./, (%) los modos espaciales de los haces de luz de la cavidad y bombeo respec-
tivamente. Es posible eliminar adiabéticamente el estado excitado del sistema, para

ello calculamos las ecuaciones de Heisenberg,

a¢§§f) = (—%ﬁ;’ -+ Aa> e (T) — (Z a,ul(;z)) (), (C.10)

l=c,p

ad)gif) — (—%ﬁﬁ - %cﬁl(ﬁ)a@g(f)) ¢y (T) — (Z &lul(f)) b (), (C.11)

l=c,p
el estado estacionario asumiendo que la desintonia A, es mucho mas grande que la

energia cinética es para el estado excitado

be(F) ~ ;_i ( &lul(a?)> 8,(7), (C.12)
a l=c,p
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sustituyendo esta expresion en el Hamiltoniano, la nueva expresion para el Hamilto-

niano no depende mas del estado excitado,

~

X . U .
gy = [azitia) (104 55 @) )
o~ Y [ @i @il + Her Y hadfa,  (©13
l

lm c,p
donde por comodidad se omite el subindice del estado base. Se suele anadir de forma
fenomenolodgica la disipacion a través de una constante de decaimiento x > 0. Al
introducir el hecho de que los 4tomos se encuentran confinados en el interior de una
red Optica, entonces se expande al campo en término de los operadores de creacion y
aniquilacion de sitio.

Qg(f) = Z ciw(T — Ty),

i
donde w(¥ — Z;) son las funciones localizadas de Wannier de la red 6ptica, con ello el

Hamiltoniano se reescribe de la forma

U
_ E : § :ATATA A
= —t C; c] + c cz 2 C; C; CiC;

(1,9) i

+A—a % 91 Gm ] i Zj meles + ; oy} ay — i, (C.14)
donde
15 = [ gl = Eyu@un Dol - 7 C.15)

contempla el traslape de las funciones de onda atémicas en la base de Wannier con los
modos espaciales de la luz de la cavidad y del haz de prueba. Para dtomos localizados

es posible aproximar J;i" & J;"6; ;.

Finalmente se calcula el estado estacionario de la luz de la cavidad,

da. 1

=7 (gcgpap Z JPh; + g1g1dc Z TR + Dedte + /~e> . (C16)
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por tanto en el estado estacionario

1 N .
iy ~ D =D, C.17
e A S T+ R (C17)

- -
donde C es una constante y D = Y. J'n,.

Para el sistema en cuestion se consitera a, — a,, polarizado linealmente, y dos
componentes hiperfinas, por lo cual el estado estacionario se reemplaza después de

una algebra idéntica a la realizada
e~ CyDs. (C.18)

Al sustituir estas expresiones en el Hamiltoniano considerado en el Capitulo 6, se
deriva como se esquematiza en dicho Capitulo el Hamiltoniano effectivo de materia

con el que se trabaja.
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Abstract

We consider a quantum Bose fluid confined in a triple well potential in 1D within the exact
N-body Bose—Hubbard model to investigate the phenomena of intrinsic decoherence and

loss of purity. Our study is done by following the time evolution of one-body properties in

an N-particle closed environment. We do an exhaustive exploration of initial conditions to
characterize these phenomena. Here we illustrate our main findings with a set of relevant Fock
and SU(3) coherent states. Our study shows that signatures of stationarity and maximal mixing
are a direct consequence of the inter-particle interactions in the closed system and become
evident as the number of particles is increased. This fact is confirmed by quantifying the

deviations from stationarity by means of a matrix norm.

Keywords: BEC, optical lattices, decoherence, quantum fluids

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

1. Introduction

The ability to control and manipulate interatomic interactions
as well as the confinement potential where they move, have
made ultracold atomic gases excellent and clean experimental
systems where predictions and phenomena belonging to the
field of condensed matter can and have been reenacted [1-8].
This has yielded the opportunity to probe into questions that
may not be possible to do directly in the latter systems. In
this regard, large ensembles of bosonic atoms confined in
optical lattices have been thought as promising candidates
in the realization of controllable macroscopic coherent states
to pursue quantum computing objectives. This is so because,
since the first realization of an optical lattice, signatures of
macroscopic coherence were observed [9—-14].

Most of the phenomena alluded to above are based on the
existence of macroscopic quantum coherence. The oppo-
site, decoherence, is a process in which phase coherence or
phase interference is destroyed [15-18]. Due to the unavoid-
able presence of interatomic interactions, even when they
can be externally handled and thus diminished, there exists a

1054-660X/14/085501+11$33.00

characteristic time when coherence diminishes [19-22]. Since
typical measurements carried out in optical lattices are related
with oscillations in particle population across lattice wells,
these systems can be considered suitable devices to be used
as time coherence tracers. In particular, Bose gases confined
in arrays of a few wells may be considered ideal realizations
for pursuing such aims. A condensate confined in a double-
well potential, the so-called bosonic Josephson junction [23],
represents the simplest system in which decoherence can be
investigated [24, 25].

Theoretical studies of optical lattices have been accomplished
within mean field (MF) and Bose—Hubbard (BH) schemes
[26]. As it is well known both descriptions predict the oppo-
site regimes of Josephson oscillations (JO) and self-trapping
(ST) as a function of the ratio between inter-particle interac-
tions and hopping strengths. However, the most relevant dis-
crepancy among them is that, while the transport of particles
across the lattice in MF approximation always shows coherent
oscillations, except for exceptional values of the initial condi-
tions associated to fixed points, in the BH description, typi-
cally, the dynamics show collapses to quasi-stationary states

© 2014 Astro Ltd  Printed in the UK
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with revivals in the particle population. These collapses are
caused by the unavoidable presence of the inter-particle inter-
actions, and are observed in actual experiments [16, 24]. Even
though interatomic interactions can be externally changed
by means of Feshbach resonances, it is almost impossible to
completely neutralize them. It is this behavior of collapses and
revivals one of our main interests here. That is, we will show,
as pointed earlier [27], that as the number of particles N is
increased, for fixed interactions, the time spent in the revivals
becomes much smaller than the time spent in the collapsed
intervals, in such a way that the system is mostly at states
that become effectively stationary. We call these states statis-
tically stationary and the decay to those states as ‘intrinsic’
decoherence.

In this work we focus in the study of these aspects on bos-
ons confined in triple well potentials in 1D (TWP1D) within
the Bose—Hubbard approach. The dynamic and stationary
properties of condensates in TWP1D have been widely inves-
tigated within the mean field or Gross—Pitaevskii approach;
the latter studies encompassing transport characterization of
chaos [28-34], irreversible transport between wells [35-37],
dynamics of collective excitations [38] and tunneling inhi-
bition as prospects for transistor-like quantum engineering
[39, 40], among others. In the context of BH or full quantum
description we can mention the analysis of stationary states
and tunneling dynamics for few (N = 3, 4, 5, 7) [41-43] and
large (N = 500) ensembles of bosons [44, 45].

As stated, the main interest of this manuscript is in char-
acterizing the processes of intrinsic decoherence and loss of
purity in a Bose condensate confined in a TW1D. We empha-
size that this decoherence is termed ‘intrinsic’ to distinguish
it from the relaxation process that takes place when a quan-
tum mechanical system weakly interacts with its environment.
However, from another perspective, the difference may not be
as strong as it may appear, since the environment in this case
may be represented by the N-particle states while the ‘system’
is associated with few-body properties. As discussed in [46],
intrinsic decoherence can be addressed from two different
approaches. By means of modifications to the unitary evolu-
tion of Schrodinger evolution or by strict quantum mechanical
procedure plus statistical mechanical arguments. Here, we
adopt the second one, to study the entitled intrinsic decoher-
ence in an interacting Bose—Einstein condensate in a sym-
metric triple well potential in 1D. As stated in [25], another
name for intrinsic decoherence is the observation of stationary
states, which may or may not be thermodynamic equilibrium
states. Such stationary states are characterized by having their
few-body properties no longer evolving in time. The attain-
ment of such a stationary state can be monitored by following
the evolution in time of the matrix elements of the few-body
reduced density matrix p® which, once in the stationary state,
becomes constant. Such a constancy in time has been identi-
fied as a signature of decoherence since it is always possible
to find a proper basis, the so-called preferred basis [47—49],
in which the off-diagonal matrix elements of the reduced
density matrix become zero. Another quantity taken from the
dynamics within the full quantum scheme, and which allows
us to exhibit the influence of inter-particle interactions in a

closed isolated system, is the purity P of the state. This quan-
tity, defined as P = Trp?, with p the density matrix of the state
[50-52], measures the degree of decoherence or mixing in a
system. A totally coherent state has P=1 indicating that the
system state can be specified by a vector state I¥) such that
p = 1YY I As is known, the specification of such a state
requires a complete set of measurements consistent with the
system's degrees of freedom. In analogy to the intrinsic deco-
herence detected from pF, here we shall consider the purity
of one-body states. In this work, then, we study the evolu-
tion in time of the one-body reduced density matrix, and the
purity P, to demonstrate how an interacting N-particle system,
described through a Bose—Hubbard Hamiltonian, exhibits
both intrinsic decoherence and loss of purity.

This paper is organized in four sections. In section 2 we
present the model that describes the system, namely the BH
Hamiltonian, and summarize in a phase diagram all the sta-
tionary states as a function of the number of particles and
interaction strength. In section 3 we concentrate on studying
certain aspects of the full quantum dynamics that emerge as
the system size is increased, namely the intrinsic decoherence
and the purity. By using relevant sets of N-particle systems
we illustrate in this section the existence of a stationary state
and the purity in one-body properties. Our calculations are
performed for N = 10, 40, 80, 120 and 150. To quantify the
deviations from the stationary mean value as a function of N
we use the Frobenius norm. Finally, in section 4 a summary of
our findings is presented.

2. A three well potential in the one-level picture,
stationary eigenstates

The system under study consists of a Bose quantum fluid con-
fined in a symmetric triple well potential in 1D (TW1D). As
stated in section 1, the stationary and dynamical properties
of this system have been extensively studied in the literature
within BH and MF schemes [28—45]. In this section we revisit
the analysis of the stationary states for the TW1D. The aim
of such a study is to compare the stationary states of the BH
model obtained from direct diagonalization, with those pre-
dicted from the N-body dynamical evolution. The study of
stationary states from dynamical evolution will be performed
through the analysis of decoherence and loss of purity.
Within the full quantum N-body scenario, except for
constant factors that scale with the number of particles, the
Hamiltonian that describes the system in the one level-picture,
that is, considering the three lowest single particle states and
its corresponding Wannier functions, is the BH model [26, 44]

3
H=—J(b{by+bib,+bibs+biby)+ Uy Y bibibb. (1)

i=1
where the operators b, and b; create and annihilate particles in
the site i and satisfy the usual commutation rules for bosons
[b;, bjT] =9;. The interaction strength U, written in terms of
the s-wave scattering length a, Uy= (2zh*a/m) f v (x)dx,
with m the atomic mass of the considered specie and y;(x) the
localized Wannier functions, scales the contact interactions
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Figure 1. Exact energy eigenvalues ¢ = E,/NJ of the N—particle
Hamiltonian (1) as a function of A = UyN/J. Red and blue dots
correspond to N = 15 and 150 respectively.

among pairs of particles. For a given number of particles N,
the size of the Hilbert space is O = (N + 1)(N + 2)/2 and there-
fore, the size of Hamiltonian, given by equation (1), scales as
~ N2 x N2, The information of the energies of the Hamiltonian
stationary states can be encoded in a phase diagram as a
function of the parameter A = UyN/J that measures the ratio
between the interaction U and the tunneling amplitude J'. For
our calculations we consider N = 1502 Early [41] and recent
[43] works report calculations for 3 < N < 90 for symmetric
arrays of trimers in open and closed configurations.

In figure 1 we plot the exact energy eigenvalues of
Hamiltonian (1) as a function of A, for N = 15 and N = 150,
and for values of A ranging from 0.0 < A<10.0, in steps of
0.1. All the eigenvalues associated with the ground state lie
on a straight line with constant slope, while the highest eigen-
values lie on a curve that changes its slope at A=1.5. As it is
known [30], such sets of minimum and maximum eigenener-
gies correspond to states in which particles oscillate coher-
ently or remain trapped respectively, the so-called JO and ST
regimes. Since this transition has been studied and character-
ized in the BH context for the TW1D, here we just want to
emphasize the dependence (dense or sparse) of the energy
spectrum on N. We shall name these energy eigenstates as the
truly stationary since their evolution remains unchanged by
the full unitary propagator U = exp[—i Ht/h].

Regarding the MF scenario, it is well-known that despite
its nonintegrability a BEC confined in a triple well poten-
tial represents the simplest system that admits an exhaus-
tive numerical description. For comparison purposes with
their BH counterpart, we determine the stationary states
(see figure A1). The straightforward procedure to obtain those
stationary states is summarized in the Appendix.

! The coefficient of the tunneling amplitude J is related with the inverse

of the oscillation period 7 of a single particle in the symmetric triple well
potential as J = A/z. For our numerical calculations we assume J = 1 in di-
mensionless units. In an experiment this can be done by adjusting the depth
of the optical potential, that is, the laser intensity.

2 The maximum value of N for which we can perform calculations in a
reasonable time is ~200 but taking N = 150 leads quantitatively to the same
features as N = 200. For practical reasons we restrict ourselves to consider
N =150 for dynamical calculations.

3. Quantum dynamics

In the previous section we determined the stationary eigen-
states of the symmetric triple well potential in the BH scheme.
We now turn our attention to the study of certain dynamical
aspects of one-body properties with the interest of exhibiting
phenomena that appear only within the N-particle full-quan-
tum description. First, we shall concentrate on describing the
so-called phenomenon of intrinsic decoherence and then ana-
lyze the loss of purity in the closed N-particle system. These
phenomena can emerge within the full quantum scheme only
and their manifestation becomes more evident as the number
of particles is increased.

3.1. Stationary states and intrinsic decoherence

The phenomenon of intrinsic decoherence becomes evident
in large N-body closed systems when they are evolved in time
and a statistically stationary state is observed. Such a state can
be registered only through the behavior of few body proper-
ties, when they exhibit an oscillatory behavior that decays to
a constant value that no longer changes during a period of
time large enough compared with a characteristic system time
scale. Then, after remaining with that constant value during a
time interval, the dynamics show again an oscillatory behav-
ior for another time interval®, before decaying to the same
constant value. The elapsed time to reach such a constant
value, and the time during which the value of the property
under study remains constant, are called the relaxation 7
and the recurrence 7., times respectively [19, 21]. In general,
the values of both 7, and 7, depend strongly on the system
size and on the initial state from which the system is evolved.
Ultracold bosons confined in optical lattices are ideal systems
where these assertions, for macroscopic conglomerates, can
be reproduced. The occurrence of a state very close to the ini-
tial one, starting from any arbitrary initial condition, is guaran-
teed because of the fact that within the BH model the Hilbert
space has a finite size. For N particles confined in a 1D lattice
N+n—-1
N
quence of considering that the Hamiltonian that describes the

system takes into account the single particle-modes of the first
band only. It is worth mentioning that, as the number of wells
n and particles N is increased, numerical analysis becomes
impracticable. Regarding the dependence of 7, and 7., on the
system size, it has been shown for arrays of two wells (using
a particular initial condition), that those times scale in such
a way that in the limit of large N, 7ie)/Trec — 0 [25, 27], thus
showing the existence of a stationary state, labeled ‘statisti-
cal’ to differentiate it from the stationary eigenstates. Here,
we concentrate on characterizing the phenomenon of intrinsic
decoherence for the TW1D by studying the evolution in time
of one-body properties. In particular, we shall show that, for
every initial condition the evolution in time of those proper-
ties exhibit on average constant values that no longer evolve

and composed of n wells it scales as ( ), as a conse-

3 According to Poincaré's theorem, certain systems will, after a sufficiently
long but finite time, return to a state very close to the initial one, the
so-called recurrences.
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Figure 2. Real and imaginary parts of the diagonal and off-diagonal elements of the one-body reduced density matrix as a function of ¢ for
N =10, 40, 80, 120 and 150. The Frobenius norm and purity are plotted in the lower panels. The initial condition is defined by equation (5)
with n; = 0.14, n, = 0.81, n3 = 0.05, 12 = 32 = 0 and the ratio Up/J = 0.015. 7 is in dimensionless units.

in time. We shall also analyze the deviations from the mean
stationary value as a function of the system size.

The attainment of a state in which the few body properties
no longer change within the fluctuations around a mean value
identifies a statistically stationary state. The way in which it is
possible to detect such states is by following the evolution in
time of the expectation value of few-body properties for arbi-
trary initial states. The expectation value of any few-body prop-
erty can be determined from either the N-body density matrix
or the few-body reduced density matrix p®. As mentioned in
the previous paragraph, here we concentrate on the analysis of
one-particle properties only. Let O") be an one body operator

N
of the N-particle system. That is O = Z _, O where O
represents a single particle operator. The expectation value of
such an operator is given by

(0" (1)) =Tip" (10, @

where O(l)zzu (ilOM1j) bbj, being the single particle
iij

states represented by | i) with i = 1, 2, 3 in the present problem.
Written in terms of the one body reduced density matrix,

Tr(bp™ (1)b])
pi(t)= — 3)

the expectation value of O is
(0N ()=} (10"1i) pf. @
L]

To demonstrate that any arbitrary one-body property
attains a stationary state it suffices to show that, for a given
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Figure 3. Real and imaginary parts of the diagonal and off-diagonal elements of the one-body reduced density matrix as a function of ¢ for
N =10, 40, 80, 120 and 150 in the preferred basis. The Frobenius norm and purity are plotted in the lower panels. The initial condition is
defined by equation (5) with n; = n3 = 0.1, n, = 0.8 and ¢ 2 = ¢23 = 0, considering Uy/J = 0.1 7 is in dimensionless units.

initial condition, every element of the one-body reduced den-
sity matrix reaches, within fluctuations around a mean sta-
tionary value, a constant value. In addition, to provide one of
the signatures that accompanies the manifestation of deco-
herence, one has to show that in the stationary state the one-
body reduced density matrix is a diagonal matrix. That is,

pli 00
py =Upfut =10 phh 0
0 0 ph

where p? i = 1, 2, 3 denote the mean stationary values that
reaches the diagonal elements of p¥ in a particular basis, the
so-called preferred basis [47, 49]. This basis, defined in terms

of the unitary transformation and labeled by the operator U,
can be obtained numerically and depends on the initial condi-
tion and the value of A.

The N-particle density matrix in equation (2) is given by
PV (@) = 1pO) (@) |, with 1p()) = e | (0)) where |¢b (0))
is the initial state. Given the eigenstate basis or the number-
Fock basis, there exists an infinite number of initial states that
can be used to analyze the behavior of the one-body reduced
density matrix p¥ (f). We did an exhaustive exploration con-
sidering as initial states those that constitute the Fock basis
and we also considered the SU(3) coherent states [41]. Our
analysis was performed for values of A below and above the
transition from JO to SF regimes. We illustrate the generality
of our findings by showing first the evolution in time of p¥ (¢)
for (i) initial SU(3), and then we show the results for (ii) an
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Figure 4. Real and imaginary parts of the diagonal and off-diagonal elements of the one-body reduced density matrix as a function of ¢ for
N =10, 40, 80, 120 and 150. The Frobenius norm and purity are plotted in the lower panels. The initial condition is defined by equation (5)
with ny =n3 = 0.18, np = 0.64 and ¢, = ¢3» = 0 and the ratio Uy/J = 0.015. 7 is in dimensionless units.

initial state constructed as a superposition of the number-Fock
states. The SU(3) states are defined as

N
1 : v
Kb)SU“):W[;\/Nb’T] 10), 5)

being 10) the vacuum state and y; a complex quantity
describing the bosons at lattice site i through a macroscopic
local phase ¢; and population ly;/%, that is, y;= /Nn, e'. The
special feature that the SU(3) states have is that the quan-
tum expectation value of any operator, and in particular the
number operator, can be related to the solutions of the MF
coupled equations [41]. For this reason, if y; numbers are
chosen to be the stationary solutions of the Hamilton equa-
tions for a given value of A (the fixed points), then the sys-
tem will remain in a stationary state under the action of time
evolution operator U.

Here and henceforth the time ¢ in each figure has been
rescaled to dimensionless units 7 = Jt/A. For our numerical cal-
culations we consider N = 10, 40, 80, 120 and 150. The first
initial condition that we select to illustrate our results belongs to
the SU(3) coherent states defined by equation (5), specifically
we chose n; = 0.14, ny = 0.81, n3 = 0.05, ¢ = ¢3p = 0, with
¢ij = ¢i—¢p;. This initial state corresponds to a non-symmetric
state. In figure 2 we plot the real and imaginary components
of the elements of the one-body reduced density matrix p,.jR
for different values of N and a constant interaction strength
Uy/J = 0.015. In the basis considered—that is, the atom number
state or Fock basis—the terms p1(f) and p,,(f) give the particle
population fraction for each of the wells, while the terms p;; (7),
i # j are the so-called coherences. As one can see from this fig-
ure all the elements of p® show an oscillatory behavior around
a mean stationary value. The stationary value that each element
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Figure 5. Real and imaginary parts of the diagonal and off-diagonal elements of the one-body reduced density matrix as a function of ¢
for N =10, 100, 1000 and 8000 confined in a DW 1D system. The Frobenius norm and purity are plotted in the lower panels. The initial

condition is defined by n;

reaches depends on the value of A. It is important to note that
the time during which we followed the evolution is sufficiently
large compared with the system time scale defined by J. One can
appreciate in a qualitative way that the deviations from the mean
stationary values become smaller as the number of particles is
increased. To provide a quantitative estimation of the deviation
from the mean stationary value of the elements p;; () as a func-
tion of N, we employ the Frobenius norm given by [53]
12

o=| X |oy0-p5[
i.j

(6)

where p;; (?) is the value of the matrix element i, j at time # and
p; is its corresponding mean constant stationary value. This
quantity is an extension of the vector norm to a matrix norm
and allows us to characterize the fluctuations from the mean
stationary as a function of N [53]. Also we should point out
that this quantity does not depend on the basis since it is a
trace. We plot o in the bottom of figure 2.

The second initial condition for the analysis of the TW1D
belongs also to the SU(3) coherent states. We shall show that,
following their evolution in the appropriate basis, the char-
acteristic signature of intrinsic decoherence indeed becomes
apparent, namely, that the off diagonal matrix elements
become zero on average. We chose n; = n3 = 0.1, n, = 0.8,
¢12 = ¢p3 = 0 and Up/J = 0.1. Because of the symmetry of
Hamiltonian (1) and the fact that this initial condition repre-
sents a symmetric state, some of the elements of the reduced
one-body matrix are equivalent in the Fock basis.

As before, we follow the evolution in time of the real and
imaginary components of the elements of the one-body reduced
density matrix pl.jR considering several values of N and keeping
constant the value of Ujy. The chosen initial condition does not

=0.64, n, = 0.36 and ¢, = 0 and the ratio Uy/J = 0.015. 7 is in dimensionless units.

correspond to any of the MF stationary solutions of figure A1,
and thus the matrix elements evolve showing an oscillatory
behavior. In an analogous way to the initial condition studied
above, we identified for each given value of A the constant mean
value that each element p;; acquires. With those values we con-
struct the stationary matrix pF. Then, we numerically determine
the unitary transformation defined by ¢/ that allows us to write
Pk, that is, the elements of the reduced density matrix in the pre-
ferred basis. In figure 3 we plot the evolution in time of p® in the
preferred basis. As shown in the figure, each of the off-diagonal
elements of the reduced density matrix oscillates around zero,
showing thus the signature of decoherence in the preferred basis.
As in the case of the previous initial condition, one can appre-
ciate the dependence of the fluctuations around the mean sta-
tionary value on the number of particles N. This information is
summarized in the panel at the bottom of figure 3.

To illustrate the advantages of the present analysis for the
TWI1D system with respect to the double well case (DW1D),
here we readdress the study of the one-body reduced density
matrix for the double well system. For this purpose we follow
the evolution of an initial condition that in the case of three wells
corresponds to a symmetric or dimeric regime. This condition
is ny=n3= 018, ny = 064, ¢12 = (,b32 =0 and U()/J = 0.015.
The analog of this situation for the DW1D system is n; = 0.64,
n, = 0.36 and ¢1, = 0. Such an initial condition, used in [23],
will allow us to make the appropriate comparison*. In figures
4 and 5 we plot real and imaginary components of p,f for three
and two wells respectively. The values of N are indicated in the
insets. Several effects can be observed when three wells instead
two are considered. First, that the amplitude of the oscillations

4 We notice that the election of Up/J allows us to see the JO-ST transition in three
wells in figure 3 and in two wells in figure 5.
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Figure 6. Real and imaginary parts of the diagonal and off-diagonal elements of the one-body reduced density matrix as a function of ¢ for
N =10, 40, 80, 120 and 150 in the preferred basis. The Frobenius norm and purity are plotted in the lower panels. The initial condition is

[¢(0)) =+1/5IN, 0,0) ++/4/5]0, N, 0). 7 is in dimensionless units.

around the statistically stationary state are smaller for the
TWI1D than those for the DW1D. This difference is noticeable
despite the fact that the number of particles considered in fig-
ures 4 and 5 is very different. Such a qualitative appreciation
is confirmed from the behavior of the Frobenius norm o. As
the number of particles is increased, ¢ becomes proportionally
smaller for the TW1D system than for the DW1D one. We did
an exploration of the DW1D dynamics for all the initial con-
ditions used in the analysis for the TW1D and found that the
consequence of dealing with three instead of two wells, is that
the number of particles required to detect the stationary state
becomes proportionally smaller. This result can be understood
as a natural effect of enlarging the accesible Hilbert space for
the system. Thus, based on the information of the scaling of the

Hilbert space with the number of wells in an optical lattice, one
can say that the greater the number of wells in the lattice, the
smaller the number of particles required to detect the stationary
state becomes.

Regarding the number Fock states Iny, ny, n3), which as a mat-
ter of fact are eigenstates of the interaction term of Hamiltonian
(1), one observes that, when the system is evolved from each
basis element a behavior similar to that associated with the
SU(3) family of coherent states is found; namely, that the time
evolution of p;; show oscillations with maximum amplitude, and
then dampen down until the mean stationary state is reached.
To conclude the study of the intrinsic decoherence we select
as initial state |¢(0)) = V1/5|N, 0, 0) +J4/5|0, N, 0)]. In
figure 6 we plot real and imaginary components of p¥ in the
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Fock basis and o. As one can see from these figures, one can
confirm again the existence of the statistically stationary state.

As illustrated above, the time to observe the collapse to
a stationary state depends strongly on the initial condition.
However, our numerical simulations, together with the experi-
mental counterpart for two well systems [23] and optical
potentials composed of more than three wells [16], allow us to
estimate that A ~ 500 ms is required to reach such a regime in
an experiment for three wells.

Another conclusion reached from our study is that the exist-
ence of the stationary state is also a consequence of dealing with a
many-body description and not an effect of a nonlinearity, as in the
transition from JO-ST in MF scheme. In other words, there is no
way in which the nonlinear term in the MF approach can drive the
collapses observed within the BH scheme. To verify this statement
we have considered values of A below and above the transition in
both MF and BH schemes for the analyzed initial conditions. We
found, as expected, that the Frobenius norm is always larger in
MF than in BH as the number of particles increases.

3.2. Purity

Another dynamical aspect that we can study within the BH
scheme and that also emerges as a consequence of the presence
of particle—particle interactions, is the degree of mixing that a
state has. The purity of an N-particle system is defined as

P(t)=Tr(p" ()} =Tr(Upd UU Y U) =Te(pd ). (7)

where U is the evolution operator defined in section 1, and pg’
represents the N-body density matrix at + = 0. As mentioned
above, such a quantity is an effective measure that specifies the
degree of mixing of a state [SO-52]. A pure or coherent state is
characterized by having P = 1 while P< 1 indicates that the state
is mixed. If the initial state is pure—which means that a complete
set of measurements has been performed—it remains pure for
all times, whenever the state evolves over time under the action
of the unitary operator U. However, an interesting question to
be addressed is the investigation of the purity of few-body states
when they are initially described by a pure state. By making the
analogy with the intrinsic decoherence extracted from the one-
body reduced density matrix, we investigate here the purity of the
reduced density matrix pF to analyze the role of the interactions
in transforming an initial pure state into a mixed one.

We define the purity P of the one-body reduced density
matrix pF as

P=Tr(p"(1)?). ®)
where
Tr((p")’) = Y (DI bibilp (D) (Db (D))
irj
being l¢(r)) an N-body system state, that is, a pure state. By
taking the derivative of P(¢) with respect of time ¢ one finds

R\2
ih )~ N (p(0)| B Ho+ Hi)
ij

6 () (P(DIb{Bp(D))

3
where Hy=—J(bb,+bib,+bjby+bib,) and H,=Up . bib/bb,.
i=1

From the commutation relations for bosons it follows that

S (BN [bjbi, Hollp (D)) (h(0)]b]Bjp(1)) =O0.
i.j
By identifying @i =(pOIbblp(1), Bj4=
(¢(D)1b/bibby| (1)) and rescaling the time ¢ to dimension-
less units 7 = Jt/A, one can write the final expression for the
time derivative of the purity of the reduced density matrix,

aTr((p*)*)

ot = —4Azlm(aij(ﬁjiii_ﬂjfﬁ))' ®)

i#
Since in general the right-hand side of the last equation is not
zero, one concludes that when an initial pure state evolves in
time it becomes a mixed one. We should note, however, that
the right-hand side becomes zero when the stationary state has
been reached.

To illustrate the behavior of the evolution in time of the
purity for the one-body density matrix we chose as initial
states those considered above for the analysis of the intrinsic
decoherence. In the lower panel of figures 2—6 it is shown the
purity. The initial conditions are specified in their captions.
The SU(3) states have an initial purity equal to 1, figure 6 cor-
responds to a mixed state with P=17/25.

From figures 2—-6 one can confirm, as predicted from
equation (9) that, for any arbitrarily small value of A, the
purity decreases, thus showing the tendency of an initial state
to become mixed. In this case we also appreciate the role of
the system size, particularly, when the state evolves towards a
mixed state. The information provided by the purity is comple-
mentary to the information obtained from ¢. We observe that
the time window in which the coherence is apparently increased
is small compared with the time in which it diminishes.

4. Final remarks

We have investigated the dynamics and onset of stationarity in
an interacting BEC confined in a triple well potential in 1D.
The analysis was performed in the Bose—Hubbard framework
by studying the evolution in time of one-body properties. In
particular, we concentrated on examining the role of the sys-
tem's size. In our study we revisited the analysis of the station-
ary states and distinguished among three kinds of stationary
states: the semiclassical stationary state predicted within the
MF frame; the truly stationary or eigenenergy state, obtained
by direct diagonalization of the Hamiltonian written in the BH
scheme; and the statistically stationary state, revealed from
the evolution in time of the one-body reduced density matrix.

On the dynamical side we studied two aspects that can only
be accounted for within the BH scheme, namely, the effects
of intrinsic decoherence and the mixing of an initial pure
state. To perform such an analysis we considered the evolu-
tion in time of one-body properties in a N—particle environ-
ment. From the time behavior of the one-body reduced density
matrix we reached the conclusion that, within fluctuations
around a mean constant value, stationarity is always observed
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in every closed BH-like Hamiltonian structure. To determine
the role of the system size in the observation of a stationary
state we quantified the deviations from the mean stationary
value in terms of a matrix norm, the Frobenius norm. We stud-
ied the evolution of the one-body reduced density matrix to
trace for signatures of decoherence, namely, we showed that it
is always possible to follow the evolution in a particular basis
where the off-diagonal elements of the reduced density matrix
become, within the fluctuations, zero in the stationary state.
Regarding purity, we also considered the one-body reduced
density matrix to show the influence of particle—particle inter-
actions in transforming an initially pure state into a mixed
one. We demonstrated that this conclusion remains valid for
Hamiltonians with Bose—Hubbard-like structures. Our numer-
ical calculations for N = 10, 40, 80, 120 and 150 allowed us
to verify that the onset of stationarity is also a consequence
of dealing with a many-body description, and not an effec-
tive result driven by a non-linearity as the transition between
JO and ST in the MF approach. We compared these results
with those arising from the analysis of the double well system
and reach the conclusion that the consequence of having three
instead of two wells is that the number of particles required
to detect the stationary state becomes proportionally smaller.
Our simulations suggest that N > 10% allows observation of
stationarity in TW1D systems. In general, one can state that
the greater the number of wells in the 1D lattice is, the smaller
the number of particles required to detect the stationary state.

According to the fundamental hypothesis of statistical
physics, the existence of a stationary state is based on the
observation that every isolated many-body system, whose
energy is sharply defined and that is left unperturbed, attains
a state that no longer evolves in time—the equilibrium state.
This state is detected when few-body physical quantities are
measured: as, for example, density, temperature, pressure,
energy and compressibilities, among others. We believe that
the statistically stationary states studied here are analogs of
equilibrium states. We make such an analogy since the Bose
atoms confined in the triple well potential (and in general
an optical lattice) constitute a closed system in which the
dynamics of arbitrary initial states is dictated by the evo-
lution operator U = e that leads the system towards a
stationary state. It thus appears that intrinsic decoherence is
synonymous with relaxation towards an equilibrium state in a
closed system, and that the typical observation of equilibrium
thermodynamic states in closed systems is a consequence of
intrinsic decoherence.
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Appendix

Let us start by considering the Gross—Pitaevskii equation for
the macroscopic wave function W(x, #), which in the case of
a triple well potential represented by Ve (x), adopts the form

Figure A1. Stationary energies as a function of A = UyN/J for MF
scheme. Letters on the curves indicate the number of negative
2

0’H
0x,

eigenvalues of the Hessian matrix

, 1, ], I, m, n correspond
10%;

to 4, 3, 2, 1 and O respectively.

ih o¥(x, 1) _

hZ
- V24V, W(x, t
” [ > t(x)] (x, 1)

+gl¥(x, )P¥(x, 1).

In terms of the approximate three lowest eigenfunctions of

2
the single-particle Hamiltonian H, —2h—V2+V;xl(x) [44],
m

one can write the localized basis states y; (x), j = 1, 2, 3 and then
substitute it into the macroscopic wave function W(x, 1) =
Y1 ()@ (1) +yn(x)Do(1) +y3(x)Ds5(7), being the time depend-
ence included in ®;(f). Thus, by neglecting constant energy

. n?
factors proportional to Ej=/‘(——|Vl//j|2 +ly P Vex[) dx we
m

0®;(1)

arrive at the equations iA =UN®—-J,®, and
., 00
lh% = UN, @, —J;, @, — J3®@; where j= 1, 3, U= g[lyjl*dx,

Ji2==[(Vy1-Vyn + y Ve w2)dx, Joz = =[(Vyn Vs + y2 Vex 3)
dx and N;, i = 1, 2, 3, represent the particle population in wells
left, center and right respectively. The stationary states of the
non-linear Schrédinger equation are ®;(¢) = \/ﬁ] exp i(¢—uvt).
Thus, by assuming U; = Uy and J;; = J for i, j =1, 2, 3, and sub-
stituting n; = N;/N we find

e==2Jmi; cos ¢y —2mnzcos ¢+ A(nf+ni+ni), (A.1)

where ¢ is the dimensionless energy per particle € = Av/NJ,
and ¢;; = ¢pj—¢; measures the phase difference among the con-
densates in wells i and j. One can see that ¢ is a function of
n; and ¢; and, thus, we need to explore such a phase space to
determine the values that produce a solution ¢ for a given value
of A. This can be done if a classical Hamiltonian is associated
with the constant energy ¢, and then stationarity is imposed
on the corresponding Hamilton equations for the conjugate
variables (¢, n;). Such stationary solutions correspond to
maximum, minimum or saddle points. The stability character

of each solution was determined by means of the eigenvalues
2

of the Hessian matrix ( ), being x; the phase difference

X;0X;
¢;; or the population n;. From the eigenvalues of this matrix
we established if a given stationary solution corresponds to
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a maximum, minimum or saddle point. We recall that these
extrema correspond to having all the eigenvalues negatives,
all the eigenvalues positive or eigenvalues with different signs,
respectively. In figure A1 we summarize all the stationary
states consistent with the Hamilton equations for n; and ¢;;.
In the same figure we indicate the number of negative eigen-
values of the Hessian matrix associated with each stationary
solution to distinguish the stability character of each solution.

We observe from figure 1 that there is a discrepancy in the
number of stationary states predicted by each approach. We
attribute such lack of compatibility to the essential difference
between the two approaches, namely that MF treatment is
always an effective equation for one-body properties, while the
BH approach considers one- and two-body terms from which
effects of m-body properties (with m < N) can be tracked down.
In particular, the expectation value of the Hamiltonian in the
eigenstate basis, the energy spectrum, which is a two-body
property. This allows us to stress that within the MF approach,
JO and ST regimes can be predicted, while stationary proper-
ties involving two or more bodies can be extracted in the BH
scheme only. In addition, the inclusion of particle—particle col-
lisions within the BH approach does permit probing any arbi-
trary m—particle property, either stationary or dynamical.
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Abstract

The dynamics of Bose—Einstein condensation in a three-dimensional harmonic trap is studied
explicitly including the Bogoliubov approximation for temperatures below the critical one. To
model the evolution towards equilibrium at each cooling step, we derive quantum kinetic
equations that describe the dynamics of the gas for temperatures above and below the transition
temperature. These equations, valid in the Born and Markov approximations, consider the
essential role of the chemical potential as the main parameter that signals the transition. The
kinetic equation that describes the growth of the condensate below the transition temperature is
derived within the Bogoliubov approximation. To illustrate our results we propose an energetic
cooling protocol and simulate the whole sequence of the formation of a condensate.

Keywords: Bose—Einstein condensation, quantum kinetic equation, Bogoliubov approximation
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1. Introduction

The description of the dynamics of the formation of a Bose—
Einstein condensate (BEC) remains as an unabated problem
[1-14]. Among several issues, we point out mainly the con-
sideration of the role of the interatomic collisions at different
strengths and the proper description of the system when the
condensate is present. In this work we readdress the kinetics
of the formation of a BEC within a weak-coupling and
Markov limits [1-5], but taking into account that for tem-
peratures below the critical one 7., namely, when the che-
mical potential becomes zero in the dilute limit, the particles
in the separate ground and excited states are not conserved.
To consider this situation we derive a master equation, valid
for those temperatures only, in which Bogoliubov approx-
imation [14-16] is explicitly used. For temperatures above T
we also derive a master equation that is essentially similar to
previous ones [1-5].

In actual experiments, the observation of the BEC tran-
sition requires to perform several cooling stages in a thermally

0953-4075/14/215304+08$33.00

isolated Bose gas, in which a given equilibrium state is per-
turbed by evaporating atoms in highly excited states, thus
reducing its energy and by irreversible collisional processes,
the system lowers its temperature. This cooling is repeated
until the system attains the critical temperature 7, at which the
transition to condensation occurs. By contrast, in this article
we propose an energetic cooling protocol, in which the tem-
perature is decreased while maintaining the number of parti-
cles as a constant. The temperature at each cooling step is
lowered by transferring particles from higher energy levels
and distributing them in levels with lower energy. This pro-
tocol may represent an alternative route for the experi-
mentalists to achieve the degeneration regime with a much
larger number of atoms than usual. Although it is not the
purpose of this article to describe how such a protocol should
be implemented, we suggest that the transferring to lower
energy levels may be achieved by means of impulsive anti-
Stokes stimulated Raman scattering [17] with properly tai-
lored ultrashort microwave pulses, similarly to techniques
used with light in single-molecule wavepacket interferometry

© 2014 I0P Publishing Ltd  Printed in the UK
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[18, 19]. In this article we present numerical simulations of
the obtained kinetic equations within the proposed energetic
cooling protocol.

This work is organized as follows. In section 2 we pre-
sent the derivation of the kinetic master equations. In
section 3 we present numerical results that model the ener-
getic cooling process as several stages are performed in a
bosonic gas towards the formation of a condensate. Finally, in
section 4 a summary of this work is given.

2. Quantum kinetic equations for the formation of a
condensate

2.1. Kinetic theory for temperatures above T,

The Hamiltonian of the system consists of an unperturbed
Hamiltonian H, that takes into account an isotropic harmonic
confinement of the Bose atoms, perturbed by a weakly
interacting part V' that models their binary collisions. In a
second quantized formalism these are

H = Ze;aij’a; + %ZK?}‘V‘gmaga}a;al‘

ikl
=Hy+V, (D)

where €7 = wa(i x iy + iz) are the single particle eigen-
energies in a harmonic potential, with i = (i, iy, i.). aij and
a7 are the operators that create and destroy particles in the
state i . We have omitted the ground state energy and as we
recall below, this fixes the BEC transition at y = 0. The
degeneracy of each energy is given by g, = %(i + 1) + 2).
We shall assume that the ultracold gas is very diluted and
consequently only s-wave binary collisions are relevant for
the dynamics [20-22]. Thus, the interaction term can be
written as

<’7‘V‘ﬁ> :g/d3f‘/’f(f)wf(f)w(f)¢f(f> = &Vijis

where g = 4z4%a,/m, with a,> 0 the s-wave scattering
length and ¢; (X) are the eigenfunctions of the unperturbed
Hamiltonian H, with eigenvalues €;.

Our starting point is the derivation, in the weak coupling
limit and the Markov approximation, of an irreversible master
equation for the one body reduced density matrix operator
[23-27]. By following a standard derivation procedure one
arrives to the final form of the equations that satisfy the
occupation numbers n;
onj; (t)

;‘r = —% { V;zﬁ,;;5e,7+e;,e;+e7

X [nin;:(l + n; + n;) - n;nﬁ(l + ni + nf)]

+ Vg7 Virkydegenini (7 = ng) }, )

where 7 = (8a% mw?/%)t is a dimensionless time. It is of
interest to note that the last term in the above equation typi-
cally does not appear in previous derivations [1-5]. We

should point out that kinetic equations in the literature are the
result of considering ergodic assumptions for the one body
reduced density matrix, at the start of the derivations.
Nevertheless such a starting point is actually valid in the case
of an isotropic and homogeneous system [28]. It is important
to emphasize that although this term should contribute in
general, it does not when an ergodic approximation is made,
as we shall see below.

By a simple substitution one can show that the steady
state solution of equation (2), for all single particle states 7,
including the ground state 7 = (0, 0, 0), is the Bose—Einstein
distribution

ny = 1 , 3
exp| (e5 — w/kT] - 1

where the temperature f = 1/kT and the chemical potential u
can be obtained by imposing the associated normalization
conditions on the total energy E = 2,7 €;nj;, and on the total
number of particles N = Zﬁ n;. However, if we consider
u# = 0 in the Bose—Einstein distribution (3) and substitute it in
on the right-hand side of equation (2), we find that the left-
hand side is zero if and only if T = 0. This result is incon-
sistent with the fact that a non-uniform ideal Bose gases can
exhibit the Bose—Einstein transition in two and three dimen-
sions. Therefore, taking into account the underlying physics,
an alternative kinetic equation for 4 = 0 and 7 < 7; must be
derived to properly describe the time evolution and equili-
bration of the gas.

2.2. Kinetic theory for temperatures below T,

The most important property of a dilute Bose gas that has
experienced the transition to the condensate state is that as a
result of having chemical potential equal to zero, the ground
state becomes macroscopically populated. As a consequence
of this fact the intensive thermodynamic variables, that adjust
to the extensive ones, are exclusively determined by the
particles occupying the excited states only. Perhaps a most
relevant effect when a Bose gas has chemical potential equal
to zero, is that the number of particles N is no longer an
independent thermodynamic variable. Although in the whole
system the number of particles N remains constant, the
number of particles in the ground and excited states are not
separately conserved since there is no energy cost in adding
particles from the excited to the ground state and viceversa.
Therefore, if one looks at the isolated fractions of particles in
the ground and excited states, a continuous process of crea-
tion and annihilation of particles (having ¢; = 0) takes place
in each one of them.

The binary collisions are the key elements where the non
conservation of particles can be taken into account. Since
such collisions are the elementary mechanism to reach ther-
mal equilibrium and they involve particles in the ground and
excited states, we must have special care in each collision
event. Up to now, each pair of particles coming from either
the ground state, or the excited states, transform after the
collision into a pair of particles that again can occupy the
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ground state or the excited states, in such a way that there is
no distinction between the fractions of particles in the ground
and excited states respectively. Considering the fact that the
occupation number in the ground state becomes macroscopic
Np ~ N, we can proceed in a different way treating separately
the ground state and the excited states. In particular, we can
explicitly assume that below the critical temperature, the
fraction of the particles in the excited states participating in
the collision process is not conserved. This procedure lead us
to derive a new kinetic equation for the excited states. Then,
by considering the fact that the fotal number of particles is
conserved we can obtain the number of particles in the ground
state by subtracting the particles in the excited states from the
total number of particles N. To implement this effective non-
conservation of particles, we shall consider that the creation
and annihilation operators involving the ground state ao+ and
ag can be substituted by aJ =aqag= \/ﬁo , with Ny the number
of particles in the condensate. This is the Bogoliubov
approximation [29], which has already been considered pre-
viously in describing equilibrium phase transition of bosonic
excitons [30].

To justify our suggestion let us consider one of the terms
of the interaction potential, say for example
V= 22;,;;7&0 V;a;fa;agagaf, this term represents the anhi-
lation of particles in the states k and 7, and creation of par-
ticles in the states f and 0. If such a term is substituted by
V=2/No Xiirs0 Vj;f()ajia;af, the number of particles in
the excited states is explicitly not conserved, although of

course, the missing particle belongs to the ground state. After
a straightforward algebra is done, we obtain

angt(r) B _TEJZ;eo { Vi%?l?f Oeqter.erter
X [nin;(l + n; + n,—*) - n;nﬁ(l + ni + nf)]
+2Vi5i7 VikgSegernini (nf = ) |
+No D3 Viirs
kizo
X {25Sﬁ+5;,6,;[n1§(1 + nj + n;) - n,’nﬁ]}
+ 56ﬁ,ez+€;[n;n/; - nﬁ(l + ni + n;)]
+2N2 Zagm V25 (ni = ). 4)
k
with

No(@) =N = Y nz (),

i#0

being N, is the number of particles in the ground state. By
substituting

1

exp[eﬁ/kT] -1 )

ng =

one can show that this is the correct stationary solution of

equation (4) for the excited states, that is, the Bose—Einstein
distribution for zero chemical potential.

Master equations using the Bogoliubov approach has
already been considered [14]. In that approach the Bose gas is
coupled to a thermal reservoir, and the thermalization is
mediated by the interactions between the reservoir and the
Bose gas and by interparticle interactions. Here we propose a
scenario where the condensation takes place into an isolated
system, and therefore, the inclusion of a reservoir is not
needed.

3. Simulation of the cooling process

In this section we present numerical results that model the
cooling process as several cooling stages are performed, both
for T > T. and T < T, namely, by solving equations (2) and
(4) for 4 < 0 and u = 0 respectively. But before doing so, we
shall also point out along the way the difficulties posed by a
finite-size  calculation. We wuse dimensionless units
fi=kp=w=1.

3.1. Numerical limitations

The sums over the states on the right hand side in the kinetic
equations for y < 0 and u = 0 (equations (2) and (4)) extend
to infinite, and therefore, an infinite number of coupled
equations for the occupation numbers n; must, in principle,
be solved. In a real situation, however, prior to the first
cooling stage, the gas has been precooled by some other
methods and the atoms in the Bose gas do not occupy very
high energy levels, namely, the ratio of their occupation
numbers compared to those in the lowest levels is negligible.
A simple calculation shows that for T ~ 107° K and a typical
trap frequency @ = 2z (100) Hz, the maximum level occupied
in the harmonic confinement corresponds to N = 100 energy
levels. In principle, considering such as the highest occupied
level would be a good starting point for studying the
dynamics of the condensation, and thus solving a finite
number of equations. However, N = 100 is still an unat-
tainable situation. As we discuss below, we shall use N = 40
as the maximum energy level within an ‘ergodic’
approximation.

Two numerical tasks become impracticable as the highest
energetic level in the sums of kinetic equations grows. One is
the number of coupled kinetic equations that have to be
solved and the other is the determination of the collision
integrals Vijz7. Because the degeneracy grows with the
energy level, the number of coupled equations to be solved
increases exponentially. For instance, for N'= 100 energy
levels, there are 171 700 states, while for A" = 40 one finds
11 480 states, and thus, those are the number of linear coupled
equations to solve in each case. On the other hand, since the
right hand side of equations (2) and (4) involves an enormous
number of sums, to be calculated at each time step, the cal-
culation is even harder. For example, for N = 40, the number
of operations per iteration is of the order of 10'°. We have
estimated the time needed for this in a standard workstation,
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yielding of the order of 107 seconds. This poses a very
stringent restriction in the number of states (and thus, levels)
that we can practically include. Therefore, we shall adopt the
‘ergodic assumption’ proposed in [1] to deal with the dyna-
mical description of the interacting Bose gas.

The basic idea of the ergodic assumption is that the
number of particles in a state depends only on the energy of
the state €; = mw, just as in thermal equilibrium. We then
write n; = n,, namely asserting that states with the same
energy have the same population. To implement the ergodic
hypothesis, we assume that the initial state is one of thermal
equilibrium and then assume it remains ergodic throughout.
Using this hypothesis we define an ergodic collision kernel
[1] as

Lt = Ocitepenter

ikl

Ve [T 8, ©)
J

with j standing for all values {i, m, k, }. This collision kernel
must be numerically obtained. Here we have calculated the
kernel for €; < 40w. The ergodic kinetic equation for T > T;
is now

anm (7)

8m = _Zli%p1k15€m+€;,€k+€1[nlnk(l +ny + ni)
gt ikl
— (1 + g + n;)], @)

while the kinetic equation for 7 < 7. becomes

g, ana";(” = —%Ifnkléwmme,[nlnk(1 + My + 1)
= min (1 + ni + 1)1+ No Y odmtio { 28, 4c.c,
x [ ne(1 + nm + ;) - ninm]kl
t+ Beyeves| mime = ny(1 + ni +n7) | }
No(@) =N = Y nu(2) ®)

and we recall that the sums in the former case start with O,
while in the latter they begin with 1. Using the ergodic
approximation lead us to reduce significantly the number of
coupled equations. To the best of our knowledge, N = 40
levels for the calculation of the ergodic collision integrals i,
is the highest performed so far.

3.2. Energetic cooling protocol

For our study we propose an energetic cooling protocol. It
consists in maintaining fixed the number of particles during
the whole cooling process while several reductions of energy
lead the system to decrease its temperature. The basic idea of
cooling consists in transferring particles from higher energy
levels to lower ones. The system, being then out of equili-
brium, will evolve to the equilibrium state via collisions as
described by the kinetic equations. This process is succes-
sively repeated to lower the system temperature at each
‘evaporative energetic step’. Figure 1(a) illustrates a possible
sequence of an energetic cooling process. The horizontal

dashed (red) line shows a non-equilibrium process at constant
number of particles N that, starting from a temperature 7 > T,
reaches BEC, by crossing the solid (black) line which
represents the number of particles in the excited states Nexc, as
a function of the critical temperature 7., namely, at the onset
of Bose—Einstein condensation. The latter is given by

- 1
Now= Yoo —7| ©)
i=1 u=0

The numerical simulation is initiated by distributing N
particles following the Bose—Einstein statistics in the first 40
levels. In the first energetic cooling step we remove the par-
ticles lying, say, in level m, and distribute them uniformly in
the level m — 1 for m < 40. The system is allowed to evolve!
through equation (7), for u < 0 which corresponds to 7 < T,
until it reaches the equilibrium state associated to this first
cooling stage”. This process is successively repeated to follow
the transition towards the condensation transition. Once the
transition is crossed, the dynamics should follow that of
equation (8), corresponding to 4 = 0 and 7' < 7. As we shall
discuss in detail, due to the finite number of particles, there is
a clear crossover between the solutions of the two ergodic sets
of equations, rather than a sharp, discontinuous transition, as
expected in the thermodynamic limit.

To make use of the energetic cooling protocol we prepare
the initial state considering the maximum energy level
allowed by our computational capabilities. To ensure that all
the particles participate in the dynamics during each energetic
cooling step, it is necessary to select initial appropriate values
of u and 7. In figure 1(b) we plot the occupation number as a
function of energy level in a harmonic oscillator for three
pairs of values of T and y, indicated in the figure. As it can be
seen from this plot, the number of particles below the level
N =40 depends on the values of T and p. Given a fixed
values of T and u, one can estimate the relative number of
particles above N = 40 through

— Noo(T’ ,M) - N40(T’ /’l)
Neo(T', p1)

AN (10)

p N 1
with Ny (T, p) = X7 _ 08m zmmr—y and Neo(T, p) the

corresponding value of N for an ‘infinite’ number of states
N = .

We have selected two pairs of initial values of tem-
perature T and chemical potential y to illustrate the predic-
tions of the kinetic equations for <0 and u=0
(equations (7) and (8)). These are, (T = 1.5, u = —2.1) and
(T = 1.0, p = —0.25), ensuring that less than 6% and 8% of
particles respectively will remain above the N = 40 level.
The number of particles in each case is Nap (1.5, —2.1) = 100
and Ng(1.0, —0.25) = 500. The critical temperatures for

' To solve the coupled system we use the Euler method, selecting an

appropriate temporal step to ensure the conservation of the total energy and
the total number of particles.

The criterion that we use to identify the situation of equilibrium at each
cooling stage, is that in two consecutive time steps the value of each n,, (r)
does not change in more than 107'2,
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Figure 1. (a) Scheme of an energetic cooling protocol. The solid (back) line indicates the dependence of the number of particles in the excited
states N as a function of the dimensionless temperature 7 for u = 0, while the (red) dashed line indicates the temperature that the whole
system of N particles acquires in its cooling process. BEC occurs where the lines cross. In this figure, N = 500. (b) Bose—Einstein

distributions for different values of the chemical potential 4 and temperature 7. The vertical line indicates the maximum number of energy

levels considered in our numerical simulations.
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Figure 2. (a) Growth of the normalized number of particles in the ground state ng = Ny/N, for N = 100, as a function of dimensionless time 7
along the whole sequence of the energetic cooling procedure, using the the kinetic equation (7) for y < 0 (T > T;). Each ‘step-like’ feature in
the curve is the result of one process of lowering the energy and its equilibration. (b) Stationary distributions of the ground and excited states
for several energetic cooling steps. Different curves correspond to different values of (7, u) as indicated in the labels.

N = 100 and N = 500 are 7, = 0.801 and T, = 0.854
respectively.

To analyze the predictions of equations (7) for N = 100,
namely for the initial state 7 = 1.5, ¢ = —2.1. In figure 2(a)
we plot the growth of the normalized number of particles in
the ground state ng = Ny/N along the whole cooling protocol
as a function of the dimensionless time z, with a time step of
5 x 107, As it can be seen from figure 2(a), the growth of g
as a function of time is not a linear function. At earlier cooling
stages there is an efficient cooling. Then, once the system
enters into the condensation transition the growth rate of
particles in the ground state decreases. The cooling process
modeled through the protocol allows us to follow the evolu-
tion of the temperature and chemical potential as consecutive
energetic cooling stages are carried out. At each energetic
cooling stage the gas thermalizes at well defined values of u
and T; these are obtained by fitting the stationary distributions
n,, at each stage to the Bose—Einstein distribution either for
u<0oru=0.

In figure 2(b) we plot the stationary distributions of the
occupation numbers n,,. Different curves correspond to
equilibrium values T and p, at different cooling stages as

indicated in the legend. The curves lying on the points cor-
respond to the best Bose—Einstein distribution fit. As one can
observe from this figure, as T decreases and u approaches zero
from below, the number of particles in the condensate
becomes the majority with respect to those associated to the
excites states. As a matter of fact in figure 2(b) we have
omitted the stationary distributions of ng associated to
T=0.92 and y = —0.0074 and T = 0.859 and u = —0.0044,
since they would appear out of scale. Different curves in
figure 2(b) indicate the path towards the onset of degeneracy.
Two important facts we stress here, first, that around 7 =~ 0.9,
BEC seems to develop; but second, due to finite, actually
rather small, number of particles, the chemical potential does
not become zero, although it does becomes very small. That
is, it is not possible to observe a sharp transition. This can be
further observed in figure 3. where we plot the chemical
potential y as a function of 7, for N = 100 and N = 500
number of particles. From this figure one can observe how for
N = 500 the transition becomes more apparent and it should
tend towards a true sharp transition in the thermodynamic
limit N — oo [31]. This behavior may seem to indicate that,
since the chemical potential does not become zero unless in
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Figure 3. Dimensionless chemical potential y as a function of T
along the whole sequence of energetic cooling, calculated using the
kinetic equation (7) for y < 0 (T > T;). Circles and squares label
N =100 and N = 500 respectively. The (black) solid line corresponds
to the thermodynamic limit. We note that the finite number of
particles allows such a solution to reach temperatures below 7. See
text for further discussion.

the thermodynamic limit, the kinetic equations for 4 < 0 may
suffice to describe the dynamics correctly, as done in [1, 5] for
example. It is the purpose of this section to highlight the
importance of the kinetic equations for y = 0.

To enquiry the predictions of kinetic equations for 4 = 0
and then to contrast them with those associated to the
equation for 4 < O we proceed in an analogous way to that
described above. That is, we now solve equation (8) for
# = 0. We illustrate our numerical results for N = 500 initi-
ating at 7 = 1.0 (T, = 0.854). Since the chemical potential in
this case is zero we obtain the value of T by fitting to the
stationary occupation numbers the ideal Bose—FEinstein dis-
tribution for y = 0.

In figure 4(a) we plot the time evolution of the con-
densate ny during the whole energetic cooling process. Once
more, at the start, the cooling is very efficient, butas T — 0, it
slows down since there are very few particles in the excited
states. In figure 4(b), we plot the number distribution as a
function of the energy level, for different temperatures. BEC
is clearly described for T < 7. by using the corresponding
equation (8) tailored for y = 0. This dynamics is very precise,
less sensitive to finite size effects, and can be extended with
no problem all the way to 7 = 0. We now compare the
solutions both for 4 < 0 with p = 0, in the light of finite size
effects and the limited number of levels we can use.

In figures 5(a) and (b) we illustrate in a diagram n versus
T/T. the stationary normalized number of particles in the
ground ny and excited states ne for N = 500 along the
cooling process. Figure 5(a) shows a cooling process starting
at a temperature 7 > T; and going to a temperature as low as
possible, using the kinetic equations for y < 0, equation (7).
Figure 5(b) shows a cooling initiating at 7 > 7. but using
equations (8) valid for 4 = 0 only and, again, going towards
T = 0. The curves in black are the results in the thermo-
dynamic limit, showing the above mentioned sharp transition.
Several comments are in order. First of all, the solution for
u < 0, while the BEC transition is rather smooth, simply due
to finite size effects, it appears that it can be extended to very
low temperatures, near T = 0, where it is supposed no to be

quite valid. This robustness is because the chemical potential
can become very small, though not quite zero, see figure 3. As
we discuss below, the solution for y < 0 becomes numeri-
cally unstable as 7 — 0. On the other hand, the kinetic
equations for 4 = 0 become extremely good in the vicinity of
T = 0, notwithstanding the small number of particles. This is
so, because N = 40 energy levels suffices to describe the part
of the gas in the excited states. As expected, this solution
becomes less confident as T — T, from below, and similarly
to the equations for y < 0 near absolute zero, the numerical
description for ¢ = 0 becomes unstable as BEC transition is
approached. One expects that in the limit of very large
number of particles, and large number of levels included in a
numerical calculation, the limitations of both descriptions in
the regions where are not supposed to be valid, should be
more apparent.

Figures 6(a) and (b) show details of calculations near
T =0 and u < 0, equation (7), and for near 7. and u = 0,
equation (8), respectively. The purpose of these figures is to
exemplify the numerical instabilities of the corresponding
descriptions. Figure 6(a) shows the number of particles in the
condensate, with 4 < 0, with a very large number of particles,
N = 10°, which can be performed due to the very small value
of the temperature. One sees, first, that the solution deviates
from that of the thermodynamic limit (solid line), then it
becomes unstable. The simpler explanation is that, at these
temperatures y must be zero, but the fitted Bose—Einstein
distribution given by equation (3) cannot take u = 0 for a
divergence would occur. Although not shown here, the
solution for 4 = O fits smoothly the solid curve all the way
down to 7 = 0. On the other hand, figure 6(b) shows the
stationary total occupation number in the excited states for
u=0 and T < T.. Similarly to the previous case, as T is
approached, a numerical difficulty arises in the form of a
double valued solution. Again, this exhibits that this solution
requires not only more particles but more equations for higher
energy levels. It is satisfactory, nevertheless, to find that, apart
from near the vicinity of T, the solution for u = 0, which
explicitly takes the Bogoliubov approximation into account,
fits extremely well the curves of the thermodynamic limit.

4. Final remarks

We have studied an energetic cooling process that leads a
low-interacting Bose gas confined in a harmonic potential to
reach Bose—Einstein condensation, using different kinetic
equations for temperatures above and below the critical one,
T.. While the equations for 7 > T; are similar to previous
ones [4, 5, 11], the novelty of our work lies on the fact
that, for T > T., we explicitly take into account the non-
conservation of particles in the thermal, non-condensed part
of the gas. This is done by implementing Bogoliubov
approximation in the dynamics. With these equations
we model an energetic cooling process that while removing
energy from the system, keeps constant the number
of particles, an essential difference from the typical
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Figure 4. (a) Growth of the normalized number of particles in the ground state ng = No/N, for N = 500, as a function of dimensionless time 7
along the whole sequence of energetic cooling, using the the kinetic equation (8) for y = 0 (T < T). (b) Stationary distributions of the
excited states for some energetic cooling steps. Different curves correspond to different values of T as indicated in the labels.
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Figure 5. Diagrams of the normalized number of particles n as a function of T along the whole sequence of energetic cooling. The (red) dotted
curve that starts at n = O corresponds to the normalized number of particles in the ground state n,, while the (red) dotted one that begins at
n =1 corresponds to the particles in the excited states n.x.. The (black) solid lines correspond to the thermodynamic limit. Figures (a) and (b)
correspond to equations (7) and (8) respectively. In both cases, N = 500.
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Figure 6. Details of the normalized number of particles n as a function of T along a reduced stage of the energetic cooling. (a) The (green)
dotted line is the normalized number of particles in the ground state n, using equation (7) valid for T > T, with N = 10°; (b) The (blue)
dotted line is the normalized number of particles in the excited states ne, using equation (8), valid for T < T;, with N = 500. The (black)
solid curve corresponds to the thermodynamic limit. These calculations exemplify the limitations of the equations outside their range of
validity, see text for further discussion.

evaporative cooling procedure. In our numerical simulation
we were able to handle with up to 40 energy quantum
levels of the harmonic oscillator in 3D. To the best of
our knowledge this is the highest energy level numerically
computed up to now. We solved the system of coupled
kinetic equations considering the ergodic assumption. The

cooling sequence allowed us to follow the sequence of the
growing of particles in the ground and excited states.

It should be of interest to make some form of comparison
between the proposed energetic cooling with the usual eva-
porative one. While it is difficult to attempt a direct testing
between them, because the former is at constant number of
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particles and the latter reduces it at each cooling step, one can
nevertheless compare typical times needed to reach con-
densation. In this regard, the characteristic times for the
thermalization and evaporation processes have been experi-
mentally determined [22, 32] and numerically verified [11].
For our energetic protocol those times can be estimated in
100-1000 ms for the thermalization process and 1-10s for
the whole energetic protocol process. These times were
determined considering a proper time scale in the experiment,
namely, the frequency of the harmonic trap. Such quantity is
obtained from real experiments within the thermodynamic
limit  considering typical densities among 10'*-
10'5 atoms cm™ and from inequality

3
0.1 < N(:—”;) < 10 [33]. One should recall that the influ-
Bic

ence of the harmonic environment leads to identify the har-
monic density as N/V and the thermodynamic limit as
N —> o and VYV - oo with N/V = constant [34]. Our
numerical results are in the same order of magnitude with the
current experiments. One must insist, however, that in the
present case the Bose gas reaches a steady state given by a
condensate fraction in the ground state with a thermal cloud
of noninteracting particles, thus, further efforts should be
pursued to obtain a weakly interacting gas in the steady state.
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We investigate the formation of Cooper pairs, bound dimers
and the dimer-dimer elastic scattering of ultracold dipo-

lar Fermi molecules confined in a 2D optical lattice bilayer
configuration. While the energy and their associated bound
states are determined in a variational way, the correlated
two-molecule pair is addressed as in the original Cooper for-
mulation. We demonstrate that the 2D lattice confinement
favors the formation of zero center mass momentum bound
states. Regarding the Cooper pairs binding energy, this de-
pends on the molecule populations in each layer. Maxi-
mum binding energies occur for non-zero (zero) pair mo-
mentum when the Fermi system is polarized (unpolarized).
We find an analytic expression for the dimer-dimer effec-
tive interaction in the deep BEC regime. The present analysis
represents a route for addressing the BCS-BEC crossover in
dipolar Fermi gases confined in 2D optical lattices within the
current experimental panorama.

1 Introduction

Recent advances in experimental research on cool-
ing and trapping macroscopic samples of ultracold
molecules represent the main support for theoretically
investigating quantum phases, in particular, those result-
ing as a function of dimensionality and anisotropy. We
can mention density ordered [1], Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless (BKT) [2, 3], Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov-
type (FFLO) [4, 5] and high T superfluid Fermi phase
among others [6, 7]. Of particular interest is the ex-
perimental realization of fermonic superfluidity in 2D
since it represents the quantum simulator of highT. su-
perfluidity and superconductivity, phenomena that are
perhaps among the most fundamental and long stand-
ing condensed matter problems. The many-body phases
here referred may arise in molecular ultracold gases as

580

a consequence of microscopic few body interactions,
namely, the suppression of bimolecular chemical reac-
tions when polar molecules are confined in quasi-2D
configurations [8] and the essential mechanism of two-
particle quantum collisions that leads either, to binding
scattering of pairs or bound dimeric molecules. Nowa-
days, one of the major successes in a laboratory of quan-
tum matter is the capability of handling externally, both,
the two-body interactions and adjusting/tuning light
structures where the molecules can move. In this con-
text, it is worth to mention the current experiments per-
formed with confined ultracold *Na%°K molecules in
which absolute ground state has been achieved [9], as
well as the experimental realization of ultracold dipolar
magnetic atoms in 2D where the interaction can be var-
ied externally [10]. This system is very versatile in the
sense that the interaction between molecules can be var-
ied by changing the dipolar moment in each molecule,
both in magnitude and direction, via externally applied
electric or magnetic fields [11].

In this work we address the formation of Cooper pairs,
bound states and dimer-dimer elastic scattering of dipo-
lar Fermi molecules confined in a 2D square crystalline
environment. For this purpose we consider molecules
with its electric dipole moment aligned perpendicular
to a double array of square optical lattices layers (see
Fig. 1). This system can be thought as fermions in two
different hyperfine states confined in a 2D square opti-
cal lattice with an effective interaction given by a dipo-
lar interaction between molecules. We investigate the
formation of both, bound molecular states and Cooper
pairs [12], as a function of dipolar molecule interac-
tions, maintaining fixed the ratio of the inter-layer spac-
ing to the lattice constant defining the square lattice. The
bound dimeric pairs problem is solved with the standard
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Instituto de Fisica, Universidad Nacional Auténoma de México,
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Figure 1 Schematic representation of the dipolar Fermi gas. Polar
molecules in the up (down) layer can be mapped into the specie
labeled with 1 (]) when the gas is described in a 2D layer.

variational method, while the two-molecule scattering
problem is analyzed as in the original Cooper situa-
tion, considering the formation of a bound pair resulting
from the exclusion principle when a degenerated Fermi
gas exists. We also investigate the formation of Cooper
pairs for unbalanced Fermi energies of each species,
molecules lying in layers A and Brespectively. As it is well
known such binding pairs are the precursors of the FFLO
phases [4, 5].

Previous studies for atoms with contact pseudo-
potential interactions confined in a 3D lattice [13] have
shown qualitative and quantitative differences of the
Cooper problem with respect to the homogeneous situa-
tion, namely, pairs with nonzero center of mass momen-
tum can be favored if the Fermi energy of each “spin”
state of fermions differs [14-16]. Here, besides demon-
strating these results for 2D lattices, we determined the
dependence of the binding energy on the interaction
strength of the long range dipolar interaction between
molecules. Regarding the scattering of dimers composed
of molecules we find an analytic formula to describe
dimer-dimer interactions in the deep BEC regime when
bound states are already formed. This result is promis-
ing in a double manner, on the one hand, current ex-
periments with ultracold dipolar molecules allow to test
the present model, and thus the achievement of super-
fluidity of the BEC phase, and on the other hand, the
deep BEC regime can be addressed theoretically since
the terms defining the many-body Hamiltonian are al-
ready set. Together with the existent literature concern-
ing both, the study of dipolar gases at zero and finite
temperature in homogeneous environments [17-20],
and analysis taking into account lattice confinements
[21, 22], the present analysis dealing with few-body states
of fermions is a key ingredient of the many-body systems
dealing with the BEC-BCS crossover.

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

This work is organized in 6 sections. First in section
2 the model is introduced. Then, section 3 deals with
the Cooper problem for both cases, balanced and un-
balanced Fermi species populations. In sections 4 and 5
we concentrate in the analysis of bound states and their
elastic scattering. Finally in section 6 we present a sum-
mary of our investigation.

2 Model

To address the study depicted above we consider the
following model: polar Fermi molecules are placed in a
couple of 2D parallel square optical lattices, of lattice
constant g, with the dipoles aligned perpendicular to the
bilayer arrangement (see Fig. 1). As we explain below, this
assumption allows us to neglect the intra-layer interac-
tion and to concentrate in the dominant interlayer inter-
action [23, 24]. The interlayer interaction is given by

r2 —2)2

_ R
Vxa xp) =d W,

1)

being d the dipole moment, A the separation among the
layers, and r the intra-planar distance r = |x4 — Xp| =
\/ (x4 — xB)? + (ya — yB)?, with A, B the labels for Fermi
molecules in each layer. Considering this definition, here
and hence forth all the distances are considered within a
single layer. It is convenient to introduce two dimension-
less parameters, the scaled separation among layers A =
A/a, and the effective interaction strength y = ay/A =
Meprd? /(H?2), written in terms of the effective mass of
an isotropic lattice m, s = h*/2ta?, being t the hopping
strength among nearest neighbors. For current exper-
iments [9] having a = 532nm, it is possible to induce
dipole moments as large as 0.8D. We are considering
molecules in its absolute ground state, in those experi-
ments having strong lattice confinement, the recoil en-
ergy E, = h*k?/2m (where m is the molecular mass and

k= /K + kj the wave vector defining the square lattices

Viau(r) = Vp(sin® (kyx) + sin®(k,¥))) is much smaller than
the intensity of the optical confinement Vj, thus imply-
ing that for a separation A ~ 0.75ao0ne obtains 0.4 < x <
2.0. All of our calculations were performed taking into ac-
count these values for the parameters.

It is important to stress that in general intra-layer
interactions are not negligible. Depending on intra-
layer interaction strength between molecules, namely
g = ay/a, formation of different phases (checkerboard
and stripes) as well as instabilities can arise. However,
for the values of the parameters here used g remains
always in the weakly interaction regime [25-28] and thus
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intra-layer interactions can be neglected. This approxi-
mation holds when the inter-layer spacing A is smaller
than the lattice constant a. For instance for » = 0.75a
the inter-layer repulsion V(x4 = xp)/t is larger than the
intra-layer interaction strength g, by a factor of V(x, =
xp)/(gt) =5, while for a spacing of » = 0.54, the quo-
tient between intra and inter-layer interaction strength
is V(xq = xp)/(gt) = 16.

3 Cooper problem

Schrédinger equation for the two body wave function
(x4, Xp) Is,

(Ta+ T5 + V(xa xp)) ®(x4, Xp) = ED (X4, Xp), )

where T, is an operator that includes the kinetic en-
ergy and the optical lattice confinement. Because of the
form for the interaction among fermions of types A and
B, the two-body Schrodinger equation can be rewrit-
ten in terms of the center of mass and relative intra-
planar coordinates R and r respectively. Considering this
observation and following the same reasoning as that
in the original Cooper formulation, one can propose a
two-molecule wave function as the product ® (x4, Xp) =
X Ry (R)y (1), being K the center of mass wave vector
in the reciprocal space belonging to the first Brillouin
zone, uk (R) a periodic function having half period of the
square lattice and v (r) a relative wave function to be de-
termined. In this ansatz we have assumed both, that the
lattice is deep enough to consider the lowest band only
and that the tight binding approximation holds. It is im-
portant to note that because of the distinguishability of
the molecules Aand B it is not necessary to write the an-
tisymmetric wave function for the pair. It is straightfor-
ward to show that the equation that  (r) satisfies is,

Ex-To+ V@)Y @) = Ey (), 3

where & = —21(cos(K,a/2), cos(K,a/2)) andi- Tplff(l‘) =
Zi:qu(w(r—i- 8;) +v(r—246;)),whered; = aé,-,iis the2 x 2
identity matrix and &; the unit vector along the i di-
rection. The energy of the ideal Fermi gas within the
tight binding approximation with lattice momentum K
is given by ex = —2t(cos(Kya) + cos(K,a)).

Expanding the wave function for the relative coordi-
nate v (r) in terms of the relative momenta q

1 .
— iqr
y(r) = NN, Eq v(q)e™”, 4)

582 www.ann-phys.org

and defining
Exq = —4t(cos(K.a/2) cos(qca) + cos(K,a/2) cos(q,a))

one ends with Eq. (3) written in the momentum repre-
sentation,

(E- Exg¥(@ =) V(q-q)v(q). (5)

q

Here it is important to stress the qualitative difference of
the present study with respect to the original homoge-
neous Cooper 3D situation [12]. Namely, that the depen-
dence of the center of mass and the relative wave vectors
can never be decoupled when the pair is scattered in the
presence of the lattice. In view of the last equation we ar-
rive to an equation for the energy E that reads,

1 Viq-q)
1= , (6)
NN, %: Exq — E

where the prime in the sum indicates that the sum has
to be restricted to the allowed states. These values of
q are, as in the Cooper problem, associated to a pair
of molecules interacting in the presence of a quiescent
Fermi sea. Thus, the amplitudes for states already oc-
cupied are forbidden as a consequence of the exclusion
principle. This means that in the sum we should include
states, vectors with relative momentum q, that simulta-
neously satisfy

€x > eB (7

A
> ey and ex
Kiq F K_

q
In accordance with the above argument we look for so-
lutions in the s-wave approximation ¥ (r) having ener-
gies E =€ + €8 — A, with A > 0, that is, with less en-
ergy that the sum of Fermi energy of each layer. Inves-
tigation of these energies lead us to determine the en-
ergy gap, for different values of the parameter that char-
acterizes the interaction, as a function of the center of
mass momentum vector K and of the Fermi energy in
layers A and B. All of our numerical calculations were
done considering Ny = N, =5 x 10%. Numerical calcula-
tions with larger values of sites produce the same results.
Itis important to emphasize that the density of states has
a divergence at ez = 0, and thus the results presented are
valid away from the halffilling, namely away from ¢ = 0.

First, we concentrate in studying the dependence of
the energy gap as a function of the Fermi energy for sym-
metric lattices. Namely €2 = €B. In Fig. (2) we plot A as
a function of the Femi energy, considering several val-
ues of x for a fixed value of the interlayer separation.
For simplicity we assume K, = K, = 0. Squares, circles

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
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Figure2 Energy gap A as afunction of the Fermi energy in a sym-

metric lattice e = €p.

and triangles, correspond to x = 0.4, 0.5 and 0.6 respec-
tively. As in the study performed for 3D square lattices
[13], we found that the binding energy increases and
reaches a maximum value as a function of the Fermi en-
ergy. Then, when Fermi surfaces change from close to
open the binding energy shows an exponential decay of
the form A ~ exp~“*/*, being o ~ x. We also notice that
as the interaction strength increases the binding energy
has a maximum value that becomes shifted as the Fermi
energy decreases. As it is well known an insulating phase
can be reached either, by increasing the filling factor or
by increasing the interaction strength, that is, the trans-
port in the lattice become inhibited as a consequence of
having most of the states already occupied thus prevent-
ing the formation Cooper pairs, or because of entering
at the regime where the interactions dominate. Accord-
ingly, our results in Fig. (2) exhibit this behavior as a func-
tion of the interaction strength x.

Next, for illustrating the influence of the energy gap
on the center of mass momentum K, in Fig. (3) we
plot the dimensionless energy gap A/t as a function of
Kya assuming K, = 0 for x= (0.4, 0.5, 0.6). In this case
we have considered similar circumstances as those in
Fig. (2) (ef = €8 = —0.51). We observe that the maximum
value of A occurs for center of mass momentum near
K = 0. As before, the largest the effective interaction is,
the greater the binding energy become.

To complement the study of the Cooper problem we
analyze the dependence of the energy gap on the cen-
ter of mass momentum for non-symmetric values of
the Fermi energy in layers A and B. To exemplify that
formation of pairs also happens in this case, we select
x = 0.5 and determine the behavior of A for unbalanced
Fermi energies Ae = €4 — €p. In Fig. (4) we plot several
curves of the binding energy associated to unequal Fermi

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

Figure 3 A as a function of K a for symmetric Fermi energies
ep = ef = —0.5t. We selected K, = 0. From top to bottom x =

0.4, 0.5 and 0.6.

Figure 4 A as a function of K,a for non-symmetric Fermi ener-
gies. We selected for the Fermi energy of one layer €22 = —0.5¢
K; = 0and x = 0.5.Fromtop tobottom Ae = 0.1,0.2, 0.3 and
0.5.

energies Ae = 0.1,0.2,0.3, 0.5, we keep € = —0.5¢ fixed.
We find, as in the previous study for two-body contact in-
teractions in 3D [13], that in systems with unequal Fermi
energies formation of Cooper pairs of nonzero center of
mass momentum is favored. We also reach the conclu-
sion that when the difference among the Fermi energies
e# and €2 is too large, the Cooper pair cannot be formed.
One can explain this behavior as caused by the imbal-
ance in the filling factors which results in the impossi-
bility of pairing molecules of type A lying on the surface
with other molecules having largest Fermi energy. How-
ever, by properly adjusting the populations of molecules
in each layer, the binding energy can be maximized and
therefore FFLO phases can be observed.

In Fig. (5) on the left we illustrate the possible pairs
that can be formed in our model. We should point out
that for typical experiments with ultracold molecules

www.ann-phys.org 583

o
=t
)
>
=
o
[}
©
D
=




S
o
a
©
o
©
s
oo
=
o

A. Camacho-Guardian et al.: Bound states and Cooper pairs of molecules in 2D optical lattices bilayer

Figure 5 We illustrate in this scheme the possible Cooper pairs
(dotted lines) and dimers that can be formed in the bilayer array.
On the left Cooper pairs are shown, while on the right shadow
ellipses illustrate a couple of bound dimers of molecules. Bound
states in real space has an exponentially decay, while Cooper pairs
does not.

confined them in square optical lattices in 2D, this car-
toon represent plausible size of pairs. As it is well known
Cooper pairs look like bound states in the momentum
representation but it have an algebraic decay in the space
representation, in contrast with a true bound state that
has an exponential decay. It is interesting to note that
functional integral calculations of the BCS state at T =
0 [22] predicts similar values for the binding energy as
those here obtained for the two-body problem.

4 Bound states of molecules

Now we investigate the existence of true bound states
in the square lattice, namely, dimers composed of two
molecules. To determine the energy of the dimer we use
the standard variational method [29], proposing a two
molecule wave function describing the bound pair. We
investigate this energy taking into account the presence
of the lattice as well as the dependence on the effec-
tive interaction between molecules measured in terms
of the parameter yx, for a fixed value of the bilayer array
A = 0.75a. To study the behavior of the energy, we pro-
pose an ansatz for the two body wave function,

® (x4, Xp) = eXRy (1), €)

with ¢ (r) = Ae™”’, being y a variational parameter and
A a normalization constant. K is the reciprocal center
of mass wave vector in the first Brillouin zone. We nu-
merically solve the equation H® (x4, Xp) = Ep®P (X4, Xp).
Our calculations were done considering N, = N, = 250.
In Fig. (6) we plot the energy as a function of x (squares).
As can be appreciated from this figure, the trial wave
function that we choose does not allow the formation of
bound states for arbitrary values of yx. In turn, solutions
start to appear from a particular value of y, that is, for
smaller values of x ~ 0.51 the molecules form a scattered
pair. The inset of this figure includes several curves of

584 www.ann-phys.org

Figure 6 Energy of bound states Ep as a function of x. We show
both, the solution of Eq. (6) in the absence of Fermi surfaces (cir-
cles), and the variational energy (squares). In the inset we plot
curves of Ep as a function of the center of mass reciprocal vec-
tor along x direction for x = 0.6, 0.8.1.0. The solid line at —8¢
is the minimal energy of a pair of free fermions in presence of the
optical lattice, namely, indicates the bottom of the continuum.

Ejp as a function K, for x = 0.6, 0.8, 1.0. Because of the
symmetry of the square lattice, analogous results for Ep
as a function of K, are obtained. As Fig. (6) demonstrate,
formation of bound states is favored for the center of
mass K = 0 as in the unpolarized Fermi system.

For comparison purposes we solve Eq. (6) without the
constrains provided by the Fermi sea. Such a procedure
provides the energy of the bound state but does not give
any information about the wave function. The energy of
the bound state using Eq. (6) is plotted in Fig. (6) in cir-
cles. As shown in this figure, for weak interactions the
ansatz (8) is a good approximation for the two body wave
function.

5 Scattering of bound molecules

To complete the analysis of the problem for the bound
states we now investigate the elastic scattering of inter-
acting pairs, that is, the scattering among dimers com-
posed of two molecules. In Fig.(5) we show schematically
two bound pairs of molecules lying in the bilayer array.
The molecules composing those bound pairs are labeled
with numbers 1 and 2, and 3 and 4 respectively. We as-
sume that these dimers form a couple of rigid dumbbells
with a bound energy Ep and a wave function ¢5(x4, Xp).
The dumbbells do not have vibrational nor rotational de-
grees of freedom. Thus, although molecules interact each
other, the dumbbell tunnel across jointly. The four-body

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim



Ann. Phys. (Berlin) 528, No. 7-8 (2016)

Hamiltonian of such a system is,

4
H=Y T+ Vx.x)+ Vixs,x)
s=1

+ V(xy, Xq) + V(x3, X2), 9

where the operator T: contains, as before, the kinetic en-
ergy and the lattice confinement potential. We look for
solutions H¢ (X, X, X3, X4) = E¢(X1, X2, X3, X4). For this
purpose we first define the center of mass and relative
coordinates in terms of x;, i = 1, ..., 4, as follows,

I =X; —Xp, I;=X3—Xy,
R, +R;

r:RI_RZa R= 2 )

(10)
being R; = (x; +X2)/2 and Ry = (X3 +X4)/2. The wave
function ¢ is symmetric with respect to the permutation
of the dimers and antisymmetric with respect to permu-
tations of molecules within the same lattice. We proceed
in the same way as in the Cooper problem expressing the
Schrédinger equation in terms of R; and r; coordinates,
considering tunneling of nearest neighbor only. The ideal
term in this case becomes:

4
Z Tip (xr1, 12,1, R) =
s=1

8.
-7y ¢<r1,rz,ri8i,Ri §l>

i=x,y

5.
+¢<r1rz,r¢8i,Ri§‘), (11)

where J is the tunneling coupling constant of dimer-
ized molecules, J = % Since the interaction between
molecules is independent of R, a solution of the form
¢, 1o, 1, R) = O(r), 12, ) Ug(R)eXR can be proposed,
being K the reciprocal wave vector of the center of
mass of the four-body system, and Ux(R) a periodic
function with half-period of the square lattice. After we
substitute this anzats into the four-body Schrédinger
equation, multiply by Ug(R), and sum over the vectors R
we obtain,

E®(ry, 1, 1) =

Kia
-2] Z cos (Tl) (D(ry, 12, T£8;) + D(ry, 12, rF65))

i=x.y

)) ®(r;, 12, 1). (12)

r+r
+ (V) + V() 0y, 2. 1) + (v(’H ntr

r+rnr
Viir-—
" (‘ 2
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Figure7 We llustrate the ratio among of the effective interaction
potential Vorr(q — q') in Eq. (14) to the dipolar interaction poten-
tial between molecules Vyip(q — q').

In the deep BEC regime, namely when the wave func-
tion describing each bound pair is sharply localized, one
can write a decoupled solution of the form ®(r;, rp, 1) ~
Y (r) ¥ (r)e(r), where v (r7) and  (r») are the variational
wave functions describing the bound pairs determined
above. In addition to these substitution, one can write
() = Zq ®q €47 Then, after summing over the r; and r,
coordinates, we obtain the equation for ¢q,

Kia
Epq=2|6p—4] Z COS( 5 >COS(qiﬂ) 2

i=x,y

+> " 0q Verr@ — q), 13)
"

where &g = Ep + 8t and the effective interaction poten-
tial is given by,

Verr(@—q) =
> Vig - q)cos ((q ~q)- %) PP, (14)

This effective potential comes from the interaction be-

tween molecules belonging to different dimers. When

the sums over r; and r, are replaced by an integral

Verr(q—q) = 2%. Thus, from this expression for
(20| +13

the effective interaction between dimers one arrives

to the conclusion that the dimer-dimer interaction is
screened by a factor of f(|q —q'|) = f(k) where f(k) =

( kzzﬂ)z- In Fig. (7) we plot f(k) as a function of k
o

blue and red curves correspond to discrete sums over
r; and r; and the analytic expression when the sums
are replaced by integrals respectively. This behavior is
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reminiscent of the well known result for contact interac-
tions in 3D homogeneous space [30] where the effective
interaction between dimers formed by atoms changes
from 2ato 0.6a, being a the s-wave scattering length.

Our analysis for the dimer-dimer elastic scattering
leads us to obtain an analytic expression for the effec-
tive potential among dimers in the deep BEC regime.
Thus, with this information one can write the many-
body Hamiltonian describing dimers lying on 2D square
lattice arrays, namely,

A= (el — cac+ Y Verslk— K)Gpc) ycq 1w,
k kk.q

(15)

where €;(k) =& — 2] Zi:x.y cos(k;a), and the subscript
d make explicit the fact that single components are the
Bose dimers formed by pairs of molecules [31, 32].

6 Final remarks

We have solved the problems of Cooper pairs, molecu-
lar bound states and scattering of bound dimers, of dipo-
lar Fermi molecules confined in a double array of square
optical latices in 2D. We determined the influence of
both, the finite range interaction potential and the lat-
tice confinement on the optimal binding energy of the
Cooper pairs, the bound states or dimers composed of
two molecules and the dimer-dimer elastic scattering.
Numerical calculations for square lattices of size N, =
N, =5 x 10* allowed us to demonstrate that zero center
of mass momentum bound pairs are favored, while being
this picture modified in the case of Cooper pairs. Polar-
ized and unpolarized populations in each layer produce
maximum binding energies for non-zero and zero pair
momentum center of mass pair momentum respectively.
We also found that the binding energy of Cooper pairs
is maximized as the inter-molecule interaction strength
increases. In addition to the two-molecule problem we
studied the elastic scattering between dimers formed by
two molecules and found a closed formula for the ef-
fective dime-dimer interactions in the deep BEC regime
were bound pairs are already formed.

Given the correspondence among two-component
Fermi systems confined in 2D crystalline environments
and the model here proposed, the present study is
promising for achieving superfluidity in 2D lattices
within the current experimental research. For instance,
for the model here considered the critical temperature
associated with the superfluid phases is between 6nK
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and 20nK for gases of Fermi molecules of NaK [22]. Even
more, considering the possibility of externally modify-
ing the electric or magnetic fields [9], to controlling two-
molecule interactions, our model provides the specific
form that the dimer-dimer interaction must have in the
deep BEC from a theoretical perspective.
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Ultracold Fermi molecules lying in 2D square optical lattices
bilayers with its dipole moment perpendicularly aligned

to the layers, having interlayer finite range s-wave inter-
actions, are shown to form superfluid phases, both, in the
Bardeen, Cooper and Schrieffer (BCS) regime of Cooper pairs,
and in the condensate regime of bound dimeric molecules.
We demonstrate this result using a functional integral
scheme within the Ginzburg-Landau theory. For the deep
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) phase transition, we
predict critical temperatures around 5nK and 20nK for
23Na“®k and OH molecules, which are within reach of cur-
rent experiments [J. W. Park, S. Will and M. Zwierlein, Phys.
Rev. Lett. 114, 205302 (2015)].

1 Introduction

At the present time, several laboratories have produced
quantum degenerate dipolar gases in electronic and vi-
brational ground states having large electric dipole mo-
ments with the aim of quantum simulating novel phases
such as the supersolid, 2D superfluid, Wigner crystalline
and Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) among oth-
ers [1-9]. Perhaps one of the best successes within the
experimental domain, headed towards those purposes,
is the capability of confining atoms/molecules in artifi-
cial crystals of light, since they emulate the nearest sce-
nario of electrons in solids at low temperatures where
quantum effects dominate. For instance, the BEC-BCS
crossover in neutral atoms confined in optical lattices
has been proposed as the quantum simulator for de-
scribing the transition to the superconducting phase as
a function of doping in the high-temperature supercon-
ductors [10, 11]. Nowdays experiments with both, ultra-
cold gases confined in optical lattices and condensed
matter systems, open the possibility of observing such
superfluidity and high T superfluidity respectively, in
dipolar Fermi molecules placed in crystalline arrays of
double bilayers. Besides its proper relevance within the
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experimental context, the achievement of such a chal-
lenge is intimately related to the understanding of high
Tc cuprate superconductors [12-14]. An additional mo-
tivation for exploring superfluid phases in 2D crystals is
the possibility of creating exotic topological superfluids
as those having p—wave paring [15-18].

Although there is an extensive theoretical literature
concerning the subject of superfluidity in dipolar degen-
erate gases in homogeneous environments [19-24], few
of them take into account a lattice bilayer confinements
[25, 26]. As it is well known, the crossover of dilute homo-
geneous Fermi gases has significant differences with re-
spect to that in the presence of the optical lattice [11, 27].
Consideration of both aspects, long-range interactions
and the crystalline environment, is essential in quan-
tum simulating the phases mentioned in the first para-
graph. Here, we address on the study of superfluidity in
dipolar Fermi molecules confined in 2D optical lattices.
For this purpose we consider a dipolar Fermi gas con-
fined in a bilayer crystalline array in 2D (see Fig. 1) and
work within the mean-field perturbative analysis using
the integral functional formalism to determine the crit-
ical transition temperature. The superfluid transition is
analyzed in the Ginzburg-Landau (GL) scheme where the
superfluid density is calculated. We found that assisted
by the 2D lattice confinement the attractive interactions
between molecules in different layers induce interlayer
paring [24, 28, 29] of both types, BCS and bound molec-
ular dimeric states in the condensate regime. Current ex-
periments carried out with molecules of OH and ?Na*'K
with electric dipole moments as large as 1.6 D [8, 9] al-
lows us to estimate the BCS-BKT transition temperature
around 2 nK and 6 nK respectively.

This work is organized as follows. In section 2 we
present the model and delineate the derivation of the
equation for the critical temperature in terms of the
model parameters. Then in section 3 we study the de-
pendence of the critical temperature using meaning
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Figure 1 Schematic representation of the dipolar Fermi gas.

parameters within an experimental context. In sections
4 and 5 we work within the Ginzburg-Landau theory to
confirm the stability of our approach and investigate the
superfluid density. In section 6 we concentrate in the
study of the superfluid phase where BCS theory does not
apply anymore and thus, dimers of molecules constitute
the many body state. Finally in section 7 a summary of
this work is given.

2 Model

Our system consists of a gas of dipolar Fermi molecules
placed in two parallel optical lattices in 2D. The con-
figuration of the optical lattices in both layers has the
same structure, a square lattice with constant lattice of
size a. See Fig. 1. In the presence of an electric field
perpendicular to the layers, the dipoles align along the
same direction and thus the anisotropic dipole inter-
action becomes independent on the dipole orientation.
However, a repulsive interaction between dipoles lying
the same layer establishes, while being attractive at short
distances for dipoles confined in different layers. Such an
attractive inter-layer interaction becomes also repulsive
at large distances. We should mention that in principle,
inter-molecule interactions must include both, a short-
range van der Waals term and a long-range dipole-dipole
one. The latter is dominant at large interparticle sepa-
rations while the former has a zero contribution to the
cross section due the Pauli exclusion principle for a sin-
gle fermionic specie. It is important to stress here that the
intra-layer dipole-dipole interactions may lead to insta-
bilities where several phases as stripes, checkerboards or
some other density patterns may arise [30-36], however,
by properly choosing the model parameters one can as-
sert that those phases are not preponderant over the su-
perfluid one resulting from inter-layer pairing. In partic-

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

ular, in the weak coupling limit and away from half fill-
ing we expect that the superfluid state dominates over
any density ordered phase [37, 38] . In this work we shall
focus in the analysis of the BCS state. For this purpose
we must ensure that the inter-layer interaction is larger
than the intra-layer one. The interaction potential be-
tween fermions in different and same layers respectively
has the form [24]

2 2
AB o T°—2)
Viip @ = d (12 + 22)572
1
Viip (®) = dzrf3 (1

being r the in-plane separation between fermions, d the
dipole moment, A the interlayer spacing, and « = A, B.
The physics of the system is completely determined by
the dipolar interaction strength a; = mesrd? /h* and the
dimensionless parameters A = A/a and y = ay/X, being
mepr = h?/2ta® the effective mass. For inter-layer spac-
ings of A = 0.75 and 0.5 the magnitude of the attractive
interlayer interaction is larger than both, the intra-layer
and inter-layer repulsions'. Thus, for such inter-layer
spacings, the intra-layer interaction can be neglected.
The Hamiltonian that describes such a system is

A=) /dzr\fff,(r)Ho(r)%(r)+ @)

a=A,B
+% // dr d@rilmLe)ViEr —r)Upa)Pa),

where H,(r) is the ideal term that includes the ki-
netic energy and the external potential created by the
2D optical lattice Vi, (r) = Vp(sin®(xmr/a) + sin®(yn/a)).
The field operators Wu(r) = 3, o and Wpr') =
>k ¢k (1) b satisfy the usual commutation relations for
fermions. The in-plane energy dispersion of the ideal
Fermi gas within the tight binding approximation is
ex = —21(cos kya+ cos kya) being ¢ the hopping strength
among nearest neighbors. It is worth mentioning that
in real experiments, besides the optical lattice confine-
ment, the atoms typically move under the influence of
a harmonic confinement. However, since the frequency
o of this potential (due to the magnetic trapping) is so
small, the curvature imposed on the optical lattice can
be neglected; that is, iw <« t. Therefore, the Hamiltonian

" ForA = 0.75,|VaE(x| = 0)|/ Vi (x| = @) ~ 5,and

dip
| VAR (x| = 0)I/ Vi, (x| = @) ~ 115, whilefor A = 0.5,
|VAB(Ir| = 0)|/ Vi (I¥| = @) = 16and | V(x| =
0)l/ Vi (x| = @) = 55.
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of the two component Fermi gas in the momentum rep-
resentation adopts the form

ji g Z(ek — W@ e+ bLho

+5g =3 VAR KB, by e, 3)
kk.q

where V1B 2 (k — k) is the Fourier transform of Vd‘}g (r—r’)
and Q = N, x N,, being N, and N, the number of sites
along x and y directions respectively. In this equation we
have introduced the chemical potential to account for
the conservation of the total molecule number. Several
aspects should be stressed here regarding the sensitivity
of the dipolar interaction on the lattice confinement. The
interaction V;7(k) could be nonzero for k=0 in con-
trast to the homogeneous case where V;?(k = 0) = 0, for
instance, for A = 0.75, V;7(k = 0) ~ —2.62x, while for
A =05, Vil (k = 0) ~ —10.84x. The two-molecule colli-
sion problem is also affected by the presence of the lat-
tice confinement, namely, the Cooper pairing and the
BEC-BCS crossover indeed capture the effect of confine-
ment provided by the lattice [39].

It is interesting to note that the proposed model can
be mapped into a system of fermions in two different hy-
perfine spin states, confined in a 2D lattice having a pe-
culiar interaction. In other words, fermions moving in up
and down layers can be associated to two different hy-
perfine spin states labeled with 1 and | respectively, hav-
ing an interaction given by Vd*:;f (r) Eq. (1).

To study the superfluidity in the model, we use
functional integral techniques. The action for the ideal

Hamiltonian term is,

S =) 6'(B - lihol — (e — woz] - $(K), @)
k

where we use the abbreviations, k= (k, w,), and ¢ =
(5B, ¢ 3(K)" with ¢, Grassmann fermionic numbers, I
is the identity in 2D, and the fermionic Matsubara fre-
quencies are hw, = 2n+ Dz /B, with 8 = 1/kgT. o, (@ =
X, y, @) are the Pauli matrices. To write the action asso-
ciated to the interaction energy term, we introduce the
auxiliary Hubbard-Stratonovich transformation in terms
of the bosonic field A,

(AM) = Z Viip k= K)(da ¢p1K), 5)

that is, the action of such field creates a pair of particles
with the same momentum k in different layers A and B.

780 www.ann-phys.org

In terms of the fields ¢ and A the action is

Al =" l(k, q) - (ihw,l — (e — o
kq

+A(k Qo) - Pk, )

-= Z Alq, BV k—K)'Alg, k), (6)
kldq

being ®(k, q) = (¢% . (pB_qfk)T- Since this action has a
quadratic form in the fields ® one ends with the follow-
ing expression for the effective action

= ZTrln (G,
K.q

SefflA]

- = Z Alg, BV k=KD" Alg. k), ()
kk’q

with G.' = (ihw,l — (ex — p)o; + Ak, g)o,). From this
equation and within first order perturbation theory, the
equation for the critical temperature, that signals the
transition to the superfluid state, is

Ao (k) tanh (B&1/2)

Aok) =) Vi - K) e

Kk

(8)

where & = /(ex — )2 + Ao(k)2. In this work we have re-
stricted to the case g = 0 and considered a gap within
the s-wave approach, which means Ay (k = 0). That is, we
have assumed that the momentum of the center of mass
of the two-body collision term is equal to zero, as in the
original BCS scheme.

3 Critical temperature

In principle, within our scheme, interlayer BCS pairs are
formed for arbitrary values of the parameters that define
the model. However, for sufficiently large values of the ef-
fective interaction strength y, bound pairs of molecules
can be formed as in the homogeneous case [24], that is,
the two-molecule interlayer potential V;}(r) leads to ei-
ther, scattering of molecules or bound molecular states.
Below we discuss the region of the parameters at which
bound states can be formed. Here it is important to em-
phasize that although it is true that the optical lattice
apparently causes just a rescaling of the mass by an effec-
tive one, the predictions obtained considering the crys-
talline confinement cannot be obtained from the homo-
geneous one by replacing the mass by an effective one.
This statement, stands for both, long range and short
range interaction potentials. This result arises from the

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
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Figure 2 Energy gap vs thermal energy (Eq. 8) for A = 0.75. Cal-
culations were done for square lattices of Ny = N, = 140 and
n = 0.825t.

Figure 3 Critical temperature as a function of the dimensionless
interaction strength x for A = 0.5, 0.6, 0.75.

intrinsic difference among the energy dispersion in the
homogeneous and lattices confinements.

To determine the critical temperature as a function
of the parameters described above, we solve Eq. (8) as-
suming x = 0.825¢ in the s-wave approximation. For all
of our numerical calculations we work within the first
Brillouin zone (=% < ke, by < %) and use lattices of size
N, = N, = 140, which produce the same quantitative re-
sults than bigger lattices. In Fig. (2), we can observe the
critical temperature at which the superfluid state occurs,
within the BCS regime, for different values of the cou-
pling strength x and fixed A = 0.75. Further, in order to
illustrate the dependence of the critical temperature on
those parameters, in Fig. 3 we plot the BCS critical tem-
perature T; versus yx for different values of A.

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

4 Ginzburg-Landau

We now expand the effective action, given by Eq. (7), in
terms of the new bosonic field A around the phase tran-
sition, and relate it to the Ginzburg-Landau Free-Energy.
As it is well known this expansion in terms of the or-
der parameter A gives correct predictions for continuous
transitions only [41].

SefflA, A*] = RBFL(A). ©

To do this, we write G,'(k q) =G, (K + Za(k q),
where  G,'(k) = ifiw,] +oy(ex —p) and  Ta(k q) =
oAk ), thus GL'(k q) = G, (B + Go(H (K g)).
From the expansion InG !(k g) =InG,' (K +
Yot = (Go(M Ak g))™ we verify that odd powers
of GoX do not contribute to the trace in S.rr[A], while
even powers are explicitly given by

GoTa)2™ = 1A (G, GY,)",

being GI, = (—ihw, + (ex — )~ ! and GY, = (—ihw, —
(ex — w)) L. As usual within the GL theory and well justi-
fied near the pairing transition temperature (A small), we
truncate the expansion up to quartic order. This proce-
dure leads us to determine the coefficients of the free en-
ergy F = a(T)A? + b(T)A*. As expected, the coefficient
a(T) bears the same information as that given by the
gap in Eq. (8), the coefficient a(T) can be obtained from
Eq. (8) by setting Ay = 0, while b(T) conveys the informa-
tion on the stability of the equilibrium state and is found
to be proportional to the density of states, b(T) o v/ T3
being v the density of states. The explicit expression for

b(T) is,

1
bm=§;

4 (e —p)

SeChZ (Fk;/’-)ﬁ
8(ex — p)?

1 tanh (Gk*ﬂ)ﬁ
+ 2 . (10

It is important to emphasize that, while the expression
for b(T) appears to be independent of the 2D lattice con-
finement and of the two-molecule interaction potential,
their influence is exhibited through the critical temper-
ature 1., which it has been shown above to, in turn,
strongly depend on the dipolar potential, namely on x
and on A.

5 Superfluid density
To determine the superfluid density we also work within
the perturbative scheme, neglecting quantum fluctu-

ations, and following the functional Ginzburg-Landau
free-energy theory for second order phase transitions

www.ann-phys.org 781
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[42-45]. That is, we expand the free energy in terms of the
order parameter A, incorporating a phase A = Aze’®®,
where © = ( ]f,i;;, %‘ya) This procedure allows us to sep-
arate the density into the normal and superfluid com-
ponents. In order to make explicit the dependence on
the phase parameter ® and using the symmetry asso-
ciated to the conservation of total molecule number, a
gauge transformation can be performed on the opera-
tors that create and annihilate particles at the lattice sites
in both layers: (AI, A), (BIT, B) —» (AIeiQ‘Rf, A;e©Ri)
(Bj e®Ri B.e~©Ri) By performing this transformation in
Hamiltonian given by Eq. (11), having written it in its lat-
tice representation?, one ends with the following expres-
sion for the Hamiltonian (11):

Ao = Ao+ Y Gac+ Bho Y (0,25 4 i
e = Hp - R =, “3k, 2 Ik
+Hj, (11)

that is, associated to the phase © - R;, there appears a
contribution to the kinetic energy. Thus, in this scheme,
the superfluid density component can be calculated as
(45]

i L PR _ 1 9°F
Poat = Nt 0,0,  Nt0©,00,

a={xy, 12

being F, and Fp the free energies of the normal and su-
perfluid phases respectively. The determination of the
superfluid density p, ., using Eq. (12), can be straight-
forwardly accomplished by noting that in the effective
action, see Eq. (7), an extra term appears associated to
the phase of the gap. Thus, one can write, in an ex-
plicit way: G,' (k) — Gg' (k) and consider perturbations
up to second order. That is, keeping quadratic terms of ©
inGy' (k) = GyL, (W1 — Go—o (KXo (k). The final expres-
sion for p,  is

(13)

_ 1 azek 36k 86k
P = = ; <n(k)alq,alq, - Y(k)%aka/) :

where n(k) is the Fermi momentum distribution
and Y(k) is the Yoshida distribution defined as
Y(k)=psech’(B5i/2)/4,  with & = /(e — pw)? + A2
Since the off-diagonal terms of the superfluid tensor are
small p = (pxx + py))/2. Figure 4 shows the superfluid
density fraction as a function of the temperature for
three different values of the interaction strength. We

* H= _%‘Zap(A;Ai + BB+ Hee)+ X A B B A -
w> (Al Ay + B! B, being Af and Bf the creation operators in
layers Aand Brespectively.
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Figure 4 Superfluid density for different values of the dimension-
less interaction strength x and A = 0.75.

normalize the superfluid density with respect to that at
T = 0 denoted by py. As it is well known the superfluid
density fraction at zero temperature is different from
unity in the lattice and it has a different quantitative and
qualitative behavior with respect to the homogeneous
situation [45].

6 Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

When the interaction yx is strong enough, the predicted
critical temperature becomes an artifact of the approx-
imation since the BCS approach fails. To determine
the relationship between the critical temperature and
the coupling interaction, the presence of bounded pairs
should be included. This procedure is delineated in Ref.
[41, 46, 47] and gives rise to a clear identification of the
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) transition temper-
ature, as that at which a fraction of bound pairs dissoci-
ate. Thus, to estimate the region at which our treatment
is valid, we compare it with the mentioned procedure.
This yields the following result,

ksTpxr = %] (14)

where J = p t[31].

In Fig. 5 we plot the critical temperature as a func-
tion of the dimensionless interaction strength x for both,
our BCS scheme and the incorporation of bounded pairs,
see Eq. (14). In the strong interaction regime the BKT
model within the mean field scheme captures the es-
sential features without considering Gaussian fluctua-
tions. We observe how in the weakly interacting regime
the temperature Tpxr is close to Tpcs, while they sep-
arate in the strong interaction region x ~ 0.45. Beyond

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
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Figure 5 BCS critical temperature 7. and the Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless Tpx r transition temperature as a function of
the interaction strength x, for A = 0.75. The inset correspond to
the binding energy of the two-molecule system in the presence
of the lattice.

this value, the critical temperature Tzx corresponds to
a phase in which dimerization dominates [48]. The inset
of Fig. 5 shows the pair binding energy using a variational
wave function for the two-molecule problem, ¢(r, y) =
A(y)e v with y a variational parameter, within the pres-
ence of the 2D lattices.

7 Final remarks

Studies of 2D superfluid phases in fermionic species
have been reported in earlier literature taking into ac-
count both, Fermi molecules with dipolar interactions
confined in 2D layered homogeneous geometries [24,
28, 29] and Fermi species confined in 2D square opti-
cal lattices bilayer subjected to contact interactions [25,
26]. In addition, consideration of dipolar Fermi species
confined in single and bilayer optical lattices with arbi-
trary orientations has been reported [18, 30-32]. There
is also literature dealing with the study of Cooper pair-
ing and Bound states of Fermi species in 2D lattices bi-
layer at T =0 [48]. The present work providies an in-
sight into the understanding of the superfluid phases at
finite temperature including both the 2D lattice confine-
ment and the long range interlayer dipolar interactions.
It is also important to remark the role played by the ge-
ometry of the 2D optical lattice which provides an addi-
tional tool, within both, theory and experiments to in-
vestigate the superfluid phases. Analysis of the formation
of other kind of instabilities; density ordered phases and
supersolid phases to complement the present study is
in progress. Current investigations within the condensed

© 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

matter field, carried out with couples of graphene mono-
layers [13, 14], claim for the possibility of observing high
T; superfluidity. The experimental capability of realizing
such geometries in ultracold gases [49] open the oppor-
tunity of emulating these fascinating quantum phases. It
is crucial to emphasize that the dispersion relation deter-
mines the properties of the superfluid phase.

Because of the progress gained in confining ultracold
dipolar Fermi molecules, the model here proposed can
be realized in an atomic physics experiment for molec-
ular gases of OH and ?*Na“’K [8, 9] with large electric
dipole moments (d = 1.6 D). For observing both the BCS
as well as the transition to BKT regimes, the 2D laser
that forms the optical lattice requires to have a ratio
between recoil energy E, and optical depth V; around
Vo/Er ~ 4, and a wavelength lattice of 532nm, yielding
a lattice spacing of a = 266 nm. Furthermore, tempera-
tures of the order of 2 nK and 6 nK for the BCS - BKT tran-
sition can be reached by adjusting the interlayer spac-
ing A between 200 — 300 nm, while having temperatures
around 5-20 nK associated to the deep BKT regime. The
present model here investigated for studying the BEC-
BCS crossover in dipolar molecules confined in optical
lattices represents a good prospect as being a quantum
simulator for describing high T; superconductivity with
long range interactions.
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Supersolid phases of dipolar fermions in a two-dimensional-lattice bilayer array
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Supersolid phases as a result of a coexistence of superfluid and density ordered checkerboard phases are
predicted to appear in ultracold Fermi molecules confined in a bilayer array of two-dimensional square optical
lattices. We demonstrate the existence of these phases within the inhomogeneous mean-field approach. In
particular, we show that tuning the interlayer separation distance at a fixed value of the chemical potential
produces different fractions of superfluid, density ordered, and supersolid phases.

DOI: 10.1103/PhysRevA.94.043638

I. INTRODUCTION

Several phases of matter appear in the quantum degenerate
regime only, namely, superconductivity, superfluidity (SF),
and supersolid (SS) phases. While the two formers have been
successfully explained, the observation of the supersolid phase
remains still elusive [1]. New efforts both experimentally [2,3]
and theoretically [4,5] suggest that this exotic state of matter
might be much more nontrivial than that initially thought [6].
On the other hand, not at necessarily low temperatures, but
also manifesting many-body quantum statistical behavior, the
high-T, superconductivity phenomenon still continues as an
open question in the context of condensed matter. Experiments
with ultracold neutral gases are at the present time the closest
candidates to quantum simulate, and thus address the descrip-
tion of such not quite yet understood quantum phases [7—12].

Recent experimental studies have shown how quantum
phases such as SF, SS, Mott insulator, and charge-density
wave, emerge from competing short- and long-range
interactions among ultracold Bose atoms confined in an
optical lattice coupled to a high finesse optical cavity [13].
Those phases arise as a result of exploiting the matter-light
coupling since in such a case interactions can be tuned on
demand. There is, however, an alternative way of handling
either the range or direction of interactions in ultracold
neutral gases, which is by confining dipolar atoms or
molecules in optical lattices. As it has been shown from
the theoretical perspective, the combination of both the
long-range anisotropic character of dipolar interactions and
the controllable lattice structure where the atoms/molecules
lie make the many-body physics become very rich [14-18].

In this work we consider a model proposed previously
[19-21] to demonstrate that ordered density wave (DW), SS,
and SF phases can be accessed by changing the external fields
that set the system. In Fig. 1 we show a scheme of the quantum
simulator that can be created in the laboratory to explore the
referred phases. The model system is composed of dipolar
Fermi molecules lying in a bilayer array of square lattices in
two dimensions. Although such a configuration has not been
realized yet, the current experimental panorama of ultracold
dipolar gases, in particular the potential capacity of loading
long-lived Fermi molecules of NaK, KRb, and NaLi [22,23]
in optical lattices as well as the recently produced rovibrational
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ground state in molecules of NaK, is promising in setting the
array here considered.

Previous mean-field analysis on dipolar fermions placed
onto a single-layer square lattice, with arbitrary orientation and
considering dipoles with fixed orientation, has predicted the
melting among SF and DW phases [24—27] and a variety of DW
phases [28], respectively. Also, an extended model including a
mixture of Fermi molecules with contact interactions, loaded
in a bilayer array, predicted density ordered phases as well as
superfluids phases [19,29-32]. The possibility of supersolid
phases in these dipolar Fermi gases has also been studied
[25,26,33]. On the other side SF, Mott insulating, DW, and
SS phases of He have been investigated within a mean-field
context too [34-36]. In the present study we consider dipolar
Fermi molecules situated in a double array of parallel optical
lattices having dipole orientation perpendicular to the lattice in
the presence of a harmonic trap, to demonstrate that in addition
to SF and DW patterns there is a region of coexistence in
the phase diagram where SS phases emerge. Working within
the Bogoliubov-de Gennes (BdG) approach we show that
depending upon carefully controlled parameters these phases
can be accessed under current experimental conditions.

The paper is organized as follows. In Sec. II we introduce
the model considered in our study and describe the theoretical
approach employed. In Sec. III we illustrate the coexistence
and spatial overlap among superfluid and DW phases for
several values of the temperature. We summarize our findings
in the phase diagram at finite and zero temperature. Finally,
we present our conclusions in Sec. IV.

II. MODEL

‘We consider Fermi molecules of dipole moment d and mass
m lying in two parallel square lattices of lattice constant a
separated by a distance A, and a harmonic trap with frequency
w (see Fig. 1). In the presence of an electric field perpendicular
to the layers, the dipoles align along the same direction.
Fermions in the same layer repel each other always; however,
dipoles in different layers attract each other at short range,
while also repelling each other at large distances. Thus,
interaction between fermions in the same and in different layers
is given, respectively, by

o, 21
V) =d’ =,
r
5 5 (1)
Veb(F) = d? re—2x
(r2+)L2)5/2’

©2016 American Physical Society
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FIG. 1. Schematic representation of the dipolar Fermi gas. The
molecules affected by a harmonic trap potential lie in the lattice sites
in up and down layers.

where 7 is the in-plane distance between two fermions. Greek
indices label the layer where the molecule is placed. Thus,
superscripts o, («, 8) indicate that interaction occurs between
fermions in same (different) layers. For clarity, we denote the
intralayer interaction by V*%(¥) = V(¥), and the interlayer
interaction by V*#(¥) = U(¥). The system is described by
the Hubbard model with the Hamiltonian given by H = Hy +
V + U, with

= Y Y-+ Y

a=A,B | a=A,B 7§

= Z Z V(q)c' kg ¢, ac“ ‘7.(161?&’
a=A,

B/;q

r (z‘)ﬁg,
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where ci ck are the standard creation and annihilation

operators and o = C/E Ct.o are the number operator. €; =

—2t(cos kya + cos kya)is the in-plane energy dispersion of the
ideal Fermi gas w1th1n the tight-binding appr0x1mat10n t belng
the hopping among nearest nelghbors V(g)and U (k k’) are
the Fourier transforms of V (¥ — 7') and U (¥), respectively, and
€2 is the number of sites. The terms containing the harmonic
confinement are written in the Fock basis of sites, where the
vector position in the lattice is denoted by 7(i) = a(iy,iy),
and w is the frequency of the harmonic trap that confines the
molecules. In what follows, all the energies will be scaled
with respect to . We also introduce two relevant physical
quantities: the dipolar interaction strength a; = megd?/h?,
with meg = h? / 2ta? the effective mass, and the dimensionless
parameters A = A/a and x = ay/a.

The proposed model can be mapped into a system of
fermions in two different hyperfine spin states 1,] (A —
+,B — | ) confined in a two-dimensional lattice. The terms
V and U describe repulsive and attractive interactions among
fermions in the same and different hyperfine states, respec-
tively. We should stress that U is an interaction that is attractive
at short distances while becoming repulsive at long distances
U. Thus, by controlling the separation between the layers A,
the proposed model represents a promising candidate to study
the quantum phases from competing short- and long-range
interactions as well as attractive versus repulsive interactions.
The inclusion of the harmonic potential plays also a crucial
role since, as it is well known, the global thermodynamics of
the phase transition is qualitatively different from that of the
homogeneous case [37]. A remarkable signature of this fact is
that the magnitude of the coherence length can be as large as
the typical confinement distance.

To investigate the physics of the model described above, we
use mean-field theory including the usual BCS pairing terms
and the Hartree contributions [38]. We expect this approxi-
mation to be reasonably accurate in the weakly interacting

FIG. 2. Density order profile (top) and superfluid order parameter (bottom) as a function of the temperature. From left to right kg T/t =

0.0,0.10,0.25 and 0.45. For A = 0.80 and x = 0.3
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FIG. 3. Density order profile (top) and superfluid order parameter (bottom) as a function of the temperature. From left to right kg T/t =

0.0,0.10,0.25, and 0.45. For A = 0.85 and x = 0.3.

regime. The mean-field Hamiltonian is self-consistently diag-
onalized by solving the BAG obtained from the Bogoliubov
transformation for the local quasiparticle amplitudes. Such a
procedure allows us to capture the essence of the BCS pairing
and the density order phase in an inhomogeneous environment
[25,26,39]. This mean-field approach is commonly used for
studying competing magnetic and superconducting phases in
the context of high 7. superconductivity [16,40] and in the
context of ultracold fermions [41]. It also has been recently
employed for describing strongly correlated systems, like
effective p-wave interaction and topological superfluids in
quantum gases in lower-dimensional systems (one and two
dimensions) [11]. The Bogoliubov-de Gennes equations to be
solved are

0
Hij,a Ai,j u?,a —E M’},a (3)
Z Aij —HS )\, "\v'. )’
i LJ ij,a J.a J.«

where the matrix elements Hi[}.a incorporate the terms
of the single-particle operators of Eq. (2) and the inter-
site interaction on the Hartree level that is expected to
dominate [38]. This term is given explicitly by HY

ija =

—I(S(,‘,]’) + (Zl;éi Vii(n; o) + € — /J,)(S,'_j, 18(,”_” being the tun-
neling among nearest neighbors with §;; ;) the Kronecker
delta for nearest neighbors. The effect of the harmonic
confinement is included through ¢; = ’”T’*’zrz(i ). The superfluid
parameter is incorporated self-consistently by substituting
A;j =U; j{ciacjp), being the eigenvalues E, associated
to the excitation energy for the nth quasiparticle. Those
eigenvalues are self-consistently obtained through the usual
relations nj o = Y, |uial* f(E,) and nj 5 =Y, |vi p|*[1 —
S(E)] with (uj,,v;;) the local Bogoliubov quasiparticle
amplitudes, f(E,) being the Fermi distribution and n; , the
expectation value of 7; ,. For simplicity we shall assume that
both layers are equally populated.

To include the effects of the harmonic trap, in addition
to the usual order parameters that globally describe the
system, we introduce local order parameters. The global

density order parameter is given by pg , = N% P c£+ b.0CEa
where the vector é identifies either a checkerboard pattern
Q = (mw/a,m/a) or a stripe density order Q = (7r/a,0), or
(0,7 /a). The local-density order parameter is given by ¢; =
> j,_(—l)-’?“‘n j» where the index j; denotes that the sum

FIG. 4. Local order parameters. We plot a cross section of the local density ¢(x,0) and the local gap A(x,0) through the center of the trap

for kgT/t = 0.0,0.10, and 0.25. For A = 0.85 and x = 0.3.
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FIG. 5. Density order profile (top) and superfluid order parameter (bottom) as a function of the temperature. From left to right kg7 /1 =

0.0,0.10,0.25, and 0.45. For A = 0.90 and x = 0.3.

runs over the first- and second-nearest neighbors. This local
order parameter describes a checkerboard density pattern in
a 3 x 3 sublattice centered at site i. The superfluid local
order parameter is given by A; = ) j; Aij, being the average
superfluid behavior studied through A =), A;/Na.

III. SUPERSOLID: COEXISTENCE OF SUPERFLUID
AND DENSITY ORDERED PHASES

To determine the density profile and the behavior of the
gap across the lattice, we solve BAG equations for lattices of
size Q = 2 x 37 x 37, maintaining fixed the value of chemical
potential /¢t = 1.5 [42]. This restriction causes the total
number of fermions to be increased with temperature, that is, at
zero temperature the number of fermions is Ny + Nz = 320
while for kgT/t = 0.5 this value is increased to 335. We
also keep fixed the values of the interaction strength and
the harmonic frequency at x = 0.3 and %m(wa)2 /t =0.025,
respectively.

To illustrate the competition among different phases we
have selected the cases A = 0.8,0.85,0.9, and 1.0. We plot
the density profile and the gap parameter profile for several

values of the temperature. In particular, we chose kg7 /t =
0.0,0.10,0.25, and 0.45.

First we start considering A = 0.8. From Fig. 2 we observe
a homogeneous distribution at the center of the trap at zero
temperature for both density and gap profiles. However,
at finite temperature, the distribution of the density profile
remains homogeneous at the center of the trap, while the
gap structure shows a decreasing behavior as temperature is
increased until they vanish at a temperature of kg T/t = 0.28.
Previous studies [20,21] reported a BCS superfluid phase in the
weakly interacting regime while formation of dimers occurs
in the strong interaction regime, leading those dimers to a
Bose superfluid. In the present work we focus on the BCS
superfluid to DW-supersolid phase transition. Therefore, the
values of the parameters are restricted to those in which the
weakly interacting regime is ensured.

When the interlayer spacing is increased, the competition
between attractive and repulsive dipole interactions becomes
evident. As plotted in Fig. 3, for A = 0.85 at low temperatures,
there is a large region in the center of the trap having a
superfluid order parameter coexisting with a checkerboard
density order. This is the signature of a supersolid phase.

FIG. 6. Local order parameters. We plot a cross section of the local density ¢(x,0) and the local gap A(x,0) through the center for

kgT/t = 0.0,0.10, and 0.25. For A = 0.90 and x = 0.3.
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FIG. 7. Density order profile (top) and superfluid order parameter (bottom) as a function of the temperature. From left to right kg T/t =

0.0,0.10,0.25, and 0.45. For A = 1.0 and x = 0.3.

When the temperature is increased, the radius of the superfluid
order parameter shrinks and completely vanishes at a critical
temperature of kT /t = 0.13, while the checkerboard phase
melts at a temperature of kg T/t = 0.26. That is, the supersolid
phase exists, in this system, for certain temperatures, as further
shown below in the corresponding phase diagram. Cross
sections of the local order parameters are shown in Fig. 4,
where the presence of a supersolid phase at the center of the
trap can be appreciated, as the spatial overlap of both superfluid
and DW.

For A = 0.9 the repulsive intralayer interaction starts to
dominate at the center of the trap. From Fig. 5 one can see
that there is a wide region at the center of the trap exhibiting a
checkerboard DW pattern. Such patterns persist below temper-
atures of kT /t = 0.26. We also observe that the superfluid
order parameter appears to surround the checkerboard pattern
and that such a superfluid disk completely vanishes when
the temperature reaches a value of k37 /¢t = 0.06. The cross
sections shown in Fig. 6 exhibit a small region where both
phases spatially overlap. Other studies [43,44] with different
systems in the presence of a harmonic trap have shown
coexistence of phases without spatial overlapping, for instance,

in the extended Bose-Hubbard model the Mott insulator
and superfluid phases tend to form rings and disks. In two
dimensions those studies agree quantitatively with quantum
Monte Carlo calculations and more sophisticated methods.

Finally, when the interlayer spacing is large enough, the
intralayer repulsive interaction dominates over the interlayer
attraction and the superfluid order parameter almost vanishes.
This behavior is found for A = 1.0, where pairing is inhibited.
For larger values of A no pairs can be formed but a DW
checkerboard pattern still persists at the center of the trap
(see Fig. 7). This value of A signals the limit from which
each layer can be studied separately. The single layer model
has been studied previously considering arbitrary dipole
moment orientations [25,26]. We found that our predictions
are in good agreement with those results, that is, at a given
critical temperature that depends on the interaction strength,
checkerboard phases for perpendicular orientation of the
dipole moment emerge.

In Fig. 8 we plot the two global order parameters A
and p as a function of the temperature for values of A
in the region of coexistence. As can be appreciated from
this figure, Bogoliubov-de Gennes diagonalization predicts

FIG. 8. Order parameters obtained from BdG diagonalization. A second-order continuous phase transition is shown.
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FIG. 9. Phase diagram for lattices of size 2 x 37 x 37, as a
function of the dimensionless interlayer separation A = A/a. The
interaction strength is x = 0.3.

continuous phase transitions for the considered model. One can
observe that, for a given value of A, the critical temperature
at which the superfluid phase emerges coincides with that
at which the derivative of the DW order parameter shows a
discontinuity. Numerical calculations performed for lattices
of larger size (2 =2 x 57 x 57) lead us to observe how
the discontinuity of the derivative in p and A at the critical
temperature becomes more evident as a function of 2. Namely,
the global order parameters A and p change more abruptly at
the critical temperature as the lattice size is increased. It is
also important to stress that the referred discontinuity in the
derivative becomes less evident when the interlayer spacing is
increased.

In Fig. 9 we present the phase diagram of this model,
obtained from Bogoliubov-de Gennes equations for finite
temperatures. In the inset we show the phase diagram at zero
temperature. The region of coexistence between superfluid
and DW phases in both diagrams is the supersolid phase of
our system. As expected, in the attractive interaction regime
the superfluid phase destroys any density order pattern. When
the interlayer spacing A becomes comparable with the lattice
constant a, the superfluid phase and DW start to compete.
For A < 0.83 there is no formation of density order pattern,
while the critical temperature of the BCS superfluid phase
decreases monotonously. Close to A =~ 0.83 a density order
pattern is formed, then the critical temperature of this phase
jumps quickly to a constant value. For values of A larger than
0.83 the critical temperature of the DW phase becomes almost
independent of the interlayer spacing. On the other hand, the
superfluid parameter A suddenly decreases at A =~ 0.83 and
then again starts to decrease monotonously. In contrast with

PHYSICAL REVIEW A 94, 043638 (2016)

the predictions obtained for the single layer system where the
critical temperatures may be calculated using the value of the
parameters at the center of the trap, this may not be completely
true for the system here studied due the possible formation of
disks and rings.

The maximum value of the critical temperature for the
supersolid phase predicted by our model, considering the
parameters of the current experimental systems, is kg7 /t ~
0.23. Although such temperature is one order of magnitude
smaller than those measured recently in experiments with
fermonic KRb [23] and NaK [22], current efforts in controlling
and lowering the temperature of molecules are promising to
reach such critical temperatures in the near future.

IV. CONCLUSIONS

We have studied the thermodynamic phases that exhibited
dipolar Fermi molecules placed at the sites of a bilayer array
of square optical lattices in two dimensions in the presence
of a harmonic confinement. Due to the nature of the dipolar
interaction, where attractive and repulsive interactions are
present, several phases are shown to form. While attractive
interaction between molecules in different layers leads to
predict superfluid phases, density order phases like checker-
board patterns result from the repulsive interaction. The
competition between these phases gives rise to the formation
of supersolid phases where both SF and DW phases coexist
and spatially overlap. An exhaustive exploration of the space
of parameters is summarized in the phase diagrams at zero and
finite temperatures (see Fig. 9). Our predictions allowed us to
identify clearly the influence of the harmonic potential in the
occurrence of the transitions with respect to thermodynamics
in the homogeneous case reported in previous literature. The
system here studied in combination with the capability of
trapping Fermi molecules in optical lattices as well as the
recently reported production of rovibrational and hyperfine
ground states of *Na“’K molecules constitutes a promising
candidate to study the competition between BEC and BCS
superfluid phases in coexistence with an ordered structure and
thus offering the opportunity to quantum simulate a supersolid
phase in ultracold experiments.
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