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Introduccion

Dado un grupo topoldgico G, el conjunto de homomorfismos continuos al grupo
multiplicativo de complejos unitarios, G*, con la topologia compacto abierta y la
multiplicacion puntual es un grupo topoldgico. Un grupo topoldgico G se dice reflexivo
si la aplicacién natural G <% G** es un isomorfismo topoldgico. En este trabajo se
estudia la categoria de grupos reflexivos y las propiedades de la asignacion G — G*.

Se expone una demostracién del Teorema de Pontryagin: todo grupo abeliano,
localmente compacto y Hausdorff (ALCH) es reflexivo. También se presentan resulta-
dos que extienden la categoria de grupos reflexivos mas allé de la categoria de grupos

ALCH. Ademas se prueba que la aplicacion G tg* es una involucién en la categoria
de grupos ALCH y se muestran algunas propiedades que estan en dualidad bajo esta
aplicaciéon. También a lo largo del trabajo se aborda la pregunta ;Es la estructura
algebraica de un grupo una obstruccién para que éste admita una topologia no trivial
con la cual sea reflexivo? La respuesta es sorprendente, la unica obstruccion es la
cardinalidad del grupo.

En el primer capitulo se construye la integral de von Neumann. Para un gru-
po compacto G, esa integral es un operador lineal, “invariante bajo traslaciones”,
normalizado, monétono y definido positivo, de T'op(G,C) en C.

En el segundo capitulo, utilizando la integral de von Neumann, se demuestra que
para todo grupo abeliano, compacto y Hausdorff (ACH) G, el conjunto de homo-
morfismos continuos de G' en S', G*, separa a los puntos de G. Es decir, para todo
g € G\ {e}, existe p € G* tal que p(g) # 1. Posteriormente este resultado se extiende
a los grupos ALCH.

En el tercer capitulo se da una demostracién del Teorema de Pontryagin: la cate-
goria de grupos ALCH estd contenida en la categoria de grupos reflexivos. Para ello
se muestra que todo grupo (ACH) y que todo grupo abeliano y discreto (AD) es re-
flexivo. A partir de este hecho, y de la .*actitud”de la asignaciéon G — G*, se obtiene
la afirmacion para todo grupo ALCH. También en éste capitulo se expone de qué ma-
neras algunas propiedades de un grupo ALCH, tanto algebraicas como topolégicas,
se reflejan mediante el funtor dual. Por ejemplo, se demostrara que ser discreto y ser
compacto son propiedades en dualidad.

En el capitulo cuarto se estudia la categoria de grupos reflexivos. Esta categoria
es cerrada bajo subgrupos abiertos, grupo dual, sumas directas (con una topologia
definida ad hoc) y productos topoldgicos. De hecho, estos dos tiltimos objetos estan en
dualidad y permitieron dar los primeros ejemplos de grupos reflexivos no localmente
compactos. La categoria de grupos reflexivos también contiene a los subgrupos adi-



tivos de los espacios de Banach. Y se demuestra que un espacio vectorial topoldgico
es reflexivo como grupo si, y solo si, es reflexivo como espacio vectorial. En grupos
métricos se prueba que el dual de un grupo y el dual de un subgrupo denso son
topolégicamente isomorfos, que el dual de un grupo métrico es un espacio compac-
tamente generado y que un grupo abeliano métrico completo y separable es reflexivo
si, y sélo si, wg es un isomorfismo (algebraico).

En el capitulo quinto se expone una aplicacion del Teorema de Pontryagin: toda
funcién continua y punteada entre un grupo ACH conexo y un grupo ALCH es ho-
motdpica a un tnico homomorfismo continuo. Con éste resultado se prueba que para
todo grupo ALCH G, m(G,e) es isomorfo a Hom(S*, G), el conjunto de homomor-
fismos continuos de S' en G, y que 7,(G, ¢) = 0, para toda n > 2.



Capitulo 1

La integral de von Neumann

A lo largo de este trabajo todo grupo sera considerado grupo topolégico. De no
haber una topologia distinguida en G, éste serd pensado con la topologia discreta.
Desde este punto de vista, dos grupos seran equivalentes si, y sélo si, existe un ho-
meomorfismo entre ellos que es ademas un homomorfismo de grupos. Una funcién de
este tipo la llamaremos isomorfismo topoldgico.

Dado un grupo topolégico GG, usaremos > para denotar al conjunto de vecindades

de e, y llamaremos ¥ al conjunto de vecindades abiertas de e.

A lo largo del texto un espacio sera localmente compacto si todo punto tiene una
base de vecindades compactas.

En este capitulo se construird la integral de von Neumann siguiendo el libro To-
pological Groups and Related Structures de Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tka-
chenko.!

Aunque en el resto del trabajo los grupos considerados son abelianos, en este
capitulo no lo seran necesariamente. Esto con el afan de probar un resultado mas
general y porque no aumenta realmente la dificultad de las demostraciones.

1.1. Ejemplos

Subgrupos cerrados y productos de grupos compactos son compactos. Todo grupo
finito es compacto. Los grupos

Un) = {A € M,(C) | AA* = Id} vy SU(n) ={A € U(n) | det(A) = 1}

asi como sus analogos reales son grupos topoldgicos compactos.

Los siguientes resultados, ademas de ser ttiles en el resto del trabajo, nos daran
una fuente de ejemplos de grupos compactos no necesariamente de “origen eucli-
deano”. Demostraremos que el grupo de isometrias de un espacio métrico compacto,
con la topologia compacto abierta, es un grupo compacto.

! Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko, Topological Groups and Related Structures, Fran-
cia, Atlantis Press, 2008.



4 CAPITULO 1. LA INTEGRAL DE VON NEUMANN

Dados dos espacios topologicos X vy Y esta la pregunta, qué topologia es “adecua-
da”, con nuestros fines, para Top(X,Y’), el espacio de funciones continuas de X a Y.
Para X y Y espacios topologicos se tiene la funcién evaluacion

Top(X,)Y)x X = Y
(f, ) — f(@)

Podria esperarse de una topologia para Top(X,Y) que ev fuera continua, en ese
sentido la topologia compacto abierta aparece naturalmente, la topologia compacto
abierta estd contenida en toda topologia con la cual la evaluacién es continua.

Proposicién 1.1. Si A es una topologia de Top(X,Y) con la que ev es continua,
entonces para todo K C X compacto y para todo QQ C'Y abierto,

QF = {X Ly | fes continua y f(K) C Q}
pertenece a A.

Demostracién. Como ev es continua, si f € Q¥ y # € K existen W(f,z) € Ay
V(f,z) C X abierto tales que

(f,x) e W(f,2)xV(f,z) vy ev(W(f,z)xV(fz))Cq
Entonces existen xq,xo,...,x, € K tales que
KcV(f,x))U---UV(f, )

Si
W =W(f,x:)N---ONW(f,x,)

se tiene que ev(W x K) C Q. Por lo tanto f € W C Q¥. Como W es una vecindad
de f en A, Q¥ pertenece a A. ]

Proposicién 1.2. Si X es localmente compacto y Top(X,Y) tiene la topologia com-
pacto abierta, Top(X,Y) x X Z5Y es continua.

Demostracién. Sean (f,z) € Top(X,Y) x X y Q C Y abierto tales que

ev(f,r) €@
Como f es continua, existe K C X, una vecindad compacta de x, tal que K C f~1Q.
Entonces Q¥ x K es una vecindad de (f, ) tal que ev(Q¥ x K) C Q. O]

Proposicién 1.3. Si Top(Y, Z) tiene la topologia compacto abierta, para toda funcion

continua X x Y L Z, la funcion adjunta

x 1 Top(Y, Z)
T (y&f(fc,y))

es continua.
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Demostracién. Siz € X y UX es una vecindad subbdsica de f(x), para toda k € K,
f(z,k) € U. Por lo tanto existe Wy, x Vj, C X x Y, una vecindad de (z, k), tal que
f (W x Vi) C U. Entonces existen ky,...,k, € K tales que K C Vj,, U--- UV}, . Si
definimos W = W, N--- N W, , se tiene que f(W) c UK. O

Proposicién 1.4. Si X y Y son localmente compactos, la funcion

Top(X xY,Z) % Top(X,Top(Y, Z))
f—f
(con la topologia compacto abierta) es un homeomorfismo.

Demostracién. Se afirma que la funcion

Top(X,Top(Y,Z)) -2+ Top(X xY,Z)

o (@) ™ eolhl@), )
es la inversa de 6. Nétese que ¢(h) es una funcién continua (ver la Proposicién 1.2).
Se tiene que

0(6(h) (@) () =

Por otro lado

o(0(N)(x,y) = ev(f(x).y)

Ahora demostremos que 6 es continua. Sea f € Top(X, Top(Y,Z)) y sea UK una
vecindad subbdsica de f. U es una unién de abiertos basicos de Top(Y, Z). Como K
es compacto, f (K) esta contenido en Q1 U+ - -U @, una unién finita de esos basicos.
Cada basico Q); es de la forma

VVilLﬂﬂ"'ﬂVVi Lin

Obsérvese que ) )
K Cf i Q)U--Uf(Qn)
Cada k € K tiene una vecindad compacta V; contenida en algin f~(Q;). Como K
es compacto, K C V; U---UV,. Entonces para toda j = 1,...,1, f € Qz‘(j)vj, para
alguna i = i(j). Por lo tanto f € Wy(;),"7 %), para toda j y para toda t.
Sea g € Top(X x Y, Z) tal que

g€ ﬂ Wiy 7 Ficor
j?t

entonces, para toda j y para toda t, §(V;) C Wiy, 0. Es decir, §(V;) C Qi)
Podemos concluir que
I(K) CQuU---UQpCU
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Con esto hemos demostrado que 6 es continua en f.
Ahora probaremos que 6 es abierta. Como 6 es inyectiva, para demostrar que es
abierta, es suficiente probar que la imagen de cada subbésico U’ es abierta.
Sea f € U7. Toda p € J tiene una vecindad compacta K x L tal que f(KxL) C U.
Como J es compacto,
JCKyxLiU---UK, x L,

para alguna n. Ademés f(K; x Ly U--- UK, x L,) C U, por lo tanto
f c UK1><L1 N---N UKnXLn C UJ

Entonces cada subbdsico de T'op(X x Y, Z) es unién de bésicos que tienen la forma
de arriba. Se tiene que
Q(UKXL) — (UL)K

Entonces 6 es continua, abierta y biyectiva. O]

Lema 1.5. Sea X localmente compacto. Si Y 2 Z es una identificacion,

xId
Vx X 255 Zx X
es una identificacion.

Demostracién. Sea Z x X 5 W una funcién tal que f o (p x Idx) es continua.
Queremos demostrar que f es continua.

La funcién adjunta de fo(pxIdx), que pertenece a Top(Y, Top(X, W)) (ver la Pro-
posicién 1.3), es igual a fop, donde f es la funcién adjunta de f en Top(Z, Top(X, W)).
Como p es una identificacién, f es continua. Por la Proposicién 1.4, f es continua.
Esto demuestra que p tiene la propiedad universal de la identificacion. O

Proposicién 1.6. Si X y Y son localmente compactos y X = W yY 5 Z son
identificaciones, X x Y 2% W x Z es una identificacion.

Demostracién. Basta observar que p x ¢ = (p X Idy) o (Idx X q). m

Proposicién 1.7. Si G es un grupo localmente compacto, para todo H subrupo nor-
mal de G, G/H es un grupo topoldgico localmente compacto. Si ademds H es cerrado,

G/H es Hausdorff.

., s ., . .,
Demostracién. Sea G — G/H la proyeccién canénica. Como la operacién en G es
compatible con la identificaciéon 7 x 7, la operacién de G/H es continua. As{ mismo,

como la funcién g =~ ¢~'H es compatible con 7, la funcién ¢H — ¢~ H es continua.
La aplicacién G = G/H es abierta, entonces manda vecindades compactas de e

en vecindades compactas de H en G/H. Por lo tanto G/H es localmente compacto.
Y como 7' ({H}) = H, si H es cerado, G/H es Hausdorff. O

Lema 1.8. Todo grupo compacto es localmente compacto.
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Demostracién. Como todo grupo es regular,? todo punto tiene una base de vecin-
dades cerradas. [

Proposicién 1.9. Sean X y Y espacios topoldgicos localmente compactos, y Z cual-
quier espacio. Si Top(X,Y) y Top(Y, Z) tienen la topologia compacto abierta,

Top(X,Y) x Top(Y,Z) —» Top(X,Z)
(f.9) —  gof
es continua.

Demostracién. Sea (f,g) € Top(X,Y) x Top(Y,Z) y sea UX un subbdsico de
Top(X, Z) alrededor de g o f. Entonces f(K) C g~'(U). Para toda y € f(K) existe

una vecindad compacta V, tal que V, C ¢~(U). Como {V,}, j(x) ©S una cubierta

abierta de f(K), existen yy, ...y, € f(K) tales que f(K) C V,, U---UV,,. Entonces

° ° K
(faQ)e(%lLJ'"U%n) XUVylm"'ﬂUVyn

y y K V, Vv K
\Ij((‘/yluu‘/yn> XUylﬂ...ﬂUyn)CU
]

Proposicién 1.10. Sean X de Hausdorff, Y un espacio métrico y f € Top(X,Y).
Una red { fr}ren converge en Top(X,Y'), con la topologia compacto abierta, a f si,
y solo si, para cada K C X compacto y para cada € > 0 existe \g € A tal que, para

toda A > \g y para toda k € K, d(fr(k), f(k)) <e.

Demostracién. Sea {f)\}ieca una red en Top(X,Y'). Supéngase que { fr}rea conver-
ge a f con la topologia compacto abierta. Sean K C X compacto y € > 0. Toda
k € K tiene una vecindad abierta Uy tal que f(Uy) C Bes(f(k)). Entonces existen
ki,...,k, € K tales que

KcKnUu---UKNU,

Por lo tanto S b7 alim
f €V = Bep(F(k) ™ 00 B (f (k)<

Existe A\g tal que para toda A > Ay, fy € V. Por lo tantosi A > \g y k € K NUj;,

d(fx(k), f(R)) < d(fa(k), f(k:) + d(f(k:), f(F))
< €/2+¢/2

Supdngase que {fr}rea es una red que converge uniformemete en compactos a
fe€Top(X,Y). Sea f € UK y sea

e = fnf{d(a,b) | a € f(K)ybe Y \U)}

2Mikhail Tkachenko et al., op. cit., p. 8.
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Se afirma que € > 0. Si € = 0, para cada n € N existen z, € Y\ U y k, € f(K) tales
que d(zp, k,) < 2,1% Sin pérdida de generalidad supdéngase que la sucesion (k,)nen
converge a k. Existe m € N tal que para toda [ > m, d(k,, k) < QH% Entonces si
M = max{m,n}, para toda [ > M,

d([L’l, koo) < d(CL’l, k?l) + d(k’l, koo)

1 1
< 2n+1 + 2n+1

Esto es una contradiccién, y por lo tanto, € > 0. Entonces existe \g € A tal que para
toda A > )\ y para toda k € K, d(f\(k), f(k)) < €. Por lo tanto f, € UX, O

Proposicién 1.11. Si X es compacto y Hausdorff, Homeo(X), el conjunto de ho-
meomorfismos de X en si mismo, con la topologia compacto abierta, es un grupo
topologico.

Demostracién. Todo espacio compacto y Hausdorff es localmente compacto.® En la
Proposicién 1.9 se demostrd que la composicién es una funcién continua. Sélo falta
probar que el mapeo

— Homeo(X)
fo— f
es continuo.

Supéngase [ € UK. Sea g € (X\K)*"W y k € K. Si g"'(k) ¢ U, entonces
g(g7(k)) ¢ K. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto g~ € U¥. O

Demostraremos que el grupo de isometrias invertibles de un espacio métrico com-
pacto X, Iso(X), es un grupo compacto.

Proposiciéon 1.12. El grupo de homeomorfismos de un espacio métrico compacto,
con la topologia compacto abierta, es 2 numerable.

Demostracion. Todo espacio métrico compacto es separable y 1 numerable. Por lo
tanto todo espacio métrico compacto es 2 numerable. Entonces todo espacio métrico
compacto X tiene una base numerable B formada de abiertos con cerradura compacta.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B es cerrada bajo uniones finitas.

Se afirma que {B“ | A, B € B} es una base (numerable) para la topologia com-
pacto abierta en Homeo(X). Sea f € UK con U abierto y K compacto. Para toda
k € K existe Ay, € B tal que f(A;) C U. Y para cada v € f(A;) existe B € B
tal que z € B C U. Como f(A;) es compacto podemos asegurar que existe By, € B
tal que f(Ag) C B, C U. También sabemos que existen ky,...,k, € K tales que
K cCcA U---UA,. Por lo tanto

Fe(BU---UBy)AUYA) _ (B y...y B, "UA) K

3Carlos Prieto, Topologia bdsica, México, Fondo de Cultura Econémica, 2003, p. 196.
4Basta tomar la familia de uniones finitas de elementos de B.
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Lema 1.13. Si X es un espacio métrico compacto, toda sucesion (g, )nen en Iso(X)
tiene una subsucesion (¢n;)jen tal que, para toda v € X, (o, (7))jen converge.

Demostracién. Como X es separable, existe A = {a;}ien tal que A = X. Sin
pérdida de generalidad supéngase que

(¢n(a1))nen = (P1,n(a1))nen

es convergente. Supéngase que se han definido

((pl,n)nGNa ceey ((pm,n)neN

subsucesiones de (¢, )nen, tales que (©;,(a;))nen converge y (9it1.,)nen €s una sub-
sucesion de (i, )nen. Definamos (@um+1.n)neny como una subsucesion de (@, »)nen tal
que (@m+1.n(@m+1))nen converge. Asi, recursivamente, para toda ¢ € N podemos de-
finir una sucesion (p;,)nen tal que (;,(a;))neny converge y tal (@it1n)neny €s una
subsucesion de (@; ., )nen-

Para toda a; € A, la sucesion (¢,n(a;))nen converge. Pues (iin itn(@i))nen €s
una subsucesién de (¢;,(a;))nen, que es convergente.

Se afirma que para toda © € X, (¢n,(2))nen converge. Sea € > 0. Existe a; € A
tal que d(x,a;) < €/4. Por otro lado existe N € N tal que para todas n,m > N,
d(enn(ai), emm(a;)) < €/2. Por lo tanto,

A(nn(T), Pmm(T))
d(Pmm(ai); Pmm())
d(gpn,n(ai)u @m,m(ai))

A(Pnn(T), Prn(ai) + d(Onn(ai), Pmm(ai))
2d(a;, )

A IEIA

+
+
Entonces, para toda z € X, la sucesion (¢, ,(2))nen es de Cauchy. O

Lema 1.14. Sea X wun espacio métrico compacto. Si (pn)nen €S una sucesion en
Iso(X) que converge puntualmente a una funcion p, entonces ¢ € Iso(X).

Demostracion. Six,y € X,

d(p(z), p(y)) = d(Hm pu(2), m oa(y))

RICHORN)
= d(z,y)

Ahora demostraremos que ¢ es suprayectiva. Sea x € X. Paracadan € N, x = ¢, (z,)
para alguna z, € X. Existe una subsucesion (z;,)nen de (z,)nen que converge a
Too. Sea € > 0. Existe M € N tal que para todas i,,4; > M, d(z;,x;) < §5. Sea
iy > M. Como ¢, (x; )nen converge a o(x;,), existe N > i; tal que para cada iy > N,
d(i, (z3,), o(x;,)) < 5. Entonces si i, > N,

=8

(P(Too), p(24)) + dp(2), i, (23,)) + d(s, (1), i, (23,))

d(p(re), ) <
< 3 + 3 + 3

Por lo tanto ¢(z) = . O
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Lema 1.15. Si X es un espacio métrico compacto y (on)nen €S una sucesion en
Iso(X) que converge puntualmente a @, entonces converge uniformemente a .

Demostracién. Sea ¢ > 0. Para cada ¢ € X existe N, € N tal que para toda
n > N, d(en(x),p(z)) < €/3. Sid(y,x) < €/3, para toda n > N,

d(en(y), p(y) < dp(y), () + d(p(x), pu()) + d(Pn(T), Pn(y))
< €

Existen 1, ..., 2, € X tales que X = Bjs(1)U- - -UB/3(2m). S1 N es el maximo
de Ny,..., Ny, para todan > N y para toda z € X, d(p,(z), p(z)) <. ]

Teorema 1.16. Si X es un espacio métrico compacto, el grupo Iso(X) con la topo-
logia compacto abierta es compacto.

Demostracién. Sea (p,)nen una sucesion en Iso(X). Por los lemas anteriores sa-
bemos que tiene una subsucesiéon que converge uniformemente a una isometria .
Entonces, por la Proposicién 1.10, Iso(X) es secuencialmente compacto y 2 numera-
ble (ver la Proposicién 1.12). Por lo tanto Iso(X) es compacto.’ O

1.2. La integral de von Neumann

Definicién 1.17. Sea G un grupo topolégico. Diremos que una funcion G I Roes
uniformemente continua por la izquierda (derecha), si para cada € > 0, existe U € ¥
tal que six™' -y € U(z-y~' € U), entonces |f(x) — f(y)] <e.

Observaciéon 1.18. f es uniformemente continua por la derecha si, y sélo si, es
uniformemente continua por la izquierda.

Demostracion. Si f es uniformemente continua por la izquierda y € > 0, existe V'
en X tal que, siz~!-y € V, entonces | f(z) — f(y)| < e. Sea W € ¥ tal que W = W1
y WcV.Siz-yteWcCV,

y-or = (x-y_l)f1 ewltcv

y por lo tanto | f(y) — f(x)| < e. Entonces f es uniformemente continua por la derecha.
[

En adelante bastara decir uniformemente continua.
Proposicién 1.19. Toda funcion G = R uniformemente continua es continua.

Demostracién. Para cada ¢ > 0 existe V € ¥ tal que si u-w™' € V, entonces
|f(u) — f(w)] <ePorlotantosiy eV -z, y-xz ' eVy|flx)— fly) <e O

Proposiciéon 1.20. Si G es compacto, toda funcion continua G IR es uniforme-
mente continua.

5Carlos Prieto, op. cit., p. 192.
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Demostracién. Dado = € G, definamos la funcién continua y — f(z - y) — f(z).
Para cada € > 0 existe U, € X tal que, para toda u € U,,

|f (@) = flz)] <e/2
Sea V, € i simétrica tal que V, -V, C U,. Existen z1,...,x, € G tales que
G=x1-V, U---Uuxy,-V,,
SiV=V,Nn---NV, , para toda v € V y para toda z € G,
|f@-v) = fl2)] = [f((zi-vi) - v) = flai-vi)]
para algin z; € G'y algin v; € V,,. Como
virveV, - VCV, -V, CU,

se tiene que

[f(x-v) = f(x)] = |f((2-vi)-v) = flwiv)
< |f(@ - (vi-v)) = flag)] + | f(@:) = [ - v)|
< €/24¢€/2 =¢

Por lo tanto, si 27! -y € V,

O
Definicién 1.21. Dada G L R continua, y a € G, definamos la funcion continua
fa
G — R
x +——  f(za)

Andlogamente, f(z) = f(a- ).

Definicién 1.22. Una familia de funciones { G ELN R} ca se llama uniformemente
continua si para todo € > 0 existe V € X tal que six -yt €V,

’fa(x) - fa(y)| <€
para toda f., en la familia.

Proposicién 1.23. Sea {f.}uca una red de funciones de G en R que converge pun-
tualmente a f. Si {fo}aca es una familia uniformemente continua, f es uniforme-
mente continua.
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Demostracién. Sean ¢ > 0y € G. Como {f,}sca es una familia uniformemente
continua, existe V € ¥ tal que, para toda f,, siu-v"t €V,

[fulw) = fulw)] <
Entonces si u-v=' € V,
Fw) = @) = | lim fu(u) = lim fo(v)
= lim [f(w) = fulv)| < 5
[l

Definicién 1.24. Dada G 5 R continua y A= {a,...,a,} C G, definimos las
funciones continuas fa = %(fa1 +- o+ fo) yaf= %(alf +- 40, f)

Lema 1.25. St G es un grupo compacto y G Iy R es una funcion continua, las
familias Ty = {af | A C G finito} y Dy = {fa | A C G finito} son uniformemente
continuas.

Demostraciéon. Sean A C G finito y € > 0. Como toda funcién continua de G en R es
uniformemente continua, existe V' € ¥ tal que si z-y~' € V entonces |f(z)— f(y)] < e.
Si suponemos - y~' € V, para toda a € G tendriamos, (z-a) - (y-a)"" € V, por lo
tanto |f(x-a) — f(y-a)| < e. Entonces

| fa(z) = fa(y)] L(f(z-a)+ -+ fl@-an) = +(fly-a) +--+ fy-an))|
= % <(f(x-a1)—f(y-a1))+---—|—(f(a7-an)—f(y-an))>‘
< L(fw-a) = fly-a)|+ -+ [ fle-an) = fy-an)l)
< Le+ 4o

nuveces

O

Observaciéon 1.26. Si GG es compacto y G I Res continua, para todo A C G finito,

min{f} < min{fa} < max{fsa} < mix{f}

min{f} <min{sf} < max{sf} < max{f}
Ademas,

max{[fal} <max{[f[} y max{[af]} <max{[f[}

Demostracién. Para a € G, min{f} =min{f,}. Por lo tanto si A ={a1,...,a,} vy
xr € G,
n-min{f} = min{fe,}+---+min{fo,}
< Ja(@) 4+ o, (2)

Entonces min{ f} < min{f4}, andlogamente max{ fa} < max{f}. O
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Definicién 1.27. Llamaremos C(G) al conjunto {G 4R | fes continua}.

Observacién 1.28. Dado un grupo topoldgico compacto G, si para f,h € C(G)
definimos

A(f. ) = miix | f(x) ~ h(@)
d es una métrica en C(G). A C(G) le daremos la topologia inducida por d.

Proposicién 1.29. Si G es compacto y f € C(G), la funcion

G — C(G)
g — Jq

asi como su version por la izquierda, son continuas.

Demostraciéon. Sean x € Gy € > 0. En la Proposiciéon 1.20 se demostré que f es
uniformemente continua, entonces existe V € ¥ tal quesi h=t-g € V,

[f(g) = f(h)| < e

Siaz~'-g eV, paratoday e G, (yz) ' (yg) € V. Por lo tanto

|f(yx) — flyg)|l = |fo(y) — fo(y)| <€

Como G es compacto

d(fa, fg) = méx{[fa(y) — fo(y)| |y € G} <e
Por lo tanto si g € x -V, d(fa, f,) < €. ]

Proposicién 1.30. Sea G compacto. Dado A C G finito son ciertos los siguientes
resultados:

a) La funcion f BN fa de C(G) en C(G), asi como su andloga por la izquierda, es
lineal.

b) Para todas fag € C(G)7 d(fAvQA) < d(f7 g) Y d<Af7Ag) < d(f7 g)

Demostracién. a) Es claro. b) Si f,g € C(G), por a) y por la Observacién 1.26,

d(fa.ga)

maxeq |(f — g)a(w)
méx.eq | f(x) — g(2)
d(f,9)

MéxXzeq | fa(x) — QA(’x)’
|

Al

]

Lema 1.31. Sean G compacto, A, B C G finitos y f € C(G), entonces se cumplen:
a) (fp)s = fap

b) A(Bf) = paf

¢) (8f)a = B(fa)
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Demostracién. Sean B = {by,...,b,} v A = {ay,...,a,}. Para demostrar a)
obsérvese que para todos a,b € G, (f,)y = fpa- Por esto, y debido a la Proposicién
1.30, se tiene que

(fB)a = (2(fn +fbn))
= %( fl (fbn> )
— (L fbl ot o) oo+ (o) + 0+ (o)) )
= ﬁ( (farby -+ fambn) + 4 (farpn + -+ fambn))

Para b) se da una prueba andloga que para a), pero usando que para todos a,b € G,

a(bf) = valf

En c) usaremos que, para todos a,b € G, (f,) = (»f),. Por ello, y la Proposicién
1.30, se tiene que

(8Ha = GGS+-+6.0),
= %((blf)A_’_"'—’_(bnf)A)
= L(E(Da A+ + Do)+ 2 + o + (0, )
= % %(b1(fa1)+"'+b1(fam)>+"'+%(bn<fa1)+"‘+bn(fam))>
= I bl(i(fa1+m+fam))+~-+bn($(fa1+~~+fam)))
= L0 (fa)+ -+, (fa)
= p5(fa)

]

Lema 1.32. Si G es compacto, dada f € C(G), los conjuntos I; y Dy (del Lema
1.25) son uniformemente continuos.

Denﬁstracién. Se hara la prueba para D_f, el caso para Z_f es analogo. Sea e > 0y
g € Dy. Existe h € Dy tal que d(h, g) < €/3. Por otro lado, como Dy es uniformemente
continua (ver el Lema 1.25), existe V € X tal quesiz -y~ ' € V|

p(z) —p(y)| <€/3
para toda p € Dy. Entonces si z - y~! € V| se tiene que
) = h(z)| + [h(x) = h(y)| + |h(y) — 9(y)]

(z
g,h)+ 5 +d(g,h)
_I._

g
d(
<+

l9(z) — g(y)]

ANRVANIVAN

wlm
wlm

Lema 1.33. Si G es compacto y f € C(G), para toda p € Dy Uy,

min f(w) < minp(z) < mixp(x) < mdx f(z)

Entonces méx,cq |p(x)| < méx,eq | f(x)].
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Demostracién. Sea p € D; y supéngase p(r) = min,cq p(y) < mingeq f(y). Existe
e > 0tal que p(z)+e < f(x).Sih € Dyestal que d(h,p) < €, entonces h(z)—p(z) < €,
y por lo tanto, h(z) < f(z). Esto es una contradiccién a la Observacién 1.26. La
demostracion para elementos de I_f es idéntica. O

Definiciéon 1.34. Un espacio métrico X se dice totalmente acotado si para toda € > 0
existe {x1,...,x,} C X tal que X C Be(xy)U---U B(xy,). Al conjunto {z1,...,z,}
lo llamamos una € — red.

Lema 1.35. Si G es compacto y f € C(G), Dy y Iy son totalmente acotados.

Demostracion. Por el Lema 1.32 D_f es una familia uniformemente continua, en-
tonces para € > 0 existe V € Y tal que si z -y~ € V, |g(z) — g(y)| < €/4, para toda
g € Dy.

Como G es compacto existe A C G finito tal que V- A = G. Sea S C R una
¢/4 — red finita del intervalo [min(f), max(f)]. Llamemos Fun(A,S) al conjunto de
funciones de A en S. Para cada ¢ € Fun(A,S) elijamos g, € D_f tal que para toda
a€ A, lgy,(a) —p(a)] < €/4. Sino existe tal funcién elijamos g, = ctes para alguna
seS.

Se afirma que {g, | ¢ € Fun(A,S)} es una e — red para D;. Sea h € D;. Para
cada a € A existe s, € S tal que |h(a) — sa| < €/4. Sea 1y, € Fun(A,S) tal que

Yn(a) = s,. Por construccién gy, € Dy, entonces para toda a € A,

(@) = gy, (@)l < |h(a) = vu(a)| + |bn(a) = gy, (a)]
< €/d+¢e/d

Siz € G existe a € A tal que ¥ € V - qa, por lo tanto z - a~! € V. Entonces
|Gy, () — gy, (a)] < €/4. Ademds h € Dy, por lo tanto se tiene la desigualdad

() = gy, (2)] < [h(2) = hla)| + |h(a) = gy, (a)] + 9w, (@) = gy, (2)]
< €/d+¢€/2+¢€/4

Por lo tanto para toda x € G, |h(x) — gy, ()| < €. Entonces
d(h, gg,) = max{|h(z) — gy, (z)||z € G} <€
[l

Proposicién 1.36. Un espacio métrico es compacto si y solo si es totalmente acotado
y completo.

Demostracién. Si X es métrico y compacto es completo. Ademés todo compacto
es totalmente acotado.

En el otro sentido hay que decir més. Sea (z;);ey una sucesiéon (infinita) en X.
Tomemos una cubierta finita de bolas de radio % En alguna de esas bolas debe estar
contenido A, un subconjunto infinito de la sucesién. Sea x;, algin elemento de A;.

1

Ahora témese una cubierta finita de radio 7, en alguna bola debe estar contenido

un subconjunto infinito, As, de Al \ {z;,}. Elijamos, como z;,, un elemento de A,
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tal que i, > 7;. Supéngamos que ya hemos elegido de esta manera a {z;,,...,z; }.
1

Considérese una cubierta finita de radio i) O alguna de las bolas debe haber una
infinidad de elementos de A, \ {x;,,...,%;,}. En esa bola escojamos a z;,,, tal que
Ini1 > 1. Hemos construido {xi], }jen, una subsucesion de Cauchy de la sucesién dada.
Como el espacio es completo la subsucesién converge. Entonces X es secuencialmente
compacto.

Como X es 1 numerable y totalmente acotado, es separable. Por lo tanto X es 2
numerable (Lindel6f). Para demostrar que es compacto basta verificar que toda cu-
bierta abierta numerable tiene una subcubierta finita. Se procederd por contradiccién.

Sea {U;};en una cubierta abierta de X tal que para toda n,
XAU,U---UU,

Sea a,, un elemento de

X\ (UyU---UT,)

La sucesion (a,)nen tiene una subsucesion, (a,, ):en, que converge a algin punto x en
Us, para alguna 7 € N. Por lo tanto existe k € N tal que para toda j > k, a,, € U;.
Entonces para alguna n; > 14, a,, € U;. Esto es una contradiccién, ya que

an, € X\ (U1 U---UT,)

Teorema 1.37. Si G es compacto, para toda f € C(G), I_f Y le son compactos.

Demostracién. Si G es compacto, el espacio métrico C(G) es completo.® Entonces
Zy y Dy son completos y totalmente acotados (ver Lema 1.35). Por la Proposicién
1.36, Z; y Dy son compactos. 0

Proposicién 1.38. Si G es compacto y f € C(G) no es constante, existen A, B C G
finitos tales que max fp < max f y méx, f < max f.

Demostracién. Sea = € G tal que f(r) < méax f. Entonces existen r € R y U, una
vecindad abierta de z, tales que f(u) < r < méx f, para toda u € U. Como G es
compacto, existe A = {ay,...,a;} C G tal que G = U - A. Por lo tanto todo y € G
es de la forma u - a; con u en U y a; en A. Asi para cada y € GG existe a; en A tal que

fly-ai)=flu) <r

Entonces, para toda y € G,

fasr(y) = (far () + -+ fo 1 (y)
= (fy-a )+ + fly-a))
< 1(k-méx f)

Como G es compacto, max f4-1 < max f. La demostracién para la version izquierda
de la proposicién es idéntica. O

6 James Dugundji, Topology, Boston, Allyn and Bacon, 1966, p. 296.
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Proposicién 1.39. 5i G es compacto,

ce) % R

f — maxf
es continua.

Demostracién. Sean ¢ > 0y f € C(G). Se afirma que si h € C(G) es tal que
d(f,h) < €, entonces | méx f — maxh| < e. Supéngase lo contrario, y sin pérdida
de generalidad, supéngase max f > maxh. Como G es compacto max f = f(a) y
méx h = h(b), para algunos a,b € G. Entonces

fla)>g(b) +e>gla) +e
Por lo tanto |f(a) — g(a)| > €. Lo cual es una contradiccién. O

En el Teorema 1.37 se demostrd que D_f y le son compactos. Como C(G) MR
es continua, existen py € Dy y qr € Iy tales que

min M(h) = M(py)

min M (k) = M(qy)
k‘EIf
Proposicién 1.40. Si G es compacto y f € C(G),
a) ps y qf son constantes.

b) s = -
¢) Iy y Dy solo contienen una funcion constante.

Demostracién. a) Para todo A C G finito, si {g)}rea €s una red en Dy que converge
apr, {gxr4}ren es una red que converge a (ps)a (ver la Proposicién 1.30). Por lo tanto
(pr)a € D_f Si pr no fuera constante, por la Proposicién 1.38, existiria g € D_f tal
que M(g) < M(py). Andlogamente se demuestra que gy es constante.

b) Sea € > 0, como p; € Dy y qf € Iy, existen A, B C G finitos tales que

dlps, fa) < 5 ¥ dlar,8f) < 5

Por a) py y gy son constantes, entonces para todo C' C G finito,
(Pr)e=ps v clay) = ay

Por la Proposicion 1.30 y el Lema 1.31,

d((8f)a,pp) = d(8(fa),pr) = d(8(fa), B(ps)) < d(fa,ps) <

DO ™

d((8f)a,ar) = d((Bf)a, (ar)a) < d(Bf qr)) <

DN
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Por lo tanto para toda ¢ > 0,

d(ps,qr) < d((Bf)asqr) +d((Bf)asps)
< 4

I
[ 2]

¢) Sea g € D; constante. Existen A, B C G finitos tales que

d(fa,g) < Sy d(sf,qr) <

€
2 2

Por lo tanto
d(Qfag) S d(Qf)B(fA))—{_d(ng (fA))
S d(Qf)Bf)+d(gafA)
< 5+35
Entonces gy = py = ¢g. Andlogamente se demuestra que la tnica funcién constante
que contiene I_f es qy. ]

Lema 1.41. Si G es compacto, f,g € C(G) y a € R, se cumplen:
a) poy = pp.
b) Para todo h € Dy, p, = py.

C) Pfig = Df +pg-
d) min{f} <py < mdz{f}.

Demostracién. a) Si a =0, « - f es constante. Como C(G) es Hausdorft,

Doy ={a- f} ={a- [}

Entonces
Paf=0-f=0=a-ps
Si a # 0, la funcién
C(G) — C(G)
g — «-g

es un homeomorfismo. Para todo A C G finito, a - fa = (a - f)a. Por ello

D,.f {(av- f)a | A C G finito}
= {a- fa| A C G finito}

= Oé"Df

Por lo tanto
Da.f:Oé'Df:Oé'D_f

Como a # 0y D; contiene una tnica funcién constante py, la inica funcién constante
contenida en a - Dy es « - py. Por lo tanto pa.; = - py.

b) Sea h € D;. En la prueba del inciso a) de la Proposicién 1.40 se mostré que,
para todo A C G finito, hy € D_f Entonces Dj, C D_f La funcién pj, es constante y
pertenece a D_f, por lo tanto es igual a py (ver la Proposicién 1.40).
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c) Sean f,g € C(G). Para cada € > 0 existe A C G finito tal que d(py, g4) < 5.
Por b), py, = py. Entonces existe B C G finito tal que d((fa)s,ps) < §. Se tiene que

d((94)B,pe) < d(ga,p,) < g

SiC=B-A,

d(fo,pp) < 5y d(ge,pg) <

€
2

N

Por lo tanto
d(fc + g9c,pr + pg)

d(fe,pr) + d(gc, pg)
€

d((f +9)c,ps + pg)

AVAN|

Entonces py + py € Dyyy. Como py + p, es constante, pr + pg = Dytg-
d) Es una consecuencia directa del Lema 1.33. [

Lema 1.42. Sea G compacto y f € C(G). Sea O la funcion constante 0. Si f > O y
f # O, existe h € Dy tal que h > O.

Demostracién. Si f(g) > 0 existe U, vecindad de g, tal que f(U) > 0. Como G es
compacto existe A C G finito tal que U - A = G. Entonces para todoz € G, x = u-a,
para algiin a € A y algin v € U. Entonces f(z-a™') = f(u) > 0, y por lo tanto,

fa-1(x) > 0. O

Definicién 1.43. Si G es compacto y f € C(G), llamamos a ps(g) = py la integral
(de von Neumann) de f y la denotamos [, f ¢ [ f(g)dg.

Teorema 1.44. Sea G compacto, f,h € C(G) y a € R. Si llamamos ¢ a la aplicacion
g+ g7, se cumplen:

1) Jga-f=alqf.

2) fo+h: fo+th'

8) Si f(g) = 0 para toda g € G, entonces [, f > 0.

4) Si f(g) =0 para toda g € G, y existe x € G tal que f(x) >0, entonces [, f > 0.
5) o1 =1.

6) Para toda a € G, [, f = |, fa-

7) Para toda a € G, [, f= [, af-

8) Jo.f = /g for

e AT

Demostracién. 1) y 2) son consecuencia del Lema 1.41.

3) Si f > O, para todo A C G finito, f4 > O. Por lo tanto h > O para toda h € ITf
Entonces py = [, f > 0.

4) Si f(g) > 0 para toda g € Gy f(z) > 0 para alguna = € G, por el Lema 1.42,
existe h € Dy tal que h > O. Por el Lema 1.41,

O<m1’n{h}§ph:pf:/f
G
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5) Si f es constante, Dy = {f} = {f}. Por lo tanto p; = Jo f = f(a).
6) y 7) se obtienen de la identidad ¢,; = qf = py = py,.

8) Sia,x € G,
(f © L)a<x> = f(ail ’ xil) = a—lf(xil)

Por lo tanto, para todo A C G finito, (f o t)a(z) = 41 f(z™'). Entonces

M((fou)a) = M(arf)

Pfo. €s el minimo del conjunto
{(M((for)a) | AC G finito} = {M (4 f) | AC G finito}

Es decir, py = g5 = Do
9) De 2) y 3) se deduce que si f(z) < h(z) para toda z € G, [, f < [, h- O

Teorema 1.45. Si C(G) % R es un operador que cumple 1), 2), 3), 5) y 6) del
teorema anterior, entonces ¢ = fG.

Demostracién. Por 2) y 3), si f(z) > g(z) para toda z € G, ¢(f) > ¢(g). Por esto
y por 1) se deduce que ¢(|f]) > |o(f)|. Por 1) y 5), ¢(cte,) = r. Es facil notar, por
1), 2) y 6), que ¢(fa) = &(f), para todo A C G finito. Para cada € > 0 existe A C G
tal que d(fa,ps) < €. Entonces

|9(f) — pyl

[9(fa) — o(pyp)l
|o(fa — py)]
o(|fa — pysl)
o(ctee)

€

IR VARVANNI

O
Proposicién 1.46. Si G es compacto, la funcion
C(G) — R
foo— Juf
es continua.
Demostracién. Si d(f,h) < ¢, por el Teorema 1.44,
/f—/h‘z /f—h‘S/If—h|<6
e} G a a
O

Definicién 1.47. Llamaremos C*(G) al conjunto de funciones continuas de G en C.
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Si G es compacto se puede construir una integral compleja a partir de la integral
de von Neumann real del siguiente modo. Si f € C*(G), f = Re(f) +i- Im(f).

Definamos [ f = [, Re(f) +1i [, Im(f).

Teorema 1.48. Si G es un grupo compacto, para todas f,g € C*(G) y a € C se
cumplen:

) [a-f=aff.

2) [f+h=[f+[h.

8)Si feC(Q)y flg)>0paratodageG, [feRy [f>0.
4) [1=1.

5) Para toda a € G, [ f = [ fa.

6) Para todaa € G, [ f= [.f.

7)ﬁ:ffou

9 =7

9) Re ([ 1) = [ Re(f).

10) [[ f] < [1£].

Demostracién. 1)

Jla+ib)f = [(a+ib)(Re(f)+ilm(f))
JaRe(f) —bIm(f) +i(bRe(f)+ alm(f))
(f) = JgoIm(f) +i( [, DRe(f) + [, alm(f))

afgﬁe(f) - bfGIm(f) +i(bfGR€(f) +afG]m(f))

I | | I V|
F
)
ny)
o

2), 3) y 4) son inmediatos.
5) Por el Teorema 1.44, para toda a € G,

[ fa Jo Re(fa) + i [, Im(fa)
JoRe(fa+1i [ Im(f)a
Jo Re(f) +i o Im(f)

If

6) Es andlogo a 5).
7)

[ fou JoRe(fou)+i [, Im(for)
JoRe(f)ov+i [, Im(f) o

fGRe(f) +ifG[m(f)
Jf

8) y 9) son inmediatos.
10) Si [ f =0, por 3), se tendria la afirmacién. Si [ f # 0, entonces [ f = re®. Por
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el Teorema 1.44,

1] 1

feus
Re(fe™f)
|Re([ e f)]
| [ Re(e™ )]
| fG Re(eilef)’
Jo | Re(e=f)]
fG ‘e_wf‘

Jo I£

J1f]

IR VARVANNI

]

Teorema 1.49. Si C*(G) 4C cumple las condiciones 1) a 5) del teorema anterior,
/=9

Demostracién. Si f € C(G),

f=max{f,cteo} — |min{f, ctey}|

Por lo tanto f se puede expresar como la diferencia de dos funciones reales, continuas
y no negativas. Entonces ¢(f) es la diferencia de dos nimeros reales no negativos.
Por tanto ¢ asigna valores reales a las funciones de C(G). Entonces la restriccién de
¢ a C(G) es un operador que cumple las hipdtesis del Teorema 1.45, es decir, es la
integral de von Neumann. Por lo tanto, para toda f € C*(G),

o(f) = o(Re(f) +ilm(f))
= o(Re(f)) +ip(Im(f))
- {GfRe(f>+ifG]m(f)

O

Una integral invariante nos permite introducir un producto escalar invariante en

C*(G).

Definicién 1.50. Si G es compacto y f,h € C*(G), definimos

< f,h >::/fﬁ

Proposicién 1.51. El producto establecido arriba es un producto hermitiano y, para

toda g € Gy f,h € C*(G),
< fg hg >=< fLh>=<,f, ;h >

Demostracién. Se sigue de las propiedades de la integral compleja. O



Capitulo 2

El grupo dual separa puntos.

En el tercer capitulo se demostrara que la aplicacion

G —% Hom(Hom(G,S'),S')
g — (¢ ()

es un isomorfismo topoldgico, para todo grupo G abeliano, localmente compacto y
Hausdorff (ALCH). Para probar que wg es inyectiva hay que mostrar que para todo
g # e existe G 5 S, un homomorfismo continuo, tal que ¢(g) # 1.

Siguiendo el libro Topological Groups and Related Structures de Alexander Arha-
gel’skii y Mikhail Tkachenko,! en la primera seccién se dard una prueba para grupos
abelainos compactos y Hausdorff (ACH) de esta afirmacién. En la segunda seccién se
extendera el resultado a grupos ALCH.

Para demostrar que el grupo dual G*, de un grupo ACH G, separa los puntos de
éste, se probard, usando la integral de von Neumann, que para toda g # e existe una
funcién continua no constante f tal que f(g) # 0y tal que tiene arbitrariamente cerca
a una combinacién convexa de homomorfismos continuos a S' multiplicados por una
constante. De este hecho se desprende que debe existir algiin homomorfismo continuo
a S! que no se anule en g.

Para demostrar que el grupo dual de un grupo ALCH separa sus puntos, se pro-
bard que este hecho es cierto para grupos abelianos discretos (AD) y para grupos
ALCH que son generados por un subconjunto compacto. Luego se mostrara que todo
grupo ALCH tiene un subgrupo abierto y generado por un compacto.

2.1. Ejemplos

El producto finito de grupos ALCH es ALCH. Los subgrupos cerrados y los sub-
grupos abiertos de un grupo ALCH son ALCH. Todo grupo ACH, todo grupo AD,
R" R\ {0} y C\ {0} son ejemplos de grupos ALCH.

A continuacién se construird una familia de grupos ALCH, los niimeros p-adicos.
Sea un nimero primo p fijo.

! Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko, op. cit.

23
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Definicién 2.1. Dado x in Q, definimos o(z) = a, donde v = p*§ y p jfab.

Definicién 2.2. Sixz € Q\ {0}, definimos |z|, = ﬁ. Si x =0, definimos |z|, =0
La funcién | - |, serd llamada la norma p.

Proposicién 2.3. Siz,y € Q, |z £y, < mdzf{|z|,, [yl,} v lzyl, = |2]p|ylp.

Demostracién. La primera desigualdad es clara si alguno de los dos racionales es 0
o si x &y = 0. Supéngase que no es el caso y que 0 < |y|, < |z],. Sean x = p*¢ y
y = pﬁg, donde p no divide a ninguno de los enteros a, b, ¢, d. Obsérvese que a < 3.
Entonces como p fbd,

olxty) = o(p*(&+£p”*9))

y B—
— 0 <p <ad:|:p acb))
«

>

Por lo tanto |z &+ y|, < |z|,. Como p no divide a ab ni a cd,
a+p CL_b
r (3)

Definicién 2.4. Definamos Q,, el conjunto de nimeros p-ddicos, como la comple-
tacion de Q con la métrica inducida por la norma p.? Llamemos también |- |, a la
norma definida en Q,.

1
= poth = |zlp - [ylp

\:Uy|p =
p

]

Proposicién 2.5. Siz,y € Q,, |v £y, <méx{|z|y, [ylp} v |zyl=]z[p]ylp-

Demostracién. Existen sucesiones de racionales, (a;)ien v (b;)ien, que convergen,
con la norma p, a x y y respectivamente. Supéngase |x|, > |y|,. Por la Proposicién
2.3,
oyl = lim |+ b,
1—00
< lim max{]ailp, |bif,}
l—/>00
- ilggomi’p
= max{[z|p, |ylp}

Si |z], = |ylp, como (méx{|as|,, [bi],}) es una subsucesion de (|a;|)ien 0 de

([64]p)ien,

ieN
[z £y, < lim max{|aily, [bil,} = |z], = [y,
1— 00
Y se tiene que

lzyl, = }g?o |agbil, = }ggo |ailp|bilp = 1],y

2James Dugundji, op. cit., p. 304.
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Proposicién 2.6. Las operaciones de Q, son continuas.

Demostracion. De la Proposicion 2.5 es inmediato concluir que la suma y la mul-
tiplicacién son continuas. Como |1], = 1, para toda = € Q, \ {0},

1

271, =
P ‘37’10

Utilizando este hecho, es sencillo demostrar que la aplicacién  +— 27! es continua. [

Definicién 2.7. Al conjunto {x € Q, | |z|, < 1} lo denotaremos Z, y a sus elementos
los llamaremos enteros p-ddicos.

Proposicién 2.8. Para toda x € Z, y para toda i € N existe z € {0,1,...,p" — 1}
tal que |z — z|, < #.

a

Demostracién. Sean ©: € Ny x = ¢. Como z tiene norma menor o igual a 1, p no
divide a b. Por lo tanto existen m,n € Z tales mb + np* = 1. Entonces

=

|am—%|p |%|p|bm—1|p
|bm — 1|,
‘”pzyp

1

pz

IA A

A am le podemos sumar y, un multiplo de p?, para obtener un entero entre 0 y p* — 1.
Obsérvese que
a } 1
<=
p (2

‘am—i—y—% am — —

< Méx q |Ylp,
< i {llfon

O

Lema 2.9. Para todo x € Z, existe una sucesion de enteros (a;)ien+ que converge
(con la norma p) a x y tal que, para toda i € N*,

a) 0 <a; <p

b) a; = a;y; méd p*

Demostracién. Demostraremos que para cada sucesién de Cauchy de enteros, (b;);en,
tal que lim;_o|b;|, < 1 existe una sucesién de enteros equivalente que cumple a) y b).
Como 1 es un punto aislado en el conjunto {|z|, | z € Q,}, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que |b;|, < 1, para toda 1.

Sea N; € N tal que para toda m,n > Nj, |b, — by, < ]%. Si j > i podemos elegir
N; > N;. Obsérvese que para todas n,m > Ny,

balp < méx{|by — by, U]}
< 1

Para cada j existe a; € Z tal que 0 < a; < p’ y |by, — a;, < z% (ver la Proposicién
2.8). Sea afirma que la sucesién buscada es (a;);en+. Para toda i € NT,

|ai+1 - ai‘p < r?éx{‘ai-i-l - sz'+1|p7 |bNi+1 - bNi D> |bNi - ai|p}
< =
i p’L
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Por lo tanto a;+1 —a; = p"l, con n € N* y [ € Z. Es claro que (a;);en+ es equivalente
a (by,)jen+. Por ser una subsucesion de (bj);en, (bn,)jen+ ¥ (bj)jen son equivalentes.
Por lo tanto (a;)jen+ v (bj);jen+ convergen al mismo punto. ]

Proposicién 2.10. Para cada © € Z, existe (b;);en, una sucesion de enteros, con
0<b;<p-—1, tal que

Z bipt =z

ieN

Demostracién. Sea (a;);en+ una sucesién, como en el Lema 2.9, que converge a z.
Definamos by = a;. Como a,, < p" y a, = a,r1mdd(p"), any1 > p"* > a,. Entonces
existe b, € N tal que a,+1 = a, + b,p". Como a,,; es menor que p"* b, < p— 1.
Obsérvese que Y,y bip" = x, pues api1 = 1o bip'. O

Teorema 2.11. La funcion

I
HnEN{O’ op—1}, — Z,
(@n)nen ZnEN anp"”

es un homeomorfismo.

Demostracion. Se afirma que para cada

(an)nen € [ {0, .,p = 1}n

neN

Y nen @nP" es igual a algin « € Z,. Para cada n € N,

Z?:O aipi - Zni(;n ajpj - |an+1pn+1 +oee an+mpn+m|p
J p
< méx{|an 1"y, - [anemp™ T}
<

Por lo tanto la serie converge a algin z € @Q,. Como cada suma parcial Y, a;p*
tiene norma menor a 1, |z|, < 1. Demostramos que la funcién I" esta bien definida.
Si (@n)nen, (bn)nen € [1,eni0; - .., p—1}, y mes el primer natural tal que a,, # by,

para toda n > m,

IN

max{ |[(am — bm)p" |p, - - -, [(@n — bp)p"|p}

1
p_m

Slgar' = Sobir|

IN

Por lo tanto, si = < ¢, para toda
p

(bn)neN € {ao} Xoees {anfl} X H{O, SRRy 2 1}k

k>n

IT((bn)nen) — D((an)nen)lp < me- Entonces I" es continua.
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Debido a la Proposicion 2.10 I' es suprayectiva. Supéngase que

I((bn)nen) = T'((an)nen)

con (ap)nen # (bn)nen - Sea m el primer natural tal que a,, # b,,. Para cada € > 0
existe N > m tal que para toda s > N,

s
E a; — bl
=0

Como p f(a; — b;), para toda i,

S

Z(ai - bz’)pi

i=m

<€

p

s

> (ai—b)p’

=m

1
pm

p

Esto es una contradiccién. Demostramos que I' es una biyeccion continua. Es facil
demostrar que I'"! es continua. O

Proposicién 2.12. Q, es localmente compacto.

Demostraciéon. El conjunto Z, es un subgrupo con interior no vacio de @Q,. Como

un subgrupo con interior no vacio es abierto, e € QQ, tiene una vecindad compacta.
O

Corolario 2.13. Q,, Z,, {xr € Q, | |z|, < 1}, {zr € Q, | |z|, = 1}, Q,\{0} y Z,\ {0}
son grupos ALCH.

Proposicién 2.14. Z, es topoldgicamente isomorfo a

E = {(Ii)z‘21 € HZ/piZ | Tiv1(Tig1) = %}

i>1
donde Z./]p" ' Z Totd, Z]p"Z es la funcion inducida por la funcion identidad de Z.

Demostraciéon. Por el Lema 2.9, para cada x € Z, existe una sucesién de enteros
(a;)ien+ que converge (con la norma p) a x y tal que, para toda i € N*, 0 < a; < p'
y a; = a;y1mod(p'). Se afirma que esta sucesion es tnica. Supéngase (a});en+ con las
mismas propiedades. En la Proposicion 2.10 se demostré que si definimos by = a
y b, como aquel natural tal que a,.1 = a, + b,p", entonces z = ZneN b,p". En
el Teorema 2.11 se probd que existe una unica sucesion (by)pen, con 0 < b, < p,
tal que ) _\b,p" = z. Entonces si llamamos b = a} y b/, como aquel tal que
a1 = a, +b,p", se tiene que (b,)nen = (U, )nen y por lo tanto (a,)nen+ = (al, )nen+
Definamos la funcién
Z, % E
r = (a; + p'Z)ien+

donde (a,)nen+ €s como arriba. Sean y y x dos enteros p-adicos. Sean (by,)nen+ ¥
(@n)nen+, Sucesiones como arriba que convergen a y y a x respectivamente. Definamos
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Cn = ap + b, — A,p", donde A, =0sia,+b, <p"y A, =1sino. Es claro que
(Cn)nen+ €s una sucesion como arriba. Como la sucesion (A, p"),en+ converge a 0, se
tiene que (¢, )nen+ converge a x + y. Entonces

U(z+y) = (cn+p"Z)nen+
= (an + b, + an)nel\H

Por lo tanto ¥ es un homomorfismo.

Sea (a, +p"Z)nen+ € E y supdngase, sin pérdida de generalidad, que 0 < a,, < p"
para toda n. Es claro que (a,),en+ €s una sucesion como las de arriba. Si definimos
(bn)nen a partir de la sucesién anterior como hemos hecho, se tiene que (ay)nen+
converge a x = » . b,p". Entonces ¥(z) = (a, + p"Z)pent-

Si U(z) =0y (an)nen+ €s una sucesiéon como las anteriores que converge a x y
(bn)nen es la sucesiéon construida a partir de ella, sabemos que para toda n, b, =0, y
por lo tanto, a,, = 0. Hemos demostrado que ¥ es un isomorfismo.

Sean m, las proyecciones canénicas del producto [[ ., Z/p"Z. Demostraremos
para toda n > 1 que 7, o ¥ es continua alrededor de 0. Sea y € Z, \ {0} tal que
ly] < p~™, para alguna m > n. Sea (a;);en+ una sucesién como arriba que converge
a y. Si definimos (b, )nen a partir de (a;);en+ como se hizo antes, y = > bup".
Entonces .

p" =yl
_ zz/mn%o‘zgjg bip'

Como p~™ es un punto aislado en {|z| | z € Q,}, existe N > m tal que para toda
s> N, ‘Zig bipi‘ = p~™. Entonces b, = 0 para toda [ < m y por lo tanto a,, = 0.
Hemos demostrado que 7, o ¥ es continua para toda n > 1. Por lo tanto ¥ es un
isomorfismo topoldgico. O]

Corolario 2.15. Z, y Z, son topoldgicamente isomorfos si, y sélo si, p=q.

Demostracién. Identifiquemos Z, con E,, de la proposicién anterior. Se afirma que

si B, % G es un homomorfismo continuo y suprayectivo, con G un grupo finito y
discreto, entonces p divide al orden de G. Como ker(p) es un subgrupo abierto de
Z,, existe una vecindad de 0

H=E,n ({e;} x - x{e,} x H L/p'L) C ker(y)

101 0m

Entonces para toda h € H y para toda j < i, m;j(h) = 0+ pZ. Por lo tanto, si

K={ei} x-x{e,} x [[ 2/p'Z

1>%m

se tiene que H = E,N K. Sea T = [[, .+ Z/p'Z. Como

Ep/EmengJrK/KgT/KgZ/plzx...xz/pimz
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p divide al orden de E,/H. Ademés existe un homomorfismo E,/H % G tal que si
E, = E,/H es la proyeccién candnica, ¢ o m = ¢. Como $ es suprayectiva, p divide
al orden de G.

Si B, y E, fueran topoldgicamente isomorfos, ¢ tendria que dividir a p™ para
alguna n > 1, pues para alguna proyeccién de £, como subgrupo de 7', en alguno de
sus factores es distinta de cero. Entonces p = q. O

Corolario 2.16. Q, y Q, son topolégicamente isomorfos si, y solo si, p=q.

Demostraciéon. Supéngase que Q, % Qg es un isomorfismo topoldgico. Se tiene que
©(Z,) es un subgrupo compacto de Q,. Como es acotado, ¢(Z,) C ¢"-Z,, para alguna
n € Z. Y como ¢" - Z, es topolégicamente isomorfo a FE,, existe un homomorfismo
continuo y suprayectivo de Z, a un grupo de orden ¢ alguna m > 1, por lo tanto

p=q. [

Definicién 2.17. Un grupo G se dice de exponente finito si existe n € N tal que para
toda g € G, g" = e.

En el articulo “On reflexive group topologies on abelian groups of finite expo-
nent”,3 Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan demostraron que si un grupo abeliano
tiene exponente finito y es no numerable existe una manera de dotarlo con una topo-
logia de grupo ALCH no trivial. A continuacién exponemos su resultado.

Lema 2.18. Si G es un p-grupo no numerable, |{g € G | g* = e}| = |G].

Demostracién. Sea Hy = {g € G | ¢ = e} y sea k = |Hy|. Llamemos ¢ al
homomorfismo g — ¢*. Si p(h) = g, ¢ '(g) = h + H;. Por lo tanto para toda g € G,
lo71(g)| < k. Definamos recursivamente, H,, = ¢ '(H,). Entonces

|| ¢ '(9)

gan

|Hypp1| = <|Hy| -k

Por lo tant tod N, |H,) <K+ Kk <Ny K. Si H,,
or lo tanto, para todan € N, |H,| < k K< Nk Sip(g) €

n veces

n—1

(po---0p)(g)=g" €H
N————

n—1 veces

Entonces H, = {g € G | ¢*" = e}. Como G es un p-grupo, G = |J, .y Hn. Podemos
concluir que k no es finito, y por ello, |G| = Xg - kK = k. ]

Teorema 2.19. Si G es un grupo abeliano de exponente finito y ¢ < |G|, G admite
una topologia de grupo con la cual es ALCH y no discreto.

3Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan, “On reflexive group topologies on abelian groups of
finite exponent”, Archiv der Mathematik vol. 99, Basilea, 2012, p. 583-588.
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Demostracion. Como es de torsion, G es la suma directa de sus componentes p pri-
marias.* G tiene cardinalidad mayor o igual a ¢, entonces alguna de sus componentes
p primarias G, debe tener cardinalidad mayor o igual a ¢. Si H = {g € G | ¢* = e},
por el Lema 2.18, |G,| = |H|. Entonces H contiene un subgrupo H,, isomorfo a @ Z,,
donde T" es un conjunto de indices de cardinalidad ¢.?

Todo grupo de exponente finito es isomorfo a una suma directa de ciclicos,® enton-
ces [ [y Zyp es isomorfo a @, Zny,, para algin conjunto de indices A. Todo elemento
de [y Z, es de orden p, por lo tanto Z,, = Z,, para toda A € A. Como |[[Z,| =,

Dz

A

|A| = =c

Entonces existe un isomorfismo entre H, y [[yZ,. Si a H, le inducimos la topologia
mediante ese isomorfismo, H, se vuelve un grupo topolégico compacto y Hausdorff.

Demos a G' la topologia cuya subbase se obtiene de trasladar los abiertos de H,,.
Con esa topologia H), es abierto en GG y como la topologia de subespacio y la original
en H, coinciden, H, es compacto.

Para demostrar que las operaciones de G son continuas basta demostrar que la
multiplicaciéon por un elemento fijo de G es continua, que la operacién es continua
en (e,e) y que mandar al inverso es una funcién continua. Como H, es un grupo
topoldgico y un abierto de G, la operacion de G es continua en (e, e). Es inmediato
demostrar que mandar al inverso y multiplicar por un elemento fijo son funciones
continuas.

Ya que H), es Hausdorft y un abierto de G, G' es T}. Como H,, tiene la topologia
de un producto infinito no puede ser discreto. Por lo tanto G con esta topologia es
un grupo ALCH no discreto. O

2.2. Los caracteres separan puntos en ACH

Definicién 2.20. Una funcion ¢ € C*(G) se dice definida positiva si para todo
{#z1,..., 20} C C y para todo {g1...,9.} C G,
> 2izé(gi-g;7t) =0

1,j=1

Proposicién 2.21. Si f,h € C*(G) son definidas positivas y A € R no es negativo,
f+hyX-f son definidas positivas.

Demostracién. La demostraciéon es inmediata. O

4Joseph Rotman, An Introduction to the Theory of Groups, cuarta edicién, Nueva York, Springer-
Verlag, 1995, p. 311.

SFriederich Kasch, Modules and Rings, Londres, Academic Press, 1982, p. 189.

6Joseph Rotman, op. cit., p. 327.
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Proposicién 2.22. 5i ¢ es definida positiva,
a) ¢(e) 2 0.
b) Para toda g € G, ¢(g7') = é(g).

€)

Demostracién. a) Basta elegirn=1,g; = ey z; = 1.
b) Sean =291 =g,90 = €,21 = 1, 25 = z, entonces

d(e) + ¢(9)z + o9~ ")z + d(e)|z]* > 0

Tomando primero z = 7 y luego z = 1 concluimos que i(¢(g~ ) —¢(g)) v ¢(g7 ) +é(g)
pertenecen a R. Sea ¢(¢7') =a+iby ¢(g) = ¢+ id. Entonces b = —d y a = ¢, por

lo tanto ¢(g) = ¢(g™").
c) Supoéngase ¢(e) = 0. Sea z = —¢(g). Se tiene, por la demostracién de b), que

—2(]#(9)|?) > 0, entonces ¢(g) = 0 para toda g € G. Ahora supéngase ¢(e) > 0. Sea
z= —¢(g)¢(e)_1, entonces, por la demostracién de b),

ée) = 9(9)0(9)(e) " = B(9)6(g)é(e) " +[d(g)] |é(e) |
o) = [¢(g) o(e) ™ = [8(9)] d(e) " +[l9)| |¢le) | =
le) = |o(g) de)™ > 0
Por lo tanto ¢(e) > |¢(g)|, para toda g € G. ]

Definicién 2.23. Si f € C*(G) y A es un subconjunto finito de G, se definen fa y
Af en C*(G) de manera andloga a como se hizo en el caso real (ver la Definicion

1.24).

Proposicién 2.24. Si G es compacto, para toda f € C(G), la funcion

G Yy R
v — [Gf-f)

es continua y definida positiva.

Demostracion. Primero demostraremos que ¢ es continua. Por la Proposicion 1.29,

L ¥ . -
la aplicacion x — . f es continua. Se afirma que la funcién

@) =L ¢
h — h-f

también es continua. Si M = max(f) y d(h, k) < 57,

max{|h(z)f(z) = k(z)f(2)] | v € G} = méx{[h(x) = k(z)| - [f(2)] | v € G}
max{|h(z) — k(x)| |z € G} - M

€

AVAN|
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La Proposicién 1.46 afirma que integrar es una aplicaciéon continua. Entonces

o= ([ 1ot pov

es continua.
Seann € N, {z1,...,2,} CCy{g1,...,9,} C G. Como la integral es invariante

bajo traslaciones (ver la Proposicién 1.44), para cada par i,j € {1,...,n},
¢1(9i9;7") = [gugrf S
= fngﬁ
= fgz‘f ) gjf
= < gif? gjf >

Sih=>",2%"fs€C*G), por la Proposicién 1.51,

ZZj:l 2Z0p(9: - 9;7") = ZZj:l zizj < foi» fg; >
< h,h >
0

Vvl

Existe una biyeccién natural

Fun(G,C) — c¢
f — (f(9))gec

Por lo tanto se puede identificar C*(G) con un subconjunto de C%. A la topologia
de subespacio inducida en C*(G) mediante esta aplicacién se le llama topologia de la
convergencia puntual.

Proposicién 2.25. Sea f € C*(G). Si a C*(G) se le da la topologia de la convergencia
puntual, una red { f3}gep converge a f, siy sdlo si, { fs(x)}sep converge a f(x), para
cada x € G.

Demostracién. Sean x € G y {fs}ses que converge a f con la topologia de la
convergencia puntual. Queremos demostrar que {fs(x)}sep converge a f(z), para
toda x € G. Existe § € B tal que para toda v > (3,

(5(9))gec € B%(ﬂx)) X HCQ
g#T

Por lo tanto para toda v > 3, f,(z) € B1(f(x)).
Supéngase que, para toda x € G, {fs(x)} gep converge a f(x). Sea V una vecindad

abierta de f. Existen ¢q,...,gx en G, y my,..., my naturales tales que
feBL(flg)x - xBa(fa)x [ €V
GFGL s s T

Para cada g; existe 3; € B tal que para toda v > f;,
f(gi) € B%(f(gi))

Por lo tanto para toda v > max{f,..., B}, f, € V. O
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Proposicién 2.26. Con la topologia de la convergencia puntual, C*(G) es un espacio
vectorial topologico complejo.

Demostracién. Sea {(zg, f3)}sep una red que converge a (z, f) € C x C*(G). En-
tonces {23} gep converge a z y, para todo = € G, {f3(x)}sep converge a f(z). Por lo
tanto {z3- f5(x) }gep converge a z- f(z). Por la Proposicién 2.25, {z3- f3}sep converge
az-f.

Sea {(fs, hs)}pep una red en C*(G) x C*(G) que converge a (f,h). Para toda

z € G, la red {(fs + hg)(x)}gep converge a (f + h)(x), es decir, {(fs + hs)}sen
converge a f + h. O

Definicién 2.27. Para todo g € G, 0 € [0,27], a > 0 y f € C(G), se define la
funcion

T(a,g,0)
T

C*(G) C*(G)
f — T(a,9,0)(f)

donde
T(a,9,0)(f) = a*(2f + o f + ey f)

Lema 2.28. Si a C*(G) le damos la topologia de la convergencia puntual, para todo
a>0,0¢€(0,2r] yse€qG, el operador T'(a, s,0) es continuo.

Demostracién. Si{fs}sep es unared que converge a f, paratodax € G, {fs(x)}sen
converge a f(z). Por lo tanto, para toda x € G, la red

{T(a,s,0)(fs)(x)}sen = {a*(2fs(z) + €™ (f5)(x) + e -1 (f3)(x)) } se
Converge a
T(a,s,0)(f)(z) = a*(2f (x) + s f(x) + e -1 f(2))

Entonces, por la Proposicién 2.25, {T'(a, s,0)(f3) }sep converge a T'(a, s,8)(f). Por lo
tanto T'(a, s,0) es continuo. O

Definicién 2.29. Diremos que 61,05 € R son estrictamente distintos si para todo
kEZ, (92—91 #kﬂ'/Q

Lema 2.30. Sean g € G y f € C*(G) tal que f(e) = 1. Si existen aj,a3 >0 y by y
0y estrictamente distintos tales que

f = T(a’lvgvel)(f) = T(a27g702)<f)

entonces, para toda x € G,

fla-g9)=f@)fl9) vy flx-g7")=fla)f(g7")
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Demostracién. Supoéngase que f = T(a,g,0)(f). Entonces a # 0y
of + e f + e i f = a2

Evaluando en x = e se obtiene
2+ f(g)+e ™ flg7)=a?

De las dos igualdades de arriba sabemos que para toda = € G,

2f(2) + e flga) + e flg7'a) = (2+ e f(g) + e f(g7")) f(2)

Por lo tanto

(F(gz) = (@) (@)™ + (flg™"a) = flg™ ") f(x)e ™ =0

para # = 6;, con i = 1,2. Sea
_1) (=929,
Cij = e( 1) 126;

con i,j € {1,2}. Considérese el siguiente sistema de ecuaciones lineales

en(flgz) = F(9)f (@) + cia(f(g7 ) — flg™) f(=))
o (f(gz) — f(9)f () + e (fg7 ) — flg™") f (=)

0
0

Como 6 y 6, son estrictamente distintos,

201 —i205 _ ,—i201 ;205

(cos(261) + sen(291)) (cos(—26,) + sen(—26,))—
(cos(—261) + sen(—261)) (cos(265) + sen(265)
(cos(261) + sen(261)) (cos(262) — sen(26,))—
(cos(261) — sen(261)) (cos(262) + sen(26,))
2
2
0

C11C22 — C12C21

(sen (2601)cos(26,) — sen(?@z)cos(%l))
sen(2(6; — 65))

Por lo tanto el sistema sélo tiene solucion trivial. Entonces, para toda x € G,

0 = f(gz) — flg)f(z)
= flg~'e) = flg7") f(z)

Lema 2.31. Para cada a > 0 existen nimeros reales positivos b, c, \, i, tales que
DDA+p=1

2) 0+ = pu (1 —2\a?)

3) be = p~t\a?
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Demostracién. Para cada ntiimero real A tal que A <a2?/4 y 0 < A < 1, definimos
1 =1—\. Considérese el sistema de ecuaciones

r+y =
r—y =

= N|=

M_ 1
=2 (1 — 4Xa?)?

El sistema tiene solucién, es decir, existen b, ¢ € R tales que

1

b+c=p2 y b—c:,u_%(l—ll/\az)%

Hace falta verificar que b y ¢ son positivos. Como b+c¢ >0y b—c>0,b> |c[] > 0.
Por otro lado se tiene que 1 — 4Xa? < 1. Por lo tanto (1 — 4)\a2)% < 1. Entonces
b+ c > b— cy concluimos que ¢ > —c. Se demostré que b y ¢ son positivos.

Se tiene que

p(b? +2bc+c*) =1y ud*—2bc+c?) =1 —4xd®
Restando estas identidades obtenemos bc = p~*Aa®. Y sumdndolas,
b2+ = p (1 - 2X\ad?)
Hemos probado que b y ¢ cumplen las ecuaciones 1), 2) y 3). ]

Lema 2.32. Dados g € G, 0 € [0,27] y a > 0 existen nimeros reales positivos b y ¢
tales que para el operador

CH(G) (@)
f — (b2 + 02)f + bc(ez(29+7r)gf 4 671(20+7r)971f)

existen numeros reales positivos p y A tales que
]dC*(G) = )\T((I, 9, 0) + [LT*((I, 9, 0)
Demostraciéon. Tomemos b,c y p como en el Lema 2.31. Entonces

2(2f + e f 4 e i f) + ((b2+c )f + be(efC0Hm)  f 4 emit204m) ) _
(27 +u(b2+c Nf o= f
[l

Definicién 2.33. Dado el operador T (a, g,0), diremos que T* = T*(a, g,0) es adjunto
de T(a, g,0) si existen b y ¢, reales positivos, tales que

T*<f) (62+C )f+bc( 1(204) f—i—e 1(204) —1f)
y ademas existen \ y u, reales positivos, tales que

M(a,g,0) + pI™ = Idec)
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Lema 2.34. Sean G abeliano y f € C*(G) definida positiva. Entonces para toda
transformacion T'(a, s,0), la funcion T'(a, s,0)(f) es defiinida positiva. Ademds, para
toda adjunta T* de T(a, s, ), la funcion T*(f) es definida positiva.

Demostracién. Sean gi,...,9, € Gy Aq,..., A\, € C. Recordemos que
T(a,s,0)(f) =a*(2f + e f e 0 f)
Por lo tanto

- Siim AN T (a, 5,0)()(9ig; ") =
ZZ]'=1{)\¢)\]- (Zf(gigj—l) + ez20f(8gigj—1) + 6_120]0(3_19193-_1))}

Como f es definida positiva, para los conjuntos
{G1, G591, 5-gn} CG v {1, .. 0,0} c C
se tiene, por definicion, que
> Ahja T (a,s,0)(f)(gig,") > 0
ij=1
Por lo tanto,

Z )\i)‘_jT(av S, 0)(f) (gigj_l) Z 0

1,j=1

Entonces para todo z € C de norma 1, la funcién
2f+z'sf+z's—1f
es definida positiva. Ademds, por la Proposicién 2.21, para todo 0 < vy < 1,

7'[2f+z'sf+z's*1f] Yy (2_27)f

son definidas positivas. Entonces

V- Rtz f+Z Q=) f=2f 49z f + 70 f)
es definida positiva. Existen b y ¢ niimeros positivos tales que

T*(f) — (b2 + 62)f + bc<ei(29+7r)sf + 67i(29+ﬂ)571f)
— d[2f + ,y(ei(20+7r)sf + efi(20+7r)571f>]

Con v = % yd= # Como v € [0,1] y d es positiva, T*(f) es definida positiva.

O

Definicién 2.35. Diremos que A C C*(G) es T-invariante si para cada f € A se
tiene lo siguiente. Si T'(1,5,0)(f)(e) # 0, para algunos s € G y 0 € [0, 27], entonces
existe un nimero real a # 0 tal que T'(a,s,0)(f) € A y tal que para al menos un
adjunto T* de T(a,s,0), T*(f) € A.
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Definicién 2.36. A C C*(G) serd fuertemente T-invariante si existen m y M, reales
positivos, tales que para cada f € A tal que T(1,5,0)(f)(e) # 0, con s en G y 0 en
0,27], se puede encontrar un nimero positivo a que satisface:
H0<m<a®<M-|T(1,s60)(f)(e)] ™"

2)T(a,s,0)(f) € A

3) T*(f) € A, para cada adjunto T* de T (a, s, 0)(f)

Observacién 2.37. Todo conjunto fuertemente T-invariante es T-invariante.

Proposicién 2.38. Si A C C*(G) es fuertemente T-invariante, entonces A, con la
topologia de la convergencia puntual, es T-invariante.

Demostracién. Sea f € Ay supéngase T(1,s,0)(f)(e) # 0. Sea e > 0 tal que
0<e<|T(1L,s0)(f)(e)]

Sea { fs}pep unared en A que converge a f. Por el Lema 2.28, lared {T'(1,s,0)(f5)}sen’
converge a T'(1,s,0)(f). Entonces {T'(1,s,0)(fs)(e)}sen converge a T'(a,s,8)(f)(e).
Por lo tanto existe 5y € B’ tal que para todo v > By, |T'(1,s,0)(f,)(e)| > €. Sea

B={B8€B|B>f}

El conjunto {fs | 8 € B} es una red que converge a f. Y para todo elemento fz de
esta red, |T'(1,s,0)(fs)(e)| > €. Como A es fuertemente T-invariante, existen m y M
numeros positivos tales que para cada 8 € B existe un real ag > 0 tal que

0<m S a62 S M - ’T(17578)(f5)(6)|_1

Ademas T'(ag, s,0)(fs) € Ay para todo T*, adjunto de T'(ag, s,0), T*(fz) € A. Sean
g, gy T*(ag, s,0) como en el Lema 2.32. Para toda h € C*(G),

h=Xs-T(ag,s,0)(h) + ps - T"(ag, s,0)(h)
Como para toda § € B,
ag®> < M -|T(1,s,0) " < Me™*

se tiene que
-2

inf{ %4

| e B} >0

En las demostraciones del Lema 2.31 y del Lema 2.32 se mostré que es suficiente tener
A tal que

0<i<l y A<Zo

para construir 7*(a, s, 0) tal que

AT(a,s,0)+ (1 —NT" = Ide- ()
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Por lo tanto para toda 8 € B es posible escoger la misma A. Es decir, existen A, u, b
y ¢, reales positivos, tales que para toda § € B y para toda h € C*(G),

h=X-T(ag,s,0)(h)+p-T"(ag,s,0)(h)
con T*(ag, s,0) un adjunto de T'(ag, s,0), definido de la siguiente manera.
T*(ag, s,0)(h) = (b* + )h + be(e T b 4 710 i p)
La red {ag}s estd acotada, entonces tiene algin punto limite a. Se tiene para toda

h € C*(G) que
h=X-T(ag,s,0)(h)+p-T"(ag,s,0)(h)

Por lo tanto para toda h € C*(G),
h=X-T(a,s,0)(h)+p-T"(a,s,0)(h)

Hemos demostrado que el operador

C(G) ()
h — (0?4 A)h A+ be(eTT) b+ e 70T i p)

es adjunto de T'(a, s, 6).
Se afirma que la red

{T(ag, 5,0)(fs)}sen = {as” (2fs + € s(f5) + ¢ -1(f5)) }oen
tiene como punto limite a
T(a,s,0)(f) = a®(2f + e f + e 1 f)

Obsérvese que {(f3)}sep converge a s f, y que {s-1(f3)}sen converge a -1 f. Por la
Proposicién 2.26 se tiene la afirmacién. Por las mismas razones

{(b2 + 02)f5 + bc(ei(29+7r)s(fﬁ) + efi(20+7r)s_1(fﬁ)) }ﬁeB
tiene como punto limite a
T*(a,s,0)(f) = (b* + ) f + be(e"®T™, f 4 7130 _, f)

Como para toda 3 € B, T(as,s,0)(fs) € 4, se tiene que T'(a, s,0)(f) € A. Adem4s
como A es fuertemente T-invariante, para toda 5, T*(ag, s,0)(fs) € A, Por lo tanto

T*(a,s,0)(f) € A
Hemos demostrado que A es T-invariante. O]

Definicién 2.39. Liamaremos C{(G) al conjunto de funciones continuas de G en C
que mandan al neutro de G en 1.
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Definicién 2.40. Sea f € Ci(G). Se define Ty como el menor subconjunto de C*(G)
que contiene a f, invariante para todo operador T(a,s,8) y para todo adjunto T* de
T(a,s,0).

Definicién 2.41. Llamaremos Cy a la cerradura conveza de T; N Ci(G) C C*(G).

Proposicién 2.42. Sean G abeliano y ¢ € Cj(G) definida positiva. Entonces C,
cumple lo siguiente:

1) Cy C CF(G).

2) Cada funcion f € Cy es definida positiva.

3) | f(z)| <1, para cada f € Cy y para cada x € G.

4) T(1,s,0)(f)(e) >0, para toda s € G, § € [0,27] y f € Cy.

5) C, es fuertemente T-invariante.

6) Si a C*(G) se le da la topologia de la convergencia puntual, Cy es T-invariante.

Demostracién. 1) Cj(G) es convexo.

2) El conjunto 7, se obtiene de aplicar a ¢, repetidamente, operadores T'(a,s,0) y
sus adjuntos 7. Por lo tanto, por el Lema 2.34, toda h € 7 es definida positiva.
Por la Proposicion 2.21, una combinacion lineal finita, con escalares no negativos, de
elementos de 7, es definida positiva.

3) Sea f € Cy, por 2) sabemos que f es definida positiva y por 1) se tiene que f(e) = 1.
Por lo tanto, por la Proposicién 2.22, se tiene que para toda x € G, |f(z)] < f(e) = 1.
4) Véase la Proposicion 2.22.

5) Sea f € Cy. S1 T(1,5,0)(f)(e) # 0, por 2) y 4), T(1,s,0)(f)(e) > 0. Por lo tanto,
si definimos a? = T'(1, 5,0)(e) ", T(a,s,0)(f)(e) = 1. Como f € C,,

con

hi, ... hn € TyNCI(G)

Y Y1, - - -V, reales positivos, tales que vy + - -+ + v, = 1. Se tiene que

1 = T(a,s,0)(f)(e) = T(a,s,0)(vi-hi+-+7hy)(e)
= M- T(CL, S, 6)(h1)(6) R e T(CL, S, 6)(hn)(e)

Por el Lema 2.34, para toda ¢ € {1,...,n}, T(a,s,0)(h;) es definida positiva.
Por lo tanto, por la Proposicién 2.22, T'(a, s,0)(h;)(e) > 0, para toda i. Cada ~; es
positiva, entonces para toda i, 7; - T'(a, s,0)(h;)(e) < 1. Llamemos i1, ..., a los
elementos de {1,...,n} tales que T'(a, s, 0)(h;;)(e) > 0. Definamos, para toda ij,

li; =1T(a,s, 9)(hij)(e)7l -T(a,s,0)(hs,)

Para toda h, T(‘/TE7 e,0)(h) = ¢ - h. Es facil notar que

L, € TrNCI(G)
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Por la Proposicién 2.22, si T'(a, s,0)(h;)(e) = 0, entonces T'(a, s,0)(h;) = O. Es claro
que

T(a,s,0)(f) = m- T(a $,0)(h1) + -+ v - T(a, s,6)(hn)
= i (a S 0)( 11) + - +%m T(a7 370)(him)
= 7%, - T(a,s,0)(hi)(e) - liy + -+, - T(a,s,0)(hi,)(e) - L,

i1

Entonces para toda i,
0 <7,T(a,s,0)(hi,)(e) <1

YT (a,5,0)(hiy)(€) + - + 7, - T(a, s,0)(hi,)(e) =1
Por lo tanto T'(a, s,0)(f) es una combinacién convexa de elementos de T, N Cf(G),
entonces T'(a, s,0)(f) € Cyp.
Si T* es adjunto de T'(a, s, 0), existen A y p, reales positivos, tales que

1= fle) =X-T(a,s,0)(f)(e) +pn-T"(f)(e)
Como T'(a,s,0)(f)(e) =1y A+ u =1, se conlcuye que T*(f)(e) = 1. Por lo tanto,

L=T"(f)(e) = v -T*(h)(e) + -+ - T"(hn)(e)

De aqui en adelante, la prueba de que T7(f) € Cy es andloga a como se hizo para

T(a,s,0)(f).
Por 3), para toda z € G, |f(x)| < 1. Por lo tanto

a? =T(1,50)(f)(e) = [2f(e) + e sf(e) + e - f(e)] <4

Tomemos m = i y M = 1. Entonces Cy4 es fuertemete T-invariante.
6) Véase la Proposicién 2.38. O

Definicién 2.43. Diremos que f € C*(G) es simétrica si para toda x € G,
flx) = fa™")

Lema 2.44. Si G es Hausdorff, para toda s # e existe V. € ¥ simétrica tal que
s& V3.

Demostracién. Sea W E S tal que s € W. Como la funcién (g,h, k) — g - h k

es continua, existe U € E tal que U3 C W. Por otro lado, existe V C U en Z y
simétrica. Por lo tanto s & V3. O

Proposicién 2.45. Si G es ACH, para todo s € G\ {e} existen ¢ € C(G), definida
positiva tal que ¢p(e) = 1, y k € C(G), simétrica y no negativa, tales que la funcion
continua

¢ L R

v o— [Lk(y)elydy
satisface f(e) # f(s).
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Demostracién. Sea s # ¢y V € 3 simétrica tal que e ¢ V3 (ver el Lema 2.44). G
es compacto y Hausdorff, por lo tanto es normal. Por el Lema de Urysohn,” existe

G [0, 1] continua tal que 1|y =0y h/(e) = 1. Definamos

G L o0,1]
W (@) (=)

x 3 2

Claramente h es simétrica, h(e) = 1y h|g_y = 0. Por la Proposicién 2.24, la funcién

G 2y R

x — [ih-h

es continua y definida positiva. Si @ € G, para toda y € G, h(zy) - h(y) > 0. Por lo
tanto para toda x € G, ¢;(z) > 0. Como h(e)h(e) =1y h? >0,

¢1(e):/h-h>0

Afirmamos que para toda z € G\ V2, ¢1(x) = 0. Sea x ¢ V2. Siy ¢ V, entonces
h(zy)h(y) = 0. Siy € V, como = € V2, xy ¢ V. Por lo tanto para toda x ¢ V2 y
para toda y € G, h(zy)h(y) = 0. Entonces ¢;(z) = 0, para toda = ¢ V2.

Definamos

fi(2) = / )y )dy

Con los argumentos de la demostracién de la Proposicién 2.24 se demuestra que
f1 es continua. Se afirma que fi(s) # fi(e). Supéngase x € G\ V3 y y € G. Si
y & V2 yt & V2 pues V? es simétrica. Por lo tanto si y & V2 ¢(y™!) =0y
h(zy)p1(y™') = 0. Siy € V2 xy € V, pues de lo contario = perteneceria a V3.
Entonces h(zy) = 0y h(zy)é1(y~') = 0. Por lo tanto para toda z € G\V?, fi(x) = 0.
Por otro lado, h(y)p1(y) > 0y h(e)pi(e) = ¢1(e) > 0. Entonces, por el Teorema 1.44,

file) = / h(y)és (g~ )dy > 0
Como s ¢ V3, fi(s) =0 # fi(e).

Para terminar definamos ¢ = ﬁ(e) - ¢1. Como ¢q(e) > 0, por la Proposicién 2.21,
¢ es definida positiva. También ¢(e) = 1, y como h es real, simétrica y no negativa,
podemos definir f de la siguiente manera

f(z) = / h()oly)dy

Se tiene que

f(s) = 1(e)™ fi(s) # ¢u(e) ™ file) = fle)

7James Dugundji, op. cit., p.146.
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Lema 2.46. Sea G abeliano y compacto. Si ¢ € C(G) es definida positiva, ¢p(e) = 1
y k € C(G) es distinta de O, no negativa y simétrica, el conjunto

K={kxh|heC)

donde
(s )a) = [ bty )y
es fuertemente T-invariante con constantes m =1/4 y M = [ k.

Demostraciéon. Por el Lema 2.34 y por la Proposicion 2.42, para toda h € C, y para
todo operador T'(a, s,0), h 'y T'(a, s,8)(h) son definidas positivas. Por lo tanto, debido
a la Proposicién 2.22, para toda z € G,

T(a,s,0)(h)(z)] <T(a,s,0)(h)(e) v [h(z)|] <hle)=
Si A1, Ay € Cy hy,hy € C*(G), para toda z € G,

(ks (A1 -hi+he)) (@) = [ (ok(y)( N - ha-ha)(y™))dy
= M- [ok(Wha(y")dy + [ ok(y)ha(y")dy

Como la integral de von Neumann es invariante bajo traslaciones,

s(kxh)(x) = [k(sey)h(y=")dy
k(szy) - (hod)(y)dy
k(

k(

TY) - (hOL)( )dy
y)h(sy Hdy
k(y)sh(y=")dy

s (x)

Il
w %%%%%

Entonces
T(a,s,0)(k*h)(z) =kx* (T(a,s,0)(h))(z)

y, para todo adjunto T* de T'(a, s, ),
T*(k*h)(x) =k=* (T*(h))(z)

Por las propiedades de la integral de von Neumann, la Proposicion 2.22, el Lema
2.34 y la Proposicion 2.42,

T(a, s,0)(k * h)(e)|

IA I IA I
Ne———
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Por lo tanto si C' = [ k, para toda h € Cy,
T(1,5,0)(h) (€)™ < C - [T(1,5,6)(k * h)(e)| "

Se tiene que T'(1,s,0)(k = h)(e) # 0 implica T'(1,s,0)(h)(e) # 0. Como C, es
fuertemente T-invariante, con m = 1/4 y M = 1 (ver la Proposicién 2.42), si h
pertenece a Cy y es tal que T'(1,s,0)(k* h)(e) # 0, existe b > 0 tal que

1/4 < 0* < |T(1,5,0)(h)(e)| "

y tal que
T(b,5,0)(h) €Cy y T*(b,5,0)(h) € Cy

para todo adjunto T%(b, s,6) de T'(b, s,0).
Es decir, para cada k * h € K tal que T'(1,s,0)(h * k)(e) # 0 existe b > 0 tal que

1/4 <8 < [T(Ls,0)(h) ()| < O T(1,5,0)(k x h)(e)|™
Ademas, como para todo T*(b, s,0) adjunto de T'(b, s, 0),
T(b,s,0)(h) €Cs y T7(b,s,0)(h) € Cy

se tiene que

T(bs,0)(k«h) € Ky T*(b,s,0)(k+h) € K

Hemos demostrado que K es fuertemente T-invariante conm =1/4y M = [k. O

Definicién 2.47. Dado un grupo topologico G, un caracter de G es un homomorfismo
continuo de G a S'. El conjunto de caracteres de G lo llamaremos el grupo dual de
G y lo denotaremos G*.

Definicién 2.48. Dado A C C*(G), llamamos < A > al menor subespacio vectorial
complejo de C*(G) que contiene a A.

Teorema 2.49. Sean G abeliano y compacto, ¢ € C;(G) definida positiva y k € C(G)
simétrica y no negativa. Si se da la topologia de la convergencia puntual a C*(G), la
funcion
kx¢
G — C
v [Lk(y)ely™dy
pertenece a < G* > C C*(G).

Demostracién. Demostraremos que K C < G* > (ver el Lema 2.46). Como ¢ es
definida positiva, |¢p(x)| < ¢(e) = 1. La funcién k es no negativa, entonces por el
Teorema 1.48,

|(k + 0)(2)| k(y y
k( (y~ Idy

I
S la
[ <k
[ k(

IAIA I

(y)¢
y)dy
y)d

Y
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Se demostr6 que para toda f € K (ver el Lema 2.46) y para toda z € G,

fwl< [r=c

Es inmediato que esta propiedad se hereda a K C C%. Por lo tanto, haciendo un
abuso de notacion,
K c [[ Bc(0), cc€

geG

De ahi se concluye que K es compacto. Aqui hay que tener cuidado, pues hace falta
demostrar que K C C*(G), ya que estamos tomando la cerradura de K en C% y no
en C*(G). Probaremos que toda f € K es continua. Para ello mostraremos que K es
una familia uniformemente continua de funciones.

Sea h € C4. Por la Proposicién 2.42; |h(z)| < 1, para toda = € G. Por lo tanto
para todas g,z € G,

|(k k) (g2) = (K h) ()] |f((/;;(gﬂ:y) - (fvy))>f|b(y‘1)dy\

- |h(y=")Idy

Como k es continua y G es compacto, k es uniformemente continua (ver la Proposicién
1.20). Entonces para cada € > 0 existe V € ¥ tal que si g € V, |k(gzy) — k(zy)| < e.
Por lo tanto si g € V,

[ gz ~ klayldy <
Es decir, para toda g € V,

|(k+ h)(gx) = (kx h)(z)] <€

Hemos demostrado que K es una familia uniformemente continua de funciones. Po-
demos concluir, por la Proposicién 1.23, que cualquier limite puntual de una red en
K es una funcién continua. Entonces K C C*(() es compacto.

Sean Ai,..., A\, € [0,1] tales que A\; +---+ A\, =1y sean k*xhy,... ., kxh, € K.
Como la operacién x es lineal en la segunda entrada,

Ao (kb)) 4o A (kkhy) = ks -hid -+ A hy)

Por construccién Cy4 es convexo, entonces K es convexo, y por ello K también lo es.
Mostramos que K es un subconjunto compacto y convexo de C*(G).

En la Proposicién 2.26 se demostré que C*(G), con la topologia de la convergencia
puntual, es un espacio vectorial topolégico complejo (real).

Sea f € C*(G) y, abusando de la notacion, sea

C(G) N (Agl xex A o [] @g>
gn
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una vecindad bésica de f en C*(G). Como C es localmente convexo, para cada i existe
una vecindad convexa By, de f(g;) contenida en A,,. Entonces

C*(G) N (Bgl xx By, x ] Cg)

9FG1se-s9n

es una vecindad convexa de f contenida en la vecindad bésica dada. Por lo tanto
C*(@G) es un espacio vectorial topolégico localmente convexo.

Por el Teorema de Krein-Milman,® K tiene como subconjunto denso a la envol-
vente convexa de E, donde E es el conjunto de puntos extremos’ de K.

Para terminar demostraremos que F estd compuesto por caracteres multiplicados
por alguna constante. Supéngase que f € K es un punto extremo y distinto de O.
Se afirma que si para alguna transformacion 7°(1,s,0), T'(1,s,0)(f)(e) # 0, entonces

existe a > 0 tal que T'(a,s,0)(f) = f. El conjunto K es T-invariante (ver el Lema
2.46 y la Proposicion 2.38), por lo tanto existe a > 0 tal que

T(a,5,0)(f) € K
y tal que para algin T*(a, s, 0) adjunto de T'(a, s, ),
T*(a,s,0)(f) € K

Se tiene que
f =A- T(CL’S?Q)(]C) + e T*(a7 Sv@)(f)

para algunos \ y u positivos tales que A+ = 1. Debido a que f es un punto extremo,

[ = T(a,s,@)(f) = T*(aa‘S?g)(f)

Se afirma que si s € G es tal que al menos uno de los nimeros f(e), f(s),f(s™!)
es distinto de cero, existe 6 tal que T'(1,s,0)(f)(e) # 0. Para todo 0 € [0, 2],

T(Ls0)(f)e) = 2()+e™.f(e) + ¥, f(e)
= 2f(e) + e f(s) + P f(s7)

Definamos a = 2f(e), b = f(s), c = f(s71) y 2 = €* y consideremos la ecuacién
a+bz+cz=0
Multiplicando ambos lados por z se obtiene

az+bz22+c=0

8Helmut Schaefer y Manfred Wolff, Topological Vector Spaces, segunda edicién, Nueva York,
Springer-Verlag, 1999, p. 67.

9Gi V es un espacio vectorial topolégico y A C V, un punto extremo de A es aquel que no puede
escribirse como una combinacién convexa no trivial de cualesquiera dos elementos de A.
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De suponer que a,b 6 ¢ son distintos de cero, se tiene que la ecuacion a lo mas tiene
dos soluciones. Es decir, para algiin z, = e??% € C, se tiene que

azg 4+ bz? + ¢ #0
Multiplicando ambos lados por Z; se obtiene
a+bzyg+czyg#0

Asi se tendria que T'(1, s,6p) # 0.

Si f# Oys e G estal que f(s), f(s7') 6 f(e) es distinto de cero, por lo
afirmado arriba, existe 6 € [0, 27] tal que T'(1,s,6)(f)(e) # 0. Por las afirmaciones
previas, existe a > 0 tal que

fle) =T(a,s,0)(f)(e) = a®T(1,5,0)(f)(e) #0
Obsérvese que la aplicacion
0—T(1,s,0)(f)(e)

es continua y que existe 6 tal que T'(1,s,0)(f)(e) # 0. Por eso podemos concluir que
existen #; y 0, estrictamente distintos tales que,

T(17 8701)(f)(6) 7é 0 7é T(lv 8792)(f)(6)

Sabemos que existen a; y as, reales positivos, tales que

T(alv S, 91)(f) =f= T(a2> S, 92)(f)

Como f(e) # 0, podemos definir fy = f(e)~!- f. Claramente f; es continua, fy(e) = 1
y
T(a’lﬁ S, 91)<f0) = fU = T(a27 S, 92)(f0)

Por el Lema 2.30, para toda xz € G,

fow-s) = fo(x)fols) v [flao-s) = fo(x)fo(s™)

Si s es tal que f(e), f(s) 6 f(s7!) es distinto de 0, ya observamos que f(e) # 0,
y como una s asi siempre existe (f no es igual a O), para toda y € G, f(e), f(y)
6 f(y™') es distinto de cero. Como fy es un homomorfismo, im(fy) es un subgrupo
multiplicativo compacto de C\ {0}. Siim(fo) ¢ S*, im(fy) no serfa acotado. Asf con-
cluimos que todo punto extremo de K es un caracter multiplicado por una constante.
Por lo tanto

K=<E>Cc<G>
Il

Teorema 2.50. Si G es ACH, para cada s # e en G, existe un caracter @ tal que

o(s) # 1.
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Demostracién. Por la Proposicién 2.45, para s # 0 existen ¢ € C(G), definida
positiva tal que ¢(e) = 1, y k € C(G), simétrica y no negativa, tales que

(k+¢)(s) # 0

Por el Teorema 2.49, si a C*(G) le damos la topologia de la convergencia puntual,
k * ¢ pertenece a < G* > C C*(G). Sea {1a}aca una red en < G* > que converge a
k % ¢. Para alguna o € A se tiene que

Ya(s) # Yale)

con
wa:)\1<p1++)\n§0n

para algunos A,.... A\, €ER y ¢1,...,9, € G*. Por lo tanto, para alguna i,

pi(e) # pi(s)
O
Corolario 2.51. Si G es ACH, existe
G []s.
PEG*
monomorfismo y encaje cerrado.
Demostracion. Como consecuencia del Teorema 2.50, el morfismo cerrado
G = e S,
g — (p(9))pec
es inyectivo. O

Observacién 2.52. Las hipdtesis de abeliano y Hausdorff no son restrictivas en el
Teorema 2.50, debido a que si G* separa los puntos de GG, G tiene que ser abeliano
y Hausdorff. El Teorema de Peter-Weyl es una generalizacién del Teorema 2.50. Este
dice que si G es un grupo compacto y Hausdorff, para cada g # e existe, para alguna
n, una representacién irreducible G' 2 U(n) tal que p(g) # Id. Una demostracién se
puede encontrar en el libro Grupos Continuos de Lev Pontryagin.!® El Teorema 2.50
es un corolario del Teorema de Peter-Weyl pues toda representacién irreducible de un
grupo ACH tiene dimensién 1.1!

0Lev Pontryagin, Grupos Continuos, tercera edicién, Mosci, Mir, 1978, p. 232, 241.
11I/dem, p- 230.
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2.3. Los caracteres separan puntos en ALCH

Empecemos por los grupos ALCH con topologia mas sencilla. Si G es abeliano y
discreto, el dual de G separa sus puntos. En términos de la teoria de médulos, S' es
un cogenerador inyectivo de la categoria de grupos abelianos.

Proposicién 2.53. Para todo G grupo abeliano (discreto) y para toda x € G, eziste
un homomorfismo G ISt tal que f(z) # 1.

Demostracién. Se tiene que 2Z = Z o 2Z = Z,. En S, el grupo generado por un
elemento de argumento irracional es isomorfo a Z y, para toda n € N, Z,, es isomorfo
al grupo de raices n-ésimas de la unidad. Entonces para toda x € G \ {e} existe un

monomorfismo #Z - S'. Como S! es un grupo abeliano divisible,'? f’ se puede

extender a un homomorfismo G 5 S tal que f () #1.13 O

En general una aplicacion suprayectiva entre grupos topoldogicos no tiene que ser
un cociente topolégico, por ejemplo, si G es discreto y H no lo es, ningiin homo-
morfismo suprayectivo entre ellos es un cociente topoldgico, pues H no es discreto.
Demostraremos que entre grupos localmente compactos y Hausdorff todo homomor-
fismo continuo, suprayectivo y con dominio Lindelof es un cociente topolégico.

Proposicién 2.54. En un espacio localmente compacto y de Hausdorff, la intersec-
cion de una cantidad numerable de abiertos densos es densa.

Demostracién. Sea {D;};cy una familia de abiertos densos. Si U es un abierto
arbitrario, D; NU # () y existe C; € D;NU, con C} compacto y con interior no vacio.

Entonces, C; N Dy # () y por lo tanto existe Cy C C; N Dy, con Cy compacto y con
interior no vacio. Es decir, recursivamete, se puede construir una familia {C;};cn de
compactos con interior no vacio, tal que Cj;1 C C;N D, 1, para toda i. Como C; C C}
para toda i, la familia {C;};ey es una familia anidada de cerrados en un compacto.
Por lo tanto la interseccién de la familia {C;};cn no es vacia. Entonces,

@%ﬂ@c(ﬂDM>ﬂU

1€N €N

Corolario 2.55. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Si

x=Ja

1€N

con C; cerrado para toda i, algun C; debe tener interior no vacio.

12@G es divisible si, y sélo si, para toda g € G'\ {e} y para toda n € N, existe b € G, tal que nb = a.
13Friedrich Kasch, Modules and Rings, Londres, Academic Press, 1982, p. 121.
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Demostracién. Supéngase C; = () para toda i. Entonces, para toda i, X \ C; es un
abierto denso. Por la Proposicién 2.54, (,cy X \ Ci # 0, es decir, X # [,y Ci, lo
cual es una contradiccion. O]

Corolario 2.56. Todo espacio localmente compacto, Hausdorff y numerable es dis-
creto.

Proposicién 2.57. Si G y H son grupos localmente compactos y Hausdorff y ademds

G es Lindelof, todo homomorfismo continuo y suprayectivo, G ER H, es abierto.

Demostraciéon. Basta probar que f manda vecindades abiertas de e en GG, en ve-
cindades de e en H. Sea U vecindad abierta de e en GG y sea V' vecindad simétrica
y compacta de e tal V -V C U. Como G es Lindeléf, G = (J;cyV - gi, para algun
conjunto {g; };en. Por lo tanto

H:Uf(v)'f(gi)

1€EN

Por el Corolario 2.55, para alguna ¢ el interior de f(V') - f(g:) es no vacio. Entonces
el interior de f(V') es no vacio. Sea W C f(V') abierto no vacio. Si w = f(v) € W,

e€W-w™ C f(V)-flv) C f(V-V)CfU)
Se demostré que f(U) es vecindad de e. O

Lema 2.58. Todo subgrupo discreto H de un grupo G de Hausdorff es cerrado.

Demostracién. Como H es discreto, existe W € ¥ simétrica tal que W N H = {e}.
Sih',he Hylh € h-W,entonces h=* - h' € W. Por lo tanto h' = h.

Demostraremos que {{h}|h € H} es una familia localmente finita de subconjuntos
cerrados de G. Si g € h- W, para alguna h € H, la vecindad buscada para g es h-W.
Pues h- W N H = {h}. Sea g & h-W, para toda h € H. Si para alguna h € H,
heg-W,geh-W==h-W. Esto dltimo es una contradiccién. Por lo tanto g - W
es la vecindad buscada para g.

{{h}|h € H} es localmente finita, por ello

i =Jtimln e 1y
es cerrado.! O
Lema 2.59. Si A C G es denso, para toda U € i,
{a-Ulae A}

es una cubierta abierta de G.

1 Carlos Prieto, op. cit., p. 259.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supéngase U simétrica. Como z - U es
una vecindad abierta de z, existe a € ANz - U. Por lo tanto

rea-Ul=q-U
O]

Definicién 2.60. Un grupo topologico G se dice monotético si contiene un subgrupo
ciclico denso.

Observacion 2.61. Todo grupo monotético y Hausdorff es abeliano.
Demostracién. Supéngase que G = H con H un subgrupo abeliano. Por lo tanto

GxG=HxH=HxH

-1

La aplicacién (g,h) = g-h-g ' -h~' es continua y, para todo (h,k) € H x H,

v(h, k) = e. Por lo tanto,
VG x G) =~(H x H) Cy(H x H) = {e} = {e}
0

Teorema 2.62. Todo grupo ALCH, monotético y no compacto es topologicamente
isomorfo a 7.

Demostracién. Supdngase que G no es discreto. Entonces un subgrupo ciclico denso
no puede ser finito. Por lo tanto el subgrupo ciclico y denso es isomorfo a Z. Obsérvese
que no se esta diciendo que son topolégicamente isomorfos. Pero haciendo un abuso
de notacién, podemos suponer que Z = G.

Denotemos e = 0 y usemos por esta vez la notacién aditiva para la operacion de
G. Definamos Z_ y Z, como los enteros negativos y los enteros positivos (sin el 0)
respectivamente.

Se afirma que cada uno de estos conjuntos es denso en GG. Demostremos que Z
es denso. Primero probaremos que Z_ y Z, intersectan a todas las vecindades de 0.

Sea A € Xy, sin pérdida de generalidad, supongase A simétrica. Si A N Z es finito,
Z seria un subgrupo discreto de un grupo de Hausdorff, y por el Lema 2.58, Z seria
cerrado y denso. Entonces G = 7Z, y por el Corolario 2.56, G seria discreto, lo cual es
una contradicciéon. Por lo tanto A N Z es infinito. Como A N Z es simétrico, contiene
una infinidad de enteros positivos y una infinidad de enteros negativos.

Sea V C G abierto, como Z es denso, VNZ # (). Si V NZ es finito, por los
mismos argumentos de arriba, Z seria discreto y llegariamos a una contradiccion.
Por lo tanto existe x # 0 que pertenece a V NZ. Si x € Z, se terminaria, entonces

supéngase x € Z_. Se tiene que —x + V' € X, por ello existe W € X simétrica tal que
W C —x + V. Por lo que observamos antes, W N Z, es infinito. Por lo tanto existe
zeWNZ, tal que z+x € Z, NV. Lo cual implica que Z, y Z_ son densos.
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Sea U € X tal que U es compacta. Por el Lema 2.59 {n +U | n € Z_} y
{n+U |n € Z,} son cubiertas abiertas de G. Como U es compacta, existe m € Z,
tal que

Uc—-1+UU—-24UU---U-m+U

Se afirma que
G=1+UU---Um+U

Sea g € G y sea n, el primer elemento de Z, tal que g = n, + u para algin u € U.
Como u € U, existe 0 > j > —m, tal que v € 7+ U. Por lo tanto g € n, + 5+ U. Por
la definicién de n, y por ser j < 0, ng + j ¢ Z, . Entonces

ng < il <m

es decir
G=14+UU---U|m|+U

Por lo tanto

G = 14UU---Um|+U
= 1+U0U---U|m|+U
= 1+UU---Um|+U

Esto es una contradiccién, pues G no es compacto. Por lo tanto G es discreto. Entonces
G es igual a su subgrupo ciclico denso y como G no es compacto, GG es infinito. Por
lo tanto G es topolégicamente isomorfo a Z. O

Corolario 2.63. Si G es localmente compacto y Hausdorff, para toda x € G, < x >
es compacto o topolégicamente isomorfo a Z.

Demostraciéon. Bajo estas hipdtesis, para toda x € G, <x > es un grupo ALCH
monotético. Por la Proposicién 2.62, < x > es compacto o discreto. O

Definicién 2.64. Un grupo G se dice compactamente generado si existe K C G
compacto tal que < K >=G.

Observacién 2.65. Todo grupo Hausdorff, conexo y localmente compacto es com-
pactamente generado.
v, O

Demostracién. Si V' € X es simétrica y compacta, G = (J,,cy

Definicién 2.66. El grado de no compacidad de un grupo G es el infimo (cardi-
nal) de los cardinales k tales que existe L C G compacto tal que G = L - H, para
algun H, subgrupo de G, generado por un conjunto de cardinalidad k. El grado de no
compacidad de G se denotard nc(G).

Observacion 2.67. G es compacto si, y sélo si, nc(G) = 0.

Proposicién 2.68. Para todo grupo G localmente compacto y compactamente gene-
rado, nc(G) < oo.
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Demostracion. Supéngase < K >= G, para algin K C G compacto. Se puede
suponer que K contiene a e. Si V € ¥ es compacta, K -V genera a G. Entonces
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que G esta generado por un subconjunto
U compacto, simétrico y tal que U es una vecindad abierta de e.

Sea V € ¥ abierta tal que V -V C U. Como K es compacto, existe F' C K finito
tal que K C F'- V. Entonces

K-KCF-F-V.VCc<F>'K

Si K" C< F > K,
K' K C <F>-K-K
C <F>'K

Entonces ne(G) < oo. O

Observacién 2.69. En la demostracion de la Proposicién 2.68 se demostrd que en
un grupo G localmente compacto y compactamente generado, para toda K € X
compacta que genere a (7, existe un subconjunto finito F' tal que, K - < F' > = (G.

Proposicién 2.70. Si G es ALCH y nc(G) < oo, para cada b € G\ {e}, existe un

morfismo continuo y abierto G % Gy, tal que p(b) # e, con Gy un grupo ALCH tal
que nc(Gy) = 0 0 ne(Gy) < ne(G).

Demostracién. Si G es compacto, para toda b € G\ {e} existe ¢ € G* tal que
©(b) # 1 (ver el Teorema 2.50). Sea G} = G//ker(yp) y sea p la proyeccién canonica.
Como G/ker(y) es un grupo compacto (ver la Proposicion 1.7), nc(G/ker(¢)) = 0.
Supéngase nc(G) > 0. Entonces existen K C G compacto y F' C G no vacio y
finito, tales que
G=K-<F>

Sia€ F, <a> no es compacto. Ya que de lo contrario, K U < a > seria compacto
y se tendria

G=(KUu<a>) <F\{a} >

Lo cual es una contradiccién pues F' es de tamano minimo con esa propiedad. Como
< a > es denso en < a >, por el Teorema 2.62, < a > =< a > es discreto e isomorfo
a .

Para cada b # e existe H, un subgrupo (discreto) no trivial de < a > que no
contiene a b. Afirmamos que la aplicacién canénica G = G/ H es el morfismo buscado.
Por el Lema 2.58 y la Proposicién 1.7, G/H es un grupo ALCH. El morfismo 7 es
continuo, abierto y 7(b) # e. Sélo falta demostrar que nc(G/H) < nc(G).

Se tiene que

G/H = n(K-<F>)
= c<a>-<F\{a}>)

(
= 7T(K
= m(K) -n(<a>)-n(< F\{a}>)
= n(K) -n(<a>)<n(F\{a}) >
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Como
m(<a>)=<a>/H=Z

para alguna | € N, 7(K) - 7(< a >) es compacto. Entonces nc(G/H) < nc(G) — 1.
[

Teorema 2.71. Si G es un grupo ALCH, para toda x # e en G, existe ¢ € G*, tal
que p(x) # 1.

Demostracién. Sea V' en X compacta y simétrica. El grupo compactamente gene-
rado H =< V > es abierto.

Sea x # e, y supongamos = ¢ H. Sea G = G/H la proyeccién canénica. Como
H es abierto, G/H es discreto y por la Proposicién 2.53, existe morfismo (continuo)
G/H % S' tal que ¢(z - H) # 1. Por lo tanto ¢ o m(x) # 1.

Ahora supéngamos x € H. Obsérvese que H es ALCH y compactamete generado.
Por la Proposicién 2.68, H tiene grado de no compacidad finito. Aplicando sucesi-
vamente la Proposicién 2.70 podemos conlcuir que existe un homomorismo continuo
H % @' con G’ un grupo ACH, tal que p(z) # e. Por el Teorema 2.50 existe un
homomorfismo continuo G’ % S' tal que ¢(p(x)) # 1. Por lo tanto ¢ o p(x) # 1.
Como S! es divisible, ¢ o p se puede extender a un homomorfismo con dominio G
y que no se anula en x. Este homomorfismo es continuo, pues su restriccién a una
vecindad de e es continua. O]

Observacién 2.72. Obsérvese que las hipétesis para G de ser Hausdorff y abeliano
no son restrictivas. Supéngase que para cada g # e existe p € G* tal que p(g) # 1.
Claramente G tiene que ser Hausdorff. G es abeliano pues existe un homomorfismo

inyectivo
G = e St,
g = (9(9))pec

El Teorema de Gel’fand-Raikov dice que si G es un grupo localmente compacto y
Hausdorff, para todo e # g € GG existe una representacion de G, p, en los operadores
unitarios de un espacio de Hilbert, tal que p(g) # Id. Una demostracién se puede
encontrar en el libro de Edwin Hewitt y Kenneth Ross, Abstract Harmonic Analysis.'®
El Teorema 2.71 es un corolario del Teorema de Gel’fand-Raikov.'¢

15Edwin Hewitt y Kenneth Ross, Abstract Harmonic Analysis I, Berlin, Springer-Verlag, 1963, p.
343.
16]/dem, p- 345.
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Capitulo 3

Dualidad de Pontryagin

Este capitulo fue tomado casi en su totalidad del libro Grupos Continuos' de
Lev Pontryagin y del libro Topological Groups and Related Structures® de Alexander
Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko.

Para todo grupo G de Hausdorff se dara una topologia de grupo a G* de modo
que sea ALCH. Después se mostrara que algunas propiedades, tanto algebraicas como
topoldgicas, que se encuentran en “dualidad” bajo el funtor G — G*. Por ejemplo,
los grupos AD y los grupos ACH estan en dualidad. Este hecho sera base para la
demostracion del resultado principal de este capitulo: para todo grupo ALCH, G,
existe un isomorfismo topoldgico natural entre G y G**.

3.1. El grupo dual

Si X es localmente compacto, la topologia compacto abierta esta contenida en to-
das aquellas topologias con las cuales la evaluacion es continua. Ademas, la topologia
compacto abierta tiene buenas propiedades con respecto a las operaciones con fun-
ciones. Parece natural darle esa topologia a los espacios de funciones. Observado esto
y debido a que se trabajara mayormente con grupos abelianos localmente compactos,
la topologfa que se le da a Top(G,S') es la compacto abierta.

-1
Si a, B € G*, se pueden definir el caracter inverso de «, g = a(g)™!, el caracter

productode oy 3, g 2B, a(g)-B(g), y el caracter neutro g EN 1s1 . Con esta operacion
G* es un grupo abeliano. Se demostrara que G*, con la topologia de subespacio de
Top(G,S'), es un grupo topolégico.

Proposicion 3.1. En un grupo topologico G se cumple:
a) Para cualesquiera U yV en X existe W € 3 tal que W C UNV.
b) Para todo U € X existe V € X tal que VV1 CU.

¢) Para cada U € 3 ya € G existe V € X tal que a™'Va C U.

'Lev Pontryagin, op. cit., capitulo 6.
2Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko, op. cit.
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d) Para toda U € 3 existe V. C U en X tal que, para cada v € V, existe W € X tal
que Wov C V.

Demostracién. a) Es trivial. Para b) consideremos la funcién (g,h) — gh™'. Si
U € X, por continuidad, existe una vecindad abierta de (e, e), V x W, tal que

VW tcu

La vecindad buscada es VNW. ¢) Sean U € ¥y a € G. Como la funcién (g, h, k) —
g 'hk es continua, por lo tanto, existe una vecindad abierta A x B x A de (a, e, a) tal
que A"'BA C U. El conjunto buscado es B. Para d) obsérvese que, para cada U € ¥
yparacadau € U, U-ut € X. U-u"! es el elemento de ¥ buscado. O

Proposicién 3.2. Sea G un grupo y 3 una familia de subconjuntos de G que con-
tienen a e. St X cumple los cuatro incisos de la proposicion anterior, G puede ser
dotado de una (unica) topologia con la cual es grupo topolégico y de la cual ¥ es una
base de vecindades de e.

Demostracion. Se declara que A C G es abierto si, y solo si, para cada a € A, existe
U € X, tal que Ua C A. Con esta definicién los elementos de X, () y G son abiertos.
Sige AN B, con Ay B abiertos, existen U y V en %, tales que Ug C Ay Vg C B.
Por a) existe W € ¥ tal que W C U N V. Entonces

geWgcCc (UnNV)g=UgNnVgC ANB

Por lo tanto la interseccién de dos abiertos es abierta. Inductivamente se verifica que
la interseccién de cualquier familia finita de abiertos es abierta. Es inmediato que la
union de abiertos es abierta y que X es una base de vecindades de e para la topologia
recién construida.

Para demostrar que (g, h) — g-h~! es continua considérese una vecindad abierta
de a-b !, sin pérdida de generalidad, de la forma Ua-b~! donde U € X. Por b) existe
VelX talque VV~1 C U,y por c) existe W € ¥ tal que

a-b"'Wh-atcCcV

Entonces
a- bW l-at = (a- b Wh-at) T c V!

y por lo tanto
a- bW ltcvla-b!

Dado lo anterior se tiene
VaWb) ' =Va-b"'"WtcVVvVia-b' cUa-b"

Por lo tanto la vecindad Va x Wb de (a,b) es mandada a Ua - b~'. Esto demuestra
que (g,h) — g-h~! es continua en (a, b).

Toda topologia que hace a GG grupo topologico queda determinada por el conjunto
de vecindades de e. Es decir, si dos topologias comparten una base de vecindades
de e, entonces e tiene las mismas vecindades en ambas topologias. Por lo tanto dos
topologias que hacen a G grupo topoldgico y que tienen a > como base de vecindades
de e son iguales. O
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Proposicién 3.3. 5@ G es un grupo topolégico de Hausdorff, G* con la topologia
compacto abierta es un grupo topoldgico abeliano y Hausdorff.

Demostracion. Cualquier espacio de funciones continuas con codominio Hausdorff
y con la topologia compacto abierta es Hausdorff.

Si (ga, ha)aea es una red en G* x G* que converge a (g, h), para K compacto y
para todo k € K,

A(g(R)h(k), gr(0)ha(k)) < d(g(k)h(k), g(k)a(k) ) + ( ENGING)
— d(h(k), ha(K)) + d(g(K), ga(k)

Por la Proposicion 1.10, la operacion de G* es continua.

Sea ¢ la funcion que manda a cada elemento de G* a su inverso. Demostraremos
que es continua alrededor de 1. Se tiene que toda vecindad bésica alrededor de 1
contiene una de a forma UX donde K es un compacto v U es simétrico. Es claro que
THUE) = UK. m

Observacion 3.4. Se puede demostrar, utilizando los mismos argumentos de la de-
mostracion de la proposicién anterior, que

Top((G,e),(S' 1))
con la multiplicacién puntual, y que

Top((G, e), (R™, O))
con la suma puntual, son grupos topolégicos.

Definicién 3.5. a) Sea Gr la categoria donde los objetos son los grupos topoldgicos
de Hausdorff y donde los morfismos son los homomorfismos continuos.

b) Sea Ab la categoria donde los objetos son los grupos topoldgicos abelianos de
Hausdorff y donde los morfismos son los homomorfismos de grupos.

Proposicién 3.6. La asignacion

es un funtor contravariante.

Demostracion. Dados G 'y H grupos topolédgicos de Hausdorftf y G Iy H un homo-
morfismo continuo, el morfismo dual de f, f*, es la funcién

g I oo
o > pof

Demostraremos que f* es continua en 1. Si 1 = 1 o f € UX| la vecindad buscada de
1€ H es UK,
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Sip, 1 € G*,
[e-¥)g) = (p-¥)o flg)
= ( (9)) - ¥ (f(9))
= (f*( ) - f*(¥))(9)
A

Por lo tanto f* es un morfismo de grupos. Si se tienen G - H = K morfismos , para
toda p € K*,
(YoA)(p) = poyoA
= 7(p)oA
= A (¥)

Por 1ltimo obsérvese que 1¢*(¢) = ¢ o 1¢ = ¢. Por lo tanto (1g)" = 1g-. O

En adelante la topologia que se la darda a G* es la topologia compacto abierta. A
G* le llamaremos el grupo dual de G.

Definicién 3.7. Llamemos A, al conjunto
{e” 10 € (-1/3n,1/3n)}
Lema 3.8. A, no contiene subgrupos no triviales de S*.

Demostracién. Sea z € A; \ {1}. Sin pérdida de generalidad, supéngase z en el
semiplano superior. El argumento de 2", para alguna n tiene que ser mayor a 1 y
menor a 7. Por lo tanto 2" & A;. O

Lema 3.9. Si X es discreto, para todo espacio Y,
[~ Top(x,Y)
zeX

con la topologia compacto abierta. Es decir, si X es discreto, para todo Y, las topo-
logias de la convergencia puntual y compacto abierta son iguales.

Demostracion. Se tiene la biyecciéon

Top(X,Y) % 1 Ya

zeX

f — (f(‘r))zeX
Si Ay, X -+ x Az, X [] Yz es un abierto basico de [] Y,

TH#T; zeX
! (Azl X oo X Ay X H Y;) = A, 004, e
T#T;
Por lo tanto ¢ es continua. Si K C X es compacto, K = {x1,...,z,}. Por lo tanto,

para todo A C Y abierto,
AK _ A{xl ..... ZTn} _ A{xl} AN A{l’n}

Por lo tanto ¢ manda subbésicos en abiertos. Entonces ¢ es continua, abierta y
biyectiva. 0
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Proposicién 3.10. Si G es un grupo topoldgico, G* es cerrado en Top(G,S').

Demostracién. Si f ¢ G*, existen g, h € G tales que f(g-h) # f(g) - f(h). Como
la aplicacién A — A(g) es continua y S' es un grupo topoldgico, la funcién

Top(G,SY) L5 S!
A = Mg h) - AR A(g) !

es continua. El conjunto F~!'(S'\ {1}) es abierto, entonces f tiene una vecindad
contenida en F~! (S!\ {1}). Ninguna funcién en esa vecindad puede ser un caracter.
O

Teorema 3.11. Si G es compacto, G* es discreto.

Demostracién. Se tiene que {1} = A1, ya que por el Lema 3.8 no hay subrupo no
trivial de S contenido en A;. O

Teorema 3.12. Si G es discreto, G* es compacto.

Demostracion. Si G es discreto, por el Lema 3.9,

Top(G,S') ~ H S,

geG

Por lo tanto Top(G,S!') es compacto. Como G* es cerrado en Top(G,S!), G* es
compacto. ]
Lema 3.13. Si {z,2%,...,2"} C Ay, z € A,,.

Demostracién. Supéngase que z,z2,...,2" € A;. Sin pérdida de generalidad, sea
z en el semiplano superior. Si arg(z) no pertenece a (0,1/3n), existe m < n tal que

arg(z™) pertenece a (1/3,7). Por lo tanto 2™ ¢ A;. Lo cual es una contradiccion.
[

Lema 3.14. Si G % S' es un morfismo de grupos tal que o(U) C Ay para alguna
U e X, a es continuo.

Demostracién. Supéngase U € X tal que a(U) C Ay. Sea k € Ny V € 3 tales que

V.V VCU
—_——

kveces

Para toda v € V,
a),a()?, ... al)f € a(U) C A

Por el Lema 3.13, a(v) € Ax. Como {A,}nen es una base de vecindades de 1, « es
continua en e. O

Lema 3.15. Sea G un grupo de Hausdorff. Si K € ¥, A,/* C G* tiene cerradura
compacta.
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Demostracion. Solo para esta demostracion introduciremos notacién. Denotemos
G, a G con la topologfa discreta. Dados conjuntos B € G v A C S, denotaremos AZ
al conjunto de morfismos continuos de G en S' que mandan B en A y AP al conjunto
de morfismos d_e G en S' que mandan B en A.

Sea o € AJ* vy 2 € K. Si ©(x) & A4, p(z) tendria una vecindad V, tal que
V NAy = (7) Pero Vi 0 ALK # (). Esto tltimo es una contradiccién. Por lo tanto

A4 C A4 Entonces basta probar que A4K es compacto.
Primero demostraremos que Ay es cerrado (compacto) en (é)* Después mostra-
~ K ~
remos que Ay C (G) y A4 C G* son iguales como conjuntos y que la topologia

. ~ K
de subespacio de (G) en A4 , v la topologia de subespacio de G* en A4 , son la
misma.

~ K ~ % _
Si f¢& Ay C(G), existe r € K tal que f(x) € Ay. Por lo tanto existe A C S!
_ ~ ~ K
abierto, alrededor de f(z), tal que A N A, = ). Entonces A} nA;, = . Como
~ ~ ~ % ;K ~ kK
f e Al® y Al*} ¢ (G) es abierto, Ay C (G) es cerrado. Por el Teorema 3.12,
~ K

(@) es compacto. Por lo tanto A; es compacto.
Por el Lema 3.14, todo G % S' morfismo de grupos tal que p(K) C Ay C Ay es
~ K I
continuo, por lo tanto A, C A4K. La otra contencion es trivial.

~ ~ ~ K ~
~Un subbdsico de A4 tiene la forma V1ot A A, | con Vi#1--%n} subbdsico de
(G) . Por el Lema 3.14,

~ ~ K ~ —
V{xl,...,:pn} m A4 — V{:El,...,:vn} m A4K
yietaen}l AN

Como V{ztan} g ablerto en G*, VAz1,an} ﬂA4 es abierto en A_4K C G*. Entonces

todo subbasico de A4 es abierto en A4
Como G* es un grupo topoldgico (ver la Proposicién 3.3), cualquier vecindad

subbésica de ¢ en A_4K contiene una de la forma (AmL . gp) N A_4K, para algun m € N
y para algun L C G compacto. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer m > 2.
Sea V € ¥ tal que

2m veces

Como {V -1},., es una cubierta abierta de L, existen ly,...,l, € L tales que
LcV-Lu---uV-l,=V-{l,...,l,}
Por el Lema 3.14,
~ ~ K ~ _
My on R = Ak
e R v
Siy-p€ Ayttt ﬂA_4K, para toda k € K,
Y(k) = (k) - (k) - o(k) ™" € Ay - Ay C A
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Por lo tanto, para toda v € V,

{(v(©), 7). ()P} CA(K) C Ay

Entonces, por el Lema 3.13, v(V') C Agp,. Se tiene que

C V)l 0})
- A2m ' A2m
c A,

Como (C~T')>k es grupo topoldgico (con la topologia compacto abierta), A;iﬁl""’lr} S
es vecindad de ¢ en (G)". Se demostré que

~ ~ K —
Agf;’“"l"} NNy C (AmL cp) N A4K

R ~ K R
Por lo tanto A4K y A4 tienen las mismas topologias y A4K es compacto. O
Proposicién 3.16. Si G es Hausdorff y localmente compacto, G* es un grupo ALCH.

Demostracién. Claramente G* es abeliano y Hausdorff. Como G* es un grupo to-
poldgico, para demostrar que es localmente compacto basta verificar que 1 tiene una

vecindad compacta. Por el Lema 3.15, A, es compacta. O

. * . .
Los primeros grupos duales que calcularemos son S'* y Z*. Los siguientes resulta-
dos van encaminados a ello.

Proposicién 3.17. Un subgrupo de S' es infinito si, y sdlo si, es denso.

Demostracién. Todo subconjunto infinito de S! se acumula en algiin punto. Enton-
ces, en un subgrupo infinito H de S' podemos encontrar pares de puntos tan cerca
entre ellos como se quiera. Por lo tanto, mediante traslaciones, podemos encontrar
puntos en H tan cerca de 1 como se quiera. Por lo tanto, si tomamos un elemento
de H que se encuentre a una distancia menor a € > 0 de 1, todo punto en S' se
encontrara a una distancia menor a € del grupo generado por ese elemento. O]

Corolario 3.18. Todo subgrupo infinito y cerrado de S* coincide con S*.
Proposicién 3.19. Todo subgrupo finito de S' es ciclico.

Demostracién. Sea H un subgrupo finito de S'. Existe h € H \ {1} tal que el
argumento de h es menor entre los argumentos de elementos de H. Se afirma que
< h >= H. Para cada k € H, existe n tal que k estd en el arco que va de h™ a h"*!.
Si k no fuera igual a A" ni a h™™!, el argumento de A" ™!k~ serfa menor al argumento
de h. Por lo tanto k debe pertenecer al grupo generado por h. O

Corolario 3.20. Todo subgrupo propio y cerrado de S' es ciclico y finito.
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Demostracién. Por la Proposicién 3.17, todo subgrupo propio y cerrado de S! es
finito y por la Proposicién 3.19, todo subgrupo finito de S* es ciclico. ]

Proposicién 3.21. Si H es un subgrupo de S' de orden n, entonces H es el conjunto
de raices enésimas de la unidad.

Demostracién. Si |H| = n, para toda h € H, h" = 1. O
Proposicién 3.22. Z* es topoldgicamente isomorfo a St.

Demostracién. Como Z es discreto, cualquier homomorfismo de Z a S' es un ca-
racter. Un homorfismo que tiene como dominio a Z queda determinado por la imagen
del 1. Definamos el homomorfismo

7z L, st

fo— )

Si dos caracteres de Z coinciden en 1 € Z, son iguales. Por ello, ¥ es inyectiva. La
suprayectividad de W es evidente.

Por la Proposicion 1.2, ¥ es continua. En el Teorema 3.12 se probd que Z* es
compacto. Entonces ¥ es continua, biyectiva y cerrada. Es decir, ¥ es un isomorfismo
topoldégico. O

Dualmente.

Proposicién 3.23. Todo caracter de S, distinto de 1 es de la forma z — 2™, para
alguna n. Esto define S'” 2 Z., un isomorfismo topoldgico.

Demostracién. Sea A € S'"\ {1}. Entonces ker()\) es finito (ver la Proposicién
3.17). Se afirma que A = 2", con n = %|ker(\)|.

Si A es inyectiva, A\(S') es un subgrupo compacto e infinito de S!. Por la Proposi-
cién 3.17, A(S') es denso. Por lo tanto A es suprayectiva.

Como A es un isomorfismo, manda raices primitivas de la unidad en raices pri-
mitivas de la unidad. Por lo tanto A(—1) = —1. Por ser continua, A mapea el arco
superior entre 1 y —1 en alguno de los dos arcos que unen a 1 y —1. Supéngamos que
A mapea el arco superior en si mismo.

Para toda n, el arco entre 1 y e2™/™, debe mapearse al arco entre 1 y alguna raiz
enésima primitiva de la unidad. Esta raiz debe ser e*™/™. Ya que, de no ser asi, algin
elemento del arco abierto entre 1 y e?™/™ deberfa ser mapeado a €™/, Pero este
elemento seria una raiz enésima de la unidad, lo cual seria una contradiccién. Por lo
tanto, si el semicirculo superior es mapeado en si mismo,

)\(627ri/n) _ 627ri/n

Por lo tanto A no mueve a ninguna raiz de la unidad. Como el conjunto de raices

de la unidad es denso, A es la identidad. Analogamente, si el semicirculo superior es

mapeado al semicirculo inferior, A = z71.



3.1. EL GRUPO DUAL 63

Ahora sea A un caracter con nucleo no trivial. Si A no es constante, su nucleo es
el conjuto de raices enésimas de la unidad, para alguna n (ver la Proposicién 3.21).
Por lo tanto ker(z") = ker(\).

La imagen de \ es un subgrupo cerrado infinito de S!, por lo tanto, A es supra-
yectiva.

Por lo anterior, la asignacion

es un isomorfismo.

Para demostrar que ¢ es continua, obsérvese que todo caracter no trivial de S! es
suprayectivo (ver Proposicién 3.17). Como S! es compacto y Hausdorff, todo caracter
no trivial de S! es una identificacién. Como 2" es una identificacién y §(2") = A(a),
0 es continua.

Como ¢ es continua y un isomorfismo, ya demostramos que 6 = z 0 § = 27!, es
decir, A\=2"0 A=2z""

Entonces existe un isomorfismo entre S'* y Z, Como ambos son discretos, dicho
isomorfismo es un homeomorfismo. m

Lema 3.24. Si~ y A son dos caracteres abiertos y suprayectivos de un grupo G tales
que ker(y) = ker()\), entonces v = \*L.

Demostracién. Definamos el isomorfismo continuo

st — St
V(z) — A=)

En la Proposicién 3.23 se demostré que los tnicos dos isomorfismos continuos de S*
en si mismo son la identidad y la conjugacion. O]

Lema 3.25. Un subgrupo propio de R es cerrado si, y solo si, es ciclico.

Demostracién. Sea H un subgrupo propio y cerrado de R. Si en H existen elementos
distintos de 0 con valor absoluto tan pequeno como se quiera, H seria denso, y no
podria ser propio. Por lo tanto r = inf{|h| | h € H} > 0. Como H es cerrado, r € H.
Se afirma que H =< r >. Sea k € H positiva. Existe n € N tal que nr < k < (n+1)r.
Si ambas desigualdades fueran propias,

0<|nr—kl<|(n+1)r—nrl=r
Y se llegaria a una contradiccion. Por lo tanto k €< r >. O
Proposiciéon 3.26. R* es topologicamete isomorfo a R.

Demostracién. Obsérvese que los tinicos subgrupos conexos de S son triviales. Por
lo tanto todo caracter de R es suprayectivo. Entonces, por la Proposicién 2.57, todo
caracter no trivial de R es abierto.
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Counsidérese la funcion
r
R — R*
r — (yre)

Es inmediato que I" es un homomorfismo de grupos inyectivo. Si ¢ € R*, ker(y) es
cerrado y, por el Lema 3.25, debe ser ciclico (generado por algin a € R). Obsérvese
que ker(yp) = ker (I'(3%)), entonces, por el Lema 3.24, ¢ = I'(+2%). Por lo tanto I es
un isomorfismo.

Demostraremos que I' es continua en 0. Sea U una vecindad de 1 € R*. Sin
pérdida de generalidad, se puede suponer que K = [—p,p| es un intervalo cerrado
centrado en 0 y que U = A,,, para alguna n € N.

Sea € = 3%13 y sea x € (—e¢,¢). Para toda t € [—p,p],

1
tr| < Itel < pe = —
to| < |te] < pe ™

Por lo tanto, para toda = € (—¢,¢€) y para toda t € [—p, p|,
[(z)(t) =™ € A,

Es decir, para toda z € (—¢,¢€), ['(z) € UX. Por lo tanto I' es continua. En la Propo-
sicién 2.57 demostramos que, como R y R* son localmente compactos de Hausdorff
(ver la Proposicién 3.16), R es Lindelof y T' es un homomorfismo suprayectivo, I es
abierta. Por lo tanto I' es un isomorfismo topolégico. O]

Proposicién 3.27. St K es un grupo ciclico finito y discreto, K* es topolégicamente
isomorfo a K.

Demostracién. Podemos identificar a K con el tnico subgrupo de S' de tamafio
| K| (ver la Proposicién 3.21). Para cada ¢ € K*, ¢ queda definida por su valor en 1.
Ademés, p(1) € K, ya que | < ¢(1) > | divide al orden de K, y para cada divisor de
su orden, K contiene al tinico subgrupo de S! con ese tamafio. Entonces definamos

K X K
e — (1)

Claramente ¥ es un homomorfismo inyectivo y suprayectivo. Ademdas como K* es
finito y Hausdorff, es discreto. Entonces ¥ es un isomorfismo topoldgico. O

3.2. Un morfismo entre G y G**

Teorema 3.28. Para todo grupo G localmente compacto y Hausdorff existe un ho-
momorfismo continuo y natural G = G**.

Demostraciéon. Como G es localmente compacto, G* es un grupo topoldgico local-
mente compacto y por lo tanto G** es un grupo ALCH (ver la Proposicién 3.16).
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Definamos
G = G
w(g)
g — (so . sO(g))

Por la Proposicién 1.2, G* x G =5 S! es continua. Entonces como es una restriccién
de ev, w(g) es continua. Si ¢, € G,

w(@)w-v) =p-Y(g) = ¢(g) - ¥(g) = w(g)(w) - w(g)(¥)

Por lo tanto w estd bien definida. Si g,h € Gy ¢ € G*

w(g-h)(p) =(g-h)=p(g) wh) =w(g)(e) wh)(e)

Por lo tanto w es un morfismo de grupos.
Por la Proposicién 1.3, si G x G* =5 S! es continua, G = Top(G*,S') también
es continua. Ademds, para todas g € Gy p, ¢ € G¥,

ev(g)(p - ) = ev(g, v -¥) = p(g) - ¥(g) = €v(g)(p) - €v(g)(¥)

Entonces im(ev) C G**. Por lo tanto la funcion G 2 G** es un homomorfismo
continuo. Obsérvese que, para toda g € G, w(g) = e€v(g).

La naturalidad de w es en el siguiente sentido. Para cualquier G Iy H homomor-
fismo continuo, entre grupos localmente compactos, el siguiente diagrama es conmu-
tativo

G wa G

Sean ¢ € H* y g € G, entonces

(f"owe)(g)e) = [*(wa(g))(p)

1 |
S=&®
Sc a9
o =28 w

Definicién 3.29. Un grupo G es reflexivo si, y solo si,

G 24 g
g — (‘Iﬂwc—mﬂlf(g))

es un isomorfismo topoldgico
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Observacion 3.30. Todo grupo reflexivo es abeliano y Hausdorff.
Proposicién 3.31. Para todo grupo G ALCH, wg es inyectiva.

Demostracién. Por el Teorema 2.71, el grupo dual de un grupo G ALCH separa
sus puntos. Es decir, si x # y, existe ¢ € G* tal que p(x -y~ ') # 1. Entonces

wa () () = p(z) # 0(y) = way)(v)

Proposicién 3.32. S! es reflezivo.

Demostracién. Sabemos por la Proposicién 3.22 y por la Proposicién 3.23 que S'™
es topoldgicamente isomorfo a S'. Por la Proposicién 3.31, im(ws:) es un subgrupo
cerrado e infinito de S'. Por lo tanto wgi es un isomorfismo continuo y cerrado. [

Proposicién 3.33. Z es refiexivo.

Demostracion. Sabemos que Z** es discreto, y que wy es inyectiva, por lo tanto
basta probar que wy es suprayectiva.
Sea A € Z**. La aplicacion

es un isomorfismo continuo (ver la Proposicién 3.22), por lo tanto existe A e S tal
que \ = Ao 0. Por la Proposicién 3.23, A= 2" para alguna n € Z, entonces, para
toda f € Z*,

Af) =

I
S

Es decir, wz(n) = A. O
Lema 3.34. R no tiene subgrupos propios abiertos.

Demostracion. Si H es un subgrupo propio y abierto de R, este tiene que ser ciclico
(ver el Lema 3.25). Pero en H podemos encontrar elementos de valor absoluto tan
pequeno como se quiera, que es una contradiccion. ]

Proposicién 3.35. R es reflexivo.

Demostracién. Debido a la Proposicion 2.57, todo homomorfismo suprayectivo, de
R en si mismo, es abierto. Por ello sélo hay que mostrar que wgr es suprayectiva.
Obérvese que todo subconjunto conexo C' de R con mas de un punto tiene interior
no vacio. Ya que, si ¢,d € C, para todo ¢ < x < d, x pertenece a C, de lo contrario
podriamos desconectar C'. Por lo tanto la imagen de wg es topoldgicamente isomorfa
a un subgrupo con interior no vacio de R. Si un subgrupo tiene interior no vacio es
abierto. Y todo subgrupo abierto de R es el total (ver el Lema 3.34). O]
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Proposicién 3.36. Si K es un grupo ciclico finito discreto, K es reflexivo.

Demostracién. En la Proposicion 3.27 se demostré que K* es isomorfo a K, por lo
tanto K** y K son isomorfos. Como wg inyectiva, es una biyeccion. O]

Definicién 3.37. Dendtese T a S'. Un grupo se dice localmente compacto elemental
st es topologicamente isomorfo a un producto R™xXZ*xTIX F', con F' un grupo discreto
finito. Se dird que G es compacto elemental si es localmente compacto elemental y
compacto, es decir, topologicamente isomorfo a un producto T? x F, con algin F
finito.

La técnica empleada para demostrar que todo grupo ALCH es reflexivo consiste
en ver a cada uno de estos grupos como una extensiéon (adecuada) de dos grupos que
son reflexivos. Por ello estudiaremos la exactitud del funtor dual asi como su relacion
con el producto topolégico.

Proposicién 3.38. Sean G y H de Hausdorff y sean G x H =% G y G x H X% 0
las proyecciones. Entonces

G* x H* ToEm, (G x H)*

(0, ¢) — (ma)" (@) - (mr)" ()

es un isomorfismo topoldgico natural.

Demostracién. Si Gy H son Hausdorff, G x H también lo es. Por lo tanto (G x H)*
es un grupo topoldgico.

Empecemos por la inyectividad. Si mg*(¢) - 7" () = 1, para toda g € G y para
toda h € H, se tiene que ¢(g) - ¥(h) = 1. Por lo tanto

o(g) =1=1(h)

Definamos para cada A € (G x H)*, g LN Mg,e) y h LN A(e, h). Entonces para
todo (g,h) € G x H,

/\<gv h) = )‘(976) ' )‘(eah)

Aa(g) - Au(h)

76" (Aa)(g: h) - " (Aw) (g, )
= (ma*(Xa) - mu*(Au)) (g, h)

= 7T'G>|< @WH*(Ag,/\H)(g, h)

Por lo tanto mg* @ mg™* es un isomorfismo.
Como (G x H)* es grupo topoldgico, el isomorfismo
(0, 0)) "= 7" () - T (V)
es continuo.

Para demostrar que es un homeomorfismo, demostremos que I', su funcién inversa,
es continua. Para ello basta probar que g« o I' y 7w+ o I' son continuas, donde mg-
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v 7y« son las proyecciones del producto G* x H*. Si UX es un subbdsico de G*, se

afirma que
T © r (UKX{6}> C UK

Sea o € UK*{er Como mg- oI () = @, para toda k € K, (k) = ¢(k,e) € U. Por
lo tanto mg+ o I' 'y my+ o I' son continuas.

Si & 5 Gy H 5 H son dos homomorfismos topoldgicos entre grupos de Haus-
dorff, el diagrama

G* x H* 2T (G % 1)

l”/* xn* l(wxn)*

G x BT (G |y
es conmutativo. Si p € G* y ¢ € H*, se tiene que

me ® (Y x (e, ) (¢ h) = met @ mpt(eoy,Yon)(g )

= (re (o) m b om) ) (¢, 1)
po(g)- ¢on(h’)
= (nc* @7 (e, ) (v(g),n(k))
= ((re" @7 (9, 0) 0 (3 x ) (9, 1)
= (yxn)(re" ® 7 (p,0)) (g, 1)

]

Proposicién 3.39. Si G y H son Hausdorff el siquiente diagrama de funciones® es

conmutativo.
Gx H— (G x H)*

lwg XWE J/(T(E@W}})*

G** X H** - (G* X H*)*

e O

Demostracién. Si ¢ € G*, ¢ € H*y (g,h) € G x H, por un lado,

(WE’@W;I)*(WGXH<97}L))(§O>¢) = waH(.gv )(WGEBWH(SO 77[]))
= woxn(g, h) (me ale) - m ()
= 7&(e)(g.h) - 7 (¥)(g, h)
= ( ) - ¥(h)

y por otro lado,

(ma*)" @ (mg*)* (we X wrlg, b)) (e, ¥) = ((7¢") (walg)) - (ma*)*(wr (h))(p, 1)
= wa(9)(w) -wr(h)(¥)
= »(g)-¥(h)

3Los homomorfismos wg y wy no necesariamente son continuos.
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Corolario 3.40. Si para todai=1,...,n, G; es Hausdorff, entonces (G1 X - ~><Gn>

es topologicamente isomorfo a G} X -+ X G

Corolario 3.41. Si G es un grupo localmente compacto elemental, G* también es un
grupo localmente compacto elemental.

Demostracién. En las Proposiciones 3.22, 3.23, 3.26 y 3.27 calculamos los grupos
duales de los “bloques” de los que estan formados los grupos localmente compactos
elementales. ]

Corolario 3.42. Un producto finito de grupos es reflexivo si, y solo si, cada uno de
los factores es reflexivo.

Demostracién. Si A 5 A’ y B Y, B’ son dos funciones entre espacios topologicos

tales que A x B YA % B’ es un homeomorfismo, entonces ¢ y v también lo son.
Por lo tanto la afirmacién se sigue de la Proposicién 3.39. [

Corolario 3.43. Todo grupo localmente compacto elemental es reflexivo.

Teorema 3.44. Si H es un grupo topologico abeliano, D es un subgrupo discreto
de Hy H S H/D es la proyeccion candénica, para todo homomorfismo continuo
R* L H/D eziste un tinico homomorfismo continuo R" EN H, tal que mo f = f.
Ademds, si [ es abierta, f es abierta.

Demostracion. Como D es discreto, existe V' € EO] simétrica tal que
DNV -V)={e}

Por lo tanto, para todax € H y d € D,
d-x-VNax-V#(

si, y solo si, d = e. Entonces la accién de D en H, bajo traslaciones, es una accién
propia y discontinua. Es decir H ©> H/D es una aplicacién cubriente.* Como R" es
simplemente conexo, por el Teorema del levantamiento,® existe un tnico levantamiento
f de f, tal que f (0) = e. Demostremos que f es un homomorfismo.

La funcién

R xR* 5 m/D
(vw) = flo)+ f(w)
es el unico levantamiento de la funcién f + f que manda (0,0) a 0. Por otro lado la

funcién que manda (v +w) a f(v+w) también es un levantamiento de f + f. Por lo
tanto f es un homomorfismo. m

4Carlos Prieto, op. cit., p. 426.
5I/dem, p- 435.
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Lema 3.45. Sea H un subgrupo cerrado de R™ y sea L un subespacio vectorial uni-
dimensional de R*. Si H L # {0}, y p es el mapeo candnico R* L R"/L, p(H) es
un subgrupo cerrado de R"™/L.

Demostracién. Sin = 1, la afirmacién es trivial. Sea n > 1. Como L es un subgrupo
cerrado de R™, H N L es un subgrupo cerrado de L = R. Si H N L = L, entonces
L C H, por lo tanto

p'(p(H)=H+L=H

Es decir, p(H) es cerrado en el cociente. Si L N H # L, por el Lema 3.25, LN H es
ciclico. Haciendo un cambio de base podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

L=Rx{0}"' y LNH=Z7Zx{0}"!

Es claro que existe un isomorfismo topolégico entre R"/H N L y R/Z x R™. Con-
sidérense los mapeos candnicos

R* 5R"/HNL y R/Z xR L R*!
Haciendo un abuso de notacién, p(H) = w(7(H)). Como ker(m) es compacto, para
todo C C R/Z x R"! cerrado, C + ker(m) es cerrado.® Por lo tanto 7 es cerrada. Y
como ker(t) C H, 7(H) es cerrado en R/Z x R"~!. Hemos demostrado, que p(H) es
un subgrupo cerrado de R"/L. O

Teorema 3.46. Para todo subgrupo propio y cerrado H de R™ existen

V1y.o oy VUsyUst1y- -y Ustm

vectores linealmente independientes tales que H =V @& L, donde V' es el subespacio
vectorial generado por vy,...,vs, y L es el subgrupo generado por vsii,...,VUsim.
Ademds V x L es canonicamente homeomorfo a H.

Demostracion. Se procederd por induccion. Si n = 1, por el Lema 3.25, H es
ciclico. Ahora supdngase cierto el resultado para todo natural menor a n. Si H es
un subespacio vectorial no hay nada que demostrar, entonces supéngase que existe
h € H tal que Rh ¢ H. Sea R" KN R™/Rh el mapeo canénico. Debido al Lema 3.45,
p(H) es cerrado en R" /Rh = R™™!. Por la hipétesis de induccién existen

Vly e v s Uy Umtds - -« s Umnts

vectores linealmente independientes, tales que si V' es el subespacio vectorial generado
POT V1, ...,V ¥ si L es el grupo generado por Uy 1, - - -, Umys, P(H) = V@L. Sea R™ 5
R"™ / RA N H la proyeccién candnica. Tanto H como p(H) son localmente compactos,
y como H es Lindelof,” por la Proposicién 2.57, H £ p(H) es abierta. Por lo tanto
H/]Rh N H = p(H), mediante un isomorfismo topoldgico ¥, tal que ¥ o 7|y = ply.

6Mickhail Tkachenko et al., Grupos Topoldgicos, México, UAM, 1997, p.S.
"Todo subespacio cerrado de un espacio Lindeldf es Lindel6f.
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Como Rh N H es ciclico (ver el Lema 3.25), es discreto. Por lo tanto H % p(H)
es una aplicacién cubriente. Sea ¢ la inclusiéon de V' en p(H). Aplicando el Teorema
3.44 a p|y v a ¢, sabemos que existe V 2y H morfismo abierto tal que p o v =L

Se afirma que v(V') es un subespacio vectorial y que 7 es lineal. Sea v € V. Si
n € N es claro que 1/n - v(v) = v(1/n-v) € v(V). Por lo tanto para toda g € Q,
q-v(v) € v(V). Como por hipédtesis de induccién (V') es un subgrupo abierto de H,
v(V) C H es cerrado. Entonces para toda A € R; A-y(v) € v(V). Ademds como para
cada ¢ € Q, v(q-v) = q-~v(v), para cada A € R, y(A-v) = A - y(v).

Los vectores y(v1),...,7v(vn) son base de (V). Elfjanse v],,, € H tales que
P(V,4;) = Umgi. Sabemos que ker(p|y) = Rh N H es ciclico generado por algin
a € ker(p|g). Dado que p es lineal, preserva la dependencia lineal, por lo tanto

/

/
ULy ooy Uy Upgts - o s Uy gy @

es un conjunto linealmente independiente de vectores. Ademas
H=vV)+ < Unit,--Umss > +ker(plg)

En conlcusién, H = v(V) @ L', donde L' es el grupo abeliano (libre) generado por

/ /
Uppiqs e v s Uppggy G

Se afirma que la funcién continua
V) x L' S (V) + L
(Y(v), 1) = y(v) +1

es abierta. Sean U C (V') abierto y [ € L'. Como v(V') C H es abierto, U +1 C H
es abierto. Por lo tanto W es abierta. ]

Corolario 3.47. Todo subgrupo discreto de R™ es libre.

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema 3.46 ya que por el Lema
2.58 todo subgrupo discreto de R™ es cerrado. O]

El Teorema 3.46 no solo caracteriza los subgrupos cerrados de R™, sino que permite
conocer la forma de los grupos cocientes (Hausdorff) de R" y la forma de los subgrupos
cerrados de S'".

Corolario 3.48. Todo grupo cociente de Hausdorff de R™ es topoldogicamente isomorfo
a R* X T™, con s +m < n.

Demostraciéon. Sea H un subgrupo cerrado de R". En el Teorema 3.46 se de-
mostré que existe conjunto linealmente independiente de vectores

U1y UL Uity - - - Ulbm
tales que H = V @& L, con V el subespacio vectorial generado por vy, ...,v, y L el
subgrupo (libre) generado por v, 1, ..., Urm. Sea L el menor subespacio vectorial que

contiene a los generadores de L. Se tiene que V N L = {0}.
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Sea W un subespacio vectorial complementario a V & L en R”. La funcién

L/Lxw L R"/V@L
(I+Lw) — l+w+Veal

es un isomorfismo continuo (ver la Proposicién 1.6). Como es un subespacio cerrado
de R", L es localmente compacto. La proyeccién L — [~// L es abierta. Por lo tanto
L /L es segundo numerable y localmente compacto. Entonces l?/ L x W es segundo
numerable y localmente compacto. Por la Proposiciéon 2.57, I' es abierta, y por lo
tanto, un homeomorfismo.

_ Existe un isomorfismo topolégico lineal L% Rmtal que W(L) = Z™. Por lo tanto
L/L es topoldgicamente isomorfo a R™/Z™ = T™.
Entonces se tienen los isomorfismos topoldgicos

R"/H = L/Lx W =T" x R®

Corolario 3.49. Todo subgrupo cerrado de T™ es topologicamente isomorfo a
™ x F
conn <m y F un grupo abeliano finito.

Demostracién. Como existe un isomorfismo topolégico candénico entre R™/Z™ y
T™, el corolario es equivalente a la afirmacién para subgrupos cerrados de R™/Z™.

Sea C' un subgrupo cerrado de R™/Z™. Si 7 es la proyeccién candnica, 7~1(C)
es un subgrupo cerrado de R™, y por el Teorema 3.46, 7~ 1(C) = V @ L, con V un
subespacio vectorial y L un subgrupo libre.

Tanto 7~ !(C') como C son localmente compactos. Como 7~ !(C) es Lindeldf, por
la Proposicién 2.57, 771(C) & C es abierta.

Ahora demostraremos que V' es un subgrupo abierto de 7! (C'). Existe un cambio
de base que manda V @& L en R® x Z! x {0}™*!. Es claro que R® x {0}™* es un
abierto de R® x Z' x {0}™*~!. Mediante el cambio de base, obtenemos que V es un
subconjunto abierto de 71 (C').

Como V es divisible y es un abierto de 771(C'), 7(V) es un subgrupo abierto y
divisible de C. Existe W, un subgrupo de C, tal que C' = 7(V) @& W.% Como C es
compacto y m(V') es abierto en C, W tiene que ser finito. Como V es abierto en
7~1(C), el homomorfismo V = 7(V) es suprayectivo y abierto, por lo tanto (V)
es topologicamente isomorfo a un cociente Hausdorff de R®. Por el Corolario 3.48,
7(V) es topolégicamente isomorfo a T* x RY, con k + g < s. El argumento de por
qué m (V') + W tiene la topologia de 7(V') x W se dio en la demostracién del Teorema
3.46. O

Observacién 3.50. Hemos demostrado que todo subgrupo cerrado de R™, todo co-
ciente Hausdorff de R y todo subrupo cerrado de T" es un grupo ALCH elemental,
y por tanto, un grupo reflexivo.

8Friedrich Kasch, op. cit., p.115.
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Lema 3.51. Si G 5 H es un homomorfismo abierto tal que ker(f) y H son com-
pactos, G es compacto.

Demostracién. Sea {U,}.c4 una cubierta abierta de G y, sin pérdida de gene-
ralidad, supéngase cerrada bajo uniones finitas. Para cada h € H, existe Uy tal que
f~Y(h) C Uy. Como f~1(h) es compacto existe V}, € 3 abierta tal que f~1(h)-V}, C Up,.
Entonces {f(h - V})}nen es una cubierta abierta de H y por lo tanto existe n tal que

H = f(hy- Vi) U U f(hy - V2)

Se afirma que G =U; U---UU,. Si g € G, f(g) = f(h; - v;), para alguna i, entonces
g-v;t € f~Y(h;). Por lo tanto g € f~1(h;) - V; C U O

Proposicién 3.52. Todo grupo G ALCH y compactamente generado tiene un sub-
grupo H discreto y libre de rango finito tal que G/H es compacto.

Demostracién. G = < K > para algun K compacto. Primero hagamos el caso en el
cual K es finito. Procederemos por inducciéon sobre el orden de K. Si G es monotético,
por el Teorema 2.62, G es compacto o G es discreto e isomorfo a Z. En ambos casos
la afirmacién se cumple.

Supdéngamos cierta la afirmacién para n. Sea G = < x7, ..., Tp11 >. Si para toda
T;, < x; > es compacto, < x; > -+ - < Tpy1 > €8 compacto y
ST > L Al > =<21,.. B > =G

Por lo tanto G seria compacto y se tendria la afirmacion. Supdéngase, sin pérdida
de generalidad, que < x,.1 > es discreto, y por lo tanto, < x,11 > =< z,41 >. Si
G 5 G /< z,41 > es la proyeccién candnica, se afirma que

G/< Tpy >=<Anm(z1),...,7m(x,)} >

Size <{x,...,xpp1} >, existe {&" - -+ -2 Faea, donde cada o; € Z, una red
que converge a x. Por lo tanto

{7-( (x(lxl « ee e o xiiﬁl)}aeA = {'/T(.’L']_)al « ee e . 7T($n)an}a€A
es una red en < {m(xy),...,m(z,)} > que converge a 7(z).

Por la hipétesis de induccién existe U/ < x,1; > subgrupo de G/ < xp11 >,
discreto y libre de rango finito tal que

G/ < Tpyy > /U/ < X1 >=GJU

es compacto y Hausdorff.

Como U es un subgrupo cerrado de G, U es localmente compacto. Debido a
que U/ < x,41 > es finitamente generado, U es finitamente generado, y por lo
tanto, numerable. Por el Corolario 2.56, U es discreto. Entonces, por el Teorema
Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente Generados,’ U es topolégicamente

9Joseph Rotman, op. cit., p. 319.
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isomorfo a L x F', con L algin grupo libre de rango finito (discreto) y con F' algin
grupo finito.
Se tiene la sucesién exacta de homomorfismos continuos

0—-U/L—>G/L—G/U—=0

donde el epimorfismo es abierto. Como U/L es finito y G/U es compacto, G/L es
compacto (ver el Lema 3.51). Entonces la afirmacién es vélida para grupos que tienen
como subgrupo denso a un grupo finitamente generado.

Ahora hagamos el caso general. Supéngamos que G = < K >. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer K € ¥ y simétrico. En ese caso < K > es un subgrupo
cerrado, y por lo tanto G =< K >. Por la Observacién 2.69, existe un conjunto finito
F tal que G = K - < F' >. Claramente G/< F > es compacto. Por la primera parte
de la demostracion sabemos que existe H, un subgrupo de < F' > tal que H es libre
de rango finito, discreto y < F' >/H es compacto. Se tiene la sucesién exacta de
homomorfismos continuos

0—-<F>/H—-G/H—G/<F>—=0

donde el epimorfismo es abierto. Como los extremos de la sucesién son compactos,
por el Lema 3.51, G/H es compacto. ]

Lema 3.53. Sea G un grupo ACH. Si U € X3, existe H C U, un subgrupo cerrado de
G tal que G/H es un grupo compacto elemental.

Demostracién. Como G* separa los puntos de G (ver el Teorema 2.50), la familia
{G \ ker(¢)}seq+ es una cubierta abierta de G. Como G \ U es compacto existen

Y1, ..., @y tales que

G\U CG\ker(p1)U---UG\ ker(p,)

Entonces H = ker(yp1) N--- N ker(p,) C U. Se puede definir el morfismo cerrado

G 5 T
g9 = (p1(9),---. nl9))

Por lo tanto la funcién inducida en el cociente G/H I T es un morfismo inyectivo
y cerrado. Entonces G/H es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de T",
por lo tanto G/H es un grupo compacto elemental (ver el Corolario 3.49). O]

Proposicién 3.54. Todo grupo ALCH y compactamente generado G tiene un sub-
grupo compacto K tal que G/K es un grupo localmente compacto elemental.

Demostracién. En la Proposicién 3.52 se demostré que existe H un subgrupo de
G discreto y libre de rango finito tal que G/H es compacto. Como H es discreto es
posible encontrar V' C G en X, compacta y simétrica, tal que V-V -V N H = {e}.
Si 7 es la proyeccién candnica de G en G/H, n(V) es una vecindad de H en G/H.
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Como H es un subgrupo cerrado de G (ver el Lema 2.58), G/H es ACH. Por el Lema
3.53, existe J un subgrupo cerrado de G tal que J/H C m(V) y tal que

G/H/Jﬂ{gcyj

es un grupo compacto elemental.
Demostremos que el compacto K = J NV es un subgrupo de G. Si x,y € K se
tiene que 7(z - y~') € 7(J) C w(V), por lo tanto para alguna v € V,

z-y v teV.V.VNH={e}

Entonces z -y '=vyz-yteJNV =K.
Sixz € J,como J/H C 7n(V), n(x) = n(v), para alguna v € V. Entonces = - h = v,
para alguna h € H C J. Por lo tantov € Ky J = K + H. Como

KNHCVNH={e

J=K®H.

Sea p la proyeccién canénica de G en G/K. Como K es compacto, p es cerrada
(ver la demostracién del Lema 3.45) y la restriccién p|g es un homomorfismo inyectivo
y continuo de H en p(H). Como H es cerrado, p|y es cerrada, y por lo tanto p|y es
un isomorfismo topolégico entre H y p(H). Ya que p(J) = p(H), J/K es un subgrupo
discreto de G/K.

Se tienen los isomorfismos topoldégicos
r v
@%/ﬂKgGugT%d?

para alguna ¢ y algin grupo finito F.

Sea R* & G/J la composicién de la proyeccién canénica de R* a T* x {e} con
U peggey. Como F es discreto, W™t pigqey es la restriccion de W= a un abierto.
Entonces ¢ es una composicion de funciones abiertas, y por ello es abierta.

Sea G/K - G/K / J/K la proyeccién canénica. Llamemos p a la funcién I' o 7.

Por ser una composicién de homomorfismos abiertos y suprayectivos, p es un cociente.
El nicleo de p es discreto, entonces, por el Teorema 3.44, existe un homomorfismo
abierto R” % G/K tal que po = q.

La imagen de ¢ es un subgrupo abierto y divisible de G/K. Entonces existe un
subgrupo N de G/K tal que ¢(RY) @ N = G/K. Como ¢(R") es abierto, G/K es
topoldgicamente isomorfo a G(R") x N.

N es topolégicamente isomorfo a G/K / ¢(R"), por lo tanto es compactamente

generado y discreto. Entonces N es finitamente generado y discreto, es decir, N es un
producto finito de copias de Z y grupos finitos. Como ¢(R") es un grupo localmente
compacto elemental (ver el Corolario 3.48), G/K es un grupo localmente compacto
elemental. O

Lema 3.55. Si G es un grupo ACH, Vv € G** y hy,...,h, € G*, existe a € G, tal
que V(h;) = hi(a), parai=1,... n.
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Demostracién. Sea K = (., ker(h;). La aplicacién

G/K — T"
gK +— (hl(g),...,hn(g))

es un homomorfismo inyectivo, continuo y cerrado. Por el Corolario 3.43 y por el Lema
3.49, G/K es reflexivo. Considérese el mapeo canénico G 5a /K. Es inmediato que

(G/K)* Py G* es inyectiva. Un caracter A de G estd en la imagen de p* si, y sélo si,
K C ker(\). Por lo tanto, para toda i = 1,...,n, h; € im(p*). Sea h; € (G/K)* tal
que p*(h;) = h;. Como W o p* € (G/K)* y G/K es reflexivo, existe cK € G/K tal
que para toda 1,

U(hi) = Wop'(h)

= hi(cK)
= hi(c)

Teorema 3.56. Todo grupo ACH es reflexivo.

Demostracion. Sea GG un grupo ACH. La imagen de wg es un subgrupo cerrado
de G**. Supdngase que wg no es suprayectiva. Como G** / im(wg) es un grupo ACH,
existe un caracter no trivial de G** /im(wg) (ver el Teorema 2.50), es decir, existe y,
un caracter no trivial de G** que se anula en la imagen de wg.

Como G* es discreto (ver el Teorema 3.11) y x es continua, existe U} yna
vecindad abierta de 1 € G**, tal que X(U{hl’“"h"}) C A;. Obsérvese que el grupo
L = {1}{Phn} estd contenido en ker(x) (ver el Lema 3.8).

Si U e G**, por el Lema 3.55, para toda ¢ existe a € G tal que

W(h;) = hi(a) = wg(a)(hi)

Por lo tanto
we(a) - ¥ e L C ker(y)

Entonces x (V) = x(wg(a)) = 1, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto wg es
suprayectiva. Como wg es inyectiva y cerrada, es un isomorfismo topolégico. ]

Teorema 3.57. Todo grupo abeliano discreto es reflexivo.

Demostracion. Como wg es inyectiva, basta probar que es suprayectiva, pues tanto
G como G** son discretos (ver el Teorema 3.11 y el Teorema 3.12).

Si wg no es suprayectiva, G** / im(wg) es un grupo abeliano discreto no trivial.
Entonces existe W, un caracter no trivial de G** que se anula en la imagen de wg (ver
el Teorema 2.71). Como G* es compacto, wg« es suprayectiva (ver el Teorema 3.56).
Por lo tanto existe f € G* tal que para toda ¢ € G**, ¥(p) = ¢(f). Como ¥ no es
trivial, f tampoco lo es, por lo tanto existe a € G tal que f(a) # 1. Entonces

fla) = wala)(f)
= %’(wc(a))

Lo cual es una contradiccion. O
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En un grupo ACH no sé6lo hay suficientes caracteres, sino que hay “exactamente”
los caracteres necesarios. Como muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 3.58. 5i G es ACH y H es un subgrupo de G* que separa los puntos
de G, entonces H = G*.

Demostracién. Supoéngase que G*/H es un grupo discreto no trivial. Entonces existe
P, un caracter no trivial de G* que se anula en H. Como G es reflexivo existe a € G
tal que ¥(¢) = p(a), para toda ¢ € G*. Como ¥ no es trivial, a # e. Pero 1 =
U(h) = h(a), para toda h € H. Pero esto es una contradiccion. O

Lema 3.59. Sea G L H un homomorfismo continuo, abierto, suprayectivo y con
nicleo compacto. Si G es localmente compacto y H es Hausdorff, f es una aplicacion
propia.

Demostracién. Si K C H es compacto, f~'(K) es un subconjunto cerrado de G.
Cubriremos a f~!(K) con un compacto. Sea V una vecindad abierta de ¢ € G con
cerradura compacta. La coleccién

{f(V-g)ge fH(K)}
es una cubierta abierta de K. Por lo tanto existen g1, ..., g, € f~}(K) tales que
KCf(V-g)u---Uf(V-gn)

Por lo tanto - -
JTHE)Cc (V-quu--- UV -g,) - ker(f)

]

Proposicién 3.60. Sea G un grupo ALCH y sea H un subgrupo de G. Llamemos ¢
a la inclusion de H en G y w a la proyeccion de G en G/H. Entonces:

a) t* es suprayectiva, si H es abierto o compacto.

b) ¥ es inyectiva si, y sdlo si, H es denso.

c) Si H es cerrado, la sucesion

0— (G/H) = G* 5 H*
es exacta.

Demostracién. a) Supéngase H abierto. Sea 7 un caracter de H y sea 7 una exten-
sién de 7. El homomorfismo 7 es continuo en e ya que 7|y = 7 es continuo y H es
una vecindad abierta de e.

Si H es compacto, im(t*) < H* separa los puntos de H, entonces, por la Propo-
sicion 3.58, ¢ es suprayectiva.

b) Si H es denso e t*(\) = ¢*(), entonces \ - v~ }(H) = {1}. Por lo tanto \ -
) = {1}, _

Ahora supéngase que H no es denso. Entonces G/H # {e}, y por lo tanto, existe
¢, un caracter no trivial de G/H. Si 7 es la proyeccién canénica, ¢ o7 es un caracter
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de G distinto de 1 tal que su resctriccién a H es la funcién constante 1. Por ello

(pom) =1.
c¢) Es inmediato que 7* es inyectiva. Se tiene que ¢ € ker(¢*) si, y sélo si, p|g = 1,
si, y solo si, ¢ esta en la imagen de 7*. O]

Proposicién 3.61. Si la sucesion de grupos ALCH,

05 AL BSC S0

es exacta, con g abierta, f un encaje, y A compacto o C discreto, la sucesion de
grupos ALCH

0SB L Ar 50
es exacta, con C* compacto o A* discreto, g* un encaje y f* abierta.

Demostracion. Bajo las hipotesis que se tienen para f y g, la sucesién exacta dada
es equivalente a una sucesién de la forma

05 H<SGSG/H—=0

que tiene las mismas propiedades. Asignarle a un grupo su grupo dual es funtorial,
entonces serd suficiente demostrar la afirmacién para esta tltima.

La sucesion . .

0— (G/H) =5 G* = H*

es exacta (ver la Proposicion 3.60).

Si H es compacto, t* es suprayectiva (ver la Proposicién 3.60). Ademéds H* es
discreto, por lo tanto ¢* es abierta.

Si G/H es discreto, H es abierto y * es suprayectiva. En la demostracién del

Lema 3.15 se observé que en un grupo G, para toda K € ¥ compacta, A_4K es una
vecindad compacta de 1. Como H es abierto, existe K C H, vecindad compacta de
e. Como ¢* es suprayectiva, L*(A_4§) = A_4§, y por lo tanto ¢*(< A_4§ >) =< A_4]I§ >.
Tanto < A_4§ > como < A4 > son abiertos en sus respectivos grupos, entonces son
localmente compactos. Como < A_4§ > es Lindelof, ya que es una unién numerable
de compactos,
< A_4§ SN A_4§ >

es un homomorfismo abierto (ver la Proposicién 2.57). Por lo tanto ¢* es abierta. Es
decir, en ambos casos ¢* es suprayectiva y abierta.

Ahora demostremos que 7* es un encaje. Si G/ H es discreto, (G/H)* es compacto.
Por lo tanto 7* es cerrada e inyectiva.

Por otro lado, si H es compacto, para todo K C G/H compacto, 7~ '(K) es
compacto. Sea afirma que para todo A, C S', y para todo K C (G/H)* compacto,
(AT = AZ_I(K). Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que € € K. Si
o € A5, es claro que 7 (p) € AT g Y € AZ_I(K), W(H) C A, y por lo tanto,
H C ker(1). Entonces 1) = 7*(¢) para alguna ¢ € (G/H)*. Es facil ver que ¢ € AKX,
Hemos demostrado que 7* es abierta alrededor de 1 € (G/H)*. Entonces 7* es abierta
e inyectiva. O
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Observacion 3.62. En la demostracion de la proposicién anterior, se mostro que en
el caso que H sea compacto, 7" es abierta.

Corolario 3.63. Si H es un subgrupo compacto o abierto de un grupo G ALCH, la
sucesion

*k ok

0— H* ‘= G* 2= (G/H)™ =0

kk

es exacta, con i** un encaje y ©* abierta.

Demostracién. Por la Proposicién 3.61, bajo estas hipétesis, la sucesién
0— (G/H* 55 6" S H =0

es exacta, con (G/H)* compacto o H* discreto, ¢* es abierta 7* un encaje. Entonces,
por la misma razén, la sucesion

0— H™* = G* = (G/H)* =0
es exacta, (™ es un encaje y 7" es abierta. O

Teorema 3.64. (Pontryagin-Van Kampen) Todo grupo ALCH es reflexivo.

Demostracién. Primero demostraremos que todo grupo ALCH y compactamente
generado es reflexivo. Después usaremos que el funtor dual es exacto (bajo ciertas
hipétesis) y que todo grupo ALCH tiene un subgrupo abierto y compactamente ge-
nerado.

Por la Proposiciéon 3.54, para cada grupo G ALCH y compactamente generado,
existe H, un subgrupo compacto tal que G/H es un grupo localmente compacto
elemental.

Entonces en el diagrama conmutativo

0 H— G —" 5 G/H—0

0 —— H* s G T (G/H)™ —— 0

wy Y Wa,/m son isomorfismos topolégicos, 1™ es un encaje y m** es abierta. Por lo tanto
we es un isomorfismo continuo. Como G es Lindeldf, wg es abierta (ver la Proposicion
2.57).

Sea G un grupo ALCH y sea H < G abierto y compactamente generado.!® Por la
misma razén que arriba, wg es un isomorfismo continuo.

Por la Observacién 3.62, si H es abierto, t** es un encaje abierto. Como H es

compactamente generado, wg|yg = ™ o wy es un isomorfismo topolégico entre H e

im(¢**). Por lo tanto H wolm, im(.**) es abierta, y como H y la imagen de ¢** son

abiertos, wg es abierta. O

°FEn un grupo G, para toda V, vecindad compacta de e, el grupo generado por V es abierto y
compactamente generado.
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Corolario 3.65. 51 G es un grupo ALCH y H es un subgrupo de G* que separa los
puntos de G, entonces H = G*.

Demostracién. Si G*/H # {e}, existe ¥ un caracter no trivial de G* que se anula
en H. Para toda h € H, U(h) = h(a) = 1, para alguna a € G \ {e}. Esto es una
contradiccion, pues H separa los puntos de G. O]

Definicién 3.66. Dado G un grupo de Hausdorff, sea
Z={z" vy xy |,y eG}
Llamemos a ab(G) = G/Z, la abelianizacion de G.

Observacién 3.67. Si GG no es abeliano y es localmente compacto y de Hausdorff,
wq es un homomorfismo continuo suprayectivo.

Demostracién. El homomorfismo wg es continuo. Como el grupo ab(G) es ALCH,
Wab(c) s un isomorfismo topolégico. Llamemos G TN ab(@) a la proyeccién canédnica.
Sea ¥ € G** y sea p € G*. Como S! es abeliano, existe ¢ € ab(G)* tal que pop = .
Entonces, para algiun g € G,

T(p) P () ()
o(p(g))
©(9)

Entonces wg es suprayectiva. O

Observacion 3.68. Si GG es localmente compacto, Hausdorff y es tal que ker(wg) es
compacto, G** y ab(G) son topoligicamente isomorfos.

.o s p ., s . s
Demostracién. Sea G — ab(G) la proyeccién candnica. La funcién wg pasa al co-

ciente. Es decir, existe ab(G) <% G**, un homomorfismo continuo tal que &gop = we.
Es inmediato que &g es suprayectiva. Si @g(p(g)) = 1 = wg(g), entonces g € Z, ya
que ab(G) es reflexivo. Por lo tanto &g es un isomorfismo.

En la demostraciéon del Corolario 3.63 no se utilizé que los grupos fueran abelianos.
Por lo tanto p™* es una identificacién. Como p*™ oWg = wap(), p*™* es una identificacion
biyectiva. Por lo tanto wg es un isomorfismo topoldgico. O

3.3. Algunas propiedades en dualidad

Ya demostramos que la propiedad de ser discreto es dual a la de ser compacto.
Proposicién 3.69. Si G es un grupo Hausdorff y divisible, G* es libre de torsion.

Demostracién. Sea ¢ € G*, tal que " = 1, para toda g € G, ¢(g") = 1. Como
para toda g € G, existe h € G, tal que g = h", p = 1. O

Proposicién 3.70. Si G es un grupo ACH y G* es libre de torsion, G es divisible.
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Demostracién. Para toda n € N, la aplicacion

Gx---xG X @
(g1,--s9n) —> g1 Gn

es continua y cerrada. La diagonal, A, de G; x --- x (G, es cerrada, por lo tanto su
imagen bajo p es un subgrupo cerrado de G. Si G/u(A) es un grupo ACH no trivial,
existe ¢ € G* no trivial tal que pu(A) C ker(yp). Por lo tanto ¢ = 1. Como G*
es libre de torsion, ¢ = 1. Esto es una contradiccion, entonces para toda n € N
G={g"|g€eG} O

Proposicién 3.71. Si G es un grupo abeliano discreto y G* es libre de torsion, G es
divisible.

Demostraciéon. Sean p y A como en la demostracion de la proposicién anterior.
Como G es discreto, u(A) es un subgrupo abierto de G. Si éste es propio, existe
¢ € G* no trivial tal que u(A) C ker(p). Se tiene que ¢™ = 1, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto G es divisible. O

Corolario 3.72. Sea G un grupo abeliano y Hausdorff. Entonces G es compacto y
divisible si, y solo si, G* es discreto y libre de torsion.

Proposicién 3.73. Si G es conexo, G* es libre de torsion.

Demostracién. Si existe ¢ € G* tal que ¢" = 1, para alguna n, cada elemento de
la imagen de ¢ es una raiz enésima de la unidad. Como G es conexo, ¢ = 1 y G* es
libre de torsion. O]

Lema 3.74. Sea G compacto. St U € X es compacta, existe H, un subgrupo abierto
y compacto de G tal que H C U.

Demostracion. Como U es compacta, existe V' € X tal que U -V C U. Se afirma
que, para toda n, V™ C U. Para n = 1 se tiene. Si suponemos que V"™ C U, es claro
que V" -V C U. El grupo H =, .y V™ C U es abierto (cerrado). O

neN

Proposicién 3.75. Si G es abeliano, discreto y libre de torsion, G* es conexo.

Demostracion. Si G* no es conexo, existe U una vecindad abierta y cerrada de 1
distinta de G*. Como G* es compacto, U es compacta, y por el Lema 3.74, existe
H C U, un subgrupo abierto y cerrado distinto de G*. Como G* es compacto y H
es abierto, H tiene una cantidad finita de clases laterales. Por lo tanto G*/H es un
grupo abeliano discreto finito no trivial. Existe un caracter no trivial ¢ de G* que
se anula en H y cuya imagen es un subgrupo finito no trivial de S' . Por lo tanto
©" =1, para alguna n. Esto es una contradiccion pues G** es libre de torsion, ya que
G y G** son isomorfos. O

Corolario 3.76. Si G es un grupo abeliano y Hausdorff, G es discreto y libre de
torsion si, y solo si, G* es compacto y conexo.
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Teorema 3.77. Un grupo ACH es conexo si, y solo si, es divisible.
Proposicién 3.78. Si G es localmente compacto y 1 numerable, G* es o-compacto.

Demostracién. Sea {K;};cn una base de vecindades compactas de e. Se afirma que
{A" Y ien

es una cubierta de G*. Si p € G*, existe V € ¥ tal que (V) C A4. Existe ¢ € N tal
que K; C V, y por lo tanto, ¢ € A,

En el Lema 3.15 se demostré que, para toda vecindad compacta K de e, A,® tiene
cerradura compacta. Por lo tanto

G* = U A4Ki
1€N
[]

Proposicién 3.79. Si G es localmente compacto y o-compacto, G* es 1 numerable.

Demostracion. Es claro que G se puede cubrir con una cantidad numerable de
abiertos con cerradura compacta. Sea {V;} una cubierta de esa forma y, sin pérdida de
generalidad, supongase cerrada bajo uniones finitas. Si K C G es compacto, K C V,,,
para alguna n. Para toda vecindad subbésica de 1, UK, existe m tal que A, c U¥.

Ademas, existe n tal que AmVT’ c ALK, Por lo tanto {Aivj}i,jeN es una base de
vecindades de 1 € G*. O

Teorema 3.80. Si G es ALCH, G es metrizable si, y solo si, G* es o-compacto.

Demostracion. Solo falta decir que para un grupo de Hausdorff es equivalente ser
1 numerable a ser metrizable.!! O

Corolario 3.81. Si G es ALCH, G es metrizable y compacto si, y solo si, G* es
numerable.

Demostracién. Si G es compacto y metrizable, G* es discreto y o-compacto. En un
discreto los compactos son finitos. Por lo tanto G* es numerable.

Por el Corolario 2.56, si G* es numerable, es discreto, y por lo tanto, G es compacto.
Todo espacio numerable es o-compacto, entonces G es metrizable. O

Definicién 3.82. Un espacio se dice totalmente disconexo si los unicos subconjuntos
conexros que posee SOn UNILarios.

Lema 3.83. Sea G compacto y totalmente disconexo y sea
C= ﬂ{A € X| A es abierto y cerrado}

Entonces C = {e} y si L C G es cerrado y e & L, para algin A € 3 abierto y cerrado,
ANL=0.

1 Mickail Tkachenko et al., op. cit., p. 99.
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Demostracién. Si un conjunto cerrado L es ajeno a (', existe un conjunto abierto
y cerrado D tal que e € Dy DN L = (). Ya que, de no ser asi, para todo A abierto y
cerrado que contiene a e, AN L # (). Por lo tanto el conjunto

{ANL|A e Xy Aes abierto y cerrado}
tiene la propiedad de intersecciones finitas no vacias. Como G es compacto,

@%H{AQLMEA}/A es abierto y cerrado} = LN C

Esto es una contradiccién. Por lo tanto existe A € i cerrada tal que AN L = ().

Si C' # {e}, C es disconexo. Es decir, existen A y B cerrados ajenos tales que
C = AU B. Supéngase que e € A. GG es regular y compacto, entonces es normal.
Por lo tanto existen U y V abiertos de GG ajenos que separan a A y B. El conjunto
F =G\ (UUV) es cerrado y ajeno a C. Por lo observado anteriormente, existe W,
vecindad abierta y cerrada de e, ajena a F'.

El conjunto W N U es cerrado, pues

WNUCWNUCG\(FUV)CU

Es decir, WNU Cc W NU. Por lo tanto W N U contiene a e y es abierto y cerrado.
Como BN(WNU) =0, C ¢ WnNU. Esto es una contradiccién, por lo tanto C' = {e}.
m

Proposiciéon 3.84. Si G es compacto y Hausdorff, G es totalmente disconexo si, 1y
solo si, e tiene una base de vecindades abiertas y cerradas.

Demostracién. Sea U € ¥ con cerradura compacta. Supongamos que U # {e}.
Como U es disconexo, existen Ay B abiertos ajenos tales que AUB = U. Sie € A, por
el Lema 3.83, existe algtin abierto y cerrado V', que contiene a e, tal que VN (U\A) = 0.
Por lo tanto V. C B C U.

Por otro lado, si e tiene una base de vecindades abiertas y cerradas para cada
x € (G, existe A vecindad abierta y cerrada de e, tal que x € A. Si U C G es distinto
de {e}, existe x € U\ {e}. Entonces existe A abierto y cerrado tal que e € Ay = & A.
Por lo tanto U no es conexo. L]

Proposicién 3.85. Si G es un grupo ACH y totalmente disconexo, para todo H
subgrupo cerrado, G/H es totalmente disconexo.

Demostracién. Por la Proposicién 3.84, basta demostrar que H € G/H tiene una
base de vecindades abiertas y cerradas. Sea U C G/H una vecindad abierta de H.
Como G es totalmete disconexo existe A, una vecindad de e abierta y cerrada tal que
A-H/H C U. La imagen de A en G/H es abierta y cerrada. O

Proposicion 3.86. Sea G un grupo ACH. Entonces G es totalmente disconexo si, y
solo si, G* es de torsion.
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Demostracién. Sea G totalmente disconexo. Por la Proposicion 2.57 sabemos que
la imagen de todo caracter ¢ de G es topoldgicamente isomorfa a G / ker(p). Por lo
tanto, por la Proposicién 3.85, la imagen de ¢ es un subgrupo cerrado y totalmente
disconexo de S!. Entonces el grupo im(y) es finito (ver el Corolario 3.18) y el orden
de ¢ también lo es.

Sea G* de torsion. Entonces todo caracter de GG tiene imagen finita. Si C' C G es
un conexo no trivial alrededor de e, existe ¢ € G* tal que C ¢ ker(y) (ver el Teorema
2.71). Por lo tanto ¢(C') es un conexo no trivial contenido en la imagen de ¢. Esto es
una contradiccion, por lo tanto C' tiene que ser trivial. O



Capitulo 4

Grupos reflexivos

Si G es un grupo abeliano de Hausdorff, es ficil demostrar que wg(g) € G*.
Entonces dado un grupo abeliano y Hausdorff, no necesariamente localmente com-
pacto, tiene sentido preguntarse si wqg es inyectiva, suprayectva, continua, si es un
isomorfismo topoldgico, etcétera.

En el articulo “A reflexive admissible topological group must be locally compact”,?
Elena Martin demostré que para un grupo reflexivo G es equivalente que sea ALCH
a que la evaluacién G* x G =5 S' sea continua. Esto muestra que el estudio de los
grupos reflexivos necesita técnicas distintas a las usadas en la dualidad de Pontryagin.

Presentaremos una pequena extension de la dualidad de Pontryagin fuera de la ca-
tegoria ALCH. En este capitulo demostraremos que la categoria de grupos reflexivos
es cerrada bajo grupo dual, productos, coproductos y subgrupos abiertos. Mostrare-
mos que esta categoria contiene a los espacios de Banach y a los espacios vectoriales
reflexivos (como espacios vectoriales). También daremos condiciones suficientes para
que un grupo métrico separable sea reflexivo y probaremos que todo grupo métrico
reflexivo es completamente metrizable.

En este capitulo no se pretende abarcar a todos los grupos reflexivos, se busca mos-
trar algunas técnicas, de naturalezas distintas, empleadas para extender la dualidad
de Pontryagin a otras categorias relevantes.

Se abordara también si la estructura algebraica, o ain mas, si el tamano de un
grupo es una obstruccién o no para que éste sea reflexivo de manera no trivial (todo
grupo discreto es reflexivo). En el Teorema 2.19 se demostré que todo grupo abeliano
G de exponente finito tal que ¢ < |G| admite una topologia de grupo ALCH (reflexi-
vo) no discreta. Saak Gabriyelyan demostré, en el articulo “Reflexive group topologies
on abelian groups”,? que todo grupo abeliano con exponente infinito admite una to-
pologia no discreta que lo vuelve un grupo reflexivo. Mas adelante demostraremos
que todo grupo reflexivo, numerable y con exponente finito es discreto. Asi sélo que-
dard abierta la pregunta para grupos G de exponente finito tales que X; < |G| < c.
Entonces, en la mayoria de los casos, se podria decir que la reflexividad de un grupo

'Elena Martin, “A reflexive admissible topological group must be locally compact”, Proceedings
of the American Mathematical Society vol. 123 num 11, Providence, 1995, p. 3563-3566.

2Saak Gabriyelyan, “Reflexive group topologies on abelian groups”, Journal of Group Theory
vol. 13, Berlin, 2010, p. 891-901.
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es un problema topologico.
Proposicién 4.1. Si G es reflerivo, G* es reflexivo.

Demostracién. Se afirma que las funciones, entre G* y G***, wg- v (wg™!)" son
iguales. En efecto, si ¢ € G* y ¥ € G*,

(we™)" (9)(¥) = ¢(we (V)
U(p)
= we+(0) (V)

]

Proposicién 4.2. Si G es compactamente generado, como espacio topoldgico,?, para
todo K C G* compacto, la aplicacion

KxG — S
(f,x) = f(z)

es continua.

Demostracién. SiY es un subconjunto de un espacio topolégico X y Z es cualquier
espacio, la aplicacién
Top(X,Z) 25 Top(Y,Z)
fo= fly

es continua.
Un espacio Hausdorff es compactamente generado si, y sélo si, es un cociente de
un espacio localmente compacto,? entonces existe una identificacién L % G con L
localmente compacto. Por el Lema 1.5, K x L PR % G es una identificacion.
Como K x L es localmente compacto, K x G es compactamente generado.
Entonces para demostrar que K x G = S' es continus, basta probar que su
restriccion a los compactos de K x G es continua. Sin pérdida de generalidad, sea
K x C C K x G compacto. Se tiene que G* % Top(C,S') es continua. Sea (f,z) €
K x C'y sea U una vecindad abierta de f(z) € S'. La aplicaciéon Top(C,S') x C = S!
es continua (ver la Proposicién 1.2), entonces existe V' C C, vecindad de z, y W' C
Top(C,SY), vecindad de 1o (f), tales que ev(W’' x V) C U. Como i¢ es continua existe
W, una vecindad de f € G*, tal que vc(W) C W’. Entonces para toda h € WNK y
para toda v € V C C, h(v) = tc(h)(v) € U. Por lo tanto K x C <> S! es continua.
[

Corolario 4.3. Sv G es compactamente generado como espacio topolégico y K C G*
es compacto, K es una familia uniformemente continua de funciones.

3Un espacio topoldgico es compactamente generado si es Hausdorff y todo subconjunto cuya
interseccién con cada compacto sea cerrada, es cerrado.
4Carlos Prieto, op. cit., p. 224.
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Demostracién. Sea U una vecindad de 1 en S!. Como K x G = S! es continua (ver
la Proposicion 4.2), para todo (f,e) € K x G, existe Vy x Wy vecindad abierta tal que
ev(VyxWy) C U. Existen fi, ..., f, tales que K = VjU---UV,,. Sea W = W N---NW,,.
Es claro que ev(K x W) C U. O

Corolario 4.4. Para todo grupo G compactamente generado, wg es continua.

Demostracién. Sea UX una vecindad de 1 € G**. Como K es compacto, K es una
familia uniformemente continua de funciones (ver el Corolario 4.3). Entonces existe
V' C G vecindad de e tal que para toda v € V y para toda f € K, wg(v)(f) = f(v) €
U. m

4.1. Grupos métricos

Los siguientes resultados, debidos a Maria Jests Chasco, aparecen en el articulo

“Pontryagin duality for metrizable groups”.’

Proposicion 4.5. Todo espacio topologico 1 numerable y Hausdorff es un espacio
compactamente generado.

Demostraciéon. Sea X 1 numerable y sea A C X tal que para todo K C X compac-
to, AN K es cerrado en K. Si x € A existe una sucesién en A, (a,)nen, que converge
a z. Como el conjunto {a, }nen U {x} es compacto, AN ({as}nen U {z}) es cerado en
{an}nen U {x}. Por lo tanto = € A. O

Teorema 4.6. Si G es un grupo abeliano métrico, G* es un espacio compactamente
generado.

Demostracion. Sea C' C G* tal que C'N K es cerrado en G, para todo K C G*
compacto. Sea ¢ ¢ C, demostraremos que existe una vecindad de ¢ ajena a C. Sin
pérdida de generalidad, supéngase ¢ = 1.

Como G es metrizable, e € G tiene una base de vecindades anidadas {U, },en tal
que Uy = G. Ser4 suficiente definir una familia de subconjuntos finitos de G, { X}, } nen,
tal que para todan e N, X,, C U, y

Ui %) g o2

Supdngase que existe una familia {X,, },en que cumple lo anterior. Llamemos S
a Upen Xn- Como X,, C U, y cada X,, es finito, S es el conjunto de puntos de
una sucesién que converge a e, por lo tanto, S U {e} es compacto. Sin pérdida de
generalidad, supongase que S contiene a e. Sea V,, = A_4U".

Se tiene, para toda n € N, que

A_43 NV,paNC = <A_4(Uj<" Xj)) N <A_4(Uj>" Xj)) NV NC

5Maria Jestis Chasco, “Pontryagin duality for metrizable groups”, Archiv der Mathematik vol.
70, Basilea, 1998, p. 22-28.
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Como {U,, 11 }nen €s una base de vecindades de e € G, para cada ¢ € G*, existe U, 11
tal que ¢©(Upmy1) C Ay. Por lo tanto G* = | J,,cqy Va1 v K ﬂA_45 = (). Como A_45 es
una vecindad de 1 ajena a K, K es cerrado.

Ahora se probara que existe dicha familia. En la demostracién del Lema 3.15 para
mostar que A% tiene cerradura compacta en G* no se utilizé que que G fuera ALCH
o que K fuera compacto, solo se necesité que K fuera una vecindad de e € . Por
lo tanto, para toda n, V, = A_4U" C G* es compacto. En la demostracién de ese
lema también se probd que A_4U" tiene la topologia inducida por la topologia de la
convergencia puntual en G*. Como C' N V; es cerrado en V;, existe una vecindad
de 1 en V; de la forma At{kl’“"k’“} NV tal que CNViN At{kl’“"kr} = (). Definase
Xo=U_{k" ..., k'}. Por el Lema 3.13,

cnvin (A7) c envin (A7)
c ¢nhn (At{’“lvwv’“r})
= 0
Supongase que se han definido los conjuntos Xy, ..., X, 1. El conjunto A_4{Z} es ce-

rrado en G*. Pues si () & A4, existe B vecindad abierta de () tal que BNAy = (.

Por lo tanto B} N A_4{$} = (). Por la misma razén A,
x € U, definamos el cerrado de V, 1,

. X
I<r® s cerrado en G*. Para

Fy, = AN AR, Vo1 NC

Por hipdtesis,

zeUn,
Como para toda x € U,, F, C V,4 es cerrado, existen x1,...,x; € U, tales que
N k-0
1<i<t
Definamos X,, = {x1,...,2;}. Entonces
A_4(Uj§an) N Vn+1 NnNCc = A_4((UJ<nX])UXn) N Vn+1 NncC
= A_4(U]‘<"Xj) ﬁA_4xn NV NC
- n1§z§t Fy,
=0
Por lo tanto la familia {X,,},en cumple lo que se queria. O]

Teorema 4.7. St G es un grupo abeliano métrico y H es un subgrupo denso de G,

G* — H™* es un isomorfismo topoldgico.

6Esta topologia tiene como subbase a los conjuntos de la forma U*, donde U es un abierto de S*
y F'es un subconjunto finito de G.
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Demostracién. La métrica de G se puede suponer invariante bajo traslaciones.” Si
*(p) = poi=1,

p(G) = p(H) C p(H) = {1}
Entonces ¢* es inyectiva.
Sean ¢ € H* y € > 0. Existe § > 0 tal que si d(e,z) < 6, d(1,¢(z)) < e. Si

d(x,y) =d(z-y~'e) <6

entonces
d(p(z-y™),1) = d(p(x), p(y)) < €

Se demostro que todo ¢ € H* es uniformemente continuo en el sentido métrico. Por

lo tanto todo ¢ € H* tiene una extensién continua G' 2 S'.® Es facil demostrar que ¢
tiene que ser un homomorfismo. Entonces i*(¢) = ¢ e i* es un isomorfismo continuo.

Sea L. C H* compacto. Por el Corolario 4.3, L es una familia uniformemente
continua de funciones. Por lo tanto existe U C G abierto tal que

Lc ANV g

Sea W C U una vecindad abierta de e € G tal que W - W C U. Como H es denso en
G, para toda x € W existe una sucesiéon (h,)n,en en H que converge a . Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que (hy,),en estd contenida en x - W C U. Entonces
W cUNH C Gy por lo tanto,

()7HL) < ()7 (A)

NN NN
|
3

L : —W
En la demostracién del teorema anterior observamos que A, es compacto en G*.
Como (i*)"!(L) es cerrado, es compacto. Entonces, para todo C C H* cerrado y para
todo K C G* compacto,

() NC)N K = (") (C Ni*(K))

es compacto (cerrado). Por lo tanto (:*)7!(C) es cerrado.
Si C' C G* es cerrado, para todo L C H* compacto,

F(O)NL=(Cn (i) (L))

es compacto (cerrado). Por lo tanto i*(C') es cerrado. Entonces i* es un isomorfismo
topologico. O]

Corolario 4.8. Q no es reflexivo.

"Mikhail Tkacheko, et. al., op. cit., p. 100.
8 James Dugundji, op. cit., p. 302.
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Demostracién. Por el Teorema 4.7, R* y Q* son topolégicamente isomorfos, y por
lo tanto R* y Q** también lo son. Como R es reflexivo Q no puede serlo. O

No todo subrupo de un grupo reflexivo es reflexivo. De hecho no todo subgrupo ce-
rrado de un grupo reflexivo es reflexivo. Horst Leptin demostré que no todo subgrupo
cerrado de un producto no numerable de grupos ALCH? es reflexivo.!®

Definicién 4.9. Una sucesion (hy)nen en un grupo H es de G-Cauchy si para cada
U € X existe n € N tal que para todas r,s > n, hy-h, ' € U. Un grupo es G-completo
st toda sucesion de G-Cauchy es convergente.

Proposicién 4.10. Si G es un espacio compactamente generado, G* es G-completo.

Demostracién. Sea (¢,)neny una sucesién de G-Cauchy en G*. Para cada K C G
compacto y para cada U abierto de S! alrededor de 1 existe n € N tal que para
todos 7,8 > n, ¢, -, t € UK. Por lo tanto, para toda k € K, o,(k) - p,(k)™t € U.
Entonces (¢, )nen converge uniformemente en compactos. Llamemos ¢ a la funcién a
la que converge (puntualmente) (¢, )nen. La sucesion (¢, )nen converge uniformemente
en compactos, por lo tanto ¢|k es continua, para todo K C G compacto. Como G es
un espacio compactamente generado, ¢ es continua. Es inmediato que ¢ € G*. Por
la Proposicién 1.10, (¢, )nen converge a ¢ en G*. O

Teorema 4.11. Si G es un grupo métrico reflexivo, G es completamente metrizable.

Demostracién. Por el Teorema 4.6 y la Proposicién 4.10, si G es métrico, entonces
G** es G-completo. Como la propiedad de ser G-completo es invariante bajo isomor-
fismos topoldgicos, si G es reflexivo, G es G-completo. Toda sucesién de Cauchy en un
grupo con una métrica invariante es de G-Cauchy, por lo tanto G es completamente
metrizable. O]

Proposiciéon 4.12. Si X es un espacio métrico completo, la interseccion de una
familia numerable de abiertos densos es densa.

Demostracién. Sea {D, },en+ una familia de subconjuntos abiertos y densos de X
y sea A C X un abierto. Definamos By = G. Sea x; € D, N A. Existe una bola de
radio menor a 1 con centro en z;, By, tal que B; C D; N A. Supéngase se tienen
definidos 1, ..., z,, con x; € D;N Ay tales que existe, para cada 7, una bola de radio
menor a 1/i con centro en z;, B;, tal que B, C B, N D, ;1 Tomemos z,; un punto
en B, N D, ;. Existe B,;; una bola de radio menor a n-l‘,-l y con centro en x,4; tal
que B,11 C B, N Dyyg.

Por construccién, la sucesion {x,11}nen es de Cauchy, por lo tanto converge a
algin € X. Obsérvese que ¢ € B, para toda n € N. Como Bpy1 C Dy v

. mG(ﬂDnH)ﬂA

Buy1 C BiNA,
neN

]

9En el Teorema 4.42 se demostrara que el producto de grupos reflexivos es reflexivo.
Horst Leptin, “Zur Dualitéitstheorie projektiver Limites abelscher Gruppen”, Abhandlungen aus
dem Mathematischen Seminar der Universitat Hamburg vol. 19, Hamburgo, 1955, p. 264-268.
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Corolario 4.13. Si X es un espacio métrico completo y X = |J,,cy Cn, con cada C,

un subconjunto cerrado, entonces algin C; tiene interior no vacio.
Demostracion. La demostracién es idéntica a la del Corolario 2.55. O

Teorema 4.14. Sea G es un grupo abeliano métrico completo y separable. St wg es
una biyeccion, G es reflerivo.

Demostracién. Para todo grupo métrico G, wg es continua (ver la Proposicién 4.2).
Mostraremos que wg es abierta. Del Teorema 4.6 y del Teorema 4.10 obtenemos que
G** es un espacio métrico completo. Todo homomorfismo continuo y suprayectivo
entre dos grupos métricos completos, con dominio separable, es abierto.!! O

4.2. Grupos numerables

En el articulo “On reflexive group topologies on abelian groups of finite expo-
nent”,'? Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan probaron que todo grupo reflexivo
numerable con exponente finito es discreto. En esta seccién expondremos su demos-
tracion.

Observacién 4.15. Dado G un grupo con suficientes caracteres'® se puede definir el
monomorfismo continuo,

G — Tl S'
g — (»(9))pec

Sea GB, G con la topologia que induce I'. Entonces G es topolégicamente iso-
morfo a I'(G). Por lo tanto B es una topologia de grupo y de Hausdorff. La topologia
B estéa contenida en todas lastopologias que hacen continuos a los caracteres de G.

Proposicién 4.16. La asignacion G — GP es un funtor contravariante de la ca-
tegoria de grupos con suficientes caracteres a la categoria de grupos abelianos de
Hausdorff.

Demostracién. Sea G %> H un homomorfismo continuo. Se afirma que GP ENY 2
H

s
es continua. Sea ¢ € H* y sea HB —5 S! 1a restriccién de la proyeccién

II s o, g
peH*
Entonces
wHof
GE X5, §!
g =  U(flg)

"Taqdir Husain, Introduction to topological groups, Filadelfia, W. B. Saunders Company, 1966, p.
99.

121 ydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan, op. cit.

13Para cada g € G\ {e} existe un caracter ¢ tal que p(g) # 1.
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G
7T o .7 . .
Como o f € G*, st GB —%5 S es la proyeccién correspondiente a ¢ o f, se tiene
mHof
que 7%,,(g9) = ¥ o f(g). Por lo tanto G —— S! es continua, para toda 1) € H*.
Entonces GB %5 HP es continua. Es claro que Id8 = Idgs y que fPohB = (foh)B.
O

Definicién 4.17. Diremos que G respeta la compacidad si tiene suficientes caracteres
y los compactos de G son los mismos que los compactos de GP.

.. . : : Id
Proposicién 4.18. Si G tiene suficientes caracteres, G = G es un homomorfismo

: 1d* . : .
continuo y su homomorfismo dual GP* —— G* es un isomorfismo. Si ademds G
respeta la compacidad, Id* es un isomorfismo topoldgico.

Demostracién. Es claro que todo abierto de GP es abierto de G, por lo tanto Id*
es continua. Es claro que Id* es inyectiva. Si ¢ € G*, 7,(g9) = ¢(g). Como G* 4 st
es continua, ¢ € GP*, y por lo tanto, Id*(¢) = ¢. Entonces Id* es un isomorfismo.
Supdngase ahora que G respeta la compacidad, demostraremos que Id* es abierta.
Si UK es una vecindad de 1 € GP*, K es compacto en G. Por lo tanto Id*(UX) = UK
es una vecindad abierta de 1 € G**. O]

El siguiente resultado aparece en el articulo “Abelian groups wich satisfy Pontrya-
gin duality need not respect compactness”’de Dieter Remus y Javier Trigos.!

Proposicion 4.19. Si{Gy}aca es una familia de grupos que respetan la compacidad,
[I,ca Ga respeta la compacidad.

Demostracién. Llamemos G al producto [],. 4 Ga- Todo compacto en G es com-
pacto en GP. Supéngase que K es un compacto en GP. Para toda a € A,

Ta(K) = (7a)?(K) € (Ga)”

es compacto. Como cada G, respeta la compacidad, m,(K') es compacto en G,. Como
todo cerrado de G¥ es cerrado en G, K es un cerrado de G contenido en [, , Ta(K).
Por lo tanto K es compacto en G. O

Proposicién 4.20. St G respeta la compacidad, todo subgrupo H respeta la compa-
cidad.

Demostracién. Sea K un compacto en HZ. Sii es la inclusiéon K — H, i?(K) = K
es compacto en GP. Como G respeta la compacidad K es compacto en G. Por lo tanto
K es compacto en H. O

Observacién 4.21. Irving Glicksberg demostro, en el articulo “Uniform boundedness

for groups”,'® que todo grupo ALCH respeta la compacidad.

“Dieter Remus y Javier Trigos, “Abelian groups wich satisfy Pontryagin duality need not respect
compactness”, Proceedings of the American Mathematical Society vol. 117 nim. 4, Providence, 1993,
p. 1195-1200.

15Trving Glicksberg, “Uniform boundedness for groups”, Canadian Journal of Mathematics vol.
14, Ottawa, 1962, p. 269-276.
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Proposicién 4.22. Si G es reflexivo y de exponente finito, e € G tiene una base de
vecindades formada por subgrupos abiertos.

Demostracion. Sim es el exponente de G, haciendo un abuso de notacion, se afirma
que toda vecindad de la forma A,,*, con n > m, es un subgrupo de G. Si ¢ € A, %,
para toda k € K y para toda s = 1,...,n, p(k*) = ¢*(k) € A;. Entonces para toda
k € K, ¢ manda el generado de k en A;. Por lo tanto A" = {¢ | (K) = 1} es un
subgrupo de G. n

Proposicién 4.23. Si G es Hausdorff y tiene una base de vecindades formada por
subgrupos, G se puede encajar en un producto de grupos discretos.

Demostracién. Sea B = {B)} ea la base de vecindades formada por subgrupos
abiertos. Definamos el homomorfismo continuo

G+ TLeaG/Bs
g > (9-B)xea

Como (,cp Br = {e}, I es inyectiva. Demostraremos que es abierta restringida a su
imagen. Para cada A,

P(By) = T(G) N <{BA} <I1 G/Bw>
YEX
Como G/ B, es discreto, I'(B,) es abierto en I'(G). O
Corolario 4.24. Todo grupo reflexivo con exponente finito respeta la compacidad.
Corolario 4.25. Si G es reflexivo y tiene exponente finito, G* respeta la compacidad.
Demostracién. Si G es reflexivo y tiene exponente finito, G* también lo es. O]
Teorema 4.26. Si G es reflexivo, numerable y tiene exponente finito, G es discreto.

Demostracién. G*P es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de [y cqe Sty. Si
G es numerable, [[ycqe- Sty es 1 numerable. Por lo tanto G*B es metrizable y se

tiene que G*B* y (G*B)* son isomorfos topolégicamente (ver el Teorema 4.7). Como
G*B es ACH, G*P* es discreto. Por el Corolario 4.25 G* respeta la compacidad, por
lo tanto G** es isomorfo topoldgicamente a G*P* (ver la Proposicién 4.18). O

4.3. Subgrupos abiertos

En esta seccion demostraremos que un subgrupo abierto A de G es reflexivo si, y

solo si, G es reflexivo. Seguiremos la demostracion que dan Wojciech Banaszczyk et.

al., en el articulo “Open subgroups and Pontryagin duality” .6

16Wojciech Banaszczyk, et. al., “Open subgroups and Pontryagin duality”, Mathematische Zeits-
chrift vol. 215, Berlin, 1994, p. 195-204.
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Proposicién 4.27. Si G y H son grupos de Hausdorff y G 5 H es un homomorfismo
continuo y abierto con niicleo compacto, entonces para todo K C H compacto, o~ (K)
es compacto.

Demostracién. Primero demostraremos que si unared en H, de la forma {©(gy) }ren,
tiene un punto de acumulacién en H, entonces { gy } xea tiene un punto de acumulacién
en G. Como ¢(G) es un subgrupo abierto de H, es cerrado. Entonces todo punto de
acumulacién de la red {©(gx) }aea estd en la imagen de ¢. Por lo tanto, sin pérdida de
generalidad, supéngase que e € H es un punto de acumulacion de la red {p(gx) faea-
Buscamos un punto de acumulacién de la sucesién {gy}rea en el nicleo de ¢.

Supéngase que dicho punto no existe. Por lo tanto para cada k € ker(y) existen
Ar € A y una vecindad abierta Uy de k tales que gy &€ Uy, para toda A > \,. Como
ker(p) es compacto, existen ki, ..., k, € ker(p) tales que

ker(p) cUyU---UU,=U

Entonces, para toda A > max{\y,..., A\, }, g» € U. Sea V una vecindad abierta de
e € G tal que
ker(p) -V =¢ 7 (p(V)) CU

Como (V') es una vecindad de e € H, y como para toda A > max{A,...,\,},
v(gn) € ¢(V), e € H no puede ser punto de acumulacién de {p(gx)}aea, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto la red {g}rea tiene un punto de acumulacién.

Si L C H es compacto, para toda red {g)}rea en o (L), la red {p(ga) brea tiene
un punto de acumulacién en L. Por lo dicho anteriormente, la red {gy},ea tiene un
punto de acumulacién z en G. Como ¢ (L) es cerrado, z € p~!(L). Demostramos
que ¢ (L) es compacto. O]

Proposicién 4.28. Si G es un grupo de Hausdorff y A es un subgrupo abierto, la

funcién inducida por i, la inclusion de A en G, G* =5 A*, es suprayectiva y abierta.

Demostracién. Como S! es divisible, todo caracter de A se puede extender a un
homomorfismo de G en S'. Dicha extensién restringida a A es continua, y por lo tanto
es continua en todo G. Asi, i* es suprayectiva.

Llamemos 7 al morfismo G = G/A. Sea A,,” una vecindad de 1 € G*. Como
G/A es discreto y m(K) es compacto, w(K) es finito. El grupo generado por 7(K),
debido al Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente Generados, es

un producto de grupos ciclicos C;, con i = 1,...,n. Sea g; € G tal que 7(g;) genera
a C;. Llamemos [ al subconjunto de {1,...,n} tal que i € I si, y sélo si, C; es finito.
Definamos
Q={g" -9, |z € Z, y paratodai € I,0 < z; < |Ci|}

Para todo k € K, w(k) = 7(q), para algin ¢ € . Como K es compacto, existen

qi,---,q € Q tales que
chl'AU"'Uql-A
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Sik=gq-a, a€c (g K)NA Entonces
L=(¢""KU--—-Ug"-K)NnA
es compacto y K C @ - L. Sea s; = |C;|. Demostraremos que
Ay g (POl €D e (AmK) c A

Lu{g;®i

Sea © € Apyontt €I} Se afirma que la asignacién

A <Q> 2 st
a [T 97 — ¢(a) [lic;e(g)%

es un homomorfismo. Para demostrar que esta bien definido es suficiente mostrar que

Si a = H?:l g;j7 entonces gO((l) = HiEI 90<gf’)?1 Sl a = Hj:l gj )

' (H gﬂz‘j> =g =e
j=1 j=1
Entonces, para toda j € I, z; =0, y para toda i € I, s;-r; = z;, para alguna r; € Z .

Por lo tanto,
pla) = ¢ ([T (97)")
= Hie[ @((gfz))z
= [Lere((e5))
Hemos demostrado que ¢ esta bien definido. Claramente ¢ es un homomorfismo.
Como ¢ es continuo en A, es continuo en A- < @) >. El homomorfismo ¢ se puede

extender a un caracter de G, @, pues A - < () > es un subgrupo abierto de GG. Entonces
i*(@) = ¢. Por dltimo obsérvese que @(K) = ¢(K) C A, pues K C Q - L. O

Corolario 4.29. Si G es Hausdorff y A es un subgrupo abierto de G, para todo
K C A* compacto, (i*) " (K) C G* es compacto.

Demostracion. Es una consecuencia de la Proposicién 4.27 y de la Proposicion 4.28.
O

Teorema 4.30. Si A es un subgrupo abierto de G, A es reflexivo si, y solo si, G es
reflexivo.

Demostracién. En cualquier caso, G se esta suponiendo Hausdorff. Se tiene el dia-
grama conmutativo

A—sG@—T—G/A

5ok ok *

A G T (GA)
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Los renglones del diagrama estan formados por homomorfismos continuos. Como todo
grupo abeliano discreto es reflexivo, la columna de la derecha es un isomorfismo
topoldgico.

Como 7** 0™ = (mroi)™ = 1, la imagen de i** estd contenida en el niicleo de 7**.
Si Ve ker(nm**), Vor* = 1, entonces ker(:*) = im(n*) C ker(¥). Por la Proposicién
4.28, G* Zy A* es un cociente, entonces existe ¥ € A* tal que 2**(\11) = Voi*=U.
Demostramos que el rengléon de abajo es exacto.

Como i* es suprayectiva, i** es inyectiva. Sea A, un abierto alrededor de 1 € A**.
Se tiene que

AT g (i) € i (MK

Puessi W =T oi* € An(i*)_l(K) Nim(i**), como i* es suprayectiva,

r(K) = (i (@) 7))

= Toi((*) ' (K))

C A,

Demostramos que i** es un homeomorfismo en su imagen. Como (G/A)** es discreto,
im(i**) = ker(m**) es un abierto de G**. Por lo tanto ** es una funcién abierta.

Si A es reflexivo, wg tiene que ser un isomorfismo. Si wg(g) = 1, 7(g) = e, pues
weya es inyectiva. Entonces g € Ay wg(g) = i**(wa(g)) = 1. Por lo tanto g = e. Y
si tomamos U € G**, existe g € G tal que ¥~ - wg(g) € im(:**). Por lo tanto existe
a € A tal que wg(a) = U1 wg(g). Demostramos que wg es suprayectiva.

Si A es reflexivo, wg es continuo, pues es un homomorfismo que restringido a
A es continuo. Si restrigimos a ¢ y a ¢** a sus imagenes estos son homeomorfismos.
Entonces, haciendo un abuso de notacién, la funcién

ok -1

itowg o (i)t =wy
es continua. Entonces wg™! es un homomorfismo que restringido a una vecindad
abierta de 1 es continuo. Se mostré que G es reflexivo.

Si G es reflexivo, haciendo un abuso de notacion,

. . —1

wa =10owgo (i*)

Entonces w4 es una composicién de isomorfismos topoldgicos. Por lo tanto A es re-
flexivo. O]

4.4. Productos y sumas

Los siguientes resultados, debidos a Samuel Kaplan y que aparecen en el articulo

“Extensions of the Pontrjagin duality I: infinite products”,!” permitirdn demostrar que

un producto de grupos reflexivos es reflexivo. Histéricamente asi se obtuvo la primer

17Samuel Kaplan, “Extensions of the Pontrjagin duality I: infinite products”, Duke Mathematical
Journal vol 15, Durham, 1948, p. 649-658.
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familia de grupos reflexivos que no son localmente compactos: productos infinitos de
grupos ALCH no compactos. Demostraremos que en la suma directa de grupos se
puede definir una topologia de grupo, que ademas pone en dualidad a los productos
y las sumas directas de grupos reflexivos. Utilizaremos la notacién aditiva.

Proposicién 4.31. Si {G,}aca es una familia de grupos topoldgicos, existe un iso-

morfismo de grupos entre (Ha Ga) y P,G.".

Demostracién. Dada ¢ € <Ha€A Ga> , existe una vecindad de (€,)aca,

W =B, x---B, x H Ga

tal que (W) C A;. Sii, es la inclusién de G, en el producto, para toda o # 1,...,n,
poi, =1 (ver el Lema 3.8). Es fdcil demostrar que la asignacion ¢ +— (¢ 0i4)aca €8
el isomorfismo buscado. O

Samuel Kaplan definié una topologia de grupo en la suma directa de manera que
productos y sumas directas son objetos en dualidad.

Definicion 4.32. Dada U C G en X, sea
1)2U0 ={g€U|29€U}

Y sea
/2" U =1/2(1/2"U)

Para g € U, definamos
g/U = inf{1)2" | g € 12U}
Si U € ¥ es claro que 1/2"U € .

Definicién 4.33. Diremos que U, un subconjunto de @, Ga, es una vecindad abierta
de (ea)aca €n la topologia * si, y sdlo s,

U=U(U,) = {<ga)aeA € @Ua | Zga/Ua < 1}

con cada U, una vecindad abierta y simétrica de e en G,. La topologia * serd el
conjunto de trasladados de estos conjuntos.

Teorema 4.34. La topologia * en @, G, es de grupo. Si ademds cada G, es Haus-
dorff, la toplogia * es de Hausdorff.
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Demostracién. Claramente (eq)aca € U, para toda U € ¥. Probaremos que ¥
cumple los incisos de la Proposicion 3.2.
a) SiU,V € %,

UlU,NV,) cunvVv

pues si (ga)ozeA € U<Uoz N Va)a

Zga/Ua < Zga/(UaﬂVa) <1

ya que, para toda @, go/Us < ga/(Us N Va). De igual manera, > g./Va < 1.

b) Sea U = U(U,) € ¥. Para toda « existe V,,, vecindad abierta y simétrica de e, tal
que V, +V, C 1/2U,. Se afirma que V = V(V,,) es la vecindad buscada. Para toda «
y para todas gq, h € V,, como V, +V, C 1/2U,,

(9o — ha)/(1/2Us) < méx{ga/Va, ha/Va}

Separemos el conjunto A en los conjuntos I' y A, de manera que, para toda v € I,
Gv/Vy > h,/V,, vy para toda A € A, hy/Vy > ¢\/V\. Entonces,

(g'y - h'y)/<1/2U'y) < g'y/v'y y (gn — ha)/(1/2U%) < hy/ Vi
Por lo tanto

2alga = ha)/(1/2U4) 2 a9 —ha)/(1/205) + 22, (95 — he) / (1/2U5)
Db/ Va+ 2 9,/V4

1+1

ANVAN

Es decir,

(00— o) U < 5 300 — he)/(1/20) < 1

«

Entonces (go — ha)aca € U(Uy) y V(V,) = V(V,) C U.

¢) Se cumple en todo grupo abeliano.

d) Sea (ga)aca € U = U(U,). Sean ay,...,q, los indices tales que g,, # e. Sean
m € Ny c > 0 tales que

1
— <1-— o/Uq
o e za:g/

Definamos para toda a # ay, ..., a,, V, = 1/2™U,. Supéngase que «y, . .., q, estdn
ordenados de manera que, para cada a,...,as, g;/U; # 0, y para cada gy, ..., Qp,
g:/U;=0.Sii=1,...,s, g; € (g;/U;)U;, entonces existe V; tal que

gi + Vi C (g:/Us)U;

Sii=s+1,...,n,seam; tal que 1/2™ < ¢/(n—s) y tal que g; € 1/2™U;. Entonces
sea V; una vecindad simétrica del neutro tal que g; + V; C 1/2™iU;. Se afirma que

(ga)aeA + V(Va) - U(Uoc)
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Si (Va)aca € V(Va),

>alga T va)/Ua = (gr+v)/Ur+ -+ (9o +va)/Un+ Xy, Va/Ua
< gi/Ur+ -+ g/ Ust
(gs—i—l + Us+1>/Us+1 + -+ (gn + U'ﬂ)/Un + Za;él,...,n UQ/UO‘
S gl/Ul +"'+gs/Us+C+Za¢17...,nva/Ua
— gl/Ul+"'+gS/US+C+Za7é1,...,n2%(va/va)
S gl/Ul+"'+gs/Us+C+2LmZava/Va
< 1

Por lo tanto (ga)aca + V' (Vo) C U(U,). Entonces @@, G, con la topologia *, es un
grupo topoldgico.

Supéngase cada G, de Hausdorff. Si (ga)aca 7 (€a)aca, existe gy tal que gy # eo.
Sea Uy una vecindad de ey que no contiene a go. Definamos para toda a # 0, U, = G,,.
Entonces U(U,) es una vecindad de (€,)aca que no contiene a (ga)aca- O

Proposicion 4.35. Si a la suma directa se le da la topologia *, las inclusiones son
continuas.

Demostracién. Sea G, % @, G, una incusién y sea U(U,) una vecindad de
(éa)aca. Existe V C G, una vecindad del neutro tal que V + V C U,. Para to-

Zga/Ua =v/U, <1/2

O

Observacion 4.36. Para una familia arbitraria de grupos abelianos la topologia *,
definida en la suma directa por Samuel Kaplan no es, en general, la topologia de
coproducto en la categoria de grupos topoldgicos abelianos. Para ver la definicion de
la topologia de coproducto, su comparacién con la topologia * y con otras topologias
definidas de manera natural en la suma directa, asi como ejemplos en donde estas to-
pologias son distintas, véase el articulo de Philip Higgins, “Coproducts of topological

abelian groups”.!®

Lema 4.37. Si W es una vecindad abierta, simétrica y conexa de lgi, contenida en
A1, para todo abierto V. C G*, existe K C G compacto tal que WX C V.

Demostracién. Existe UX C V, con U € X abierta. Sea A,, tal que A,,, C UN1/2W.
Existe n, el primer natural tal que

1/2W CnA,, CW

Utilizando la idea en la demostracion del Lema 3.13, uno se puede convencer que

W2nL (1/2w)nL
(nA,, )"k
A E

N

]

18philip Higgins, “Coproducts of topological abelian groups”, Journal of Algebra vol. 44, Nueva
York, 1977, p. 152-157.
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Lema 4.38. Si V =UX, con U C Ay, para todo p €V,

oK) C(e/V)U y  o(K)¢Z1/2(0/V)U
Demostracién. Es inmediato de las definiciones. O]

Teorema 4.39. Si cada G, es Hausdorff y a la suma directa le damos la topologia
* el homomorfismo
* \Ij *
(Ha Ga) — @a GOé
e > (POla)aca

definido en la Proposicion 4.31, es un homeomorfismo.

Demostracién. Como el codominio y dominio de ¥ son grupos topoldgicos (ver la
Proposicion 3.3 y el Teorema 4.34), demostraremos que ¥ es continua alrededor de 1
y que U~ es continua alrededor de (1,)aca.

Sea U = U(U,) una vecindad de (1,)aca. Cada U, tiene contenida una vecindad
de 1, de la forma W, = Ve con K simétrico y tal que contiene a e, y con V C A,
abierto, conexo y simétrico (ver el Lema 4.37). Obsérvese que cada W, es simétrico.
Se tiene que

(1a)aca € W(W,) C U(U,)

y se afirma que
U ((1/2v)He Koy c W(W,)

Si p € (1/2V)la Koy
V(o) = (Pa)aca & W(Wy)

o algin ¢, &€ Wy, 0 >, @wa/Ws > 1. Si lo primero es el caso, existe k € K, tal
que (k) € V. Llamemos (k) al elemento de [[, G, tal que su a-ésima entrada es
igual a k y el resto iguales al neutro. Entonces ¢((k)) = ¢qo(k) € V, lo cual es una
contradiccion.

Si ), wa/Wa > 1, existen ¢, .., ¢, tales que

1 Sgol/W1++Q0n/Wn<2
Por el Lema 4.38, para cada 7 existe k; € K; tal que
vi(ki) € (pi/ W)V vy wilki) & 1/2(0:/Wi)V

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢;(k;) tiene argumento positivo. Sea
(9a)aca €[], Ga el elemento tal que cada i-ésima entrada es igual a k; y el resto son
iguales al neutro. Se afirma que

@((ga)aeA) = 901(]{1) T @n<kn> ¢ 1/2V

lo cual seria una contradiccién. Si llamamos (V') al supremo de los argumentos de
elementos de V', como consecuencia del Lema 4.38, para toda ¢,

1/2(i/Wi)r(V)) < arg(pi(ki)) < (oi/Wir(V)
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Entonces
1/2r(V) < 1/2(p1/Wi+ -+ 0n /W) (V)
< arg(ei(ki) - -+ @n(kn»
< (/Wi -+ on /Wy )r(V)
< 2r(V)
< 2/3
Por lo tanto oy (ky) -« -+ on(kn) € 1/2V, lo cual es una contradiccién. Hemos demos-

trado que la funcion ¥ es continua.
Ahora mostraremos que ¥~! es continua. Sea V¥ una vecindad de 1 € ([, Ga)
con V. C A; simétrica y conexa. Como K estda contenido en el producto de sus

proyecciones en cada G, sin pérdida de generalidad, podemos suponer K de la forma
[1, K. Para cada o definamos W, = V5. Se afirma que

*
Y

(W (W,)) c vE

Si (Qpa)aeA € W(Wa)a
Z(pa/Wa <1

Por el Lema 4.38,
Pa(Ka) C (pa/Wa)V

Entonces si ¢1,...,p, son las entradas distintas del neutro, para toda (kq)aca en
[1. Ko,

ot ((QOa)aeA) ((ka)aca) =
€ (pr/W))V-evnnn (n/ W)V

c Vv
Por lo tanto ¥ es un isomorfismo topoldgico. O]

Los siguientes resultados nos permitiran demostrar que el grupo dual de una suma
directa de grupos reflexivos es topoldgicamente isomorfo al producto de los grupos
duales de los sumandos. Asi probaremos que el producto y la suma directa (con la
topologia *) de grupos reflexivos estdan en dualidad y que la categoria de grupos
reflexivos es cerrada bajo coproductos y productos.

Lema 4.40. Si a @, G, le damos la topologia *, para todo K C @, G, compacto
existen v, ..., oy tales que K C Gy % -+ X Gy X {(€a)ast1,..n}-

Demostracién. Sea K un subconjunto compacto de la suma directa y sea B C A
el conjunto de indices [ tales que la proyecciéon de K en Gy es distinta del neutro.
Supongamos que B es infinito.

Para cada 8 € B elijamos un kg € K tal que su f-ésima entrada es distinta
del neutro. Se afirma que el conjunto @) = {ks}sep no tiene puntos de acumulacion.
Supéngase (gq)aca un punto de acumulacién de Q. Si o € A\ B, definamos U, = G,,.
SiBeBygs#es sealsg=0Gg Sife By gs=eg, sea Ug una vecindad abierta
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y simétrica de eg que no contiene a la $-ésima entrada de kg. Si a4, ..., a, son los
indices tales que g, # €a,,

Zga/Ua:ga1/Ga1+“'+g/GO¢n =0

Entonces U(U,) es una vecindad de (¢go)aca que, para toda [ tal que gz = eg, no
contiene a kg. Entonces (ga)aca no puede ser punto de acumulacién de @ y esto es
una contradicciéon. Por lo tanto B es finito. O]

Teorema 4.41. Si cada G, es un grupo reflexivo y a la suma directa le damos la
topologia *, la aplicacion

(@®,G) - [L.G™
¢ —> (Potla)aca

donde 4 es la inclusion de G,* en la suma directa, es un isomorfismo topoldgico.

Demostracién. Claramente ® es un homomorfismo de grupos inyectivo. Si

(()Oa)aeA € H Ga**

para cada

f = (fa)aEA c @Ga*

definamos ¢(f) = @1(f1) - -+ - @n(fn), donde fi,..., f, son las entradas de f distin-
tas del neutro. Se afirma que ¢ € (B, G.*)". Como ¢ es un homomorfismo, para
demostrar que es continua basta hacerlo en el neutro. Cada G, es reflexivo, entonces
Yo = wa, (9a), para alguna g, € G,. Sea V' C A; una vecindad simétrica de 1. Si
U es el homeomorfismo del Teorema 4.39, ¥ (V{(ga)aef‘}) es una vecindad abierta de
(1a)aca en @, Go". Sea v = (Ya)aca € ¥ (V{(ga)aeA}). Si~i,...,7, son las entradas
de v distintas del neutro,

O((Ya)aca) = ©1(11) @n(Tn)
Y1(g1) -+ Yn(Gn)
= U'(7)((ga)aca) €V

Por lo tanto ¢ es continua y ® es suprayectiva.
Demostraremos que ® es un isomorfismo topoldgico. Sea

U9t x - x U, 9" x H G.™"

a#l,..n

una vecindad de (14)qca en [[, Go™ y, sin pérdida de generalidad, supéngase para
toda i, U = U; C Ay y supdéngase que cada (); contiene al neutro. Cada (); es un
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compacto de G;*, por lo tanto ¢1(Q1) - -+ - tx(Qr) es un subconjunto compacto de
@D, G.". Afirmamos que

o (U(“(Ql).....Ln(Qn))> C UQl oo X UQn % H Ga**

0o1i(Q;) Co(t(Q1) - t(Qn) CU

Por lo tanto
Do) € U x -+ x U9 x H G,

Entonces ® es continua en el neutro.

Ahora demostraremos que ® manda vecindades abiertas del neutro del dominio en
vecindades del neutro del codominio. Sea UK una vecindad del neutro en (9, Go*)".
Por el Lema 4.40, K C Gy X --- Gy, X {(€a)ax1,..n}- Es facil demostrar que las pro-
yeccidnes

.....

@QGQ* oy G
(Qpa)aeA > Y

son continuas. Por lo tanto

u(m(K)) - - in(m(K) = m(K) - X 7 (K) X {(€a)azt,.n}

es un compacto que contiene a K. Sin pérdida de generalidad supongamos K de esa
forma. Si V' es una vecindad abierta de 1 tal que V™ C U, Se afirma que

Sea

se tiene que
©((ka)aca) = @oui(k) - ~pou(ky,) eV CU

Por lo tanto ¢ € y(KoxoxKnx{(ea)ars...n}) | Hemos demostrado que P es abierta. [J

Teorema 4.42. Si cada G, es reflexivo, [ [, Ga es reflexivo.
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Demostracion. Se afirma que el diagrama,

Ha Ga HwGa Ha Ga**

=

UJHGa (@a Ga*)*

[

(I, Ga)™

con ¥ y & los isomorfismos topolégicos definidos en el Teorema 4.39 y el Teorema
4.41 respectivamente, es conmutativo y, por lo tanto, que wyjq, es un isomorfismo
topoldgico.

Si (ga)aca € [1,Ga, ¢ € (I[,Ga)" v ¢ o t; son todas las entradas distintas del
neutro de ¥(yp),

(07 (@ (90))0ea) ) (0) = 27 (e (90)haca ) (¥(2))

= poulg): - - otnlgn)
= @((ga)ozeA)
= WIGa ((ga)aeA) (¢)

]

Observaciéon 4.43. Si A es infinito y para cada o € A, G, es ALCH y no compacto,
[I,Ga es reflexivo y no es localmente compacto. Por lo tanto la clase de grupos
reflexivos es estrictamente mayor que la clase de grupos ALCH.

Teorema 4.44. Si cada G, es reflexivo, @, Ga, con la topologia *, es reflexivo.

Demostraciéon. Primero lo demostraremos para grupos de la forma H,* con H, un
grupo reflexivo (ver la Proposicién 4.1). Si U y & son los isomorfismos topolégicos
definidos en el Teorema 4.39 y el Teorema 4.41 respectivamente, se afirma que el
diagrama

@a Hoé* v (Ha Ha)*
(TMwre ="
WeHq* (Ha Ha**)*

@*

(@a Ha*)**

es conmutativo. SiT' € (B, Ha")", (¢a)aca € B, Ha" ¥ ¢1,- ., ¢n son las entradas
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distintas del neutro de (p4)aca,

o ((HWHQ_I)*(\Ij_l((@a)aeA))>(F) = <HwHa_1)*(\Ij 1 (9001 OcEA))>((I)(F))

= vt a acA (H WH, )))

= ¢ (le 'Tow))- - SOn(WH YT o))
= Tou(p): - Fobn(@n)

= I'((¢a)aca)

= War,((#a)aca) (D)

Por lo tanto @, H," es reflexivo. Si declaramos H, = G,*. Usando la naturalidad de
la trasformacién w y el hecho que si L, es topoldgicamente isomorfo a H, para cada
a, entonces las sumas directas (con la topologia *), son topolégicamente isomorfas,
es facil demostrar que si wgy, » es un isomorfismo topoldgico, wer + también lo es.
Entonces el resultado se tiene para todo grupo reflexivo. O

En general la topologia de coproducto en la categoria de grupos topoldgicos y
la topologia * son distintas, de hecho, Peter Nickolas, en el articulo “Coproducts
of abelian topological groups”!?, demostré que para una familia de grupos ALCH
el coproducto en la categoria de grupos abelianos es reflexivo si, y sélo si, todos
salvo una cantidad numerable de los elementos de la familia son discretos. También
demostré que la topologia de coproducto hace reflexiva a la suma directa si, y sélo si,
ésta coincide con la topologia *. Como la topologia * en la suma dicrecta de grupos
reflexivos es reflexiva (ver el Teorema 4.44), en la suma directa de una familia de
grupos ALCH no discretos, la topologia * y la topologia de coproducto en la categoria
de grupos topoldgicos abelianos no son la misma.

Aunque si nos restringimos a la categoria de grupos reflexivos, la topologia * si es
la topologia de coproducto.

Pa

Teorema 4.45. Si para cada o, G, es reflexivo y existe G, — H un homomorfismo

continuo a un qgrupo Teﬂel'Z/UO H; la func@on
EBSDQ
De.

es continua, si a @, Gy se le da la topologia *.
Demostracién. Sin pérdidad de generalidad supéngase H = L* para algin L grupo
reflexivo. Demostraremos que @, es cotinua en el neutro. Si A,* es una vecindad
de e € H, sin pérdida de generalidad, con K simétrico y tal que e € K, para cada
a existe V,, una vecindad simétrica de e, tal que @,(V,) C A%, Se afirma que
Boa (V(Va)) C ALK

Obsérvese que A,™ no contiene subgrupos no triviales. Si m - f € A%, para toda
ke K, f(k)™ € A, pero A,, no contiene subgrupos no triviales (ver el Lema 3.8).

19P!ster Nickolas, “Coproducts of abelian topological groups”, Topology and its Applications vol.
120, Amsterdam, 2002, p. 403-426.
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Siv=(Vq)aca € V(V,) vy v1,...,v, son las entradas distintas del neutro de v,

ZUQ/VQ = /Vi+- 4 v,/ Vi, <1

Para cada i tal que v;/V; # 0, v; € (v;/Vi)Vi v

pi(v:) € (0:/Vi) (M) = ((vi/Vi)AL) "

Si v;/V; = 0, para toda | € N existe m > [ tal que, m - v; € V;, entonces, para toda
ke K,

pi(m - vi) (k) = m - @i(v;)(k) C Ay

Por lo tanto si v;/V; = 0, para toda k € K, ¢;(v;)(k) = 1. Sean v;,,...,v;, las
entradas distintas del neutro de v tales que v;;/V;, # 0. Como para toda k € K,

(pij (UZJ)(k) € ('Uij/‘/ij)Anv

arg(ei(vr)(k) - -+ - on(va)(K)) = arg(pi (vi)(k) - - - @, (03,) (k)
= arg(ei, (vi,) (K )) -+ arg(ps, (vi,)(K))
< (%/Vll)% (Uz'p/Vl'p)%
= 3 (Ull/vll Tt Uip/vip)
< 3n

Por lo tanto @goa((va)aeA)(k) € A, *. Hemos demostrado que @, es continua. [

4.5. Espacios vectoriales

En esta seccion V' serd un espacio vectorial topolégico real, Hausdorff y localmente
convexo.

Definicién 4.46. Llamemos V' al conjunto de funcionales continuos de V a R.

Lema 4.47. Si A € R y ¢ € V* (el grupo dual del grupo aditivo de V), para toda
veV, p(h) = p(v)t.

Demostracion. SigeZyv eV,

p(v) = (%v)q = (so(vﬁ)q

Entonces, por la Proposicion 3.73, ¢ <l

qv) = go(v)é. Por lo tanto, para todo p/q € Q,

© (gv) = (v)4, y por continuidad, para toda A € R, p(Av) = o(v)*. O

Lema 4.48. Si V' es localmente convexo y Hausdorff, para toda v € V '\ {0}, v — A
es un isomorfismo topoldgico entre el espacio vectorial generado por v y R.
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Demostraciéon. Como la funcién en cuestion es un homomorfismo de grupos to-
poldgicos, sélo vamos a demostrar que es continua en 0. Sean 0 < A\g < €. Elijamos U,
una vecindad convexa y simétrica de 0, en el espacio generado por v, tal que \gv € U.
Se afirma que si \v € U, entonces |A| < €. Si |\ > €y Av € U, entonces A\gv € U,
ya que U es convexa. Lo cual es una contradicciéon. Como la inversa, A — v, es
continua, Av — A es un isomorfismo topologico. O

Teorema 4.49. Si V' es un espacio vectorial Hausdorff y localmente convexo, para
todo v # 0 existe un caracter ¢ tal que p(v) # 1.

Demostracién. Si v # 0, por el Lema 4.48, la funcién Av — X es continua. Por
el Teorema de Hahn-Banach,? existe f, una extensién lineal y continua de ésta.
Entonces, para algin A # 0, A - f(v) € Z y, por lo tanto, m o A - f(v) # 1. ]

Lema 4.50. Sea V' es un espacio vectorial con una topologia que lo hace grupo to-
pologico. Entonces V' es un espacio vectorial topoldgico si, y solo st,

a) v — v es continua en 0.

b) A — v es continua en 0.

c) (\,v) = Av es continua en (0,0).

Demostracion. Las funciones v +— Av y A — Av son homomorfismos entre grupos
topoldgicos, por lo tanto, si son continuas en el cero, son continuas en todo su dominio.
Entonces si se tienen a), b) y ¢), y debido a que

AT — )\OIO = ()\ — )\0)$0 + )\0(37 — SL’O) + ()\ — )\0)(56 — .To)
(A, z) — Az es continua. O

Proposicién 4.51. Si V' es un espacio vectorial localmente convexo y Hausdorff, V*
es un espacio vectorial localmente convexo y Hausdorff.

Demostracién. Definamos A - p(v) = ¢(Av). Claramente A - ¢ es un caracter y la
operacién recién definida se distribuye correctamente con la operacién de V*. Por la
Proposicién 3.3, sélo hace falta demostar que multiplicar por escalares es continuo.
Demostraremos que se cumplen los tres incisos del Lema 4.50.

Sea A € R y sea A,,” un abierto subbésico alrededor de 1 € V*. Entonces, para
toda ¢ € A, y para toda k € K,

A-o(k) = p(Ak) € Ay

Por lo tanto la funciéon ¢ — Ap es continua en 1.

Como V es localmente convexo, para toda U € X abierta existe W € ¥ contenida
en U tal que W es simétrica y convexa. Obsérvese que para toda —1 < A < 1,
AW C W. Para cada v € V existe n € N tal que % -v € Wy, por lo tanto, tal
que para toda —1/n < A < 1/n, Aov € W.Si0 < A<, A-W C v-W, ya que
~v - W es convexo. Entonces si K C V' es compacto, existe m € N tal que, para toda
—1I/m<A<1l/m, A\-KCW.

20Helmut Schaefer y Manfred Wolff, op. cit., p. 49.
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Sea ¢ € V* y sea A, una vecindad de 1 € V*. Como ¢ es continua, existe
W, como arriba, tal que o(W) C A,. Por lo dicho anteriormente, existe m € N tal
que para toda —1/m < A < 1/m, A- K C W. Por lo tanto si —1/m < A < 1/m,
M- e A, Entonces la funcién A — X - ¢ es continua en 0.

Sea A, una vecindad de 1 € V*. Si

(A p) € (—€,€) x ApToIE
para toda k € K,
A-o(k) = p(Ak) € A,

Por lo tanto la funcién (A, ¢) — X - ¢ es continua en (0, 1).
Hemos demostrado que V* es un espacio vectorial topolégico. Se afirma que A,
es convexo. Sit € [0,1] y o, € A,X, para toda k € K,

(1—1)- k) +t-(k) = pk) k) = pi((1=1)01+162)
con 01,6, € (—1/3n,1/3n). Por lo tanto (1 —t)-p+t-1) € ALK =

Teorema 4.52. Sea V' es un espacio vectorial topologico localmente convero y Haus-
dorff y sea D una familia de subconjuntos acotados®* de V tal que para Dy, Dy € D,
existe D3 € D que contiene a D1 U Dy. Definamos

UP={feV*'|f(D)cUCcCR}
Y sea
Y ={UP|DeDy UCR un abierto alrededor de 0}

St declaramos que A € A si, y solo si, para toda f € A, existe W € X, tal que
f+ W C A, entonces A es una topologia de espacio vectorial topoldgico localmente
convero. Si ademds V = |Jpep D, la topologia A es de Hausdorff.

Demostracién. Primero probaremos que 3 cumple los incisos de la Proposicion 3.2.
Si UlD1 y VZD2 pertenecen a Y, existe D3 € D tal que Dy U Dy C D3, y por lo tanto,

(U, N, c UPr nUP
SiUP € ¥y V CR es un abierto alrededor de 0 tal que V —V C U,
VP —vP c(Vv-Vv)PcUP

Sea UP € ¥y f € UP. Como D es acotado y f es lineal y continua, f(D) es acotado
y, por lo tanto, f(D) es compacto. Entonces existe W C R vecindad abierta de 0 tal
que f(D)+ W C U.? Por lo tanto, f + WP c UP.

Por la Proposicion 3.2, A es una topologia de grupo abeliano. Ahora probaremos
que se cumplen los incisos del Lema 4.50.

21Un subconjunto D de un espacio vectorial topolégico se dice acotado si para cada U € 2
(simétrica) existe 0 < A < 1tal que A\- D C U.
22Mikhail Tkachenko, et al., op. cit., p. 10.
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Sea f € V' y sea UP una vecindad de @ € V7. Sin pérdida de generalidad
supongase a U convexa. Como f(D) es acotado existe 0 < r < 1 tal que, para toda =y
con valor absoluto menor a r,

v-f(D)=~-f(D)CU

Por lo tanto, para toda v € (—r,r), v- f € UP.
Sea UP una vecindad de O y sea v € R. Sin pérdida de generalidad supéngase U
convexa. Si f € U"P,

v-f(D)=f(y-D)cU
Site[0,1]y f,g € UP, con U convexa y alrededor de 0,

(- f+A=1)-9)(D)Ct-f(D)+(1—1)-g(D)

Como f(D)y g(D) son compactos y estan contenidos en U, tanto s = sup{ f(d), g(d) }acp
como i = inf{ f(d), g(d) }aep pertenecen a U. Cualquier combinacién convexa de ele-
mentos de las imédgenes de f y de g pertenece a [i,s] C U. Por lo tanto

- f+A-t)-g)(D)Ct-f(D)+(A—1t) g(D)C[i,s] CU

Entonces UP es convexo. Demostramos que V7, con la topologia A, es un espacio
vectorial topologico localmente convexo.

Supéngase que V = Jpep D. Si f # O, existen v € V tal que f(v) #0y D € D
tal que v € D. Si U es una vecindad de 0 que no contiene a f(v), f ¢ UP. Entonces
V* con la topologia A es Hausdorff. O

Teorema 4.53. Si D es la coleccion de subconjuntos compactos de V', la topologia A
y la compacto abierta son la misma.

Demostracién. Si f € UX, para cada k € K existe W), C R, una vecindad abierta
de 0 tal que 2W}, + f(k) € U. Como f es continua y R es regular, existe V, C V,
una vecindad abierta de k, tal que f(V;) C f(k) + Wj. Como K es compacto, existen
ki,...,k, € K tales que

K=KnViu---UKNYV,

Entonces si W = WiN---NW,, se afirma que f+ WX Cc UK. Sean g e WX y k € K.
Para alguna 7, Kk € K N'V;, por lo tanto

g(k)+ f(k) C2W; + f(k) C U

Hemos demostrado que todo abierto de la topologia compacto abierta es abierto de
la topologia A.

Sea —f + UK una vecindad de —f en la topologia A. Si g + f € UX, para
cada k € K existe W, C R, una vecindad abierta de g(k) precompacta, tal que
Wy + f(k) c U. Como W), es compacto, existe Y;, una vecindad abierta de f(k), tal
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que Wk_—i— Y, C U. Sea V;, C V una vecindad abierta de k tal que g(Vi) C W y tal
que f(Vi) C Yy. Como K es compacto, existen ki, ..., k, € K tales que

K=KnViu---UKnNYV,

Se afirma que
WEM AWK L cUR

Sean
he WM. aw ot

y k € K. Para alguna i, k € V;, por lo tanto,
h(k)+ f(k) e W+ Y, CU

Entonces h € —f + UX. Hemos demostrado que todo abierto en la topologia A es
abierto en la topologia compacto abierta. O

Proposicion 4.54. Si a V* y V' les damos la topologia compacto abierta, estos son
topologicamente isomorfos como espacios vectoriales reales.

Demostracion. Si
s
R = S!
r s €r27ri

es la proyeccion canonica, se afirma que la funcién

vt Loy
f — mof

es un isomorfismo topoldgico lineal.
Como V' es localmente convexo, V' es localmente conectable por trayectorias.
Ademads todo espacio vectorial es fuertemente contraible al 0 y conectable por trayec-

torias, por lo tanto, para toda funcién continua V' ER St, tal que f(0) = 1, existe un
unico levantamiento, V' I R tal que f(0) = 0.

Sea f € V*. Para cada v € V elijamos o[v] una trayectoria que empieza en 0 y
termina en v. Sea L(f o o[v],0) el inico levantamiento de f o o[v] que empieza en 0.
Entonces, si A € Ry v € V, A-o[v] y o[\v] son dos trayectorias en V' que empiezan
en 0 y terminan en Av, entonces (ver el capitulo acerca de aplicaciones cubrientes del
libro de Carlos Prieto, Topologia bdsica®),

L(f o A-alv],0)(1) = L(f o o[Av], 0)(1)
Como AL(f o o[v],0) es un levantamiento de f o A - o[v] que empieza en 0,

AL(foov],0)=L(foX-ov],0)

23Carlos Prieto, op. cit.
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Entonces,
fw) = L(foo[lv],0)(1)
— L(fox-olu],0)(1)
— AL(f o oft], 0)(1)
= A(v)

Como o[v] 4+ o[w] es una trayectoria que empieza en 0 y termina en v + w, y como
L(f o ov],0) + L(f o a[v],0)
es un levantamiento de f o (o[v] + o[w]) que empieza en 0,
L(f o o[v],0) + L(f o o[v], 0)(1) = L(f o (o[v] 4 ofw])(1) = L(f o olv + w])(1)

Entonces,

F0) + f(w) = L(f o o], 0)(1) + L(f 0 ofu], 0)(1)
L(f o oo +wl, 0)(1)

fv+w)

Por lo tanto f € V. Como I( f ) = f, hemos demostrado que I' es suprayectiva.
Simof =mog,im(f —g) C Z. Todo espacio vectorial es conexo, por lo tanto
f = g. Entonces I' es inyectiva.
Para todas f,g € V* y para toda A € R,

L(f+A-g) = mo(f+A-g)
= (mof)-(moX-g)
= (mof)-(mog)

Hemos demostrado que I' es un isomorfismo lineal.

Si UX es una vecindad de 1 en V*, para toda f € 7 4(U)", T'(f) € UX. Por lo
tanto I' es continua. Sea UX una vecindad de © € V7. Sin pérdida de generalidad
supéngase que U es convexa y que es una hoja de la aplicacion cubriente 7. Se afirma
que 7(U)E c T (UK) Si ¢ € (U)X, para toda 0 <t <1y para toda k € K,

p(t- k) =o(k)" € (V)
Si k € K, la trayectoria t -5 tk inicia en 0 y termina en k. Por lo tanto
p(k) = L(p o ofk],0)(1) = L(p o 7, 0)(1)
Para toda k € K, ¢(tk) € m(U), entonces
L(p o, 0) =7ly~" ooy,

Por lo tanto
p(k) =l opom(l) €U
yr()X cr (UK). Hemos demostrado que I' es abierta. ]
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Definicién 4.55. Un espacio vectorial localmente convexo y Hausdorff V es reflexivo
(como espacio vectorial) si V=5 V+E es un isomorfismo topoldgico, cuando a V*
se le da la topologia A, definida en el Teorema 4.52 a partir de la coleccion de todos
los subconjuntos acotados de V.. A VT con esta topologia lo llamaremos V. En
adelante usaremos la notacidn V't para el conjunto de funcionales continuos de V.
Se supondrd V' con la topologia compacto abierta.

Para ver ejemplos de espacios vectoriales reflexivos que, en particular, no son de
Banach, constiltese el libro Topological Vector Spaces,?* de Helmut Schaefer y Manfred
Wollff.

En el articulo “The Pontrjagin duality theorem in linear spaces”?% Marianne Smith
demostré que el grupo abeliano subyacente a un espacio vectorial reflexivo (como
espacio vectorial) es reflexivo (como grupo abeliano). También probé que el grupo
subyacente a un espacio de Banach es reflexivo (como grupo). A continuacién se
expondran sus resultados.

Proposicién 4.56. Si V es reflexivo, V' y VT tienen los mismos funcionales con-
tinuos.

Demostracién. Sea f un funcional continuo de V. Demostraremos que pertenece
a V1. Como V es reflexivo, f estd dada por la evaluacién en un elemento vy de V.
Probaremos que toda funcién de este estilo es un funcional continuo de V*. Siv € V
y U es una vecindad de 0 € R, para toda g € U™}, g(v) € U.

Como todo subconjunto compacto de V' es acotado (ver la demostracion de la
Proposicién 4.51), toda vecindad de O € VT de la forma UX es una vecindad de O
en V1. Por lo tanto V*+ = V/0+, O

. . . Id .
Proposicién 4.57. Si Vtt = V++ o funcion VP =5 VT es continua.

Demostracién. Demostraremos que Id es continua alrededor del neutro. Sea UX
una vecindad de @ € V**. Entonces K es un compacto de V' con la topologia
compacto abierta. Demostraremos que K es acotado en V. Si K no es acotado en
VTt existe f € VT tal que f(K) no es acotado.?® Por hipédtesis, f € VT, y por
lo tanto, como K es acotado en V1, f(K) es acotado. Lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto K es acotado en V*? y UX es un abierto de V0+?, O

Lema 4.58. 5i S C V es abierto,

K={feV" |sp|f(s) <1)

es compacto en V.

24Helmut Schaefer y Manfred Wolff, op. cit., p. 147.

25Marianne Smith, “The Pontrjagin duality theorem in linear spaces”, Annals of Mathematics vol.
56 num. 2, Princeton, 1952, p. 248-253.

26Walter Rudin, Functional Analysis, segunda edicién, Singapur, McGraw-Hill, 1991, p. 70.
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Demostracién. En el articulo “Equicontinuous sets of mappings”?’, Sumner Myers
demostré que, para X un espacio topolégico conexo y Y un espacio métrico completo y
localmente compacto, si @ C Top(X,Y) es equicontinuo y es tal que para alguna z en
X, {f(x)}seq tiene cerradura compacta en Y, entonces () es compacto en T'op(X,Y)
con la topologia compacto abierta.

Demostraremos que K cumple las hipotesis del teorema de Myers. Para u € S, el
conjunto {g(u) | g € K} tiene cerradura compacta, pues es acotado. Si € > 0 se tiene
que,

K:{fev+|wpuwnsf}

ves.S 2

2

SiveV,sealU =v+5-S. Paratoda f € K y paratodau € U, |f(u) — f(v)] < €/2,
ya que u —v € 5 - S. Entonces K es equicontinuo, y por el resultado de Myers, K es
compacto. ]

el : . y Id .
Proposicién 4.59. Si V es reflexivo, la funcion VT =5 VA es continua.

Demostracion. Por la Proposicion 4.56, la funcion Id esta bien definida. Demostra-
remos que Id es continua alrededor del neutro. Sea UP una vecindad abierta de O en
V+b+0 Sin pérdida de generalidad supongamos a U contenido en (—1,1). Como V es
reflexivo, existe W C V abierto tal que wy (W) = UP. Si definimos

K={feV"|suwplf)<1)

veW

por el Lema 4.58, K es compacto en V*. Si h € Dy v € W, h(v) € U. Entonces
DcCKyUX cUP. O

Corolario 4.60. Si V es un espacio reflexivo, V. <5 V*+ es un isomorfismo to-
pologico.

.. o . Id .
Demostracién. Es una consecuencia inmediata de que V*+ =5 VH0*b gea un iso-
morfismo topoldgico. O]

Teorema 4.61. Si V' es reflexivo como espacio vectorial, V' es reflexivo como grupo
topologico.

Demostracién. Sea ¥ el isomorfismo topoldgico entre V' y V* definido en la Pro-
posicién 4.54. Sea (¥~1)* el isomorfismo topolégico, entre V™ y (V*)* inducido por
U~! Llamemos ¥’ al isomorfismo topoldgico, definido en la Proposicién 4.54, entre

Vy V= SiV 2Vy V++ es el isomorfismo topolégico evaluacién, para v € V' y para

2TSumner Myers, “Equicontinuous sets of mappings”, Annals of Mathematics vol. 47 ntm 3,
Princeton, 1946, p. 496-502.



114 CAPITULO 4. GRUPOS REFLEXIVOS

pelVr,
(0o (@) 0w (1)(@) = 7o (T (wh())()

= (Wb (¥ ()
= (¥ (p)(v))
= (ro ¥ (p)(v)
= ¢(v)
= wy(v)(p)

Por lo tanto wy es una composicion de isomorfismos topoldgicos. O

En el resto de la seccion nos concentraremos en demostrar que todo grupo sub-
yacente a un espacio de Banach es reflexivo. Robert James demostré que no todo
espacio de Banach es reflexivo como espacio vectorial.?® Por lo tanto estarfamos “am-
pliando”la clase de grupos reflexivos. En lo siguiente V' serd un espacio de Banach.

Lema 4.62. Si V es un espacio de Banach, V*° tiene la topologia inducida por la
norma en V' y es completo.

Demostraciéon. Demostraremos que en ambas topologias O tiene las mismas ve-
cindades. Sea U” una vecindad abierta de O en V*°. Sin pérdida de generalidad
supéngamos U un intervalo abierto de radio € alrededor de 0 € R. Como D es acota-
do existe A > 0 tal que

ANDc{veV|||<1}=8B

Entonces si .
7] = sup £ ()] < SAe
vEB

como para toda d € D existe b € B tal que d = %b,

<

[f@d)l = %If(b)l

Por lo tanto f(D) C U, es decir, f € UP.

Sea € > 0. Es facil demostrar que B es un conjunto acotado. Si U es un intervalo
abierto de radio € alrededor de 0 € R, para toda f € UB, f(B) C U, y por lo tanto,
IfI] <.

Sea (fy)nen una sucesién de Cauchy en V+°. Para cada € > 0 existe n € N tal que
para todos {,m > n, || fm — fi|| < €. Entonces para toda v € V' \ {0},

[ (/11011) = fi (v/lvID] <€

28Robert James, “A non-reflexive Banach space isometric with its second conjugate space”, Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences of the United States of America vol. 37, Washington,
1951, p. 174-177.
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Por lo tanto existe el limite de la sucesién (f, (v/[|v]])),en- Multiplicando por ||v]|
obtenemos el limite de la sucesién (f, (v)) Por ello {f, }nen es una familia equi-
continua de funciones.? Si definimos

f(v) = im0 fr (V)

f es un funcional continuo. Se afirma que f es el limite, en V*° de la sucesién
(fn)nen. Para cada € > 0 existe n € N tal que para todas [,m > n y para toda
b e B, |fi(b) — fm(b)] < €/2. Por lo tanto, para toda b € B y para toda [ > n,
|f(b) — fi(b)] < e. Entonces f es el limite de la sucesién. O

neN’

Lema 4.63. SiV es un espacio de Banach, la funcion V- =5 V0 es una isometria.
Demostraciéon. Sean v € V' y U, una vecindad abierta de 0 € R. Entonces
wy (v) (U{”}) cU

Por lo tanto wy (v) € V*1F. Entonces wy estd bien definida. Para todo v € V existe
fo € VT tal que f,(v) = ||v]| v |fo(2)| < ||z]|, para toda x € V.30 Se tiene que

Sup| <1 jwv (v)(f)]
<|*|)V||(U)<fv)

laov (W)l

v

Si[Jol| =1,

SUp| f1<1 jwv (v) ()]
Sup| s<1 | f(v)]
o]

laoy (v)l

IA

Como wy es lineal, para toda v € V| |lwy (v)|| < ||vl. O

Corolario 4.64. Sea V' es un espacio de Banach. Entonces V' es reflexivo (como
espacio vectorial) si, y solo si, wy es suprayectiva.

Demostracion. Si V' es de Banach, wy es una isometria. O

Lema 4.65. Si V es un espacio de Banach y llamamos VP a V1 con la topologia
definida en el Teorema 4.52 a partir de la coleccion de subconjuntos finitos de V', todo
K C V*P compacto es acotado en V7.

Demostraciéon. Para v € V fijay f € K, f € U;U}, con Uy un intervalo abierto
acotado alrededor de 0 que contiene a f(v). Como K es compacto en VTP existen
fi,-., fn € K tales que

K C Ufl{v}U"'UUfn{U} = (Ufl U"'UUfn){v}

Entonces, para toda v € V., {f(v)|f € K} es un conjunto acotado. Por lo tanto K es
una familia equicontinua de funcionales continuos.

29Walter Rudin, op. cit., p. 45.
30Walter Rudin, op. cit., p. 59.
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Sea UP una vecindad de O € V. Sin pérdida de generalidad sea U = (—¢,¢).
Como D es acotado y K es equicontinua,

{f(d)| feKyde D}

es un conjunto acotado,? digamos por algin $ > 0. Si tomamos A = ¢, para toda
fEK,
fen-u)P=x-U"

]

Teorema 4.66. Si V es un espacio de Banach, V' <5 VT es un isomorfismo to-
poldgico.

Demostracién. Esinmediato mostrar que wy es una funcién (transformacion lineal)
bien definida. Como V' es un espacio localmente convexo y Hausdorff, wy es inyectiva
(ver el Teorema 4.49).

Sea D la familia de subconjuntos compactos y convexos de V. Como en espacios
completos la cerradura de la envolvente convexa de un compacto es compacta,®? si
Dy, D, € D, existe D3 € D tal que D; U Dy C D3. En el articulo “Duality in linear
spaces” 3 Richard Arens demostré que si ¢ es la topologia definida en el Teorema 4.52
a partir de la familia de subconjuntos convexos y compactos de un espacio vectorial
localmente convexo V, la funcién V<% V+¢t es suprayectiva.

Es inmediato que todo abierto en V¢ es abierto en V. Sea UX es un abierto
alrededor de @ en V*. Si K es la cerradura de la envolvente convexa de K, UK es
un subconjunto de UX. Por lo tanto, en espacios de Banach, estas dos topologfas son
iguales. Entonces V*+ = V*tet y por lo tanto, V 2% V++ es suprayectiva.

Ahora demostraremos que V <% V*+ es una funcién continua. Sea UX una
vecindad de O € V', con U = (—r,r). Si 0 € V no est4 en el interior de wy,' (UX),
para cada € > 0 existe v. € V', con norma menor a ¢, tal que v, ¢ w;l (UK), es decir,
tal que wy (v.) & UX. Entonces existe f. € K tal que f.(v.) € U. Como |jv| < e,

fo ()| = o
cIFe(wo)

(AVARY,
a3

Entonces || f¢]| > %, es decir, la norma no es acotada en K.

Por lo tanto K C V*° no es acotado (ver el Lema 4.62). Entonces, por el Lema
4.65, K C V*? no es compacto. Como todo abierto en V*? es abierto en V*, K no
es compacto en V1. Lo cual es una contradiccién. Entonces 0 € V' estéd contenido en
el interior de wy," (UX), y por ello, wy es continua.

31fdem, p- 44.

32Walter Rudin, op. cit., p. 72.

33Richard Arens, “Duaity in linear spaces”, Duke Mathematical Journal vol. 14, Durham, 1947,
p. 787-793.
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Demostraremos que wy es abierta. Para ello basta probar que wy manda a B, el
interior de B, la bola de radio 1 y centro en 0, en una vecindad de @ € V*+. Debido
al Lema 4.58,

K = {f eV |sup,pl|f(z) <1}
= {feVT|sup,ep|fz)] <1}

es compacto en V. Se afirma que wy (B) = B¥. Sea v € V tal que wy (v) € BX. Por
el Lema 4.63 y como K es la bola cerrada de radio 1 en V*?,

[o]l = flwv ()] <1
Entonces, BX C wy(B). La otra contencién es inmediata. O

Teorema 4.67. Si V es un espacio de Banach, V es un grupo reflexivo.

Demostracion. La demostracion es idéntica a la del Teorema 4.61, ambas se basan
wy . ;.
en que V —= V1 es un isomorfismo topolégico. O
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Capitulo 5

Una aplicaciéon homotdpica

En este capitulo se probara, siguiendo el articulo “Maps between topological
groups that are homotopic to homomorphisms”de Wladimiro Scheffer,! que toda fun-
cién punteada que vaya de un grupo ACH conexo a un grupo ALCH es homotoépica
a un unico homomorfismo de grupos. Como consecuencia de esto se tendra que si dos
grupos ACH conexos son homotépicos de manera punteada, son topolégicamente iso-
morfos. También se demostrara que, para todo G grupo ALCH, (G, e) es isomorfo a
Hom(S', G), el conjunto de homomorfismos continuos de S' en G, y que 7,,(G, e) = 0,
para toda n > 2.

Dados G'y H grupos topolégicos, denotemos por Top. (G, H) a Top((G, e), (H, e)),
con la topologia compacto abierta.

Lema 5.1. Sea 7 la proyeccion candnica de R a S'. Para todo grupo ACH G, la
funcion
Top.(G,R) = Top.(G,S")
f — mof

es un homomorfismo continuo, abierto e inyectivo.

Demostracién. Claramente es un homomorfismo y, por la Proposicion 1.9, es con-
tinua. Por lo dicho en la Observacién 3.4, tanto T'op.(G,R) como Top.(G,S") son
grupos topoldgicos. Por lo tanto para demostrar que 7 es abierta basta probar que
manda vecindades abiertas de O en vecindades de 1.

Abusando de la notacién denotemos como UX al conjunto de funciones continuas
que mandan K en U y que mandan e a 0, o que mandan e a 1, segiin sea el caso. Cada
vecindad de O de la forma U, con U C R abierto y K C G compacto, contiene una
de la forma V¢, donde V es una hoja de la aplicacién cubriente 7 que contiene a 0.

Se afirma que n(VE) = n(V)¢. Sih € V¥ moh(G) C (V). Ysil € m(V)Y, se
tiene que 7](7T|V_1 o l) = [. Por lo tanto n es abierta.

Sin(f) =1, im(f) C Z, como G es conexo, f = O. O

"Wladimiro Scheffer, “Maps between topological groups that are homotopic to homomorphisms”,
Proceedings of the American Mathematical Society vol. 33 num. 2, Providence, 1972, p. 562-567.
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Proposicién 5.2. Para todo grupo G ACH y conexo, la funcion
Tope(G,R) x G* 5 Top.(G,S)
(fip) — (mof)-o
es un isomorfismo topoldgico.

Demostracién. F' es un homomorfismo continuo. Si F(f,¢) =1,
Tof=p1'ecG
Para cada a € G, la aplicacion

G — R
b — fla-b)— f(a) = f(b)

es continua y su imagen esta contenida en Z, por ello es constante con valor 0. Entonces
f € Hom(G,R), y como G es compacto, im(f) es un subgrupo compacto de R. Ya
que R no tiene subgrupos compactos no triviales, f = Oy ¢ = 1.

Ahora demostraremos que F' es suprayectiva. Sea f € Top.(G,S!). Para cada
a € G, sea f, € Top(G,S') la funcién b — f(a - b). Por la Proposicién 1.4, las
funciones a — f, y a — f(a)1 son continuas. Por ello, la aplicacién

¢ 5 Top.(G,S')
a f(a)]l'f'fa_l

es continua.

Sea 7 la funcién definida en el Lema 5.1. En ese lema se demostréo que 7 es
abierta. Por lo tanto la imagen de 7 es un subgrupo abierto, y por tanto, cerrado de
Top.(G,S"). Como G es conexo y

1 =T(e) € im(n) Nnim(T)

se tiene que im(T") C im(n).
Dado que 7 es abierta e inyectiva, 1 es un homeomorfismo en su imagen. Por lo
tanto

n~loll
G —— Top.(G,R)
es una funcion continua. Se afirma que, para todos a, b,z € G, se tiene la identidad
(7 o 1) (a)(6) = (™" o T) (@) (bw) + (™" o 1) () () — (™" o T) (ab) ()

Si se fijan a y b, se puede definir la funcién x € Top.(G,R), tal que
k(z) = (n o T)(a)(bx) + (n" o T)(b) (x) — (n~" o T)(ab)(z) — (n~" o T)(a)(b)

Obsérvese que
n(k)(x) = mor(x)
= T(a)(bx) - T(b)(x) - T(ab)(z)~" - T(a)(b)~!

= {(a)f(b@f(bxa)‘1f(b)f(x)f(rcb)‘1f(ab)‘1f(x)‘lf(mb)f(a)‘lf(@‘lf(ba)
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Como n es inyectiva, kK = O y se tiene, para todos a, b, x € G, la identidad buscada.
Definamos la funcién continua

¢ = R
a — [ntol(a)(z)dx

donde [ es la integral de Von Neumann construida en el primer capitulo.
Para toda a,b € G, se tiene que

Afa) + A(b) — A(ab) = [ntol(a

)( (z)dx — [ ! o I'(ab)(x)dx
= [ntol(a)(br)dx+ [n!

)
b)(z)dx — [ ' o T'(ab)(x)dx
b)(z) —n o F(ab)(x))d:p

Il
—
3

O
=

Q
~—
=
E

+
3
—

O

!
~ O

Entonces

m(A(a)) - 7(A®)) - 7(Aab)) ™t = 7 (n7(I(a)) (D))
= (ron~'ol(a))(b)
= (o))
= f(a)f(b)f(ab)™!
Sea h = f-n(A)~L. Por lo demostrado arriba, h € G*. Entonces f = h-n(A). Lo que
demuestra que F' es suprayectiva.
Demostraremos que F' es abierta en una vecindad abierta de (O, 1). Como G* es
discreto, Top.(G,R) x {1} es un abierto de Top.(G,R) x G*. La restricciéon de F a
Top.(G,R) x {1} es abierta (ver el Lema 5.1). O

En adelante, al conjunto de homomorfismos continuos entre dos grupos topologi-
cos, Gy H, lo denotaremos Hom(G, H).

Lema 5.3. Si A es un grupo topolégico, la asignacion

Hom(A,-)
_

B Hom(A, B)

es un funtor covariante de la categoria de grupos topoldgicos y homomorfismos con-
tinuos, en la categoria de espacios topologicos y funciones continuas.

< s / . .,
Demostraciéon. Sea G — H, un homomorfismo continuo. Se afirma que la funcién

Hom(f)

Hom(A,G) Hom(A, H)
p = fov

es continua. Sea p € Hom(A, Q) y sea Q¥ un subbdsico alrededor de f o . Entonces
pef Q" y
_ K
Hom(f) (f(Q") < @~
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Observacién 5.4. Con la demostracién del lema anterior se puede probar que si A
es un grupo topolégico, T'op.(A, _) es un funtor covariante de la categoria de grupos
topoldgicos a la categoria de espacios topologicos.

Lema 5.5. Si A, B,C son grupos topoldgicos y A es localmente compacto, la aplica-
cLon
Hom(A, B) x Hom(A,C) Ly Hom(A,B x C)
(o)) — ox9

es un isomorfismo y un homeomorfismo.

Demostracion. La aplicacion ' es un isomorfismo de grupos, demostraremos que es
un homeomorfismo. Sea

e x 1 e Hom(A, B x C)

Todo subbasico alrededor de ¢ x v, haciendo un abuso de notacion, es de la forma
QX con @ un abierto de B x C'y K un compacto de A. Como (p x )(K) C Q es
compacto, existen V..., V,, abiertos de By Wiy,..., W, abiertos de C, tales que

(pxY)(K)CcVixWiU---UV, xW, CQ
Todo k € K tiene una vecindad compacta Uy, tal que, para alguna ¢,
(o x ) (Uy) CVix W;

Como K es compacto, K C U; U ---U U, para alguna m € N. Agrupando las U;
que pertenecen a la imagen inversa del mismo V; x W, y reordenando, si es necesario,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, m < n y

(o x ) (Ui) C Vi x W;
para todo 2 = 1,...,m. Dicho esto,
pxpeVix W) 0 (Vy x W)™ c QF
Entonces ¢ € woin...n VmU’”", (VNS wvn.e WU y
TV n vl xwi%nenw,U) = (Vi x W) 00 (Vi x Wi,) U
Con ello queda demostrado que I' es continua y abierta. O

Teorema 5.6. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, la funcion

Top.(G,Hom(H*,R)) x Hom(G, H) -, Top.(G, H)

(f,e) — (9 D, (o f(g)) - @(9))

con 7 la proyeccion de R a S, es un isomorfismo y un homeomorfismo.
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Demostracién. Sea
(f,¢) € Top.(G, Hom(H",R)) x Hom(G, H)

La aplicacién wy ! o (7o ) o f es una composicién de funciones continuas, entonces
F'(f, ) es continua.

Si(f,),(f,¢) € Tope(G, Hom(H*,R)) x Hom(G, H),

F'((f.0) - (f, ) (9) = wy' (mo(flg)+ f(9)) - elg)- £ (9)

|
&
SIS

Por lo tanto F’ es un homomorfsimo. Mostraremos que F” es una composicion de
homeomorfismos. Se afirma que el siguiente diagrama es conmutativo.

Hom(H*,Top.(G,R) x Hom(G,S")) Tom®) s Hom (H*, Top.(G,SY))
c
Hom(H*, Top.(G,R)) x Hom(H*, Hom(G,S")) A
wxr|
Top.(G, Hom(H*,R)) x Hom(G, Hom(H*,S')) Top(G, H;m(H*, SY)
Idx A B
Top.(G, Hom(H*,R)) x Hom(G, H) e s Top.(G, H)

Donde C' es el isomorfismo y homeomorfismo construido en el Lema 5.5, Hom/(F') es
el isomorfismo y homeomorfismo que se obtiene de aplicar el funtor Hom(H*,_) a F.
Ay B son los isomorfismos y homeomorfismos que se obtienen de aplicar Hom(G, _)
y Top.(G, _) a wy. Las funciones I'; A y ¥ son los isomorfismos y homeomorfismos
que se obtienen de la ley exponencial (ver la Proposicion 1.4).

Para toda
(f,p) € Top.(G, Hom(H*,R)) x Hom(G, H)

y para toda g € G,

B(F'(f,0)(9) = wu(F'(f.¢)(9)
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Por otro lado, para toda v € H*,

A[Hom(F)(C(¥(). (Mo A)(9))) | (9() = Hom(F)(C(¥(1). (0 4)(%)) ) (3)(9)
(f

= F(¥(f)(7),([To
= (mod(/)()(9) - (T o A)()(7)(9)
= 7(f(9)(7) - Al2)(9)(7)
= w(f(g)(v)) CWH 90(9))(7)
Por lo tanto F” es un isomorfismo y un homeomorfismo. [

Proposicion 5.7. Si G es un grupo localmente compacto y V' es un espacio vectorial
topolégico, Top.(G, V') es un espacio vectorial topoldgico.

Demostracién. Demostraremos que Top.(G, V) es un grupo topoldgico y que sus
operaciones cumplen los tres incisos del Lema 4.50.

Para probar que T'op.(G, V') es un grupo topolégico, mostraremos que la base de
vecindades formada de abiertos subbdsicos Q¥ alrededor de O, cumple los cuatro
incisos de la Proposicion 3.2. Después demostraremos que la topologia definida en esa
proposicién es la misma que la compacto abierta.

a) Es trivial. b) Si Q¥ es una vecindad de O, 0 € Q. Entonces existe U, una
vecindad de 0 € V, tal que U — U C V. Obsérvese que —(UX) = (=U)%. Entonces

Ul — (U =0+ (-0 c(U-U)X cVvE

¢) Se cumple en todo grupo abeliano. d) Sea f en Q¥ una vecindad de ©. Como f(K)
es compacto, existe U, un abierto alrededor de 0, tal que f(K)+U C Q. Por lo tanto

FHUR c (f(K)+U)" c QX

Ahora demostraremos que la topologia compacto abierta y aquella definida en
la Proposicién 3.2 son la misma. Sea f € Q¥. Como f(K) es compacto, existe U
vecindad abierta de 0 tal que f(K)+ U C Q. Por lo tanto O € UX y

fHURc (fK)+U)" cQ¥

Entonces todo abierto de la topologia compacto abierta es abierto de la topologia
definida en la Proposicion 3.2.

Sea A C Top.(G,V) tal que para todo a € A existe Q¥ alrededor de O, tal que
a+ Q¥ C A Sea v € a+ Q¥. La funcién

GxV — V
(g,v) — v—alg)

es continua. Por lo tanto, para cada k € K existen W}, vecindad cerrada de k, y
Uy, vecindad de ¢(k), tales que Uy — a(W}) C Q. Como ¢ es continua, cada k € K



125

tiene una vecindad compacta Ly tal que ¢(Ly) C Ug. Definamos Wy, = W, N L.
Obsérvese que cada W), es una vecindad compacta de k. Existen kq, ..., k, en K tales
que K c Wy U---UW,. Sea

fev" n-.num
Ya que cada k € K pertenece a algin W,
f(k) —a(k) € Uy —a(W;) C Q
Por lo tanto, f —a € Q¥. Entonces
peU"n--.nUM ca+Q¥

y por lo tanto, A es un abierto de la topologia compacto abierta.

Ahora demostraremos que las operaciones de T'op.(G, V') cumplen los tres incisos
del Lema 4.50.

a) Se afirma que para toda A € R, la funcién ¢ AN ¢ es continua en O. Si
A =0, \-_es constante. Sea Q¥ un subbdsico alrededor de O y sea A # 0. Se tiene

que O € (A7t Q)K y que
A (()\‘1 . Q)K> c Q¥

b) Se asegura que el homomorfismo A % X - ¢ es continuo en 0. Si A = 0,
el homomorfismo es constante. Sea Q¥ una vecindad de O y sea A # 0. Como la
funcién (A, v) — Av es continua, para cada k € K, existen ¢, > 0 y Uy, una vecindad
de ¢(k), tales que

(—er &) - Up CQ

Cada k € K tiene una vecindad compacta Wy tal que (W) C U,. Como K es
compacto,

KcWwu---uw,

para alguna n. Definamos r = min{ey,...,€,}. Sean k € Ky v € (—r,r). Como
k € W;, para alguna 1,

v-ok) € (—€,6) U CQ

Por lo tanto v - ¢ € Q.
c¢) En la demostracién de b) se probé que

(=r,r)- (U1W1 ﬂ---ﬂU:V”) cQF
Por lo tanto la funcién (A, ¢) — X - ¢ es continua en (0,0). O

Teorema 5.8. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, Hom(G, H)
es un retracto fuerte por deformacion de Top.(G, H).
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Demostracién. Definamos V' = Top.(G, Hom(H*,R)). Por la Proposicién 5.7, V'
es un espacio vectorial topolégico. En el Teorema 5.6 se demostrd que existe

V x Hom(G, H) -2 Top.(G, H)

un isomorfismo y un homeomorfismo tal que (0, ¢) = ¢. Sean Py, y Py las proyec-
ciones de V- x Hom(G,H) en V' y en Hom(G, H) respectivamente. Se afirma que la
retraccion buscada es

Tope(G,H)x I -5 Top.(G, H)
(1) — v (=P (U1, Pu(¥(f)))

Si f € Top.(G, H), se tiene que

L(£,0) = w(Pr (U (), Pu(0'(f)))
= f
y ademas
L) = w(0,Pa(ui(f))

= Pu(T7(f))
€ Hom(G,H)

Si ¢ € Hom(G, H), para toda 0 <t < 1,
Lig,t) = (=P (¥7(¢)), Pa (¥ () )

(0, ¢)
=

]

Teorema 5.9. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, toda funcion
en Top.(G, H) es homotdpica, relativa a e, a un tinico elemento de Hom(G, H).

Demostracién. En la demostracién del Teorema 5.6 se dedujo que toda funcién en
Top.(G, H) es de la forma

(975 i o 00 1))

con f € Top.(G,Hom(H*,R)) y h € Hom(G, H).
La aplicacion
g wy (1o f(g))

es igual a wi' o po f, donde p es la funcién continua

Hom(H*,R) £+ Hom(H*,S")
0 —  moy



127

Como Top.(G, Hom(H*,R)) es fuertemente contraible a O, toda f € Top.(G, Hom(H*,R))
es nulhomotépica relativa a e, por ello wy' o po f también lo es. Entonces cada fun-

cién de Top.(G, H) es de la forma f -7, con 7 € Hom(G,H) y con f € Top.(G, H)

y homotdpica, relativa a e, al neutro de Top.(G, H).

SiGxIL Hesla homotopia relativa a e que contrae a f al neutro, definamos
la homotopia relativa a e

GxI — H
(g;t) +— L(g,t)-7(g)

que deforma f -7 en 7. Por lo tanto cada funcién en Top.(G, H) es homotdpica,
relativa a e, a un homomorfismo continuo.

Veamos ahora que dos homomorfismos continuos de G en H son homotdpicos si, y
sélo si, son iguales. Si un homomorfismo v € Hom(G, H) es nulhomotdpico, para toda
Y € H*, 1 o~ es nulhomotépica. Como toda aplicacién cubriente es una fibracién,?
existe 0 € Top.(G,R) tal que mod = 1o~y. Sea F' el homomorfismo continuo construido
para G en la Proposicion 5.2. Entonces

F(O,¢oy)=F(,1)

En la Proposicion 5.2 se demostré que F' es inyectiva. Por lo tanto ¢ o v = 1, para
toda v € H*. Entonces v = 1.

Si dos homomorfismos ¢ y 1 son homotépicos, mediante L, podemos definir la
homotopia

(9,t) — w(g) - L(g,t)™"
que empieza en 1 y termina en ¢ -1~ 1. Entonces, por lo dicho anteriormente, ¢ = 1.
m

Corolario 5.10. Si G es un grupo ACH, simplemente conexo y localmente conectable
por trayectorias, G = 0.

Demostracién. Sea 7 la proyeccién canénica de R en S!. Por el criterio del levan-

tamiento de aplicaciones, todo caracter ¢ de G, tiene un levantamiento G % R. Por
lo tanto todo caracter de G es nulhomotdépico relativo a e. Por el Teorema 5.9, todo
caracter de GG es trivial. Por lo tanto G = 0. ]

Corolario 5.11. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, el grupo
de clases de homotopia relativa a e, de funciones de G en H, [G, H|,, es isomorfo a

Hom(G, H).

Demostracién. La operacién en [G, H], estd definida, de manera obvia, utilizando
la operacion de H. Con esa estructura [G, H], es un grupo abeliano.
Definamos
(G, H], % Hom(G, H)

donde ¥([f]) es el inico homomorfismo de grupos en la clase de homotopia de f (ver
el Teorema 5.9). ¥ es un homomorfismo de grupos. En el Teorema 5.9 se demostré que
U es un isomorfismo. m

2Edwin Spanier, Algebraic Topology, Nueva York, McGraw-Hill, 1966, p. 67.
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Observaciéon 5.12. En el tdltimo teorema es necesario que G sea abeliano. Si G
es el grupo de los cuaterniones unitarios, el resultado no es cierto. Esta claro que
Hom(S",G) # 0, pero toda funcién continua S' % S? es nulhomotépica relativa a 1.

Proposicién 5.13. Si X un espacio topoldgico y n > 2, m,(X,x¢) = w1 (W, czy),
donde W es el conjunto de lazos nulhomotopicos basados en xq con la topologia com-
pacto abierta y donde c,, es la funcion constante x.

Demostracién. Sea n > 2. Dada ["! x I L X, sea ["! EN Top(I,X) la funcién
adjunta de f. Definamos la aplicacién

(X, ) = Tt (W, cap)
] — |f]

Se afirma que ' es un isomorfismo. Primero demostremos que esta bien definida.
Para toda I" %> X tal que [f] € mn (X, x0),

FOI"™) = oy vy f(2)(0) = f(a)(1) = o

Sean f =9, mediante una homotopia I"™* x I x I A X, si

" 'x I 2 Top(l, X)

(x,t) — (sMH(a:,s,t))

se tiene que

H(w,0)(s) = H(w,5,0) = f(x,s) = f(z)(s)

H(x,1)(s) = H(z,s,1) = g(z,s) = g(z)(s)
Ademds, si x € dI"!, para toda t € I, (x,5) € I™, entonces

H(x,t)(s) = H(x,s,t) = xg

Se afirma que si [f] € m,(X, z0), para toda z € I"', f(z) es un lazo nulhomot6pi-
co. Definamos la homotopia
IxI = X
(5,8) —> f((1 B l—(1—s)(1—t+(1- s)t))
Se tiene que )
L(s,0) = f(z,s) = f(z)(s)

Yy que
L(s,1) = f(0,1 — (1 — 5)%) = g
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Ademas, para toda t € I,
L(0,t) = f((1 = t)x,1) =20 = f((1 — t)z,1) = L(1,7)

Por lo tanto, para toda z € 1", f () es un lazo nulhomotdpico. Concluimos que I'
es una funcion.

La estructura de grupo en , (X, z() defindmosla, convenientemente, de la siguiente
manera. Si [f],[g] € m.(X, x0), definimos [f]-[g] = [f * g], donde fx*g(t,z) = f(2t, z)
sit < % y [xg(t,x) =g(2t—1,z) si % < t. De manera andloga se define la estructura
de grupo para m,_1 (W, c,).

Por lo tanto

O/ o) = T(S *g)
= |7+

Como [ f} 9] = [ f* f]], queremos demostrar que

73] (73

Seanxeln_zySEI.SitS%,
(f*3)(s,2)(t) = f(2s,2)(t)
= f(2s,z,t)
= ]if/g(s,x,t)

= frglsz)(t)

(f*3)(s,2)(t) = g(2s —1,2)(¢)
g(2s — 1, x,t)

Jif/g(s,x,t)
fxg(s,)(t)

Entonces I' es un homomorfismo de grupos.
Si I'([f]) = e, existe

"' 1 5w e Top(1, X)

una homotopia relativa a la frontera que empieza en f y termina en la funcién con
valor constante c,,. Sea K la funcion

I IxIxl X X
(z,5,t) > K(x,t)(s)

cuya adjunta es K (ver la Proposicién 1.4). Obsérvese que

K(z,5,0) = K(2,0)(s) = f(x)(s) = f(x,)

K(x,5,1) = K(x,1)(s) = ¢4 (5) = 20
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Sean (z,s) € 0"yt e . Siz € dl"
K(r,5,1) = K(x,1)(s) = en(s) = 20
Sis=0,1,

K(z,0,t) = K(z,t)(0) = 29 = K(z,t)(1) = K(z,1,1)
Por lo tanto e = [f] € m,(X, o).
Sea [f} € m1(W,ey,) y sea f € Top(I™, X), aquella cuya adjunta es f.Siz

pertenece a "' y s pertenece a I,

fz,5) = f(x)(s) = cap(s) = 0

SizelI"vlysedl, )
f(z,s) = f(z)(s) = zo

pues f(z) es un lazo. Entonces [f] € m,(X, z0), y por lo tanto, I" es suprayectiva.  [J

Teorema 5.14. Si G es un grupo ALCH, m,(G,e) = Hom(S',G), y para todan > 2,
(G, e) = 0.

Demostracién. m(G,e) = Hom(S!,G) es una consecuencia directa del Corolario
5.11. En la prueba del Teorema 5.9 se mostré que toda f € Top.(S',G) es de la
forma 7 - h, con 7 € Top.(S', G) nulhomotépica y con h € Hom (S, G). Ahi también
se observd que f es homotépica a h.

En el Teorema 5.9 se demostro que dos caracteres son homotopicos si, y sélo si, son
iguales. Por lo tanto, f es nulhomotopica si, y sélo si, h = cte.. Si F’ es el isomorfismo
y homeomorfismo construido en el Teorema 5.6, el conjunto de lazos nulhomotdpicos
en G, W, es homeomorfo, mediante F' !, a

Top.(S', Hom(G*,R)) x {cte.}

Como éste es un espacio vectorial topolégico (ver la Proposicion 5.7), W se pue-
de contraer fuertemente a cte.. En la Proposicién 5.13 se demostré que m,(G,e) y
Tn—1(W, cte.) son isomorfos. Por lo tanto m,(G,e) = 0. O

Teorema 5.15. Si G y H son grupos ACH conezos, son equivalentes
a) G es topoldgicamente isomorfo a H.

b) G es homotépicamente equivalente a H, relativo a e.

c) G* es isomorfo a H*.

Demostracién. La equivalencia entre a) y c¢) es la dualidad de Pontryagin. Clara-
mente a) implica b). Demostraremos que b) implica a).

Supéngamos que existe G — H, equivalencia homotépica, basada, con inversa
homotépica s. Por el Corolario 5.11, sabemos que r y s son homotdpicas, de manera
punteada, a tinicos homomorfismos continuos ¢ y 1, respectivamente. Las funciones
rosy sor son homotopicas al homomorfismo identidad. Por lo tanto p o) = Idy y
o = Idg (ver el Teorema 5.9). Entonces b) implica a). O
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