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Introducción

Dado un grupo topológico G, el conjunto de homomorfismos continuos al grupo
multiplicativo de complejos unitarios, G⇤, con la topoloǵıa compacto abierta y la
multiplicación puntual es un grupo topológico. Un grupo topológicoG se dice reflexivo
si la aplicación natural G

!G�! G⇤⇤ es un isomorfismo topológico. En este trabajo se
estudia la categoŕıa de grupos reflexivos y las propiedades de la asignación G 7! G⇤.

Se expone una demostración del Teorema de Pontryagin: todo grupo abeliano,
localmente compacto y Hausdor↵ (ALCH) es reflexivo. También se presentan resulta-
dos que extienden la categoŕıa de grupos reflexivos más allá de la categoŕıa de grupos

ALCH. Además se prueba que la aplicación G
G7�!⇤

es una involución en la categoŕıa
de grupos ALCH y se muestran algunas propiedades que están en dualidad bajo esta
aplicación. También a lo largo del trabajo se aborda la pregunta ¿Es la estructura
algebraica de un grupo una obstrucción para que éste admita una topoloǵıa no trivial
con la cual sea reflexivo? La respuesta es sorprendente, la única obstrucción es la
cardinalidad del grupo.

En el primer caṕıtulo se construye la integral de von Neumann. Para un gru-
po compacto G, esa integral es un operador lineal, “invariante bajo traslaciones”,
normalizado, monótono y definido positivo, de Top(G,C) en C.

En el segundo caṕıtulo, utilizando la integral de von Neumann, se demuestra que
para todo grupo abeliano, compacto y Hausdor↵ (ACH) G, el conjunto de homo-
morfismos continuos de G en S1, G⇤, separa a los puntos de G. Es decir, para todo
g 2 G\{e}, existe ' 2 G⇤ tal que '(g) 6= 1. Posteriormente este resultado se extiende
a los grupos ALCH.

En el tercer caṕıtulo se da una demostración del Teorema de Pontryagin: la cate-
goŕıa de grupos ALCH está contenida en la categoŕıa de grupos reflexivos. Para ello
se muestra que todo grupo (ACH) y que todo grupo abeliano y discreto (AD) es re-
flexivo. A partir de este hecho, y de la .exactitud”de la asignación G 7! G⇤, se obtiene
la afirmación para todo grupo ALCH. También en éste caṕıtulo se expone de qué ma-
neras algunas propiedades de un grupo ALCH, tanto algebraicas como topológicas,
se reflejan mediante el funtor dual. Por ejemplo, se demostrará que ser discreto y ser
compacto son propiedades en dualidad.

En el caṕıtulo cuarto se estudia la categoŕıa de grupos reflexivos. Ésta categoŕıa
es cerrada bajo subgrupos abiertos, grupo dual, sumas directas (con una topoloǵıa
definida ad hoc) y productos topológicos. De hecho, estos dos últimos objetos están en
dualidad y permitieron dar los primeros ejemplos de grupos reflexivos no localmente
compactos. La categoŕıa de grupos reflexivos también contiene a los subgrupos adi-
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tivos de los espacios de Banach. Y se demuestra que un espacio vectorial topológico
es reflexivo como grupo si, y sólo si, es reflexivo como espacio vectorial. En grupos
métricos se prueba que el dual de un grupo y el dual de un subgrupo denso son
topológicamente isomorfos, que el dual de un grupo métrico es un espacio compac-
tamente generado y que un grupo abeliano métrico completo y separable es reflexivo
si, y sólo śı, !G es un isomorfismo (algebraico).

En el caṕıtulo quinto se expone una aplicación del Teorema de Pontryagin: toda
función continua y punteada entre un grupo ACH conexo y un grupo ALCH es ho-
motópica a un único homomorfismo continuo. Con éste resultado se prueba que para
todo grupo ALCH G, ⇡

1

(G, e) es isomorfo a Hom(S1, G), el conjunto de homomor-
fismos continuos de S1 en G, y que ⇡n(G, e) = 0, para toda n � 2.



Caṕıtulo 1

La integral de von Neumann

A lo largo de este trabajo todo grupo será considerado grupo topológico. De no
haber una topoloǵıa distinguida en G, éste será pensado con la topoloǵıa discreta.
Desde este punto de vista, dos grupos serán equivalentes si, y sólo si, existe un ho-
meomorfismo entre ellos que es además un homomorfismo de grupos. Una función de
este tipo la llamaremos isomorfismo topológico.

Dado un grupo topológico G, usaremos ⌃ para denotar al conjunto de vecindades

de e, y llamaremos
�
⌃ al conjunto de vecindades abiertas de e.

A lo largo del texto un espacio será localmente compacto si todo punto tiene una
base de vecindades compactas.

En este caṕıtulo se construirá la integral de von Neumann siguiendo el libro To-
pological Groups and Related Structures de Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tka-
chenko.1

Aunque en el resto del trabajo los grupos considerados son abelianos, en este
caṕıtulo no lo serán necesariamente. Esto con el afán de probar un resultado más
general y porque no aumenta realmente la dificultad de las demostraciones.

1.1. Ejemplos

Subgrupos cerrados y productos de grupos compactos son compactos. Todo grupo
finito es compacto. Los grupos

U(n) = {A 2 Mn(C) | AA⇤ = Id} y SU(n) = {A 2 U(n) | det(A) = 1}

aśı como sus análogos reales son grupos topológicos compactos.
Los siguientes resultados, además de ser útiles en el resto del trabajo, nos darán

una fuente de ejemplos de grupos compactos no necesariamente de “origen eucli-
deano”. Demostraremos que el grupo de isometŕıas de un espacio métrico compacto,
con la topoloǵıa compacto abierta, es un grupo compacto.

1Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko, Topological Groups and Related Structures, Fran-
cia, Atlantis Press, 2008.
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4 CAPÍTULO 1. LA INTEGRAL DE VON NEUMANN

Dados dos espacios topológicos X y Y está la pregunta, qué topoloǵıa es “adecua-
da”, con nuestros fines, para Top(X, Y ), el espacio de funciones continuas de X a Y .
Para X y Y espacios topológicos se tiene la función evaluación

Top(X, Y )⇥X
ev��! Y

(f, x) 7�! f(x)

Podŕıa esperarse de una topoloǵıa para Top(X, Y ) que ev fuera continua, en ese
sentido la topoloǵıa compacto abierta aparece naturalmente, la topoloǵıa compacto
abierta está contenida en toda topoloǵıa con la cual la evaluación es continua.

Proposición 1.1. Si A es una topoloǵıa de Top(X, Y ) con la que ev es continua,
entonces para todo K ⇢ X compacto y para todo Q ⇢ Y abierto,

QK := {X f�! Y | fes continua y f(K) ⇢ Q}
pertenece a A.

Demostración. Como ev es continua, si f 2 QK y x 2 K existen W (f, x) 2 A y
V (f, x) ⇢ X abierto tales que

(f, x) 2 W (f, x)⇥ V (f, x) y ev (W (f, x)⇥ V (f, x)) ⇢ Q

Entonces existen x
1

, x
2

, . . . , xn 2 K tales que

K ⇢ V (f, x
1

) [ · · · [ V (f, xn)

Si
W = W (f, x

1

) \ · · · \W (f, xn)

se tiene que ev(W ⇥K) ⇢ Q. Por lo tanto f 2 W ⇢ QK . Como W es una vecindad
de f en A, QK pertenece a A.

Proposición 1.2. Si X es localmente compacto y Top(X, Y ) tiene la topoloǵıa com-
pacto abierta, Top(X, Y )⇥X

ev�! Y es continua.

Demostración. Sean (f, x) 2 Top(X, Y )⇥X y Q ⇢ Y abierto tales que

ev(f, x) 2 Q

Como f es continua, existe K ⇢ X, una vecindad compacta de x, tal que K ⇢ f�1Q.
Entonces QK ⇥K es una vecindad de (f, x) tal que ev(QK ⇥K) ⇢ Q.

Proposición 1.3. Si Top(Y, Z) tiene la topoloǵıa compacto abierta, para toda función

continua X ⇥ Y
f�! Z, la función adjunta

X
˜f�! Top(Y, Z)

x 7�!
✓

y
˜f(x)7��! f(x, y)

◆

es continua.



1.1. EJEMPLOS 5

Demostración. Si x 2 X y UK es una vecindad subbásica de f̃(x), para toda k 2 K,
f(x, k) 2 U . Por lo tanto existe Wk ⇥ Vk ⇢ X ⇥ Y , una vecindad de (x, k), tal que
f (Wk ⇥ Vk) ⇢ U . Entonces existen k

1

, . . . , kn 2 K tales que K ⇢ Vk1 [ · · · [ Vkn . Si
definimos W = Wk1 \ · · · \Wkn , se tiene que f̃(W ) ⇢ UK .

Proposición 1.4. Si X y Y son localmente compactos, la función

Top(X ⇥ Y, Z)
✓�! Top(X, Top(Y, Z))

f 7�! f̃

(con la topoloǵıa compacto abierta) es un homeomorfismo.

Demostración. Se afirma que la función

Top(X, Top(Y, Z))
��! Top(X ⇥ Y, Z)

h 7�!
⇣

(x, y)
�(h)7��! ev(h(x), y)

⌘

es la inversa de ✓. Nótese que �(h) es una función continua (ver la Proposición 1.2).
Se tiene que

✓
⇣

�(h)
⌘

�

x
�

(y) = g�(h)
�

x
�

(y)

= �
�

h
�

(x, y)
= h

�

x
�

(y)

Por otro lado
�
�

✓(f)
�

(x, y) = ev(f̃(x), y)
= f̃

�

x
�

(y)
= f(x, y)

Ahora demostremos que ✓ es continua. Sea f̃ 2 Top(X, Top(Y, Z)) y sea UK una
vecindad subbásica de f̃ . U es una unión de abiertos básicos de Top(Y, Z). Como K
es compacto, f̃(K) está contenido en Q

1

[ · · ·[Qm, una unión finita de esos básicos.
Cada básico Qi es de la forma

Wi1
Li1 \ · · · \Win

Lin

Obsérvese que
K ⇢ f̃�1(Q

1

) [ · · · [ f̃�1(Qm)

Cada k 2 K tiene una vecindad compacta Vk contenida en algún f̃�1(Qi). Como K
es compacto, K ⇢ V

1

[ · · · [ Vl. Entonces para toda j = 1, . . . , l, f̃ 2 Qi(j)
Vj , para

alguna i = i(j). Por lo tanto f 2 Wi(j)t
Vj⇥Li(j)t , para toda j y para toda t.

Sea g 2 Top(X ⇥ Y, Z) tal que

g 2
\

j,t

Wi(j)t
Vj⇥Li(j)t

entonces, para toda j y para toda t, g̃(Vj) ⇢ Wi(j)t
Li(j)t . Es decir, g̃(Vj) ⇢ Qi(j).

Podemos concluir que
g̃(K) ⇢ Qi(1) [ · · · [Qi(l) ⇢ U



6 CAPÍTULO 1. LA INTEGRAL DE VON NEUMANN

Con esto hemos demostrado que ✓ es continua en f .
Ahora probaremos que ✓ es abierta. Como ✓ es inyectiva, para demostrar que es

abierta, es suficiente probar que la imagen de cada subbásico UJ es abierta.
Sea f 2 UJ . Toda p 2 J tiene una vecindad compactaK⇥L tal que f(K⇥L) ⇢ U .

Como J es compacto,
J ⇢ K

1

⇥ L
1

[ · · · [Kn ⇥ Ln

para alguna n. Además f(K
1

⇥ L
1

[ · · · [Kn ⇥ Ln) ⇢ U , por lo tanto

f 2 UK1⇥L1 \ · · · \ UKn⇥Ln ⇢ UJ

Entonces cada subbásico de Top(X⇥Y, Z) es unión de básicos que tienen la forma
de arriba. Se tiene que

✓(UK⇥L) = (UL)K

Entonces ✓ es continua, abierta y biyectiva.

Lema 1.5. Sea X localmente compacto. Si Y
p�! Z es una identificación,

Y ⇥X
p⇥IdX����! Z ⇥X

es una identificación.

Demostración. Sea Z ⇥ X
f�! W una función tal que f � (p ⇥ IdX) es continua.

Queremos demostrar que f es continua.
La función adjunta de f�(p⇥IdX), que pertenece a Top(Y, Top(X,W )) (ver la Pro-

posición 1.3), es igual a f̃�p, donde f̃ es la función adjunta de f en Top(Z, Top(X,W )).
Como p es una identificación, f̃ es continua. Por la Proposición 1.4, f es continua.
Esto demuestra que p tiene la propiedad universal de la identificación.

Proposición 1.6. Si X y Y son localmente compactos y X
p�! W y Y

q�! Z son

identificaciones, X ⇥ Y
p⇥q��! W ⇥ Z es una identificación.

Demostración. Basta observar que p⇥ q = (p⇥ IdY ) � (IdX ⇥ q).

Proposición 1.7. Si G es un grupo localmente compacto, para todo H subrupo nor-
mal de G, G/H es un grupo topológico localmente compacto. Si además H es cerrado,
G/H es Hausdor↵.

Demostración. Sea G
⇡�! G/H la proyección canónica. Como la operación en G es

compatible con la identificación ⇡ ⇥ ⇡, la operación de G/H es continua. Aśı mismo,

como la función g
⇡�◆7��! g�1H es compatible con ⇡, la función gH

˜7�! g�1H es continua.
La aplicación G

⇡�! G/H es abierta, entonces manda vecindades compactas de e
en vecindades compactas de H en G/H. Por lo tanto G/H es localmente compacto.
Y como ⇡�1({H}) = H, si H es cerado, G/H es Hausdor↵.

Lema 1.8. Todo grupo compacto es localmente compacto.
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Demostración. Como todo grupo es regular,2 todo punto tiene una base de vecin-
dades cerradas.

Proposición 1.9. Sean X y Y espacios topológicos localmente compactos, y Z cual-
quier espacio. Si Top(X, Y ) y Top(Y, Z) tienen la topoloǵıa compacto abierta,

Top(X, Y )⇥ Top(Y, Z)
 ��! Top(X,Z)

(f, g) 7�! g � f
es continua.

Demostración. Sea (f, g) 2 Top(X, Y ) ⇥ Top(Y, Z) y sea UK un subbásico de
Top(X,Z) alrededor de g � f . Entonces f(K) ⇢ g�1(U). Para toda y 2 f(K) existe
una vecindad compacta Vy tal que Vy ⇢ g�1(U). Como {V̊y}y2f(K)

es una cubierta

abierta de f(K), existen y
1

, . . . yn 2 f(K) tales que f(K) ⇢ V̊y1 [ · · ·[ V̊yn . Entonces

(f, g) 2
⇣

V̊y1 [ · · · [ V̊yn

⌘K

⇥ UVy1 \ · · · \ UVyn

y

 

✓

⇣

V̊y1 [ · · · [ V̊yn

⌘K

⇥ UVy1 \ · · · \ UVyn

◆

⇢ UK

Proposición 1.10. Sean X de Hausdor↵, Y un espacio métrico y f 2 Top(X, Y ).
Una red {f�}�2⇤ converge en Top(X, Y ), con la topoloǵıa compacto abierta, a f si,
y sólo si, para cada K ⇢ X compacto y para cada ✏ > 0 existe �

0

2 ⇤ tal que, para
toda � > �

0

y para toda k 2 K, d(f�(k), f(k)) < ✏.

Demostración. Sea {f�}�2⇤ una red en Top(X, Y ). Supóngase que {f�}�2⇤ conver-
ge a f con la topoloǵıa compacto abierta. Sean K ⇢ X compacto y ✏ > 0. Toda
k 2 K tiene una vecindad abierta Uk tal que f(Uk) ⇢ B✏/3(f(k)). Entonces existen
k
1

, . . . , kn 2 K tales que

K ⇢ K \ U
1

[ · · · [K \ Un

Por lo tanto
f 2 V = B✏/2(f(k1))

K\U1 \ · · · \ B✏/2(f(kn))
K\Un

Existe �
0

tal que para toda � > �
0

, f� 2 V . Por lo tanto si � > �
0

y k 2 K \ Ui,

d(f�(k), f(k))  d(f�(k), f(ki)) + d(f(ki), f(k))
< ✏/2 + ✏/2

Supóngase que {f�}�2⇤ es una red que converge uniformemete en compactos a
f 2 Top(X, Y ). Sea f 2 UK y sea

✏ = ı́nf{d(a, b) | a 2 f(K) y b 2 Y \ U)}
2Mikhail Tkachenko et al., op. cit., p. 8.



8 CAPÍTULO 1. LA INTEGRAL DE VON NEUMANN

Se afirma que ✏ > 0. Si ✏ = 0, para cada n 2 N existen xn 2 Y \ U y kn 2 f(K) tales
que d(xn, kn) <

1

2

n+1 . Sin pérdida de generalidad supóngase que la sucesión (kn)n2N
converge a k1. Existe m 2 N tal que para toda l > m, d(kn, k1) < 1

2

n+1 . Entonces si
M = máx{m,n}, para toda l > M ,

d(xl, k1)  d(xl, kl) + d(kl, k1)
< 1

2

n+1 +
1

2

n+1

Esto es una contradicción, y por lo tanto, ✏ > 0. Entonces existe �
0

2 ⇤ tal que para
toda � > �

0

y para toda k 2 K, d(f�(k), f(k)) < ✏. Por lo tanto f� 2 UK .

Proposición 1.11. Si X es compacto y Hausdor↵, Homeo(X), el conjunto de ho-
meomorfismos de X en si mismo, con la topoloǵıa compacto abierta, es un grupo
topológico.

Demostración. Todo espacio compacto y Hausdor↵ es localmente compacto.3 En la
Proposición 1.9 se demostró que la composición es una función continua. Sólo falta
probar que el mapeo

Homeo(X) �! Homeo(X)
f 7�! f�1

es continuo.
Supóngase f�1 2 UK . Sea g 2 (X \K)X\U y k 2 K. Si g�1(k) 62 U , entonces

g(g�1(k)) 62 K. Lo cual es una contradicción. Por lo tanto g�1 2 UK .

Demostraremos que el grupo de isometŕıas invertibles de un espacio métrico com-
pacto X, Iso(X), es un grupo compacto.

Proposición 1.12. El grupo de homeomorfismos de un espacio métrico compacto,
con la topoloǵıa compacto abierta, es 2 numerable.

Demostración. Todo espacio métrico compacto es separable y 1 numerable. Por lo
tanto todo espacio métrico compacto es 2 numerable. Entonces todo espacio métrico
compactoX tiene una base numerable B formada de abiertos con cerradura compacta.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B es cerrada bajo uniones finitas.4

Se afirma que {BA | A,B 2 B} es una base (numerable) para la topoloǵıa com-
pacto abierta en Homeo(X). Sea f 2 UK con U abierto y K compacto. Para toda
k 2 K existe Ak 2 B tal que f(Ak) ⇢ U . Y para cada x 2 f(Ak) existe B 2 B
tal que x 2 B ⇢ U . Como f(Ak) es compacto podemos asegurar que existe Bk 2 B
tal que f(Ak) ⇢ Bk ⇢ U . También sabemos que existen k

1

, . . . , kn 2 K tales que
K ⇢ A

1

[ · · · [ An. Por lo tanto

f 2 (B
1

[ · · · [ Bn)
(A1[···[An) = (B

1

[ · · · [ Bn)
(A1[···[An) ⇢ UK

3Carlos Prieto, Topoloǵıa básica, México, Fondo de Cultura Económica, 2003, p. 196.
4Basta tomar la familia de uniones finitas de elementos de B.
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Lema 1.13. Si X es un espacio métrico compacto, toda sucesión ('n)n2N en Iso(X)
tiene una subsucesión ('nj

)j2N tal que, para toda x 2 X, ('nj
(x))j2N converge.

Demostración. Como X es separable, existe A = {ai}i2N tal que A = X. Sin
pérdida de generalidad supóngase que

('n(a1))n2N = ('
1,n(a1))n2N

es convergente. Supóngase que se han definido

('
1,n)n2N, . . . , ('m,n)n2N

subsucesiones de ('n)n2N, tales que ('i,n(ai))n2N converge y ('i+1,n)n2N es una sub-
sucesión de ('i,n)n2N. Definamos ('m+1,n)n2N como una subsucesión de ('m,n)n2N tal
que ('m+1,n(am+1

))n2N converge. Aśı, recursivamente, para toda i 2 N podemos de-
finir una sucesión ('i,n)n2N tal que ('i,n(ai))n2N converge y tal ('i+1,n)n2N es una
subsucesión de ('i,n)n2N.

Para toda ai 2 A, la sucesión ('n,n(ai))n2N converge. Pues ('i+n,i+n(ai))n2N es
una subsucesión de ('i,n(ai))n2N, que es convergente.

Se afirma que para toda x 2 X, ('n,n(x))n2N converge. Sea ✏ > 0. Existe ai 2 A
tal que d(x, ai) < ✏/4. Por otro lado existe N 2 N tal que para todas n,m > N ,
d('n,n(ai),'m,m(ai)) < ✏/2. Por lo tanto,

d('n,n(x),'m,m(x)) 
d('n,n(x),'n,n(ai)) + d('n,n(ai),'m,m(ai)) + d('m,m(ai),'m,m(x)) =

2d(ai, x) + d('n,n(ai),'m,m(ai)) < ✏

Entonces, para toda x 2 X, la sucesión ('n,n(x))n2N es de Cauchy.

Lema 1.14. Sea X un espacio métrico compacto. Si ('n)n2N es una sucesión en
Iso(X) que converge puntualmente a una función ', entonces ' 2 Iso(X).

Demostración. Si x, y 2 X,

d('(x),'(y)) = d( ĺım
n!1

'n(x), ĺım
n!1

'n(y))

= ĺım
n!1

d('n(x),'n(y))

= d(x, y)

Ahora demostraremos que ' es suprayectiva. Sea x 2 X. Para cada n 2 N, x = 'n(xn)
para alguna xn 2 X. Existe una subsucesion (xin)n2N de (xn)n2N que converge a
x1. Sea ✏ > 0. Existe M 2 N tal que para todas ir, il > M , d(xil , xir) < ✏

3

. Sea
il > M . Como 'n(xil)n2N converge a '(xil), existe N > il tal que para cada is > N ,
d('is(xil),'(xil)) <

✏
3

. Entonces si is > N ,

d('(x1), x)  d('(x1),'(xil)) + d('(xil),'is(xil)) + d('is(xl),'is(xis))
< ✏

3

+ ✏
3

+ ✏
3

Por lo tanto '(x1) = x.
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Lema 1.15. Si X es un espacio métrico compacto y ('n)n2N es una sucesión en
Iso(X) que converge puntualmente a ', entonces converge uniformemente a '.

Demostración. Sea ✏ > 0. Para cada x 2 X existe Nx 2 N tal que para toda
n > Nx, d('n(x),'(x)) < ✏/3. Si d(y, x) < ✏/3, para toda n > Nx

d('n(y),'(y))  d('(y),'(x)) + d('(x),'n(x)) + d('n(x),'n(y))
< ✏

Existen x
1

, . . . , xm 2 X tales que X = B✏/3(x1

)[· · ·[B✏/3(xm). Si N es el máximo
de N

1

, . . . , Nm, para toda n > N y para toda x 2 X, d('n(x),'(x)) < ✏.

Teorema 1.16. Si X es un espacio métrico compacto, el grupo Iso(X) con la topo-
loǵıa compacto abierta es compacto.

Demostración. Sea ('n)n2N una sucesión en Iso(X). Por los lemas anteriores sa-
bemos que tiene una subsucesión que converge uniformemente a una isometŕıa '.
Entonces, por la Proposición 1.10, Iso(X) es secuencialmente compacto y 2 numera-
ble (ver la Proposición 1.12). Por lo tanto Iso(X) es compacto.5

1.2. La integral de von Neumann

Definición 1.17. Sea G un grupo topológico. Diremos que una función G
f�! R es

uniformemente continua por la izquierda (derecha), si para cada ✏ > 0, existe U 2 ⌃
tal que si x�1 · y 2 U (x · y�1 2 U), entonces |f(x)� f(y)| < ✏.

Observación 1.18. f es uniformemente continua por la derecha si, y sólo si, es
uniformemente continua por la izquierda.

Demostración. Si f es uniformemente continua por la izquierda y ✏ > 0, existe V
en ⌃ tal que, si x�1 · y 2 V , entonces |f(x)� f(y)| < ✏. Sea W 2 ⌃ tal que W = W�1

y W ⇢ V . Si x · y�1 2 W ⇢ V ,

y · x�1 = (x · y�1)
�1 2 W�1 ⇢ V

y por lo tanto |f(y)�f(x)| < ✏. Entonces f es uniformemente continua por la derecha.

En adelante bastará decir uniformemente continua.

Proposición 1.19. Toda función G
f�! R uniformemente continua es continua.

Demostración. Para cada ✏ > 0 existe V 2 ⌃ tal que si u · w�1 2 V , entonces
|f(u)� f(w)| < ✏ Por lo tanto si y 2 V · x, y · x�1 2 V y |f(x)� f(y)| < ✏.

Proposición 1.20. Si G es compacto, toda función continua G
f�! R es uniforme-

mente continua.

5Carlos Prieto, op. cit., p. 192.
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Demostración. Dado x 2 G, definamos la función continua y 7! f(x · y) � f(x).
Para cada ✏ > 0 existe Ux 2 ⌃ tal que, para toda u 2 Ux,

|f(x · u)� f(x)| < ✏/2

Sea Vx 2
�
⌃ simétrica tal que Vx · Vx ⇢ Ux. Existen x

1

, . . . , xn 2 G tales que

G = x
1

· Vx1 [ · · · [ xn · Vxn

Si V = Vx1 \ · · · \ Vxn , para toda v 2 V y para toda x 2 G,

|f(x · v)� f(x)| = |f((xi · vi) · v)� f(xi · vi)|

para algún xi 2 G y algún vi 2 Vxi
. Como

vi · v 2 Vxi
· V ⇢ Vxi

· Vxi
⇢ Uxi

se tiene que

|f(x · v)� f(x)| = |f((xi · vi) · v)� f(xi · vi)|
 |f(xi · (vi · v))� f(xi)|+ |f(xi)� f(xi · vi)|
< ✏/2 + ✏/2 = ✏

Por lo tanto, si x�1 · y 2 V ,

|f(x · x�1 · y)� f(x)| = |f(y)� f(x)| < ✏

Definición 1.21. Dada G
f�! R continua, y a 2 G, definamos la función continua

G
fa��! R

x 7�! f(xa)

Análogamente, af(x) = f(a · x).

Definición 1.22. Una familia de funciones {G f↵�! R }↵2A se llama uniformemente
continua si para todo ✏ > 0 existe V 2 ⌃ tal que si x · y�1 2 V ,

|f↵(x)� f↵(y)| < ✏

para toda f↵ en la familia.

Proposición 1.23. Sea {fa}a2A una red de funciones de G en R que converge pun-
tualmente a f . Si {fa}a2A es una familia uniformemente continua, f es uniforme-
mente continua.
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Demostración. Sean ✏ > 0 y x 2 G. Como {fa}a2A es una familia uniformemente
continua, existe V 2 ⌃ tal que, para toda fa, si u · v�1 2 V ,

|fa(u)� fa(v)| < ✏

2

Entonces si u · v�1 2 V ,

|f(u)� f(v)| = | ĺım
a!1

fa(u)� ĺım
a!1

fa(v)|
= ĺım

a!1
|fa(u)� fa(v)|  ✏

2

Definición 1.24. Dada G
f�! R continua y A = {a

1

, . . . , an} ⇢ G, definimos las
funciones continuas fA = 1

n
(fa1 + · · ·+ fan) y Af = 1

n
(a1f + · · ·+ anf).

Lema 1.25. Si G es un grupo compacto y G
f�! R es una función continua, las

familias If = {Af | A ⇢ G finito} y Df = {fA | A ⇢ G finito} son uniformemente
continuas.

Demostración. Sean A ⇢ G finito y ✏ > 0. Como toda función continua de G en R es
uniformemente continua, existe V 2 ⌃ tal que si x·y�1 2 V entonces |f(x)�f(y)| < ✏.
Si suponemos x · y�1 2 V , para toda a 2 G tendŕıamos, (x · a) · (y · a)�1 2 V , por lo
tanto |f(x · a)� f(y · a)| < ✏. Entonces

|fA(x)� fA(y)| =
�

�

1

n

�

f(x · a
1

) + · · ·+ f(x · an)
�� 1

n

�

f(y · a
1

) + · · ·+ f(y · an)
�

�

�

= 1

n

�

�

�

⇣

�

f(x · a
1

)� f(y · a
1

)
�

+ · · ·+ �f(x · an)� f(y · an)
�

⌘

�

�

�

 1

n

�|f(x · a
1

)� f(y · a
1

)|+ · · ·+ |f(x · an)� f(y · an)|
�

< 1

n
(✏+ · · ·+ ✏
| {z }

n veces

)

Observación 1.26. Si G es compacto y G
f�! R es continua, para todo A ⇢ G finito,

mı́n{f}  mı́n{fA}  máx{fA}  máx{f}
y

mı́n{f}  mı́n{Af}  máx{Af}  máx{f}
Además,

máx{|fA|}  máx{|f |} y máx{|Af |}  máx{|f |}
Demostración. Para a 2 G, mı́n{f} =mı́n{fa}. Por lo tanto si A = { a

1

, . . . , an } y
x 2 G,

n ·mı́n{f} = mı́n{fa1}+ · · ·+mı́n{fan}
 fa1(x) + · · ·+ fan(x)

Entonces mı́n{f}  mı́n{fA}, análogamente máx{fA}  máx{f}.
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Definición 1.27. Llamaremos C(G) al conjunto {G f�! R | fes continua}.
Observación 1.28. Dado un grupo topológico compacto G, si para f, h 2 C(G)
definimos

d(f, h) = máx
x2G

|f(x)� h(x)|
d es una métrica en C(G). A C(G) le daremos la topoloǵıa inducida por d.

Proposición 1.29. Si G es compacto y f 2 C(G), la función

G �! C(G)
g 7�! fg

aśı como su versión por la izquierda, son continuas.

Demostración. Sean x 2 G y ✏ > 0. En la Proposición 1.20 se demostró que f es
uniformemente continua, entonces existe V 2 ⌃ tal que si h�1 · g 2 V ,

|f(g)� f(h)| < ✏

Si x�1 · g 2 V , para toda y 2 G, (yx)�1(yg) 2 V . Por lo tanto

|f(yx)� f(yg)| = |fx(y)� fg(y)| < ✏

Como G es compacto

d(fx, fg) = máx{|fx(y)� fg(y)| | y 2 G} < ✏

Por lo tanto si g 2 x · V , d(fx, fg) < ✏.

Proposición 1.30. Sea G compacto. Dado A ⇢ G finito son ciertos los siguientes
resultados:
a) La función f

 A7��! fA de C(G) en C(G), aśı como su análoga por la izquierda, es
lineal.
b) Para todas f, g 2 C(G), d(fA, gA)  d(f, g) y d(Af,A g)  d(f, g).

Demostración. a) Es claro. b) Si f, g 2 C(G), por a) y por la Observación 1.26,

d(fA, gA) = máxx2G |fA(x)� gA(x)|
= máxx2G |(f � g)A(x)|
 máxx2G |f(x)� g(x)|
= d(f, g)

Lema 1.31. Sean G compacto, A,B ⇢ G finitos y f 2 C(G), entonces se cumplen:
a) (fB)A = fA·B
b) A(Bf) = B·Af
c) (Bf)A = B(fA)
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Demostración. Sean B = {b
1

, . . . , bn} y A = {a
1

, . . . , am}. Para demostrar a)
obsérvese que para todos a, b 2 G, (fa)b = fb·a. Por esto, y debido a la Proposición
1.30, se tiene que

(fB)A =
�

1

n
(fb1 + · · ·+ fbn)

�

A

= 1

n

�

(fb1)A + · · ·+ (fbn)A
�

= 1

n

⇣

1

m

�

(fb1)a1 + · · ·+ (fb1)am
�

+ · · ·+ 1

m

�

(fbn)a1 + · · ·+ (fbn)am
�

⌘

= 1

nm

�

(fa1b1 + · · ·+ famb1) + · · ·+ (fa1bn + · · ·+ fambn)
�

= fA·B

Para b) se da una prueba análoga que para a), pero usando que para todos a, b 2 G,

a(bf) = baf .
En c) usaremos que, para todos a, b 2 G, b(fa) = (bf)a. Por ello, y la Proposición

1.30, se tiene que

(Bf)A =
�

1

n
(b1f + · · ·+ bnf)

�

A

= 1

n

�

(b1f)A + · · ·+ (bnf)A
�

= 1

n

⇣

1

m

�

(b1f)a1 + · · ·+ (b1f)am
�

+ · · ·+ 1

m

�

(bnf)a1 + · · ·+ (bnf)am
�

⌘

= 1

n

⇣

1

m

�

b1(fa1) + · · ·+ b1(fam)
�

+ · · ·+ 1

m

�

bn(fa1) + · · ·+ bn(fam)
�

⌘

= 1

n

⇣

b1

�

1

m
(fa1 + · · ·+ fam)

�

+ · · ·+ bn

�

1

m
(fa1 + · · ·+ fam)

�

⌘

= 1

n

�

b1 (fA) + · · ·+ bn (fA)
�

= B (fA)

Lema 1.32. Si G es compacto, dada f 2 C(G), los conjuntos If y Df (del Lema
1.25) son uniformemente continuos.

Demostración. Se hará la prueba para Df , el caso para If es análogo. Sea ✏ > 0 y
g 2 Df . Existe h 2 Df tal que d(h, g) < ✏/3. Por otro lado, como Df es uniformemente
continua (ver el Lema 1.25), existe V 2 ⌃ tal que si x · y�1 2 V ,

|p(x)� p(y)| < ✏/3

para toda p 2 Df . Entonces si x · y�1 2 V , se tiene que

|g(x)� g(y)|  |g(x)� h(x)|+ |h(x)� h(y)|+ |h(y)� g(y)|
 d(g, h) + ✏

3

+ d(g, h)
< ✏

3

+ ✏
3

+ ✏
3

Lema 1.33. Si G es compacto y f 2 C(G), para toda p 2 Df [ If ,

mı́n
x2G

f(x)  mı́n
x2G

p(x)  máx
x2G

p(x)  máx
x2G

f(x)

Entonces máxx2G |p(x)|  máxx2G |f(x)|.
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Demostración. Sea p 2 Df y supóngase p(x) = mı́ny2G p(y) < mı́ny2G f(y). Existe
✏ > 0 tal que p(x)+✏ < f(x). Si h 2 Df es tal que d(h, p) < ✏, entonces h(x)�p(x) < ✏,
y por lo tanto, h(x) < f(x). Esto es una contradicción a la Observación 1.26. La
demostración para elementos de If es idéntica.

Definición 1.34. Un espacio métrico X se dice totalmente acotado si para toda ✏ > 0
existe {x

1

, . . . , xn} ⇢ X tal que X ⇢ B✏(x1

) [ · · · [ B✏(xn). Al conjunto {x
1

, . . . , xn}
lo llamamos una ✏� red.

Lema 1.35. Si G es compacto y f 2 C(G), Df y If son totalmente acotados.

Demostración. Por el Lema 1.32 Df es una familia uniformemente continua, en-
tonces para ✏ > 0 existe V 2 ⌃ tal que si x · y�1 2 V , |g(x)� g(y)| < ✏/4, para toda
g 2 Df .

Como G es compacto existe A ⇢ G finito tal que V · A = G. Sea S ⇢ R una
✏/4 � red finita del intervalo [mı́n(f),máx(f)]. Llamemos Fun(A, S) al conjunto de
funciones de A en S. Para cada ' 2 Fun(A, S) elijamos g' 2 Df tal que para toda
a 2 A, |g'(a) � '(a)| < ✏/4. Si no existe tal función elijamos g' = ctes para alguna
s 2 S.

Se afirma que {g' | ' 2 Fun(A, S)} es una ✏ � red para Df . Sea h 2 Df . Para
cada a 2 A existe sa 2 S tal que |h(a) � sa| < ✏/4. Sea  h 2 Fun(A, S) tal que
 h(a) = sa. Por construcción g h

2 Df , entonces para toda a 2 A,

|h(a)� g h
(a)|  |h(a)�  h(a)|+ | h(a)� g h

(a)|
 ✏/4 + ✏/4

Si x 2 G existe a 2 A tal que x 2 V · a, por lo tanto x · a�1 2 V . Entonces
|g h

(x)� g h
(a)| < ✏/4. Además h 2 Df , por lo tanto se tiene la desigualdad

|h(x)� g h
(x)|  |h(x)� h(a)|+ |h(a)� g h

(a)|+ |g h
(a)� g h

(x)|
< ✏/4 + ✏/2 + ✏/4

Por lo tanto para toda x 2 G, |h(x)� g h
(x)| < ✏. Entonces

d(h, g h
) = máx

�|h(x)� g h
(x)|��x 2 G

 

< ✏

Proposición 1.36. Un espacio métrico es compacto si y sólo si es totalmente acotado
y completo.

Demostración. Si X es métrico y compacto es completo. Además todo compacto
es totalmente acotado.

En el otro sentido hay que decir más. Sea (xi)i2N una sucesión (infinita) en X.
Tomemos una cubierta finita de bolas de radio 1

2

. En alguna de esas bolas debe estar
contenido A

1

, un subconjunto infinito de la sucesión. Sea xi1 algún elemento de A
1

.
Ahora tómese una cubierta finita de radio 1

4

, en alguna bola debe estar contenido
un subconjunto infinito, A

2

, de A1 \ {xi1}. Elijamos, como xi2 , un elemento de A
2
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tal que i
2

> i
1

. Supóngamos que ya hemos elegido de esta manera a {xi1 , . . . , xin}.
Considérese una cubierta finita de radio 1

2(n+1)

, en alguna de las bolas debe haber una

infinidad de elementos de An \ {xi1 , . . . , xin}. En esa bola escojamos a xin+1 tal que
in+1

> in. Hemos construido {xij}j2N, una subsucesión de Cauchy de la sucesión dada.
Como el espacio es completo la subsucesión converge. Entonces X es secuencialmente
compacto.

Como X es 1 numerable y totalmente acotado, es separable. Por lo tanto X es 2
numerable (Lindelöf). Para demostrar que es compacto basta verificar que toda cu-
bierta abierta numerable tiene una subcubierta finita. Se procederá por contradicción.
Sea {Ui}i2N una cubierta abierta de X tal que para toda n,

X 6= U
1

[ · · · [ Un

Sea an un elemento de
X \ (U

1

[ · · · [ Un)

La sucesión (an)n2N tiene una subsucesión, (ani
)i2N, que converge a algún punto x en

Ui, para alguna i 2 N. Por lo tanto existe k 2 N tal que para toda j > k, anj
2 Ui.

Entonces para alguna nj > i, anj
2 Ui. Esto es una contradicción, ya que

anj
2 X \ (U

1

[ · · · [ Unj
)

Teorema 1.37. Si G es compacto, para toda f 2 C(G), If y Df son compactos.

Demostración. Si G es compacto, el espacio métrico C(G) es completo.6 Entonces
If y Df son completos y totalmente acotados (ver Lema 1.35). Por la Proposición
1.36, If y Df son compactos.

Proposición 1.38. Si G es compacto y f 2 C(G) no es constante, existen A,B ⇢ G
finitos tales que máx fB < máx f y máxA f < máx f .

Demostración. Sea x 2 G tal que f(x) < máx f . Entonces existen r 2 R y U , una
vecindad abierta de x, tales que f(u) < r < máx f , para toda u 2 U . Como G es
compacto, existe A = {a

1

, . . . , ak} ⇢ G tal que G = U · A. Por lo tanto todo y 2 G
es de la forma u · ai con u en U y ai en A. Aśı para cada y 2 G existe ai en A tal que

f(y · ai�1) = f(u) < r

Entonces, para toda y 2 G,

fA�1(y) = 1

k

�

fa1�1(y) + · · ·+ fak�1(y)
�

= 1

k

�

f(y · a
1

�1) + · · ·+ f(y · ak�1)
�

< 1

k
(k ·máx f)

Como G es compacto, máx fA�1 < máx f . La demostración para la versión izquierda
de la proposición es idéntica.

6James Dugundji, Topology, Boston, Allyn and Bacon, 1966, p. 296.
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Proposición 1.39. Si G es compacto,

C(G)
M��! R

f 7�! máx f

es continua.

Demostración. Sean ✏ > 0 y f 2 C(G). Se afirma que si h 2 C(G) es tal que
d(f, h) < ✏, entonces |máx f � máxh| < ✏. Supóngase lo contrario, y sin pérdida
de generalidad, supóngase máx f > máxh. Como G es compacto máx f = f(a) y
máxh = h(b), para algunos a, b 2 G. Entonces

f(a) > g(b) + ✏ � g(a) + ✏

Por lo tanto |f(a)� g(a)| > ✏. Lo cual es una contradicción.

En el Teorema 1.37 se demostró que Df y If son compactos. Como C(G)
M�! R

es continua, existen pf 2 Df y qf 2 If tales que

mı́n
h2Df

M(h) = M(pf )

y
mı́n
k2If

M(k) = M(qf )

Proposición 1.40. Si G es compacto y f 2 C(G),
a) pf y qf son constantes.
b) pf = qf .
c) If y Df sólo contienen una función constante.

Demostración. a) Para todo A ⇢ G finito, si {g�}�2⇤ es una red en Df que converge
a pf , {g�A}�2⇤ es una red que converge a (pf )A (ver la Proposición 1.30). Por lo tanto
(pf )A 2 Df . Si pf no fuera constante, por la Proposición 1.38, existiŕıa g 2 Df tal
que M(g) < M(pf ). Análogamente se demuestra que qf es constante.
b) Sea ✏ > 0, como pf 2 Df y qf 2 If , existen A,B ⇢ G finitos tales que

d(pf , fA) <
✏

2
y d(qf , Bf) <

✏

2

Por a) pf y qf son constantes, entonces para todo C ⇢ G finito,

(pf )C = pf y C(qf ) = qf

Por la Proposición 1.30 y el Lema 1.31,

d ((Bf)A, pf ) = d (B(fA), pf ) = d (B(fA), B(pf ))  d (fA, pf ) <
✏

2

d ((Bf)A, qf ) = d ((Bf)A, (qf )A)  d (Bf, qf )) <
✏

2
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Por lo tanto para toda ✏ > 0,

d(pf , qf )  d ((Bf)A, qf ) + d ((Bf)A, pf )
< ✏

2

+ ✏
2

c) Sea g 2 Df constante. Existen A,B ⇢ G finitos tales que

d(fA, g) <
✏

2
y d(Bf, qf ) <

✏

2

Por lo tanto
d(qf , g)  d(qf , B(fA)) + d(g,B (fA))

 d(qf , Bf) + d(g, fA)
< ✏

2

+ ✏
2

Entonces qf = pf = g. Análogamente se demuestra que la única función constante
que contiene If es qf .

Lema 1.41. Si G es compacto, f, g 2 C(G) y ↵ 2 R, se cumplen:
a) p↵·f = ↵ · pf .
b) Para todo h 2 Df , ph = pf .
c) pf+g = pf + pg.
d) mı́n{f}  pf  máx{f}.
Demostración. a) Si ↵ = 0, ↵ · f es constante. Como C(G) es Hausdor↵,

D↵·f = {↵ · f} = {↵ · f}

Entonces
p↵·f = ↵ · f = 0 = ↵ · pf

Si ↵ 6= 0, la función
C(G) �! C(G)
g 7�! ↵ · g

es un homeomorfismo. Para todo A ⇢ G finito, ↵ · fA = (↵ · f)A. Por ello

D↵·f = {(↵ · f)A | A ⇢ G finito}
= {↵ · fA | A ⇢ G finito}
= ↵ · Df

Por lo tanto
D↵·f = ↵ · Df = ↵ · Df

Como ↵ 6= 0 y Df contiene una única función constante pf , la única función constante
contenida en ↵ · Df es ↵ · pf . Por lo tanto p↵·f = ↵ · pf .

b) Sea h 2 Df . En la prueba del inciso a) de la Proposición 1.40 se mostró que,
para todo A ⇢ G finito, hA 2 Df . Entonces Dh ⇢ Df . La función ph es constante y
pertenece a Df , por lo tanto es igual a pf (ver la Proposición 1.40).
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c) Sean f, g 2 C(G). Para cada ✏ > 0 existe A ⇢ G finito tal que d(pg, gA) <
✏
2

.
Por b), pfA = pf . Entonces existe B ⇢ G finito tal que d((fA)B, pf ) <

✏
2

. Se tiene que

d((gA)B, pg)  d(gA, pg) <
✏

2

Si C = B · A,
d(fC , pf ) <

✏

2
y d(gC , pg) <

✏

2

Por lo tanto
d((f + g)C , pf + pg) = d(fC + gC , pf + pg)

 d(fC , pf ) + d(gC , pg)
< ✏

Entonces pf + pg 2 Df+g. Como pf + pg es constante, pf + pg = pf+g.
d) Es una consecuencia directa del Lema 1.33.

Lema 1.42. Sea G compacto y f 2 C(G). Sea O la función constante 0. Si f � O y
f 6= O, existe h 2 Df tal que h > O.

Demostración. Si f(g) > 0 existe U , vecindad de g, tal que f(U) > 0. Como G es
compacto existe A ⇢ G finito tal que U ·A = G. Entonces para todo x 2 G, x = u ·a,
para algún a 2 A y algún u 2 U . Entonces f(x · a�1) = f(u) > 0, y por lo tanto,
fA�1(x) > 0.

Definición 1.43. Si G es compacto y f 2 C(G), llamamos a pf (g) = pf la integral
(de von Neumann) de f y la denotamos

R

G
f ó

R

f(g)dg.

Teorema 1.44. Sea G compacto, f, h 2 C(G) y ↵ 2 R. Si llamamos ◆ a la aplicación
g

◆7�! g�1, se cumplen:
1)
R

G
↵ · f = ↵

R

G
f .

2)
R

G
f + h =

R

G
f +

R

G
h.

3) Si f(g) � 0 para toda g 2 G, entonces
R

G
f � 0.

4) Si f(g) � 0 para toda g 2 G, y existe x 2 G tal que f(x) > 0, entonces
R

G
f > 0.

5)
R

G
1 = 1.

6) Para toda a 2 G,
R

G
f =

R

G
fa.

7) Para toda a 2 G,
R

G
f =

R

G af .
8)
R

G
f =

R

G
f � ◆.

9) | R
G
f |  R

G
|f |.

Demostración. 1) y 2) son consecuencia del Lema 1.41.
3) Si f � O, para todo A ⇢ G finito, fA � O. Por lo tanto h � O para toda h 2 Df .
Entonces pf =

R

G
f � 0.

4) Si f(g) � 0 para toda g 2 G y f(x) > 0 para alguna x 2 G, por el Lema 1.42,
existe h 2 Df tal que h > O. Por el Lema 1.41,

0 < mı́n{h}  ph = pf =

Z

G

f
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5) Si f es constante, Df = {f} = {f}. Por lo tanto pf =
R

G
f = f(a).

6) y 7) se obtienen de la identidad qaf = qf = pf = pfa .
8) Si a, x 2 G,

(f � ◆)a(x) = f(a�1 · x�1) = a�1f(x�1)

Por lo tanto, para todo A ⇢ G finito, (f � ◆)A(x) = A�1f(x�1). Entonces

M
�

(f � ◆)A
�

= M(A�1f)

pf�◆ es el mı́nimo del conjunto

{M�(f � ◆)A
� | A ⇢ G finito} = {M(A�1f) | A ⇢ G finito}

Es decir, pf = qf = pf�◆.
9) De 2) y 3) se deduce que si f(x)  h(x) para toda x 2 G,

R

G
f  R

G
h.

Teorema 1.45. Si C(G)
��! R es un operador que cumple 1), 2), 3), 5) y 6) del

teorema anterior, entonces � =
R

G
.

Demostración. Por 2) y 3), si f(x) � g(x) para toda x 2 G, �(f) � �(g). Por esto
y por 1) se deduce que �(|f |) � |�(f)|. Por 1) y 5), �(cter) = r. Es fácil notar, por
1), 2) y 6), que �(fA) = �(f), para todo A ⇢ G finito. Para cada ✏ > 0 existe A ⇢ G
tal que d(fA, pf ) < ✏. Entonces

|�(f)� pf | = |�(fA)� �(pf )|
= |�(fA � pf )|
 �(|fA � pf |)
 �(cte✏)
= ✏

Proposición 1.46. Si G es compacto, la función

C(G) �! R
f 7�! R

G
f

es continua.

Demostración. Si d(f, h) < ✏, por el Teorema 1.44,

�

�

�

�

Z

G

f �
Z

G

h

�

�

�

�

=

�

�

�

�

Z

G

f � h

�

�

�

�


Z

G

|f � h| < ✏

Definición 1.47. Llamaremos C⇤(G) al conjunto de funciones continuas de G en C.
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Si G es compacto se puede construir una integral compleja a partir de la integral
de von Neumann real del siguiente modo. Si f 2 C⇤(G), f = Re(f) + i · Im(f).
Definamos

R

f =
R

G
Re(f) + i

R

G
Im(f).

Teorema 1.48. Si G es un grupo compacto, para todas f, g 2 C⇤(G) y ↵ 2 C se
cumplen:
1)
R

↵ · f = ↵
R

f .
2)
R

f + h =
R

f +
R

h.
3) Si f 2 C(G) y f(g) � 0 para toda g 2 G,

R

f 2 R y
R

f � 0.
4)
R

1 = 1.
5) Para toda a 2 G,

R

f =
R

fa.
6) Para toda a 2 G,

R

f =
R

af .
7)
R

f =
R

f � ◆.
8)
R

f =
R

f .
9) Re

�R

f
�

=
R

Re(f).
10)

�

�

R

f
�

�  R |f |.

Demostración. 1)

R

(a+ ib)f =
R

(a+ ib)(Re(f) + iIm(f))
=

R

aRe(f)� bIm(f) + i(bRe(f) + aIm(f))
=

R

G
aRe(f)� R

G
bIm(f) + i(

R

G
bRe(f) +

R

G
aIm(f))

= a
R

G
Re(f)� b

R

G
Im(f) + i(b

R

G
Re(f) + a

R

G
Im(f))

= (a+ ib)(
R

G
Re(f) + i

R

G
Im(f)

2), 3) y 4) son inmediatos.
5) Por el Teorema 1.44, para toda a 2 G,

R

fa =
R

G
Re(fa) + i

R

G
Im(fa)

=
R

G
Re(f)a + i

R

G
Im(f)a

=
R

G
Re(f) + i

R

G
Im(f)

=
R

f

6) Es análogo a 5).
7)

R

f � ◆ =
R

G
Re(f � ◆) + i

R

G
Im(f � ◆)

=
R

G
Re(f) � ◆+ i

R

G
Im(f) � ◆

=
R

G
Re(f) + i

R

G
Im(f)

=
R

f

8) y 9) son inmediatos.
10) Si

R

f = 0, por 3), se tendŕıa la afirmación. Si
R

f 6= 0, entonces
R

f = rei✓. Por
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el Teorema 1.44,
| R f | = r

=
R

e�i✓f
= Re(

R

e�i✓f)
= |Re(

R

e�i✓f)|
= | R Re(e�i✓f)|
= | R

G
Re(e�i✓f)|

 R

G
|Re(e�i✓f)|

 R

G
|e�i✓f |

=
R

G
|f |

=
R |f |

Teorema 1.49. Si C⇤(G)
��! C cumple las condiciones 1) a 5) del teorema anterior,

R

= �.

Demostración. Si f 2 C(G),

f = máx{f, cte
0

}� |mı́n{f, cte
0

}|

Por lo tanto f se puede expresar como la diferencia de dos funciones reales, continuas
y no negativas. Entonces �(f) es la diferencia de dos números reales no negativos.
Por tanto � asigna valores reales a las funciones de C(G). Entonces la restricción de
� a C(G) es un operador que cumple las hipótesis del Teorema 1.45, es decir, es la
integral de von Neumann. Por lo tanto, para toda f 2 C⇤(G),

�(f) = �(Re(f) + iIm(f))
= �(Re(f)) + i�(Im(f))
=

R

G
Re(f) + i

R

G
Im(f)

=
R

f

Una integral invariante nos permite introducir un producto escalar invariante en
C⇤(G).

Definición 1.50. Si G es compacto y f, h 2 C⇤(G), definimos

< f, h >:=

Z

fh

Proposición 1.51. El producto establecido arriba es un producto hermitiano y, para
toda g 2 G y f, h 2 C⇤(G),

< fg, hg >=< f, h >=< gf, gh >

Demostración. Se sigue de las propiedades de la integral compleja.



Caṕıtulo 2

El grupo dual separa puntos.

En el tercer caṕıtulo se demostrará que la aplicación

G
!G��! Hom

�

Hom(G, S1), S1

�

g 7�!
⇣

'
!G(g)7���! '(g)

⌘

es un isomorfismo topológico, para todo grupo G abeliano, localmente compacto y
Hausdor↵ (ALCH). Para probar que !G es inyectiva hay que mostrar que para todo
g 6= e existe G

'�! S1, un homomorfismo continuo, tal que '(g) 6= 1.
Siguiendo el libro Topological Groups and Related Structures de Alexander Arha-

gel’skii y Mikhail Tkachenko,1 en la primera sección se dará una prueba para grupos
abelainos compactos y Hausdor↵ (ACH) de esta afirmación. En la segunda sección se
extenderá el resultado a grupos ALCH.

Para demostrar que el grupo dual G⇤, de un grupo ACH G, separa los puntos de
éste, se probará, usando la integral de von Neumann, que para toda g 6= e existe una
función continua no constante f tal que f(g) 6= 0 y tal que tiene arbitrariamente cerca
a una combinación convexa de homomorfismos continuos a S1 multiplicados por una
constante. De este hecho se desprende que debe existir algún homomorfismo continuo
a S1 que no se anule en g.

Para demostrar que el grupo dual de un grupo ALCH separa sus puntos, se pro-
bará que este hecho es cierto para grupos abelianos discretos (AD) y para grupos
ALCH que son generados por un subconjunto compacto. Luego se mostrará que todo
grupo ALCH tiene un subgrupo abierto y generado por un compacto.

2.1. Ejemplos

El producto finito de grupos ALCH es ALCH. Los subgrupos cerrados y los sub-
grupos abiertos de un grupo ALCH son ALCH. Todo grupo ACH, todo grupo AD,
Rn, R \ {0} y C \ {0} son ejemplos de grupos ALCH.

A continuación se construirá una familia de grupos ALCH, los números p-ádicos.
Sea un número primo p fijo.

1Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko, op. cit.

23
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Definición 2.1. Dado x in Q, definimos o(x) = ↵, donde x = p↵ a
b
y p 6 |ab.

Definición 2.2. Si x 2 Q \ {0}, definimos |x|p = 1

po(x)
. Si x = 0, definimos |x|p = 0.

La función | · |p será llamada la norma p.

Proposición 2.3. Si x, y 2 Q, |x± y|p  máx{|x|p, |y|p} y |xy|p = |x|p|y|p.
Demostración. La primera desigualdad es clara si alguno de los dos racionales es 0
o si x ± y = 0. Supóngase que no es el caso y que 0 < |y|p  |x|p. Sean x = p↵ a

b
y

y = p� c
d
, donde p no divide a ninguno de los enteros a, b, c, d. Obsérvese que ↵  �.

Entonces como p 6 | bd,
o(x± y) = o

�

p↵(a
b
± p��↵ c

d
)
�

= o
⇣

p↵
⇣

ad±p��↵cb
bd

⌘⌘

� ↵

Por lo tanto |x± y|p  |x|p. Como p no divide a ab ni a cd,

|xy|p =
�

�

�

�

p↵+�
✓

ab

cd

◆

�

�

�

�

p

=
1

p↵+�
= |x|p · |y|p

Definición 2.4. Definamos Qp, el conjunto de números p-ádicos, como la comple-
tación de Q con la métrica inducida por la norma p.2 Llamemos también | · |p a la
norma definida en Qp.

Proposición 2.5. Si x, y 2 Qp, |x± y|p  máx{|x|p, |y|p} y |xy|
=

|x|p|y|p.
Demostración. Existen sucesiones de racionales, (ai)i2N y (bi)i2N, que convergen,
con la norma p, a x y y respectivamente. Supóngase |x|p > |y|p. Por la Proposición
2.3,

|x± y|p = ĺım
i!1

|ai ± bi|p
 ĺım

i!1
máx{|ai|p, |bi|p}

= ĺım
i!1

|ai|p
= máx{|x|p, |y|p}

Si |x|p = |y|p, como
�

máx{|ai|p, |bi|p}
�

i2N es una subsucesión de (|ai|p)i2N o de
(|bi|p)i2N,

|x± y|p  ĺım
i!1

máx{|ai|p, |bi|p} = |x|p = |y|p
Y se tiene que

|xy|p = ĺım
i!1

|aibi|p = ĺım
i!1

|ai|p|bi|p = |x|p|y|p

2James Dugundji, op. cit., p. 304.
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Proposición 2.6. Las operaciones de Qp son continuas.

Demostración. De la Proposición 2.5 es inmediato concluir que la suma y la mul-
tiplicación son continuas. Como |1|p = 1, para toda x 2 Qp \ {0},

�

�x�1

�

�

p
=

1

|x|p
Utilizando este hecho, es sencillo demostrar que la aplicación x 7! x�1 es continua.

Definición 2.7. Al conjunto {x 2 Qp | |x|p  1} lo denotaremos Zp y a sus elementos
los llamaremos enteros p-ádicos.

Proposición 2.8. Para toda x 2 Zp y para toda i 2 N existe z 2 {0, 1, . . . , pi � 1}
tal que |x� z|p  1

pi
.

Demostración. Sean i 2 N y x = a
b
. Como x tiene norma menor o igual a 1, p no

divide a b. Por lo tanto existen m,n 2 Z tales mb+ npi = 1. Entonces

|am� a
b
|p = |a

b
|p|bm� 1|p

 |bm� 1|p
= |npi|p
 1

pi

A am le podemos sumar y, un múltiplo de pi, para obtener un entero entre 0 y pi�1.
Obsérvese que

�

�

�

am+ y � a

b

�

�

�

p
 máx

⇢

|y|p,
�

�

�

am� a

b

�

�

�

p

�

 1

pi

Lema 2.9. Para todo x 2 Zp existe una sucesión de enteros (ai)i2N+ que converge
(con la norma p) a x y tal que, para toda i 2 N+,
a) 0  ai < pi

b) ai ⇠= ai+1

mód pi

Demostración. Demostraremos que para cada sucesión de Cauchy de enteros, (bi)i2N,
tal que ĺımi!1|bi|p  1 existe una sucesión de enteros equivalente que cumple a) y b).
Como 1 es un punto aislado en el conjunto {|x|p | x 2 Qp}, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que |bi|p  1, para toda i.

Sea Nj 2 N tal que para toda m,n � Nj, |bn � bm|p  1

pj
. Si j > i podemos elegir

Nj > Ni. Obsérvese que para todas n,m � N
1

,

|bn|p  máx{|bn � bm|p, |bm|}
 1

Para cada j existe aj 2 Z tal que 0  aj < pj y |bNj
� aj|p  1

pj
(ver la Proposición

2.8). Sea afirma que la sucesión buscada es (aj)j2N+ . Para toda i 2 N+,

|ai+1

� ai|p  máx{|ai+1

� bNi+1 |p, |bNi+1 � bNi
|p, |bNi

� ai|p}
 1

pi
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Por lo tanto ai+1

� ai = pnl, con n 2 N+ y l 2 Z. Es claro que (aj)j2N+ es equivalente
a (bNj

)j2N+ . Por ser una subsucesión de (bj)j2N, (bNj
)j2N+ y (bj)j2N son equivalentes.

Por lo tanto (aj)j2N+ y (bj)j2N+ convergen al mismo punto.

Proposición 2.10. Para cada x 2 Zp existe (bi)i2N, una sucesión de enteros, con
0  bi  p� 1, tal que

X

i2N

bip
i = x

Demostración. Sea (ai)i2N+ una sucesión, como en el Lema 2.9, que converge a x.
Definamos b

0

= a
1

. Como an < pn y an ⇠= an+1

mód(pn), an+1

� pn > an. Entonces
existe bn 2 N tal que an+1

= an + bnp
n. Como an+1

es menor que pn+1, bn  p � 1.
Obsérvese que

P

n2N bip
i = x, pues an+1

=
Pn

i=0

bip
i.

Teorema 2.11. La función

Q

n2N{0, . . . , p� 1}n ���! Zp

(an)n2N 7�! P

n2N anp
n

es un homeomorfismo.

Demostración. Se afirma que para cada

(an)n2N 2
Y

n2N

{0, . . . , p� 1}n

P

n2N anp
n es igual a algún x 2 Zp. Para cada n 2 N,
�

�

�

Pn
i=0

aip
i �Pn+m

j=0

ajp
j
�

�

�

p
= |an+1

pn+1 + · · ·+ an+mp
n+m|p

 máx{|an+1

pn+1|p, . . . , |an+mp
n+m|p}

 1

pn+1

Por lo tanto la serie converge a algún x 2 Qp. Como cada suma parcial
Pn

i=0

aip
i

tiene norma menor a 1, |x|p  1. Demostramos que la función � está bien definida.
Si (an)n2N, (bn)n2N 2Qn2N{0, . . . , p�1}n ym es el primer natural tal que am 6= bm,

para toda n > m,
�

�

�

Pn
i=0

aip
i �Pn

j=0

bjp
j
�

�

�

p
 máx{|(am � bm)pm|p, . . . , |(an � bn)pn|p}
 1

pm

Por lo tanto, si 1

pn
< ✏, para toda

(bn)n2N 2 {a
0

}⇥ · · · {an�1

}⇥
Y

k�n

{0, . . . , p� 1}k

|�((bn)n2N)� �((an)n2N)|p  1

pm
. Entonces � es continua.
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Debido a la Proposición 2.10 � es suprayectiva. Supóngase que

�((bn)n2N) = �((an)n2N)

con (an)n2N 6= (bn)n2N . Sea m el primer natural tal que am 6= bm. Para cada ✏ > 0
existe N > m tal que para toda s > N ,

�

�

�

�

�

s
X

i=0

ai � bi

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

s
X

i=m

(ai � bi)p
i

�

�

�

�

�

p

< ✏

Como p 6 |(ai � bi), para toda i,
�

�

�

�

�

s
X

i=m

(ai � bi)p
i

�

�

�

�

�

p

=
1

pm

Esto es una contradicción. Demostramos que � es una biyección continua. Es fácil
demostrar que ��1 es continua.

Proposición 2.12. Qp es localmente compacto.

Demostración. El conjunto Zp es un subgrupo con interior no vaćıo de Qp. Como
un subgrupo con interior no vaćıo es abierto, e 2 Qp tiene una vecindad compacta.

Corolario 2.13. Qp, Zp, {x 2 Qp | |x|p < 1}, {x 2 Qp | |x|p = 1}, Qp\{0} y Zp\{0}
son grupos ALCH.

Proposición 2.14. Zp es topológicamente isomorfo a

E =
n

(xi)i�1

2
Y

i�1

Z/piZ | ⌧i+1

(xi+1

) = xi

o

donde Z/pn+1Z ⌧n+1��! Z/pnZ es la función inducida por la función identidad de Z.

Demostración. Por el Lema 2.9, para cada x 2 Zp existe una sucesión de enteros
(ai)i2N+ que converge (con la norma p) a x y tal que, para toda i 2 N+, 0  ai < pi

y ai ⇠= ai+1

mod(pi). Se afirma que esta sucesión es única. Supóngase (a0i)i2N+ con las
mismas propiedades. En la Proposición 2.10 se demostró que si definimos b

0

= a
1

y bn como aquel natural tal que an+1

= an + bnp
n, entonces x =

P

n2N bnp
n. En

el Teorema 2.11 se probó que existe una única sucesión (bn)n2N, con 0  bn < p,
tal que

P

n2N bnp
n = x. Entonces si llamamos b0

0

= a0
1

y b0n como aquel tal que
a0n+1

= a0n + b0np
n, se tiene que (bn)n2N = (b0n)n2N y por lo tanto (an)n2N+ = (a0n)n2N+ .

Definamos la función
Zp

 �! E
x 7! (ai + piZ)i2N+

donde (an)n2N+ es como arriba. Sean y y x dos enteros p-ádicos. Sean (bn)n2N+ y
(an)n2N+ , sucesiones como arriba que convergen a y y a x respectivamente. Definamos
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cn = an + bn � �np
n, donde �n = 0 si an + bn < pn y �n = 1 si no. Es claro que

(cn)n2N+ es una sucesion como arriba. Como la sucesión (�np
n)n2N+ converge a 0, se

tiene que (cn)n2N+ converge a x+ y. Entonces

 (x+ y) = (cn + pnZ)n2N+

= (an + bn + pnZ)n2N+

Por lo tanto  es un homomorfismo.
Sea (an+pnZ)n2N+ 2 E y supóngase, sin pérdida de generalidad, que 0  an < pn

para toda n. Es claro que (an)n2N+ es una sucesión como las de arriba. Si definimos
(bn)n2N a partir de la sucesión anterior como hemos hecho, se tiene que (an)n2N+

converge a x =
P

n2N bnp
n. Entonces  (x) = (an + pnZ)n2N+ .

Si  (x) = 0 y (an)n2N+ es una sucesión como las anteriores que converge a x y
(bn)n2N es la sucesión construida a partir de ella, sabemos que para toda n, bn = 0, y
por lo tanto, an = 0. Hemos demostrado que  es un isomorfismo.

Sean ⇡n las proyecciones canónicas del producto
Q

n�1

Z/pnZ. Demostraremos
para toda n � 1 que ⇡n �  es continua alrededor de 0. Sea y 2 Zp \ {0} tal que
|y|  p�m, para alguna m > n. Sea (ai)i2N+ una sucesión como arriba que converge
a y. Si definimos (bn)n2N a partir de (ai)i2N+ como se hizo antes, y =

P

n2N bnp
n.

Entonces
p�n = |y|

= ĺımn!1

�

�

�

Pi=n
i=0

bip
i
�

�

�

Como p�m es un punto aislado en {|x| | x 2 Qp}, existe N > m tal que para toda

s > N ,
�

�

�

Pi=s
i=0

bip
i
�

�

�

= p�m. Entonces bl = 0 para toda l < m y por lo tanto an = 0.

Hemos demostrado que ⇡n �  es continua para toda n � 1. Por lo tanto  es un
isomorfismo topológico.

Corolario 2.15. Zp y Zq son topológicamente isomorfos si, y sólo si, p=q.

Demostración. Identifiquemos Zp con Ep, de la proposición anterior. Se afirma que

si Ep
'�! G es un homomorfismo continuo y suprayectivo, con G un grupo finito y

discreto, entonces p divide al orden de G. Como ker(') es un subgrupo abierto de
Zp, existe una vecindad de 0

H = Ep \
�{ei1}⇥ · · ·⇥ {eim}⇥

Y

i 6=i1,...,im

Z/piZ
� ⇢ ker(')

Entonces para toda h 2 H y para toda j  im, ⇡j(h) = 0 + pjZ. Por lo tanto, si

K = {e
1

}⇥ · · ·⇥ {eim}⇥
Y

i>im

Z/piZ

se tiene que H = Ep \K. Sea T =
Q

i2N+ Z/piZ. Como

Ep

.

Ep \K ⇠= Ep +K
.

K 6 T/K ⇠= Z/p1Z⇥ · · ·⇥ Z/pimZ
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p divide al orden de Ep/H. Además existe un homomorfismo Ep/H
'̃�! G tal que si

Ep
⇡�! Ep/H es la proyección canónica, '̃ � ⇡ = '. Como '̃ es suprayectiva, p divide

al orden de G.
Si Eq y Ep fueran topológicamente isomorfos, q tendŕıa que dividir a pn para

alguna n � 1, pues para alguna proyección de Ep, como subgrupo de T , en alguno de
sus factores es distinta de cero. Entonces p = q.

Corolario 2.16. Qp y Qq son topológicamente isomorfos si, y sólo si, p=q.

Demostración. Supóngase que Qp
'�! Qq es un isomorfismo topológico. Se tiene que

'(Zp) es un subgrupo compacto de Qq. Como es acotado, '(Zp) ⇢ qn ·Zq, para alguna
n 2 Z. Y como qn · Zq es topológicamente isomorfo a Eq, existe un homomorfismo
continuo y suprayectivo de Zp a un grupo de orden qm alguna m � 1, por lo tanto
p=q.

Definición 2.17. Un grupo G se dice de exponente finito si existe n 2 N tal que para
toda g 2 G, gn = e.

En el art́ıculo “On reflexive group topologies on abelian groups of finite expo-
nent”,3 Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan demostraron que si un grupo abeliano
tiene exponente finito y es no numerable existe una manera de dotarlo con una topo-
loǵıa de grupo ALCH no trivial. A continuación exponemos su resultado.

Lema 2.18. Si G es un p-grupo no numerable, |{g 2 G | gp = e}| = |G|.

Demostración. Sea H
1

= {g 2 G | gp = e} y sea  = |H
1

|. Llamemos ' al
homomorfismo g 7! gp. Si '(h) = g, '�1(g) = h+H

1

. Por lo tanto para toda g 2 G,
|'�1(g)|  . Definamos recursivamente, Hn+1

= '�1(Hn). Entonces

|Hn+1

| =
�

�

�

�

�

G

g2Hn

'�1(g)

�

�

�

�

�

 |Hn| · 

Por lo tanto, para toda n 2 N, |Hn|   · · · · · 
| {z }

n veces

 @
0

· . Si '(g) 2 Hn,

(' � · · · � ')
| {z }

n�1 veces

(g) = gp
n�1 2 H

1

Entonces Hn = {g 2 G | gpn = e}. Como G es un p-grupo, G =
S

n2N Hn. Podemos
concluir que  no es finito, y por ello, |G| = @

0

·  = .

Teorema 2.19. Si G es un grupo abeliano de exponente finito y c  |G|, G admite
una topoloǵıa de grupo con la cual es ALCH y no discreto.

3Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan, “On reflexive group topologies on abelian groups of
finite exponent”, Archiv der Mathematik vol. 99, Basilea, 2012, p. 583-588.
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Demostración. Como es de torsión, G es la suma directa de sus componentes p pri-
marias.4 G tiene cardinalidad mayor o igual a c, entonces alguna de sus componentes
p primarias Gp debe tener cardinalidad mayor o igual a c. Si H = {g 2 G | gp = e},
por el Lema 2.18, |Gp| = |H|. EntoncesH contiene un subgrupoHp isomorfo a

L

�

Zp,
donde � es un conjunto de ı́ndices de cardinalidad c.5

Todo grupo de exponente finito es isomorfo a una suma directa de ćıclicos,6 enton-
ces
Q

N Zp es isomorfo a
L

�2⇤ Zn� , para algún conjunto de ı́ndices ⇤. Todo elemento
de
Q

N Zp es de orden p, por lo tanto Zn� = Zp, para toda � 2 ⇤. Como |QN Zp| = c,

|⇤| =
�

�

�

�

�

M

⇤

Zp

�

�

�

�

�

= c

Entonces existe un isomorfismo entre Hp y
Q

N Zp. Si a Hp le inducimos la topoloǵıa
mediante ese isomorfismo, Hp se vuelve un grupo topológico compacto y Hausdor↵.

Demos a G la topoloǵıa cuya subbase se obtiene de trasladar los abiertos de Hp.
Con esa topoloǵıa Hp es abierto en G y como la topoloǵıa de subespacio y la original
en Hp coinciden, Hp es compacto.

Para demostrar que las operaciones de G son continuas basta demostrar que la
multiplicación por un elemento fijo de G es continua, que la operación es continua
en (e, e) y que mandar al inverso es una función continua. Como Hp es un grupo
topológico y un abierto de G, la operacion de G es continua en (e, e). Es inmediato
demostrar que mandar al inverso y multiplicar por un elemento fijo son funciones
continuas.

Ya que Hp es Hausdor↵ y un abierto de G, G es T
1

. Como Hp tiene la topoloǵıa
de un producto infinito no puede ser discreto. Por lo tanto G con esta topoloǵıa es
un grupo ALCH no discreto.

2.2. Los caracteres separan puntos en ACH

Definición 2.20. Una función � 2 C⇤(G) se dice definida positiva si para todo
{z

1

, . . . , zn} ⇢ C y para todo {g
1

. . . , gn} ⇢ G,

n
X

i,j=1

zizj�(gi · gj�1) � 0

Proposición 2.21. Si f, h 2 C⇤(G) son definidas positivas y � 2 R no es negativo,
f + h y � · f son definidas positivas.

Demostración. La demostración es inmediata.

4Joseph Rotman, An Introduction to the Theory of Groups, cuarta edición, Nueva York, Springer-
Verlag, 1995, p. 311.

5Friederich Kasch, Modules and Rings, Londres, Academic Press, 1982, p. 189.
6Joseph Rotman, op. cit., p. 327.
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Proposición 2.22. Si � es definida positiva,
a) �(e) � 0.
b) Para toda g 2 G, �(g�1) = �(g).
c) Para toda g 2 G, |�(g)|  �(e).

Demostración. a) Basta elegir n = 1, g
1

= e y z
1

= 1.
b) Sea n = 2, g

1

= g, g
2

= e, z
1

= 1, z
2

= z, entonces

�(e) + �(g)z + �(g�1)z + �(e)|z|2 � 0

Tomando primero z = i y luego z = 1 concluimos que i(�(g�1)��(g)) y �(g�1)+�(g)
pertenecen a R. Sea �(g�1) = a + ib y �(g) = c + id. Entonces b = �d y a = c, por
lo tanto �(g) = �(g�1).

c) Supóngase �(e) = 0. Sea z = ��(g). Se tiene, por la demostración de b), que
�2(|�(g)|2) � 0, entonces �(g) = 0 para toda g 2 G. Ahora supóngase �(e) > 0. Sea
z = ��(g)�(e)�1, entonces, por la demostración de b),

�(e)� �(g)�(g)�(e)�1 � �(g�1)�(g)�(e)�1 + �(e)
�

��(g)�(e)�1

�

�

2

=

�(e)� �(g)�(g)�(e)�1 � �(g)�(g)�(e)�1 +
�

��(g)
�

�

2

�

��(e)�1

�

� =

�(e)� ���(g)��2�(e)�1 � ���(g)��2�(e)�1 +
�

��(g)
�

�

2

�

��(e)�1

�

� =

�(e)� ���(g)��2�(e)�1 � 0

Por lo tanto �(e) � |�(g)|, para toda g 2 G.

Definición 2.23. Si f 2 C⇤(G) y A es un subconjunto finito de G, se definen fA y

Af en C⇤(G) de manera análoga a como se hizo en el caso real (ver la Definición
1.24).

Proposición 2.24. Si G es compacto, para toda f 2 C(G), la función

G
�f��! R

x 7�! R

(xf · f)

es continua y definida positiva.

Demostración. Primero demostraremos que � es continua. Por la Proposición 1.29,

la aplicación x
 7�! xf es continua. Se afirma que la función

C(G)
·f��! C(G)

h 7�! h · f

también es continua. Si M = máx(f) y d(h, k) < ✏
M
,

máx{|h(x)f(x)� k(x)f(x)| | x 2 G} = máx{|h(x)� k(x)| · |f(x)| | x 2 G}
 máx{|h(x)� k(x)| | x 2 G} ·M
< ✏
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La Proposición 1.46 afirma que integrar es una aplicación continua. Entonces

�f = (

Z

G

) � ( · f) �  

es continua.
Sean n 2 N, {z

1

, . . . , zn} ⇢ C y {g
1

, . . . , gn} ⇢ G. Como la integral es invariante
bajo traslaciones (ver la Proposición 1.44), para cada par i, j 2 {1, . . . , n},

�f (gi · gj�1) =
R

gi·gj�1f · f
=

R

gif · gjf
=

R

gif · gjf
= < gif, gjf >

Si h =
Pn

i=1

zi · fgi 2 C⇤(G), por la Proposición 1.51,
Pn

i,j=1

zizj�f (gi · gj�1) =
Pn

i,j=1

zizj < fgi , fgj >

= < h, h >
� 0

Existe una biyección natural

Fun(G,C) �! CG

f 7�! (f(g))g2G

Por lo tanto se puede identificar C⇤(G) con un subconjunto de CG. A la topoloǵıa
de subespacio inducida en C⇤(G) mediante esta aplicación se le llama topoloǵıa de la
convergencia puntual.

Proposición 2.25. Sea f 2 C⇤(G). Si a C⇤(G) se le da la topoloǵıa de la convergencia
puntual, una red {f�}�2B converge a f , si y sólo si, {f�(x)}�2B converge a f(x), para
cada x 2 G.

Demostración. Sean x 2 G y {f�}�2B que converge a f con la topoloǵıa de la
convergencia puntual. Queremos demostrar que {f�(x)}�2B converge a f(x), para
toda x 2 G. Existe � 2 B tal que para toda � > �,

(f�(g))g2G 2 B 1
n
(f(x))⇥

Y

g 6=x

Cg

Por lo tanto para toda � > �, f�(x) 2 B 1
n
(f(x)).

Supóngase que, para toda x 2 G, {f�(x)}�2B converge a f(x). Sea V una vecindad
abierta de f . Existen g

1

, . . . , gk en G, y m
1

, . . . ,mk naturales tales que

f 2 B 1
m1

(f(g
1

))⇥ · · ·⇥ B 1
mk

(f(gk))⇥
Y

g 6=g1,...,gk

Cg ⇢ V

Para cada gi existe �i 2 B tal que para toda � > �i,

f�(gi) 2 B 1
mi

(f(gi))

Por lo tanto para toda � > máx{�
1

, . . . , �k}, f� 2 V .
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Proposición 2.26. Con la topoloǵıa de la convergencia puntual, C⇤(G) es un espacio
vectorial topológico complejo.

Demostración. Sea {(z�, f�)}�2B una red que converge a (z, f) 2 C ⇥ C⇤(G). En-
tonces {z�}�2B converge a z y, para todo x 2 G, {f�(x)}�2B converge a f(x). Por lo
tanto {z� ·f�(x)}�2B converge a z ·f(x). Por la Proposición 2.25, {z� ·f�}�2B converge
a z · f .

Sea {(f�, h�)}�2B una red en C⇤(G) ⇥ C⇤(G) que converge a (f, h). Para toda
x 2 G, la red {(f� + h�)(x)}�2B converge a (f + h)(x), es decir, {(f� + h�)}�2B
converge a f + h.

Definición 2.27. Para todo g 2 G, ✓ 2 [0, 2⇡], a � 0 y f 2 C⇤(G), se define la
función

C⇤(G)
T (a,g,✓)����! C⇤(G)

f 7�! T (a, g, ✓)(f)

donde

T (a, g, ✓)(f) = a2
�

2f + ei2✓gf + e�i2✓
g�1f

�

Lema 2.28. Si a C⇤(G) le damos la topoloǵıa de la convergencia puntual, para todo
a > 0, ✓ 2 [0, 2⇡] y s 2 G, el operador T (a, s, ✓) es continuo.

Demostración. Si {f�}�2B es una red que converge a f , para toda x 2 G, {f�(x)}�2B
converge a f(x). Por lo tanto, para toda x 2 G, la red

{T (a, s, ✓)(f�)(x)}�2B = {a2�2f�(x) + ei2✓s(f�)(x) + e�i2✓
s�1(f�)(x)

�}�2B

converge a

T (a, s, ✓)(f)(x) = a2
�

2f(x) + ei2✓sf(x) + e�i2✓
s�1f(x)

�

Entonces, por la Proposición 2.25, {T (a, s, ✓)(f�)}�2B converge a T (a, s, ✓)(f). Por lo
tanto T (a, s, ✓) es continuo.

Definición 2.29. Diremos que ✓
1

, ✓
2

2 R son estrictamente distintos si para todo
k 2 Z, ✓

2

� ✓
1

6= k⇡/2.

Lema 2.30. Sean g 2 G y f 2 C⇤(G) tal que f(e) = 1. Si existen a
1

, a
2

� 0 y ✓
1

y
✓
2

estrictamente distintos tales que

f = T (a
1

, g, ✓
1

)(f) = T (a
2

, g, ✓
2

)(f)

entonces, para toda x 2 G,

f(x · g) = f(x)f(g) y f(x · g�1) = f(x)f(g�1)
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Demostración. Supóngase que f = T (a, g, ✓)(f). Entonces a 6= 0 y

2f + ei2✓gf + e�i2✓
g�1f = a�2f

Evaluando en x = e se obtiene

2 + ei2✓f(g) + e�i2✓f(g�1) = a�2

De las dos igualdades de arriba sabemos que para toda x 2 G,

2f(x) + ei2✓f(gx) + e�i2✓f(g�1x) =
�

2 + ei2✓f(g) + e�i2✓f(g�1)
�

f(x)

Por lo tanto

�

f(gx)� f(g)f(x)
�

ei2✓ +
�

f(g�1x)� f(g�1)f(x)
�

e�i2✓ = 0

para ✓ = ✓i, con i = 1, 2. Sea

cij = e(�1)

(1�j)i2✓i

con i, j 2 {1, 2}. Considérese el siguiente sistema de ecuaciones lineales

c
11

�

f(gx)� f(g)f(x)
�

+ c
12

�

f(g�1x)� f(g�1)f(x)
�

= 0
c
21

�

f(gx)� f(g)f(x)
�

+ c
22

�

f(g�1x)� f(g�1)f(x)
�

= 0

Como ✓
1

y ✓
2

son estrictamente distintos,

c
11

c
22

� c
12

c
21

= ei2✓1e�i2✓2 � e�i2✓1ei2✓2

=
�

cos(2✓
1

) + sen(2✓
1

)
��

cos(�2✓
2

) + sen(�2✓
2

)
��

�

cos(�2✓
1

) + sen(�2✓
1

)
��

cos(2✓
2

) + sen(2✓
2

)
�

=
�

cos(2✓
1

) + sen(2✓
1

)
��

cos(2✓
2

)� sen(2✓
2

)
��

�

cos(2✓
1

)� sen(2✓
1

)
��

cos(2✓
2

) + sen(2✓
2

)
�

= 2
�

sen(2✓
1

)cos(2✓
2

)� sen(2✓
2

)cos(2✓
1

)
�

= 2sen
�

2(✓
1

� ✓
2

)
�

6= 0

Por lo tanto el sistema sólo tiene solución trivial. Entonces, para toda x 2 G,

0 = f(gx)� f(g)f(x)
= f(g�1x)� f(g�1)f(x)

Lema 2.31. Para cada a > 0 existen números reales positivos b, c,�, µ, tales que
1) �+ µ = 1
2) b2 + c2 = µ�1(1� 2�a2)
3) bc = µ�1�a2
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Demostración. Para cada número real � tal que �  a�2/4 y 0 < � < 1, definimos
µ = 1� �. Considérese el sistema de ecuaciones

x+ y = µ� 1
2

x� y = µ� 1
2 (1� 4�a2)

1
2

El sistema tiene solución, es decir, existen b, c 2 R tales que

b+ c = µ� 1
2 y b� c = µ� 1

2 (1� 4�a2)
1
2

Hace falta verificar que b y c son positivos. Como b + c > 0 y b� c > 0, b > |c| � 0.
Por otro lado se tiene que 1 � 4�a2 < 1. Por lo tanto (1 � 4�a2)

1
2 < 1. Entonces

b+ c > b� c y concluimos que c > �c. Se demostró que b y c son positivos.
Se tiene que

µ(b2 + 2bc+ c2) = 1 y µ(b2 � 2bc+ c2) = 1� 4�a2

Restando estas identidades obtenemos bc = µ�1�a2. Y sumándolas,

b2 + c2 = µ�1(1� 2�a2)

Hemos probado que b y c cumplen las ecuaciones 1), 2) y 3).

Lema 2.32. Dados g 2 G, ✓ 2 [0, 2⇡] y a > 0 existen números reales positivos b y c
tales que para el operador

C⇤(G)
T ⇤

(a,g,✓)�����! C⇤(G)
f 7�! (b2 + c2)f + bc

�

ei(2✓+⇡)gf + e�i(2✓+⇡)
g�1f

�

existen números reales positivos µ y � tales que

IdC⇤
(G)

= �T (a, g, ✓) + µT ⇤(a, g, ✓)

Demostración. Tomemos b, c y µ como en el Lema 2.31. Entonces

�a2
�

2f + ei2✓gf + e�i2✓
g�1f

�

+ µ
⇣

(b2 + c2)f + bc
�

ei(2✓+⇡)gf + e�i(2✓+⇡)
g�1f

�

⌘

=
�

2�a2 + µ(b2 + c2)
�

f = f

Definición 2.33. Dado el operador T (a, g, ✓), diremos que T ⇤ = T ⇤(a, g, ✓) es adjunto
de T (a, g, ✓) si existen b y c, reales positivos, tales que

T ⇤(f) = (b2 + c2)f + bc
�

ei(2✓+⇡)gf + e�i(2✓+⇡)
g�1f

�

y además existen � y µ, reales positivos, tales que

�T (a, g, ✓) + µT ⇤ = IdC⇤
(G)
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Lema 2.34. Sean G abeliano y f 2 C⇤(G) definida positiva. Entonces para toda
transformación T (a, s, ✓), la función T (a, s, ✓)(f) es defiinida positiva. Además, para
toda adjunta T ⇤ de T (a, s, ✓), la función T ⇤(f) es definida positiva.

Demostración. Sean g
1

, . . . , gn 2 G y �
1

, . . . ,�n 2 C. Recordemos que

T (a, s, ✓)(f) = a2
�

2f + ei2✓sf + e�i2✓
s�1f

�

Por lo tanto
Pn

i,j=1

�i�ja
�2T (a, s, ✓)(f)(gigj�1) =

Pn
i,j=1

{�i�j
�

2f(gigj�1) + ei2✓f(sgigj�1) + e�i2✓f(s�1gigj
�1)
�}

Como f es definida positiva, para los conjuntos

{g
1

, . . . , gn, s · g1, . . . , s · gn} ⇢ G y {�
1

, . . . ,�n, e
i2✓�

1

, . . . , ei2✓�n} ⇢ C

se tiene, por definición, que

n
X

i,j=1

�i�ja
�2T (a, s, ✓)(f)(gigj

�1) � 0

Por lo tanto,
n
X

i,j=1

�i�jT (a, s, ✓)(f)(gigj
�1) � 0

Entonces para todo z 2 C de norma 1, la función

2f + z · sf + z · s�1f

es definida positiva. Además, por la Proposición 2.21, para todo 0  �  1,

� · [2f + z · sf + z · s�1f ] y (2� 2�) · f
son definidas positivas. Entonces

� · [2f + z · sf + z · s�1f ] + (2� 2�) · f = 2f + �(z · sf + z · s�1f)

es definida positiva. Existen b y c números positivos tales que

T ⇤(f) = (b2 + c2)f + bc
�

ei(2✓+⇡)sf + e�i(2✓+⇡)
s�1f

�

= d[2f + �
�

ei(2✓+⇡)sf + e�i(2✓+⇡)
s�1f

�

]

Con � = 2bc
b2+c2

y d = b2+c2

2

. Como � 2 [0, 1] y d es positiva, T ⇤(f) es definida positiva.

Definición 2.35. Diremos que A ⇢ C⇤(G) es T-invariante si para cada f 2 A se
tiene lo siguiente. Si T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0, para algunos s 2 G y ✓ 2 [0, 2⇡], entonces
existe un número real a 6= 0 tal que T (a, s, ✓)(f) 2 A y tal que para al menos un
adjunto T ⇤ de T (a, s, ✓), T ⇤(f) 2 A.
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Definición 2.36. A ⇢ C⇤(G) será fuertemente T-invariante si existen m y M , reales
positivos, tales que para cada f 2 A tal que T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0, con s en G y ✓ en
[0, 2⇡], se puede encontrar un número positivo a que satisface:
1) 0 < m  a2  M · |T (1, s, ✓)(f)(e)|�1

2) T (a, s, ✓)(f) 2 A
3) T ⇤(f) 2 A, para cada adjunto T ⇤ de T (a, s, ✓)(f)

Observación 2.37. Todo conjunto fuertemente T-invariante es T-invariante.

Proposición 2.38. Si A ⇢ C⇤(G) es fuertemente T-invariante, entonces A, con la
topoloǵıa de la convergencia puntual, es T-invariante.

Demostración. Sea f 2 A y supóngase T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0. Sea ✏ > 0 tal que

0 < ✏ < |T (1, s, ✓)(f)(e)|

Sea {f�}�2B0 una red enA que converge a f . Por el Lema 2.28, la red {T (1, s, ✓)(f�)}�2B0

converge a T (1, s, ✓)(f). Entonces {T (1, s, ✓)(f�)(e)}�2B0 converge a T (a, s, ✓)(f)(e).
Por lo tanto existe �

0

2 B0 tal que para todo � > �
0

, |T (1, s, ✓)(f�)(e)| > ✏. Sea

B = {� 2 B | � > �
0

}

El conjunto {f� | � 2 B} es una red que converge a f . Y para todo elemento f� de
esta red, |T (1, s, ✓)(f�)(e)| > ✏. Como A es fuertemente T-invariante, existen m y M
numeros positivos tales que para cada � 2 B existe un real a� > 0 tal que

0 < m  a�
2  M · |T (1, s, ✓)(f�)(e)|�1

Además T (a�, s, ✓)(f�) 2 A y para todo T ⇤, adjunto de T (a�, s, ✓), T ⇤(f�) 2 A. Sean
��, µ� y T ⇤(a�, s, ✓) como en el Lema 2.32. Para toda h 2 C⇤(G),

h = �� · T (a�, s, ✓)(h) + µ� · T ⇤(a�, s, ✓)(h)

Como para toda � 2 B,

a�
2 < M · |T (1, s, ✓)|�1 < M✏�1

se tiene que

ı́nf{a�
�2

4
| � 2 B} > 0

En las demostraciones del Lema 2.31 y del Lema 2.32 se mostró que es suficiente tener
� tal que

0 < � < 1 y � <
a�2

4

para construir T ⇤(a, s, ✓) tal que

�T (a, s, ✓) + (1� �)T ⇤ = IdC⇤
(G)
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Por lo tanto para toda � 2 B es posible escoger la misma �. Es decir, existen �, µ, b
y c, reales positivos, tales que para toda � 2 B y para toda h 2 C⇤(G),

h = � · T (a�, s, ✓)(h) + µ · T ⇤(a�, s, ✓)(h)

con T ⇤(a�, s, ✓) un adjunto de T (a�, s, ✓), definido de la siguiente manera.

T ⇤(a�, s, ✓)(h) = (b2 + c2)h+ bc
�

ei(2✓+⇡)gh+ e�i(2✓+⇡)
g�1h

�

La red {a�}� está acotada, entonces tiene algún punto ĺımite a. Se tiene para toda
h 2 C⇤(G) que

h = � · T (a�, s, ✓)(h) + µ · T ⇤(a�, s, ✓)(h)

Por lo tanto para toda h 2 C⇤(G),

h = � · T (a, s, ✓)(h) + µ · T ⇤(a, s, ✓)(h)

Hemos demostrado que el operador

C⇤(G)
T ⇤

(a,s,✓)�����! C⇤(G)
h 7�! (b2 + c2)h+ bc

�

ei(2✓+⇡)sh+ e�i(2✓+⇡)
s�1h

�

es adjunto de T (a, s, ✓).
Se afirma que la red

{T (a�, s, ✓)(f�)}�2B = {a�2
�

2f� + ei2✓s(f�) + e�i2✓
s�1(f�)

�}�2B
tiene como punto ĺımite a

T (a, s, ✓)(f) = a2
�

2f + ei2✓sf + e�i2✓
s�1f

�

Obsérvese que {s(f�)}�2B converge a sf , y que {s�1(f�)}�2B converge a s�1f . Por la
Proposición 2.26 se tiene la afirmación. Por las mismas razones

{(b2 + c2)f� + bc
�

ei(2✓+⇡)s(f�) + e�i(2✓+⇡)
s�1(f�)

�}�2B
tiene como punto ĺımite a

T ⇤(a, s, ✓)(f) = (b2 + c2)f + bc
�

ei(2✓+⇡)sf + e�i(2✓+⇡)
s�1f

�

Como para toda � 2 B, T (a�, s, ✓)(f�) 2 A, se tiene que T (a, s, ✓)(f) 2 A. Además
como A es fuertemente T-invariante, para toda �, T ⇤(a�, s, ✓)(f�) 2 A, Por lo tanto

T ⇤(a, s, ✓)(f) 2 A

Hemos demostrado que A es T-invariante.

Definición 2.39. Llamaremos C⇤
1

(G) al conjunto de funciones continuas de G en C
que mandan al neutro de G en 1.
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Definición 2.40. Sea f 2 C⇤
1

(G). Se define Tf como el menor subconjunto de C⇤(G)
que contiene a f , invariante para todo operador T (a, s, ✓) y para todo adjunto T ⇤ de
T (a, s, ✓).

Definición 2.41. Llamaremos Cf a la cerradura convexa de Tf \ C⇤
1

(G) ⇢ C⇤(G).

Proposición 2.42. Sean G abeliano y � 2 C⇤
1

(G) definida positiva. Entonces C�
cumple lo siguiente:
1) C� ⇢ C⇤

1

(G).
2) Cada funcion f 2 C� es definida positiva.
3) |f(x)|  1, para cada f 2 C� y para cada x 2 G.
4) T (1, s, ✓)(f)(e) � 0, para toda s 2 G, ✓ 2 [0, 2⇡] y f 2 C�.
5) C� es fuertemente T-invariante.
6) Si a C⇤(G) se le da la topoloǵıa de la convergencia puntual, C� es T-invariante.

Demostración. 1) C⇤
1

(G) es convexo.
2) El conjunto T� se obtiene de aplicar a �, repetidamente, operadores T (a, s, ✓) y
sus adjuntos T ⇤. Por lo tanto, por el Lema 2.34, toda h 2 T� es definida positiva.
Por la Proposicion 2.21, una combinación lineal finita, con escalares no negativos, de
elementos de T� es definida positiva.
3) Sea f 2 C�, por 2) sabemos que f es definida positiva y por 1) se tiene que f(e) = 1.
Por lo tanto, por la Proposición 2.22, se tiene que para toda x 2 G, |f(x)|  f(e) = 1.
4) Véase la Proposición 2.22.
5) Sea f 2 C�. Si T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0, por 2) y 4), T (1, s, ✓)(f)(e) > 0. Por lo tanto,
si definimos a2 = T (1, s, ✓)(e)�1, T (a, s, ✓)(f)(e) = 1. Como f 2 C�,

f = �
1

· h
1

+ · · ·+ �n · hn

con

h
1

, . . . , hn 2 T� \ C⇤
1

(G)

y �
1

, . . . , �n, reales positivos, tales que �1 + · · ·+ �n = 1. Se tiene que

1 = T (a, s, ✓)(f)(e) = T (a, s, ✓)
�

�
1

· h
1

+ · · ·+ �n · hn

�

(e)
= �

1

· T (a, s, ✓)(h
1

)(e) + · · ·+ �n · T (a, s, ✓)(hn)(e)

Por el Lema 2.34, para toda i 2 {1, . . . , n}, T (a, s, ✓)(hi) es definida positiva.
Por lo tanto, por la Proposición 2.22, T (a, s, ✓)(hi)(e) � 0, para toda i. Cada �i es
positiva, entonces para toda i, �i · T (a, s, ✓)(hi)(e)  1. Llamemos i

1

, . . . , im a los
elementos de {1, . . . , n} tales que T (a, s, ✓)(hij)(e) > 0. Definamos, para toda ij,

lij = T (a, s, ✓)(hij)(e)
�1 · T (a, s, ✓)(hij)

Para toda h, T (
p
c
2

, e, 0)(h) = c · h. Es fácil notar que

lij 2 Tf \ C⇤
1

(G)



40 CAPÍTULO 2. EL GRUPO DUAL SEPARA PUNTOS.

Por la Proposición 2.22, si T (a, s, ✓)(hi)(e) = 0, entonces T (a, s, ✓)(hi) = O. Es claro
que

T (a, s, ✓)(f) = �
1

· T (a, s, ✓)(h
1

) + · · ·+ �n · T (a, s, ✓)(hn)
= �i1 · T (a, s, ✓)(hi1) + · · ·+ �im · T (a, s, ✓)(him)
= �i1 · T (a, s, ✓)(hi1)(e) · li1 + · · ·+ �im · T (a, s, ✓)(him)(e) · lim

Entonces para toda ij,
0 < �i1T (a, s, ✓)(hi1)(e) < 1

y
�i1T (a, s, ✓)(hi1)(e) + · · ·+ �im · T (a, s, ✓)(him)(e) = 1

Por lo tanto T (a, s, ✓)(f) es una combinación convexa de elementos de T� \ C⇤
1

(G),
entonces T (a, s, ✓)(f) 2 C�.

Si T ⇤ es adjunto de T (a, s, ✓), existen � y µ, reales positivos, tales que

1 = f(e) = � · T (a, s, ✓)(f)(e) + µ · T ⇤(f)(e)

Como T (a, s, ✓)(f)(e) = 1 y �+ µ = 1, se conlcuye que T ⇤(f)(e) = 1. Por lo tanto,

1 = T ⇤(f)(e) = �
1

· T ⇤(h
1

)(e) + · · ·+ �n · T ⇤(hn)(e)

De aqúı en adelante, la prueba de que T ⇤(f) 2 C� es análoga a como se hizo para
T (a, s, ✓)(f).

Por 3), para toda x 2 G, |f(x)|  1. Por lo tanto

a�2 = T (1, s, ✓)(f)(e) = |2f(e) + ei2✓sf(e) + e�i2✓
s�1f(e)|  4

Tomemos m = 1

4

y M = 1. Entonces C� es fuertemete T-invariante.
6) Véase la Proposición 2.38.

Definición 2.43. Diremos que f 2 C⇤(G) es simétrica si para toda x 2 G,

f(x) = f(x�1)

Lema 2.44. Si G es Hausdor↵, para toda s 6= e existe V 2
�
⌃ simétrica tal que

s 62 V 3.

Demostración. Sea W 2
�
⌃ tal que s 62 W . Como la función (g, h, k) 7! g · h · k

es continua, existe U 2
�
⌃, tal que U3 ⇢ W . Por otro lado, existe V ⇢ U en

�
⌃ y

simétrica. Por lo tanto s 62 V 3.

Proposición 2.45. Si G es ACH, para todo s 2 G \ {e} existen � 2 C(G), definida
positiva tal que �(e) = 1, y k 2 C(G), simétrica y no negativa, tales que la función
continua

G
f�! R

x 7�! R

xk(y)�(y�1)dy

satisface f(e) 6= f(s).
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Demostración. Sea s 6= e y V 2
�
⌃ simétrica tal que e 62 V 3 (ver el Lema 2.44). G

es compacto y Hausdor↵, por lo tanto es normal. Por el Lema de Urysohn,7 existe

G
h0�! [0, 1] continua tal que h0|G\V ⌘ 0 y h0(e) = 1. Definamos

G
h�! [0, 1]

x 7�! h0
(x)+h0

(x�1
)

2

Claramente h es simétrica, h(e) = 1 y h|G�V = 0. Por la Proposición 2.24, la función

G
�1��! R

x 7�! R

xh · h
es continua y definida positiva. Si x 2 G, para toda y 2 G, h(xy) · h(y) � 0. Por lo
tanto para toda x 2 G, �

1

(x) � 0. Como h(e)h(e) = 1 y h2 � 0,

�
1

(e) =

Z

h · h > 0

Afirmamos que para toda x 2 G \ V 2, �
1

(x) = 0. Sea x 62 V 2. Si y 62 V , entonces
h(xy)h(y) = 0. Si y 2 V , como x 62 V 2, xy 62 V . Por lo tanto para toda x 62 V 2 y
para toda y 2 G, h(xy)h(y) = 0. Entonces �

1

(x) = 0, para toda x 62 V 2.
Definamos

f
1

(x) =

Z

xh(y)�1

(y�1)dy

Con los argumentos de la demostración de la Proposición 2.24 se demuestra que
f
1

es continua. Se afirma que f
1

(s) 6= f
1

(e). Supóngase x 2 G \ V 3 y y 2 G. Si
y 62 V 2, y�1 62 V 2, pues V 2 es simétrica. Por lo tanto si y 62 V 2, �

1

(y�1) = 0 y
h(xy)�

1

(y�1) = 0. Si y 2 V 2, xy 62 V , pues de lo contario x perteneceŕıa a V 3.
Entonces h(xy) = 0 y h(xy)�

1

(y�1) = 0. Por lo tanto para toda x 2 G\V 3, f
1

(x) = 0.
Por otro lado, h(y)�

1

(y) � 0 y h(e)�
1

(e) = �
1

(e) > 0. Entonces, por el Teorema 1.44,

f
1

(e) =

Z

h(y)�
1

(y�1)dy > 0

Como s 62 V 3, f
1

(s) = 0 6= f
1

(e).
Para terminar definamos � = 1

�1(e)
· �

1

. Como �
1

(e) � 0, por la Proposición 2.21,

� es definida positiva. También �(e) = 1, y como h es real, simétrica y no negativa,
podemos definir f de la siguiente manera

f(x) =

Z

xh(y)�(y
�1)dy

Se tiene que
f(s) = �

1

(e)�1f
1

(s) 6= �
1

(e)�1f
1

(e) = f(e)

7James Dugundji, op. cit., p.146.
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Lema 2.46. Sea G abeliano y compacto. Si � 2 C(G) es definida positiva, �(e) = 1
y k 2 C(G) es distinta de O, no negativa y simétrica, el conjunto

K = {k ⇤ h | h 2 C�}

donde

(k ⇤ h)(x) =
Z

xk(y)h(y
�1)dy

es fuertemente T-invariante con constantes m = 1/4 y M =
R

k.

Demostración. Por el Lema 2.34 y por la Proposición 2.42, para toda h 2 C� y para
todo operador T (a, s, ✓), h y T (a, s, ✓)(h) son definidas positivas. Por lo tanto, debido
a la Proposición 2.22, para toda x 2 G,

|T (a, s, ✓)(h)(x)|  T (a, s, ✓)(h)(e) y |h(x)|  h(e) = 1

Si �
1

,�
2

2 C y h
1

, h
2

2 C⇤(G), para toda x 2 G,

�

k ⇤ (�
1

· h
1

+ h
2

)
�

(x) =
R �

xk(y)(�1 · h1

· h
2

)(y�1)
�

dy
= �

1

· R xk(y)h1

(y�1)dy +
R

xk(y)h2

(y�1)dy
= �

1

· (k ⇤ h
1

)(x) + (k ⇤ h
2

)(x)

Como la integral de von Neumann es invariante bajo traslaciones,

s(k ⇤ h)(x) =
R

k(sxy)h(y�1)dy
=

R

k(sxy) · (h � ◆)(y)dy
=

R

k(xy) · s�1(h � ◆)(y)dy
=

R

k(xy)h(sy�1)dy
=

R

xk(y)sh(y�1)dy
= k ⇤ sh(x)

Entonces
T (a, s, ✓)

�

k ⇤ h�(x) = k ⇤ �T (a, s, ✓)(h)�(x)
y, para todo adjunto T ⇤ de T (a, s, ✓),

T ⇤(k ⇤ h)(x) = k ⇤ (T ⇤(h))(x)

Por las propiedades de la integral de von Neumann, la Proposición 2.22, el Lema
2.34 y la Proposición 2.42,

|T (a, s, ✓)(k ⇤ h)(e)| = |k ⇤ �T (a, s, ✓)(h)�(e)|
=

�

�

R

k(y) · T (a, s, ✓)(h)(y�1)dy
�

�

 R |k(y) · T (a, s, ✓)(h)(y�1)|dy
=

R |k(y)| · |T (a, s, ✓)(h)(y�1)|dy
 R |T (a, s, ✓)(h)(e)| · k(y)dy
= T (a, s, ✓)(h)(e) · R k(y)dy
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Por lo tanto si C =
R

k, para toda h 2 C�,

T (1, s, ✓)(h)(e)�1  C · |T (1, s, ✓)(k ⇤ h)(e)|�1

Se tiene que T (1, s, ✓)(k ⇤ h)(e) 6= 0 implica T (1, s, ✓)(h)(e) 6= 0. Como C� es
fuertemente T-invariante, con m = 1/4 y M = 1 (ver la Proposición 2.42), si h
pertenece a C� y es tal que T (1, s, ✓)(k ⇤ h)(e) 6= 0, existe b > 0 tal que

1/4  b2  |T (1, s, ✓)(h)(e)|�1

y tal que
T (b, s, ✓)(h) 2 C� y T ⇤(b, s, ✓)(h) 2 C�

para todo adjunto T ⇤(b, s, ✓) de T (b, s, ✓).
Es decir, para cada k ⇤ h 2 K tal que T (1, s, ✓)(h ⇤ k)(e) 6= 0 existe b > 0 tal que

1/4  b2  |T (1, s, ✓)(h)(e)|�1  C · |T (1, s, ✓)(k ⇤ h)(e)|�1

Además, como para todo T ⇤(b, s, ✓) adjunto de T (b, s, ✓),

T (b, s, ✓)(h) 2 C� y T ⇤(b, s, ✓)(h) 2 C�
se tiene que

T (b, s, ✓)(k ⇤ h) 2 K y T ⇤(b, s, ✓)(k ⇤ h) 2 K

Hemos demostrado que K es fuertemente T-invariante con m = 1/4 y M =
R

k.

Definición 2.47. Dado un grupo topológico G, un caracter de G es un homomorfismo
continuo de G a S1. El conjunto de caracteres de G lo llamaremos el grupo dual de
G y lo denotaremos G⇤.

Definición 2.48. Dado A ⇢ C⇤(G), llamamos < A > al menor subespacio vectorial
complejo de C⇤(G) que contiene a A.

Teorema 2.49. Sean G abeliano y compacto, � 2 C⇤
1

(G) definida positiva y k 2 C(G)
simétrica y no negativa. Si se da la topoloǵıa de la convergencia puntual a C⇤(G), la
función

G
k⇤���! C

x 7�! R

xk(y)�(y�1)dy

pertenece a < G⇤ > ⇢ C⇤(G).

Demostración. Demostraremos que K ⇢ < G⇤ > (ver el Lema 2.46). Como � es
definida positiva, |�(x)|  �(e) = 1. La función k es no negativa, entonces por el
Teorema 1.48,

|(k ⇤ �)(x)| =
�

�

R

xk(y)�(y�1)dy
�

�

 R |xk(y)�(y�1)|dy
 R

xk(y)dy
=

R

k(y)dy
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Se demostró que para toda f 2 K (ver el Lema 2.46) y para toda x 2 G,

|f(x)| 
Z

k = C

Es inmediato que esta propiedad se hereda a K ⇢ CG. Por lo tanto, haciendo un
abuso de notación,

K ⇢
Y

g2G

BC(0)g ⇢ CG

De ah́ı se concluye que K es compacto. Aqúı hay que tener cuidado, pues hace falta
demostrar que K ⇢ C⇤(G), ya que estamos tomando la cerradura de K en CG y no
en C⇤(G). Probaremos que toda f 2 K es continua. Para ello mostraremos que K es
una familia uniformemente continua de funciones.

Sea h 2 C�. Por la Proposición 2.42, |h(x)|  1, para toda x 2 G. Por lo tanto
para todas g, x 2 G,

|(k ⇤ h)(gx)� (k ⇤ h)(x)| =
�

�

R

(k(gxy)� k(xy))h(y�1)dy
�

�

 R |(k(gxy)� k(xy))| · |h(y�1)|dy
 R |k(gxy)� k(xy)|dy

Como k es continua y G es compacto, k es uniformemente continua (ver la Proposición
1.20). Entonces para cada ✏ > 0 existe V 2 ⌃ tal que si g 2 V , |k(gxy)� k(xy)| < ✏.
Por lo tanto si g 2 V ,

Z

|k(gxy)� k(xy)|dy < ✏

Es decir, para toda g 2 V ,

|(k ⇤ h)(gx)� (k ⇤ h)(x)| < ✏

Hemos demostrado que K es una familia uniformemente continua de funciones. Po-
demos concluir, por la Proposición 1.23, que cualquier ĺımite puntual de una red en
K es una función continua. Entonces K ⇢ C⇤(G) es compacto.

Sean �
1

, . . . ,�n 2 [0, 1] tales que �
1

+ · · · + �n = 1 y sean k ⇤ h
1

, . . . , k ⇤ hn 2 K.
Como la operación ⇤ es lineal en la segunda entrada,

�
1

· (k ⇤ h
1

) + · · ·+ �n · (k ⇤ hn) = k ⇤ (�
1

· h
1

+ · · ·+ �n · hn)

Por construcción C� es convexo, entonces K es convexo, y por ello K también lo es.
Mostramos que K es un subconjunto compacto y convexo de C⇤(G).

En la Proposición 2.26 se demostró que C⇤(G), con la topoloǵıa de la convergencia
puntual, es un espacio vectorial topológico complejo (real).

Sea f 2 C⇤(G) y, abusando de la notación, sea

C⇤(G) \
 

Ag1 ⇥ · · ·⇥ Agn ⇥
Y

g 6=g1,...,gn

Cg

!
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una vecindad básica de f en C⇤(G). Como C es localmente convexo, para cada i existe
una vecindad convexa Bgi de f(gi) contenida en Agi . Entonces

C⇤(G) \
 

Bg1 ⇥ · · ·⇥ Bgn ⇥
Y

g 6=g1,...,gn

Cg

!

es una vecindad convexa de f contenida en la vecindad básica dada. Por lo tanto
C⇤(G) es un espacio vectorial topológico localmente convexo.

Por el Teorema de Krein-Milman,8 K tiene como subconjunto denso a la envol-
vente convexa de E, donde E es el conjunto de puntos extremos9 de K.

Para terminar demostraremos que E está compuesto por caracteres multiplicados
por alguna constante. Supóngase que f 2 K es un punto extremo y distinto de O.
Se afirma que si para alguna transformación T (1, s, ✓), T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0, entonces
existe a > 0 tal que T (a, s, ✓)(f) = f . El conjunto K es T-invariante (ver el Lema
2.46 y la Proposición 2.38), por lo tanto existe a > 0 tal que

T (a, s, ✓)(f) 2 K

y tal que para algún T ⇤(a, s, ✓) adjunto de T (a, s, ✓),

T ⇤(a, s, ✓)(f) 2 K

Se tiene que
f = � · T (a, s, ✓)(f) + µ · T ⇤(a, s, ✓)(f)

para algunos � y µ positivos tales que �+µ = 1. Debido a que f es un punto extremo,

f = T (a, s, ✓)(f) = T ⇤(a, s, ✓)(f)

Se afirma que si s 2 G es tal que al menos uno de los números f(e), f(s),f(s�1)
es distinto de cero, existe ✓ tal que T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0. Para todo ✓ 2 [0, 2⇡],

T (1, s, ✓)(f)(e) = 2f(e) + ei2✓sf(e) + e�i2✓
s�1f(e)

= 2f(e) + ei2✓f(s) + e�i2✓f(s�1)

Definamos a = 2f(e), b = f(s), c = f(s�1) y z = ei2✓ y consideremos la ecuación

a+ bz + cz = 0

Multiplicando ambos lados por z se obtiene

az + bz2 + c = 0

8Helmut Schaefer y Manfred Wol↵, Topological Vector Spaces, segunda edición, Nueva York,
Springer-Verlag, 1999, p. 67.

9Si V es un espacio vectorial topológico y A ⇢ V , un punto extremo de A es aquel que no puede
escribirse como una combinación convexa no trivial de cualesquiera dos elementos de A.
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De suponer que a, b ó c son distintos de cero, se tiene que la ecuación a lo más tiene
dos soluciones. Es decir, para algún z

0

= ei2✓0 2 C, se tiene que

az
0

+ bz
0

2 + c 6= 0

Multiplicando ambos lados por z
0

se obtiene

a+ bz
0

+ cz
0

6= 0

Aśı se tendŕıa que T (1, s, ✓
0

) 6= 0.
Si f 6= O y s 2 G es tal que f(s), f(s�1) ó f(e) es distinto de cero, por lo

afirmado arriba, existe ✓ 2 [0, 2⇡] tal que T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0. Por las afirmaciones
previas, existe a > 0 tal que

f(e) = T (a, s, ✓)(f)(e) = a2T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0

Obsérvese que la aplicación

✓ 7! T (1, s, ✓)(f)(e)

es continua y que existe ✓ tal que T (1, s, ✓)(f)(e) 6= 0. Por eso podemos concluir que
existen ✓

1

y ✓
2

estrictamente distintos tales que,

T (1, s, ✓
1

)(f)(e) 6= 0 6= T (1, s, ✓
2

)(f)(e)

Sabemos que existen a
1

y a
2

, reales positivos, tales que

T (a
1

, s, ✓
1

)(f) = f = T (a
2

, s, ✓
2

)(f)

Como f(e) 6= 0, podemos definir f
0

= f(e)�1 ·f . Claramente f
0

es continua, f
0

(e) = 1
y

T (a
1

, s, ✓
1

)(f
0

) = f
0

= T (a
2

, s, ✓
2

)(f
0

)

Por el Lema 2.30, para toda x 2 G,

f
0

(x · s) = f
0

(x)f
0

(s) y f(x
0

· s�1) = f
0

(x)f
0

(s�1)

Si s es tal que f(e), f(s) ó f(s�1) es distinto de 0, ya observamos que f(e) 6= 0,
y como una s aśı siempre existe (f no es igual a O), para toda y 2 G, f(e), f(y)
ó f(y�1) es distinto de cero. Como f

0

es un homomorfismo, im(f
0

) es un subgrupo
multiplicativo compacto de C\{0}. Si im(f

0

) 6⇢ S1, im(f
0

) no seŕıa acotado. Aśı con-
cluimos que todo punto extremo de K es un caracter multiplicado por una constante.
Por lo tanto

K = < E > ⇢ < G⇤ >

Teorema 2.50. Si G es ACH, para cada s 6= e en G, existe un caracter ' tal que
'(s) 6= 1.
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Demostración. Por la Proposición 2.45, para s 6= 0 existen � 2 C(G), definida
positiva tal que �(e) = 1, y k 2 C(G), simétrica y no negativa, tales que

(k ⇤ �)(s) 6= 0

Por el Teorema 2.49, si a C⇤(G) le damos la topoloǵıa de la convergencia puntual,
k ⇤ � pertenece a < G⇤ > ⇢ C⇤(G). Sea { ↵}↵2A una red en < G⇤ > que converge a
k ⇤ �. Para alguna ↵ 2 A se tiene que

 ↵(s) 6=  ↵(e)

con

 ↵ = �
1

· '
1

+ · · ·+ �n · 'n

para algunos �
1

, . . . ,�n 2 R y '
1

, . . . ,'n 2 G⇤. Por lo tanto, para alguna i,

'i(e) 6= 'i(s)

Corolario 2.51. Si G es ACH, existe

G
◆
,!

Y

'2G⇤

S1

'

monomorfismo y encaje cerrado.

Demostración. Como consecuencia del Teorema 2.50, el morfismo cerrado

G ,! Q

'2G⇤ S1

'

g 7�! ('(g))'2G⇤

es inyectivo.

Observación 2.52. Las hipótesis de abeliano y Hausdor↵ no son restrictivas en el
Teorema 2.50, debido a que si G⇤ separa los puntos de G, G tiene que ser abeliano
y Hausdor↵. El Teorema de Peter-Weyl es una generalización del Teorema 2.50. Este
dice que si G es un grupo compacto y Hausdor↵, para cada g 6= e existe, para alguna
n, una representación irreducible G

⇢�! U(n) tal que ⇢(g) 6= Id. Una demostración se
puede encontrar en el libro Grupos Continuos de Lev Pontryagin.10 El Teorema 2.50
es un corolario del Teorema de Peter-Weyl pues toda representación irreducible de un
grupo ACH tiene dimensión 1.11

10Lev Pontryagin, Grupos Continuos, tercera edición, Moscú, Mir, 1978, p. 232, 241.
11Ídem, p. 230.
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2.3. Los caracteres separan puntos en ALCH

Empecemos por los grupos ALCH con topoloǵıa más sencilla. Si G es abeliano y
discreto, el dual de G separa sus puntos. En términos de la teoŕıa de módulos, S1 es
un cogenerador inyectivo de la categoŕıa de grupos abelianos.

Proposición 2.53. Para todo G grupo abeliano (discreto) y para toda x 2 G, existe

un homomorfismo G
f�! S1 tal que f(x) 6= 1.

Demostración. Se tiene que xZ ⇠= Z o xZ ⇠= Zn. En S1, el grupo generado por un
elemento de argumento irracional es isomorfo a Z y, para toda n 2 N, Zn es isomorfo
al grupo de ráıces n-ésimas de la unidad. Entonces para toda x 2 G \ {e} existe un

monomorfismo xZ f 0��! S1. Como S1 es un grupo abeliano divisible,12 f 0 se puede

extender a un homomorfismo G
f�! S1 tal que f(x) 6= 1.13

En general una aplicación suprayectiva entre grupos topológicos no tiene que ser
un cociente topológico, por ejemplo, si G es discreto y H no lo es, ningún homo-
morfismo suprayectivo entre ellos es un cociente topológico, pues H no es discreto.
Demostraremos que entre grupos localmente compactos y Hausdor↵ todo homomor-
fismo continuo, suprayectivo y con dominio Lindelöf es un cociente topológico.

Proposición 2.54. En un espacio localmente compacto y de Hausdor↵, la intersec-
ción de una cantidad numerable de abiertos densos es densa.

Demostración. Sea {Di}i2N una familia de abiertos densos. Si U es un abierto
arbitrario, D

1

\U 6= ; y existe C
1

⇢ D
1

\U , con C
1

compacto y con interior no vaćıo.

Entonces,
�
C

1

\ D
2

6= ; y por lo tanto existe C
2

⇢ C
1

\ D
2

, con C
2

compacto y con
interior no vaćıo. Es decir, recursivamete, se puede construir una familia {Ci}i2N de
compactos con interior no vaćıo, tal que Ci+1

⇢ Ci\Di+1

, para toda i. Como Ci ⇢ C
1

para toda i, la familia {Ci}i2N es una familia anidada de cerrados en un compacto.
Por lo tanto la intersección de la familia {Ci}i2N no es vaćıa. Entonces,

; 6=
\

i2N

Ci ⇢
 

\

i2N

Di+1

!

\ U

Corolario 2.55. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdor↵. Si

X =
[

i2N

Ci

con Ci cerrado para toda i, algún Ci debe tener interior no vaćıo.

12G es divisible si, y sólo si, para toda g 2 G\{e} y para toda n 2 N, existe b 2 G, tal que nb = a.
13Friedrich Kasch, Modules and Rings, Londres, Academic Press, 1982, p. 121.
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Demostración. Supóngase
�
C i = ; para toda i. Entonces, para toda i, X \Ci es un

abierto denso. Por la Proposición 2.54,
T

i2N X \ Ci 6= ;, es decir, X 6= S

i2N Ci, lo
cual es una contradicción.

Corolario 2.56. Todo espacio localmente compacto, Hausdor↵ y numerable es dis-
creto.

Proposición 2.57. Si G y H son grupos localmente compactos y Hausdor↵ y además

G es Lindelöf, todo homomorfismo continuo y suprayectivo, G
f�! H, es abierto.

Demostración. Basta probar que f manda vecindades abiertas de e en G, en ve-
cindades de e en H. Sea U vecindad abierta de e en G y sea V vecindad simétrica
y compacta de e tal V · V ⇢ U . Como G es Lindelöf, G =

S

i2N V · gi, para algun
conjunto {gi}i2N. Por lo tanto

H =
[

i2N

f(V ) · f(gi)

Por el Corolario 2.55, para alguna i el interior de f(V ) · f(gi) es no vaćıo. Entonces
el interior de f(V ) es no vaćıo. Sea W ⇢ f(V ) abierto no vaćıo. Si w = f(v) 2 W ,

e 2 W · w�1 ⇢ f(V ) · f(v�1) ⇢ f(V · V ) ⇢ f(U)

Se demostró que f(U) es vecindad de e.

Lema 2.58. Todo subgrupo discreto H de un grupo G de Hausdor↵ es cerrado.

Demostración. Como H es discreto, existe W 2
�
⌃ simétrica tal que W \H = {e}.

Si h0, h 2 H y h0 2 h ·W , entonces h�1 · h0 2 W . Por lo tanto h0 = h.
Demostraremos que {{h}|h 2 H} es una familia localmente finita de subconjuntos

cerrados de G. Si g 2 h ·W , para alguna h 2 H, la vecindad buscada para g es h ·W .
Pues h · W \ H = {h}. Sea g 62 h · W , para toda h 2 H. Si para alguna h 2 H,
h 2 g ·W , g 2 h ·W�1 = h ·W . Esto último es una contradicción. Por lo tanto g ·W
es la vecindad buscada para g.

{{h}|h 2 H} es localmente finita, por ello

H =
[

{{h}|h 2 H}

es cerrado.14

Lema 2.59. Si A ⇢ G es denso, para toda U 2
�
⌃,

{a · U | a 2 A}

es una cubierta abierta de G.

14Carlos Prieto, op. cit., p. 259.



50 CAPÍTULO 2. EL GRUPO DUAL SEPARA PUNTOS.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supóngase U simétrica. Como x · U es
una vecindad abierta de x, existe a 2 A \ x · U . Por lo tanto

x 2 a · U�1 = a · U

Definición 2.60. Un grupo topológico G se dice monotético si contiene un subgrupo
ćıclico denso.

Observación 2.61. Todo grupo monotético y Hausdor↵ es abeliano.

Demostración. Supóngase que G = H con H un subgrupo abeliano. Por lo tanto

G⇥G = H ⇥H = H ⇥H

La aplicación (g, h)
�7�! g · h · g�1 · h�1 es continua y, para todo (h, k) 2 H ⇥ H,

�(h, k) = e. Por lo tanto,

�(G⇥G) = �(H ⇥H) ⇢ �(H ⇥H) = {e} = {e}

Teorema 2.62. Todo grupo ALCH, monotético y no compacto es topológicamente
isomorfo a Z.

Demostración. Supóngase que G no es discreto. Entonces un subgrupo ćıclico denso
no puede ser finito. Por lo tanto el subgrupo ćıclico y denso es isomorfo a Z. Obsérvese
que no se está diciendo que son topológicamente isomorfos. Pero haciendo un abuso
de notación, podemos suponer que Z = G.

Denotemos e = 0 y usemos por esta vez la notación aditiva para la operación de
G. Definamos Z� y Z

+

como los enteros negativos y los enteros positivos (sin el 0)
respectivamente.

Se afirma que cada uno de estos conjuntos es denso en G. Demostremos que Z
+

es denso. Primero probaremos que Z� y Z
+

intersectan a todas las vecindades de 0.

Sea A 2
�
⌃ y, sin pérdida de generalidad, supóngase A simétrica. Si A \ Z es finito,

Z seŕıa un subgrupo discreto de un grupo de Hausdor↵, y por el Lema 2.58, Z seŕıa
cerrado y denso. Entonces G = Z, y por el Corolario 2.56, G seŕıa discreto, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto A \ Z es infinito. Como A \ Z es simétrico, contiene
una infinidad de enteros positivos y una infinidad de enteros negativos.

Sea V ⇢ G abierto, como Z es denso, V \ Z 6= ;. Si V \ Z es finito, por los
mismos argumentos de arriba, Z seŕıa discreto y llegaŕıamos a una contradicción.
Por lo tanto existe x 6= 0 que pertenece a V \ Z. Si x 2 Z

+

se terminaŕıa, entonces

supóngase x 2 Z�. Se tiene que �x+ V 2
�
⌃, por ello existe W 2

�
⌃ simétrica tal que

W ⇢ �x + V . Por lo que observamos antes, W \ Z
+

es infinito. Por lo tanto existe
z 2 W \ Z

+

tal que z + x 2 Z
+

\ V . Lo cual implica que Z
+

y Z� son densos.
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Sea U 2
�
⌃ tal que U es compacta. Por el Lema 2.59 {n + U | n 2 Z�} y

{n+ U | n 2 Z
+

} son cubiertas abiertas de G. Como U es compacta, existe m 2 Z
+

tal que
U ⇢ �1 + U [ �2 + U [ · · · [ �m+ U

Se afirma que
G = 1 + U [ · · · [ m+ U

Sea g 2 G y sea ng el primer elemento de Z
+

tal que g = ng + u para algún u 2 U .
Como u 2 U , existe 0 > j � �m, tal que u 2 j +U . Por lo tanto g 2 ng + j +U . Por
la definición de ng y por ser j < 0, ng + j 62 Z

+

. Entonces

ng  |j|  m

es decir
G = 1 + U [ · · · [ |m|+ U

Por lo tanto
G = 1 + U [ · · · [ |m|+ U

= 1 + U [ · · · [ |m|+ U
= 1 + U [ · · · [ |m|+ U

Esto es una contradicción, puesG no es compacto. Por lo tantoG es discreto. Entonces
G es igual a su subgrupo ćıclico denso y como G no es compacto, G es infinito. Por
lo tanto G es topológicamente isomorfo a Z.

Corolario 2.63. Si G es localmente compacto y Hausdor↵, para toda x 2 G, < x >
es compacto o topológicamente isomorfo a Z.

Demostración. Bajo estas hipótesis, para toda x 2 G, < x > es un grupo ALCH
monotético. Por la Proposición 2.62, < x > es compacto o discreto.

Definición 2.64. Un grupo G se dice compactamente generado si existe K ⇢ G
compacto tal que < K >= G.

Observación 2.65. Todo grupo Hausdor↵, conexo y localmente compacto es com-
pactamente generado.

Demostración. Si V 2 ⌃ es simétrica y compacta, G =
S

n2N V
n.

Definición 2.66. El grado de no compacidad de un grupo G es el ı́nfimo (cardi-
nal) de los cardinales  tales que existe L ⇢ G compacto tal que G = L · H, para
algún H, subgrupo de G, generado por un conjunto de cardinalidad . El grado de no
compacidad de G se denotará nc(G).

Observación 2.67. G es compacto si, y sólo si, nc(G) = 0.

Proposición 2.68. Para todo grupo G localmente compacto y compactamente gene-
rado, nc(G) < 1.
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Demostración. Supóngase < K >= G, para algún K ⇢ G compacto. Se puede
suponer que K contiene a e. Si V 2 ⌃ es compacta, K · V genera a G. Entonces
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, queG está generado por un subconjunto
U compacto, simétrico y tal que U es una vecindad abierta de e.

Sea V 2 ⌃ abierta tal que V · V ⇢ U . Como K es compacto, existe F ⇢ K finito
tal que K ⇢ F · V . Entonces

K ·K ⇢ F · F · V · V ⇢< F > ·K

Si Kn ⇢< F > ·K,
Kn ·K ⇢ < F > ·K ·K

⇢ < F > ·K
Entonces nc(G) < 1.

Observación 2.69. En la demostración de la Proposición 2.68 se demostró que en
un grupo G localmente compacto y compactamente generado, para toda K 2 ⌃
compacta que genere a G, existe un subconjunto finito F tal que, K ·< F > = G.

Proposición 2.70. Si G es ALCH y nc(G) < 1, para cada b 2 G \ {e}, existe un

morfismo continuo y abierto G
p�! Gb, tal que p(b) 6= e, con Gb un grupo ALCH tal

que nc(Gb) = 0 o nc(Gb) < nc(G).

Demostración. Si G es compacto, para toda b 2 G \ {e} existe ' 2 G⇤ tal que
'(b) 6= 1 (ver el Teorema 2.50). Sea Gb = G/ker(') y sea p la proyección canónica.
Como G/ker(') es un grupo compacto (ver la Proposición 1.7), nc(G/ker(')) = 0.

Supóngase nc(G) > 0. Entonces existen K ⇢ G compacto y F ⇢ G no vaćıo y
finito, tales que

G = K· < F >

Si a 2 F , < a > no es compacto. Ya que de lo contrario, K [ < a > seŕıa compacto
y se tendŕıa

G =
�

K [< a >
�· < F \ {a} >

Lo cual es una contradicción pues F es de tamaño mı́nimo con esa propiedad. Como
< a > es denso en < a >, por el Teorema 2.62, < a > =< a > es discreto e isomorfo
a Z.

Para cada b 6= e existe H, un subgrupo (discreto) no trivial de < a > que no
contiene a b. Afirmamos que la aplicación canónica G

⇡�! G/H es el morfismo buscado.
Por el Lema 2.58 y la Proposición 1.7, G/H es un grupo ALCH. El morfismo ⇡ es
continuo, abierto y ⇡(b) 6= e. Sólo falta demostrar que nc(G/H) < nc(G).

Se tiene que

G/H = ⇡(K· < F >)
= ⇡

�

K· < a > · < F \ {a} >
�

= ⇡(K) · ⇡(< a >) · ⇡(< F \ {a} >)
= ⇡(K) · ⇡(< a >)· < ⇡(F \ {a}) >
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Como
⇡(< a >) ⇠=< a > /H ⇠= Zl

para alguna l 2 N, ⇡(K) · ⇡(< a >) es compacto. Entonces nc(G/H)  nc(G) � 1.

Teorema 2.71. Si G es un grupo ALCH, para toda x 6= e en G, existe ' 2 G⇤, tal
que '(x) 6= 1.

Demostración. Sea V en ⌃ compacta y simétrica. El grupo compactamente gene-
rado H =< V > es abierto.

Sea x 6= e, y supongamos x 62 H. Sea G
⇡�! G/H la proyección canónica. Como

H es abierto, G/H es discreto y por la Proposición 2.53, existe morfismo (continuo)
G/H

'�! S1 tal que '(x ·H) 6= 1. Por lo tanto ' � ⇡(x) 6= 1.
Ahora supóngamos x 2 H. Obsérvese que H es ALCH y compactamete generado.

Por la Proposición 2.68, H tiene grado de no compacidad finito. Aplicando sucesi-
vamente la Proposición 2.70 podemos conlcuir que existe un homomorismo continuo
H

p�! G0, con G0 un grupo ACH, tal que p(x) 6= e. Por el Teorema 2.50 existe un
homomorfismo continuo G0 '�! S1 tal que '(p(x)) 6= 1. Por lo tanto ' � p(x) 6= 1.
Como S1 es divisible, ' � p se puede extender a un homomorfismo con dominio G
y que no se anula en x. Este homomorfismo es continuo, pues su restricción a una
vecindad de e es continua.

Observación 2.72. Obsérvese que las hipótesis para G de ser Hausdor↵ y abeliano
no son restrictivas. Supóngase que para cada g 6= e existe ' 2 G⇤ tal que '(g) 6= 1.
Claramente G tiene que ser Hausdor↵. G es abeliano pues existe un homomorfismo
inyectivo

G ,! Q

'2G⇤ S1

'

g 7! ('(g))'2G⇤

El Teorema de Gel’fand-Raikov dice que si G es un grupo localmente compacto y
Hausdor↵, para todo e 6= g 2 G existe una representación de G, ⇢, en los operadores
unitarios de un espacio de Hilbert, tal que ⇢(g) 6= Id. Una demostración se puede
encontrar en el libro de Edwin Hewitt y Kenneth Ross, Abstract Harmonic Analysis.15

El Teorema 2.71 es un corolario del Teorema de Gel’fand-Raikov.16

15Edwin Hewitt y Kenneth Ross, Abstract Harmonic Analysis I, Berĺın, Springer-Verlag, 1963, p.
343.

16Ídem, p. 345.
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Caṕıtulo 3

Dualidad de Pontryagin

Este caṕıtulo fue tomado casi en su totalidad del libro Grupos Continuos1 de
Lev Pontryagin y del libro Topological Groups and Related Structures2 de Alexander
Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko.

Para todo grupo G de Hausdor↵ se dará una topoloǵıa de grupo a G⇤ de modo
que sea ALCH. Después se mostrará que algunas propiedades, tanto algebraicas como
topológicas, que se encuentran en “dualidad” bajo el funtor G 7! G⇤. Por ejemplo,
los grupos AD y los grupos ACH están en dualidad. Este hecho será base para la
demostración del resultado principal de este caṕıtulo: para todo grupo ALCH, G,
existe un isomorfismo topológico natural entre G y G⇤⇤.

3.1. El grupo dual

Si X es localmente compacto, la topoloǵıa compacto abierta está contenida en to-
das aquellas topoloǵıas con las cuales la evaluación es continua. Además, la topoloǵıa
compacto abierta tiene buenas propiedades con respecto a las operaciones con fun-
ciones. Parece natural darle esa topoloǵıa a los espacios de funciones. Observado esto
y debido a que se trabajará mayormente con grupos abelianos localmente compactos,
la topoloǵıa que se le da a Top(G, S1) es la compacto abierta.

Si ↵, � 2 G⇤, se pueden definir el caracter inverso de ↵, g
↵�17��! ↵(g)�1, el caracter

producto de ↵ y �, g
↵·�7��! ↵(g)·�(g), y el caracter neutro g

17�! 1S1 . Con esta operación
G⇤ es un grupo abeliano. Se demostrará que G⇤, con la topoloǵıa de subespacio de
Top(G, S1), es un grupo topológico.

Proposición 3.1. En un grupo topológico G se cumple:

a) Para cualesquiera U y V en ⌃ existe W 2 ⌃ tal que W ⇢ U \ V .

b) Para todo U 2 ⌃ existe V 2 ⌃ tal que V V �1 ⇢ U .

c) Para cada U 2 ⌃ y a 2 G existe V 2 ⌃ tal que a�1V a ⇢ U .

1Lev Pontryagin, op. cit., caṕıtulo 6.
2Alexander Arhangel’skii y Mikhail Tkachenko, op. cit.
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d) Para toda U 2 ⌃ existe V ⇢ U en ⌃ tal que, para cada v 2 V , existe W 2 ⌃ tal
que Wv ⇢ V .

Demostración. a) Es trivial. Para b) consideremos la función (g, h) 7! gh�1. Si
U 2 ⌃, por continuidad, existe una vecindad abierta de (e, e), V ⇥W , tal que

VW�1 ⇢ U

La vecindad buscada es V \W . c) Sean U 2 ⌃ y a 2 G. Como la función (g, h, k) 7!
g�1hk es continua, por lo tanto, existe una vecindad abierta A⇥B⇥A de (a, e, a) tal
que A�1BA ⇢ U . El conjunto buscado es B. Para d) obsérvese que, para cada U 2 ⌃
y para cada u 2 U , U · u�1 2 ⌃. U · u�1 es el elemento de ⌃ buscado.

Proposición 3.2. Sea G un grupo y ⌃ una familia de subconjuntos de G que con-
tienen a e. Si ⌃ cumple los cuatro incisos de la proposición anterior, G puede ser
dotado de una (única) topoloǵıa con la cual es grupo topológico y de la cual ⌃ es una
base de vecindades de e.

Demostración. Se declara que A ⇢ G es abierto si, y sólo si, para cada a 2 A, existe
U 2 ⌃, tal que Ua ⇢ A. Con esta definición los elementos de ⌃, ; y G son abiertos.
Si g 2 A \B, con A y B abiertos, existen U y V en ⌃, tales que Ug ⇢ A y V g ⇢ B.
Por a) existe W 2 ⌃ tal que W ⇢ U \ V . Entonces

g 2 Wg ⇢ (U \ V )g = Ug \ V g ⇢ A \ B

Por lo tanto la intersección de dos abiertos es abierta. Inductivamente se verifica que
la intersección de cualquier familia finita de abiertos es abierta. Es inmediato que la
unión de abiertos es abierta y que ⌃ es una base de vecindades de e para la topoloǵıa
recién construida.

Para demostrar que (g, h) 7! g · h�1 es continua considérese una vecindad abierta
de a · b�1, sin pérdida de generalidad, de la forma Ua · b�1 donde U 2 ⌃. Por b) existe
V 2 ⌃ tal que V V �1 ⇢ U , y por c) existe W 2 ⌃ tal que

a · b�1Wb · a�1 ⇢ V

Entonces
a · b�1W�1b · a�1 =

�

a · b�1Wb · a�1

��1 ⇢ V �1

y por lo tanto
a · b�1W�1 ⇢ V �1a · b�1

Dado lo anterior se tiene

V a(Wb)�1 = V a · b�1W�1 ⇢ V V �1a · b�1 ⇢ Ua · b�1

Por lo tanto la vecindad V a ⇥ Wb de (a, b) es mandada a Ua · b�1. Esto demuestra
que (g, h) 7! g · h�1 es continua en (a, b).

Toda topoloǵıa que hace a G grupo topológico queda determinada por el conjunto
de vecindades de e. Es decir, si dos topoloǵıas comparten una base de vecindades
de e, entonces e tiene las mismas vecindades en ambas topoloǵıas. Por lo tanto dos
topoloǵıas que hacen a G grupo topológico y que tienen a ⌃ como base de vecindades
de e son iguales.
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Proposición 3.3. Si G es un grupo topológico de Hausdor↵, G⇤ con la topoloǵıa
compacto abierta es un grupo topológico abeliano y Hausdor↵.

Demostración. Cualquier espacio de funciones continuas con codominio Hausdor↵
y con la topoloǵıa compacto abierta es Hausdor↵.

Si (g�, h�)�2⇤ es una red en G⇤ ⇥ G⇤ que converge a (g, h), para K compacto y
para todo k 2 K,

d
⇣

g(k)h(k), g�(k)h�(k)
⌘

 d
⇣

g(k)h(k), g(k)h�(k)
⌘

+ d
⇣

g(k)h�(k), g�(k)h�(k)
⌘

= d(h(k), h�(k)) + d(g(k), g�(k))

Por la Proposición 1.10, la operación de G⇤ es continua.
Sea ◆ la función que manda a cada elemento de G⇤ a su inverso. Demostraremos

que es continua alrededor de 1. Se tiene que toda vecindad básica alrededor de 1
contiene una de a forma UK donde K es un compacto y U es simétrico. Es claro que
◆�1(UK) = UK .

Observación 3.4. Se puede demostrar, utilizando los mismos argumentos de la de-
mostración de la proposición anterior, que

Top
�

(G, e), (S1, 1)
�

con la multiplicación puntual, y que

Top
�

(G, e), (Rn, 0)
�

con la suma puntual, son grupos topológicos.

Definición 3.5. a) Sea Gr la categoŕıa donde los objetos son los grupos topológicos
de Hausdor↵ y donde los morfismos son los homomorfismos continuos.

b) Sea Ab la categoŕıa donde los objetos son los grupos topológicos abelianos de
Hausdor↵ y donde los morfismos son los homomorfismos de grupos.

Proposición 3.6. La asignación

Gr
( )

⇤

��! Ab
G 7�! G⇤

es un funtor contravariante.

Demostración. Dados G y H grupos topológicos de Hausdor↵ y G
f�! H un homo-

morfismo continuo, el morfismo dual de f , f ⇤, es la función

H⇤ f⇤��! G⇤

' 7�! ' � f
Demostraremos que f ⇤ es continua en 1. Si 1 = 1 � f 2 UK , la vecindad buscada de
1 2 H⇤ es U f(K). .
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Si ', 2 G⇤,
f ⇤(' ·  )(g) := (' ·  ) � f(g)

= ' (f(g)) ·  (f(g))
=

�

f ⇤(') · f ⇤( )
�

(g)

Por lo tanto f ⇤ es un morfismo de grupos. Si se tienen G
��! H

��! K morfismos , para
toda ' 2 K⇤,

(� � �)⇤(') = ' � � � �
= �⇤(') � �
= �⇤(�⇤('))

Por último obsérvese que 1G⇤(') = ' � 1G = '. Por lo tanto (1G)
⇤ = 1G⇤ .

En adelante la topoloǵıa que se la dará a G⇤ es la topoloǵıa compacto abierta. A
G⇤ le llamaremos el grupo dual de G.

Definición 3.7. Llamemos ⇤n al conjunto

{ei✓ | ✓ 2 (�1/3n, 1/3n)}
Lema 3.8. ⇤

1

no contiene subgrupos no triviales de S1.

Demostración. Sea z 2 ⇤
1

\ {1}. Sin pérdida de generalidad, supóngase z en el
semiplano superior. El argumento de zn, para alguna n tiene que ser mayor a 1 y
menor a ⇡. Por lo tanto zn 62 ⇤

1

.

Lema 3.9. Si X es discreto, para todo espacio Y ,
Y

x2X

Yx ⇡ Top(X, Y )

con la topoloǵıa compacto abierta. Es decir, si X es discreto, para todo Y , las topo-
loǵıas de la convergencia puntual y compacto abierta son iguales.

Demostración. Se tiene la biyección

Top(X, Y )
'�! Q

x2X
Yx

f 7�! (f(x))x2X

Si Ax1 ⇥ · · ·⇥ Axn ⇥ Q

x6=xi

Yx es un abierto básico de
Q

x2X
Yx,

'�1

 

Ax1 ⇥ · · ·⇥ Axn ⇥
Y

x6=xi

Yx

!

= Ax1
{x1} \ · · · \ Axn

{xn}

Por lo tanto ' es continua. Si K ⇢ X es compacto, K = {x
1

, . . . , xn}. Por lo tanto,
para todo A ⇢ Y abierto,

AK = A{x1,...,xn} = A{x1} \ · · · \ A{xn}

Por lo tanto ' manda subbásicos en abiertos. Entonces ' es continua, abierta y
biyectiva.
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Proposición 3.10. Si G es un grupo topológico, G⇤ es cerrado en Top(G, S1).

Demostración. Si f 62 G⇤, existen g, h 2 G tales que f(g · h) 6= f(g) · f(h). Como
la aplicación � 7! �(g) es continua y S1 es un grupo topológico, la función

Top(G, S1)
F��! S1

� 7�! �(g · h) · �(h)�1 · �(g)�1

es continua. El conjunto F�1 (S1 \ {1}) es abierto, entonces f tiene una vecindad
contenida en F�1 (S1 \ {1}). Ninguna función en esa vecindad puede ser un caracter.

Teorema 3.11. Si G es compacto, G⇤ es discreto.

Demostración. Se tiene que {1} = ⇤
1

G, ya que por el Lema 3.8 no hay subrupo no
trivial de S1 contenido en ⇤

1

.

Teorema 3.12. Si G es discreto, G⇤ es compacto.

Demostración. Si G es discreto, por el Lema 3.9,

Top(G, S1) ⇡
Y

g2G

S1

g

Por lo tanto Top(G, S1) es compacto. Como G⇤ es cerrado en Top(G, S1), G⇤ es
compacto.

Lema 3.13. Si {z, z2, . . . , zn} ⇢ ⇤
1

, z 2 ⇤n.

Demostración. Supóngase que z, z2, . . . , zn 2 ⇤
1

. Sin pérdida de generalidad, sea
z en el semiplano superior. Si arg(z) no pertenece a (0, 1/3n), existe m  n tal que
arg(zm) pertenece a (1/3, ⇡). Por lo tanto zm 62 ⇤

1

. Lo cual es una contradicción.

Lema 3.14. Si G
↵�! S1 es un morfismo de grupos tal que ↵(U) ⇢ ⇤

1

para alguna
U 2 ⌃, ↵ es continuo.

Demostración. Supóngase U 2 ⌃ tal que ↵(U) ⇢ ⇤
1

. Sea k 2 N y V 2 ⌃ tales que

V · V · · · · V
| {z }

k veces

⇢ U

Para toda v 2 V ,
↵(v),↵(v)2, . . . ,↵(v)k 2 ↵(U) ⇢ ⇤

1

Por el Lema 3.13, ↵(v) 2 ⇤k. Como {⇤n}n2N es una base de vecindades de 1, ↵ es
continua en e.

Lema 3.15. Sea G un grupo de Hausdor↵. Si K 2 ⌃, ⇤
4

K ⇢ G⇤ tiene cerradura
compacta.



60 CAPÍTULO 3. DUALIDAD DE PONTRYAGIN

Demostración. Sólo para esta demostración introduciremos notación. Denotemos
G̃, a G con la topoloǵıa discreta. Dados conjuntos B ⇢ G y A ⇢ S1, denotaremos AB

al conjunto de morfismos continuos de G en S1 que mandan B en A y ÃB al conjunto
de morfismos de G en S1 que mandan B en A.

Sea ' 2 ⇤
4

K y x 2 K. Si '(x) 62 ⇤
4

, '(x) tendŕıa una vecindad V , tal que
V \ ⇤

4

= ;. Pero V {x} \ ⇤
4

K 6= ;. Esto último es una contradicción. Por lo tanto

⇤
4

K ⇢ ⇤
4

K
. Entonces basta probar que ⇤

4

K
es compacto.

Primero demostraremos que ⇤̃
4

K

es cerrado (compacto) en (G̃)
⇤
. Después mostra-

remos que ⇤̃
4

K ⇢ (G̃)
⇤
y ⇤

4

K ⇢ G⇤ son iguales como conjuntos y que la topoloǵıa

de subespacio de (G̃)
⇤
en ⇤̃

4

K

, y la topoloǵıa de subespacio de G⇤ en ⇤
4

K
, son la

misma.

Si f 62 ⇤̃
4

K ⇢ (G̃)
⇤
, existe x 2 K tal que f(x) 62 ⇤

4

. Por lo tanto existe A ⇢ S1

abierto, alrededor de f(x), tal que A \ ⇤
4

= ;. Entonces Ã{x} \ ⇤̃
4

K

= ;. Como

f 2 Ã{x} y Ã{x} ⇢ (G̃)
⇤
es abierto, ⇤̃

4

K ⇢ (G̃)
⇤
es cerrado. Por el Teorema 3.12,

(G̃)
⇤
es compacto. Por lo tanto ⇤̃

4

K

es compacto.
Por el Lema 3.14, todo G

'�! S1 morfismo de grupos tal que '(K) ⇢ ⇤
4

⇢ ⇤
1

es

continuo, por lo tanto ⇤̃
4

K ⇢ ⇤
4

K
. La otra contención es trivial.

Un subbásico de ⇤̃
4

K

tiene la forma Ṽ {x1,...,xn} \ ⇤̃
4

K

, con Ṽ {x1,...,xn} subbásico de
(G̃)

⇤
. Por el Lema 3.14,

Ṽ {x1,...,xn} \ ⇤̃
4

K

= Ṽ {x1,...,xn} \ ⇤
4

K

= V {x1,...,xn} \ ⇤
4

K

Como V {x1,...,xn} es abierto en G⇤, Ṽ {x1,...,xn} \ ⇤̃
4

K

es abierto en ⇤
4

K ⇢ G⇤. Entonces

todo subbásico de ⇤̃
4

K

es abierto en ⇤
4

K
.

Como G⇤ es un grupo topológico (ver la Proposición 3.3), cualquier vecindad

subbásica de ' en ⇤
4

K
contiene una de la forma

�

⇤m
L · '�\⇤

4

K
, para algun m 2 N

y para algún L ⇢ G compacto. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer m > 2.
Sea V 2 ⌃ tal que

V · V · · · · · V
| {z }

2mveces

⇢ K

Como {V · l}l2L es una cubierta abierta de L, existen l
1

, . . . , lr 2 L tales que

L ⇢ V · l
1

[ · · · [ V · lr = V · {l
1

, . . . , lr}
Por el Lema 3.14,

⇤̃{l1,··· ,lr}
2m · ' \ ⇤̃

4

K

= ⇤̃{l1,··· ,lr}
2m · ' \ ⇤

4

K

= ⇤
2m

{l1,··· ,lr} · ' \ ⇤
4

K

Si � · ' 2 ⇤
2m

{l1,··· ,lr} · ' \ ⇤
4

K
, para toda k 2 K,

�(k) = �(k) · '(k) · '(k)�1 2 ⇤
4

· ⇤
4

⇢ ⇤
1
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Por lo tanto, para toda v 2 V ,

{�(v), �(v)2, . . . , �(v)2m} ⇢ �(K) ⇢ ⇤
1

Entonces, por el Lema 3.13, �(V ) ⇢ ⇤
2m. Se tiene que

�(L) ⇢ �(V · {l
1

, · · · , lr})
⇢ �(V ) · �({l

1

, · · · , lr})
⇢ ⇤

2m · ⇤
2m

⇢ ⇤m

Como (G̃)
⇤
es grupo topológico (con la topoloǵıa compacto abierta), ⇤̃{l1,··· ,lr}

2m · '
es vecindad de ' en (G̃)

⇤
. Se demostró que

⇤̃{l1,··· ,lr}
2m · ' \ ⇤̃

4

K ⇢ �⇤m
L · '� \ ⇤

4

K

Por lo tanto ⇤
4

K
y ⇤̃

4

K

tienen las mismas topoloǵıas y ⇤
4

K
es compacto.

Proposición 3.16. Si G es Hausdor↵ y localmente compacto, G⇤ es un grupo ALCH.

Demostración. Claramente G⇤ es abeliano y Hausdor↵. Como G⇤ es un grupo to-
pológico, para demostrar que es localmente compacto basta verificar que 1 tiene una

vecindad compacta. Por el Lema 3.15, ⇤
4

K es compacta.

Los primeros grupos duales que calcularemos son S1

⇤ y Z⇤. Los siguientes resulta-
dos van encaminados a ello.

Proposición 3.17. Un subgrupo de S1 es infinito si, y sólo si, es denso.

Demostración. Todo subconjunto infinito de S1 se acumula en algún punto. Enton-
ces, en un subgrupo infinito H de S1 podemos encontrar pares de puntos tan cerca
entre ellos como se quiera. Por lo tanto, mediante traslaciones, podemos encontrar
puntos en H tan cerca de 1 como se quiera. Por lo tanto, si tomamos un elemento
de H que se encuentre a una distancia menor a ✏ > 0 de 1, todo punto en S1 se
encontrará a una distancia menor a ✏ del grupo generado por ese elemento.

Corolario 3.18. Todo subgrupo infinito y cerrado de S1 coincide con S1.

Proposición 3.19. Todo subgrupo finito de S1 es ćıclico.

Demostración. Sea H un subgrupo finito de S1. Existe h 2 H \ {1} tal que el
argumento de h es menor entre los argumentos de elementos de H. Se afirma que
< h >= H. Para cada k 2 H, existe n tal que k está en el arco que va de hn a hn+1.
Si k no fuera igual a hn ni a hn+1, el argumento de hn+1 ·k�1 seŕıa menor al argumento
de h. Por lo tanto k debe pertenecer al grupo generado por h.

Corolario 3.20. Todo subgrupo propio y cerrado de S1 es ćıclico y finito.
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Demostración. Por la Proposición 3.17, todo subgrupo propio y cerrado de S1 es
finito y por la Proposición 3.19, todo subgrupo finito de S1 es ćıclico.

Proposición 3.21. Si H es un subgrupo de S1 de orden n, entonces H es el conjunto
de ráıces enésimas de la unidad.

Demostración. Si |H| = n, para toda h 2 H, hn = 1.

Proposición 3.22. Z⇤ es topológicamente isomorfo a S1.

Demostración. Como Z es discreto, cualquier homomorfismo de Z a S1 es un ca-
racter. Un homorfismo que tiene como dominio a Z queda determinado por la imagen
del 1. Definamos el homomorfismo

Z⇤  ��! S1

f 7�! f(1)

Si dos caracteres de Z coinciden en 1 2 Z, son iguales. Por ello,  es inyectiva. La
suprayectividad de  es evidente.

Por la Proposición 1.2,  es continua. En el Teorema 3.12 se probó que Z⇤ es
compacto. Entonces  es continua, biyectiva y cerrada. Es decir,  es un isomorfismo
topológico.

Dualmente.

Proposición 3.23. Todo caracter de S1, distinto de 1 es de la forma z 7! zn, para

alguna n. Esto define S1

⇤ ��! Z, un isomorfismo topológico.

Demostración. Sea � 2 S1

⇤ \ {1}. Entonces ker(�) es finito (ver la Proposición
3.17). Se afirma que � = zn, con n = ±|ker(�)|.

Si � es inyectiva, �(S1) es un subgrupo compacto e infinito de S1. Por la Proposi-
ción 3.17, �(S1) es denso. Por lo tanto � es suprayectiva.

Como � es un isomorfismo, manda ráıces primitivas de la unidad en ráıces pri-
mitivas de la unidad. Por lo tanto �(�1) = �1. Por ser continua, � mapea el arco
superior entre 1 y �1 en alguno de los dos arcos que unen a 1 y �1. Supóngamos que
� mapea el arco superior en si mismo.

Para toda n, el arco entre 1 y e2⇡i/n, debe mapearse al arco entre 1 y alguna ráız
enésima primitiva de la unidad. Esta ráız debe ser e2⇡i/n. Ya que, de no ser aśı, algún
elemento del arco abierto entre 1 y e2⇡i/n debeŕıa ser mapeado a e2⇡i/n. Pero este
elemento seŕıa una ráız enésima de la unidad, lo cual seŕıa una contradicción. Por lo
tanto, si el semićırculo superior es mapeado en si mismo,

�(e2⇡i/n) = e2⇡i/n

Por lo tanto � no mueve a ninguna ráız de la unidad. Como el conjunto de ráıces
de la unidad es denso, � es la identidad. Análogamente, si el semićırculo superior es
mapeado al semı́circulo inferior, � = z�1.
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Ahora sea � un caracter con núcleo no trivial. Si � no es constante, su núcleo es
el conjuto de ráıces enésimas de la unidad, para alguna n (ver la Proposición 3.21).
Por lo tanto ker(zn) = ker(�).

La imagen de � es un subgrupo cerrado infinito de S1, por lo tanto, � es supra-
yectiva.

Por lo anterior, la asignación

S1

��! S1

an 7�! �(a)

es un isomorfismo.
Para demostrar que � es continua, obsérvese que todo caracter no trivial de S1 es

suprayectivo (ver Proposición 3.17). Como S1 es compacto y Hausdor↵, todo caracter
no trivial de S1 es una identificación. Como zn es una identificación y �(zn) = �(a),
� es continua.

Como � es continua y un isomorfismo, ya demostramos que � = z o � = z�1, es
decir, � = zn o � = z�n.

Entonces existe un isomorfismo entre S1

⇤ y Z, Como ambos son discretos, dicho
isomorfismo es un homeomorfismo.

Lema 3.24. Si � y � son dos caracteres abiertos y suprayectivos de un grupo G tales
que ker(�) = ker(�), entonces � = �±1.

Demostración. Definamos el isomorfismo continuo

S1 �! S1

�(x) 7�! �(x)

En la Proposición 3.23 se demostró que los únicos dos isomorfismos continuos de S1

en si mismo son la identidad y la conjugación.

Lema 3.25. Un subgrupo propio de R es cerrado si, y sólo si, es ćıclico.

Demostración. SeaH un subgrupo propio y cerrado de R. Si enH existen elementos
distintos de 0 con valor absoluto tan pequeño como se quiera, H seŕıa denso, y no
podŕıa ser propio. Por lo tanto r = ı́nf{|h| | h 2 H} > 0. Como H es cerrado, r 2 H.
Se afirma que H =< r >. Sea k 2 H positiva. Existe n 2 N tal que nr  k  (n+1)r.
Si ambas desigualdades fueran propias,

0 < |nr � k| < |(n+ 1)r � nr| = r

Y se llegaŕıa a una contradicción. Por lo tanto k 2< r >.

Proposición 3.26. R⇤ es topológicamete isomorfo a R.

Demostración. Obsérvese que los únicos subgrupos conexos de S1 son triviales. Por
lo tanto todo caracter de R es suprayectivo. Entonces, por la Proposición 2.57, todo
caracter no trivial de R es abierto.
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Considérese la función
R ��! R⇤

x 7�! (y 7! eixy)

Es inmediato que � es un homomorfismo de grupos inyectivo. Si ' 2 R⇤, ker(') es
cerrado y, por el Lema 3.25, debe ser ćıclico (generado por algún a 2 R). Obsérvese
que ker(') = ker

�

�(2⇡
a
)
�

, entonces, por el Lema 3.24, ' = �(±2⇡
a
). Por lo tanto � es

un isomorfismo.
Demostraremos que � es continua en 0. Sea UK una vecindad de 1 2 R⇤. Sin

pérdida de generalidad, se puede suponer que K = [�p, p] es un intervalo cerrado
centrado en 0 y que U = ⇤n, para alguna n 2 N.

Sea ✏ = 1

3np
y sea x 2 (�✏, ✏). Para toda t 2 [�p, p],

|tx| < |t✏|  p✏ =
1

3n

Por lo tanto, para toda x 2 (�✏, ✏) y para toda t 2 [�p, p],

�(x)(t) = eixt 2 ⇤n

Es decir, para toda x 2 (�✏, ✏), �(x) 2 UK . Por lo tanto � es continua. En la Propo-
sición 2.57 demostramos que, como R y R⇤ son localmente compactos de Hausdor↵
(ver la Proposición 3.16), R es Lindelöf y � es un homomorfismo suprayectivo, � es
abierta. Por lo tanto � es un isomorfismo topológico.

Proposición 3.27. Si K es un grupo ćıclico finito y discreto, K⇤ es topológicamente
isomorfo a K.

Demostración. Podemos identificar a K con el único subgrupo de S1 de tamaño
|K| (ver la Proposición 3.21). Para cada ' 2 K⇤, ' queda definida por su valor en 1.
Además, '(1) 2 K, ya que | < '(1) > | divide al orden de K, y para cada divisor de
su orden, K contiene al único subgrupo de S1 con ese tamaño. Entonces definamos

K⇤  ��! K
' 7�! '(1)

Claramente  es un homomorfismo inyectivo y suprayectivo. Además como K⇤ es
finito y Hausdor↵, es discreto. Entonces  es un isomorfismo topológico.

3.2. Un morfismo entre G y G⇤⇤

Teorema 3.28. Para todo grupo G localmente compacto y Hausdor↵ existe un ho-
momorfismo continuo y natural G

!�! G⇤⇤.

Demostración. Como G es localmente compacto, G⇤ es un grupo topológico local-
mente compacto y por lo tanto G⇤⇤ es un grupo ALCH (ver la Proposición 3.16).
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Definamos
G

!�! G⇤⇤

g 7�!
⇣

'
!(g)7��! '(g)

⌘

Por la Proposición 1.2, G⇤ ⇥ G
ev�! S1 es continua. Entonces como es una restricción

de ev, !(g) es continua. Si ', 2 G,

!(g)(' ·  ) = ' ·  (g) = '(g) ·  (g) = !(g)(') · !(g)( )

Por lo tanto ! está bien definida. Si g, h 2 G y ' 2 G⇤

!(g · h)(') = '(g · h) = '(g) · '(h) = !(g)(') · !(h)(')

Por lo tanto ! es un morfismo de grupos.

Por la Proposición 1.3, si G ⇥ G⇤ ev�! S1 es continua, G
ẽv�! Top(G⇤, S1) también

es continua. Además, para todas g 2 G y ', 2 G⇤,

ẽv(g)(' ·  ) = ev(g,' ·  ) = '(g) ·  (g) = ẽv(g)(') · ẽv(g)( )

Entonces im(ẽv) ⇢ G⇤⇤. Por lo tanto la función G
ẽv�! G⇤⇤ es un homomorfismo

continuo. Obsérvese que, para toda g 2 G, !(g) = ẽv(g).

La naturalidad de ! es en el siguiente sentido. Para cualquier G
f�! H homomor-

fismo continuo, entre grupos localmente compactos, el siguiente diagrama es conmu-
tativo

G G⇤⇤

H H⇤⇤

!G

f f⇤⇤

!H

Sean ' 2 H⇤ y g 2 G, entonces

�

f ⇤⇤ � !G

�

(g)(') = f ⇤⇤�!G(g)
�

(')
= (!G(g) � f ⇤)(')
= !G(g)(f ⇤('))
= f ⇤(')(g)
= '(f(g))
= (!H � f)(g)(')

Definición 3.29. Un grupo G es reflexivo si, y sólo si,

G
!G��! G⇤⇤

g 7�!
⇣

 
!G(g)7���!  (g)

⌘

es un isomorfismo topológico
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Observación 3.30. Todo grupo reflexivo es abeliano y Hausdor↵.

Proposición 3.31. Para todo grupo G ALCH, !G es inyectiva.

Demostración. Por el Teorema 2.71, el grupo dual de un grupo G ALCH separa
sus puntos. Es decir, si x 6= y, existe ' 2 G⇤ tal que '(x · y�1) 6= 1. Entonces

!G(x)(') = '(x) 6= '(y) = !G(y)(')

Proposición 3.32. S1 es reflexivo.

Demostración. Sabemos por la Proposición 3.22 y por la Proposición 3.23 que S1

⇤⇤

es topológicamente isomorfo a S1. Por la Proposición 3.31, im(!S1) es un subgrupo
cerrado e infinito de S1. Por lo tanto !S1 es un isomorfismo continuo y cerrado.

Proposición 3.33. Z es reflexivo.

Demostración. Sabemos que Z⇤⇤ es discreto, y que !Z es inyectiva, por lo tanto
basta probar que !Z es suprayectiva.

Sea � 2 Z⇤⇤. La aplicación

Z⇤  ��! S1

h 7�! h(1)

es un isomorfismo continuo (ver la Proposición 3.22), por lo tanto existe �̃ 2 S1

⇤ tal
que � = �̃ �  . Por la Proposición 3.23, �̃ = zn, para alguna n 2 Z, entonces, para
toda f 2 Z⇤,

�(f) = �̃( (f))
= �̃(f(1))
= f(1)n

= f(n)

Es decir, !Z(n) = �.

Lema 3.34. R no tiene subgrupos propios abiertos.

Demostración. Si H es un subgrupo propio y abierto de R, este tiene que ser ćıclico
(ver el Lema 3.25). Pero en H podemos encontrar elementos de valor absoluto tan
pequeño como se quiera, que es una contradicción.

Proposición 3.35. R es reflexivo.

Demostración. Debido a la Proposición 2.57, todo homomorfismo suprayectivo, de
R en si mismo, es abierto. Por ello sólo hay que mostrar que !R es suprayectiva.

Obérvese que todo subconjunto conexo C de R con más de un punto tiene interior
no vaćıo. Ya que, si c, d 2 C, para todo c < x < d, x pertenece a C, de lo contrario
podŕıamos desconectar C. Por lo tanto la imagen de !R es topológicamente isomorfa
a un subgrupo con interior no vaćıo de R. Si un subgrupo tiene interior no vaćıo es
abierto. Y todo subgrupo abierto de R es el total (ver el Lema 3.34).
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Proposición 3.36. Si K es un grupo ćıclico finito discreto, K es reflexivo.

Demostración. En la Proposición 3.27 se demostró que K⇤ es isomorfo a K, por lo
tanto K⇤⇤ y K son isomorfos. Como !K inyectiva, es una biyección.

Definición 3.37. Denótese T a S1. Un grupo se dice localmente compacto elemental
si es topológicamente isomorfo a un producto Rm⇥Zs⇥Tq⇥F , con F un grupo discreto
finito. Se dirá que G es compacto elemental si es localmente compacto elemental y
compacto, es decir, topológicamente isomorfo a un producto Tq ⇥ F , con algún F
finito.

La técnica empleada para demostrar que todo grupo ALCH es reflexivo consiste
en ver a cada uno de estos grupos como una extensión (adecuada) de dos grupos que
son reflexivos. Por ello estudiaremos la exactitud del funtor dual aśı como su relación
con el producto topológico.

Proposición 3.38. Sean G y H de Hausdor↵ y sean G⇥H
⇡G�! G y G⇥H

⇡H�! H
las proyecciones. Entonces

G⇤ ⇥H⇤ ⇡G
⇤�⇡H⇤�����! (G⇥H)⇤

(', ) 7�! (⇡G)⇤(') · (⇡H)⇤( )
es un isomorfismo topológico natural.

Demostración. Si G y H son Hausdor↵, G⇥H también lo es. Por lo tanto (G⇥H)⇤

es un grupo topológico.
Empecemos por la inyectividad. Si ⇡G⇤(') · ⇡H⇤( ) = 1, para toda g 2 G y para

toda h 2 H, se tiene que '(g) ·  (h) = 1. Por lo tanto

'(g) = 1 =  (h)

Definamos para cada � 2 (G ⇥H)⇤, g
�G7�! �(g, e) y h

�H7�! �(e, h). Entonces para
todo (g, h) 2 G⇥H,

�(g, h) = �(g, e) · �(e, h)
= �G(g) · �H(h)
= ⇡G

⇤(�G)(g, h) · ⇡H⇤(�H)(g, h)
=

�

⇡G
⇤(�G) · ⇡H⇤(�H)

�

(g, h)
= ⇡G

⇤ � ⇡H
⇤(�G,�H)(g, h)

Por lo tanto ⇡G⇤ � ⇡H
⇤ es un isomorfismo.

Como (G⇥H)⇤ es grupo topológico, el isomorfismo

(', )
⇡G

⇤�⇡H⇤7�����! ⇡G
⇤(') · ⇡H⇤( )

es continuo.
Para demostrar que es un homeomorfismo, demostremos que �, su función inversa,

es continua. Para ello basta probar que ⇡G⇤ � � y ⇡H⇤ � � son continuas, donde ⇡G⇤
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y ⇡H⇤ son las proyecciones del producto G⇤ ⇥ H⇤. Si UK es un subbásico de G⇤, se
afirma que

⇡G⇤ � � (UK⇥{e}) ⇢ UK

Sea ' 2 UK⇥{e}. Como ⇡G⇤ �� (') = 'G, para toda k 2 K, 'G(k) = '(k, e) 2 U . Por
lo tanto ⇡G⇤ � � y ⇡H⇤ � � son continuas.

Si G0 ��! G y H 0 ⌘�! H son dos homomorfismos topológicos entre grupos de Haus-
dor↵, el diagrama

G⇤ ⇥H⇤ (G⇥H)⇤

G0⇤ ⇥H 0⇤ (G0 ⇥H 0)⇤

⇡G
⇤�⇡H⇤

�⇤⇥⌘⇤
(�⇥⌘)⇤

⇡G0 ⇤�⇡H0 ⇤

es conmutativo. Si ' 2 G⇤ y  2 H⇤, se tiene que

⇡G0⇤ � ⇡H0⇤
�

�⇤ ⇥ ⌘⇤(', )
�

(g0, h0) = ⇡G0⇤ � ⇡H0⇤
�

' � �, � ⌘�(g0, h0)

=
⇣

⇡G0⇤(' � �) · ⇡H0⇤( � ⌘)
⌘

(g0, h0)

= ' � �(g0) ·  � ⌘(h0)
=

�

⇡G
⇤ � ⇡H

⇤(', )
�

(�(g0), ⌘(h0))

=
⇣

�

⇡G
⇤ � ⇡H

⇤(', )
� � (� ⇥ ⌘)

⌘

(g0, h0)

= (� ⇥ ⌘)⇤
�

⇡G
⇤ � ⇡H

⇤(', )
�

(g0, h0)

Proposición 3.39. Si G y H son Hausdor↵ el siguiente diagrama de funciones 3 es
conmutativo.

G⇥H (G⇥H)⇤⇤

G⇤⇤ ⇥H⇤⇤ (G⇤ ⇥H⇤)⇤

!G⇥H

!G⇥!H (⇡⇤
G�⇡⇤

H)

⇤

⇡G
⇤⇤�⇡H⇤⇤

Demostración. Si ' 2 G⇤,  2 H⇤ y (g, h) 2 G⇥H, por un lado,

(⇡⇤
G � ⇡⇤

H)
⇤�!G⇥H(g, h)

�

(', ) = !G⇥H(g, h)
�

⇡⇤
G � ⇡⇤

H(', )
�

= !G⇥H(g, h)
�

⇡⇤
G(') · ⇡⇤

H( )
�

= ⇡⇤
G(')(g, h) · ⇡⇤

H( )(g, h)
= '(g) ·  (h)

y por otro lado,

(⇡G⇤)⇤ � (⇡H⇤)⇤
�

!G ⇥ !H(g, h)
�

(', ) = ((⇡G⇤)⇤(!G(g)) · (⇡H⇤)⇤(!H(h))(', )
= !G(g)(') · !H(h)( )
= '(g) ·  (h)

3Los homomorfismos !G y !H no necesariamente son continuos.
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Corolario 3.40. Si para toda i = 1, . . . , n, Gi es Hausdor↵, entonces
⇣

G
1

⇥· · ·⇥Gn

⌘⇤

es topológicamente isomorfo a G⇤
1

⇥ · · ·⇥G⇤
n.

Corolario 3.41. Si G es un grupo localmente compacto elemental, G⇤ también es un
grupo localmente compacto elemental.

Demostración. En las Proposiciones 3.22, 3.23, 3.26 y 3.27 calculamos los grupos
duales de los “bloques” de los que están formados los grupos localmente compactos
elementales.

Corolario 3.42. Un producto finito de grupos es reflexivo si, y sólo si, cada uno de
los factores es reflexivo.

Demostración. Si A
'�! A0 y B

 �! B0 son dos funciones entre espacios topológicos

tales que A⇥B
'⇥ ��! A0 ⇥B0 es un homeomorfismo, entonces ' y  también lo son.

Por lo tanto la afirmación se sigue de la Proposición 3.39.

Corolario 3.43. Todo grupo localmente compacto elemental es reflexivo.

Teorema 3.44. Si H es un grupo topológico abeliano, D es un subgrupo discreto
de H y H

⇡�! H/D es la proyección canónica, para todo homomorfismo continuo

Rn f�! H/D existe un único homomorfismo continuo Rn
˜f�! H, tal que ⇡ � f̃ = f .

Además, si f es abierta, f̃ es abierta.

Demostración. Como D es discreto, existe V 2
�
⌃ simétrica tal que

D \ (V · V ) = {e}

Por lo tanto, para toda x 2 H y d 2 D,

d · x · V \ x · V 6= ;

si, y sólo si, d = e. Entonces la acción de D en H, bajo traslaciones, es una acción
propia y discontinua. Es decir H

⇡�! H/D es una aplicación cubriente.4 Como Rn es
simplemente conexo, por el Teorema del levantamiento,5 existe un único levantamiento
f̃ de f , tal que f̃(0) = e. Demostremos que f̃ es un homomorfismo.

La función

Rn ⇥ Rn
˜f+ ˜f��! H/D

(v.w) 7! f̃(v) + f̃(w)

es el único levantamiento de la función f + f que manda (0, 0) a 0. Por otro lado la
función que manda (v +w) a f̃(v +w) también es un levantamiento de f + f . Por lo
tanto f̃ es un homomorfismo.

4Carlos Prieto, op. cit., p. 426.
5Ídem, p. 435.
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Lema 3.45. Sea H un subgrupo cerrado de Rn y sea L un subespacio vectorial uni-
dimensional de Rn. Si H \ L 6= {0}, y p es el mapeo canónico Rn p�! Rn/L, p(H) es
un subgrupo cerrado de Rn/L.

Demostración. Si n = 1, la afirmación es trivial. Sea n > 1. Como L es un subgrupo
cerrado de Rn, H \ L es un subgrupo cerrado de L ⇠= R. Si H \ L = L, entonces
L ⇢ H, por lo tanto

p�1

�

p(H)
�

= H + L = H

Es decir, p(H) es cerrado en el cociente. Si L \H 6= L, por el Lema 3.25, L \H es
ćıclico. Haciendo un cambio de base podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

L = R⇥ {0}n�1 y L \H = Z⇥ {0}n�1

Es claro que existe un isomorfismo topológico entre Rn/H \ L y R/Z ⇥ Rn�1. Con-
sidérense los mapeos canónicos

Rn ⌧�! Rn/H \ L y R/Z⇥ Rn�1

⇡�! Rn�1

Haciendo un abuso de notación, p(H) = ⇡(⌧(H)). Como ker(⇡) es compacto, para
todo C ⇢ R/Z⇥ Rn�1 cerrado, C + ker(⇡) es cerrado.6 Por lo tanto ⇡ es cerrada. Y
como ker(⌧) ⇢ H, ⌧(H) es cerrado en R/Z⇥Rn�1. Hemos demostrado, que p(H) es
un subgrupo cerrado de Rn/L.

Teorema 3.46. Para todo subgrupo propio y cerrado H de Rn existen

v
1

, . . . , vs, vs+1

, . . . , vs+m

vectores linealmente independientes tales que H = V � L, donde V es el subespacio
vectorial generado por v

1

, . . . , vs, y L es el subgrupo generado por vs+1

, . . . , vs+m.
Además V ⇥ L es canónicamente homeomorfo a H.

Demostración. Se procederá por inducción. Si n = 1, por el Lema 3.25, H es
ćıclico. Ahora supóngase cierto el resultado para todo natural menor a n. Si H es
un subespacio vectorial no hay nada que demostrar, entonces supóngase que existe
h 2 H tal que Rh 6⇢ H. Sea Rn p�! Rn/Rh el mapeo canónico. Debido al Lema 3.45,
p(H) es cerrado en Rn

�

Rh ⇠= Rn�1. Por la hipótesis de inducción existen

v
1

, . . . , vm, vm+1

, . . . , vm+s

vectores linealmente independientes, tales que si V es el subespacio vectorial generado
por v

1

, . . . , vm y si L es el grupo generado por vm+1

, . . . , vm+s, p(H) = V �L. Sea Rn ⇡�!
Rn
�

Rh \H la proyección canónica. Tanto H como p(H) son localmente compactos,

y como H es Lindelöf,7 por la Proposición 2.57, H
p�! p(H) es abierta. Por lo tanto

H
�

Rh \H ⇠= p(H), mediante un isomorfismo topológico  , tal que  � ⇡|H = p|H .
6Mickhail Tkachenko et al., Grupos Topológicos, México, UAM, 1997, p.8.
7Todo subespacio cerrado de un espacio Lindelöf es Lindelöf.
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Como Rh \H es ćıclico (ver el Lema 3.25), es discreto. Por lo tanto H
p�! p(H)

es una aplicación cubriente. Sea ◆ la inclusión de V en p(H). Aplicando el Teorema
3.44 a p|H y a ◆, sabemos que existe V

��! H morfismo abierto tal que p � � = ◆.
Se afirma que �(V ) es un subespacio vectorial y que � es lineal. Sea v 2 V . Si

n 2 N es claro que 1/n · �(v) = �(1/n · v) 2 �(V ). Por lo tanto para toda q 2 Q,
q · �(v) 2 �(V ). Como por hipótesis de inducción �(V ) es un subgrupo abierto de H,
�(V ) ⇢ H es cerrado. Entonces para toda � 2 R, � · �(v) 2 �(V ). Además como para
cada q 2 Q, �(q · v) = q · �(v), para cada � 2 R, �(� · v) = � · �(v).

Los vectores �(v
1

), . . . , �(vm) son base de �(V ). Eĺıjanse v0m+i 2 H tales que
p(v0m+i) = vm+i. Sabemos que ker(p|H) ⇠= Rh \ H es ćıclico generado por algún
a 2 ker(p|H). Dado que p es lineal, preserva la dependencia lineal, por lo tanto

v
1

, . . . , vm, v
0
m+1

, . . . , v0m+s, a

es un conjunto linealmente independiente de vectores. Además

H = �(V )+ < vm+1

, . . . , vm+s > + ker(p|H)

En conlcusión, H = �(V ) � L0, donde L0 es el grupo abeliano (libre) generado por
v0m+1

, . . . , v0m+s, a.
Se afirma que la función continua

�(V )⇥ L0  �! �(V ) + L0

(�(v), l) 7! �(v) + l

es abierta. Sean U ⇢ �(V ) abierto y l 2 L0. Como �(V ) ⇢ H es abierto, U + l ⇢ H
es abierto. Por lo tanto  es abierta.

Corolario 3.47. Todo subgrupo discreto de Rn es libre.

Demostración. Es una consecuencia directa del Teorema 3.46 ya que por el Lema
2.58 todo subgrupo discreto de Rn es cerrado.

El Teorema 3.46 no sólo caracteriza los subgrupos cerrados de Rn, sino que permite
conocer la forma de los grupos cocientes (Hausdor↵) de Rn y la forma de los subgrupos
cerrados de S1

n.

Corolario 3.48. Todo grupo cociente de Hausdor↵ de Rn es topológicamente isomorfo
a Rs ⇥ Tm, con s+m < n.

Demostración. Sea H un subgrupo cerrado de Rn. En el Teorema 3.46 se de-
mostró que existe conjunto linealmente independiente de vectores

v
1

, . . . , vl, vl+1

, . . . vl+m

tales que H = V � L, con V el subespacio vectorial generado por v
1

, . . . , vl, y L el
subgrupo (libre) generado por vl+1

, . . . , vl+m. Sea L̃ el menor subespacio vectorial que
contiene a los generadores de L. Se tiene que V \ L̃ = {0}.
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Sea W un subespacio vectorial complementario a V � L̃ en Rn. La función

L̃/L⇥W
��! Rn

.

V � L

(l + L,w) 7�! l + w + V � L

es un isomorfismo continuo (ver la Proposición 1.6). Como es un subespacio cerrado
de Rn, L̃ es localmente compacto. La proyección L̃ ! L̃/L es abierta. Por lo tanto
L̃/L es segundo numerable y localmente compacto. Entonces L̃/L ⇥ W es segundo
numerable y localmente compacto. Por la Proposición 2.57, � es abierta, y por lo
tanto, un homeomorfismo.

Existe un isomorfismo topológico lineal L̃
 �! Rm tal que  (L) = Zm. Por lo tanto

L̃/L es topológicamente isomorfo a Rm/Zm ⇠= Tm.
Entonces se tienen los isomorfismos topológicos

Rn/H ⇠= L̃/L⇥W ⇠= Tm ⇥ Rs

Corolario 3.49. Todo subgrupo cerrado de Tm es topológicamente isomorfo a

Tn ⇥ F

con n  m y F un grupo abeliano finito.

Demostración. Como existe un isomorfismo topológico canónico entre Rm/Zm y
Tm, el corolario es equivalente a la afirmación para subgrupos cerrados de Rm/Zm.

Sea C un subgrupo cerrado de Rm/Zm. Si ⇡ es la proyección canónica, ⇡�1(C)
es un subgrupo cerrado de Rm, y por el Teorema 3.46, ⇡�1(C) = V � L, con V un
subespacio vectorial y L un subgrupo libre.

Tanto ⇡�1(C) como C son localmente compactos. Como ⇡�1(C) es Lindelöf, por
la Proposición 2.57, ⇡�1(C)

⇡�! C es abierta.
Ahora demostraremos que V es un subgrupo abierto de ⇡�1(C). Existe un cambio

de base que manda V � L en Rs ⇥ Zl ⇥ {0}m�s�l. Es claro que Rs ⇥ {0}m�s es un
abierto de Rs ⇥ Zl ⇥ {0}m�s�l. Mediante el cambio de base, obtenemos que V es un
subconjunto abierto de ⇡�1(C).

Como V es divisible y es un abierto de ⇡�1(C), ⇡(V ) es un subgrupo abierto y
divisible de C. Existe W , un subgrupo de C, tal que C = ⇡(V ) � W .8 Como C es
compacto y ⇡(V ) es abierto en C, W tiene que ser finito. Como V es abierto en
⇡�1(C), el homomorfismo V

⇡�! ⇡(V ) es suprayectivo y abierto, por lo tanto ⇡(V )
es topológicamente isomorfo a un cociente Hausdor↵ de Rs. Por el Corolario 3.48,
⇡(V ) es topológicamente isomorfo a Tk ⇥ Rq, con k + q  s. El argumento de por
qué ⇡(V )+W tiene la topoloǵıa de ⇡(V )⇥W se dio en la demostración del Teorema
3.46.

Observación 3.50. Hemos demostrado que todo subgrupo cerrado de Rn, todo co-
ciente Hausdor↵ de Rn y todo subrupo cerrado de Tn es un grupo ALCH elemental,
y por tanto, un grupo reflexivo.

8Friedrich Kasch, op. cit., p.115.
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Lema 3.51. Si G
f�! H es un homomorfismo abierto tal que ker(f) y H son com-

pactos, G es compacto.

Demostración. Sea {U↵}↵2A una cubierta abierta de G y, sin pérdida de gene-
ralidad, supóngase cerrada bajo uniones finitas. Para cada h 2 H, existe Uh tal que
f�1(h) ⇢ Uh. Como f�1(h) es compacto existe Vh 2 ⌃ abierta tal que f�1(h)·Vh ⇢ Uh.
Entonces {f(h · Vh)}h2H es una cubierta abierta de H y por lo tanto existe n tal que

H = f(h
1

· V
1

) [ · · · [ f(hn · Vn)

Se afirma que G = U
1

[ · · · [ Un. Si g 2 G, f(g) = f(hi · vi), para alguna i, entonces
g · v�1

i 2 f�1(hi). Por lo tanto g 2 f�1(hi) · Vi ⇢ Ui.

Proposición 3.52. Todo grupo G ALCH y compactamente generado tiene un sub-
grupo H discreto y libre de rango finito tal que G/H es compacto.

Demostración. G = < K > para algun K compacto. Primero hagamos el caso en el
cual K es finito. Procederemos por inducción sobre el orden de K. Si G es monotético,
por el Teorema 2.62, G es compacto o G es discreto e isomorfo a Z. En ambos casos
la afirmación se cumple.

Supóngamos cierta la afirmación para n. Sea G = < x
1

, . . . , xn+1

>. Si para toda
xi, < xi > es compacto, < x

1

> · · · · ·< xn+1

> es compacto y

< x
1

> · · · · ·< xn+1

> = < x
1

, . . . , xn+1

> = G

Por lo tanto G seŕıa compacto y se tendŕıa la afirmación. Supóngase, sin pérdida
de generalidad, que < xn+1

> es discreto, y por lo tanto, < xn+1

> =< xn+1

>. Si
G

⇡�! G/< xn+1

> es la proyección canónica, se afirma que

G/< xn+1

> = < {⇡(x
1

), . . . , ⇡(xn)} >

Si x 2 < {x
1

, . . . , xn+1

} >, existe {x↵1
1

· · · · · x↵n+1
n+1

}↵2A, donde cada ↵i 2 Z, una red
que converge a x. Por lo tanto

{⇡ �x↵1
1

· · · · · x↵n+1
n+1

�}↵2A = {⇡(x
1

)↵1 · · · · · ⇡(xn)
↵n}↵2A

es una red en < {⇡(x
1

), . . . , ⇡(xn)} > que converge a ⇡(x).
Por la hipótesis de inducción existe U/ < xn+1

> subgrupo de G/ < xn+1

>,
discreto y libre de rango finito tal que

G/ < xn+1

>
.

U/ < xn+1

>⇠= G/U

es compacto y Hausdor↵.
Como U es un subgrupo cerrado de G, U es localmente compacto. Debido a

que U/ < xn+1

> es finitamente generado, U es finitamente generado, y por lo
tanto, numerable. Por el Corolario 2.56, U es discreto. Entonces, por el Teorema
Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente Generados,9 U es topológicamente

9Joseph Rotman, op. cit., p. 319.
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isomorfo a L ⇥ F , con L algún grupo libre de rango finito (discreto) y con F algún
grupo finito.

Se tiene la sucesión exacta de homomorfismos continuos

0 ! U/L ! G/L ! G/U ! 0

donde el epimorfismo es abierto. Como U/L es finito y G/U es compacto, G/L es
compacto (ver el Lema 3.51). Entonces la afirmación es válida para grupos que tienen
como subgrupo denso a un grupo finitamente generado.

Ahora hagamos el caso general. Supóngamos que G = < K >. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer K 2 ⌃ y simétrico. En ese caso < K > es un subgrupo
cerrado, y por lo tanto G =< K >. Por la Observación 2.69, existe un conjunto finito
F tal que G = K · < F >. Claramente G/< F > es compacto. Por la primera parte
de la demostración sabemos que existe H, un subgrupo de < F > tal que H es libre
de rango finito, discreto y < F >/H es compacto. Se tiene la sucesión exacta de
homomorfismos continuos

0 ! < F >/H ! G/H ! G
�

< F > ! 0

donde el epimorfismo es abierto. Como los extremos de la sucesión son compactos,
por el Lema 3.51, G/H es compacto.

Lema 3.53. Sea G un grupo ACH. Si U 2
�
⌃, existe H ⇢ U , un subgrupo cerrado de

G tal que G/H es un grupo compacto elemental.

Demostración. Como G⇤ separa los puntos de G (ver el Teorema 2.50), la familia
{G \ ker(')}'2G⇤ es una cubierta abierta de G. Como G \ U es compacto existen
'
1

, . . . ,'n tales que

G \ U ⇢ G \ ker('
1

) [ · · · [G \ ker('n)

Entonces H = ker('
1

) \ · · · \ ker('n) ⇢ U . Se puede definir el morfismo cerrado

G
⌘�! Tn

g 7! �

'
1

(g), . . . ,'n(g)
�

Por lo tanto la función inducida en el cociente G/H
⌘̃�! Tn es un morfismo inyectivo

y cerrado. Entonces G/H es topológicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de Tn,
por lo tanto G/H es un grupo compacto elemental (ver el Corolario 3.49).

Proposición 3.54. Todo grupo ALCH y compactamente generado G tiene un sub-
grupo compacto K tal que G/K es un grupo localmente compacto elemental.

Demostración. En la Proposición 3.52 se demostró que existe H un subgrupo de
G discreto y libre de rango finito tal que G/H es compacto. Como H es discreto es
posible encontrar V ⇢ G en ⌃, compacta y simétrica, tal que V · V · V \ H = {e}.
Si ⇡ es la proyección canónica de G en G/H, ⇡(V ) es una vecindad de H en G/H.
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Como H es un subgrupo cerrado de G (ver el Lema 2.58), G/H es ACH. Por el Lema
3.53, existe J un subgrupo cerrado de G tal que J/H ⇢ ⇡(V ) y tal que

G/H
.

J/H ⇠= G/J

es un grupo compacto elemental.
Demostremos que el compacto K = J \ V es un subgrupo de G. Si x, y 2 K se

tiene que ⇡(x · y�1) 2 ⇡(J) ⇢ ⇡(V ), por lo tanto para alguna v 2 V ,

x · y�1 · v�1 2 V · V · V \H = {e}
Entonces x · y�1 = v y x · y�1 2 J \ V = K.

Si x 2 J , como J/H ⇢ ⇡(V ), ⇡(x) = ⇡(v), para alguna v 2 V . Entonces x ·h = v,
para alguna h 2 H ⇢ J . Por lo tanto v 2 K y J = K +H. Como

K \H ⇢ V \H = {e}
J = K �H.

Sea p la proyección canónica de G en G/K. Como K es compacto, p es cerrada
(ver la demostración del Lema 3.45) y la restricción p|H es un homomorfismo inyectivo
y continuo de H en p(H). Como H es cerrado, p|H es cerrada, y por lo tanto p|H es
un isomorfismo topológico entre H y p(H). Ya que p(J) = p(H), J/K es un subgrupo
discreto de G/K.

Se tienen los isomorfismos topológicos

G/K
.

J/K
�⇠= G/J

 ⇠= Tt ⇥ F

para alguna t y algún grupo finito F .
Sea Rt q�! G/J la composición de la proyección canónica de Rt a Tt ⇥ {e} con

 �1|Tt⇥{e}. Como F es discreto,  �1|Tt⇥{e} es la restricción de  �1 a un abierto.
Entonces q es una composición de funciones abiertas, y por ello es abierta.

Sea G/K
⌧�! G/K

.

J/K la proyección canónica. Llamemos ⇢ a la función � � ⌧ .
Por ser una composición de homomorfismos abiertos y suprayectivos, ⇢ es un cociente.
El núcleo de ⇢ es discreto, entonces, por el Teorema 3.44, existe un homomorfismo

abierto Rn q̃�! G/K tal que ⇢ � q̃ = q.
La imagen de q̃ es un subgrupo abierto y divisible de G/K. Entonces existe un

subgrupo N de G/K tal que q̃(Rt) � N = G/K. Como q̃(Rt) es abierto, G/K es
topológicamente isomorfo a q̃(Rt)⇥N .

N es topológicamente isomorfo a G/K
.

q̃(Rt), por lo tanto es compactamente

generado y discreto. Entonces N es finitamente generado y discreto, es decir, N es un
producto finito de copias de Z y grupos finitos. Como q̃(Rt) es un grupo localmente
compacto elemental (ver el Corolario 3.48), G/K es un grupo localmente compacto
elemental.

Lema 3.55. Si G es un grupo ACH,  2 G⇤⇤ y h
1

, . . . , hn 2 G⇤, existe a 2 G, tal
que  (hi) = hi(a), para i = 1, . . . , n.
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Demostración. Sea K =
Tn

i=1

ker(hi). La aplicación

G/K �! Tn

gK 7�! �

h
1

(g), . . . , hn(g)
�

es un homomorfismo inyectivo, continuo y cerrado. Por el Corolario 3.43 y por el Lema
3.49, G/K es reflexivo. Considérese el mapeo canónico G

p�! G/K. Es inmediato que

(G/K)⇤
p⇤�! G⇤ es inyectiva. Un caracter � de G está en la imagen de p⇤ si, y sólo si,

K ⇢ ker(�). Por lo tanto, para toda i = 1, . . . , n, hi 2 im(p⇤). Sea h̃i 2 (G/K)⇤ tal
que p⇤(h̃i) = hi. Como  � p⇤ 2 (G/K)⇤⇤ y G/K es reflexivo, existe cK 2 G/K tal
que para toda i,

 (hi) =  � p⇤(h̃i)
= h̃i(cK)
= hi(c)

Teorema 3.56. Todo grupo ACH es reflexivo.

Demostración. Sea G un grupo ACH. La imagen de !G es un subgrupo cerrado
de G⇤⇤. Supóngase que !G no es suprayectiva. Como G⇤⇤�im(!G) es un grupo ACH,
existe un caracter no trivial de G⇤⇤�im(!G) (ver el Teorema 2.50), es decir, existe �,
un caracter no trivial de G⇤⇤ que se anula en la imagen de !G.

Como G⇤ es discreto (ver el Teorema 3.11) y � es continua, existe U{h1,...,hn}, una
vecindad abierta de 1 2 G⇤⇤, tal que �

�

U{h1,...,hn}
� ⇢ ⇤

1

. Obsérvese que el grupo
L = {1}{h1,...,hn} está contenido en ker(�) (ver el Lema 3.8).

Si  2 G⇤⇤, por el Lema 3.55, para toda i existe a 2 G tal que

 (hi) = hi(a) = !G(a)(hi)

Por lo tanto
!G(a) · �1 2 L ⇢ ker(�)

Entonces �( ) = �(!G(a)) = 1, pero esto es una contradicción. Por lo tanto !G es
suprayectiva. Como !G es inyectiva y cerrada, es un isomorfismo topológico.

Teorema 3.57. Todo grupo abeliano discreto es reflexivo.

Demostración. Como !G es inyectiva, basta probar que es suprayectiva, pues tanto
G como G⇤⇤ son discretos (ver el Teorema 3.11 y el Teorema 3.12).

Si !G no es suprayectiva, G⇤⇤�im(!G) es un grupo abeliano discreto no trivial.
Entonces existe  , un caracter no trivial de G⇤⇤ que se anula en la imagen de !G (ver
el Teorema 2.71). Como G⇤ es compacto, !G⇤ es suprayectiva (ver el Teorema 3.56).
Por lo tanto existe f 2 G⇤ tal que para toda ' 2 G⇤⇤,  (') = '(f). Como  no es
trivial, f tampoco lo es, por lo tanto existe a 2 G tal que f(a) 6= 1. Entonces

f(a) = !G(a)(f)
=  (!G(a))
= 1

Lo cual es una contradicción.
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En un grupo ACH no sólo hay suficientes caracteres, sino que hay “exactamente”
los caracteres necesarios. Como muestra la siguiente proposición.

Proposición 3.58. Si G es ACH y H es un subgrupo de G⇤ que separa los puntos
de G, entonces H = G⇤.

Demostración. Supóngase queG⇤/H es un grupo discreto no trivial. Entonces existe
 , un caracter no trivial de G⇤ que se anula en H. Como G es reflexivo existe a 2 G
tal que  (') = '(a), para toda ' 2 G⇤. Como  no es trivial, a 6= e. Pero 1 =
 (h) = h(a), para toda h 2 H. Pero esto es una contradicción.

Lema 3.59. Sea G
f�! H un homomorfismo continuo, abierto, suprayectivo y con

núcleo compacto. Si G es localmente compacto y H es Hausdor↵, f es una aplicación
propia.

Demostración. Si K ⇢ H es compacto, f�1(K) es un subconjunto cerrado de G.
Cubriremos a f�1(K) con un compacto. Sea V una vecindad abierta de e 2 G con
cerradura compacta. La colección

{f(V · g) | g 2 f�1(K)}
es una cubierta abierta de K. Por lo tanto existen g

1

, . . . , gn 2 f�1(K) tales que

K ⇢ f(V · g
1

) [ · · · [ f(V · gn)
Por lo tanto

f�1(K) ⇢ �V · g
1

[ · · · [ V · gn
� · ker(f)

Proposición 3.60. Sea G un grupo ALCH y sea H un subgrupo de G. Llamemos ◆
a la inclusión de H en G y ⇡ a la proyección de G en G/H. Entonces:
a) ◆⇤ es suprayectiva, si H es abierto o compacto.
b) ◆⇤ es inyectiva si, y sólo si, H es denso.
c) Si H es cerrado, la sucesión

0 ! (G/H)⇤
⇡⇤�! G⇤ ◆⇤�! H⇤

es exacta.

Demostración. a) Supóngase H abierto. Sea ⌧ un caracter de H y sea ⌧̃ una exten-
sión de ⌧ . El homomorfismo ⌧̃ es continuo en e ya que ⌧̃ |H = ⌧ es continuo y H es
una vecindad abierta de e.

Si H es compacto, im(◆⇤) 6 H⇤ separa los puntos de H, entonces, por la Propo-
sición 3.58, ◆ es suprayectiva.

b) Si H es denso e ◆⇤(�) = ◆⇤(�), entonces � · ��1(H) = {1}. Por lo tanto � ·
��1(G) = {1}.

Ahora supóngase que H no es denso. Entonces G/H 6= {e}, y por lo tanto, existe
', un caracter no trivial de G/H. Si ⇡ es la proyección canónica, ' � ⇡ es un caracter
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de G distinto de 1 tal que su resctricción a H es la función constante 1. Por ello
◆⇤(' � ⇡) = 1.

c) Es inmediato que ⇡⇤ es inyectiva. Se tiene que ' 2 ker(◆⇤) si, y sólo si, '|H = 1,
si, y sólo si, ' está en la imagen de ⇡⇤.

Proposición 3.61. Si la sucesión de grupos ALCH,

0 ! A
f�! B

g�! C ! 0

es exacta, con g abierta, f un encaje, y A compacto o C discreto, la sucesión de
grupos ALCH

0 ! C⇤ g⇤�! B⇤ f⇤�! A⇤ ! 0

es exacta, con C⇤ compacto o A⇤ discreto, g⇤ un encaje y f ⇤ abierta.

Demostración. Bajo las hipótesis que se tienen para f y g, la sucesión exacta dada
es equivalente a una sucesión de la forma

0 ! H
◆
,! G

⇡⇣ G/H ! 0

que tiene las mismas propiedades. Asignarle a un grupo su grupo dual es funtorial,
entonces será suficiente demostrar la afirmación para esta última.

La sucesión
0 ! (G/H)⇤

⇡⇤�! G⇤ ◆⇤�! H⇤

es exacta (ver la Proposición 3.60).
Si H es compacto, ◆⇤ es suprayectiva (ver la Proposición 3.60). Además H⇤ es

discreto, por lo tanto ◆⇤ es abierta.
Si G/H es discreto, H es abierto y ◆⇤ es suprayectiva. En la demostración del

Lema 3.15 se observó que en un grupo G, para toda K 2 ⌃ compacta, ⇤
4

K
es una

vecindad compacta de 1. Como H es abierto, existe K ⇢ H, vecindad compacta de

e. Como ◆⇤ es suprayectiva, ◆⇤(⇤
4

K

G ) = ⇤4

K

H , y por lo tanto ◆⇤(< ⇤
4

K

G >) =< ⇤
4

K

H >.

Tanto < ⇤
4

K

G > como < ⇤
4

K

H > son abiertos en sus respectivos grupos, entonces son

localmente compactos. Como < ⇤
4

K

G > es Lindelöf, ya que es una unión numerable
de compactos,

< ⇤
4

K

G >
◆⇤|�!< ⇤

4

K

H >

es un homomorfismo abierto (ver la Proposición 2.57). Por lo tanto ◆⇤ es abierta. Es
decir, en ambos casos ◆⇤ es suprayectiva y abierta.

Ahora demostremos que ⇡⇤ es un encaje. Si G/H es discreto, (G/H)⇤ es compacto.
Por lo tanto ⇡⇤ es cerrada e inyectiva.

Por otro lado, si H es compacto, para todo K ⇢ G/H compacto, ⇡�1(K) es
compacto. Sea afirma que para todo ⇤n ⇢ S1, y para todo K ⇢ (G/H)⇤ compacto,

⇡⇤(⇤n
K) = ⇤⇡

�1
(K)

n . Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que e 2 K. Si

' 2 ⇤n
K , es claro que ⇡⇤(') 2 ⇤⇡�1

(K)

n . Si  2 ⇤⇡�1
(K)

n ,  (H) ⇢ ⇤n, y por lo tanto,
H ⇢ ker( ). Entonces  = ⇡⇤( ̃) para alguna  ̃ 2 (G/H)⇤. Es fácil ver que  ̃ 2 ⇤K

n .
Hemos demostrado que ⇡⇤ es abierta alrededor de 1 2 (G/H)⇤. Entonces ⇡⇤ es abierta
e inyectiva.
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Observación 3.62. En la demostración de la proposición anterior, se mostró que en
el caso que H sea compacto, ⇡⇤ es abierta.

Corolario 3.63. Si H es un subgrupo compacto o abierto de un grupo G ALCH, la
sucesión

0 ! H⇤⇤ ◆⇤⇤�! G⇤⇤ ⇡⇤⇤��! (G/H)⇤⇤ ! 0

es exacta, con i⇤⇤ un encaje y ⇡⇤⇤ abierta.

Demostración. Por la Proposición 3.61, bajo estas hipótesis, la sucesión

0 ! (G/H)⇤
⇡⇤�! G⇤ ◆⇤�! H⇤ ! 0

es exacta, con (G/H)⇤ compacto o H⇤ discreto, ◆⇤ es abierta ⇡⇤ un encaje. Entonces,
por la misma razón, la sucesión

0 ! H⇤⇤ ◆⇤⇤�! G⇤⇤ ⇡⇤⇤��! (G/H)⇤⇤ ! 0

es exacta, ◆⇤⇤ es un encaje y ⇡⇤⇤ es abierta.

Teorema 3.64. (Pontryagin-Van Kampen) Todo grupo ALCH es reflexivo.

Demostración. Primero demostraremos que todo grupo ALCH y compactamente
generado es reflexivo. Después usaremos que el funtor dual es exacto (bajo ciertas
hipótesis) y que todo grupo ALCH tiene un subgrupo abierto y compactamente ge-
nerado.

Por la Proposición 3.54, para cada grupo G ALCH y compactamente generado,
existe H, un subgrupo compacto tal que G/H es un grupo localmente compacto
elemental.

Entonces en el diagrama conmutativo

0 H G G/H 0

0 H⇤⇤ G⇤⇤ (G/H)⇤⇤ 0

!H

◆

!G

⇡

!G/H

◆⇤⇤ ⇡⇤⇤

!H y !G/H son isomorfismos topológicos, ◆⇤⇤ es un encaje y ⇡⇤⇤ es abierta. Por lo tanto
!G es un isomorfismo continuo. Como G es Lindelöf, !G es abierta (ver la Proposición
2.57).

Sea G un grupo ALCH y sea H 6 G abierto y compactamente generado.10 Por la
misma razón que arriba, !G es un isomorfismo continuo.

Por la Observación 3.62, si H es abierto, ◆⇤⇤ es un encaje abierto. Como H es
compactamente generado, !G|H = ◆⇤⇤ � !H es un isomorfismo topológico entre H e

im(◆⇤⇤). Por lo tanto H
!G|H���! im(◆⇤⇤) es abierta, y como H y la imagen de ◆⇤⇤ son

abiertos, !G es abierta.

10En un grupo G, para toda V , vecindad compacta de e, el grupo generado por V es abierto y
compactamente generado.
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Corolario 3.65. Si G es un grupo ALCH y H es un subgrupo de G⇤ que separa los
puntos de G, entonces H = G⇤.

Demostración. Si G⇤/H 6= {e}, existe  un caracter no trivial de G⇤ que se anula
en H. Para toda h 2 H,  (h) = h(a) = 1, para alguna a 2 G \ {e}. Esto es una
contradicción, pues H separa los puntos de G.

Definición 3.66. Dado G un grupo de Hausdor↵, sea

Z = {x�1 · y�1 · x · y | x, y 2 G}
Llamemos a ab(G) = G/Z, la abelianización de G.

Observación 3.67. Si G no es abeliano y es localmente compacto y de Hausdor↵,
!G es un homomorfismo continuo suprayectivo.

Demostración. El homomorfismo !G es continuo. Como el grupo ab(G) es ALCH,
!ab(G)

es un isomorfismo topológico. Llamemos G
p�! ab(G) a la proyección canónica.

Sea  2 G⇤⇤ y sea ' 2 G⇤. Como S1 es abeliano, existe '̃ 2 ab(G)⇤ tal que '̃ � p = '.
Entonces, para algún g 2 G,

 (') = p⇤⇤( )('̃)
= '̃(p(g))
= '(g)

Entonces !G es suprayectiva.

Observación 3.68. Si G es localmente compacto, Hausdor↵ y es tal que ker(!G) es
compacto, G⇤⇤ y ab(G) son topológicamente isomorfos.

Demostración. Sea G
p�! ab(G) la proyección canónica. La función !G pasa al co-

ciente. Es decir, existe ab(G)
!̃G�! G⇤⇤, un homomorfismo continuo tal que !̃G�p = !G.

Es inmediato que !̃G es suprayectiva. Si !̃G(p(g)) = 1 = !G(g), entonces g 2 Z, ya
que ab(G) es reflexivo. Por lo tanto !̃G es un isomorfismo.

En la demostración del Corolario 3.63 no se utilizó que los grupos fueran abelianos.
Por lo tanto p⇤⇤ es una identificación. Como p⇤⇤�!̃G = !ab(G)

, p⇤⇤ es una identificación
biyectiva. Por lo tanto !̃G es un isomorfismo topológico.

3.3. Algunas propiedades en dualidad

Ya demostramos que la propiedad de ser discreto es dual a la de ser compacto.

Proposición 3.69. Si G es un grupo Hausdor↵ y divisible, G⇤ es libre de torsión.

Demostración. Sea ' 2 G⇤, tal que 'n = 1, para toda g 2 G, '(gn) = 1. Como
para toda g 2 G, existe h 2 G, tal que g = hn, ' = 1.

Proposición 3.70. Si G es un grupo ACH y G⇤ es libre de torsión, G es divisible.
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Demostración. Para toda n 2 N, la aplicación

G⇥ · · ·⇥G
µ�! G

(g
1

, . . . , gn) 7�! g
1

· · · · · gn
es continua y cerrada. La diagonal, �, de G

1

⇥ · · · ⇥ Gn es cerrada, por lo tanto su
imagen bajo µ es un subgrupo cerrado de G. Si G/µ(�) es un grupo ACH no trivial,
existe ' 2 G⇤ no trivial tal que µ(�) ⇢ ker('). Por lo tanto 'n = 1. Como G⇤

es libre de torsión, ' = 1. Esto es una contradicción, entonces para toda n 2 N,
G = {gn | g 2 G}.
Proposición 3.71. Si G es un grupo abeliano discreto y G⇤ es libre de torsión, G es
divisible.

Demostración. Sean µ y � como en la demostración de la proposición anterior.
Como G es discreto, µ(�) es un subgrupo abierto de G. Si éste es propio, existe
' 2 G⇤ no trivial tal que µ(�) ⇢ ker('). Se tiene que 'n = 1, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto G es divisible.

Corolario 3.72. Sea G un grupo abeliano y Hausdor↵. Entonces G es compacto y
divisible si, y sólo si, G⇤ es discreto y libre de torsión.

Proposición 3.73. Si G es conexo, G⇤ es libre de torsión.

Demostración. Si existe ' 2 G⇤ tal que 'n = 1, para alguna n, cada elemento de
la imagen de ' es una ráız enésima de la unidad. Como G es conexo, ' = 1 y G⇤ es
libre de torsión.

Lema 3.74. Sea G compacto. Si U 2
�
⌃ es compacta, existe H, un subgrupo abierto

y compacto de G tal que H ⇢ U .

Demostración. Como U es compacta, existe V 2 ⌃ tal que U · V ⇢ U . Se afirma
que, para toda n, V n ⇢ U . Para n = 1 se tiene. Si suponemos que V n ⇢ U , es claro
que V n · V ⇢ U . El grupo H =

S

n2N V
n ⇢ U es abierto (cerrado).

Proposición 3.75. Si G es abeliano, discreto y libre de torsión, G⇤ es conexo.

Demostración. Si G⇤ no es conexo, existe U una vecindad abierta y cerrada de 1
distinta de G⇤. Como G⇤ es compacto, U es compacta, y por el Lema 3.74, existe
H ⇢ U , un subgrupo abierto y cerrado distinto de G⇤. Como G⇤ es compacto y H
es abierto, H tiene una cantidad finita de clases laterales. Por lo tanto G⇤/H es un
grupo abeliano discreto finito no trivial. Existe un caracter no trivial ' de G⇤ que
se anula en H y cuya imagen es un subgrupo finito no trivial de S1 . Por lo tanto
'n = 1, para alguna n. Esto es una contradicción pues G⇤⇤ es libre de torsión, ya que
G y G⇤⇤ son isomorfos.

Corolario 3.76. Si G es un grupo abeliano y Hausdor↵, G es discreto y libre de
torsión si, y sólo si, G⇤ es compacto y conexo.
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Teorema 3.77. Un grupo ACH es conexo si, y sólo si, es divisible.

Proposición 3.78. Si G es localmente compacto y 1 numerable, G⇤ es �-compacto.

Demostración. Sea {Ki}i2N una base de vecindades compactas de e. Se afirma que

{⇤
4

Ki}i2N
es una cubierta de G⇤. Si ' 2 G⇤, existe V 2 ⌃ tal que '(V ) ⇢ ⇤

4

. Existe i 2 N tal
que Ki ⇢ V , y por lo tanto, ' 2 ⇤

4

Ki .
En el Lema 3.15 se demostró que, para toda vecindad compacta K de e, ⇤

4

K tiene
cerradura compacta. Por lo tanto

G⇤ =
[

i2N

⇤
4

Ki

Proposición 3.79. Si G es localmente compacto y �-compacto, G⇤ es 1 numerable.

Demostración. Es claro que G se puede cubrir con una cantidad numerable de
abiertos con cerradura compacta. Sea {Vi} una cubierta de esa forma y, sin pérdida de
generalidad, supóngase cerrada bajo uniones finitas. Si K ⇢ G es compacto, K ⇢ Vn,
para alguna n. Para toda vecindad subbásica de 1, UK , existe m tal que ⇤m

K ⇢ UK .
Además, existe n tal que ⇤m

Vn ⇢ ⇤m
K . Por lo tanto {⇤i

Vj}i,j2N es una base de
vecindades de 1 2 G⇤.

Teorema 3.80. Si G es ALCH, G es metrizable si, y sólo si, G⇤ es �-compacto.

Demostración. Sólo falta decir que para un grupo de Hausdor↵ es equivalente ser
1 numerable a ser metrizable.11

Corolario 3.81. Si G es ALCH, G es metrizable y compacto si, y sólo si, G⇤ es
numerable.

Demostración. Si G es compacto y metrizable, G⇤ es discreto y �-compacto. En un
discreto los compactos son finitos. Por lo tanto G⇤ es numerable.

Por el Corolario 2.56, siG⇤ es numerable, es discreto, y por lo tanto,G es compacto.
Todo espacio numerable es �-compacto, entonces G es metrizable.

Definición 3.82. Un espacio se dice totalmente disconexo si los únicos subconjuntos
conexos que posee son unitarios.

Lema 3.83. Sea G compacto y totalmente disconexo y sea

C =
\

{A 2 ⌃ |A es abierto y cerrado}

Entonces C = {e} y si L ⇢ G es cerrado y e 62 L, para algún A 2 ⌃ abierto y cerrado,
A \ L = ;.

11Mickail Tkachenko et al., op. cit., p. 99.
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Demostración. Si un conjunto cerrado L es ajeno a C, existe un conjunto abierto
y cerrado D tal que e 2 D y D \L = ;. Ya que, de no ser aśı, para todo A abierto y
cerrado que contiene a e, A \ L 6= ;. Por lo tanto el conjunto

{A \ L |A 2 ⌃ y A es abierto y cerrado}

tiene la propiedad de intersecciones finitas no vaćıas. Como G es compacto,

; 6=
\

{A \ L | e 2 A y A es abierto y cerrado} = L \ C

Esto es una contradicción. Por lo tanto existe A 2
�
⌃ cerrada tal que A \ L = ;.

Si C 6= {e}, C es disconexo. Es decir, existen A y B cerrados ajenos tales que
C = A [ B. Supóngase que e 2 A. G es regular y compacto, entonces es normal.
Por lo tanto existen U y V abiertos de G ajenos que separan a A y B. El conjunto
F = G \ (U [ V ) es cerrado y ajeno a C. Por lo observado anteriormente, existe W ,
vecindad abierta y cerrada de e, ajena a F .

El conjunto W \ U es cerrado, pues

W \ U ⇢ W \ U ⇢ G \ (F [ V ) ⇢ U

Es decir, W \ U ⇢ W \ U . Por lo tanto W \ U contiene a e y es abierto y cerrado.
Como B\(W \U) = ;, C 6⇢ W \U . Esto es una contradicción, por lo tanto C = {e}.

Proposición 3.84. Si G es compacto y Hausdor↵, G es totalmente disconexo si, y
sólo si, e tiene una base de vecindades abiertas y cerradas.

Demostración. Sea U 2
�
⌃ con cerradura compacta. Supongamos que U 6= {e}.

Como U es disconexo, existen A y B abiertos ajenos tales que A[B = U . Si e 2 A, por
el Lema 3.83, existe algún abierto y cerrado V , que contiene a e, tal que V \(U\A) = ;.
Por lo tanto V ⇢ B ⇢ U .

Por otro lado, si e tiene una base de vecindades abiertas y cerradas para cada
x 2 G, existe A vecindad abierta y cerrada de e, tal que x 62 A. Si U ⇢ G es distinto
de {e}, existe x 2 U \{e}. Entonces existe A abierto y cerrado tal que e 2 A y x 62 A.
Por lo tanto U no es conexo.

Proposición 3.85. Si G es un grupo ACH y totalmente disconexo, para todo H
subgrupo cerrado, G/H es totalmente disconexo.

Demostración. Por la Proposición 3.84, basta demostrar que H 2 G/H tiene una
base de vecindades abiertas y cerradas. Sea U ⇢ G/H una vecindad abierta de H.
Como G es totalmete disconexo existe A, una vecindad de e abierta y cerrada tal que
A ·H�H ⇢ U . La imagen de A en G/H es abierta y cerrada.

Proposición 3.86. Sea G un grupo ACH. Entonces G es totalmente disconexo si, y
sólo si, G⇤ es de torsión.
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Demostración. Sea G totalmente disconexo. Por la Proposición 2.57 sabemos que
la imagen de todo caracter ' de G es topológicamente isomorfa a G

�

ker('). Por lo
tanto, por la Proposición 3.85, la imagen de ' es un subgrupo cerrado y totalmente
disconexo de S1. Entonces el grupo im(') es finito (ver el Corolario 3.18) y el orden
de ' también lo es.

Sea G⇤ de torsión. Entonces todo caracter de G tiene imagen finita. Si C ⇢ G es
un conexo no trivial alrededor de e, existe ' 2 G⇤ tal que C 6⇢ ker(') (ver el Teorema
2.71). Por lo tanto '(C) es un conexo no trivial contenido en la imagen de '. Esto es
una contradicción, por lo tanto C tiene que ser trivial.



Caṕıtulo 4

Grupos reflexivos

Si G es un grupo abeliano de Hausdor↵, es fácil demostrar que !G(g) 2 G⇤⇤.
Entonces dado un grupo abeliano y Hausdor↵, no necesariamente localmente com-
pacto, tiene sentido preguntarse si !G es inyectiva, suprayectva, continua, si es un
isomorfismo topológico, etcétera.

En el art́ıculo “A reflexive admissible topological group must be locally compact”,1

Elena Mart́ın demostró que para un grupo reflexivo G es equivalente que sea ALCH
a que la evaluación G⇤ ⇥ G

ev�! S1 sea continua. Esto muestra que el estudio de los
grupos reflexivos necesita técnicas distintas a las usadas en la dualidad de Pontryagin.

Presentaremos una pequeña extensión de la dualidad de Pontryagin fuera de la ca-
tegoŕıa ALCH. En este caṕıtulo demostraremos que la categoŕıa de grupos reflexivos
es cerrada bajo grupo dual, productos, coproductos y subgrupos abiertos. Mostrare-
mos que esta categoŕıa contiene a los espacios de Banach y a los espacios vectoriales
reflexivos (como espacios vectoriales). También daremos condiciones suficientes para
que un grupo métrico separable sea reflexivo y probaremos que todo grupo métrico
reflexivo es completamente metrizable.

En este caṕıtulo no se pretende abarcar a todos los grupos reflexivos, se busca mos-
trar algunas técnicas, de naturalezas distintas, empleadas para extender la dualidad
de Pontryagin a otras categoŕıas relevantes.

Se abordará también si la estructura algebraica, o aún más, si el tamaño de un
grupo es una obstrucción o no para que éste sea reflexivo de manera no trivial (todo
grupo discreto es reflexivo). En el Teorema 2.19 se demostró que todo grupo abeliano
G de exponente finito tal que c  |G| admite una topoloǵıa de grupo ALCH (reflexi-
vo) no discreta. Saak Gabriyelyan demostró, en el art́ıculo “Reflexive group topologies
on abelian groups”,2 que todo grupo abeliano con exponente infinito admite una to-
poloǵıa no discreta que lo vuelve un grupo reflexivo. Más adelante demostraremos
que todo grupo reflexivo, numerable y con exponente finito es discreto. Aśı sólo que-
dará abierta la pregunta para grupos G de exponente finito tales que @

1

 |G| < c.
Entonces, en la mayoŕıa de los casos, se podŕıa decir que la reflexividad de un grupo

1Elena Mart́ın, “A reflexive admissible topological group must be locally compact”, Proceedings
of the American Mathematical Society vol. 123 núm 11, Providence, 1995, p. 3563-3566.

2Saak Gabriyelyan, “Reflexive group topologies on abelian groups”, Journal of Group Theory
vol. 13, Berĺın, 2010, p. 891-901.
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es un problema topológico.

Proposición 4.1. Si G es reflexivo, G⇤ es reflexivo.

Demostración. Se afirma que las funciones, entre G⇤ y G⇤⇤⇤, !G⇤ y (!G
�1)⇤ son

iguales. En efecto, si ' 2 G⇤ y  2 G⇤⇤,

(!G
�1)⇤

�

'
�

( ) = '
�

!G
�1( )

�

=  (')
= !G⇤

�

'
�

( )

Proposición 4.2. Si G es compactamente generado, como espacio topológico,3, para
todo K ⇢ G⇤ compacto, la aplicación

K ⇥G ! S1

(f, x) 7! f(x)

es continua.

Demostración. Si Y es un subconjunto de un espacio topológico X y Z es cualquier
espacio, la aplicación

Top(X,Z)
◆Y�! Top(Y, Z)

f 7! f |Y
es continua.

Un espacio Hausdor↵ es compactamente generado si, y sólo si, es un cociente de
un espacio localmente compacto,4 entonces existe una identificación L

p�! G con L

localmente compacto. Por el Lema 1.5, K ⇥ L
id⇥p��! K ⇥ G es una identificación.

Como K ⇥ L es localmente compacto, K ⇥G es compactamente generado.
Entonces para demostrar que K ⇥ G

ev�! S1 es continus, basta probar que su
restricción a los compactos de K ⇥ G es continua. Sin pérdida de generalidad, sea
K ⇥ C ⇢ K ⇥G compacto. Se tiene que G⇤ ◆C�! Top(C, S1) es continua. Sea (f, x) 2
K⇥C y sea U una vecindad abierta de f(x) 2 S1. La aplicación Top(C, S1)⇥C

ev�! S1

es continua (ver la Proposición 1.2), entonces existe V ⇢ C, vecindad de x, y W 0 ⇢
Top(C, S1), vecindad de ◆C(f), tales que ev(W 0⇥V ) ⇢ U . Como ◆C es continua existe
W , una vecindad de f 2 G⇤, tal que ◆C(W ) ⇢ W 0. Entonces para toda h 2 W \K y
para toda v 2 V ⇢ C, h(v) = ◆C(h)(v) 2 U . Por lo tanto K ⇥ C

ev�! S1 es continua.

Corolario 4.3. Si G es compactamente generado como espacio topológico y K ⇢ G⇤

es compacto, K es una familia uniformemente continua de funciones.

3Un espacio topológico es compactamente generado si es Hausdor↵ y todo subconjunto cuya
intersección con cada compacto sea cerrada, es cerrado.

4Carlos Prieto, op. cit., p. 224.
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Demostración. Sea U una vecindad de 1 en S1. Como K⇥G
ev�! S1 es continua (ver

la Proposición 4.2), para todo (f, e) 2 K⇥G, existe Vf ⇥Wf vecindad abierta tal que
ev(Vf⇥Wf ) ⇢ U . Existen f

1

, . . . , fn tales queK = V
1

[· · ·[Vn. SeaW = W
1

\· · ·\Wn.
Es claro que ev(K ⇥W ) ⇢ U .

Corolario 4.4. Para todo grupo G compactamente generado, !G es continua.

Demostración. Sea UK una vecindad de 1 2 G⇤⇤. Como K es compacto, K es una
familia uniformemente continua de funciones (ver el Corolario 4.3). Entonces existe
V ⇢ G vecindad de e tal que para toda v 2 V y para toda f 2 K, !G(v)(f) = f(v) 2
U .

4.1. Grupos métricos

Los siguientes resultados, debidos a Maŕıa Jesús Chasco, aparecen en el art́ıculo
“Pontryagin duality for metrizable groups”.5

Proposición 4.5. Todo espacio topológico 1 numerable y Hausdor↵ es un espacio
compactamente generado.

Demostración. Sea X 1 numerable y sea A ⇢ X tal que para todo K ⇢ X compac-
to, A \K es cerrado en K. Si x 2 A existe una sucesión en A, (an)n2N, que converge
a x. Como el conjunto {an}n2N [ {x} es compacto, A\ �{an}n2N [ {x}� es cerado en
{an}n2N [ {x}. Por lo tanto x 2 A.

Teorema 4.6. Si G es un grupo abeliano métrico, G⇤ es un espacio compactamente
generado.

Demostración. Sea C ⇢ G⇤ tal que C \ K es cerrado en G⇤, para todo K ⇢ G⇤

compacto. Sea ' 62 C, demostraremos que existe una vecindad de ' ajena a C. Sin
pérdida de generalidad, supóngase ' = 1.

Como G es metrizable, e 2 G tiene una base de vecindades anidadas {Un}n2N tal
que U

0

= G. Será suficiente definir una familia de subconjuntos finitos de G, {Xn}n2N,
tal que para toda n 2 N, Xn ⇢ Un y

⇤
4

�S
jn Xj

�

\ ⇤
4

Un+1 \ C = ;
Supóngase que existe una familia {Xn}n2N que cumple lo anterior. Llamemos S

a
S

n2N Xn. Como Xn ⇢ Un y cada Xn es finito, S es el conjunto de puntos de
una sucesión que converge a e, por lo tanto, S [ {e} es compacto. Sin pérdida de

generalidad, supóngase que S contiene a e. Sea Vn = ⇤
4

Un
.

Se tiene, para toda n 2 N, que

⇤
4

S \ Vn+1

\ C =

✓

⇤
4

�S
jn Xj

�

◆

\
✓

⇤
4

�S
j>n Xj

�

◆

\ Vn+1

\ C

= ;
5Maŕıa Jesús Chasco, “Pontryagin duality for metrizable groups”, Archiv der Mathematik vol.

70, Basilea, 1998, p. 22-28.
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Como {Un+1

}n2N es una base de vecindades de e 2 G, para cada ' 2 G⇤, existe Um+1

tal que '(Um+1

) ⇢ ⇤
4

. Por lo tanto G⇤ =
S

n2N Vn+1

y K \ ⇤
4

S
= ;. Como ⇤

4

S
es

una vecindad de 1 ajena a K, K es cerrado.
Ahora se probará que existe dicha familia. En la demostración del Lema 3.15 para

mostar que ⇤
4

K tiene cerradura compacta en G⇤ no se utilizó que que G fuera ALCH
o que K fuera compacto, sólo se necesitó que K fuera una vecindad de e 2 G. Por

lo tanto, para toda n, Vn = ⇤
4

Un ⇢ G⇤ es compacto. En la demostración de ese

lema también se probó que ⇤
4

Un
tiene la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa de la

convergencia puntual en G⇤.6 Como C \ V
1

es cerrado en V
1

, existe una vecindad
de 1 en V

1

de la forma ⇤t
{k1,...,kr} \ V

1

tal que C \ V
1

\ ⇤t
{k1,...,kr} = ;. Def́ınase

X
0

=
St

i=1

{k
1

i, . . . , kr
i}. Por el Lema 3.13,

C \ V
1

\ �⇤
4

X0
� ⇢ C \ V

1

\ �⇤
1

X0
�

⇢ C \ V
1

\
⇣

⇤t
{k1,...,kr}

⌘

= ;

Supóngase que se han definido los conjuntos X
0

, . . . , Xn�1

. El conjunto ⇤
4

{x}
es ce-

rrado en G⇤. Pues si '(x) 62 ⇤
4

, existe B vecindad abierta de '(x) tal que B\⇤
4

= ;.
Por lo tanto B{x} \ ⇤

4

{x}
= ;. Por la misma razón ⇤

4

S
j<n Xj es cerrado en G⇤. Para

x 2 Un, definamos el cerrado de Vn+1

,

Fx = ⇤
4

S
j<n Xj \ ⇤

4

{x} \ Vn+1

\ C

Por hipótesis,
\

x2Un

Fx ⇢ ⇤
4

S
j<n Xj \ ⇤

4

Un \ C = ;

Como para toda x 2 Un, Fx ⇢ Vn+1

es cerrado, existen x
1

, . . . , xt 2 Un tales que
\

1it

Fxi
= ;

Definamos Xn = {x
1

, . . . , xt}. Entonces

⇤
4

�S
jn Xj

�

\ Vn+1

\ C = ⇤
4

�

(

S
j<n Xj)[Xn

�

\ Vn+1

\ C

= ⇤
4

�S
j<n Xj

�

\ ⇤
4

Xn \ Vn+1

\ C
⇢ T

1it Fxi

= ;
Por lo tanto la familia {Xn}n2N cumple lo que se queŕıa.

Teorema 4.7. Si G es un grupo abeliano métrico y H es un subgrupo denso de G,

G⇤ i⇤�! H⇤ es un isomorfismo topológico.

6Esta topoloǵıa tiene como subbase a los conjuntos de la forma UF , donde U es un abierto de S1
y F es un subconjunto finito de G.
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Demostración. La métrica de G se puede suponer invariante bajo traslaciones.7 Si
i⇤(') = ' � i = 1,

'(G) = '(H) ⇢ '(H) = {1}
Entonces i⇤ es inyectiva.

Sean ' 2 H⇤ y ✏ > 0. Existe � > 0 tal que si d(e, x) < �, d(1,'(x)) < ✏. Si

d(x, y) = d(x · y�1, e) < �

entonces
d('(x · y�1), 1) = d('(x),'(y)) < ✏

Se demostró que todo ' 2 H⇤ es uniformemente continuo en el sentido métrico. Por

lo tanto todo ' 2 H⇤ tiene una extensión continua G
'̃�! S1.8 Es fácil demostrar que '̃

tiene que ser un homomorfismo. Entonces i⇤('̃) = ' e i⇤ es un isomorfismo continuo.
Sea L ⇢ H⇤ compacto. Por el Corolario 4.3, L es una familia uniformemente

continua de funciones. Por lo tanto existe U ⇢ G abierto tal que

L ⇢ ⇤
4

U\H ⇢ H⇤

Sea W ⇢ U una vecindad abierta de e 2 G tal que W ·W ⇢ U . Como H es denso en
G, para toda x 2 W existe una sucesión (hn)n2N en H que converge a x. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que (hn)n2N está contenida en x ·W ⇢ U . Entonces
W ⇢ U \H ⇢ G y por lo tanto,

(i⇤)�1(L) ⇢ (i⇤)�1

�

⇤
4

U\H�

⇢ ⇤
4

U\H

⇢ ⇤
4

W

⇢ G⇤

En la demostración del teorema anterior observamos que ⇤
4

W
es compacto en G⇤.

Como (i⇤)�1(L) es cerrado, es compacto. Entonces, para todo C ⇢ H⇤ cerrado y para
todo K ⇢ G⇤ compacto,

(i⇤)�1(C) \K = (i⇤)�1

�

C \ i⇤(K)
�

es compacto (cerrado). Por lo tanto (i⇤)�1(C) es cerrado.
Si C ⇢ G⇤ es cerrado, para todo L ⇢ H⇤ compacto,

i⇤(C) \ L = i⇤
�

C \ (i⇤)�1(L)
�

es compacto (cerrado). Por lo tanto i⇤(C) es cerrado. Entonces i⇤ es un isomorfismo
topológico.

Corolario 4.8. Q no es reflexivo.

7Mikhail Tkacheko, et. al., op. cit., p. 100.
8James Dugundji, op. cit., p. 302.



90 CAPÍTULO 4. GRUPOS REFLEXIVOS

Demostración. Por el Teorema 4.7, R⇤ y Q⇤ son topológicamente isomorfos, y por
lo tanto R⇤⇤ y Q⇤⇤ también lo son. Como R es reflexivo Q no puede serlo.

No todo subrupo de un grupo reflexivo es reflexivo. De hecho no todo subgrupo ce-
rrado de un grupo reflexivo es reflexivo. Horst Leptin demostró que no todo subgrupo
cerrado de un producto no numerable de grupos ALCH9 es reflexivo.10

Definición 4.9. Una sucesión (hn)n2N en un grupo H es de G-Cauchy si para cada
U 2 ⌃ existe n 2 N tal que para todas r, s > n, hr ·hs

�1 2 U . Un grupo es G-completo
si toda sucesión de G-Cauchy es convergente.

Proposición 4.10. Si G es un espacio compactamente generado, G⇤ es G-completo.

Demostración. Sea ('n)n2N una sucesión de G-Cauchy en G⇤. Para cada K ⇢ G
compacto y para cada U abierto de S1 alrededor de 1 existe n 2 N tal que para
todos r, s > n, 'r · 's

�1 2 UK . Por lo tanto, para toda k 2 K, 'r(k) · 's(k)�1 2 U .
Entonces ('n)n2N converge uniformemente en compactos. Llamemos ' a la función a
la que converge (puntualmente) ('n)n2N. La sucesión ('n)n2N converge uniformemente
en compactos, por lo tanto '|K es continua, para todo K ⇢ G compacto. Como G es
un espacio compactamente generado, ' es continua. Es inmediato que ' 2 G⇤. Por
la Proposición 1.10, ('n)n2N converge a ' en G⇤.

Teorema 4.11. Si G es un grupo métrico reflexivo, G es completamente metrizable.

Demostración. Por el Teorema 4.6 y la Proposición 4.10, si G es métrico, entonces
G⇤⇤ es G-completo. Como la propiedad de ser G-completo es invariante bajo isomor-
fismos topológicos, si G es reflexivo, G es G-completo. Toda sucesión de Cauchy en un
grupo con una métrica invariante es de G-Cauchy, por lo tanto G es completamente
metrizable.

Proposición 4.12. Si X es un espacio métrico completo, la intersección de una
familia numerable de abiertos densos es densa.

Demostración. Sea {Dn}n2N+ una familia de subconjuntos abiertos y densos de X
y sea A ⇢ X un abierto. Definamos B

0

= G. Sea x
1

2 D
1

\ A. Existe una bola de
radio menor a 1 con centro en x

1

, B
1

, tal que B
1

⇢ D
1

\ A. Supóngase se tienen
definidos x

1

, . . . , xn, con xi 2 Di\A y tales que existe, para cada i, una bola de radio
menor a 1/i con centro en xi, Bi, tal que Bi ⇢ Bi�1

\Di+1

Tomemos xn+1

un punto
en Bn \Dn+1

. Existe Bn+1

una bola de radio menor a 1

n+1

y con centro en xn+1

tal

que Bn+1

⇢ Bn \Dn+1

.
Por construcción, la sucesión {xn+1

}n2N es de Cauchy, por lo tanto converge a
algún x 2 X. Obsérvese que x 2 Bn+1

para toda n 2 N. Como Bn+1

⇢ Dn+1

y
Bn+1

⇢ B
1

\ A,

x 2
 

\

n2N

Dn+1

!

\ A

9En el Teorema 4.42 se demostrará que el producto de grupos reflexivos es reflexivo.
10Horst Leptin, “Zur Dualitätstheorie projektiver Limites abelscher Gruppen”, Abhandlungen aus

dem Mathematischen Seminar der Universitat Hamburg vol. 19, Hamburgo, 1955, p. 264-268.



4.2. GRUPOS NUMERABLES 91

Corolario 4.13. Si X es un espacio métrico completo y X =
S

n2N Cn, con cada Cn

un subconjunto cerrado, entonces algún Ci tiene interior no vaćıo.

Demostración. La demostración es idéntica a la del Corolario 2.55.

Teorema 4.14. Sea G es un grupo abeliano métrico completo y separable. Si !G es
una biyección, G es reflexivo.

Demostración. Para todo grupo métrico G, !G es continua (ver la Proposición 4.2).
Mostraremos que !G es abierta. Del Teorema 4.6 y del Teorema 4.10 obtenemos que
G⇤⇤ es un espacio métrico completo. Todo homomorfismo continuo y suprayectivo
entre dos grupos métricos completos, con dominio separable, es abierto.11

4.2. Grupos numerables

En el art́ıculo “On reflexive group topologies on abelian groups of finite expo-
nent”,12 Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan probaron que todo grupo reflexivo
numerable con exponente finito es discreto. En esta sección expondremos su demos-
tración.

Observación 4.15. Dado G un grupo con suficientes caracteres13 se puede definir el
monomorfismo continuo,

G
��! Q

'2G⇤ S1

g 7�! ('(g))'2G⇤

Sea GB, G con la topoloǵıa que induce �. Entonces GB es topológicamente iso-
morfo a �(G). Por lo tanto B es una topoloǵıa de grupo y de Hausdor↵. La topoloǵıa
B está contenida en todas lastopoloǵıas que hacen continuos a los caracteres de G.

Proposición 4.16. La asignación G 7! GB es un funtor contravariante de la ca-
tegoŕıa de grupos con suficientes caracteres a la categoŕıa de grupos abelianos de
Hausdor↵.

Demostración. Sea G
f�! H un homomorfismo continuo. Se afirma que GB f�! HB

es continua. Sea  2 H⇤ y sea HB
⇡H
 ��! S1 la restricción de la proyección

Y

'2H⇤

S1

⇡H
 ��! S1

Entonces

GB
⇡H
 �f���! S1

g 7!  (f(g))

11Taqdir Husain, Introduction to topological groups, Filadelfia, W. B. Saunders Company, 1966, p.
99.

12Lydia Aussenhofer y Saak Gabriyelyan, op. cit.
13Para cada g 2 G \ {e} existe un caracter ' tal que '(g) 6= 1.



92 CAPÍTULO 4. GRUPOS REFLEXIVOS

Como  � f 2 G⇤, si GB
⇡G
 �f��! S1 es la proyección correspondiente a  � f , se tiene

que ⇡G
 �f (g) =  � f(g). Por lo tanto GB

⇡H
 �f���! S1 es continua, para toda  2 H⇤.

Entonces GB f�! HB es continua. Es claro que IdBG = IdGB y que fB � hB = (f � h)B.

Definición 4.17. Diremos que G respeta la compacidad si tiene suficientes caracteres
y los compactos de G son los mismos que los compactos de GB.

Proposición 4.18. Si G tiene suficientes caracteres, G
Id�! GB es un homomorfismo

continuo y su homomorfismo dual GB⇤ Id⇤��! G⇤ es un isomorfismo. Si además G
respeta la compacidad, Id⇤ es un isomorfismo topológico.

Demostración. Es claro que todo abierto de GB es abierto de G, por lo tanto Id⇤

es continua. Es claro que Id⇤ es inyectiva. Si ' 2 G⇤, ⇡'(g) = '(g). Como GB ⇡'�! S1

es continua, ' 2 GB⇤, y por lo tanto, Id⇤(') = '. Entonces Id⇤ es un isomorfismo.
Supóngase ahora que G respeta la compacidad, demostraremos que Id⇤ es abierta.

Si UK es una vecindad de 1 2 GB⇤, K es compacto en G. Por lo tanto Id⇤(UK) = UK

es una vecindad abierta de 1 2 G⇤⇤.

El siguiente resultado aparece en el art́ıculo “Abelian groups wich satisfy Pontrya-
gin duality need not respect compactness”de Dieter Remus y Javier Trigos.14

Proposición 4.19. Si {G↵}↵2A es una familia de grupos que respetan la compacidad,
Q

↵2A G↵ respeta la compacidad.

Demostración. Llamemos G al producto
Q

↵2A G↵. Todo compacto en G es com-
pacto en GB. Supóngase que K es un compacto en GB. Para toda ↵ 2 A,

⇡↵(K) = (⇡↵)
B(K) ⇢ (G↵)

B

es compacto. Como cada G↵ respeta la compacidad, ⇡↵(K) es compacto en G↵. Como
todo cerrado de GB es cerrado en G, K es un cerrado de G contenido en

Q

↵2A ⇡↵(K).
Por lo tanto K es compacto en G.

Proposición 4.20. Si G respeta la compacidad, todo subgrupo H respeta la compa-
cidad.

Demostración. Sea K un compacto en HB. Si i es la inclusión K ,! H, iB(K) = K
es compacto en GB. Como G respeta la compacidad K es compacto en G. Por lo tanto
K es compacto en H.

Observación 4.21. Irving Glicksberg demostró, en el art́ıculo “Uniform boundedness
for groups”,15 que todo grupo ALCH respeta la compacidad.

14Dieter Remus y Javier Trigos, “Abelian groups wich satisfy Pontryagin duality need not respect
compactness”, Proceedings of the American Mathematical Society vol. 117 núm. 4, Providence, 1993,
p. 1195-1200.

15Irving Glicksberg, “Uniform boundedness for groups”, Canadian Journal of Mathematics vol.
14, Ottawa, 1962, p. 269-276.
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Proposición 4.22. Si G es reflexivo y de exponente finito, e 2 G tiene una base de
vecindades formada por subgrupos abiertos.

Demostración. Si m es el exponente de G, haciendo un abuso de notacion, se afirma
que toda vecindad de la forma ⇤n

K , con n > m, es un subgrupo de G. Si ' 2 ⇤n
K ,

para toda k 2 K y para toda s = 1, . . . , n, '(ks) = 's(k) 2 ⇤
1

. Entonces para toda
k 2 K, ' manda el generado de k en ⇤

1

. Por lo tanto ⇤n
K = {' | '(K) = 1} es un

subgrupo de G.

Proposición 4.23. Si G es Hausdor↵ y tiene una base de vecindades formada por
subgrupos, G se puede encajar en un producto de grupos discretos.

Demostración. Sea B = {B�}�2⇤ la base de vecindades formada por subgrupos
abiertos. Definamos el homomorfismo continuo

G
�7�! Q

�2⇤G/B�

g 7�! (g · B�)�2⇤

Como
T

�2⇤B� = {e}, � es inyectiva. Demostraremos que es abierta restringida a su
imagen. Para cada �,

�(B�) = �(G) \
 

{B�}⇥
Y

� 6=�

G/B�

!

Como G/B� es discreto, �(B�) es abierto en �(G).

Corolario 4.24. Todo grupo reflexivo con exponente finito respeta la compacidad.

Corolario 4.25. Si G es reflexivo y tiene exponente finito, G⇤ respeta la compacidad.

Demostración. Si G es reflexivo y tiene exponente finito, G⇤ también lo es.

Teorema 4.26. Si G es reflexivo, numerable y tiene exponente finito, G es discreto.

Demostración. G⇤B es topológicamente isomorfo a un subgrupo de
Q

 2G⇤⇤ S1

 

. Si

G es numerable,
Q

 2G⇤⇤ S1

 

es 1 numerable. Por lo tanto G⇤B es metrizable y se

tiene que G⇤B⇤ y (G⇤B)
⇤
son isomorfos topológicamente (ver el Teorema 4.7). Como

G⇤B es ACH, G⇤B⇤ es discreto. Por el Corolario 4.25 G⇤ respeta la compacidad, por
lo tanto G⇤⇤ es isomorfo topológicamente a G⇤B⇤ (ver la Proposición 4.18).

4.3. Subgrupos abiertos

En esta sección demostraremos que un subgrupo abierto A de G es reflexivo si, y
sólo si, G es reflexivo. Seguiremos la demostración que dan Wojciech Banaszczyk et.
al., en el art́ıculo “Open subgroups and Pontryagin duality”.16

16Wojciech Banaszczyk, et. al., “Open subgroups and Pontryagin duality”, Mathematische Zeits-
chrift vol. 215, Berĺın, 1994, p. 195-204.
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Proposición 4.27. Si G y H son grupos de Hausdor↵ y G
'�! H es un homomorfismo

continuo y abierto con núcleo compacto, entonces para todo K ⇢ H compacto, '�1(K)
es compacto.

Demostración. Primero demostraremos que si una red enH, de la forma {'(g�)}�2⇤,
tiene un punto de acumulación en H, entonces {g�}�2⇤ tiene un punto de acumulación
en G. Como '(G) es un subgrupo abierto de H, es cerrado. Entonces todo punto de
acumulación de la red {'(g�)}�2⇤ está en la imágen de '. Por lo tanto, sin pérdida de
generalidad, supóngase que e 2 H es un punto de acumulación de la red {'(g�)}�2⇤.
Buscamos un punto de acumulación de la sucesión {g�}�2⇤ en el núcleo de '.

Supóngase que dicho punto no existe. Por lo tanto para cada k 2 ker(') existen
�k 2 ⇤ y una vecindad abierta Uk de k tales que g� 62 Uk, para toda � > �k. Como
ker(') es compacto, existen k

1

, . . . , kn 2 ker(') tales que

ker(') ⇢ U
1

[ · · · [ Un = U

Entonces, para toda � > máx{�
1

, . . . ,�n}, g� 62 U . Sea V una vecindad abierta de
e 2 G tal que

ker(') · V = '�1('(V )) ⇢ U

Como '(V ) es una vecindad de e 2 H, y como para toda � > máx{�
1

, . . . ,�n},
'(g�) 62 '(V ), e 2 H no puede ser punto de acumulación de {'(g�)}�2⇤, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto la red {g�}�2⇤ tiene un punto de acumulación.

Si L ⇢ H es compacto, para toda red {g�)}�2⇤ en '�1(L), la red {'(g�)}�2⇤ tiene
un punto de acumulación en L. Por lo dicho anteriormente, la red {g�}�2⇤ tiene un
punto de acumulación x en G. Como '�1(L) es cerrado, x 2 '�1(L). Demostramos
que '�1(L) es compacto.

Proposición 4.28. Si G es un grupo de Hausdor↵ y A es un subgrupo abierto, la

función inducida por i, la inclusión de A en G, G⇤ i⇤�! A⇤, es suprayectiva y abierta.

Demostración. Como S1 es divisible, todo caracter de A se puede extender a un
homomorfismo de G en S1. Dicha extensión restringida a A es continua, y por lo tanto
es continua en todo G. Aśı, i⇤ es suprayectiva.

Llamemos ⇡ al morfismo G
⇡�! G/A. Sea ⇤m

K una vecindad de 1 2 G⇤. Como
G/A es discreto y ⇡(K) es compacto, ⇡(K) es finito. El grupo generado por ⇡(K),
debido al Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente Generados, es
un producto de grupos ćıclicos Ci, con i = 1, . . . , n. Sea gi 2 G tal que ⇡(gi) genera
a Ci. Llamemos I al subconjunto de {1, . . . , n} tal que i 2 I si, y sólo si, Ci es finito.

Definamos

Q = {g
1

z1 · · · · · gnzn | zj 2 Z, y para toda i 2 I, 0  zi < |Ci|}

Para todo k 2 K, ⇡(k) = ⇡(q), para algún q 2 Q. Como K es compacto, existen
q
1

, . . . , ql 2 Q tales que
K ⇢ q

1

· A [ · · · [ ql · A
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Si k = qi · a, a 2 (q�1

i ·K) \ A. Entonces

L =
�

q�1

1

·K [ · · · [ q�1

l ·K� \ A

es compacto y K ⇢ Q · L. Sea si = |Ci|. Demostraremos que

⇤m·2n+1
(L[{gisi |i2I}) ⇢ i⇤

�

⇤m
K
� ⇢ A⇤

Sea ' 2 ⇤m·2n+1
(L[{gisi |i2I}). Se afirma que la asignación

A · < Q >
'̃�! S1

a ·Qn
j=1

g
zj
j 7�! '(a) ·Qi2I '(g

si
i )

zi
si

es un homomorfismo. Para demostrar que está bien definido es suficiente mostrar que

si a =
Qn

j=1

g
zj
j , entonces '(a) =

Q

i2I '(g
si
i )

zi
si . Si a =

Qn
j=1

g
zj
j ,

⇡

 

n
Y

j=1

g
zj
j

!

=
n
Y

j=1

⇡(gj)
zj = e

Entonces, para toda j 62 I, zj = 0, y para toda i 2 I, si · ri = zi, para alguna ri 2 Z .
Por lo tanto,

'(a) = '
�

Q

i2I (g
si
i )

ri
�

=
Q

i2I '((g
si
i ))

ri

=
Q

i2I '((g
si
i ))

zi
si

Hemos demostrado que '̃ está bien definido. Claramente '̃ es un homomorfismo.
Como '̃ es continuo en A, es continuo en A · < Q >. El homomorfismo '̃ se puede
extender a un caracter de G, ', pues A · < Q > es un subgrupo abierto de G. Entonces
i⇤(') = '. Por último obsérvese que '(K) = '̃(K) ⇢ ⇤m, pues K ⇢ Q · L.
Corolario 4.29. Si G es Hausdor↵ y A es un subgrupo abierto de G, para todo
K ⇢ A⇤ compacto, (i⇤)�1(K) ⇢ G⇤ es compacto.

Demostración. Es una consecuencia de la Proposición 4.27 y de la Proposición 4.28.

Teorema 4.30. Si A es un subgrupo abierto de G, A es reflexivo si, y sólo si, G es
reflexivo.

Demostración. En cualquier caso, G se está suponiendo Hausdor↵. Se tiene el dia-
grama conmutativo

A G G/A

A⇤⇤ G⇤⇤ (G/A)⇤⇤

!A

i

!G

⇡

!G/A

i⇤⇤ ⇡⇤⇤
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Los renglones del diagrama están formados por homomorfismos continuos. Como todo
grupo abeliano discreto es reflexivo, la columna de la derecha es un isomorfismo
topológico.

Como ⇡⇤⇤ � i⇤⇤ = (⇡ � i)⇤⇤ = 1, la imagen de i⇤⇤ está contenida en el núcleo de ⇡⇤⇤.
Si  2 ker(⇡⇤⇤),  �⇡⇤ = 1, entonces ker(i⇤) = im(⇡⇤) ⇢ ker( ). Por la Proposición

4.28, G⇤ i⇤�! A⇤ es un cociente, entonces existe  ̃ 2 A⇤⇤ tal que i⇤⇤( ̃) =  ̃ � i⇤ =  .
Demostramos que el renglón de abajo es exacto.

Como i⇤ es suprayectiva, i⇤⇤ es inyectiva. Sea ⇤n
K un abierto alrededor de 1 2 A⇤⇤.

Se tiene que
⇤n

(i⇤)�1
(K) \ im(i⇤⇤) ⇢ i⇤⇤

�

⇤n
K
�

Pues si  = � � i⇤ 2 ⇤n
(i⇤)�1

(K) \ im(i⇤⇤), como i⇤ es suprayectiva,

�(K) = �
⇣

i⇤
�

(i⇤)�1(K)
�

⌘

= � � i⇤�(i⇤)�1(K)
�

⇢ ⇤n

Demostramos que i⇤⇤ es un homeomorfismo en su imagen. Como (G/A)⇤⇤ es discreto,
im(i⇤⇤) = ker(⇡⇤⇤) es un abierto de G⇤⇤. Por lo tanto i⇤⇤ es una función abierta.

Si A es reflexivo, !G tiene que ser un isomorfismo. Si !G(g) = 1, ⇡(g) = e, pues
!G/A es inyectiva. Entonces g 2 A y !G(g) = i⇤⇤(!A(g)) = 1. Por lo tanto g = e. Y
si tomamos  2 G⇤⇤, existe g 2 G tal que  �1 · !G(g) 2 im(i⇤⇤). Por lo tanto existe
a 2 A tal que !G(a) =  �1 · !G(g). Demostramos que !G es suprayectiva.

Si A es reflexivo, !G es continuo, pues es un homomorfismo que restringido a
A es continuo. Si restrigimos a i y a i⇤⇤ a sus imágenes estos son homeomorfismos.
Entonces, haciendo un abuso de notación, la función

i�1 � !G
�1 � (i⇤⇤)�1 = !A

�1

es continua. Entonces !G
�1 es un homomorfismo que restringido a una vecindad

abierta de 1 es continuo. Se mostró que G es reflexivo.
Si G es reflexivo, haciendo un abuso de notación,

!A = i � !G � (i⇤⇤)�1

Entonces !A es una composición de isomorfismos topológicos. Por lo tanto A es re-
flexivo.

4.4. Productos y sumas

Los siguientes resultados, debidos a Samuel Kaplan y que aparecen en el art́ıculo
“Extensions of the Pontrjagin duality I: infinite products”,17 permitirán demostrar que
un producto de grupos reflexivos es reflexivo. Históricamente aśı se obtuvo la primer

17Samuel Kaplan, “Extensions of the Pontrjagin duality I: infinite products”, Duke Mathematical
Journal vol 15, Durham, 1948, p. 649-658.



4.4. PRODUCTOS Y SUMAS 97

familia de grupos reflexivos que no son localmente compactos: productos infinitos de
grupos ALCH no compactos. Demostraremos que en la suma directa de grupos se
puede definir una topoloǵıa de grupo, que además pone en dualidad a los productos
y las sumas directas de grupos reflexivos. Utilizaremos la notación aditiva.

Proposición 4.31. Si {G↵}↵2A es una familia de grupos topológicos, existe un iso-

morfismo de grupos entre
⇣

Q

↵G↵

⌘⇤
y
L

↵G↵
⇤.

Demostración. Dada ' 2
⇣

Q

↵2A G↵

⌘⇤
, existe una vecindad de (e↵)↵2A,

W = B
1

⇥ · · ·Bn ⇥
Y

↵6=1,...,n

G↵

tal que '(W ) ⇢ ⇤
1

. Si i↵ es la inclusión de G↵ en el producto, para toda ↵ 6= 1, . . . , n,
' � i↵ = 1 (ver el Lema 3.8). Es fácil demostrar que la asignación ' 7! (' � i↵)↵2A es
el isomorfismo buscado.

Samuel Kaplan definió una topoloǵıa de grupo en la suma directa de manera que
productos y sumas directas son objetos en dualidad.

Definición 4.32. Dada U ⇢ G en ⌃, sea

1/2U = {g 2 U | 2g 2 U}

y sea

1/2n+1U = 1/2 (1/2nU)

Para g 2 U , definamos

g/U = ı́nf {1/2n | g 2 1/2nU}

Si U 2 ⌃ es claro que 1/2nU 2 ⌃.

Definición 4.33. Diremos que U , un subconjunto de
L

↵G↵, es una vecindad abierta
de (e↵)↵2A en la topoloǵıa ⇤ si, y sólo śı,

U = U(U↵) =

(

(g↵)↵2A 2
M

↵

U↵ |
X

↵

g↵/U↵ < 1

)

con cada U↵ una vecindad abierta y simétrica de e en G↵. La topoloǵıa ⇤ será el
conjunto de trasladados de estos conjuntos.

Teorema 4.34. La topoloǵıa * en
L

↵G↵ es de grupo. Si además cada G↵ es Haus-
dor↵, la toploǵıa * es de Hausdor↵.
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Demostración. Claramente (e↵)↵2A 2 U , para toda U 2 ⌃. Probaremos que ⌃
cumple los incisos de la Proposición 3.2.
a) Si U, V 2 ⌃,

U(U↵ \ V↵) ⇢ U \ V

pues si (g↵)↵2A 2 U(U↵ \ V↵),

X

↵

g↵/U↵ 
X

↵

g↵/(U↵ \ V↵) < 1

ya que, para toda ↵, g↵/U↵  g↵/(U↵ \ V↵). De igual manera,
P

↵ g↵/V↵ < 1.
b) Sea U = U(U↵) 2 ⌃. Para toda ↵ existe V↵, vecindad abierta y simétrica de e↵, tal
que V↵+ V↵ ⇢ 1/2U↵. Se afirma que V = V (V↵) es la vecindad buscada. Para toda ↵
y para todas g↵, h↵ 2 V↵, como V↵ + V↵ ⇢ 1/2U↵,

(g↵ � h↵)/(1/2U↵)  máx{g↵/V↵, h↵/V↵}

Separemos el conjunto A en los conjuntos � y ⇤, de manera que, para toda � 2 �,
g�/V� � h�/V�, y para toda � 2 ⇤, h�/V� > g�/V�. Entonces,

(g� � h�)/(1/2U�)  g�/V� y (g� � h�)/(1/2U�)  h�/V�

Por lo tanto
P

↵(g↵ � h↵)/(1/2U↵) =
P

�(g� � h�)/(1/2U�) +
P

�(g� � h�)/(1/2U�)
 P

� h�/V� +
P

� g�/V�
< 1 + 1

Es decir,
X

↵

(g↵ � h↵)/U↵  1

2

X

↵

(g↵ � h↵)/(1/2U↵) < 1

Entonces (g↵ � h↵)↵2A 2 U(U↵) y V (V↵)� V (V↵) ⇢ U .
c) Se cumple en todo grupo abeliano.
d) Sea (g↵)↵2A 2 U = U(U↵). Sean ↵

1

, . . . ,↵n los ı́ndices tales que g↵i
6= e. Sean

m 2 N y c > 0 tales que
1

2m
+ c < 1�

X

↵

g↵/U↵

Definamos para toda ↵ 6= ↵
1

, . . . ,↵n, V↵ = 1/2mU↵. Supóngase que ↵
1

, . . . ,↵n están
ordenados de manera que, para cada ↵

1

, . . . ,↵s, gi/Ui 6= 0, y para cada ↵s+1

, . . . ,↵n,
gi/Ui = 0. Si i = 1, . . . , s, gi 2 (gi/Ui)Ui, entonces existe Vi tal que

gi + Vi ⇢ (gi/Ui)Ui

Si i = s+1, . . . , n, sea mi tal que 1/2mi < c/(n� s) y tal que gi 2 1/2miUi. Entonces
sea Vi una vecindad simétrica del neutro tal que gi + Vi ⇢ 1/2miUi. Se afirma que

(g↵)↵2A + V (V↵) ⇢ U(U↵)
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Si (v↵)↵2A 2 V (V↵),
P

↵(g↵ + v↵)/U↵ = (g
1

+ v
1

)/U
1

+ · · ·+ (gn + vn)/Un +
P

↵6=1,...,n v↵/U↵
 g

1

/U
1

+ · · ·+ gs/Us+
(gs+1

+ vs+1

)/Us+1

+ · · ·+ (gn + vn)/Un +
P

↵6=1,...,n v↵/U↵
 g

1

/U
1

+ · · ·+ gs/Us + c+
P

↵6=1,...,n v↵/U↵
= g

1

/U
1

+ · · ·+ gs/Us + c+
P

↵6=1,...,n
1

2

m (v↵/V↵)
 g

1

/U
1

+ · · ·+ gs/Us + c+ 1

2

m

P

↵ v↵/V↵
< 1

Por lo tanto (g↵)↵2A + V (V↵) ⇢ U(U↵). Entonces
L

↵G↵, con la topoloǵıa *, es un
grupo topológico.

Supóngase cada G↵ de Hausdor↵. Si (g↵)↵2A 6= (e↵)↵2A, existe g
0

tal que g
0

6= e
0

.
Sea U

0

una vecindad de e
0

que no contiene a g
0

. Definamos para toda ↵ 6= 0, U↵ = G↵.
Entonces U(U↵) es una vecindad de (e↵)↵2A que no contiene a (g↵)↵2A.

Proposición 4.35. Si a la suma directa se le da la topoloǵıa *, las inclusiones son
continuas.

Demostración. Sea G↵
◆↵�! L

↵G↵ una incusión y sea U(U↵) una vecindad de
(e↵)↵2A. Existe V ⇢ G↵ una vecindad del neutro tal que V + V ⇢ U↵. Para to-
do v 2 V , ◆↵(v) = (g↵)↵2A 2 U(U↵), pues

X

↵

g↵/U↵ = v/U↵  1/2

Observación 4.36. Para una familia arbitraria de grupos abelianos la topoloǵıa *,
definida en la suma directa por Samuel Kaplan no es, en general, la topoloǵıa de
coproducto en la categoŕıa de grupos topológicos abelianos. Para ver la definición de
la topoloǵıa de coproducto, su comparación con la topoloǵıa * y con otras topoloǵıas
definidas de manera natural en la suma directa, aśı como ejemplos en donde estas to-
poloǵıas son distintas, véase el art́ıculo de Philip Higgins, “Coproducts of topological
abelian groups”.18

Lema 4.37. Si W es una vecindad abierta, simétrica y conexa de 1S1, contenida en
⇤

1

, para todo abierto V ⇢ G⇤, existe K ⇢ G compacto tal que WK ⇢ V .

Demostración. Existe UL ⇢ V , con U 2 ⌃ abierta. Sea ⇤m tal que ⇤m ⇢ U\1/2W .
Existe n, el primer natural tal que

1/2W ⇢ n⇤m ⇢ W

Utilizando la idea en la demostración del Lema 3.13, uno se puede convencer que

W 2nL = (1/2W )nL

⇢ (n⇤m)nL

= ⇤m
L

18Philip Higgins, “Coproducts of topological abelian groups”, Journal of Algebra vol. 44, Nueva
York, 1977, p. 152-157.
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Lema 4.38. Si V = UK, con U ⇢ ⇤
1

, para todo ' 2 V ,

'(K) ⇢ ('/V )U y '(K) 6⇢ 1/2('/V )U

Demostración. Es inmediato de las definiciones.

Teorema 4.39. Si cada G↵ es Hausdor↵ y a la suma directa le damos la topoloǵıa
*, el homomorfismo

(
Q

↵G↵)
⇤  ��! L

↵G↵
⇤

' 7�! (' � ◆↵)↵2A
definido en la Proposición 4.31, es un homeomorfismo.

Demostración. Como el codominio y dominio de  son grupos topológicos (ver la
Proposición 3.3 y el Teorema 4.34), demostraremos que  es continua alrededor de 1
y que  �1 es continua alrededor de (1↵)↵2A.

Sea U = U(U↵) una vecindad de (1↵)↵2A. Cada U↵ tiene contenida una vecindad
de 1↵ de la forma W↵ = V K↵ , con K simétrico y tal que contiene a e↵ y con V ⇢ ⇤

1

abierto, conexo y simétrico (ver el Lema 4.37). Obsérvese que cada W↵ es simétrico.
Se tiene que

(1↵)↵2A 2 W (W↵) ⇢ U(U↵)

y se afirma que
 
�

(1/2V )
Q
↵K↵

� ⇢ W (W↵)

Si ' 2 (1/2V )
Q
↵K↵ y

 (') = ('↵)↵2A 62 W (W↵)

o algún '↵ 62 W↵, o
P

↵ '↵/W↵ � 1. Si lo primero es el caso, existe k 2 K↵ tal
que '↵(k) 62 V . Llamemos (k) al elemento de

Q

↵G↵ tal que su ↵-ésima entrada es
igual a k y el resto iguales al neutro. Entonces '((k)) = '↵(k) 62 V , lo cual es una
contradicción.

Si
P

↵ '↵/W↵ � 1, existen '
1

, . . . ,'n tales que

1  '
1

/W
1

+ · · ·+ 'n/Wn < 2

Por el Lema 4.38, para cada i existe ki 2 Ki tal que

'i(ki) 2 ('i/Wi)V y 'i(ki) 62 1/2('i/Wi)V

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 'i(ki) tiene argumento positivo. Sea
(g↵)↵2A 2Q↵G↵ el elemento tal que cada i-ésima entrada es igual a ki y el resto son
iguales al neutro. Se afirma que

'((g↵)↵2A) = '
1

(k
1

) · · · · · 'n(kn) 62 1/2V

lo cual seŕıa una contradicción. Si llamamos r(V ) al supremo de los argumentos de
elementos de V , como consecuencia del Lema 4.38, para toda i,

1/2('i/Wi)r(V )  arg('i(ki)) < ('i/Wi)r(V )
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Entonces
1/2r(V )  1/2

�

'
1

/W
1

+ · · ·+ 'n/Wn

�

r(V )
 arg

�

'
1

(k
1

) · · · · · 'n(kn)
�

<
�

'
1

/W
1

+ · · ·+ 'n/Wn

�

r(V )
< 2r(V )
< 2/3

Por lo tanto '
1

(k
1

) · · · · ·'n(kn) 62 1/2V , lo cual es una contradicción. Hemos demos-
trado que la función  es continua.

Ahora mostraremos que  �1 es continua. Sea V K una vecindad de 1 2 (
Q

↵G↵)
⇤,

con V ⇢ ⇤
1

simétrica y conexa. Como K está contenido en el producto de sus
proyecciones en cada G↵, sin pérdida de generalidad, podemos suponer K de la forma
Q

↵K↵. Para cada ↵ definamos W↵ = V K↵ . Se afirma que

 �1

�

W (W↵)
� ⇢ V K

Si ('↵)↵2A 2 W (W↵),
X

↵

'↵/W↵ < 1

Por el Lema 4.38,

'↵(K↵) ⇢ ('↵/W↵)V

Entonces si '
1

, . . . ,'n son las entradas distintas del neutro, para toda (k↵)↵2A en
Q

↵K↵,

 �1

�

('↵)↵2A
�

((k↵)↵2A) = '
1

(k
1

) · · · · · 'n(kn)
2 ('

1

/W
1

)V · · · · · · · ('n/Wn)V
⇢ V

Por lo tanto  es un isomorfismo topológico.

Los siguientes resultados nos permitirán demostrar que el grupo dual de una suma
directa de grupos reflexivos es topológicamente isomorfo al producto de los grupos
duales de los sumandos. Aśı probaremos que el producto y la suma directa (con la
topoloǵıa *) de grupos reflexivos están en dualidad y que la categoŕıa de grupos
reflexivos es cerrada bajo coproductos y productos.

Lema 4.40. Si a
L

↵G↵ le damos la topoloǵıa *, para todo K ⇢ L

↵G↵ compacto
existen ↵

1

, . . . ,↵n tales que K ⇢ G
1

⇥ · · ·⇥Gn ⇥ {(e↵)↵6=1,...,n}.

Demostración. Sea K un subconjunto compacto de la suma directa y sea B ⇢ A
el conjunto de ı́ndices � tales que la proyección de K en G� es distinta del neutro.
Supongamos que B es infinito.

Para cada � 2 B elijamos un k� 2 K tal que su �-ésima entrada es distinta
del neutro. Se afirma que el conjunto Q = {k�}�2B no tiene puntos de acumulación.
Supóngase (g↵)↵2A un punto de acumulación de Q. Si ↵ 2 A\B, definamos U↵ = G↵.
Si � 2 B y g� 6= e�, sea U� = G�. Si � 2 B y g� = e�, sea U� una vecindad abierta
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y simétrica de e� que no contiene a la �-ésima entrada de k�. Si ↵1

, . . . ,↵n son los
ı́ndices tales que g↵i

6= e↵i
,

X

↵

g↵/U↵ = g↵1/G↵1 + · · ·+ g/G↵n = 0

Entonces U(U↵) es una vecindad de (g↵)↵2A que, para toda � tal que g� = e�, no
contiene a k�. Entonces (g↵)↵2A no puede ser punto de acumulación de Q y esto es
una contradicción. Por lo tanto B es finito.

Teorema 4.41. Si cada G↵ es un grupo reflexivo y a la suma directa le damos la
topoloǵıa *, la aplicación

(
L

↵G↵
⇤)⇤

��! Q

↵G↵
⇤⇤

' 7�! (' � ◆↵)↵2A
donde ◆↵ es la inclusión de G↵

⇤ en la suma directa, es un isomorfismo topológico.

Demostración. Claramente � es un homomorfismo de grupos inyectivo. Si

('↵)↵2A 2
Y

↵

G↵
⇤⇤

para cada

f = (f↵)↵2A 2
M

↵

G↵
⇤

definamos '(f) = '
1

(f
1

) · · · ·'n(fn), donde f
1

, . . . , fn son las entradas de f distin-
tas del neutro. Se afirma que ' 2 (

L

↵G↵
⇤)⇤. Como ' es un homomorfismo, para

demostrar que es continua basta hacerlo en el neutro. Cada G↵ es reflexivo, entonces
'↵ = !G↵(g↵), para alguna g↵ 2 G↵. Sea V ⇢ ⇤

1

una vecindad simétrica de 1. Si
 es el homeomorfismo del Teorema 4.39,  

�

V {(g↵)↵2A}� es una vecindad abierta de
(1↵)↵2A en

L

↵G↵
⇤. Sea � = (�↵)↵2A 2  �V {(g↵)↵2A}�. Si �

1

, . . . , �n son las entradas
de � distintas del neutro,

'((�↵)↵2A) = '
1

(�
1

) · · · · · 'n(�n)
= �

1

(g
1

) · · · · · �n(gn)
=  �1(�)((g↵)↵2A) 2 V

Por lo tanto ' es continua y � es suprayectiva.
Demostraremos que � es un isomorfismo topológico. Sea

U
1

Q1 ⇥ · · ·⇥ Un
Qn ⇥

Y

↵6=1,...,n

G↵
⇤⇤

una vecindad de (1↵)↵2A en
Q

↵G↵
⇤⇤ y, sin pérdida de generalidad, supóngase para

toda i, U = Ui ⇢ ⇤
1

y supóngase que cada Qi contiene al neutro. Cada Qi es un
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compacto de Gi
⇤, por lo tanto ◆

1

(Q
1

) · · · · · ◆n(Qn) es un subconjunto compacto de
L

↵G↵
⇤. Afirmamos que

�

✓

U

�

◆1(Q1)· ···· ◆n(Qn)

�

◆

⇢ UQ1 ⇥ · · ·⇥ UQn ⇥
Y

↵6=1,...,n

G↵
⇤⇤

Sea ' 2 U

�

◆1(Q1)·····◆n(Qn)

�

. Entonces �(') = (' � ◆↵)↵2A. Si i = 1, . . . , n,

' � ◆i(Qi) ⇢ '
�

◆
1

(Q
1

) · · · · · ◆n(Qn)
� ⇢ U

Por lo tanto

�(') 2 UQ1 ⇥ · · ·⇥ UQn ⇥
Y

↵6=1,...,n

G↵
⇤⇤

Entonces � es continua en el neutro.
Ahora demostraremos que � manda vecindades abiertas del neutro del dominio en

vecindades del neutro del codominio. Sea UK una vecindad del neutro en (
L

↵G↵
⇤)⇤.

Por el Lema 4.40, K ⇢ G
1

⇥ · · ·Gn ⇥ {(e↵)↵6=1,...,n}. Es fácil demostrar que las pro-
yecciónes

L

↵G↵
⇤ ⇡↵��! G↵

⇤

('↵)↵2A 7�! '↵

son continuas. Por lo tanto

◆
1

(⇡
1

(K)) · · · · · ◆n(⇡n(K)) = ⇡
1

(K)⇥ · · ·⇥ ⇡n(K)⇥ {(e↵)↵6=1,...,n}

es un compacto que contiene a K. Sin pérdida de generalidad supongamos K de esa
forma. Si V es una vecindad abierta de 1 tal que V n ⇢ U , Se afirma que

V K1 ⇥ · · ·⇥ V Kn ⇥
Y

↵6=1,...,n

G↵
⇤ ⇢ �

⇣

U(K1⇥···⇥Kn⇥{(e↵)↵6=1,...,n})
⌘

Sea

('↵)↵2A 2 V K1 ⇥ · · ·⇥ V Kn ⇥
Y

↵6=1,...,n

G↵
⇤

Como  es suprayectiva, ('↵)↵2A = �('), para alguna ' 2 (
L

↵G↵
⇤)⇤. Para toda

(k↵)↵2A 2 K
1

⇥ · · ·⇥Kn ⇥ {(e↵)↵6=1,...,n}

se tiene que

'((k↵)↵2A) = ' � ◆
1

(k
1

) · · · · · ' � ◆n(kn) 2 V n ⇢ U

Por lo tanto ' 2 U(K1⇥···⇥Kn⇥{(e↵)↵6=1,...,n}). Hemos demostrado que � es abierta.

Teorema 4.42. Si cada G↵ es reflexivo,
Q

↵G↵ es reflexivo.
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Demostración. Se afirma que el diagrama,

Q

↵G↵

Q

↵G↵
⇤⇤

(
L

↵G↵
⇤)⇤

(
Q

↵G↵)
⇤⇤

Q
!G↵

!Q
G↵

�

�1

 

⇤

con  y � los isomorfismos topológicos definidos en el Teorema 4.39 y el Teorema
4.41 respectivamente, es conmutativo y, por lo tanto, que !Q

G↵ es un isomorfismo
topológico.

Si (g↵)↵2A 2 Q↵G↵, ' 2 (
Q

↵G↵)
⇤ y ' � ◆i son todas las entradas distintas del

neutro de  ('),

 ⇤
⇣

��1

�

(!G↵(g↵))↵2A
�

⌘

(') = ��1

⇣

(!G↵(g↵))↵2A
⌘

�

 (')
�

= ' � ◆
1

(g
1

) · · · · · ' � ◆n(gn)
= '

�

(g↵)↵2A
�

= !Q
G↵

�

(g↵)↵2A
�

(')

Observación 4.43. Si A es infinito y para cada ↵ 2 A, G↵ es ALCH y no compacto,
Q

↵G↵ es reflexivo y no es localmente compacto. Por lo tanto la clase de grupos
reflexivos es estrictamente mayor que la clase de grupos ALCH.

Teorema 4.44. Si cada G↵ es reflexivo,
L

↵G↵, con la topoloǵıa *, es reflexivo.

Demostración. Primero lo demostraremos para grupos de la forma H↵
⇤ con H↵ un

grupo reflexivo (ver la Proposición 4.1). Si  y � son los isomorfismos topológicos
definidos en el Teorema 4.39 y el Teorema 4.41 respectivamente, se afirma que el
diagrama

L

↵H↵
⇤ (

Q

↵H↵)
⇤

(
Q

↵H↵
⇤⇤)⇤

(
L

↵H↵
⇤)⇤⇤

 

�1

!�H↵⇤

(

Q
!H↵

�1
)

⇤

�

⇤

es conmutativo. Si � 2 (
L

↵H↵
⇤)⇤, ('↵)↵2A 2L↵H↵

⇤ y '
1

, . . . ,'n son las entradas
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distintas del neutro de ('↵)↵2A,

�⇤
⇣

(
Q

!H↵
�1)⇤

�

 �1(('↵)↵2A)
�

⌘

(�) =
⇣

(
Q

!H↵
�1)⇤

�

 �1(('↵)↵2A)
�

⌘

(�(�))

=  �1(('↵)↵2A)
�

Q

!H↵
�1(�(�))

�

= '
1

�

!H1
�1(� � ◆

1

)
� · · · · · 'n

�

!Hn
�1(� � ◆n)

�

= � � ◆
1

('
1

) · · · · · � � ◆n('n)
= �(('↵)↵2A)
= !�H↵⇤

�

('↵)↵2A
�

(�)

Por lo tanto
L

↵H↵
⇤ es reflexivo. Si declaramos H↵ = G↵

⇤. Usando la naturalidad de
la trasformación ! y el hecho que si L↵ es topológicamente isomorfo a H↵ para cada
↵, entonces las sumas directas (con la topoloǵıa *), son topológicamente isomorfas,
es fácil demostrar que si !�H↵⇤ es un isomorfismo topológico, !�L↵⇤ también lo es.
Entonces el resultado se tiene para todo grupo reflexivo.

En general la topoloǵıa de coproducto en la categoŕıa de grupos topológicos y
la topoloǵıa * son distintas, de hecho, Peter Nickolas, en el art́ıculo “Coproducts
of abelian topological groups”19, demostró que para una familia de grupos ALCH
el coproducto en la categoŕıa de grupos abelianos es reflexivo si, y sólo si, todos
salvo una cantidad numerable de los elementos de la familia son discretos. También
demostró que la topoloǵıa de coproducto hace reflexiva a la suma directa si, y sólo si,
ésta coincide con la topoloǵıa *. Como la topoloǵıa * en la suma dicrecta de grupos
reflexivos es reflexiva (ver el Teorema 4.44), en la suma directa de una familia de
grupos ALCH no discretos, la topoloǵıa * y la topoloǵıa de coproducto en la categoŕıa
de grupos topológicos abelianos no son la misma.

Aunque si nos restringimos a la categoŕıa de grupos reflexivos, la topoloǵıa * śı es
la topoloǵıa de coproducto.

Teorema 4.45. Si para cada ↵, G↵ es reflexivo y existe G↵
'↵�! H un homomorfismo

continuo a un grupo reflexivo H, la función

M

↵

G↵
�'↵��! H

es continua, si a
L

↵G↵ se le da la topoloǵıa *.

Demostración. Sin pérdidad de generalidad supóngase H = L⇤ para algún L grupo
reflexivo. Demostraremos que �'↵ es cotinua en el neutro. Si ⇤n

K es una vecindad
de e 2 H, sin pérdida de generalidad, con K simétrico y tal que e 2 K, para cada
↵ existe V↵, una vecindad simétrica de e↵ tal que '↵(V↵) ⇢ ⇤n

K . Se afirma que
�'↵

�

V (V↵)
� ⇢ ⇤n

K .

Obsérvese que ⇤n
K no contiene subgrupos no triviales. Si m · f 2 ⇤n

K , para toda
k 2 K, f(k)m 2 ⇤n, pero ⇤n no contiene subgrupos no triviales (ver el Lema 3.8).

19Peter Nickolas, “Coproducts of abelian topological groups”, Topology and its Applications vol.
120, Ámsterdam, 2002, p. 403-426.
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Si v = (v↵)↵2A 2 V (V↵) y v
1

, . . . , vm son las entradas distintas del neutro de v,

X

↵

v↵/V↵ = v
1

/V
1

+ · · ·+ vm/Vm < 1

Para cada i tal que vi/Vi 6= 0, vi 2 (vi/Vi)Vi y

'i(vi) 2 (vi/Vi)
�

⇤n
K
�

=
�

(vi/Vi)⇤n

�K

Si vi/Vi = 0, para toda l 2 N existe m > l tal que, m · vi 2 Vi, entonces, para toda
k 2 K,

'i(m · vi)(k) = m · 'i(vi)(k) ⇢ ⇤n

Por lo tanto si vi/Vi = 0, para toda k 2 K, 'i(vi)(k) = 1. Sean vi1 , . . . , vip las
entradas distintas del neutro de v tales que vij/Vij 6= 0. Como para toda k 2 K,
'ij(vij)(k) 2 (vij/Vij)⇤n,

arg
�

'
1

(v
1

)(k) · · · · · 'n(vn)(k)
�

= arg
�

'i1(vi1)(k) · · · · · 'ip(vip)(k)
�

= arg
�

'i1(vi1)(k)
�

+ · · ·+ arg
�

'ip(vip)(k)
�

 (vi1/Vi1)
1

3n
+ · · ·+ (vip/Vip)

1

3n

= 1

3n

�

vi1/Vi1 + · · ·+ vip/Vip

�

< 1

3n

Por lo tanto �'↵
�

(v↵)↵2A
�

(k) 2 ⇤n
K . Hemos demostrado que �'↵ es continua.

4.5. Espacios vectoriales

En esta sección V será un espacio vectorial topológico real, Hausdor↵ y localmente
convexo.

Definición 4.46. Llamemos V + al conjunto de funcionales continuos de V a R.

Lema 4.47. Si � 2 R y ' 2 V ⇤ (el grupo dual del grupo aditivo de V ), para toda
v 2 V , '(�v) = '(v)�.

Demostración. Si q 2 Z y v 2 V ,

'(v) = '

✓

1

q
v

◆q

=
⇣

'(v)
1
q

⌘q

Entonces, por la Proposición 3.73, '
⇣

1

q
v
⌘

= '(v)
1
q . Por lo tanto, para todo p/q 2 Q,

'
⇣

p
q
v
⌘

= '(v)
p
q , y por continuidad, para toda � 2 R, '(�v) = '(v)�.

Lema 4.48. Si V es localmente convexo y Hausdor↵, para toda v 2 V \ {0}, �v 7! �
es un isomorfismo topológico entre el espacio vectorial generado por v y R.
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Demostración. Como la función en cuestión es un homomorfismo de grupos to-
pológicos, sólo vamos a demostrar que es continua en 0. Sean 0 < �

0

< ✏. Elijamos U ,
una vecindad convexa y simétrica de 0, en el espacio generado por v, tal que �

0

v 62 U .
Se afirma que si �v 2 U , entonces |�| < ✏. Si |�| � ✏ y �v 2 U , entonces �

0

v 2 U ,
ya que U es convexa. Lo cual es una contradicción. Como la inversa, � 7! �v, es
continua, �v 7! � es un isomorfismo topológico.

Teorema 4.49. Si V es un espacio vectorial Hausdor↵ y localmente convexo, para
todo v 6= 0 existe un caracter ' tal que '(v) 6= 1.

Demostración. Si v 6= 0, por el Lema 4.48, la función �v 7! � es continua. Por
el Teorema de Hahn-Banach,20 existe f , una extensión lineal y continua de ésta.
Entonces, para algún � 6= 0, � · f(v) 62 Z y, por lo tanto, ⇡ � � · f(v) 6= 1.

Lema 4.50. Sea V es un espacio vectorial con una topoloǵıa que lo hace grupo to-
pológico. Entonces V es un espacio vectorial topológico si, y sólo si,
a) v 7! �v es continua en 0.
b) � 7! �v es continua en 0.
c) (�, v) 7! �v es continua en (0, 0).

Demostración. Las funciones v 7! �v y � 7! �v son homomorfismos entre grupos
topológicos, por lo tanto, si son continuas en el cero, son continuas en todo su dominio.
Entonces si se tienen a), b) y c), y debido a que

�x� �
0

x
0

= (�� �
0

)x
0

+ �
0

(x� x
0

) + (�� �
0

)(x� x
0

)

(�, x) 7! �x es continua.

Proposición 4.51. Si V es un espacio vectorial localmente convexo y Hausdor↵, V ⇤

es un espacio vectorial localmente convexo y Hausdor↵.

Demostración. Definamos � · '(v) = '(�v). Claramente � · ' es un caracter y la
operación recién definida se distribuye correctamente con la operación de V ⇤. Por la
Proposición 3.3, sólo hace falta demostar que multiplicar por escalares es continuo.
Demostraremos que se cumplen los tres incisos del Lema 4.50.

Sea � 2 R y sea ⇤n
K un abierto subbásico alrededor de 1 2 V ⇤. Entonces, para

toda ' 2 ⇤n
�·K y para toda k 2 K,

� · '(k) = '(�k) 2 ⇤n

Por lo tanto la función ' 7! �' es continua en 1.
Como V es localmente convexo, para toda U 2 ⌃ abierta existe W 2 ⌃ contenida

en U tal que W es simétrica y convexa. Obsérvese que para toda �1  �  1,
� · W ⇢ W . Para cada v 2 V existe n 2 N tal que 1

n
· v 2 W y, por lo tanto, tal

que para toda �1/n < � < 1/n, �v 2 W . Si 0 < �  �, � · W ⇢ � · W , ya que
� ·W es convexo. Entonces si K ⇢ V es compacto, existe m 2 N tal que, para toda
�1/m < � < 1/m, � ·K ⇢ W .

20Helmut Schaefer y Manfred Wol↵, op. cit., p. 49.
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Sea ' 2 V ⇤ y sea ⇤n
K una vecindad de 1 2 V ⇤. Como ' es continua, existe

W , como arriba, tal que '(W ) ⇢ ⇤n. Por lo dicho anteriormente, existe m 2 N tal
que para toda �1/m < � < 1/m, � · K ⇢ W . Por lo tanto si �1/m < � < 1/m,
� · ' 2 ⇤n

K . Entonces la función � 7! � · ' es continua en 0.
Sea ⇤n

K una vecindad de 1 2 V ⇤. Si

(�,') 2 (�✏, ✏)⇥ ⇤n
[�✏,✏]·K

para toda k 2 K,
� · '(k) = '(�k) 2 ⇤n

Por lo tanto la función (�,') 7! � · ' es continua en (0,1).
Hemos demostrado que V ⇤ es un espacio vectorial topológico. Se afirma que ⇤n

K

es convexo. Si t 2 [0, 1] y ', 2 ⇤n
K , para toda k 2 K,

(1� t) · '(k) + t ·  (k) = '(k)1�t (k)t = ei((1�t)✓1+t✓2)

con ✓
1

, ✓
2

2 (�1/3n, 1/3n). Por lo tanto (1� t) · '+ t ·  2 ⇤n
K .

Teorema 4.52. Sea V es un espacio vectorial topológico localmente convexo y Haus-
dor↵ y sea D una familia de subconjuntos acotados21 de V tal que para D

1

, D
2

2 D,
existe D

3

2 D que contiene a D
1

[D
2

. Definamos

UD = {f 2 V + | f(D) ⇢ U ⇢ R}
Y sea

⌃ = {UD|D 2 D y U ⇢ R un abierto alrededor de 0}
Si declaramos que A 2 A si, y sólo si, para toda f 2 A, existe W 2 ⌃, tal que
f + W ⇢ A, entonces A es una topoloǵıa de espacio vectorial topológico localmente
convexo. Si además V =

S

D2D D, la topoloǵıa A es de Hausdor↵.

Demostración. Primero probaremos que ⌃ cumple los incisos de la Proposición 3.2.
Si UD1

1

y V D2
2

pertenecen a ⌃, existe D
3

2 D tal que D
1

[D
2

⇢ D
3

, y por lo tanto,

(U
1

\ U
2

)D3 ⇢ UD1
1

\ UD2
2

Si UD 2 ⌃ y V ⇢ R es un abierto alrededor de 0 tal que V � V ⇢ U ,

V D � V D ⇢ (V � V )D ⇢ UD

Sea UD 2 ⌃ y f 2 UD. Como D es acotado y f es lineal y continua, f(D) es acotado
y, por lo tanto, f(D) es compacto. Entonces existe W ⇢ R vecindad abierta de 0 tal
que f(D) +W ⇢ U .22 Por lo tanto, f +WD ⇢ UD.

Por la Proposición 3.2, A es una topoloǵıa de grupo abeliano. Ahora probaremos
que se cumplen los incisos del Lema 4.50.

21Un subconjunto D de un espacio vectorial topológico se dice acotado si para cada U 2 ⌃
(simétrica) existe 0 < � < 1 tal que � ·D ⇢ U .

22Mikhail Tkachenko, et al., op. cit., p. 10.
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Sea f 2 V + y sea UD una vecindad de O 2 V +. Sin pérdida de generalidad
supóngase a U convexa. Como f(D) es acotado existe 0 < r < 1 tal que, para toda �
con valor absoluto menor a r,

� · f(D) = � · f(D) ⇢ U

Por lo tanto, para toda � 2 (�r, r), � · f 2 UD.
Sea UD una vecindad de O y sea � 2 R. Sin pérdida de generalidad supóngase U

convexa. Si f 2 U�·D,
� · f(D) = f(� ·D) ⇢ U

Si t 2 [0, 1] y f, g 2 UD, con U convexa y alrededor de 0,

(t · f + (1� t) · g)(D) ⇢ t · f(D) + (1� t) · g(D)

Como f(D) y g(D) son compactos y están contenidos en U , tanto s = sup{f(d), g(d)}d2D
como i = ı́nf{f(d), g(d)}d2D pertenecen a U . Cualquier combinación convexa de ele-
mentos de las imágenes de f y de g pertenece a [i, s] ⇢ U . Por lo tanto

(t · f + (1� t) · g)(D) ⇢ t · f(D) + (1� t) · g(D) ⇢ [i, s] ⇢ U

Entonces UD es convexo. Demostramos que V +, con la topoloǵıa A, es un espacio
vectorial topológico localmente convexo.

Supóngase que V =
S

D2D D. Si f 6= O, existen v 2 V tal que f(v) 6= 0 y D 2 D
tal que v 2 D. Si U es una vecindad de 0 que no contiene a f(v), f 62 UD. Entonces
V + con la topoloǵıa A es Hausdor↵.

Teorema 4.53. Si D es la colección de subconjuntos compactos de V , la topoloǵıa A
y la compacto abierta son la misma.

Demostración. Si f 2 UK , para cada k 2 K existe Wk ⇢ R, una vecindad abierta
de 0 tal que 2Wk + f(k) 2 U . Como f es continua y R es regular, existe Vk ⇢ V ,
una vecindad abierta de k, tal que f(Vk) ⇢ f(k)+Wk. Como K es compacto, existen
k
1

, . . . , kn 2 K tales que

K = K \ V
1

[ · · · [K \ Vn

Entonces si W = W
1

\ · · ·\Wn, se afirma que f +WK ⇢ UK . Sean g 2 WK y k 2 K.
Para alguna i, k 2 K \ Vi, por lo tanto

g(k) + f(k) ⇢ 2Wi + f(ki) ⇢ U

Hemos demostrado que todo abierto de la topoloǵıa compacto abierta es abierto de
la topoloǵıa A.

Sea �f + UK una vecindad de �f en la topoloǵıa A. Si g + f 2 UK , para
cada k 2 K existe W 0

k ⇢ R, una vecindad abierta de g(k) precompacta, tal que
Wk + f(k) ⇢ U . Como Wk es compacto, existe Yk, una vecindad abierta de f(k), tal
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que Wk + Yk ⇢ U . Sea Vk ⇢ V una vecindad abierta de k tal que g(Vk) ⇢ Wk y tal
que f(Vk) ⇢ Yk. Como K es compacto, existen k

1

, . . . , kn 2 K tales que

K = K \ V
1

[ · · · [K \ Vn

Se afirma que

WK\V1
1

\ · · · \WK\Vn
n + f ⇢ UK

Sean
h 2 WK\V1

1

\ · · · \WK\Vn
n

y k 2 K. Para alguna i, k 2 Vi, por lo tanto,

h(k) + f(k) 2 Wi + Yi ⇢ U

Entonces h 2 �f + UK . Hemos demostrado que todo abierto en la topoloǵıa A es
abierto en la topoloǵıa compacto abierta.

Proposición 4.54. Si a V ⇤ y V + les damos la topoloǵıa compacto abierta, estos son
topológicamente isomorfos como espacios vectoriales reales.

Demostración. Si
R ⇡�! S1

r 7�! er2⇡i

es la proyección canónica, se afirma que la función

V +

��! V ⇤

f 7�! ⇡ � f

es un isomorfismo topológico lineal.
Como V es localmente convexo, V es localmente conectable por trayectorias.

Además todo espacio vectorial es fuertemente contráıble al 0 y conectable por trayec-

torias, por lo tanto, para toda función continua V
f�! S1, tal que f(0) = 1, existe un

único levantamiento, V
˜f�! R tal que f̃(0) = 0.

Sea f 2 V ⇤. Para cada v 2 V elijamos �[v] una trayectoria que empieza en 0 y
termina en v. Sea L(f � �[v], 0) el único levantamiento de f � �[v] que empieza en 0.
Entonces, si � 2 R y v 2 V , � · �[v] y �[�v] son dos trayectorias en V que empiezan
en 0 y terminan en �v, entonces (ver el caṕıtulo acerca de aplicaciones cubrientes del
libro de Carlos Prieto, Topoloǵıa básica23),

L(f � � · �[v], 0)(1) = L(f � �[�v], 0)(1)

Como �L(f � �[v], 0) es un levantamiento de f � � · �[v] que empieza en 0,

�L(f � �[v], 0) = L(f � � · �[v], 0)
23Carlos Prieto, op. cit.



4.5. ESPACIOS VECTORIALES 111

Entonces,
f̃(�v) = L(f � �[�v], 0)(1)

= L(f � � · �[v], 0)(1)
= �L(f � �[v], 0)(1)
= �f̃(v)

Como �[v] + �[w] es una trayectoria que empieza en 0 y termina en v + w, y como

L(f � �[v], 0) + L(f � �[v], 0)

es un levantamiento de f � (�[v] + �[w]) que empieza en 0,

L(f � �[v], 0) + L(f � �[v], 0)(1) = L(f � (�[v] + �[w])(1) = L(f � �[v + w])(1)

Entonces,
f̃(v) + f̃(w) = L(f � �[v], 0)(1) + L(f � �[w], 0)(1)

= L(f � �[v + w], 0)(1)
= f̃(v + w)

Por lo tanto f̃ 2 V +. Como �(f̃) = f , hemos demostrado que � es suprayectiva.
Si ⇡ � f = ⇡ � g, im(f � g) ⇢ Z. Todo espacio vectorial es conexo, por lo tanto

f = g. Entonces � es inyectiva.
Para todas f, g 2 V + y para toda � 2 R,

�(f + � · g) = ⇡ � (f + � · g)
= (⇡ � f) · (⇡ � � · g)
= (⇡ � f) · (⇡ � g)�

Hemos demostrado que � es un isomorfismo lineal.
Si UK es una vecindad de 1 en V ⇤, para toda f 2 ⇡�1(U)K , �(f) 2 UK . Por lo

tanto � es continua. Sea UK una vecindad de O 2 V +. Sin pérdida de generalidad
supóngase que U es convexa y que es una hoja de la aplicación cubriente ⇡. Se afirma
que ⇡(U)K ⇢ � �UK

�

. Si ' 2 ⇡(U)K , para toda 0  t  1 y para toda k 2 K,

'(t · k) = '(k)t 2 ⇡(U)

Si k 2 K, la trayectoria t
�k7�! tk inicia en 0 y termina en k. Por lo tanto

'̃(k) = L(' � �[k], 0)(1) = L(' � �k, 0)(1)

Para toda k 2 K, '(tk) 2 ⇡(U), entonces

L(' � �k, 0) = ⇡|U�1 � ' � �k
Por lo tanto

'̃(k) = ⇡|U�1 � ' � �k(1) 2 U

y ⇡(U)K ⇢ � �UK
�

. Hemos demostrado que � es abierta.
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Definición 4.55. Un espacio vectorial localmente convexo y Hausdor↵ V es reflexivo
(como espacio vectorial) si V

!V�! V ++ es un isomorfismo topológico, cuando a V +

se le da la topoloǵıa A, definida en el Teorema 4.52 a partir de la colección de todos
los subconjuntos acotados de V . A V + con esta topoloǵıa lo llamaremos V +b. En
adelante usaremos la notación V + para el conjunto de funcionales continuos de V .
Se supondrá V + con la topoloǵıa compacto abierta.

Para ver ejemplos de espacios vectoriales reflexivos que, en particular, no son de
Banach, consúltese el libro Topological Vector Spaces,24 de Helmut Schaefer y Manfred
Wol↵.

En el art́ıculo “The Pontrjagin duality theorem in linear spaces”25 Marianne Smith
demostró que el grupo abeliano subyacente a un espacio vectorial reflexivo (como
espacio vectorial) es reflexivo (como grupo abeliano). También probó que el grupo
subyacente a un espacio de Banach es reflexivo (como grupo). A continuación se
expondrán sus resultados.

Proposición 4.56. Si V es reflexivo, V + y V +b tienen los mismos funcionales con-
tinuos.

Demostración. Sea f un funcional continuo de V +b. Demostraremos que pertenece
a V ++. Como V es reflexivo, f está dada por la evaluación en un elemento v

0

de V .
Probaremos que toda función de este estilo es un funcional continuo de V +. Si v 2 V
y U es una vecindad de 0 2 R, para toda g 2 U {v}, g(v) 2 U .

Como todo subconjunto compacto de V es acotado (ver la demostración de la
Proposición 4.51), toda vecindad de O 2 V + de la forma UK es una vecindad de O
en V +b. Por lo tanto V ++ = V +b+.

Proposición 4.57. Si V +b+ = V ++, la función V +b+b Id�! V ++ es continua.

Demostración. Demostraremos que Id es continua alrededor del neutro. Sea UK

una vecindad de O 2 V ++. Entonces K es un compacto de V + con la topoloǵıa
compacto abierta. Demostraremos que K es acotado en V +b. Si K no es acotado en
V +b, existe f 2 V +b+ tal que f(K) no es acotado.26 Por hipótesis, f 2 V ++, y por
lo tanto, como K es acotado en V +, f(K) es acotado. Lo cual es una contradicción.
Por lo tanto K es acotado en V +b y UK es un abierto de V +b+b.

Lema 4.58. Si S ⇢ V es abierto,

K = {f 2 V + | sup
v2S

|f(s)|  1}

es compacto en V +.

24Helmut Schaefer y Manfred Wol↵, op. cit., p. 147.
25Marianne Smith, “The Pontrjagin duality theorem in linear spaces”, Annals of Mathematics vol.

56 núm. 2, Princeton, 1952, p. 248-253.
26Walter Rudin, Functional Analysis, segunda edición, Singapur, McGraw-Hill, 1991, p. 70.
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Demostración. En el art́ıculo “Equicontinuous sets of mappings”27, Sumner Myers
demostró que, paraX un espacio topológico conexo y Y un espacio métrico completo y
localmente compacto, si Q ⇢ Top(X, Y ) es equicontinuo y es tal que para alguna x en
X, {f(x)}f2Q tiene cerradura compacta en Y , entonces Q es compacto en Top(X, Y )
con la topoloǵıa compacto abierta.

Demostraremos que K cumple las hipótesis del teorema de Myers. Para u 2 S, el
conjunto {g(u) | g 2 K} tiene cerradura compacta, pues es acotado. Si ✏ > 0 se tiene
que,

K =

(

f 2 V + | sup
v2 ✏2 ·S

|f(v)|  ✏

2

)

Si v 2 V , sea U = v+ ✏
2

·S. Para toda f 2 K y para toda u 2 U , |f(u)� f(v)|  ✏/2,
ya que u� v 2 ✏

2

· S. Entonces K es equicontinuo, y por el resultado de Myers, K es
compacto.

Proposición 4.59. Si V es reflexivo, la función V ++

Id�! V +b+b es continua.

Demostración. Por la Proposición 4.56, la función Id está bien definida. Demostra-
remos que Id es continua alrededor del neutro. Sea UD una vecindad abierta de O en
V +b+b. Sin pérdida de generalidad supongamos a U contenido en (�1, 1). Como V es
reflexivo, existe W ⇢ V abierto tal que !V (W ) = UD. Si definimos

K = {f 2 V + | sup
v2W

|f(v)|  1}

por el Lema 4.58, K es compacto en V +. Si h 2 D y v 2 W , h(v) 2 U . Entonces
D ⇢ K y UK ⇢ UD.

Corolario 4.60. Si V es un espacio reflexivo, V
!V�! V ++ es un isomorfismo to-

pológico.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de que V ++

Id�! V +b+b sea un iso-
morfismo topológico.

Teorema 4.61. Si V es reflexivo como espacio vectorial, V es reflexivo como grupo
topológico.

Demostración. Sea  el isomorfismo topológico entre V + y V ⇤ definido en la Pro-
posición 4.54. Sea ( �1)+ el isomorfismo topológico, entre V ++ y (V ⇤)+ inducido por
 �1. Llamemos  0 al isomorfismo topológico, definido en la Proposición 4.54, entre

V ⇤+ y V ⇤⇤. Si V
!0
V�! V ++ es el isomorfismo topológico evaluación, para v 2 V y para

27Sumner Myers, “Equicontinuous sets of mappings”, Annals of Mathematics vol. 47 núm 3,
Princeton, 1946, p. 496-502.



114 CAPÍTULO 4. GRUPOS REFLEXIVOS

' 2 V ⇤,
⇣

 0 � ( �1)+ � !0
V (v)

⌘

(') = ⇡ �
⇣

( �1)+
�

!0
V (v)

�

⌘

(')

= ⇡
⇣

!0
V (v)

�

 �1(')
�

⌘

= ⇡
�

 �1(')(v)
�

=
�

⇡ � �1(')
�

(v)
= '(v)
= !V (v)(')

Por lo tanto !V es una composición de isomorfismos topológicos.

En el resto de la sección nos concentraremos en demostrar que todo grupo sub-
yacente a un espacio de Banach es reflexivo. Robert James demostró que no todo
espacio de Banach es reflexivo como espacio vectorial.28 Por lo tanto estaŕıamos “am-
pliando”la clase de grupos reflexivos. En lo siguiente V será un espacio de Banach.

Lema 4.62. Si V es un espacio de Banach, V +b tiene la topoloǵıa inducida por la
norma en V + y es completo.

Demostración. Demostraremos que en ambas topoloǵıas O tiene las mismas ve-
cindades. Sea UD una vecindad abierta de O en V +b. Sin pérdida de generalidad
supóngamos U un intervalo abierto de radio ✏ alrededor de 0 2 R. Como D es acota-
do existe � > 0 tal que

� ·D ⇢ {v 2 V | kvk  1} = B

Entonces si

kfk = sup
v2B

|f(v)| < 1

2
�✏

como para toda d 2 D existe b 2 B tal que d = 1

�
b,

|f(d)| = 1

�
|f(b)|

< 1

2

✏

Por lo tanto f(D) ⇢ U , es decir, f 2 UD.
Sea ✏ > 0. Es fácil demostrar que B es un conjunto acotado. Si U es un intervalo

abierto de radio ✏ alrededor de 0 2 R, para toda f 2 UB, f(B) ⇢ U , y por lo tanto,
kfk < ✏.

Sea (fn)n2N una sucesión de Cauchy en V +b. Para cada ✏ > 0 existe n 2 N tal que
para todos l,m > n, kfm � flk < ✏. Entonces para toda v 2 V \ {0},

|fm (v/kvk)� fl (v/kvk)| < ✏

28Robert James, “A non-reflexive Banach space isometric with its second conjugate space”, Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences of the United States of America vol. 37, Washington,
1951, p. 174-177.
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Por lo tanto existe el ĺımite de la sucesión (fn (v/kvk))n2N. Multiplicando por kvk
obtenemos el ĺımite de la sucesión (fn (v))n2N. Por ello {fn}n2N es una familia equi-
continua de funciones.29 Si definimos

f(v) = ĺımn!1fn(v)

f es un funcional continuo. Se afirma que f es el ĺımite, en V +b, de la sucesión
(fn)n2N. Para cada ✏ > 0 existe n 2 N tal que para todas l,m > n y para toda
b 2 B, |fl(b) � fm(b)| < ✏/2. Por lo tanto, para toda b 2 B y para toda l > n,
|f(b)� fl(b)| < ✏. Entonces f es el ĺımite de la sucesión.

Lema 4.63. Si V es un espacio de Banach, la función V
!V�! V +b+b, es una isometŕıa.

Demostración. Sean v 2 V y U , una vecindad abierta de 0 2 R. Entonces

!V (v)
�

U{v}� ⇢ U

Por lo tanto !V (v) 2 V +b+. Entonces !V está bien definida. Para todo v 2 V existe
fv 2 V + tal que fv(v) = kvk y |fv(x)|  kxk, para toda x 2 V .30 Se tiene que

k!V (v)k = supkfk1

|!V (v)(f)|
� !V (v)(fv)
= kvk

Si kvk = 1,
k!V (v)k = supkfk1

|!V (v)(f)|
= supkfk1

|f(v)|
 kvk

Como !V es lineal, para toda v 2 V , k!V (v)k  kvk.
Corolario 4.64. Sea V es un espacio de Banach. Entonces V es reflexivo (como
espacio vectorial) si, y sólo si, !V es suprayectiva.

Demostración. Si V es de Banach, !V es una isometŕıa.

Lema 4.65. Si V es un espacio de Banach y llamamos V +p a V + con la topoloǵıa
definida en el Teorema 4.52 a partir de la colección de subconjuntos finitos de V , todo
K ⇢ V +p compacto es acotado en V +b.

Demostración. Para v 2 V fija y f 2 K, f 2 U
{v}
f , con Uf un intervalo abierto

acotado alrededor de 0 que contiene a f(v). Como K es compacto en V +p, existen
f
1

, . . . , fn 2 K tales que

K ⇢ Uf1
{v} [ · · · [ Ufn

{v} = (Uf1 [ · · · [ Ufn)
{v}

Entonces, para toda v 2 V , {f(v)|f 2 K} es un conjunto acotado. Por lo tanto K es
una familia equicontinua de funcionales continuos.

29Walter Rudin, op. cit., p. 45.
30Walter Rudin, op. cit., p. 59.
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Sea UD una vecindad de O 2 V +b. Sin pérdida de generalidad sea U = (�✏, ✏).
Como D es acotado y K es equicontinua,

{f(d) | f 2 K y d 2 D}

es un conjunto acotado,31 digamos por algún �
2

> 0. Si tomamos � = �
✏
, para toda

f 2 K,

f 2 (� · U)D = � · UD

Teorema 4.66. Si V es un espacio de Banach, V
!V�! V ++ es un isomorfismo to-

pológico.

Demostración. Es inmediato mostrar que !V es una función (transformación lineal)
bien definida. Como V es un espacio localmente convexo y Hausdor↵, !V es inyectiva
(ver el Teorema 4.49).

Sea D la familia de subconjuntos compactos y convexos de V . Como en espacios
completos la cerradura de la envolvente convexa de un compacto es compacta,32 si
D

1

, D
2

2 D, existe D
3

2 D tal que D
1

[D
2

⇢ D
3

. En el art́ıculo “Duality in linear
spaces”,33 Richard Arens demostró que si c es la topoloǵıa definida en el Teorema 4.52
a partir de la familia de subconjuntos convexos y compactos de un espacio vectorial
localmente convexo V , la función V

!V�! V +c+ es suprayectiva.
Es inmediato que todo abierto en V +c es abierto en V +. Sea UK es un abierto

alrededor de O en V +. Si K̃ es la cerradura de la envolvente convexa de K, U ˜K es
un subconjunto de UK . Por lo tanto, en espacios de Banach, estas dos topoloǵıas son
iguales. Entonces V ++ = V +c+, y por lo tanto, V

!V�! V ++ es suprayectiva.
Ahora demostraremos que V

!V�! V ++ es una función continua. Sea UK una
vecindad de O 2 V ++, con U = (�r, r). Si 0 2 V no está en el interior de !�1

V

�

UK
�

,
para cada ✏ > 0 existe v✏ 2 V , con norma menor a ✏, tal que v✏ 62 !�1

V

�

UK
�

, es decir,
tal que !V (v✏) 62 UK . Entonces existe f✏ 2 K tal que f✏(v✏) 62 U . Como kv✏k < ✏,

�

�

�

f✏

⇣

1

kv✏kv✏

⌘

�

�

�

= 1

kv✏k |f✏ (v✏)|
> 1

✏
|f✏(v✏)|

� r
✏

Entonces kf✏k > r
✏
, es decir, la norma no es acotada en K.

Por lo tanto K ⇢ V +b no es acotado (ver el Lema 4.62). Entonces, por el Lema
4.65, K ⇢ V +p no es compacto. Como todo abierto en V +p es abierto en V +, K no
es compacto en V +. Lo cual es una contradicción. Entonces 0 2 V está contenido en
el interior de !�1

V

�

UK
�

, y por ello, !V es continua.

31Ídem, p. 44.
32Walter Rudin, op. cit., p. 72.
33Richard Arens, “Duaity in linear spaces”, Duke Mathematical Journal vol. 14, Durham, 1947,

p. 787-793.
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Demostraremos que !V es abierta. Para ello basta probar que !V manda a B̃, el
interior de B, la bola de radio 1 y centro en 0, en una vecindad de O 2 V ++. Debido
al Lema 4.58,

K = {f 2 V + | supx2 ˜B |f(x)|  1}
= {f 2 V + | supx2B |f(x)|  1}

es compacto en V +. Se afirma que !V (B̃) = B̃K . Sea v 2 V tal que !V (v) 2 B̃K . Por
el Lema 4.63 y como K es la bola cerrada de radio 1 en V +b,

kvk = k!V (v)k  1

Entonces, B̃K ⇢ !V (B̃). La otra contención es inmediata.

Teorema 4.67. Si V es un espacio de Banach, V es un grupo reflexivo.

Demostración. La demostración es idéntica a la del Teorema 4.61, ambas se basan
en que V

!V�! V ++ es un isomorfismo topológico.
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Caṕıtulo 5

Una aplicación homotópica

En este caṕıtulo se probará, siguiendo el art́ıculo “Maps between topological
groups that are homotopic to homomorphisms”de Wladimiro Sche↵er,1 que toda fun-
ción punteada que vaya de un grupo ACH conexo a un grupo ALCH es homotópica
a un único homomorfismo de grupos. Como consecuencia de esto se tendrá que si dos
grupos ACH conexos son homotópicos de manera punteada, son topológicamente iso-
morfos. También se demostrará que, para todo G grupo ALCH, ⇡

1

(G, e) es isomorfo a
Hom(S1, G), el conjunto de homomorfismos continuos de S1 en G, y que ⇡n(G, e) = 0,
para toda n � 2.

Dados G yH grupos topológicos, denotemos por Tope(G,H) a Top
�

(G, e), (H, e)
�

,
con la topoloǵıa compacto abierta.

Lema 5.1. Sea ⇡ la proyección canónica de R a S1. Para todo grupo ACH G, la
función

Tope(G,R) ⌘�! Tope(G, S1)
f 7�! ⇡ � f

es un homomorfismo continuo, abierto e inyectivo.

Demostración. Claramente es un homomorfismo y, por la Proposición 1.9, es con-
tinua. Por lo dicho en la Observación 3.4, tanto Tope(G,R) como Tope(G, S1) son
grupos topológicos. Por lo tanto para demostrar que ⌘ es abierta basta probar que
manda vecindades abiertas de O en vecindades de 1.

Abusando de la notación denotemos como UK al conjunto de funciones continuas
que mandan K en U y que mandan e a 0, o que mandan e a 1, según sea el caso. Cada
vecindad de O de la forma UK , con U ⇢ R abierto y K ⇢ G compacto, contiene una
de la forma V G, donde V es una hoja de la aplicación cubriente ⇡ que contiene a 0.

Se afirma que ⌘(V G) = ⇡(V )G. Si h 2 V G, ⇡ � h(G) ⇢ ⇡(V ). Y si l 2 ⇡(V )G, se
tiene que ⌘

�

⇡|V �1 � l� = l. Por lo tanto ⌘ es abierta.
Si ⌘(f) = 1, im(f) ⇢ Z, como G es conexo, f = O.

1Wladimiro Sche↵er, “Maps between topological groups that are homotopic to homomorphisms”,
Proceedings of the American Mathematical Society vol. 33 núm. 2, Providence, 1972, p. 562-567.
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120 CAPÍTULO 5. UNA APLICACIÓN HOMOTÓPICA

Proposición 5.2. Para todo grupo G ACH y conexo, la función

Tope(G,R)⇥G⇤ F��! Tope(G, S1)
(f,') 7�! (⇡ � f) · '

es un isomorfismo topológico.

Demostración. F es un homomorfismo continuo. Si F (f,') = 1,

⇡ � f = '�1 2 G⇤

Para cada a 2 G, la aplicación

G �! R
b 7�! f(a · b)� f(a)� f(b)

es continua y su imagen está contenida en Z, por ello es constante con valor 0. Entonces
f 2 Hom(G,R), y como G es compacto, im(f) es un subgrupo compacto de R. Ya
que R no tiene subgrupos compactos no triviales, f = O y ' = 1.

Ahora demostraremos que F es suprayectiva. Sea f 2 Tope(G, S1). Para cada
a 2 G, sea fa 2 Top(G, S1) la función b 7! f(a · b). Por la Proposición 1.4, las
funciones a 7�! fa y a 7�! f(a)1 son continuas. Por ello, la aplicación

G
��! Tope(G, S1)

a 7�! f(a)1 · f · fa�1

es continua.
Sea ⌘ la función definida en el Lema 5.1. En ese lema se demostró que ⌘ es

abierta. Por lo tanto la imagen de ⌘ es un subgrupo abierto, y por tanto, cerrado de
Tope(G, S1). Como G es conexo y

1 = �(e) 2 im(⌘) \ im(�)

se tiene que im(�) ⇢ im(⌘).
Dado que ⌘ es abierta e inyectiva, ⌘ es un homeomorfismo en su imagen. Por lo

tanto

G
⌘�1�����! Tope(G,R)

es una función continua. Se afirma que, para todos a, b, x 2 G, se tiene la identidad

(⌘�1 � �)�a�(b) = (⌘�1 � �)�a�(bx) + (⌘�1 � �)�b�(x)� (⌘�1 � �)�ab�(x)
Si se fijan a y b, se puede definir la función  2 Tope(G,R), tal que

(x) = (⌘�1 � �)�a�(bx) + (⌘�1 � �)�b�(x)� (⌘�1 � �)�ab�(x)� (⌘�1 � �)�a�(b)
Obsérvese que

⌘()(x) = ⇡ � (x)
= �(a)(bx) · �(b)(x) · �(ab)(x)�1 · �(a)(b)�1

= f(a)f(bx)f(bxa)�1f(b)f(x)f(xb)�1f(ab)�1f(x)�1f(xab)f(a)�1f(b)�1f(ba)
= 1
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Como ⌘ es inyectiva,  = O y se tiene, para todos a, b, x 2 G, la identidad buscada.
Definamos la función continua

G
���! R

a 7�! R

⌘�1 � �(a)(x)dx

donde
R

es la integral de Von Neumann construida en el primer caṕıtulo.
Para toda a, b 2 G, se tiene que

�(a) +�(b)��(ab) =
R

⌘�1 � �(a)(x)dx+
R

⌘�1 � �(b)(x)dx� R ⌘�1 � �(ab)(x)dx
=

R

⌘�1 � �(a)(bx)dx+
R

⌘�1 � �(b)(x)dx� R ⌘�1 � �(ab)(x)dx
=

R

⇣

⌘�1 � �(a)(bx) + ⌘�1 � �(b)(x)� ⌘�1 � �(ab)(x)
⌘

dx

= (⌘�1 � �)�a�(b)

Entonces
⇡(�(a)) · ⇡(�(b)) · ⇡(�(ab))�1 = ⇡

�

⌘�1(�(a))(b)
�

= (⇡ � ⌘�1 � �(a))(b)
= �(a)(b)
= f(a)f(b)f(ab)�1

Sea h = f · ⌘(�)�1. Por lo demostrado arriba, h 2 G⇤. Entonces f = h · ⌘(�). Lo que
demuestra que F es suprayectiva.

Demostraremos que F es abierta en una vecindad abierta de (O,1). Como G⇤ es
discreto, Tope(G,R) ⇥ {1} es un abierto de Tope(G,R) ⇥ G⇤. La restricción de F a
Tope(G,R)⇥ {1} es abierta (ver el Lema 5.1).

En adelante, al conjunto de homomorfismos continuos entre dos grupos topológi-
cos, G y H, lo denotaremos Hom(G,H).

Lema 5.3. Si A es un grupo topológico, la asignación

B
Hom(A, )7�����! Hom(A,B)

es un funtor covariante de la categoŕıa de grupos topológicos y homomorfismos con-
tinuos, en la categoŕıa de espacios topológicos y funciones continuas.

Demostración. Sea G
f�! H, un homomorfismo continuo. Se afirma que la función

Hom(A,G)
Hom(f)�����! Hom(A,H)

' 7�! f � '

es continua. Sea ' 2 Hom(A,G) y sea QK un subbásico alrededor de f �'. Entonces
' 2 f�1(Q)K y

Hom(f)
⇣

f�1(Q)
K
⌘

⇢ QK
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Observación 5.4. Con la demostración del lema anterior se puede probar que si A
es un grupo topológico, Tope(A, ) es un funtor covariante de la categoŕıa de grupos
topológicos a la categoŕıa de espacios topológicos.

Lema 5.5. Si A,B,C son grupos topológicos y A es localmente compacto, la aplica-
ción

Hom(A,B)⇥Hom(A,C)
��! Hom(A,B ⇥ C)

(', ) 7�! '⇥  

es un isomorfismo y un homeomorfismo.

Demostración. La aplicación � es un isomorfismo de grupos, demostraremos que es
un homeomorfismo. Sea

'⇥  2 Hom(A,B ⇥ C)

Todo subbásico alrededor de ' ⇥  , haciendo un abuso de notación, es de la forma
QK , con Q un abierto de B ⇥ C y K un compacto de A. Como (' ⇥  )(K) ⇢ Q es
compacto, existen V

1

, . . . , Vn abiertos de B y W
1

, . . . ,Wn abiertos de C, tales que

('⇥  )(K) ⇢ V
1

⇥W
1

[ · · · [ Vn ⇥Wn ⇢ Q

Todo k 2 K tiene una vecindad compacta Uk tal que, para alguna i,

('⇥  )(Uk) ⇢ Vi ⇥Wi

Como K es compacto, K ⇢ U
1

[ · · · [ Um, para alguna m 2 N. Agrupando las Ui

que pertenecen a la imagen inversa del mismo Vj ⇥Wj y reordenando, si es necesario,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, m  n y

('⇥  )(Ui) ⇢ Vi ⇥Wi

para todo i = 1, . . . ,m. Dicho esto,

'⇥  2 (V
1

⇥W
1

)U1 \ · · · \ (Vm ⇥Wm)
Um ⇢ QK

Entonces ' 2 V
1

U1 \ · · · \ Vm
Um ,  2 W

1

U1 \ · · · \Wm
Um y

�
�

V
1

U1 \ · · · \ Vm
Um ⇥W

1

U1 \ · · · \Wm
Um
�

= (V
1

⇥W
1

)U1 \ · · · \ (Vm ⇥Wm)
Um

Con ello queda demostrado que � es continua y abierta.

Teorema 5.6. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, la función

Tope(G,Hom(H⇤,R))⇥Hom(G,H)
F 0��! Tope(G,H)

(f,') 7�!
✓

g
F 0

(f,')7����! !�1

H (⇡ � f(g)) · '(g)
◆

con ⇡ la proyección de R a S1, es un isomorfismo y un homeomorfismo.
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Demostración. Sea

(f,') 2 Tope(G,Hom(H⇤,R))⇥Hom(G,H)

La aplicación !H
�1 � (⇡ � ) � f es una composición de funciones continuas, entonces

F 0(f,') es continua.

Si (f,'), (f 0,'0) 2 Tope
�

G,Hom(H⇤,R)
�⇥Hom(G,H),

F 0�(f,') · (f 0,'0)
�

(g) = !�1

H

�

⇡ � (f(g) + f 0(g))
� · '(g) · '0(g)

= !�1

H

�

(⇡ � f(g)) · (⇡ � f 0(g))
� · '(g) · '0(g)

= !�1

H

�

⇡ � f(g)� · !�1

H

�

⇡ � f 0(g)
� · '(g) · '0(g)

= F 0(f,')(g) · F 0(f 0,'0)(g)

Por lo tanto F 0 es un homomorfsimo. Mostraremos que F 0 es una composición de
homeomorfismos. Se afirma que el siguiente diagrama es conmutativo.

Hom
�

H⇤, T ope(G,R)⇥Hom(G, S1)
�

Hom (H⇤, T ope(G, S1))

Hom
�

H⇤, T ope(G,R)
�⇥Hom

�

H⇤, Hom(G, S1)
�

Tope(G,Hom(H⇤,R))⇥Hom(G,Hom(H⇤, S1)) Tope(G,Hom(H⇤, S1))

Tope(G,Hom(H⇤,R))⇥Hom(G,H) Tope(G,H)

Hom(F )

�

C

 ⇥�

Id⇥A

F 0

B

Donde C es el isomorfismo y homeomorfismo construido en el Lema 5.5, Hom(F ) es
el isomorfismo y homeomorfismo que se obtiene de aplicar el funtor Hom(H⇤, ) a F .
A y B son los isomorfismos y homeomorfismos que se obtienen de aplicar Hom(G, )
y Tope(G, ) a !H . Las funciones �, � y  son los isomorfismos y homeomorfismos
que se obtienen de la ley exponencial (ver la Proposición 1.4).

Para toda

(f,') 2 Tope(G,Hom(H⇤,R))⇥Hom(G,H)

y para toda g 2 G,

B(F 0(f,'))(g) = !H

�

F 0(f,')(g)
�

= !H

�

!�1

H (⇡ � f(g)) · '(g)�
= ⇡ � f(g) · !H('(g))
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Por otro lado, para toda � 2 H⇤,

�
h

Hom(F )
⇣

C
�

 (f), (� � A)(')�
⌘i

(g)(�) = Hom(F )
⇣

C
�

 (f), (� � A)(')�
⌘

(�)(g)

= F
⇣

C
�

 (f), (� � A)(')�(�)
⌘

(g)

= F
⇣

 (f)(�), (� � A)(')(�)
⌘

(g)

=
�

⇡ �  (f)(�)�(g) · (� � A)(')(�)(g)
= ⇡

�

f(g)(�)
� · A�'�(g)(�)

= ⇡
�

f(g)(�)
� · !H

�

'(g)
�

(�)

Por lo tanto F 0 es un isomorfismo y un homeomorfismo.

Proposición 5.7. Si G es un grupo localmente compacto y V es un espacio vectorial
topológico, Tope(G, V ) es un espacio vectorial topológico.

Demostración. Demostraremos que Tope(G, V ) es un grupo topológico y que sus
operaciones cumplen los tres incisos del Lema 4.50.

Para probar que Tope(G, V ) es un grupo topológico, mostraremos que la base de
vecindades formada de abiertos subbásicos QK alrededor de O, cumple los cuatro
incisos de la Proposición 3.2. Después demostraremos que la topoloǵıa definida en esa
proposición es la misma que la compacto abierta.

a) Es trivial. b) Si QK es una vecindad de O, 0 2 Q. Entonces existe U , una
vecindad de 0 2 V , tal que U � U ⇢ V . Obsérvese que �(UK) = (�U)K . Entonces

UK � (UK) = UK + (�U)K ⇢ (U � U)K ⇢ V K

c) Se cumple en todo grupo abeliano. d) Sea f en QK una vecindad de O. Como f(K)
es compacto, existe U , un abierto alrededor de 0, tal que f(K)+U ⇢ Q. Por lo tanto

f + UK ⇢ �f(K) + U
�K ⇢ QK

Ahora demostraremos que la topoloǵıa compacto abierta y aquella definida en
la Proposición 3.2 son la misma. Sea f 2 QK . Como f(K) es compacto, existe U
vecindad abierta de 0 tal que f(K) + U ⇢ Q. Por lo tanto O 2 UK y

f + UK ⇢ �f(K) + U
�K ⇢ QK

Entonces todo abierto de la topoloǵıa compacto abierta es abierto de la topoloǵıa
definida en la Proposición 3.2.

Sea A ⇢ Tope(G, V ) tal que para todo a 2 A existe QK , alrededor de O, tal que
a+QK ⇢ A. Sea ' 2 a+QK . La función

G⇥ V �! V
(g, v) 7�! v � a(g)

es continua. Por lo tanto, para cada k 2 K existen W 0
k, vecindad cerrada de k, y

Uk, vecindad de '(k), tales que Uk � a(W 0
k) ⇢ Q. Como ' es continua, cada k 2 K
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tiene una vecindad compacta Lk tal que '(Lk) ⇢ Uk. Definamos Wk = W 0
k \ Lk.

Obsérvese que cada Wk es una vecindad compacta de k. Existen k
1

, . . . , kn en K tales
que K ⇢ W

1

[ · · · [Wn. Sea

f 2 UW1
1

\ · · · \ UWn
n

Ya que cada k 2 K pertenece a algún Wi,

f(k)� a(k) 2 Ui � a(Wi) ⇢ Q

Por lo tanto, f � a 2 QK . Entonces

' 2 UW1
1

\ · · · \ UWn
n ⇢ a+QK

y por lo tanto, A es un abierto de la topoloǵıa compacto abierta.
Ahora demostraremos que las operaciones de Tope(G, V ) cumplen los tres incisos

del Lema 4.50.
a) Se afirma que para toda � 2 R, la función '

�·7�! � · ' es continua en O. Si
� = 0, � · es constante. Sea QK un subbásico alrededor de O y sea � 6= 0. Se tiene
que O 2 ���1 ·Q�K y que

� ·
⇣

�

��1 ·Q�K
⌘

⇢ QK

b) Se asegura que el homomorfismo �
·'7�! � · ' es continuo en 0. Si � = 0,

el homomorfismo es constante. Sea QK una vecindad de O y sea � 6= 0. Como la
función (�, v) 7! �v es continua, para cada k 2 K, existen ✏k > 0 y Uk, una vecindad
de '(k), tales que

(�✏k, ✏k) · Uk ⇢ Q

Cada k 2 K tiene una vecindad compacta Wk tal que '(Wk) ⇢ Uk. Como K es
compacto,

K ⇢ W
1

[ · · · [Wn

para alguna n. Definamos r = mı́n{✏
1

, . . . , ✏n}. Sean k 2 K y � 2 (�r, r). Como
k 2 Wi, para alguna i,

� · '(k) 2 (�✏i, ✏i) · Ui ⇢ Q

Por lo tanto � · ' 2 QK .
c) En la demostración de b) se probó que

(�r, r) · �UW1
1

\ · · · \ UWn
n

� ⇢ QK

Por lo tanto la función (�,') 7! � · ' es continua en (0,O).

Teorema 5.8. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, Hom(G,H)
es un retracto fuerte por deformación de Tope(G,H).
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Demostración. Definamos V = Tope(G,Hom(H⇤,R)). Por la Proposición 5.7, V
es un espacio vectorial topológico. En el Teorema 5.6 se demostró que existe

V ⇥Hom(G,H)
 �! Tope(G,H)

un isomorfismo y un homeomorfismo tal que  (0,') = '. Sean PV y PH las proyec-
ciones de V ⇥Hom(G,H) en V y en Hom(G,H) respectivamente. Se afirma que la
retracción buscada es

Tope(G,H)⇥ I
L�! Tope(G,H)

(f, t) 7�!  
⇣

(1� t)PV

�

 �1(f)
�

, PH

�

 �1(f)
�

⌘

Si f 2 Tope(G,H), se tiene que

L(f, 0) =  
⇣

PV

�

 �1(f)
�

, PH

�

 �1(f)
�

⌘

= f

y además

L(f, 1) =  
⇣

0, PH

�

 �1(f)
�

⌘

= PH

�

 �1(f)
�

2 Hom(G,H)

Si ' 2 Hom(G,H), para toda 0  t  1,

L(', t) =  
⇣

(1� t)PV

�

 �1(')
�

, PH

�

 �1(')
�

⌘

=  (0,')
= '

Teorema 5.9. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, toda función
en Tope(G,H) es homotópica, relativa a e, a un único elemento de Hom(G,H).

Demostración. En la demostración del Teorema 5.6 se dedujo que toda función en
Tope(G,H) es de la forma

✓

g
F 0

(f,h)7����! !�1

H (⇡ � f(g)) · h(g)
◆

con f 2 Tope(G,Hom(H⇤,R)) y h 2 Hom(G,H).
La aplicación

g 7�! !�1

H (⇡ � f(g))
es igual a !�1

H � ⇢ � f , donde ⇢ es la función continua

Hom(H⇤,R) ⇢�! Hom(H⇤, S1)
' 7�! ⇡ � '
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Como Tope(G,Hom(H⇤,R)) es fuertemente contráıble aO, toda f 2 Tope(G,Hom(H⇤,R))
es nulhomotópica relativa a e, por ello !�1

H � ⇢ � f también lo es. Entonces cada fun-
ción de Tope(G,H) es de la forma f · ⌧ , con ⌧ 2 Hom(G,H) y con f 2 Tope(G,H)
y homotópica, relativa a e, al neutro de Tope(G,H).

Si G ⇥ I
L�! H es la homotoṕıa relativa a e que contrae a f al neutro, definamos

la homotoṕıa relativa a e

G⇥ I �! H
(g, t) 7�! L(g, t) · ⌧(g)

que deforma f · ⌧ en ⌧ . Por lo tanto cada función en Tope(G,H) es homotópica,
relativa a e, a un homomorfismo continuo.

Veamos ahora que dos homomorfismos continuos de G en H son homotópicos si, y
sólo si, son iguales. Si un homomorfismo � 2 Hom(G,H) es nulhomotópico, para toda
 2 H⇤,  � � es nulhomotópica. Como toda aplicación cubriente es una fibración,2

existe � 2 Tope(G,R) tal que ⇡�� =  ��. Sea F el homomorfismo continuo construido
para G en la Proposición 5.2. Entonces

F (O, � �) = F (�,1)

En la Proposición 5.2 se demostró que F es inyectiva. Por lo tanto  � � = 1, para
toda  2 H⇤. Entonces � = 1.

Si dos homomorfismos ' y  son homotópicos, mediante L, podemos definir la
homotoṕıa

(g, t) 7�! '(g) · L(g, t)�1

que empieza en 1 y termina en ' · �1. Entonces, por lo dicho anteriormente, ' =  .

Corolario 5.10. Si G es un grupo ACH, simplemente conexo y localmente conectable
por trayectorias, G = 0.

Demostración. Sea ⇡ la proyección canónica de R en S1. Por el criterio del levan-

tamiento de aplicaciones, todo caracter ' de G, tiene un levantamiento G
'̃�! R. Por

lo tanto todo caracter de G es nulhomotópico relativo a e. Por el Teorema 5.9, todo
caracter de G es trivial. Por lo tanto G = 0.

Corolario 5.11. Si G es un grupo ACH conexo y H es un grupo ALCH, el grupo
de clases de homotoṕıa relativa a e, de funciones de G en H, [G,H]e, es isomorfo a
Hom(G,H).

Demostración. La operación en [G,H]e está definida, de manera obvia, utilizando
la operación de H. Con esa estructura [G,H]e es un grupo abeliano.

Definamos

[G,H]e
 �! Hom(G,H)

donde  ([f ]) es el único homomorfismo de grupos en la clase de homotoṕıa de f (ver
el Teorema 5.9).  es un homomorfismo de grupos. En el Teorema 5.9 se demostró que
 es un isomorfismo.

2Edwin Spanier, Algebraic Topology, Nueva York, McGraw-Hill, 1966, p. 67.
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Observación 5.12. En el último teorema es necesario que G sea abeliano. Si G
es el grupo de los cuaterniones unitarios, el resultado no es cierto. Está claro que
Hom(S1, G) 6= 0, pero toda función continua S1

'�! S3 es nulhomotópica relativa a 1.

Proposición 5.13. Si X un espacio topológico y n � 2, ⇡n(X, x
0

) ⇠= ⇡n�1

(W, cx0),
donde W es el conjunto de lazos nulhomotópicos basados en x

0

con la topoloǵıa com-
pacto abierta y donde cx0 es la función constante x

0

.

Demostración. Sea n � 2. Dada In�1 ⇥ I
f�! X, sea In�1

˜f�! Top(I,X) la función
adjunta de f . Definamos la aplicación

⇡n(X, x
0

)
��! ⇡n�1

(W, cx0)

[f ] 7�!
h

f̃
i

Se afirma que � es un isomorfismo. Primero demostremos que está bien definida.

Para toda In
f�! X tal que [f ] 2 ⇡n(X, x

0

),

f̃(@In�1) = cx0 y f̃(x)(0) = f̃(x)(1) = x
0

Sean f '
@In

g, mediante una homotoṕıa In�1 ⇥ I ⇥ I
H�! X. Si

In�1 ⇥ I
˜H��! Top(I,X)

(x, t) 7�!
✓

s
˜H(x,t)7���! H(x, s, t)

◆

se tiene que
H̃(x, 0)(s) = H(x, s, 0) = f(x, s) = f̃(x)(s)

y
H̃(x, 1)(s) = H(x, s, 1) = g(x, s) = g̃(x)(s)

Además, si x 2 @In�1, para toda t 2 I, (x, s) 2 @In, entonces

H̃(x, t)(s) = H(x, s, t) = x
0

Se afirma que si [f ] 2 ⇡n(X, x
0

), para toda x 2 In�1, f̃(x) es un lazo nulhomotópi-
co. Definamos la homotoṕıa

I ⇥ I
L�! X

(s, t) 7�! f
⇣

(1� t)x, 1� (1� s)
�

1� t+ (1� s)t
�

⌘

Se tiene que
L(s, 0) = f(x, s) = f̃(x)(s)

y que
L(s, 1) = f(0, 1� (1� s)2) = x

0
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Además, para toda t 2 I,

L(0, t) = f
�

(1� t)x, 1) = x
0

= f
�

(1� t)x, 1
�

= L(1, t)

Por lo tanto, para toda x 2 In�1, f̃(x) es un lazo nulhomotópico. Concluimos que �
es una función.

La estructura de grupo en ⇡n(X, x
0

) definámosla, convenientemente, de la siguiente
manera. Si [f ] , [g] 2 ⇡n(X, x

0

), definimos [f ] · [g] = [f ⇤ g], donde f ⇤g(t, x) = f(2t, x)
si t  1

2

y f ⇤ g(t, x) = g(2t� 1, x) si 1

2

 t. De manera análoga se define la estructura
de grupo para ⇡n�1

(W, cx0).
Por lo tanto

�([f ] · [g]) = �([f ⇤ g])
=

h

]f ⇤ g
i

Como
h

f̃
i

· [g̃] =
h

f̃ ⇤ g̃
i

, queremos demostrar que

h

]f ⇤ g
i

=
h

f̃ ⇤ g̃
i

Sean x 2 In�2 y s 2 I. Si t  1

2

,

�

f̃ ⇤ g̃�(s, x)(t) = f̃(2s, x)(t)
= f(2s, x, t)
= f ⇤ g(s, x, t)
= ]f ⇤ g(s, x)(t)

Si 1

2

 t,
�

f̃ ⇤ g̃�(s, x)(t) = g̃(2s� 1, x)(t)
= g(2s� 1, x, t)
= f ⇤ g(s, x, t)
= ]f ⇤ g(s, x)(t)

Entonces � es un homomorfismo de grupos.
Si �([f ]) = e, existe

In�1 ⇥ I
˜K�! W ⇢ Top(I,X)

una homotoṕıa relativa a la frontera que empieza en f̃ y termina en la función con
valor constante cx0 . Sea K la función

In�1 ⇥ I ⇥ I
K��! X

(x, s, t) 7�! K̃(x, t)(s)

cuya adjunta es K̃ (ver la Proposición 1.4). Obsérvese que

K(x, s, 0) = K̃(x, 0)(s) = f̃(x)(s) = f(x, s)

y
K(x, s, 1) = K̃(x, 1)(s) = cx0(s) = x

0
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Sean (x, s) 2 @In y t 2 I. Si x 2 @In�1,

K(x, s, t) = K̃(x, t)(s) = cx0(s) = x
0

Si s = 0, 1,
K(x, 0, t) = K̃(x, t)(0) = x

0

= K̃(x, t)(1) = K(x, 1, t)

Por lo tanto e = [f ] 2 ⇡n(X, x
0

).

Sea
h

f̃
i

2 ⇡n�1

(W, cx0) y sea f 2 Top(In, X), aquella cuya adjunta es f̃ . Si x

pertenece a @In�1 y s pertenece a I,

f(x, s) = f̃(x)(s) = cx0(s) = x
0

Si x 2 In�1 y s 2 @I,
f(x, s) = f̃(x)(s) = x

0

pues f̃(x) es un lazo. Entonces [f ] 2 ⇡n(X, x
0

), y por lo tanto, � es suprayectiva.

Teorema 5.14. Si G es un grupo ALCH, ⇡
1

(G, e) ⇠= Hom(S1, G), y para toda n � 2,
⇡n(G, e) = 0.

Demostración. ⇡
1

(G, e) ⇠= Hom(S1, G) es una consecuencia directa del Corolario
5.11. En la prueba del Teorema 5.9 se mostró que toda f 2 Tope(S1, G) es de la
forma ⌧ · h, con ⌧ 2 Tope(S1, G) nulhomotópica y con h 2 Hom(S1, G). Ah́ı también
se observó que f es homotópica a h.

En el Teorema 5.9 se demostró que dos caracteres son homotópicos si, y sólo si, son
iguales. Por lo tanto, f es nulhomotópica si, y sólo si, h = ctee. Si F 0 es el isomorfismo
y homeomorfismo construido en el Teorema 5.6, el conjunto de lazos nulhomotópicos
en G, W , es homeomorfo, mediante F 0�1, a

Tope(S1, Hom(G⇤,R))⇥ {ctee}
Como éste es un espacio vectorial topológico (ver la Proposición 5.7), W se pue-
de contraer fuertemente a ctee. En la Proposición 5.13 se demostró que ⇡n(G, e) y
⇡n�1

(W, ctee) son isomorfos. Por lo tanto ⇡n(G, e) = 0.

Teorema 5.15. Si G y H son grupos ACH conexos, son equivalentes
a) G es topológicamente isomorfo a H.
b) G es homotópicamente equivalente a H, relativo a e.
c) G⇤ es isomorfo a H⇤.

Demostración. La equivalencia entre a) y c) es la dualidad de Pontryagin. Clara-
mente a) implica b). Demostraremos que b) implica a).

Supóngamos que existe G
r�! H, equivalencia homotópica, basada, con inversa

homotópica s. Por el Corolario 5.11, sabemos que r y s son homotópicas, de manera
punteada, a únicos homomorfismos continuos ' y  , respectivamente. Las funciones
r � s y s � r son homotópicas al homomorfismo identidad. Por lo tanto ' � = IdH y
 � ' = IdG (ver el Teorema 5.9). Entonces b) implica a).
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