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6 INDICE GENERAL

Introduccion

La teoria espectral surge alrededor del ano 1905, a partir del intento de
solucionar la ecuacién

Tv = \v, (1)

siendo T un operador en un espacio vectorial V', con el fin de obtener una
representacion del operador que facilite su manipulacién. Fue el matematico
aleman David Hilbert quien introdujo el nombre de teoria espectral en su tra-
bajo sobre los espacios de Hilbert y, para su sorpresa, su trabajo no solamente
tuvo impacto en las matemadticas, sino también en diversas areas de la fisica.
Por mencionar algunas, se descubrio en el area de mecanica cuantica que la
teoria espectral lograba explicar propiedades interesantes del espectro atémico,
también se logrd aplicar esta teoria a las ecuaciones integrales de Fredholm, y
a la teorfa de Sturm-Liouville. Ademas de tener implicaciones en la fisica, la
teoria espectral aporta mucha informacién sobre los operadores, lo que sim-
plifica de manera considerable la manera de trabajar con ciertos sistemas de
ecuaciones.

En este trabajo abordaremos las implicaciones que tiene el estudio de la
teoria espectral en las matematicas, enfocandonos especialmente en tres as-
pectos. Primero sentaremos las bases para entender el teorema espectral para
operadores autoadjuntos, presentando los operadores compactos y sus propie-
dades espectrales, asi como una breve introduccion a la teoria de proyecciones,
la cual es necesaria para el teorema espectral. Una vez enunciado el teore-
ma, lo aplicaremos para dar una prueba del clasico problema de momentos de
Hamburger. Finalmente, utilizaremos un resultado de la teoria espectral para
operadores compactos para proporcionar una prueba del teorema de Bohr para
funciones casi periddicas.

Para lograr las metas anteriormente mencionadas, necesitamos empezar de
lo méas basico, preguntandonos ;Qué pasa cuando tenemos un operador defini-
do en un espacio de dimensién finita? Aunque no todos los operadores lineales
definidos en espacios de dimensién finita tienen valores propios!, en caso de
tenerlos la teoria espectral se resume a un solo teorema, el cual proporciona
una manera elegante de escribir al operador, con base en sus valores propios.

El siguiente ejemplo muestra un operador definido en un espacio de dimen-
sion finita que no tiene valores propios.

Ejemplo 0.0.1. Sea T : R? — R? el operador lineal que rota a un vector
en R? en un 4ngulo de 7/2 grados. Geométricamente se puede ver que al
rotar un vector en el plano R?, el vector rotado no es un multiplo del vector

'Todos los operadores diagonalizables tienen valores propios, como se puede ver en [4].
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original, pues no son colineales. De esta forma, podemos concluir que si z € R2,
entonces T'x # Ax. Asi, el operador lineal T no tiene vectores propios, y por
tanto tampoco valores propios.

Antes de enunciar el teorema espectral para operadores lineales en dimen-
sion finita, necesitamos recordar algunos conceptos de algebra lineal relaciona-
dos con los valores y los vectores propios, y con el operador adjunto.

Definicién 0.0.1. Sea T': V' — V un operador lineal definido en un espacio
vectorial V' de dimension finita, con producto interno (,) y sobre un campo K.

1. Se define % al operador adjunto de T', denotado por T™, como el operador
que cumple que (T'z,y) = (z, T*y).

2. Se dice que el operador T" es normal si TT* = T*T
3. Se dice que el operador T es autoadjunto si 7' = T*

4. Si existe un valor A € K tal que Tv = Av, para algin v € V vector no
nulo, el vector v se llama vector propio de T'; y el valor A se llama valor
propio asociado al vector propio v.

5. El espacio propio W) de T correspondiente al valor propio A\ se define
como el conjunto de todos los vectores propios correspondientes al valor
propio A, es decir,

Wy={veV:Tv= v}

Teorema 0.0.1. Sea T un operador lineal definido en un espacio vectorial V'
de dimensidn finita, con producto interno (, ), sobre un campo K, y supongamos
que tiene valores propios A1, Ag, ..., \i.. Supongamos que 1" es normal si K = C,
y que T es autoadjunto si K = R. Para cada i (1 < i < k), sea W; el espacio
propio de T correspondiente al valor propio N\;, y sea T'; la proyeccion ortogonal
de V' sobre W;. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

1.V=W, oW, & ..® W,

2. Wt =W, & Wy & ... & Wy, sumando todos los espacios propios Wj,
excepto el espacio W.

3. TZTJ = 5ijTi; para 1 S Z,j S k.
4. 1T =Ty + Ty + ... + Ty, donde I es el operador identidad.

5 T =MTy + X1y + ... + T} (Esta es la representacion espectral de
T).

2El operador adjunto de un operador 7' definido en un espacio vectorial V' de dimensién
finita con producto interno (,) siempre existe, como se puede ver en [4].
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Este importante teorema es bastante 1til y conocido, y su demostracion
se puede consultar en [4]. Es importante mencionar que esta representacion
no es valida en el caso en que el operador esta definido en un espacio de di-
mensién infinita, y esto pasa principalmente por dos razones. La primera es
que el operador podria no tener valores propios, y la segunda es que el espec-
tro de un operador lineal definido en un espacio de dimension infinita puede
ser un conjunto muy complicado, a diferencia del caso de dimension finita, en
el que el espactro estd formado uinicamente por los valores propios del operador.

Como dijimos, existen operadores en espacios de dimensién infinita que no
poseen valores propios, veamos un ejemplo que lo ilustre.

Ejemplo 0.0.2. Consideremos al operador desplazamiento a la izquierda en
el espacio de Hilbert l5(N). Este operador estd definido como T'(z1,xs,...) =
(22,23, ...). Sean A un escalar y x € l5(N) tales que Tz = Az. Entonces se tiene
que (zg,x3,...) = A(x1, 22, ...), de manera que x5 = Axq, 3 = Axy = A(Azq),
14 = w3 = AMA(Axy)), v asi sucesivamente. Entonces tenemos que z; = A" 1x;.
Por otro lado,

o0
ol = Yt =t S
€N i=1

Esta suma diverge para todos los valores A tales que |A\| > 1. Si [A\| < 1,
entonces x = 0. Asi, el dnico x € [5(N) que resuelve la ecuacién debe ser el
vector cero, que no puede ser un vector propio. Podemos concluir entonces que
este operador carece de valores que solucionen la ecuacién Tv = v, es decir,
carece de valores propios (segun esta definicién).

Quisiéramos encontrar una representacién equivalente a la que proporcio-
na el teorema espectral en dimension finita, pero para espacios de dimensién
infinita. No lograremos encontrar una representacion espectral para cualquier
operador lineal definido en un espacio de dimensién arbitraria, pero si po-
dremos encontrar esta representacion para cualquier operador lineal acotado y
autoadjunto, y una vez hecho esto (no es algo rapido de hacer) enunciaremos un
teorema fuerte de extensién de funciones (teorema de von Neumann), que nos
permitira extender cualquier operador simétrico a un operador autoadjunto,
de manera que tal representacién también valdra para operadores simétricos.



Capitulo 1

Espectro y operadores
compactos

1.1. Algunos conceptos y definiciones impor-
tantes

Para empezar, consideremos un espacio vectorial sobre el campo C, X# 0,
y sea T : D(T) — X un operador lineal, donde D(T") C X. Cuando queremos
obtener informacion sobre un operador, es natural preguntarnos por sus valores
propios, y como ya sabemos, para obtenerlos tenemos que analizar el operador
T-\I, donde X es un nimero complejo cualquiera e I es el operador identidad
en X. Para no escribir cada vez el operador T-AI, sea

T\ = (T — ).

Cuando T) sea invertible, definimos el operador Ry =T} ! Este operador
comunmente se llama operador resolvente. Notemos que el resolvente de T es
un operador lineal, siempre que 7" lo sea. Como ya aclaramos, si queremos
estudiar al operador T', necesitamos analizar a R, y para esto necesitaremos
algunos conceptos basicos que se definen a continuacién.

Definicién 1.1.1. Sea X # () un espacio normado, y sea T : D(T) — X un
operador lineal.

1. Definimos el conjunto resolvente p(7') como el conjunto de todos lo va-
lores complejos A tales que R, existe, Ry es un operador acotado, y R,
estd definido en un conjunto que es denso en X. A un valor A € p(7T) le
llamaremos valor regular de 7.

2. El conjunto C — p(T') = o(T) se llamara el espectro de T', y un valor A
€ o(T) se llamara valor espectral.

9
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3. Al conjunto de valores X tales que T\ no sea invertible, le llamaremos
espectro puntual, y lo denotaremos por o,(7). Un valor A € op(T) se
llama valor propio.

4. Al conjunto de valores A tales que R, existe y estd definido sobre un
dominio denso, pero no es acotado, le llamaremos espectro continuo, y
lo denotaremos por o (7).

5. Al conjunto de valores A tales que R, existe, y estd definida en un con-
junto que no es denso en X, le llamaremos espectro residual, y lo deno-
taremos por o,(T).

Para ilustrar mejor estos conceptos, estudiaremos algunos ejemplos y de-
mostraremos algunas propiedades del operador R, y de los conjuntos anterio-
res, y mas particularmente del espectro. Por ejemplo, es natural pensar que
si X es de dimension infinita, entonces existen valores espectrales que no son
valores propios. Veamos un caso particular en que esto pasa.

Ejemplo 1.1.1. Sea T": l; — Iy el operador definido por
T(ZEl,.TQ, ) = (O,ZEl,.TQ, )

sobre el espacio de Hilbert [y (que es de dimensién infinita).

Este operador es inyectivo, pues si suponemos que z,y € [y son tales que
T(x)=T(y), entonces

T(ZL’l,ZEQ, ) = T(yl,yg, ),
lo que significa que
(07 Ty, T2, ) = (07 Y1, Y2, )7
por lo que concluimos que
(1'1,932, ) = (yla Y2, )

Asi, 0 no es un valor propio, y como 7T no es suprayectivo, entonces no es
invertible, por lo que 0 es un valor espectral.

Ahora probaremos un teorema que puede parecer pequeno, pero nos da una
manera conveniente de representar al operador (I —T)~! bajo ciertas hipétesis.
De aqui en adelante denotaremos por B(X, X) al espacio de todos los opera-
dores acotados en el espacio de Banach X.

Teorema 1.1.1. Sea T € B(X,X). Si ||T|| < 1, entonces (I —T)™" es un
operador lineal y acotado, y se cumple que

I-T)'=Y T =I+T+T*+T%+ .,
=1

donde la serie > >, T" converge en la norma de B(X, X).
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Demostracidn. Sabemos que si T' es acotado, entonces (I —T)~! es un opera-
dor lineal y acotado. Usaremos que ||T|| < ||T||* (se puede ver la demostracién
de este hecho en [5]). Recordemos que la serie > >~ ||T||" converge cuando ||T|
< 1, y esto lo sabemos por hipétesis, de modo que Y ;= ||T||* converge. Usan-
do esto, y el hecho de que ||T%|| < ||T|", obtenemos que Y oo, |77 también
converge.

Como ya sabemos, convergencia absoluta implica convergencia, siempre que
el espacio sea completo, y como el espacio B(X, X) es completo por ser X un
espacio de Banach, entonces la serie ) .-, T" converge. Nos falta probar que

iTZ‘ =({I-T)"

Para esto, notemos que
I-TYI+TH+..+TY=I+T+..+THI -T)=1-T""".

Cuando n — oo se tiene que 7" — 0 en la norma de B(X, X), pues || T
< 1. De lo anterior obtenemos que

(=TT = (T ~T) =1

o0
de donde se tiene que Z T" = (I —-T)7}, que es lo que querfamos probar. [J
i=1
Como una aplicaciéon muy importante de este teorema, probaremos a conti-
nuacién que el espectro o(7") de un operador lineal y acotado 7" es un conjunto
cerrado. Para probar esto, utilizaremos también el siguiente lema, cuya demos-
tracién es bastante elemental y se puede encontrar en [5].

Lema 1.1.2. Sean X un espacio de Banach, T : X — X un operador lineal,
y A € p(T). Supongamos que T es acotado. Entonces Ry(T) estd definido en
todo el espacio X y es acotado.

Teorema 1.1.3. El espectro o(T') de un operador lineal y acotado T es un
congunto cerrado.

Demostracion. Para probar esto, veremos que el conjunto C - o(T") = p(T) es
un conjunto abierto, es decir, para todo Ay € p(T'), existe € > 0 tal que para
todo A que cumpla [A\g — A| < € se tiene que A € p(7T).

Sean A\g € p(T) y A € C, entonces tenemos que

T— A =T =Xl — A=) =(T =X —A=X)T—=XI)™). (L1)
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Sea V= (I — (A — Xo)(T — X\oI)™'). Entonces la ecuacién (1.1) se puede
escribir como Ty = T\, V', y como Ay € p(T) y T es acotado, por el lema 1.1.2
se tiene que Ry, = T), € B(X, X). Usando el teorema 1.1.1, obtenemos que el
operador V' tiene inversa

V=30 = AR = S = M) RS,

en B(X, X) para todos los valores A tales que ||[(A — Ag) Ry, || < 1, es decir,

A= Ao| < (1.2)

1R I
Como Ty.' = Ry, € B(X,X) y Ty = T),V, entonces para todos los valores
A que satisfacen la ecuacién (1.2) el operador T tiene inversa Ry = Ty ' =
(T),V)™' = V7IR,, Asi, los valores A que satisfacen la ecuacién (1.2) forman
una vecindad (de valores regulares de T') para Ao, lo que significa que p(T) es
abierto. ]

Una pregunta natural después de ver este teorema es si el espectro o(T')
es también un conjunto compacto. La respuesta a esta pregunta es si, y es el
teorema que demostraremos a continuacion.

Teorema 1.1.4. FEl espectro o(T) de un operador lineal y acotado T definido
en un espacio de Banach X es un conjunto compacto, y vive en el disco definido
por [A| < [|T°[].

Demostracion. Sea A # 0. Por el teorema 1.1.1, tenemos que si |37 < 1,

entonces . )
1 1.\~ L= /1Y
T-X)t=—=(I-=T = —— =T .

=5 (1=5r) =)

El mismo teorema nos dice que los valores A que lo cumplen hacen que el opera-
dor (T - XI)~! sea invertible, es decir, tales valores pertenecen al conjunto p(T').

Lo anterior significa que o(7T') vive en el disco dado por |A| < ||T||, por lo que
el espectro de T es un conjunto acotado, y como ya sabemos que es también un
conjunto cerrado, tenemos que o(7) es en efecto un conjunto compacto. ]

El siguiente teorema podria parecer que es inmediato, pero de hecho su
prueba es bonita, y muy ilustrativa sobre el concepto de espectro. Veamos lo
que nos dice.

Teorema 1.1.5. Sean X un espacio de Banach complejo, T € B(X,X) y f
un polinomio con coeficientes complejos. Entonces se cumple que f(o(T)) =
o(f(T)). Es decir, el espectro del operador f(T') estd formado por los valores
que la funcion f toma en el espectro o (T') de T.
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Demostracion. El caso cuando f es una constante es trivial, asi que considere-
mos el caso cuando el grado del polinomio f es mayor o igual a 1, y supongamos
que u € f(o(T)), esto significa que p = f(\) para algin valor A € o(T). El
polinomio f(z) - u tiene raiz A, y por el teorema del resto, existe un polinomio
q tal que
f(z) == (2= Na(z).

Entonces f(T) - ul = (T - M )q(T'), donde el operador T' - A\I no es invertible,
pues A € (7). De este modo podemos concluir que el operador f(7T') - ul no
es invertible (pues uno de los factores que lo conforman no lo es), y eso quiere
decir que o € o(f(T)). Asi, tenemos la contencién f(o(7T)) C o(f(T)).

Ahora probaremos que si pu ¢ f(o(T)), entonces u ¢ o(f(T)), lo que nos
permitiria concluir la contencién o(f (7)) C f(o(T)), y por tanto la igualdad.
Sea i ¢ f(o(T)),y consideremos el polinomio f(z) - . Como X es un espacio
de Banach sobre el campo C, entonces este polinomio se puede factorizar en
factores lineales como

F(2) = = eolz = M)z = Xa) - (2= An) (13)
donde n es el grado del polinomio f. De la igualdad 1.3 se sigue que f()\;) = p
para todo j € {1,...,n}. Notemos que Aj,...,\, ¢ o(T), pues si suponemos que
A;j € o(T) para algin j € 1,....n, entonces pp = f(X\;) € f(o(T)), y supusimos
que esto no pasa, de modo que Ay,...,\, ¢ o(7T). De la igualdad 1.3 obtenemos
que

ul — F(T) = —co(T — MI)T — NoI) - - - (T — A1), (1.4)

Todos los factores del lado derecho de la igualdad 1.4 son invertibles, pues
Ay An & o(T). Entonces podemos concluir que pl - f(7T') también es inver-
tible, y esto significa que pu ¢ f(o(T)). O

Algo muy importante que nos falta probar, y que de hecho hemos usado en
algunos de los teoremas que hemos probado hasta ahora, es que el espectro es
un conjunto no vacio. Para hacer la demostracion de este importante teorema se
necesita el Teorema de Liouville y un lema que involucra al operador resolvente
R, ambos se enuncian a continuacién, sin embargo, para poder comprenderlos
tenemos que definir los siguientes conceptos.

Definicién 1.1.2. Sea h : C — C una funcién cualquiera.

1. Sea G un subconjunto abierto y conexo de C. Se dice que la funcién h
es holomorfa (o analitica) en G si h esta bien definida y es diferenciable
en (G, es decir, la derivada h’ de h definida como

iy 1 RO AXN) —h(N)
M= 4T

existe para todo A € GG
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2. Se dice que la funciéon h es entera si h es holomorfa en todo el plano
complejo C, es decir, si h es holomorfa en \ para todo A € C

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio normado.

1. Una funcional lineal f es un operador lineal acotado con rango en el
campo escalar del espacio normado X en el cual vive el dominio de f.

2. El conjunto de todas las funcionales lineales acotadas en X forma un
espacio normado con la norma

T LG NPT

cexlelz0 |2 [|z]|=1
Este espacio se llama el espacio dual de X y se denota con X'.

Definicién 1.1.4. Sean U un subconjunto abierto de C, X un espacio de
Banach complejo y (Sy)rev € B(X, X).

1. Se dice que la funcién S : U — B(X, X) definida por S(A) = S) es
localmente holomorfa en U si para todo z € X y para todo f € X', la
funcién h dada por

h(A) = f(Sxz)

es holomorfa en cualquier \g € U en el sentido de la definicién 1.1.2.

2. La funcién S es holomorfa en U si S es localmente holomorfa en U y U
es abierto y conexo.

3. La funcién S es holomorfa en un punto A\g € C si S es holomorfa en
alguna e-vecindad de .

El siguiente lema y el teorema de Liouville no los probaremos, pero sus de-
mostraciones detalladas puede consultarse en [5] y [1] respectivamente. Ambos
seran sumamente tutiles para probar que el espectro de un operador lineal y
acotado es no vacio.

Lema 1.1.6. El operador resolvente Ry = (T — XI)™! de un operador lineal
T : X — X definido en un espacio de Banach complejo X es holomorfo
en cualquier punto Ao del conjunto resolvente p(T) de T, en el sentido de la
defincion 1.1.4.

Teorema 1.1.7. (Liouville) Sea f : C — C una funcién entera. Si existe
M >0 tal que |f(z)| < M para todo z € C, entonces la funcion f es constante.

Teorema 1.1.8. SiT es un operador lineal y acotado definido en un espacio de
Banach complejo X, entonces el espectro o(T) del operador T es un conjunto
no vacio.
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Demostracion. Supongamos que 1" # 0, entonces ||T']| # 0. Por el teorema
1.1.1, el operador (T - AI)~! se puede expresar en forma de serie como

I /1.
T—-N)"1'=—< T
(T - A1) A“(A)

y vimos que esta serie converge para todos los valores A tales que |A| > || 7|,
o equivalentemente, para los A tales que ‘—i' < ﬁ Entonces la serie converge
absolutamente para ﬁ < 5, es decir, |A| > 2||T||. Para las A que lo cumplen,

se tiene que

27>

Il << 1 _ . 1 1
(T =ADH <= [T = < :
|A|ZZ1 A Al =[] = (|7

Supongamos que o(7T) = () y veamos que esta hipdtesis nos lleva a una contra-
diccién. Como o(T') = (), entonces p(T') = C, de manera que, usando el lema
1.1.6, Ry es holomorfa para todo A. Entonces si tomamos una x € X fija, y
una f € X' fija, la funcién h definida como

h(X) = f(Bxz)

es holomorfa en todo C, es decir, h es una funcién entera. Sabemos que si una
funcion es entera, entonces es continua, por lo que h es continua y por tanto
acotada para los valores A tales que |A| < 2||T||. Pero h también es acotada
para los valores A tales que || > 2[|T||, pues ||Ry| < ﬁ y

[h(M)] = 1f (Baz)| < (I f (I Bazll < [ BANlz]] < ||f||%-
Asi, tenemos que h es una funcién entera y acotada en C, de manera que, por el
Teorema de Liouville (Teorema 1.1.7), la funcién h es constante. Recordemos
que x € X y f € X' eran arbitrarias, de modo que si h = cte, podemos concluir
que Ry no depende de A, y por tanto (Ry)~' = T — AI tampoco depende de A,
lo cual es imposible. Hemos llegado a una contradiccion, y por tanto el teorema
queda demostrado. O

Ya tenemos establecidas algunas propiedades basicas y definiciones impor-
tantes, vélidas para cualquier operador lineal, asi que ya podemos empezar a
trabajar con el primer tipo especial de operadores que vamos a considerar, que
son los operadores compactos.

1.2. Propiedades de los operadores compactos

Los operadores lineales compactos son muy importantes al momento de
aplicar la teoria espectral, y de hecho la definicién de compacidad de un ope-
rador lineal compacto surge gracias a las ecuaciones integrales. Estos opera-
dores también juegan un papel central en varios problemas de matematicas
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aplicadas. La razon de que estos operadores tan especiales sean importantes
en ciertos problemas, es que aunque estén definidos en espacios de dimesnién
infinita, sus propiedades espectrales se parecen mucho a las de los operadores
definidos en espacios de dimension finita.

En esta seccién estudiaremos las propiedades béasicas de los operadores
compactos, haciendo énfasis en la forma de caracterizarlos. De hecho, propor-
cionaremos tres formas diferentes de caracterizar un operador lineal compacto,
y después empezaremos a trabajar con las propiedades espectrales de éstos. Nos
daremos cuenta a lo largo de esta seccién que la teoria espectral de operadores
compactos se puede resumir a unos pocos resultados que hacen esta teoria muy
accesible.

Definicién 1.2.1. Sean X y Y espacios normados. Un operador 7' : X — Y
se llama operador lineal compacto, si T es lineal, y para todo subconjunto
acotado M de X, se tiene que T(M) es relativamente compacto, es decir, la

cerradura T'(M) de T'(M) es un conjunto compacto.

El primer teorema que probaremos sobre este tipo de operadores tiene una
demostracion bastante sencilla, pero es importante, pues nos dice como se
relaciona este tema con la parte anterior, de hecho nos dice que todo lo que
ya probamos en la seccién anterior se cumple también para los operadores que
consideraremos ahora.

Teorema 1.2.1. Sean X y Y espacios normados. Entonces
(a) Todo operador lineal compacto T: X — Y es acotado.
(b) Si dim X = oo, el operador identidad I: X — X es un operador no compacto.

Demostracion. (a) Sea T un operador compacto, y consideremos el conjunto
U= {z € X : ||z = 1}, es decir la esfera unitaria en X. Este conjunto
es acotado, y como T es compacto, entonces T(U) es compacto, y por tan-
to es acotado, de modo que supy,_; || 7] < oo. Asf, el operador T es acotado.

(b) Consideremos la bola unitaria en X, M = {z € X : |z| < 1}. Este
conjunto es acotado, sin embargo, sabemos! que la bola unitaria en un espacio
Z es un conjunto compacto si y solo si dimZ < oo, y como dimX = oo
entonces podemos concluir que M no es un conjunto compacto, de modo que
I(M)= M =M = I(M) no es compacto. O

Ahora probaremos algunos teoremas de convergencia de operadores com-
pactos, que ayudaran a poder saber cuando algin operador lo es. Sus demos-
traciones ademas ayudan a entender mejor el concepto de compacidad.

'La demostracién de este importante resultado puede consultarse en [7]
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El siguiente teorema sera muy util en adelante, pues nos da un criterio para
poder identificar a un operador compacto, y de hecho se usara fuertemente el
teorema que nos dice cémo caracterizar a un conjunto compacto usando suce-
siones (compacto por sucesiones).

Teorema 1.2.2. Sean X y Y espacios normados, y T: X — Y un operador
lineal. Entonces T es compacto si y solo si (T(x,)) es una sucesion en el espacio
Y que tiene una subsucesion convergente, para todo (x,) C X sucesion acotada.

Demostracion. Necesidad: Si T es un operador compacto y (z,) es una su-
cesién acotada, entonces (7'(x,)) es un compacto en Y, y por tanto (7(z,))
tiene una subsucesion convergente.

Suficiencia: Supongamos que para todo (z,) sucesién acotada se cumple que
la sucesién (T'(x,,)) contiene una subsucesién convergente (7'(xy,)). Sea B C X
un conjunto acotado, y sea (y,) una sucesién cualquiera en T'(B).

Entonces y, = Tz, para alguna z, € B,y (z,) es acotada, pues B lo es. En-
tonces por hipétesis T'(z,) contiene una subsucesién convergente. Esto quiere
decir que T(B) es compacto, pues es compacto por sucesiones. Asi, T es un
operador compacto. O

Corolario 1. St Ty y Ty son dos operadores compactos y o es un escalar,
entonces Ty + a'Ty es un operador compacto.

Demostracion. Sea (x,) una sucesién acotada. Primero probemos que a7 es
un operador compacto. Probaremos que la sucesiéon (aT3(z,)) contiene una
subsucesion convergente, y entonces por el teorema 1.2.2 podremos concluir
que o135 es en efecto un operador compacto.

Ya sabemos que la sucesion (T5(z,)) contiene una subsucesiéon conver-
gente (por ser T, un operador compacto), digamos (T5(z,;)), de modo que
(aT3(z,y)) es una subsucesién convergente de la sucesion (aTy(z,)), que es lo
que buscabamos.

Nos falta ver que T} + a7, es compacto. Veamos que (77 + aTy)(z,) =
T1(z,) + aTy(z,) tiene una subsucesién convergente. Ya sabemos que a To( ;)
es una subsucesién convergente de la sucesion aTs(z,), y como T es un opera-
dor compacto, tenemos que T}(z,) tiene una subsucesion convergente Ti(z,;),
de modo que T (z,;) + o Ts(z,;) es una subsucesién convergente de la sucesion
Ti(z,) + aTa(z,). O

Asi, podemos concluir que el espacio de todos los operadores lineales com-
pactos es un espacio vectorial.
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Otra manera de comprobar si un operador es compacto, es via un boni-
to teorema que probaremos a continuacion, que sugiere en vagas palabras que
el limite uniforme de operadores compactos, es también un operador compacto.

Teorema 1.2.3. Sea (7)) una sucesion de operadores lineales compactos de-
finidos de un espacio normado X en un espacio de Banach Y. Si se tiene que
| T, - T|| — 0, entonces el operador T es compacto.

Demostracion. Probaremos que si (z,,) es una sucesién acotada en X, entonces
su imagen (Tz,,) tiene una subsucesién convergente, lo que implica, usando el
teorema 1.2.2 que el operador T es compacto.

Como T; es compacto, () tiene una subsucesién (z, ) tal que (Tyz, )
es de Cauchy. De la misma manera, (z,, ) tiene una subsucesién (z,, ) tal
que (Tyz,, ) es de Cauchy. Si seguimos de esta manera, podemos observar
que la sucesién diagonal (y,,) = (z,, ,.) es una subsucesion de la sucesién (),

y cumple que para todo entero positivo n, la sucesioén (1,9, )men es de Cauchy.

Sabemos que la sucesién (z,,) es acotada, digamos que ||z, || < ¢, para toda
m. Entonces ||y,,|| < ¢, para toda m. Sea e > 0. Como T,, — T, existe n = p
tal que || T'- T, || < . Como (T5,4,,)men es de Cauchy, existe NV tal que || T}y,
- Tyl < 55, para j,k > N. De este modo, obtenemos que || Ty; - Tyl <
1 Ty; - Tyl + [1Toy; - Towrll + ([ Towr - Toll < (1T - Toll Nyl + 5 + 1T -
Lol llwll < 5z + 5§ + e =e

Esto prueba que la sucesién (Ty,) es de Cauchy en Y, y como Y es de
Banach, entonces es una sucesion convergente. Es claro que podemos concluir
que el operador T es compacto, pues (y,) es una subsucesién de la sucesion
acotada (z,). O

Antes de probar el teorema que sigue, necesitamos recordar un concepto
que sera fundamental para su demostracién.

Definicién 1.2.2. Una sucesion (z;,,) en un espacio normado X converge débil-
mente si existe una x € X tal que para todo funcional f € X' se tiene que

lim f(z,) = f(a).

n—oo
. . w.
Este tipo de convergencia se denota como x, — .

Teorema 1.2.4. Sean X y Y espacios normados y T: X — Y un operador
lineal compacto. Sea (1) una sucesion que converge débilmente a un punto z,

es decir z, — x. Entonces (Tx,) converge fuertemente en'Y y su limite es y
=Tz
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Demostracion. Sean vy, = Tx,, y = T
Primero probaremos que v, — ¥y, y después que v, — .

Sea g una funcional lineal en Y, sea f definida como f(z) = g(7%2), z € X,
con f cualquiera. Entonces f es acotada y lineal, pues T es compacto y por
tanto acotado, y se tiene que

[F = 19(T2)] < lglIT=[] < lgHTH=1-

La definicién de convergencia débil de (z,) implica que f(z,) — f(z), de
modo que g(Tx,) — ¢g(Tz), es decir, g(y,) — ¢g(y) y como g era cualquier
funcional acotado, queda demostrado que v, — .

Nos falta probar que y, — y. Para esto supongamos que no se cumple.
Entonces (y,,) tiene una subsucesién (y,, ) tal que ||y, —y|| > m, para alguna
m > 0, para toda k. Como (z,) converge débilmente, (z,) es acotada, y (z,,)
también lo es. Como T es compacto, por la caracterizacién que tenemos de
operadores compactos, sabemos que (7z,, ) tiene una subsucesién convergente,
llamémosle (z;). Supongamos que (z;) — 2.

Entonces (z;) — z, de modo que z = y. Asf, || 2; - y || = 0, pero
Iz =yl = m >0,
y esto es una contradiccion, por lo que debe ser cierto que

Yn — Y.
[

Definicién 1.2.3. Sea B un subconjunto de un espacio métrico X y sea € >

0.

1. Un conjunto M. C X se llama una e-red para B si para todo z € B
existe un punto y € M, tal que d(z,y) < e.

2. El conjunto B es totalmente acotado si existe una e-red finita M, C X
para B, y en este caso finita significa que tenga una cantidad finita de
elementos.

El lema que se enuncia a continuacién lo necesitaremos para demostrar una
propiedad importante que relaciona a un operador compacto con su adjunto,
sin embargo no lo demostraremos porque su demostracion utiliza muchos argu-
mentos de topologia, y ese no es nuestro objetivo. Una demostracion bastante
completa se puede encontrar en [5].
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Lema 1.2.5. Sea B un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces las
siguientes afirmaciones son verdaderas.

(a) Si B es relativamente compacto, entonces es totalmente acotado.

(b) Si B es totalmente acotado y X es completo, entonces B es relativamente
compacto.

(c) Si B es totalmente acotado, entonces para todo € > 0 existe una e-red finita
para B.

(d) Si B es totalmente acotado, entonces B es separable (tiene un subconjunto
denso y numerable).

Definicién 1.2.4. Sean X y Y espacios normados, y 7' : X — Y un operador
lineal acotado. El operador adjunto de T', T* : Y’ — X’ es el operador que
cumple

(T7g)(x) = g(Tx),
donde g € Y’y X'y Y’ son los espacios duales de X y Y, respectivamente.

Aunque esta definicién de operador adjunto no coincide con el operador
adjunto de un operador lineal entre espacios de Hilbert, ambos adjuntos tienen
la misma norma que el operador original, y ademaés, en el caso en que X y Y
son espacios de Hilbert, ambos adjuntos estan relacionados, como se puede ver
en [5].

Teorema 1.2.6. Sea T: X — Y un operador lineal, donde X yY son espacios
normados sobre R. Si T es compacto, entonces su adjunto T* :'Y' — X'
también es compacto.

Demostracion. Sea B un subconjunto acotado del espacio Y, entonces

lgll < e,

para todo g € B. Probaremos que 7*(B) C X’ es totalmente acotado, de modo
que T*(B) sera relativamente compacto por ser X’ completo.

Para ver que T*(B) es totalmente acotado, debemos probar que para cual-
quier g > 0, T*(B) contiene una g¢p-red finita. Sea U = {z € X : ||z| < 1},
ya sabemos que el conjunto U es acotado, y como T es compacto, entonces
T(U) es relativamente compacto, de modo que T'(U) es totalmente acotado,
aplicando el lema 1.2.5 (a). Usando el inciso (c) del lema 1.2.5 podemos ver
que existe una e;-red M C T'(U) para T(U), con £; = . Esto quiere decir
que el conjunto U contiene puntos x, ..., z, tales que para todo z € U se tiene
que

€0
Ter —Tzx;|| < —
|7 — Tay| <

para alguna j € {1,...,n}.
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Sea A: Y’ — R™ definida por Ag = (9(T'z1), g(Tx3),...g(Tx,)). El operador
g es acotado por hipotesis y T es acotado por ser un operador compacto. En-
tonces A es compacto, pues es acotado y dimA(Y') < oco. Como B es acotado,
A(B) es relativamente compacto, y por el lema 1.2.5 (a) es totalmente acota-
do. Usando el inciso (b) del lema 1.2.5 tenemos que A(B) contiene una eo-red
finita {Agi, ..., Agm} para A(B), con g, = 2, lo que significa que el conjunto
B contiene puntos (funciones) g1, ..., g, tales que para cada g € B se cumple
que

£
|4g = Agello < =
para alguna k, y donde || - ||p es la norma en R". Nos resta probar que

T*g1, ..., T*gm es la gp-red que necesitamos para T*(B), una vez que probe-
mos esto habremos acabado.

Ya sabemos aue Ag = (g(Ta1),(Tzz), -.g(Tz,)) ¥ aue | Ag — Agilo < %,
para alguna k, de donde obtenemos que para toda j, y para todo g € B existe
una k tal que

9(T;) = gu(Tz) < D 19(Ty) = gel(T) = Al = gi)llo < ()2

=1

Sea x € U. Entonces existe una j tal que ||Tox—T'z;|| < $. Sea g € B. Enton-
ces existe una k tal que |Ag— Agillo < %2, y se cumple que |g(T'x;) — gi(Tz;)|?
< (%)? para esta k y para toda j. Asi, tenemos que |g(Tx) — gr(Tx)| <
19(Tx) = g(Txj) |+ |g(Tw;) = gi(Tzy)| + |gn(T;) = gi(T2)| < gl T = Ts| +
T gl Ty = Tal) < e+ +cf < eo.

Esto se cumple para todo z € U, y por la definicién de T™ tenemos que
g(Tz) = (T*g)(x), por lo que tenemos que

|T*g —T"gi|| = ”81”11D (T*(g — gx)) ()] = ”SI“lp l9(Tz) — g1(Tx)| < 0.
z||=1 z||=1

Entonces {T%g1,...,T*gm} es una eg-red para T*(B), de modo que T*(B)
es totalmente acotado, y por tanto relativamente compacto por el inciso (b)
del lema 1.2.5. Como B era cualquier conjunto acotado de Y’, se tiene que T*
es compacto. ]

Una pregunta natural que surge después de ver este teorema, es si el regre-
so” (la condicién de suficiencia) también vale, es decir, {Es cierto que si T es
un operador compacto, entonces T es compacto? La respuesta es si, sin em-
bargo para probarlo necesitaremos utilizar el siguiente lema. Su demostracion
se puede consultar en [9].
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Lema 1.2.7. Sean X y Y dos espacios de Banach, y sea T un operador lineal
acotado T : X — 'Y, entonces (T*)*Jx = JyT donde Jx es el mapeo candnico
de X en X", es decir

(Jx(@))(f) = f(z)

para todo x € X, f € X', y Jy el correspondiente mapeo candnico de Y en
Y”.

Teorema 1.2.8. Supongamos que T*:'Y' — X' es un operador compacto,
entonces necesariamente se cumple que T' es también un operador compacto.

Demostracion. Como T™* es compacto, por el teorema 1.2.6 (T)* es compacto.
Ademés el operador Jy : Y — Ran(Jy) es acotado e invertible con inversa
acotada (es una isometria, aunque esto no lo probaremos). Usando el lema
1.2.7, tenemos que T = (Jy) Y(T*)*Jx, y como (T*)* es compacto y (Jy)™*
y Jx son acotados, entonces (Jy )~ }(T*)*Jx es compacto, por lo que podemos
concluir que T' es compacto. O

Esto prueba una nueva caracterizaciéon que tenemos para los operadores
compactos, nos dice que un operador T es compacto si y solo si su operador
adjunto lo es, y esto se llama el Teorema de Schauder.

Como resumen de esta pequena seccion, tenemos la siguiente caracteriza-
cién para los operadores compactos.

Teorema 1.2.9. Sean X y Y espacios de Banach y'T : X — Y un operador
lineal, entonces son equivalentes

(a) T es compacto.

(b) (T(z,)) C Y contiene una subsucesion covergente, para toda (z,) C X
sucesion acotada.

(c)T* es compacto.

(d)T' es limite de operadores compactos.

Con estas tres posibles maneras de verificar si un operador es compacto
terminamos con las propiedades basicas de los operadores compactos, y ahora
nos concentraremos en sus propiedades espectrales, es decir, las propiedades
del espectro, de los valores propios, de los valores espectrales, del operador
asociado T, y de los espacios propios asociados a un operador compacto.

1.3. Espectro de los operadores compactos

La teoria espectral de operadores compactos es una simple generalizacion
de la teoria de valores propios para matrices en dimension finita, y es bastante
parecida a la teoria espectral en el caso de dimension finita en varios sentidos.
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Por ejemplo, si consideramos un operador compacto 7" en un espacio normado
X, el conjunto de valores propios de T es numerable (puede ser finito e incluso
vacio), y ademds el tinico punto de acumulacién posible de tal conjunto es el
valor A = 0. También es cierto para este tipo de operadores que si A es un valor
propio tal que A # 0, entonces cualquier espacio propio de T" asociado a A es
de dimensioén finita. Estos teoremas y varios mas seran demostrados en lo que
resta de esta seccion, con el fin de resaltar el parecido entre la teoria espectral
para operadores compactos, y la teoria espectral en el caso de dimension finita.

El primer teorema que probaremos esta relacionado con valores propios,
y es mucho mas 1til de lo que parece. Nos dice que el espectro puntual de
un operador compacto es un conjunto sencillo (no muy sofisticado). Antes de
enunciarlo necesitamos recordar lo que afirma el lema de Riesz, que serd una
herramienta esencial en su demostraciéon. Su prueba es bastante conocida y se
puede consultar en [5].

Lema 1.3.1. (Riesz) Sean Y y Z subespacios de un espacio normado X.
Supongamos que Y es cerrado, y que Y C Z propiamente. Entonces para todo
0 <0 <1 existe un elemento z € Z tal que ||z|| =1 y ||z — y|| > 0 para todo
yey.

Teorema 1.3.2. Sean X wun espacio normado y T : X — X un operador
compacto. Entonces el conjunto de wvalores propios de T es numerable, y el
unico punto de acumulacion posible es A\ = 0.

Demostracion. Basta probar que el conjunto de todos los valores A € 0,(T)
tales que |A| > k, para toda k es finito. Esto porque queremos probar que
0,(T') es a lo mas numerable.

Para probarlo, supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe
un valor ky > 0 de tal forma que hay una infinidad de valores A que cumplen
|A| > ko, o equivalentemente, hay una sucesién (\,) de infinitos valores pro-
pios diferentes tal que |A,| > ko. Como esta sucesién estd formada por valores
propios, también se cumple que Tz, = \,z,, para alguna x,, # 0. Los vectores
propios z1, ..., x, correspondientes a distintos valores propios Ay, ..., A, de un
operador lineal 7" en un espacio vectorial X conforman un conjunto linealmen-
te independiente.

Sea M, = (z1,...,x,). Entonces cada x € M, tiene una representacién
Unica r = oy 1 + ... + a,x,, de manera que

(T — )\n[)x = ()\1 — )\n)xl + ...+ CYn,1<)\n,1 — )\n).’ll'n,1 (15)

de modo que (T'— N\, I)x € M,_; para toda x € M, (esto porque (T'— \,I) ya
no depende de x,, como podemos ver de la igualdad 1.5). Notemos que al ser
subespacios de dimensién finita de un espacio normado X, todos los M,, son
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cerrados. Entonces podemos aplicar el lema 1.3.1 (lema de Riesz), y obtener
que existe una sucesion (y,) € M, tal que ||y, = 1,y ||y, — | > 5 para todo
S Mn—l-

Probaremos que si n < m, entonces || Ty, — Tyn|| > 1ko, y entonces po-
dremos concluir que (T'y,) no tiene subsucesiones convergentes, pues ko > 0,
y como la sucesién (y,) es acotada, por la caracterizaciéon que tenemos de
operadores compactos, tendremos una contradiccién al supuesto de que T' es
compacto, y habremos acabado.

Sea z = Ay, — Ty, + Ty, entonces Ty, — Ty, = Ay, — 2. Consi-
deremos m < n, y veamos que z € M, ;. Como m < n — 1, entonces
Ym € My C M,y = (x1,...,2,_1). De este modo, podemos concluir que
Ty € M,—1, pues Tx; = Ajz;.

Como vimos al principio de la demostracién, (T'— \,I)z € M,_; para to-
da = € M,, entonces Ay, — Ty, = —(T — A\ d)yn € M,,_1, pues y, € M,.
Ademaés recordemos que z = Ay, — Ty + Ty, y como ya sabemos que
TYm € M,_1, entonces z € M,_;. Notemos que z = \,;'2 € M,,_1, de modo
que [[Anyn — 2| = [Aalllyn — 2] > 51A0] > Fho, pues [Aa| > ko.

Recordemos que buscdbamos probar que || Ty, — Ty || > %ko, esto se cum-
ple si sustituimos z en la expresién anterior, y obtenemos que ||\, y, — z|| =
Xy — At + Ty — Tyl = [|Tyn — Tym| > $ko. Entonces llegamos a una
contradiccion, y el teorema queda probado. O

Este teorema muestra que si un operador compacto tiene una cantidad in-
finita de valores propios, éstos se pueden ordenar de tal manera que formen
una sucesion que converge a cero.

El lema que se enuncia a continuacion afirma que la composiciéon de dos
operadores compactos es un operador compacto, y tiene muchas aplicaciones.
Por el momento lo utilizaremos para el corolario al teorema 1.3.4.

Lema 1.3.3. Sea T : X — X wun operador lineal compacto y .S : X — X un
operador lineal acotado definidos en un espacio de Banach X. Entonces ST vy
TS son operadores compactos.

Demostracion. Sea B C X un conjunto acotado. Como S es un operador
acotado, entonces S(B) es un conjunto acotado, y entonces T'(S(B)) es relati-
vamente compacto por ser 1" un operador compacto. Asi, T'S es un operador
compacto.

Veamos que ST también es compacto: Sea (z,) una sucesién acotada en
X. Por el teorema 1.2.9 (T'z,) contiene una subsucesion convergente (1Tx,x),
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de modo que (STz,;) es convergente. Por tanto, ST es un operador compacto,
que es lo que queriamos probar. O

Ahora probaremos un teorema que nos permitird probar un resultado in-
teresante en la teoria espectral de operadores compactos, que afirma que para
todo valor propio de un operador compacto T' (puede ser que el operador no
tenga valores propios, como dijimos al inicio de este trabajo), el espacio pro-
pio correspondiente tiene dimension finita. Para probar esto, necesitamos el
siguiente teorema:

Teorema 1.3.4. Sea T : X — X un operador compacto definido en un espacio
normado X . Entonces para todo A > 0 se tiene que el nicleo del operador Ty,
Nuc(T)y), es de dimension finita.

Demostracion. Sabemos que un espacio Y es de dimension finita si y solo si la
bola unitaria cerrada M es en conjunto compacto en Y. Probaremos entonces
que la bola unitaria M en Nuc(T)) es un conjunto compacto.

Sea (z,) una sucesién en M. Entonces (z,,) es acotada y (T'x,) tiene una
subsucesion convergente (T'x,;). Como z, € M C Nuc(T)), entonces

Thx, =Tz, — Az, =0,

de modo que z,, = ATz, pues A # 0. Asi, (z,,) = (A\"'T'z,,,) es una sucesiéon
convergente, y su limite permanece en M por ser M un conjunto cerrado.
Entonces tenemos que toda sucesion en M contiene una subsucesién acotada,
y el limite de tal sucesiéon esta en M, por lo que podemos concluir que M es
compacto, y entonces Nuc(Ty) es de dimensién finita. O

Corolario 2. Sea T : X — X un operador lineal compacto definido en una
espacio normado X . Entonces para todo A # 0 se tiene que dimNuc(TY) < oo,
y {0} = Nuc(T?) C Nuc(Ty) C Nuc(TE) C ...

Demostracion. Supongamos que € Nuc(1y'). Como T) es lineal, 73(0) = 0,
entonces si Tyz = 0, tenemos que T/(”rlx = 0, v queda demostrado que
{0} = Nuc(TY) C Nuc(Ty) € Nuc(TE) C ...

Por el teorema del binomio, tenemos que
" /n " /n
Ty = (T —M)" = TH=MN""" = (=\"I+T T (=) "
=@ -ant =3 ()Tt = ey ()7 e
k=0 k=1

Esto se puede ver como Ty = W — pul, donde p = —(=\)", W =TS = ST,

y S es el operador Z (Z) TH1(=\)"*. Como el operador T es compacto
k=1

y el operador S es acotado (pues T' es acotado por ser compacto), podemos
concluir usando el lema 1.3.3, que W es compacto, y aplicando el teorema 1.3.4
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al operador W — pf tenemos que dimNuc(T}) < 0o, que es lo que queriamos
probar. O]

Ya trabajamos un poco con los nicleos de los operadores T asociados a un
operador compacto T : X — X, y ya tenemos incluso un resultado importante
que de cierta manera caracteriza al nicleo de un operador T}, que es el que
dice que su dimensién es finita (de hecho la dimensién del néleo de cualquier
potencia es finita) en caso de que el operador T sea compacto.

Ahora consideremos los rangos. Recordemos que ya sabemos que el nicleo
de un operador lineal acotado siempre es un espacio cerrado, sin embargo el
rango de un operador de este estilo no siempre lo es. El importante teorema
que probaremos a continuacién es la respuesta a esta pregunta, y de hecho
tiene todo que ver con el operador Ty =T — \I.

Teorema 1.3.5. Sea T : X — X un operador lineal compacto definido en un
espacio normado X . Entonces para todo X\ # 0 el rango de T\ =T — A\ es un
conjunto cerrado.

Demostracion. Denotaremos el rango de un operador 7" por Ran(T). Supon-
gamos que Ran(T)) no es un conjunto cerrado. Entonces existen y € Ran(T))
tal que y ¢ Ran(T)), y una sucesién (z,) en X tal que

Yn = Ihxn — 9.

Probemos que x,, ¢ Nuc(T)), pero que Nuc(T)) contiene una sucesion (z,) tal
que ||z, — z,|| < 20, donde ¢, es la distancia que hay de x,, a Nuc(T)).

Como Ran(T)) es un espacio vectorial, 0 € Ran(T)). Sabemos que y ¢
Ran(T)), de modo que y # 0. Entonces y,, # 0 y por tanto x,, ¢ Nuc(T)) para
todas las n’s suficientemente grandes. Supongamos sin pérdida de generalidad
que esto se cumple para toda n. Como Nuc(Ty) es un conjunto cerrado, la
distancia d,, de x,, a Nuc(T)) es positiva, es decir,

O, = Wf |z, —z| >0.
z€Nuc(Ty)

Por la definicién de infimo existe una sucesion (z,) € Nuc(T)) tal que a, =
|Tn — znl| < 20, que es lo que queriamos probar.

Dejemos esto por un lado, y ahora concentrémonos en probar que la suce-
sion a, que acabamos de encontrar cumple que a,, — o, es decir, queremos
probar que ||z, — z,|| — co. Supongamos que esto no se cumple, entonces la
sucesion (x,, — z,) contiene una subsucesién acotada. Como 7" es un operador
compacto, entonces (T'(x,, — z,)) tiene una subsucesién convergente. Sabemos
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que Ty =T =M,y A # 0, entonces [ = (T —T))\™!, y ademds (z,) € Nuc(T)),
de modo que Thz, = 0. Asi,

1
Ty — 2p = X<T — D) (xy — 2p)

es decir
Ty — 2n = —(T(xy — 2) — Thy).

Sabemos que (T'(x, — z,)) tiene una subsucesién convergente, y ademés
(Thx,) es una sucesién convergente, pues converge a y, por lo que (x, — z,)
contiene una subsucesién convergente, digamos que (Z,;—2nk) — v, conv € X.

Como T es compacto, es continuo, por tanto 7Ty también lo es. Entonces
T\(Tn — znk) — Thv, y como (z,) € Nuc(Ty), Taznr = 0, de modo que

T)\(.I'nk — an) = T,\l’nk — T)\U.

Pero también sabemos que Thx,r — y, pues Thx, — y, y sabemos que si
una sucesion converge entonces todas sus subsucesiones convergen al limite de
la sucesién original. Asi, tenemos que Thv = y. Ya sabiamos que v € X, por lo
que Thv € Ty(X) = Ran(T)), de modo que y € Ran(T)), que es una contra-
diccién al hecho de que y ¢ Ran(T)), que teniamos desde el inicio de la prueba.

Resumiendo, hasta ahora tenemos: y € Ran(Ty) tal que y ¢ Ran(T)), vy
tenemos una sucesiéon (T)x,) que converge a y. Probamos que x,, ¢ Nuc(T)),
pero Nuc(T)) contiene una sucesion (z,) tal que ||z, — z,| < 26,,. Probamos
también que a,, — oo, donde a,, = ||z, —z,||, y ahora queremos usar la sucesién
(wy), donde w,, = a,*(x, — z,) para llegar a la contradiccién que buscamos, y
poder concluir que Ran(T)) es un conjunto cerrado.

Sea w,, = i(mn — z,), entonces ||w,| =1, y como a, — 00,Tyz, =0y la
sucesion (Thx,) converge, entonces

Thw, = iT,\(xn — 2p) = iT,\ycn — 0.
an an
Recordemos que I = A\~Y(T — T)), por lo que w, = %(Twn — Thw,,). Ademas
sabemos que T es compacto y (w,) es acotada, por lo que (Tw,) contiene
una subsucesién convergente. Ya vimos que (Thw,) converge a 0, y como
w, = %(T w, — Thw,), entonces (w,) contiene una subsucesion convergente,
digamos que wy,, — w.

Como Thw, — 0, entonces Th\w,, — 0, pero también tenemos por la con-
tinuidad de Ty de Ty que Thw,, — Thw. Entonces T\w = 0, por lo que
w € Nuc(T)y), y como z, € Nuc(T)), entonces

Up, = 2p + apw € Nuc(T)).
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Asi, ||z, — up|| > 0,, de modo que

On < |@n — 20 — apw|| = ||anw, — aw|| = a,||w, —wl| < 260,||w, — w||

Entonces dividiendo por 26, obtenemos que i < [jw, — w||, que es una
contradiccién al hecho de que w,;, — w. Asi, podemos concluir que Ran(T})

es un conjunto cerrado. L]

Corolario 3. Sea T : X — X un operador compacto definido en un espacio
normado X . Entonces Ran(TY') es un conjunto cerrado para todon = 0,1,2, ...

Yy se tiene que
X = Ran(TY) 2 Ran(Ty) 2 Ran(T}) 2 ...

Demostracion. Para probar que Ran(T}') es un conjunto cerrado, recordemos
que T9 = W — pl, donde p = —(—=\)",W =TS = ST,y S es el operador
“/n

Z (k) Tk_l(—)\)"_k de la prueba del corolario 2, y esto lo podemos usar por-
k=1

que tenemos las mismas hipdtesis que en el corolario 2. Al ser T' compacto y
S acotado, tenemos que W es compacto, y usando el teorema 1.3.5 obtenemos
que Ran(T}') es un conjunto cerrado.

Para probar que X = Ran(TY) 2 Ran(T\) 2 Ran(T}) D ... procederemos
por induccién sobre n. Sabemos que Ran(TY) = Ran(I) = X 2 Ran(T)).
Supongamos que Ran(T5 ') 2 Ran(T}), entonces Ran(T3) 2 Ran(Ty), de
modo que se cumple para toda n = 0,1, ..., y queda probado el corolario. [

Los dos corolarios que tenemos nos permiten entonces conocer mejor al
operador Ty, v en general a cualquier potencia de este operador, pues nos dan
informacion sobre su nticleo y sobre su rango. Recapitulando, ya demostramos

1. Nuc(Ty) es dimension finita.

2. 0= Nuc(TY) C Nuc(Ty) C Nuc(T?) C ...
3. Ran(T}') es un conjunto cerrado.

4. X = Ran(T?) 2 Ran(Ty) 2 Ran(T3) 2 ...

Ya tenemos bastante informacién sobre las propiedades espectrales de los
operadores compactos, sin embargo, podemos decir ain més. Probaremos que
para cierta n tal que n > r las contenciones en el corolario 2 se hacen igual-
dades, y que para cierta n tal que n > ¢ las contenciones en el corolario 3
también se hacen igualdades. Aqui r y ¢ son los menores enteros para los
cuales se cumplen esas propiedades.

Lema 1.3.6. Sean T : X — X un operador lineal compacto definido en un
espacio normado X, y A # 0. Entonces existe un entero ry tal que sin > ry, los
nicleos Nuc(Ty) son todos iguales, y si ry > 0, las contenciones Nuc(TY) C
Nuce(Ty) C ... € Nuc(Ty*) son propias.
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Demostracion. Denotaremos a Nuc(Ty) como Nuc, para no escribir tanto.
Supongamos que nunca se cumple que Nuc,, = Nucy,,1. Ya sabemos que
Nuc,, € Nucp41, y como nunca se cumple que Nuc,, = Nuc,,41, entonces
Nuc, € Nuc,y1 propiamente para toda n. Como estos ntucleos son espacios
cerrados, podemos usar el lema 1.3.1 para obtener una sucesién (y,) tal que
Yn € Nucy, [|ynll =1y |lyn — z|| > 5 para toda z € Nuc,_;.

Probaremos que si m < n, entonces ||Ty, — Tym| > %|)\\, y si esto pasa,
entonces (T'y,) no tiene una subsucesién convergente, pues |[A| > 0, y esto es
una contradiccién al hecho de que el operador T' es compacto, pues (y,,) es una
sucesién acotada.

Veamos que si m < n, entonces || Ty, — Tym|| > 5|A|. Como T\ =T — A,
entonces T'= T\ + A\, por lo que

Tyn - Tym = T)\yn + )\yn - T/\ym - )\ym — )\yn -
donde T = T\Ym + ANYm — ThYn.

Sea m < n. Probaremos que T € Nuc,_;. Como m < n — 1, entonces
Nuc,, C Nuc,_1, de modo que \y,, € Nuc,, C Nuc,_1. Ademas como y,, €
Nuc,,, tenemos que

0=T"ym = T)?\v%l(TAym)v (1.6)

es decir T\y,, € Nuc,,_1 C Nuc,_1. Como ¥, € Nuc,, usando el mismo argu-
mento que en la ecuacién (1.6) obtenemos Ty, € Nuc,_1. Luego, T € Nuc,_.

Observemos que © = \~'Z € Nuc,_;, de modo que
_ 1
1Ay =] = [[Ayn = Azl = [Alllyn — 2]l = SIAl

es decir ||Ay, —Z|| = [Ty — Tym|| = 1|A|. Esto es una contradiccion al hecho
de que T es compacto, por lo que nuestra suposicion de que nunca se cum-
ple que Nuc,, = Nuc,,11 es falsa, y por tanto Nuc,, = Nuc,,+1 para alguna m.

Ahora probaremos que si Nuc,, = Nuc,y1, entonces Nuc, = Nuc,,q,
siempre que n > m. Nuevamente supongamos que esto no se cumple, enton-
ces Nuc, C Nuc,1 propiamente para alguna n > m. Consideremos x €
Nucyyq \ Nue,. Luego Tz = 0, y 10z # 0. Sea 2z = Ty ™z, y notemos que
n—m > 0. Entonces T{" "'z = Ty e = 0, y T2 = Tpx # 0.

Asi, z € Nucyy1, pero z € Nucy,, de modo que Nuc,, C Nucy,1 pro-
piamente. Esto es una contradiccién al hecho de que Nuc,, = Nucp,11. Asi,
tenemos que si no se cumple que Nuc,, = Nuc, 1 para alguna n > m, entonces
no se cumple que Nuc,, = Nuc,,,1. Por contrapuesta podemos concluir que si
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Nuc,, = Nucp,+1, entonces Nuc, = Nuc,1, siempre que n > m.

Esto prueba la existencia de la r\ que necesitabamos, siendo r, la menor
n tal que Nuc, = Nuc,,1. Asi, si ry > 0 entonces todas las contenciones
presentadas son propias, y esto termina la demostracion. O

Este lema nos muestra una propiedad importante de los niicleos que hemos
estado trabajando, y como es natural, existe un lema correspondiente para los
rangos. Veamos lo que afirma.

Lema 1.3.7. Sea T : X — X un operador compacto definido en un espacio
normado X, y sea X # 0. Entonces existe un numero q tal que si n > qy, los
rangos Ran(T}') son todos iguales, y si gy > 0, entonces las contenciones

Ran(TY) 2 Ran(Ty) 2 ... 2 Ran(T}*)
son propias.

Omitiremos la demostracién de este lema por ser muy parecida a la del
lema anterior, en ella se usa el lema de Riesz fuertemente, y argumentos muy
parecidos (los correspondientes para rangos) a los de la demostracién anterior.

Hay dos resultados importantes que son nuestro objetivo final en el tema
de operadores compactos, que nos dan propiedades importantes del espectro
de un operador compacto, y ademés una manera de representar al espacio (en
el cual esta definido dicho operador) en términos de los nicleos y rangos con
los que hemos estado trabajando. Sorprendentemente, estos resultados no son
dificiles de probar, una vez demostrado el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8. Sea T : X — X un operador compacto definido en un espacio
normado X, y sea A # 0. Entonces existe un entero ry tal que

Nuc(T{*) = Nue(TPH) = Nue(TP ) = . (1.7)
Yy
Ran(T{*) = Ran(T*) = Ran(TPH) = ..., (1.8)
y si ry > 0, entonces las contenciones
Nuc(TY) € Nuc(Ty) C ... € Nuc(T}) (1.9)
Yy
Ran(TY) 2 Ran(Ty) 2 ... 2 Ran(T}*) (1.10)

son propias.

Demostracion. Del lema 1.3.6 tenemos que existe una 7 tal que si n > 7,
se cumple la ecuacion 1.7, y si ry, > 0, entonces las contenciones en 1.9 son
propias. Andlogamente, del lema 1.3.7 tenemos que existe una ¢, tal que si
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n > qx, se cumple la ecuacion 1.8, y si gy > 0, entonces las contenciones en
1.10 son propias.

Asi, lo unico que tenemos que hacer para demostrar este teorema es probar
que g\ = 7y, y para esto probaremos que gy < ry y que )y < ¢». Como antes,
escribiremos Ran(Ty') = Ran, y Nuc(T{) = Nuc,,.

Por el lema 1.3.7, tenemos que Rang, 1 = Rang,. Esto significa que
Ty(Rang, ) = Ran, .

Entonces, si y € Ran,,, se tiene que y = Thx, para alguna z € Ran,, . Proba-
remos que si tenemos un x € Rang, tal que Tha = 0, entonces = = 0.

Como ya es usual, supongamos que no se cumple lo anterior, es decir, no se
cumple que si z € Rang, es tal que Thx = 0, entonces z = 0. Luego Thz; = 0
para algin z; € Ran,,, con z; # 0.

Sabemos que si y € Ran,,, se tiene que y = Thz, para alguna z € Ranyg,,
asi que tomando y = =z, tenemos x; = T\xq, para algin zo € Ran,,. De
manera similar, o = Thxs, para algin z3 € Ran,,, siguiendo este proceso.
Obtenemos entonces que para toda n,

0#£x1=Thay=..= Tf‘lxn

pero
0= T,\.’L'l = T)\”xn

De lo anterior concluimos que z,, ¢ Nuc,_1, pero x, € Nuc,. Por el lema
1.3.6, tenemos que Nuc,_1 € Nuc,, y lo que acabamos de ver es que esta
contencién es propia para todo n, pues n lo elegimos arbitrariamente. Esto es
una contradiccién al lema 1.3.6 (que ya probamos) y nos permite concluir que
si x € Rang, es tal que Thx = 0, entonces z = 0.

Probaremos ahora que Nucy, +1 = Nucy,. Una vez que tengamos esto, po-
dremos saber que ¢\, > r, por el lema 1.3.6, pues éste nos dice que r)y es el
entero a partir del cual se tiene la igualdad.

Ya sabemos por el corolario 2 que dice (entre otras cosas) que Nuc(1y)
tiene dimensién finita, que Nucy, +1 2 Nucy,, asi que nos falta probar que
Nucg, 11 € Nucg,. Bs decir, debemos probar que si T{*™'z = 0, entonces
Tz = 0.

Supongamos que esto es falso, entonces existe un zy tal que y := Ty o # 0,
pero Thy = T/\q”lxo = 0. Entonces y € Rang,,y # 0, y Thy = 0, y esto es una
contradicciéon con el hecho de que si x € Rang, es tal que Thx = 0, entonces
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x = 0, lo que nos permite concluir que si T/'\”Hx = 0, entonces T\*z = 0, y
por tanto Nucy, +1 € Nucy,. Por lo tanto, gy > r,.

Veamos ahora que ¢, < ry. Si gy, = 0, esto se cumple, asi que considere-
mos ¢y > 1. Probaremos que Nuc,, +1 C Nuc,, propiamente. Esto implica que
g < 7y pues 1) es el entero n mas pequeno tal que Nuc, 1 = Nuc, por el
lema 1.3.6.

Por como definimos ¢\ en el lema 1.3.7, tenemos que Ran,, C Rang, 1
propiamente. Entonces existe y € Ran,, _1 \ Rang,, por lo que y € Rang, 1y
entonces y = Tf*_lx, para alguna x. Ademds Thy € Ran,, = Rang, +1, por lo
que Thy = Tf”lz, para alguna z. Como TY*z € Ran,, pero y ¢ Ran,, , enton-
ces tenemos que TP~ (z—Thz) = y—TP 2 # 0, de modo que 1—Txz ¢ Nucy, 1.

Sin embargo, x — Thz € Nuc,,, pues
Tz —Thz) = TPx — TP 2 = Ty — Thy = 0.

Esto prueba que Nucg,_1 # Nucg,, de modo que Nucy,,—1 C Nucy pro-
piamente. Asi, ¢, < r), de manera que tenemos ¢, = 7y, y esto termina la
demostracion del teorema. O

Ahora probemos el primer resultado importante que forma parte de nuestro
objetivo final en la seccién de operadores compactos. Este resultado ademas de
ser bonito nos da una forma sencilla de caracterizar al espectro de un operador
compacto, y dice lo siguiente.

Teorema 1.3.9. Sea T : X — X un operador compacto definido en un espacio
de Banach X. Entonces cada valor espectral X\ # 0 de T (si existe, pues al
principio de este trabajo especificamos que T podria no tener valores propios)
es un valor propio de T

Demostracion. Si Nuc(Ty) # {0}, A es un eigenvalor de T'. Por contrapuesta
supongamos que Nuc(Ty) = {0}, con X\ # 0. Entonces si Thx = 0 se tiene que
z = 0, y entonces la inversa de T, Ty ' : Ran(Ty) — X existe.

Como {0} = Nuc(l) = Nuc(TY) = Nuc(Ty) entonces r = 0 por el teorema
1.3.8. Asi, X = Ran(TY) = Ran(T)) por el teorema 1.3.8. De este modo
podemos concluir que T es biyectiva y T} ! es acotada (por el teorema de la
inversa acotada, pues X es completo), y entonces por definicién A € p(T), y
esto termina la demostracion. O]

Veamos ahora el siguiente resultado importante, y el dltimo de la seccién
de operadores compactos. Este teorema nos da una forma de caracterizar al
espacio X en el cual esta definido el operador compacto T, en términos de los
nucleos y rangos con los que hemos estado trabajando.



1.3. ESPECTRO DE LOS OPERADORES COMPACTOS 33

Teorema 1.3.10. Sea T' : X — X wun operador compacto definido en un
espacio de Banach X, sea A # 0, y r el menor entero tal que

Nuc(Ty) = Nuc(Ty ™) = Nuc(T{1?) = ...

Ran(T}) = Ran(T; ") = Ran(T;?) = ...

Entonces el espacio X se puede representar como
X = Nuc(TY) & Ran(TY).

Demostracion. Sea x € X. Para probar que X = Nuc(Ty) & Ran(TY), de-
bemos probar que x se puede escribir de manera tnica como x = y + z, con
y € Nuc(Ty), y z € Ran(Ty). Nuevamente escribiremos Nuc(1y) = Nuc, y
Ran(TY) = Ran,.

Sea z = T\z, entonces z € Ran,. Sabemos que Ran, = Rany, por el
teorema 1.3.8. Entonces z € Rany,, de manera que z = T x;, para algin
1 € X. Sea xg = Tz, entonces xy € Ran,, y se tiene que Tz = T/\erl =
z = T{xz. Esto prueba que T (x — x9) = Tiz — T{zy = 0, de modo que
xr — xg € Nuc, y entonces tenemos que

x=(x—x9) + o (1.11)

donde x — z9 € Nuc, y z9 € Ran,, pues 9 = Tyx, con x; € X. Teniendo
esto, ya sabemos que © =y + z, con y € Nuc(1y), y z € Ran(TY), asi que nos
falta ver que esta manera de escribir a x es tunica.

Supongamos que z = (x — Tg) + Tg, donde x — Ty € Nuc,, Ty € Ran,.
Sea vy = xg — Tg, entonces vg € Ran, por ser Ran, un espacio vectorial. Asi,
vo = Tyv, para algin v € X. Ademds

vy = T — To = (. — Tg) — ( — xp),

por lo que vy € Nuc, (pues x — Ty € Nuc,, y x —x9 € Nuc,) , vy Tivg = 0.
Asi, T¥ v = T{vg = 0, y entonces v € Nucy, = Nuc, por el teorema 1.3.8.
Esto implica que vg = Thv = 0, lo que quiere decir que vy = xg — T = 0, de
manera que ro = Tg, y por tanto la forma de representar a x como lo indica la
ecuacion 1.11 es unica, y por tanto X = Nuc(TY) @ Ran(T5). ]

Como ya habiamos anticipado, esto termina la seccién de operadores com-
pactos, y nos podemos dar cuenta de que los ultimos dos teoremas que pro-
bamos hacen que la teoria espectral para operadores compactos sea algo re-
lativamente sencillo, pues tenemos una caracterizacién para el espectro de un
operador de este tipo, y una representacion en términos de Ran(1}) y Nuc(T5)
para el espacio en el cual estd definido el operador compacto T
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Capitulo 2

Operadores autoadjuntos

En este capitulo estudiaremos los operadores lineales autoadjuntos, que es
un tipo de operadores muy importante para las aplicaciones que mostraremos
después. En este trabajo los operadores autoadjuntos juegan un papel central,
pues uno de los problemas que presentamos se resuelve utilizando el teorema
espectral para operadores adjuntos, que es el objetivo final de este capitu-
lo. Ademds de ser muy utiles para nuestro propdsito, estos operadores tienen
propiedades bonitas e interesantes. Por ejemplo, el espectro de un operador
autoadjunto T es real, y vive en un intervalo de la forma [m, M|, donde m
y M cumplen ciertas propiedades relacionadas con valores propios y vectores
propios.

Lo que mas nos interesa sobre este tipo de operadores es que es posible
encontrar una representacion para ellos en términos de una familia espectral,
y ese sera el objetivo en este capitulo. Para lograrlo tendremos que estudiar
las propiedades espectrales de los operadores autoadjuntos, asi como un poco
de teoria de proyecciones, y finalmente abordaremos el concepto de familia
espectral, que es esencial en esta construccion.

2.1. Espectro de los operadores autoadjuntos

Esta seccion estda dedicada a estudiar las propiedades relacionadas con va-
lores propios y valores espectrales de los operadores autoadjuntos, y a lo largo
de ella consideraremos operadores definidos en un espacio de Hilbert complejo.
Empecemos recordando la definicién basica que se necesita para estudiar estos
operadores.

Definicién 2.1.1. Sea T' : H — H un operador definido en un espacio de
Hilbert complejo H.

1. El operador adjunto T : H — H es el operador que cumple
(Tz,y) = (x,T"y),

35
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para todo x,y € H.

2. El operador T' se llama autoadjunto si 7' = T™.

Es importante mencionar que el operador T* siempre existe, y es tnico (la
demostracién se puede consultar en [5]). Ademads, el operador T es autoadjunto
si y solo si (T'z, z) es real para todo z € X.

Empecemos entonces con la investigacion sobre el espectro de los opera-
dores lineales autoadjuntos. A continuacién probaremos algunas propiedades
del espectro de estos operadores, que seran de vital importancia mas adelan-
te. Para empezar, es importante resaltar que un operador autoadjunto 7" no
necesariamente tiene valores propios (lo probaremos més adelante), pero en el
caso de que tenga, tenemos los siguientes resultados.

Teorema 2.1.1. Sea T : H — H un operador lineal autoadjunto definido en
un espacio de Hilbert complejo H. Entonces:

1. Todos los valores propios de T (si existen) son reales.

2. Los wvectores propios correspondientes a valores propios diferentes de T
son ortogonales.

Demostracion.

1. Sea A un valor propio de 17"y sea x un vector propio correspondiente.
Entonces z # 0 y Tz = Ax. Como T es autoadjunto, obtenemos que

Mz, z) = o, 2) = (T, x) = (x,Tz) = (2, \v) = XMz, 2),

y como z # 0, entonces ||z]|? # 0, y entonces podemos dividir por (z, )
y obtener que A\ es real.

2. Sean A\ y p valores propios de T', y sean x y y vectores propios corres-
pondientes. Entonces Tx = Az y Ty = py. Como T es autoadjunto y u
es real, tenemos que

Mz,y) = (Ax,y) = (T, y) = (2, Ty) = (z, py) = plz, y).
Como A # pu, entonces (z,y) = 0, lo que quiere decir que x es ortogonal
ay.
m
Ya tenemos que cada valor propio de un operador autoadjunto 7" es real,
pero como anticipamos, todo el espectro de T' es real, y esto serd consecuencia

del siguiente teorema que proporciona una caracterizacién del conjunto resol-
vente p(T") de T
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Teorema 2.1.2. Sea T : V — V un operador lineal definido en un espacio
vectorial V' sobre un campo K. Sea A € p(T), entonces existe ¢ > 0 tal que
para todo x € V, se tiene que || Thz| > c||z].

Demostracién. Como A € p(T), entonces Ry := Ty' : V — V existe y es
acotado, digamos que ||Ry|| = k, con k& > 0 (pues Ry, # 0). Notemos que
I = R)T)\, de modo que para todo x € V tenemos que

]| = [ RATx|| < | RAll|Toz|| = k|| Thxl].

Esto nos dice que ||Tyx|| > c||z||, donde ¢ = 1 O

E.
Aunque este teorema no tiene que ver con operadores autoadjuntos, es im-
portante mencionarlo porque la version conversa solamente se cumple para
operadores autoadjuntos, de manera que una vez que la demostremos, ten-
dremos una caracterizacién para el conjunto resolvente de un operador auto-
adjunto T'. Para probar la versién conversa utilizaremos el siguiente teorema
(teorema de la proyeccién), cuya demostracién se puede consultar en [5].

Teorema 2.1.3. Sea Y cualquier subespacio cerrado de un espacio de Hilbert
H, entonces se tiene que
H=Y@®/Z,

donde Z =Y+
Teorema 2.1.4. Sea T : H — H un operador autoadjunto definido en un

espacio de Hilbert complejo H. Sea A\ € C. Si existe un valor ¢ > 0 tal que para
todo x € H, se tiene que ||Thz|| > ¢||x||, entonces X\ € p(T).

Demostracion. Supongamos que existe un valor ¢ > 0 tal que para todox € H,
se tiene que ||[Thz|| > ¢||z||. Queremos probar que A € p(T"), y por definicién es-
to quiere decir tres cosas: el operador R, (7T') existe, Ry(T") es acotado y Rx(T)
esta definido en un conjunto que es denso en H.

Probaremos tres hechos.

1. T : H — Ran(T)) es biyectiva, de manera que R, (7T) existe.
2. Ran(T)) es denso en H.

3. Ran(T)y) es cerrado en H.

De 2 y 3 podremos concluir que Ran(T\) = H y por el teorema de la in-
versa acotada tendremos que Ry = Ty ! es acotada. Asi, lograremos concluir
que A € p(T).

Veamos primero que T\ : H — Ran(T)) es biyectiva. Supongamos que
Tz = Thzy. Debemos probar que x; = 9. Como T es lineal y || Thx|| > ¢z,
entonces 0 = ||[Thxy — Thas|| = ||[Th(z1 — z2)|| > ¢f|z1 — 22|, y como ¢ > 0,
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entonces ||x; — xg|| = 0, y por tanto x1 = x5. Como z7 y x9 eran arbitrarios,
tenemos que Ty : H — Ran(T)) es biyectiva.

Ahora veamos que Ran(T)) es denso en H. Veremos que si xg L Ran(T)),

—_—
entonces oy = 0, de manera que Ran(7T)) = {0}, y entonces por el teorema
2.1.3, tendremos que H = Ran(T)y), pues claramente Ran (7)) es cerrado y ya
sabemos que es un subespacio de H.

Sea xg L Ran(Ty). Entonces zq L Ran(T)), de modo que tenemos
0= (Thx,zo) = (Tx, z9) — ANz, z0) (2.1)

para todo x € H. Como T es autoadjunto, de la ecuacién 2.1 obtenemos que
(x,Txo) = (T, 10) = (T, A\10), de manera que T'rg = Axo. Una solucién a esta
ecuacién es xyp = 0, y x9 # 0 es imposible, pues esto significarfa que X es un
valor propio de T, y por el teorema 2.1.1 A = ), de donde

Tﬂ?o — )\ZL’Q = T)ﬂ?o =0.

Por hipotesis existe un valor ¢ > 0 tal que para todo x € H, se tiene que
|Thz|| > c||z|, de modo que tendriamos 0 = ||Thzo|| > c||zo]| > 0, y esto
es una contradiccién. Por tanto, zg = 0, y entonces podemos concluir que

H = Ran(T)), lo que quiere decir que Ran(T)) es denso en H, que es lo que
necesitdbamos.

Solamente nos falta probar que Ran(T)) es cerrado, y habremos acabado
la demostracién. Para esto veremos que si y € Ran(Ty), entonces y € Ran(T)).

Seay € Ran(T)), entonces existe una sucesion (y,) € Ran(T)) que converge
a y. Como y, € Ran(T)), entonces vy, = Thz,, para algin z, € H. Por
hipétesis, existe un valor ¢ > 0 tal que para todo z € H, se tiene que ||Tyz|| >
cllz||, de modo que

1 1
n— Tl < = Tx(Tn — Zw)|| = —|Yn — Yml|-
2 2l < T~ )l = s —

Como (y,) converge, entonces (z,) es una sucesién de Cauchy, y como H es
completo (x,) converge a un elemento z € H. T es un operador continuo,
por lo que T también lo es, y entonces vy, = Thx, — Thz (porque z, — ).
Sabemos que Thz € Ran(T\) y como el limite es tnico Thx = y de modo
que y € Ran(T)y). Asi, Ran(Ty) es cerrado y esto termina la demostracién del
teorema. O

Juntando los teoremas 2.1.2 y 2.1.4 obtenemos una forma de caracterizar
al conjunto resolvente p(T') de T', considerando en el teorema 2.1.2 el caso
particular en que el operador T esté definido en un espacio de Hilbert complejo
H, y es autoadjunto.
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Teorema 2.1.5. Sea T : H — H un operador autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert complejo H. Entonces un valor A cumple que X € p(T)
sty solo si existe un wvalor ¢ > 0 tal que para todo x € H, se tiene que
[Tz = cf].

Una consecuencia directa de esta forma de caracterizar al conjunto resol-
vente es el sigueinte teorema.

Teorema 2.1.6. El espectro o(T) de un operador autoadjunto T : H — H
definido en un espacio de Hilbert H es un subconjunto de la recta real.

Demostracion. Sea A € C. Mostraremos que entonces A € p(7T'), de manera que
o(T) C R. Por supuesto, para ver que A € p(T') usaremos la caracterizacion
de p(T') que proporciona el teorema 2.1.5.

Para todo z € H,z # 0 tenemos que (T)z,z) = (Tx,z) — AN(x,x) y como
(Tx,z) y (x,z) son reales, entonces (Thx,r) = (Tx,z) — Mz, z). Como \ € C,
entonces A = a + i, por lo que A = a — i3. Asi, (Thz,z) — (T\x,z) =
(Tx,x) — M, x) — (Tz,z) + Mo, 2) = (A — AN){z,z) = 2iB|z|>. Ademss

(Thz,x) — (Thx,x) = =2iIm(T)z, x).
Resumiendo, tenemos que
—2iIm{Thz,z) = (A — \)(z, z) = 2ip||z|?,

por lo que dividiendo por 2 obtenemos —ilm(Thz,x) = i3||z||?, sacando valor
absoluto obtenemos |3|||z||? = |[Im(T\x, z)|. Ademés |[Im{Tyx, z)| < |{(Thz, z)|,
asi que aplicando la desigualdad de Schwarz, tenemos que

Blllz]|* = [Im(Thz, z)| < (Taz, 2)| < [|Taz| [l

Dividiendo por ||z|| obtenemos que |5|||z|| < ||Thz||. Si 8 # 0, entonces por el
teorema 2.1.5 A € p(7T'). Entonces para A € o(T") debemos de tener forzosa-
mente que 5 = 0, de modo que A es real, y esto termina la demostracion. [J

Anticipamos que el espectro de un operador autoadjunto es un subconjunto
de los reales, pero en realidad podemos ser mas especificos. De hecho podemos
indicar un intervalo en el cual vive el espectro de un operador de este tipo, que
es lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Sea T : H — H un operador autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert H. Entonces el espectro o(T) de T wive en el intervalo
cerrado [m, M|, donde m = inf ;=1 (T'v, x) y M = sup), 1 (Tz,z).

Demostracion. Ya sabemos por el teorema 2.1.6 que el espectro o(7') de T es
real. Sea A € C. Veamos entonces que si A > M, entonces A € p(T), de tal
manera que si A < M, entonces A € o(T).
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Una vez que tengamos esto, probaremos que si A < m, entonces A € p(7T),
de manera que si A > m, entonces A € o(7T), y habremos concluido que todo A
tal que A € [m, M|, cumple que A € o(T), es decir, el espectro o(T') de T vive
en [m, M].

Sea A = M+c,c > 0. Paratodo z # 0y v = ||z|| "'z tenemos que z = ||z||v,
por lo que

(T, x) = |2||*(Tv,v) < |l2]|* sup (T7,7) = (z,2) M.

[ol=1

Entonces —(T'z,x) > —(x,x)M, y por la desigualdad de Schwarz obtenemos
que
I Dz||lzl =2 (D, z) = =(T'z,z) + ANz, z)

> —(z,x)M + XNz, x) = (=M + \){(z, x)
= c(z,z) = cf|z|?

pues A = M + ¢, por lo que ¢ = —M + \. Dividiendo por ||z|| obtenemos que
| Thz|| > c||z||, lo que significa que A € p(T") por el teorema 2.1.5.

Ahora, sea A = m — ¢, ¢ > 0. Para todo z # 0 y v = ||z]| "'z tenemos que
x = ||z||v, por lo que

(Tz, ) = |2](Tv,v) > | ”gﬂ{l(T@ﬂ = (z,z)m.

Entonces (T'x,z) > (x,x)m, y por la desigualdad de Schwarz obtenemos que
[Thalll|z] = (Tha, ) = (Tx,z) — Mz, z)
= C<JZ,ZE> = C||I||2,
pues A = m — ¢, por lo que ¢ = m — \. Dividiendo por ||z| obtenemos que

| Thz|| > c||z||, lo que significa que A € p(T") por el teorema 2.1.5.

Ya tenemos entonces que si A > M, se tiene que A € p(T), y que si A < m,
se tiene que A € p(T'), de modo que para A € o(T') debemos tener que A < M
y A > m. Asi, o(T) vive en el intervalo [m, M]. O

Los valores m y M entre los cuales se encuentra el espectro o(7') de un
operador autoadjunto 7" seran muy importantes, pues varias caracteristicas de
este tipo de operadores y de su espectro se encuentran relacionadas con ellos.

Teorema 2.1.8. Para cualquier operador lineal autoadjunto T' : H — H
definido en un espacio de Hilbert H se tiene que
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Demostracion. Por la desigualdad de Schwarz,

P [(Tz, )| < Sup [T ll=]] = {17

Sea K = sup, = [(T'z,z)|. Entonces tenemos que K < ||T|. Veamos que
K > ||T||. Si Tz = 0 para toda z tal que ||z|| = 1, entonces 7" = 0 y termina-
mos, pues en este caso |[|[T]| =0 < K.

Si Tz # 0 para toda z tal que ||z = 1, definimos v = ||Tz|[22 y w =
|Tz|| = Tz. Entonces se tiene que [v]|? = |]T2H%2H2H2 = ||Tz|| y también
lwl* = IT=]|7HT=[]* = ||Tz], de modo que [jv]]* = [w|* = [|T=]. Sean
Y1 = v+ w,ys = v — w, entonces usando las propiedades de producto interno
tenemos que

(Ty1, 1) — (Ty2, y2) = (Tv+Tw,v+w) —(Tv—Tw,v—w) = (Tv,v+w) +
(Tw,v + w) — (Tv,v —w) + (Tw,v —w) = (Tv,v) + (Tv,w) + (Tw,v) +
(Tw,w) — (Tv,v) + (Tv,w) + (Tw,v) — (Tw,w) = 2((Tv,w) + (Tw,v)),
donde (Tw,w) = (|Tz||2Tz,||Tz||z Tz) = (T2 Tz), y también (Tw,v) =
(|Tz|| 2 T2z, |Tz||22) = (T22, 2) = (Tz,T%z), donde la tltima igualdad es por-
que T es un operador autoadjunto. Entonces

(Ty1, y1)—(Tya,y2) = 2({Tv, w)+{Tw,v)) = 2({Tz, Tz)+(Tz,Tz)) = 4]|Tz|*.
Por otro lado, para todo y # 0y = |ly|| 'y tenemos que y = z||y||, y entonces

[(Ty.y)| = lyl*(Tz,z)| < [ly]* sup (T7,7)] = K|lyll*,

lIzl|=1

de manera que si aplicamos la desigualdad del triangulo obtenemos que

[{Ty1,91) = (T2, 92| < {Tyn,y0)] + (T2, p2)] < K (gl + llgell?)
= 2K (|lv]l* + [[w]]*) = 2K (2| T=|)) = 4K T=].

Ast, 4Tz = (Tyr, 11) — (T, y2) < [(Ty1, 1) — (Tya, y2)| < 4K||Tz]|, por lo
que
4| T=|)> < 4K||Tz|,

y entonces ||T'z]| < K, y tomando supremo sobre todas las z tales que ||z|| =
1, obtenemos que sup|.j=1||Tz|| < supj. =1/, es decir, | T]| < K. Entonces
K = ||T||, y esto termina la demostracién de este teorema.

0

Ahora veremos un teorema que también habla sobre los valores m y M,y
nos dice que el intervalo en el cual vive el el espectro o(7T) no puede ser mas

pequeno que lo que ya tenemos, pues m y M son de hecho valores espectrales
de T.
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Teorema 2.1.9. Sea T : H — H un operador autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert H, con H # {0}. Entonces m = inf|=1(Tx,z) y M =
Sup| =1 ({1'z, z) son valores espectrales de T'.

Demostracion. Probaremos que M € o(T). Por el teorema 1.1.5 el espectro
de T+ kI, donde k es una constante real, se obtiene como el espectro de T
trasladado, y entonces M € o(T) siy solosi M +k € o(T +kI). Asi, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 0 < m < M. Entonces por el teorema
2.1.8 tenemos que M = supy, = [(T'z,z)| = ||T].

Por la definicién de supremo, existe una sucesioén (x,,) tal que ||z,|| =1y
(Try,x,) = M — 0,, donde 6, > 0, y 6, — 0. Luego

[Tnll < [ TMlzall = TN = M,

y como T es autoadjunto, tenemos que || Tz, — Mz,||* = (Tx, — Mx,, Tz, —
Mz,) = (Tx,, Tr,—Mz,)— (Mx,, Tr,—Mz,) = (Txy, Ta,) — (TT,, Mz,)—
(M, Txp)+(Mz,, Mz,) = ||Tx,||*— (Tan, Mx,)—(Tx,, Ma,)+M?||z,]]* =
| T2, ||? — 2M (T, xn) + M?||2,|| < M? —2M (M — 6, + M? = 2M$,, — 0.

Lo anterior quiere decir que no existe un valor ¢ > 0 tal que
[Tl = | Ten — M|l = ¢ = cf|2n]]

(pues ||z,]| = 1), y por el teorema 2.1.5, sabemos que A = M ¢ p(T), por lo
que M € o(T). La demostracién para A = m es anéloga. O

Recordemos que el espectro o(7") de un operador lineal acotado cualquiera
se puede dividir en tres conjuntos: el espectro puntual o,(7"), el espectro resi-
dual 0,.(T), y el espectro continuo o.(T). Ya sabemos que en el caso en que el
espacio en el cual esta definido el operador es de dimensién finita, los conjun-
tos 0,.(T) y o.(T) son vacios. Algo similar pasa en el caso en que el operador
T es autoadjunto, pues se tiene que el espectro residual o,.(T) es vacio, como
probaremos a continuacion.

Teorema 2.1.10. El espectro residual o,.(T) de un operador autoadjunto T :
H — H definido en un espacio de Hilbert complejo H es un conjunto vacio.

Demostracion. Supongamos que o,.(T) # (), y sea A € 0,.(T'). Recordemos que
un valor \ pertenece al conjunto o,(T') si Ty ' existe pero estd definida en un
conjunto que no es denso en H, es decir, Dom/(T, ) no es denso en H.

Por el teorema 2.1.3 existe un y € H,y # 0 tal que y 1 Dom(Ty").
Pero Dom(Ty ') = Ran(Ty), de modo que (Thx,y) = 0, para toda z € H.
Como A € R por el teorema 2.1.6, y como T es autoadjunto, tenemos que
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(Thz,y) = (x,T\y) = 0, para toda x.

Tomando z = Ty, obtenemos que ||[Th\y||> = 0, de manera que Thy =
Ty — Ay = 0. Como y # 0, tenemos que A es un eigenvalor de T', y esto es una
ccontradiccion al hecho de que A € ¢,.(T). Asi, tenemos que o,.(T) = 0, que es
lo que buscabamos. O

Este teorema termina la seccién de propiedades basicas de los operadores
autoadjuntos, y con esto estamos listos para empezar con el tema de proyec-
ciones, que sera muy util de aqui en adelante.

2.2. Proyecciones

Las proyecciones son operadores bastante sencillos y con propiedades muy
intuitivas, como veremos en esta seccién. Sin embargo, juegan un papel central
en el objetivo de encontrar una representacion espectral, pues su simplicidad
nos permite representar operadores mas complicados en términos de proyec-
ciones. La representacion que surge de lo anterior es la llamada representacion
espectral, que obtendremos en la siguiente seccién, pero antes de hacerlo ne-
cesitamos familiarizarnos con las proyecciones y trabajar con sus propiedades
basicas.

El teorema del cual se desprende la teoria de proyecciones ya lo hemos
utilizado, y es el teorema 2.1.3, que afirma que cualquier espacio de Hilbert H
se puede representar como suma directa de un subespacio cerrado Y con su
complemento ortogonal, es decir, si x € H, entonces hay una manera tnica de
representar al elemento x como

r=y+z,
dondey €Y yzeYt

Este teorema define implicitamente un operador lineal P : H — H dado
por
Px =y.

El operador P se llama proyeccién sobre H. Mas especificamente, P se llama
la proyeccién de H en Y. Asi, un operador P : H — H es una proyeccion en H
si existe un subespacio cerrado Y de H tal que Y = Ran(P) y Y+ = Nuc(P),
y la restriccion de P a Y es el operador identidad en Y.

Aunque esta es la manera formal de obtener las proyecciones, hay una
caracterizacion que permite saber de forma mas simple cuando un operador es
una proyeccion.
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Teorema 2.2.1. Un operador lineal P : H — H definido en un espacio de
Hilbert H es una proyeccion si y solo si P es autoadjunto e idempotente, es
decir, P> = P.

Demostracion. Necesidad: Supongamos que P es una proyeccion en H, y
sea P(H) = Y. Entonces para todo z € Hy Pr = y € Y se tiene que
P23 = Py =y = Px, por tanto P? = P, y se tiene que P es idempotente.

Sean x; = y1 + 21 Y Ta = Yo + 22, donde y1,y2 € Y v 21, 20 € Y. Entonces
(Y1, 22) = (y2,21) = 0, pues Y L Y. Tomando en cuenta esto, veamos que P
es autoadjunto.

(Pxy,w9) = (y1,y2) + (Y1, 22)
= (Y1, ¥2) = (Y1, y2) + (21, 42)
= (1 + 21, y2) = (21, Pxo).

Suficiencia: Supongamos que P? = P y que P es autoadjunto, y sea
P(H) = Y. Entonces para todo z € H se tiene que x = Px + (I — P)x.
Queremos probar que Y = P(H) L (I — P)(H), y esto pasa porque

(Pz, (I — P)v) = (z, P(I — P)v) = (z, Pv— P*) = (v, Pv — Pv) = (x,0) = 0.
Ahora queremos probar que Y = Nuc(I — P), lo cual pasa porque
Y C Nuc(I — P),

puessiy € Y = P(H), entonces y = Px, por lo que (I —P)Px = Px—P?x = 0,
y entonces y = Px € Nuc(I — P). Para ver que Nuc(I — P) C Y, tomemos
x € Nuc(I — P), entonces (I — P)x = x — Pz = 0, de donde podemos concluir
que x = Px € Y = P(H). Por tanto, Y = Nuc(l — P). Asi, tenemos que Y
es cerrado, pues el nicleo de cualquier operador lineal es un subespacio cerrado.

Finalmente, la restriccién de P a Y denotada por P|y es el operador iden-
tidad en Y, pues si y = Pz, entonces Py = P?x = Pz = y. Asi, P es una
proyeccion, y esto termina la demostracion. O

Ahora que ya tenemos una nueva forma de saber cuando un operador es
una proyeccién, presentamos el plan para lo que resta de este capitulo. En
primer lugar, necesitamos estudiar las propiedades de las proyecciones. Una
vez que tengamos esto, necesitaremos adaptar la definicion de proyeccion de
tal manera que sirva a nuestro proposito, y lo que haremos sera formar familias
de proyecciones a las que llamaremos familias espectrales. Después de esto
tendremos que asociar una familia espectral de manera tinica con un operador
autoadjunto 7" dado. A esto lo llamaremos la familia espectral asociada a T'.
Al llegar a este punto ya no sera tan complicado encontrar la representacion
que buscamos.
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Teorema 2.2.2. Para cualquier proyeccion P en un espacio de Hilbert H se
tiene que

1. (Px,z) = || Pz
2. P >0, es decir, (Px,z) > 0, para toda x € H.
3. ||P|| <1, donde |P|| =1 si P(H) # {0}.

Demostracién. Tenemos que (Pz,z) = (P%*r,z) = (Px, Px) = ||[Px|]* > 0,
esto por el teorema 2.2.1. Sélo nos falta probar 3. Por la desigualdad de Sch-

warz, tenemos que || Px||* = (Px,z) < ||Pz||||z|, de modo que ”ﬁ” < 1 para

todo x # 0, vy entonces | P|| < 1. Ademés 122l = 1 si 2 € P(H), y  # 0. Esto

lll

prueba 3. O

Es importante mencionar que la composiciéon de proyecciones no siempre
resulta ser una proyeccién, y la suma de proyecciones tampoco es siempre
una proyeccion, sin embargo, como lo dicen los siguientes teoremas, se pueden
obtener resultados cercanos a ésto.

Teorema 2.2.3. La composicion de dos operadores lineales autoadjuntos T y
S definidos en un espacio de Hilbert H es un operador autoadjunto si y solo si
los operadores conmutan, es decir, T'S = ST.

Demostracion. Sabemos que (ST)* = T*S*, y por hipétesis ambos operadores
son autoadjuntos, de modo que tenemos

(ST)" =T*S* = TS.
Entonces ST = (ST)* siy sélosi ST =TS. O

Teorema 2.2.4. Sean Py y Py proyecciones en un espacio de Hilbert H. Las
dos siguientes afirmaciones son verdaderas.

1. P = PP, es una proyeccion si y solo si las proyecciones Py y Py conmu-
tan, es decir, PLPy, = P, P;. Entonces P proyecta H sobre Y =Y, NY,,
donde Y; = Pi(H).

2. Dos subespacios cerrados Y y V' de H son ortogonales si y solo si las
proyecciones correspondientes satisfacen Py Py = 0.

Demostracion. 1. Supongamos que PP, = P, P;. Por el teorema 2.2.3, sabe-
mos que la composicién de dos operadores lineales T'y S es autoadjunto si y
solo si los operadores conmutan, es decir, T'S = ST'. Entonces tenemos que P
es autoadjunto.

Ademds P es idempotente, pues P? = (P, P) (P P,) = P?P} = PP, = P.
Por el teorema 2.2.1, tenemos que P es una proyeccién. Probaremos que P
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proyecta H sobre Y = Y} NY;, donde Y; = P,(H). Sea y € Y, entonces
y €Y,y €Yy, v tenemos que Py = PPy = Py =y.

Supongamos ahora que P = P; P, es una proyeccién en H, entonces por el
teorema 2.2.1, tenemos que P es autoadjunto, y por el teorema 2.2.3, tenemos
que entonces PP, = P, P;.

2.51Y LV, entonces YNV = {0}, y Py Pyx = 0 para toda x € H (por 1),
de manera que Py P, = 0. Ahora supongamos que Py Py, = 0, entonces para
today € Y,v € V tenemos que (y,v) = (Pyy, Pyv) = (y, Py Pyv) = (y,0) = 0,
de manera que Y 1 V. O

Teorema 2.2.5. Sean P, y P, proyecciones en un espacio de Hilbert H. En-
tonces se tiene que:

1. La suma P = P, + P, es una proyeccion si y solo si Yy = Py(H) y
Yy = Po(H) son ortogonales.

2. Si P = P, + P, es una proyeccion, entonces P proyecta H sobre Y =
Y @Ys.

Demostracion. 1. Supongamos que P = P; + P, es una proyeccion. Necesi-
tamos probar que Y; L Y5, donde Y; = Pi(H),Y, = Py(H). Como P es una
proyeccién, por el teorema 2.2.1, tenemos que P = P2, de modo que

P1+P2:(P1+P2)2:P12+P1P2+P2P1+P22' (2.2)

Sabemos que P, = P? y que P, = P}, pues P, y P, son proyecciones, de
modo que de la ecuacién (2.2) obtenemos que

PP+ PP =0.

Aplicando P, (por la izquierda) obtenemos que PP P, + PoP, = 0, y
aplicando P, (por la derecha) obtenemos que 2P,P; P, = 0, de manera que
PP, P, = 0, pero ya sabemos que PPy P, + P, P = 0, asi que P, P, = 0.

Por el inciso 2 del teorema 2.2.4 sabemos que los subespacios Y; y Y5
de H son ortogonales si y sélo si las proyecciones correspondientes satisfacen
PP, =0, y esto es lo que acabamos de probar, asi que podemos concluir que
Y, LYs.

Supongamos ahora que Y; 1 Y5, Entonces P, P, = P, P; = 0, nuevamente
por el inciso 2 del teorema 2.2.4. Entonces
PP+ PP =0, (2.3)

y como Py y P, son proyecciones, entonces P, = P? y P, = P2, por lo que la
ecuacién (2.3) se convierte en

P+ Py= P+ PP+ PP, + P;,
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lo que implica que P, + Py = P2 + 2P, P, + P} = (P, + P)?, y esto significa
que P = P2

P, y P, son operadores autoadjuntos por ser proyecciones y por el teorema
2.2.1, por lo que P = P, + P, también lo es. Asi, tenemos que P = P, + P,
es un operador autoadjunto e idempotente, de modo que, usando de nuevo el
teorema 2.2.1 tenemos que P es una proyeccion.

2. Para probar que P proyecta H sobre Y] @ Y5, tomaremos un subespacio
Y de H y supondremos que P proyecta H sobre Y, y después notaremos que
forzosamente Y = Y] @ Y;5. Sea y € Y, entonces para todo x € H se tiene que

y = Px = Pix + Py,
donde Pix € Y1y Pox € V5. Asi, y € Y] @ Ys, de modo que Y C Y] @ V5.

Sea v € Y] @ Y3, entonces v = y; + 4o, donde y; € Y1 y y2 € Ys. Aplicando
P obtenemos que

Pv = Py(y1 +12) + Po(y1 +y2) = Poyr + Prya + Poyy + Poype.

Notemos que Piys = Py, = 0, pues P = P, + P, es proyeccién, y por el
inciso 1 tenemos que Y; L Y5, por lo que usando el inciso 2 del teorema 2.2.4,
PP, =0,y como P, y P, son proyecciones, entonces PP, = P,P = 0.

Asf, tenemos que Pv = Piy1+Piyo+Poy1+ Py = Piyi+Poys = y1+y2 = v.
Entonces v € Y, pues Y es el subespacio sobre el cual proyecta P, de modo
que Y1 ®Y; C Y, yentonces Y =Y @ Yy, lo que termina la demostracion. [

El siguiente teorema serd una herramienta esencial para poder estudiar la
familia espectral asociada a un operador autoadjunto, y por tanto, la repre-
sentacion espectral de éste. Aunque es un teorema un poco tedioso y largo de
enunciar, serda muy importante y por eso lo probaremos.

Primero necesitamos definir P, < P,, que es a través de una relacién de
orden parcial. Si T" es un operador autoadjunto (T'z, z) es real, por lo que po-
demos considerar el conjunto de todos los operadores lineales autoadjuntos y
ponerle un orden parcial < dado por T} < Tj si y sélo si (Thz,z) < (Thx, z),
para todo x € H.

Para probar este importante teorema, necesitamos el siguiente lema, cuya
demostracién se puede consultar en [5].

Lema 2.2.6. Sea H un espacio de Hilbert. Si'Y es un subespacio cerrado de
H y P es la proyeccién de H sobre Y, entonces Y+ = Nuc(P).
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Teorema 2.2.7. Sean P, y P, proyecciones definidas en un espacio de Hilbert
H. Sean'Y1 = Pi(H) y Yy = Py(H) los subespacios sobre los cuales se proyecta
H bajo Py y P respectivamente, y por iultimo sean Nuc(Py) y Nuc(Py) los
nicleos de estas proyecciones. Entonces son equivalentes:

1. BbP,=P P =PF.

2. Y1 C Y.

3. Nuc(P) € Nuc(Py).

4. ||Priz|| < ||Pax||, para todo x € H.
5 P < P,.

Demostracion. 1 = 4

Supongamos que P,P, = PP, = P;. Sabemos por el teorema 2.2.2 que
|P|| < 1, para cualquier proyeccién P definida en un espacio de Hilbert H.
Entonces

[ Prz| = [Pz < [[Pr|[| Pzl < [[Poz]l.

4 =75

Supongamos que ||Pyz|| < ||Px||, Por el teorema 2.2.2 se cumple (Px, z) =
| Pz||?. De estas dos cosas entonces tenemos que

(Piz,z) = || Pua|” < [|Poz||* = (Poa, ).
Luego por definicion, P, < Ps.
5=3

Supongamos que P; < Py, y sea x € Nuc(P,). Entonces Pyx = 0, por lo
que obtenemos
|Pix||? = (Piz,z) < (Pyx,z) = 0.

Entonces ||Pyz|*> = 0, y por ser norma tenemos que Pyz = 0, de modo que
z € Nuc(Py).

3 =2

Supongamos que Nuc(P,) € Nuc(Py). Por el lema 2.2.6 sabemos que
Vi = Nuc(P;), por lo que Y5~ C Y-, de modo que Y; C Y.

2=1
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Supongamos que Y; C Y5, y sea x € H, entonces Pixz € Y; C Y;, por
lo que Pz € Y;, y entonces Po,Pix = Pyx, para toda x € H, de modo que
P, P, = P;. Sabemos que la composicion de dos operadores autoadjuntos es
autoadjunto si y solo si los operadores conmutan, y como P; es autoadjunto
por ser proyeccion, entonces P, = PP, = P P,. Esta implicacién termina la
demostracion del teorema. O]

Ya tenemos un teorema que nos dice en qué caso la suma de proyecciones
vuelve a ser una proyeccion, y con ayuda del teorema 2.2.7 proporcionaremos
condiciones necesarias para afirmar que la diferencia de proyecciones es una
proyeccion.

Teorema 2.2.8. Sean P, y P, proyecciones en un espacio de Hilbert H. En-
tonces:

1. P =P, — P es una proyeccion si y solo si Y1 CYs, dondeY; = Pj(H).

2. Si P = P,— Py es una proyeccion, entonces P proyecta H sobre Y, donde
Y es el complemento ortogonal de Yy en Ys.

Demostracion. 1. Supongamos que P = P, — P; es una proyeccion, entonces
P = P2 por lo que

P,— P = (P,—P)*=P; — PP, — PP+ P, (2.4)

y como P; y P,, son proyecciones, tenemos que P, = P? y P, = P, de manera
que la ecuacién (2.4) se convierte en —P; = —P,P; — P{ P, + Py, es decir,

2P, = P, + P Ps. (2.5)

Aplicando P, (por la derecha y por la izquierda) a la ecuacién (2.5) obte-
nemos las siguientes dos ecuaciones:

2P, P, = PP, + PP P, (2.6)

2P1P2:P1P2+P2P1P2. (27)

De la ecuacién (2.6) obtenemos P, Py Py = P, P; y de la ecuacion (2.7) obtene-
mos PoPi Py = Py Ps, y como 2P, = PP, + P, P, por la ecuacién (2.5), entonces
2P, =2P,P, y 2P, = 2P P,, de modo que

P1:P2P1:P1P2.
Del teorema 2.2.7, tenemos que P, = P,P, = PP, es equivalente a Y] C Y,

cuando P; y P, son proyecciones sobre Y; = Pj(H) y Yy = P»(H) respectiva-
mente, que es el caso en el que estamos.
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Supongamos ahora que Y; C Y,. Demostraremos que P es idempotente y
autoadjunto, de modo que por el teorema 2.2.1 podremos concluir que P es
una proyeccion. Por el teorema 2.2.7, tenemos P, = PP, = P, P, y entonces

P1P2+P2P1:2P1. (28)
Como P, = P2y P, = P%, de la ecuacién (2.8) se sigue que
P2—P1:P22—P1P2—P2P1+P12:(PQ—Pl)Q,

por lo que P es idempotente. Para probar que P es autoadjunto, notemos que
P, y P, son autoadjuntos, de manera que P, — P; es autoadjunto.

2. Supongamos que P = P, — P; proyecta H sobre un subespacio Y. Proba-
remos que entonces Y =V := Y,NY:. El subespacio Y = P(H) estd formado
por todos los vectores de la forma

y = Pr = Px — Pz, (2.9)

donde x € H. Como P = P, — P, es una proyeccion, entonces Y; C Y, por el
inciso 1, de modo que por el teorema 2.2.7 tenemos P, P, = P, P, = Py, y enton-
ces usando la ecuacién (2.9) y aplicando P, obtenemos Poy = Pix — PyPyx =
Pyx — Pyx = y. Esto prueba que y € Y5.

Ahora repetimos el proceso pero aplicando P; en lugar de P, y obtenemos
Py = P Pyx — Plx = Pix — Pz =0,

lo que prueba que y € Nuc(P;), y por el lema 2.2.6, Nuc(P,) = Y- Asi,
yeV,porloqueY CV =Y, NY

Probemos que V = Y, N Y;X C Y. Sabemos que la proyeccién de H sobre
Yt es I — P;. Entonces si v € V tenemos que v = (I — P;)y,, donde y, € Ys.
Como PP, = PP, = P, vy Pyy, = 1, entonces aplicando P a la expresion
v = (I — P;)ys obtenemos

Pv = (P,—P)(I-P1)y, = (P2—P2P1—P1+P12)y2 = (P2_Pl)y2 = yo—Piys = v.

Esto prueba que v € Y, pues P proyecta H sobre Y por hipdtesis, de modo
que V C Y, vy asi concluimos que V =Y. O

Nos falta solamente un teorema para terminar con las proyecciones, y este
teorema es importante porque nos habla del limite de una sucesion de proyec-
ciones, ademas, en su demostracién volvemos a usar fuertemente el teorema
2.2.7, combinado con el teorema 2.2.8. Es importante mencionar que demostra-
remos el teorema para una sucesion creciente de proyecciones, pero se cumple
lo anadlogo para una sucesion decreciente.
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Teorema 2.2.9. Sea (P,) una sucesion mondtona creciente de proyecciones
P,, definidas en un espacio de Hilbert H. Entonces las siguientes afirmaciones
son verdaderas:

1. La sucesion (P,) es convergente, es decir, existe un operador P tal que
P,x — Px, para toda x € H, y el operador P es una proyeccion definida
en H.

2. La proyeccion P proyecta H sobre P(H) = U P.(H).
n=1

3. El niicleo de P es Nuc(P) = ﬂ P,(H).
n=1

Demostracion. 1. Sean m < n. Sabemos por hipétesis que (F,) es mondtona
creciente, por lo que P, < P,, y entonces por el teorema 2.2.7 P,,(H) C P,(H),
por lo que aplicando el teorema 2.2.8, P, — P,, es una proyecciéon. Asi, para
todo x € H se tiene que

[Pz — Puz||* = (P = Pu)o,z) = (Paw,2) — (Ppz,x) = | Pu|® — || Pz

Recordemos que || P, || < 1 por el teorema 2.2.2, de manera que ||Px| < ||z,
para toda n. Entonces (||P,z||) es una sucesién acotada, y también tenemos
por el teorema 2.2.7 que || P, || < ||P.||, de modo que (||P,z||) es una sucesion
mondétona creciente. Asi, (|| P,x||) converge por ser una sucesién monétona y
acotada.

Como ||P,z — Ppz||? = ||Puz||* — || Puzll? v (||Paz|]) converge, entonces
(P,z) es una sucesién de Cauchy. Como H es completo, (P,z) converge, su-
pongamos que P,z — Px. Probaremos que el operador P es una proyeccién.
Como P,x — Pz y los operadores P, son acotados para todo n, autoadjuntos
e idempotentes, entonces P también es acotado, autoadjunto e idempotente.
Asi, P es una proyeccion.

2. Sea P(H) el espacio sobre el cual proyecta P. Comprobaremos que
P(H) = P.(H).
n=1

Sean m < n, entonces P,, < P,, esto es, P, — P,, > 0, y por definiciéon
(P, — Py)z,z) > 0. Si hacemos n — oo obtenemos que ((P — P,,)z,x) > 0,
pues el producto interno es una funcién continua. Entonces (Px, z) > (P, ),
y esto es P,, < P por definicion. Por el teorema 2.2.7 esto es equivalente a
P,(H) C P(H), para toda m (porque P se proyecta sobre P(H) y P, se
proyecta en P,,(H)). Entonces

o

U Pu(H) € P(H).
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Por otro lado, tenemos que

P € Pp(H) C G P, (H)

m=1

para toda m y para toda x € H. Como P,,x — Px, entonces Pz € U P,.(H).
Asi, P(H) C U P,,(H). De esta manera tenemos que

G P,(H) C P(H) C G P,(H).

m=1 m=1

Por el lema 2.2.6, si Q proyecta H sobre Y1 tenemos que Y = Nuc(Q).
Sabemos que si P proyecta H sobre Y, entonces (I — P) proyecta H sobre
Y+, de manera que Y = Nuc(I — P). Traduciendo esto al caso que tenemos
en esta demostracién, nos queda que P(H) = Nuc(I — P), donde Nuc(I — P)
es un conjunto cerrado por ser el ntcleo de un operador. Ya sabemos que

UPm(H) C P(H) C UPn(H), por lo que podemos concluir que

P(H) = | Pu(H).

m=1
3. Usando nuevamente el lema 2.2.6, tenemos que
Nuc(P) = P(H)* C P,(H)*,

pues P,(H) C P(H), por el inciso 2. Asi,
Nuc(P) C () Pu(H)" = (] Nuc(P,).
n=1 n=1

Por otro lado, si « € [ Nuc(P,), tenemos que z € Nuc(P,), para toda n
por lo que P,xr = 0, y como P,r — Pz, tenemos que Px = 0, lo que quiere
decir que x € Nuc(P), y por tanto tenemos que [ Nuc(P,) € Nuc(P), de
modo que

() Nuc(P.) = Nuc(P).
O

Con este teorema finalizamos la seccién de proyecciones, y ahora estamos
listos para empezar a trabajar con el concepto de familia espectral, que es una
herramienta basica para llegar al objetivo de este capitulo.
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2.3. Teorema de representacion espectral

Recordemos que el objetivo de este capitulo es una representacion para
los operadores autoadjuntos, en términos de proyecciones, que como vimos
en la seccion anterior, tienen propiedades sencillas e intuitivas. Tal represen-
tacion sera llamada representacion espectral. Dado un operador autoadjunto
T : H — H, con H un espacio de Hilbert, obtendremos su representacién es-
pectral haciendo uso de una familia de proyecciones adecuada, llamada familia
espectral.

Para obtener la familia espectral, consideremos el caso de dimensién finita.
Sea T : H — H un operador autoadjunto definido en el espacio de Hilbert
H = C". Entonces T es un operador acotado, y podemos elegir una base pa-
ra H y obtener la representacién de T' como una matriz autoadjunta 7'. El
espectro de T esta formado simplemente por los valores propios de la matriz
autoadjunta 7', y esos valores propios son reales (ya lo probamos).

Supongamos que la matriz T tiene n valores propios distintos, y sean
A1, A2, ..., A, sus valores propios. Por el inciso 2 del teorema 2.1.1, tenemos
que los vectores propios z1, ..., x, correspondientes a i, Ag, ..., A, forman un
conjunto ortonormal. El conjunto {1, ...,x,} forma una base para H, de ma-
nera que cada x € H tiene una representacién unica de la forma

T=> (2.10)
j=1

y como x; es un vector propio, se tiene que 7'z; = \;x;. Aplicando 1" a la ecua-
ci6én (2.10), obtenemos que Tx = Z?Zl Ajv;xj. Notemos que podemos definir
un operador P; : H — H dado por Pjxz = v;x;, donde P; es la proyeccion so-
bre el espacio propio de T' correspondiente al valor propio A;. De esta manera,

podemos escribir z = Y7 | P;, o equivalentemente,

[ = in.
j=1

AjvjTj, tenemos que Tx = 37 | A;P;x, de modo que

j=1

Hemos encontrado de forma simple una representacién para 1" en el caso de
dimension finita usando su espectro (que consta tnicamente de los valores pro-
pios de T), en términos de operadores que ya conocemos y que ademds son
bastante accesibles. Desafortunadamente, las ecuaciones que acabamos de ob-
tener para el caso de dimension finita no las podriamos obtener en general para

Como Tz =37,
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el caso de dimensién infinita, pues para empezar, puede ser que el operador no
tenga valores propios.

Para solucionar este problema, en lugar de las proyecciones P, ..., P, con-
sideramos su suma, es decir, dado A\ € R, definimos

Ey=> P,

A<

Esta es una familia de proyecciones de un parametro, donde el parametro es
A. Ademas, si V) := ({z; : \; < A}), entonces E) es la proyeccién de H sobre
Vi. Por el teorema 2.2.7 tenemos que si A < pu, entonces Vy C V,.

Recordemos de la seccién de proyecciones que a los operadores les podemos
asociar un orden parcial, es decir, si T} y 15 son operadores lineales, podemos
definir una relacién de orden entre ellos como T} < T3 si y sélo si (Tiz,z) <
(Tox,x), para toda z € H.

Definicién 2.3.1. Sea (F))icr una familia de proyecciones definidas en un
espacio de Hilbert H. Se dice que (E))er es una familia espectral real si se
cumplen las siguientes condiciones.

E, < E#, ent. EAE;L = E#E)\ = F) ()\ < ,u) (211)
lim Eye = 0. (2.12)
A——00
lim Eyx = x. (2.13)
A—400
Eyior = #EI)EFO E,x = E\. (2.14)

Podemos notar de esta definicion que una familia espectral real se puede
ver como una funcién de R en B(H, H), donde a cada valor A le corresponde
una proyeccién Ey\ € B(H;H). Notemos ademés que E\, < E, si y sélo si
E\E, = E,E\ = E), para A < u, por el teorema 2.2.7.

Ademads, es importante notar que puede darse el caso en que no exista una
familia espectral real.

Definicién 2.3.2. £ es una familia espectral real en un intervalo [a,b] si es
una familia espectral real y se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. E\ =0 para A\ < a.

2. B\ =1 para A > D.
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Estas familias seran de especial interés para nosotros porque el espectro de
un operador autoadjunto es real, y vive en un intervalo de este tipo. Notemos
que como Ey\ =0 para A < ay E\, =1 para A > b, entonces /\h’m Eyxr =0y

——00
lim Eyr ==x.
A——+o00

Dado un operador autoadjunto 7', encontraremos una forma de asociarle
una familia espectral de manera tunica, y esta familia espectral la usaremos
para poder representar al operador 1" como una integral de Riemann-Stieltjes,
que es la representacion espectral que buscamos.

Aunque todavia no tenemos las herramientas suficientes para llegar a esta
representacion en dimension infinita, si podemos ver en este momento a qué
se reduce la integral en el caso en que el espacio H sea de dimension finita.
Supongamos que un operador autoadjunto 7' : H — H definido en un espacio
de Hilbert H de dimensién n tiene n valores propios distintos A\; < Ay < ... <
An. Entonces por la definicién de F) tenemos que

E)\1:P17
Ey, = P + P,

E, =P +..+P,.
De manera que
Py = E,,,
Py =E\, — Ey,

Py =E\, — E\

j—17

para j = 2,...,n.

Sabemos® que si A, Ay, € [A\j_1, )\;), entonces E), = E) , para todas n,m,
. . 2 . _ n
por lo que podemos escribir® P; = Ey, — E), oy como r = Zj:l Pjx, pues
estamos en dimension finita, entonces

n

T = ZP]x = Z(E,\j — E),;—o0)7.
j=1

J=1

'Para ver una demostracién detallada de este hecho, consultar [5]
QE)\J. o =1lim, ;0 By, y donde pp — A; — 0 significa que p tiende a A; por la izquierda.
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También tenemos que en dimensién finita Tr = Z?Zl AjPjz, de manera que

To=> NPx=Y MNE\, - E\ o
j=1 j=1

Sea 0E) = E), — E\, o, entonces tenemos que

T= Zn: NOE, .
j=1

Esta es la representacion espectral del operador T' que tiene valores propios
Al < Ag < ... < Ay, en el caso en que T estd definido en un espacio de Hil-
bert H de dimensién finita, y nos muestra que (T'z,y) = (37, \;0EN2,y) =

Y NOEN T, ).

Notemos que esto se puede escribir como una integral de Riemann-Stieltjes
como

o) = [ " duw(y),

oo

donde w(\) = (E\x,y).

En este punto solamente nos falta introducir un concepto antes de definir
la familia espectral asociada a un operador T', y ese concepto serd de vital
importancia para nuestro objetivo. Recordemos que de acuerdo a la defini-
cion de orden que tenemos para los operadores, un operador 7" es positivo si
(T'x,z) > 0, para toda z € H.

Definicién 2.3.3. Sea T" : H — H un operador autoadjunto y positivo,
definido en un espacio de Hilbert H. Entonces un operador autoadjunto A
se llama raiz cuadrada de 7' si

A =T.

Si ademas A > 0, entonces A se llama raiz cuadrada positiva de T, y se denota
por
A=T3.

A continuacién enunciamos el tinico teorema con respecto a este concepto,
que sera basico en el camino que nos queda antes de llegar a la representacién
espectral. Es importante mencionar que en la demostracién de este teorema se
encuentran argumentos que utilizaremos mas adelante en esta seccion. Para de-
mostrarlo utilizaremos un lema y un teorema, y aunque no los demostraremos,
se pueden consultar en [5].

Lema 2.3.1. Sean S y T dos operadores positivos y autoadjuntos definidos en
un espacio de Hilbert H. Si ST =TS, entonces ST es un operador positivo.
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Teorema 2.3.2. Sea (T,) una sucesion de operadores autoadjuntos definidos
en un espacio de Hilbert H tal que

T <Th<..<T,<..<K,

donde K es un operador autoadjunto en H. Supongamos que cualquier T con-
muta con K y con cualquier T,,. Entonces existe un operador autoadjunto
T:H — H tal que T,x — Tx, para toda x € H y el operador T' cumple que
T<K.

Teorema 2.3.3. Todo operador autoadjunto T : H — H definido en un espa-
cio de Hilbert H tiene una raiz cuadrada positiva A, y es unica. El operador
A conmuta con cualquier operador lineal que conmute con el operador T

Demostracion. Haremos la demostracion en tres pasos:

1. Probaremos que si el teorema se cumple bajo la hipdtesis adicional de
que T' < I, entonces también se cumple quitandola.

2. Probaremos la existencia del operador A = T%, demostrando que A, x —
Az, donde Ag =0,y

1
para n = 0,1,.... Ademds probaremos la conmutatividad que indica el

teorema.
3. Probaremos la unicidad de la raiz cuadrada positiva.

1.Si T = 0, tomamos A = T2 = 0. Sea T # 0. Por la desigualdad de
Schwarz, tenemos que

(Tz,x) < ||T|l|l=] < [T]]l=]*. (2.16)

Sea @ = (H_YI“H)T Dividiendo por ||T|| la ecuacién (2.16) se convierte en

(Qu, ) < ||z||* = (Iz,2),

es decir, () < I. Supongamos que () tiene una unica raiz cuadrada positiva
1 1
B = Q2. Entonces B% = Q, y la raiz cuadrada de T' = ||T||Q es || T||2 B, pues

(ITl2B)* = |T||B* = |IT|Q =T
Ademas como Q% = B es tnica, y la raiz cuadrada positiva de T esta en

términos de B, entonces ésta también es unica. Asi, si el teorema se cumple
bajo la hipdtesis adicional de que 7' < 1, terminamos.
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2. Existencia. Consideremos la sucesion de operadores definida recursiva-
mente en la ecuacion (2.15), con Ay = 0. Entonces Ay = 3T, Ay =T — T2, ...
Cada A,, es un polinomio en T" Entonces todas las A,’s son operadores auto-
adjuntos y conmutan, y también conmutan con cualquier operador con el que
conmute T'. Entonces necesitamos probar:

A, <1, n=0,1,.. (2.17)

Ap < Anin,s n=01,.. (2.18)
A,z — Az, A=T2 (2.19)

St ST =TS entonces AS=SA (2.20)

donde S es un operador lineal en H.

Demostracion de (2.17): Ya sabemos que Ag < I. Sean > 0. Como [ —A,,_
es autoadjunto, (I — A,_1)?> > 0. Ademds como T" < I, entonces [ — T > 0.
De ésto y la ecuacién (2.15) obtenemos

1 1
(I—A,_1)*+ 5(I ~T)=IT—-A, 1 — (T —-A% ))=1—A,.

0<
- 2

N | —

Demostracién de (2.18): Por induccién sobre n. De la ecuacion (2.15) tene-
mos que 0 = Ay < A = %T. Mostraremos que si A,,_; < A,, para cualquier n
fija, entonces A,, < A, ;1. De la ecuacion (2.15) obtenemos que

1 1 1
An+1_An = An+§(T_AZ)_An71_§(T_A72%1) = (An—Anflﬂl_é(An‘i_An*l)]'

Sabemos que A, — A, _1 > 0 por hipétesis, y por la ecuacién (2.17),
1 1
Por el lema 2.3.1 tenemos que A, 1 — A, > 0y entonces A, < A,11.
Demostracién de (2.19): Sabemos que (A,) es mondtona por la ecuacién
(2.18), y que A, < I por la ecuacién (2.17). Entonces por el teorema 2.3.2

existe un operador autoadjunto A tal que A,x — Az, para toda x € H. Como
(A,z) converge, de la ecuacion (2.15) tenemos que

1
Appr — Ay = §(Tx — A21) — 0.
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Asi, Tx — A%z = 0 para toda € H, es decir, T = A% Ademas A > 0, pues
0= Ay < A, por la ecuacion (2.18, es decir, (A,x,x) > 0 para todaz € H. Por
la continuidad del producto interno tenemos que (Ax,z) > 0 para toda z € H.

Demostracién de (2.20): Sabemos que si ST = T'S, entonces A,S = SA,,
es decir, A,Sx = SA,x para toda x € H. Haciendo n — oo obtenemos la
ecuacion (2.20).

3. Unicidad. Sean A y B raices cuadradas positivas de T'. Entonces A% =
B? =T,y ademés BT = BB? = B?B = TB, de manera que AB = BA por la
ecuacion (2.20). Sean x € H cualquiera, y = (A — B)z. Entonces (Ay,y) > 0
y (By,y) > 0, pues A >0y B> 0. Como AB = BA y A*> = B? obtenemos
que

(Ay,y) + (By,y) = (A+ Bly,y) = ((A* = B*)z,y) = 0.

Asi, (Ay,y) = (By,y) = 0. Como A > 0 y A es autoadjunto, entonces A
tiene rafz cuadrada positiva C, es decir, C? = A, con C autoadjunto. De esta
manera,

0 = (Ay,y) = (C?y,y) = (Cy,Cy) = ||Cy|]*.

Entonces Cy = 0. Ademds Ay = C*y = C(Cy) = 0. De forma similar conlui-
mos que By = 0. Luego, (A — B)y = 0. Recordemos que y = (A — B)z, por lo
que

|Az — Ba||* = (A - B)*z,2) = (A - By,z) = 0

para toda x € H. Asi, Ax — Bx = 0 para toda x € H, de manera que
A=B8B. m

Ya tenemos el teorema que nos permite utilizar el concepto de raiz cua-
drada positiva y sus propiedades, por lo que podemos definir los operadores
que necesitamos, que es el unico ingrediente que nos falta antes de obtener la
familia espectral asociada a un operador autoadjunto 71" definido en un espacio
de Hilbert H.

Consideremos entonces los siguientes operadores.
» T\ =T — ).

= By = (T?)3.

= TV =3(B+T).

Definicién 2.3.4. Sea T : H — H un operador autoadjunto. La familia
espectral asociada a T se define como & = (E))aer, donde E) es la proyeccion

de H sobre el niicleo de Ty, Nuc(Ty).

Lo que haremos ahora sera probar que £ es en efecto una familia espectral,
es decir, que cumple las cuatro propiedades de la definicién 2.3.1. Aunque esto
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no sera facil, es necesario hacerlo, pues las demostraciones nos daran una herra-
mienta esencial para poder encontrar la representacion espectral que deseamos.

Para probar el primer lema que necesitamos, tenemos que definir nueva-
mente algunos operadores:

. B — (TQ)%.
« TH=LB+T).

n [T = (B—T)

N =

» F, la proyecciéon de H sobre el nicleo de TF, Nuc(T).

Notemos que Tt =T~ = {(B+T)—3(B—T) = 3B+3T — 3B+ 3T =T,
y similarmente, 7" +T~ = 3(B+T)+ 3(B—T) =3B+ 3T+ 3B — ;T = B.
Resumiendo, T =T —-T-yB=Tt+T".

N =

—~

Lema 2.3.4. Sea T : H — H un operador autoadjunto definido en un espacio
de Hilbert H. Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1. B, Tt y T~ son operadores acotados y autoadjuntos.

2. B, T y T~ conmutan con cualquier operador lineal con el cual conmuta
T, en particular, se tiene que BT = TB, TYT =TT, T-T = TT",
THT~=T"T".

3. E conmuta con cualquier operador lineal con el cual conmuta T, en par-
ticular, se tiene que E'I' =TE y EB = BE.

4. Se cumple que TTT- =0y T TT =0, TTE=ETT =0y
T-E=ET- =T ,TE=-T  yTU-E)=TY, Tt >0y T~ >0.

Demostracion. 1. Es claro porque B y T son operadores autoadjuntos.

2. Supongamos que 17'S = ST'. Entonces aplicando 1" tenemos que
T?S =TST = ST”.
Probaremos primero que
Si ST =TS entonces STz =T25, (2.21)

y después aplicando la ecuacién (2.21) para T? obtenemos que si ST? = T2,
entonces BS = SB. Ya sabemos que ST? = T2S, de manera que podremos
concluir que BS = SB.

Sea (A,) una sucesién de operadores autoadjuntos definidos como en la
ecuacién (2.15) de la demostracion del teorema 2.3.3, es decir, Ag = 0y
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Api1 = A, + (T — A2). Ya demostramos en el inciso 2 del teorema 2.3.3
que A,z — Az, donde A = T2. En la demostracién de la ecuacién (2.20)
notamos que si ST = TS, entonces A,S = SA,, de manera que si hacemos
n — oo tenemos que AS = SA, o equivalentemente, T3S = ST=.

Ya sabemos entonces que si ST = T'S tenemos que BS = SB, de mane-
ra que 778 = $(BS +TS) = L(SB + ST) = ST". Andlogamente, T-S =
1(BS —T8S) = 1(SB — ST) = ST~. Esto termina la demostracién del inciso
2.

3. Supongamos que ST = TS, para un operador lineal autoadjunto S.
Queremos probar que entonces £S = SE. Para todo x € H se cumple que

y=FExreY = Nuc(T™).

Entonces y € Nuc(TT), por lo que Ty = 0 y aplicando S obtenemos que
STty = S50 = 0. Como ST = TS, por el inciso 2 tenemos que ST+ = TS,
de donde

TTSEx =T"Sy= STy =0.
Entonces SEz € Nuc(T*). Como E proyecta H sobre Nuc(T™), tenemos que
ESEx = SEx, para todo © € H, es decir, ESE = SE. Es bien sabido que
(ST)* = T*S*, de manera que

ES = E*S* = (SE)* = (ESE)* = E*S*E* = ESE = SE.

4. Queremos probar:
T T~ =0,
T-T" =0.

. 1 )
Demostracién: Como B = (T?)z, entonces B?> = T?, y ademds un caso par-

ticular del inciso 2 nos dice que BT = TB y TTT~ = T-T7, por lo que
tenemos

1 1 1
T =TT = (B-T)5(B+T) = Z(B2 +BT —TB+T?) =0.

Queremos probar:
TTE=ETt =0, (2.22)

T"E=FET =T". (2.23)

Demostracién (2.22): Sabemos por definicién que Ex € Nuc(T™), por lo que
TTEx = 0, para toda x € H. Sabemos que T'" es autoadjunto, y ademés por
un caso particular del inciso 2 sabemos que T7T = TT*, de manera que el
inciso 3 nos dice que F conmuta con T (porque T es autoadjunto y conmuta
con T), es decir, ET"x =TT Ex = 0, y como esto se cumple para toda x € H,
tenemos ET+T = THTE = 0.
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Demostracién (2.23): Ya sabemos que TtT~z = 0, por lo que T-x €
Nue(TT). Entonces ET -z = T~ 2. Como T~ es autoadjunto (por el inciso 1)
y conmuta con T (por un caso particular del inciso 2, el inciso 3 nos dice que
T~ conmuta con F, es decir, T~ Ex = ET~x =Tz, para toda x € H, lo que
significa que T-F = ET- =T".

Queremos probar
TE = -T,
T(I-FE)=T".
Demostraciéon: Ya probamos que T =TT —T", que TTE=0yque T E =T",
por lo que

TE=(T*-TVE=T'E—-T E=-T"E=—T".
Ahora usando esto podemos obtener que T(I —E)=T-TE=T+T =T".

Por 1ltimo, necesitamos probar que 7T > 0y T~ > 0. Ya probamos que
T- = ET~ y que ETT = 0. Sabemos ademés que £ y B son autoadjuntos,
y por un caso particular del inciso 2 conmutan. Ademas por el teorema 2.2.2
(por ser E proyeccién), E > 0, y por definicién B > 0. Entonces por el lema
2.3.1 tenemos que

T-=ET  +ET"=E(T +T")=EB>0.
De manera similar, y usando de nuevo el lema 2.3.1, tenemos que
Tt=B-T =B—-EB=(I-E)B >0,

pues I — E > 0 por el teorema 2.2.2 (por ser (I — E) proyeccién). Asi queda
probado este lema. O

Ahora probaremos el equivalente de este lema, pero para T\ = T — Al.
Ademads, en lugar de B, T+ y T~ usaremos By = (T2)2, TV =3(By+T\)y
T, = %(B,\ — T)) respectivamente. En lugar de usar la proyeccién E : H —
Y = Nuc(T"), usaremos la proyeccién Ey : H — Yy = Nuc(Ty), que proyecta
H sobre el nicleo de Ty, Nuc(Ty).

Lema 2.3.5. El lema 2.5./ se cumple si reemplazamos T, B, T™, T~ y E por
Ty, By, Ty, T y E\ respectivamente. Ademds, para cualesquiera k, \, p, v, T

reales, los siguientes operadores conmutan entre ellos: T, B, TJ,TV_, E..

Demostracion. La parte que afirma que el lema anterior se cumple reempla-
zando los operadores es analoga y omitiremos su demostracion. Para demostrar
la segunda parte, notemos que ST =15,y

Ta=T—-MN=T—pul + (u—MN1I.

Asi, se tiene ST =TS = ST, = 1,5 = ST\ =1T\S = SB) = B,\S,5B, =
B,S, etc. Si usamos T}, en lugar de S en lo anterior obtenemos que 7T,,B) =
B)\T,, vy las deméas conmutaciones se obtienen de la misma manera. O
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Una vez que hemos obtenido estas herramientas, ya estamos listos para
obtener la familia espectral asociada a un operador lineal autoadjunto, y este
teorema es el ultimo ingrediente que nos hace falta antes de poder enunciar el
teorema que nos da la representacion espetral que hemos estado buscando.

Teorema 2.3.6. Sea T : H — H un operador lineal acotado y autoadjunto
definido en un espacio de Hilbert H. Sea Ey la proyeccion de H sobre el nicleo
Yy = Nuc(TY) de la parte positiva Ty de Ty =T — M. Entonces € = (E)\)er
es una familia espectral en el intervalo [m, M] C R, donde m = inf)y=(Tx, x)
y M = sup, =1 (Tx, x).

Demostracion. Segun las definiciones 2.3.2 y 2.3.1, necesitamos probar que las
siguientes propiedades se cumplen:

(a) A<pu=E\<E,.
(b) A<m= E,=0.
(c) A\ >M=E,=1.
(d) p—=A+0= E,x — E)x, para toda z € H.

Para probar las propiedades anteriores necesitaremos algunas de las propie-
dades que proporciona el lema 2.3.5. Utilizaremos en particular las siguientes
ecuaciones.

+— —
T, T, =0, (2.24)
T\E) = _T)\_aTA(I - E>\) = T)_\'_7T/LEH = _T,u_v (225)
Ty >0,7y 20,7, >0,T, > 0. (2.26)

Procedamos entonces a demostrar las cuatro cosas que necesitamos para
ver que en efecto £ es una familia espectral en [m, M|.

(a) Sea A < pu. Como —T < 0 por (2.26), tenemos que Ty = Ty — T <
Ty . Entonces
TN —T,>T\—T,=(u—NI>0,

pues A < g por hipétesis. Tenemos entonces que Ty — T, > 0, Ty — T}, es
autoadjunto, ademas conmuta con 7} por el lema 2.3.5, y T, > 0 por (2.26).
Aplicando el lema 2.3.1 obtenemos que

TJ(T;—TH):T:(T/\*—T;—%T;)20.

Notemos que T}/ T,” = 0 por (2.24), de modo que tenemos T,f T — (1;7)* > 0,
por lo que TJT;“ > (Tj)2 lo que quiere decir que para toda x € H se tiene
(TrT5x, ) > ((T;f)*x,x), y como T, es un operador autoadjunto, se tiene
que

(T,2) = (T, T a) = | T ol
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de manera que (T, Ty x,z) > || T,fz[|* > 0.

Asi, se tiene que si Ty = = 0, entonces ((T,")%z, z) = 0, pues (T} T3z, x) >
((T;f)?x,x), por lo que ||T,fz||* = 0, y entonces T,fz = 0. Esto nos dice que
Nuc(Ty) € Nuce(T,}), y como 2 es equivalente a 5 en el teorema 2.2.7, tenemos
que Ky < E,.

(b) Sea A < m, y supongamos que E\ # 0. Entonces E,z # 0 para alguna
2. Sea z = E\z, luego Exx = F3z = FE,z = z. Supongamos sin pérdida de
generalidad que ||z|| = 1. Entonces

<T)\E)\.T, $> - <T)\(L‘, JI>
= (Tx — \v,z) = (Tz,x) — N|z|?
=(Tx,x) — A\ > ||irH1£1<TE’E> —A=m—-A>0,

de modo que (T) Exz,x) > 0, lo que significa que T\ E) > 0 por definicién. Sin
embargo, (2.25) nos dice que T\E) = =T}, y (2.26) nos dice que Ty > 0, por
lo que =T, <0, y entonces ThE < 0, y entonces T\E > 0 es una contradic-
cién. Asi, podemos concluir que Ey = 0.

(c) Supongamos que A > M, y supongamos que E\ # I, de modo que
I — E\ # 0. Entonces (I — E))z = x para alguna z tal que ||z| = 1. Luego

(T\(I — E))z,x) = (Thz,x)
= (Tz,2) = Al
= (Tz,x) — A< H81”1p1<TE, T)— A
=M-)X<O,
de modo que (T)(I — Ey)z,z) < 0, lo que significa que T\(I — E)) < 0 por
definicién. Sin embargo, (2.25) nos dice que Ty(I — Ey) = Ty, y (2.26) nos

dice que Ty > 0, por lo que T\(I — E)) > 0, y entonces T\(I — E,) < 0. As,
podemos concluir que E), = I.

(d) Al intervalo A = (A, p le asociaremos el operador E(A) = E, — E).
Como A < p, tenemos que E, < E,, por el inciso (a), de modo que usando el
teorema 2.2.7 obtenemos E\(H) C E,(H), y ademéds E(A) es una proyeccion
por el teorema 2.2.8 pues E)\(H) C E,(H). Como E(A) es proyeccién, por el
teorema 2.2.2 E(A) > 0.

Usando que E. = E, y E} = E\ (por el teorema 2.2.1) y que
E,E\ = E\E, = E, (por el teorema 2.2.7) obtenemos las siguientes dos ecua-
ciones:

E,E(A) = E,(E,— E\) = E. — E,E\ = E, — E\ = E(A)
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(I — E\)E(A) = E(A) — Ex(E, — E\) = E(A) — E\E, + E3 = E(A).

Notemos que E(A), T,y Ty son positivos y conmutan por el lema 2.3.5,
por lo que T, E(A) y Ty E(A) son positivos aplicando el lema 2.3.1. Usando
que T, E, = =T, y Ta(I — E\) = T} por (2.25), tenemos que

T,E(A) = T,E,E(A) = —T,; E(A) <0. (2.27)

T\E(A) = Th(I — E\)E(A) = T E(A) > 0. (2.28)

De la ecuacién (2.27) tenemos que 7, E(A) = TE(A) — pE(A) <0, de modo
que
TE(A) < pE(A).

De la ecuacién (2.28) tenemos que ThE(A) = TE(A) — AE(A) > 0, de modo
que
TE(A) > AE(A).

Juntando estas desigualdades se tiene que
AE(A) <TE(A) < uE(A) (2.29)

donde E(A) = E, — E,. Hagamos ¢ — A por la derecha. Entonces por el
teorema equivalente al 2.3.2 pero para una sucesion decreciente, tenemos que
E(A)x — P(M\)z, donde P(\) es un operador acotado y autoadjunto. Ademas
P(\) es idempotente, pues E(A) lo es. Asi, P(\) es una proyeccién. Por la
desigualdad (2.29), AP(\) = T P()), es decir, T\P(\) = 0. Usando que T =
T\(I — E)) y que Ty y I — E, conmutan por el lema 2.3.5, obtenemos que

T P(\) = Th(I — E\)P(\) = (I — E\)TAP(\) = 0.

Ast, T P(A\)z = 0 para toda z € H, es decir, P(\)x € Nuc(Ty). Sabemos
por definicién que E) proyecta H sobre Nuc(TAT), de modo que ExP(\)z =
P(M\)x, es decir E\P(\) = P(\).

Por otro lado, si hacemos 1 — A+ 0 en la igualdad (I — E))E(A) = E(A)
obtenemos que (I — Ey)P(\) = P(\), es decir, P(\) — E\P(\) = P()\) y como
E\P(\) = P()), tenemos que 0 = P()\).

Como E(A)x — P(\)x, tenemos que (E,z — Exx) — 0 cuando ¢ — A +0,
es decir, si p — A + 0 entonces F,x — E\x que es lo que querfamos probar
en este inciso. Con esto podemos concluir que &€ = (E))er es una familia
espectral en el intervalo [m, M]. O

Ahora ya estamos listos para enunciar el teorema que era nuestro objetivo
en esta seccion, y es el que nos muestra la representacién espectral de un
operador autoadjunto. Demostraremos el inciso (b) haciendo uso de una parte
de la demostracion del inciso (a), que se puede encontrar completa en [5].
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Teorema 2.3.7. Sea T : H — H un operador lineal autoadjunto definido en
un espacio de Hilbert complejo H. Entonces

(a) T tiene la representacion espectral

M
T = / AE}, (2.30)

m—0

donde € = (E)\)xer €$ la familia espectral asociada a T, y para todo
x,y € H,
M
Try)= [ Adui),
m—0

con w(A\) = (Fx,y), y la integral es de Riemann-Stieltjes.

(b) Si p es un polinomio en A\ con coeficientes reales, p(A) = >~ ap A"
entonces el operador p(T) dado por p(T) = Y~ a,T" tiene la repre-
sentacion espectral

ZKT>:1/]0pﬂndEh (2.31)
donde para todo x,y € H,
(p(T)z,y) = _QZKA)dUKA), (2.32)

con w(A) = (Exz,y).

Demostracion. Sea (P,,) una sucesién de particiones del intervalo (a, b], donde
a<my M <b. Cada P, es una particién de (a, b] en intervalos

Anj = ()\nj,,unj] j = ]_, N

de longitud I(A,j) = ftnj — Anj- Notemos que fi,,; = A\, j+1 paraj=1,...,n—1.
Empecemos considerando el polinomio p(A) = A", con r € N. Sean k < A <
p < v. De la ecuacién (2.11) tenemos que

(Ex — E.)(E, — E,) = E\E, — E\E, — E.E, + EE,

=E\-E\+E,—E,=0.

Esto muestra que E(A,;)E(A,;) = 0, para j # k. Ademds, como E(A,;) e
una proyeccién, E(A,;)® = E(A,;) para cada s = 1,2,.... Asi, si \,,; € A,
obtenemos que

S

S AGEA) | =) Ay B(A). (2.33)
j=1 j=1
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Suponiendo que es cierto el inciso (a), de su demostracién® se tiene que la suma
en la ecuacién (2.33) es muy cercana? al operador T', de manera que la expresién

— T
> i1 Mg B (Anj)] es muy cercana al operador T" porque la composicién de
operadores lineales y acotados es continua. Asi, dado ¢ > 0 existe una N tal
que para toda n > N se tiene que

177 =" X E(A)ll < e.

Jj=1

Esto prueba las ecuaciones (2.31) y (2.32) para p(A) = A". De aqui se siguen
inmediatamente las ecuaciones (2.31) y (2.32) para un polinomio arbitrario
con coeficientes reales. O

A continuacién mostraremos un par de ejemplos para operadores sencillos,
en donde verificaremos que tales operadores en efecto se pueden representar
de la manera que lo indica el teorema.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el operador T' = 0. Verificaremos que en efecto
se puede representar como lo indica el teorema 2.3.7. Si A < 0 entonces E, = 0,
y si A > 0 entonces F\ = I, de manera que tenemos

0
T— / NEy = 0(Eo — Eo_o) = 0( — 0) = 0,
0-0
Ejemplo 2.3.2. Consideremos el operador 1" = I. Nuevamente verificaremos
que se cumple el teorema 2.3.7, calculando la familia espectral asociada al
operador para distintos valores de A\. Si A < 1 entonces Fy =0, ysi A > 1
entonces F) = I, de manera que tenemos

1
- / NEy = 1(E, — Ey_o) = 1(I - 0) = 1.
1-0

3Ver en [5].
4Muy cercana es un término muy vago para decir que dado € > 0 existe IV tal que para
toda n > N se tiene que |7 — 327 A\ E(Apj)|| <e.
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Capitulo 3

Aplicaciones de la teoria
espectral

3.1. El problema de Hamburger

El problema clésico de momentos es un problema central en el desarrollo
del analisis matematico desde finales del siglo 19 hasta mediados de los anos
50. Muchos conceptos y teoremas importantes de esta época, como los de
medida, polinomios ortogonales, extensiones de funcionales lineales, el teorema
de representacion de Riesz, y varios ejemplos mas, tienen su origen en el estudio
de los problemas de momentos. Un problema de momentos surge en el intento
de invertir la funcién que envia a una medida p en la sucesiéon de momentos

an = /_00 2" dp(x). (3.1)

o0

En los origenes del problema, 1 es una medida real, y en este contexto el pro-
blema aparece en probabilidad , pues resuelve la pregunta ; Existe una medida
de probabilidad con media y varianza especificas? Esta es una de las aplica-
ciones de este tipo de problemas, pero hay algunas maés. Los tres problemas
de momentos mas conocidos son el de Hamburger, en el cual el soporte de la
medida p es toda la recta real, el de Stieltjes, en el cual es el intervalo [0, 00),
y el de Hausdorff, en el cual es cualquier intervalo acotado.

En esta seccion estudiaremos el problema de momentos de Hamburger, y
daremos una prueba basada en el teorema de representacion espectral que
obtuvimos en el capitulo anterior. Aunque no probaremos la unicidad de la
solucién, si proporcionaremos condiciones suficientes y necesarias sobre una
sucesion (a,) de nimeros reales para que exista una medida p que satisfaga
la ecuacion (3.1). Antes de enunciar la solucién al problema de momentos de
Hamburger y demostrarla, necesitamos conocer algunos conceptos y teoremas
que seran necesarios en ella.

69
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Es importante introducir primero la siguiente notacién. Si V' es un espacio
vectorial y W C V, entonces v+ W = {v+w: w e W}.

Definicién 3.1.1. Sea V un espacio vectorial definido sobre un campo K, y
sea N un subespacio de V.

1. Definimos una relacién de equivalencia ~ en V' como x ~ y si y sélo si
xr—y € N, para todo x,y € V. La clase de equivalencia de x se denota
como [z] y estd dada por [x] = {z +n : n € N} o equivalentemente,
[x] =2+ N.

2. El espacio cociente V/N es un espacio vectorial sobre el campo K, y se

define como el conjunto de todas las clases de equivalencia de elementos
de V,es decir, V/N ={[z] iz €V} ={z+ N:z eV}

3. Dados z,y € V, la multiplicacién por escalares en el espacio V/N se
define como
afz] = [ox],

donde @ € K, y la suma de dos elementos de V/N (clases de equivalencia)
se define como

[z] + [y] = [z + y].

Una vez que tenemos la definicién de espacio cociente, existe una forma
natural de definir un operador en este espacio, en términos de otro opera-
dor lineal definido en el espacio original. Sin embargo, para poder hacerlo se
necesita una condicion, como lo indica la siguiente definicién.

Definicién 3.1.2. Sea V un espacio vectorial definido sobre un campo K, y sea
W C V un subespacio. Si T : V' — V es un operador lineal tal que T(W)C W,
entonces se define al operador T': V/W — V/W como T'(v+ W) =T(v) + W.

Aunque tiene sentido definir el operador en el espacio cociente de esta
manera, es necesario comprobar que no hay ambiguedad en la definicién, para
lo cual es clave la condicién de invarianza que impone la definicion.

Lema 3.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sea W CV un
subespacio tal que T(W) C W. Entonces el operador T' : V/W — V/W dado
por T(x + W) = T(z) + W estd bien definido, es decir, si x ~ y entonces
I([2]) = T([yl)

Demostracion. Supongamos que x ~ y, entonces x —y € W, de modo que
Tx —Ty € W, pues T(W) C W. Por tanto, Tz + W = Ty + W, de manera
que T([z]) = T([y]), que es lo que queriamos probar. O

El primer teorema que necesitaremos para resolver este problema es sobre
espacios de Hilbert, y establece la existencia de uno (un espacio de Hilbert),
siempre que se tenga un espacio con producto interno. Su demostracion se basa
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fuertemente en el teorema equivalente para espacios de Banach (que se basa
a su vez en el teorema equivalente para espacios métricos completos) y en la
continuidad del producto interno. Enunciaremos el teorema equivalente para
espacios de Banach sin demostrarlo (para consultar su demostracién ver [5]), y
probaremos la continuidad del producto, para después probar el teorema que
necesitamos.

Teorema 3.1.2. Sea X = (X, [|||) un espacio normado. Entonces existe un
espacio de Banach X y una isometria A : X — W, donde W C X es un
subespacio de X que es denso. El espacio X es unico salvo isometrias.

Lema 3.1.3. Sea X un espacio con producto interno (,). Si (x,) y (yn) son
dos sucesiones en X tales que x,, = x y y, — y. Entonces (x,,y,) — (z,y).

Demostracion. Queremos probar que |(x,,, y,)—(z,y)| — 0. Para esto, notemos
que
[(Zns Yn) = (T )| = (@0, Yn) — (@0, ) + (20, y) — (2, Y)]
< (@ yn = )| + (20 — 2, 9)]
< lznllllyn = yll + llzn — 2[llyll-

Notemos que ||z || [|yn =yl + ||z — z|[[|yl] — 0, pues yp—y = 0y =2 — 0
por hipétesis. Asi, [(x,,y,) — (x,y)| = 0, que es lo que queriamos probar. []

Teorema 3.1.4. Sea X un espacio con producto interno (,). Entonces existe
un espacio de Hilbert H y un isomorfismo A : X — W, donde W C H es un
subespacio denso. El espacio H es unico salvo isomorfismos.

Demostracion. Por el teorema 3.1.2 existe un espacio de Banach H y una iso-
metria A : X — W, donde W C H es un subespacio que es denso en H. Por
motivos de continuidad, las sumas y multiplicaciones por escalares de elemen-
tos en X y W se corresponden, de manera que A es un isomorfismo de X en
W, siendo ambos espacios normados.

Para definir en H las dos operaciones algebréicas de un espacio vectorial,
sean T,y € H, y sean (z,) € T, (y,) € ¥, es decir, (x,) es un representante de
la clase de equivalencia T y (y,) es un representante de la clase de equivalencia
y. Recordemos que T y ¥ son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy
en X, donde (x,) ~ (x}) si lim, . ||z, — 2, || = 0. Entonces por el lema 3.1.3
podemos definir un producto interno en H como

<T7 g) = Hm <xn7 yn>;
n—oo

lo que garantiza que H es un espacio de Hilbert. El teorema 3.1.2 también
afirma que el espacio H es tnico salvo isometrias, es decir, si H y H son
dos compleciones del espacio X, entonces H y H estan relacionados por una
isometria T : H — H. De manera similar al caso de la isometria A, podemos
colncluir que T es un isomorfismo del espacio de Hilbert H en el espacio de
Hilbert H. O
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El ultimo teorema que necesitamos para demostrar la solucion al problema
de momentos de Hamburger es también el mas complejo, y antes de enunciarlo
necesitamos un par de definiciones sobre operadores. Este teorema fue probado
por primera vez por John von Neumann, y por eso lleva su nombre. Ademas
de ser fundamental para la prueba de esta solucion, este teorema tiene muchas
otras aplicaciones, por ejemplo, en la fisica. Su prueba requiere de métodos
muy particulares sobre extensiones autoadjuntas, y se puede consultar en [8].

Definicién 3.1.3. Sea T un operador lineal y acotado, definido en un espacio
de Hilbert H con producto interno (,) y tal que D(T) = H. Se dice que el
operador T' es simétrico si (T'z,y) = (z, Ty), para todo z,y € D(T).

Definicién 3.1.4. Sea f : V — W una funcién de un espacio vectorial com-
plejo V en otro. Se dice que f es antilineal si f(ax 4+ by) = af(x) + bf(y).

Definicién 3.1.5. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador antilineal C' :
H — H se llama conjugacién si ||Cz| = ||z||, para todaz € Hy C* = 1.

Teorema 3.1.5. Sea A : H — H un operador simétrico definido en un espacio
de Hilbert H, y supongamos que existe una conjugacion C : D(A) — D(A) tal
que CA = AC'. Entonces el operador A tiene extensiones autoadjuntas.

Definicién 3.1.6. Una sucesion (a,)n,en de nimeros reales es la sucesion de
momentos de una medida p sobre R si

0 = / T (),

—00

Ahora ya estamos listos para enunciar y demostrar la solucion al problema
de Hamburger, y aunque en una de las implicaciones no utilizamos ninguna de
las herramientas anteriores, en la otra si se necesitan y bastante. Lo que hare-
mos sera dar condiciones necesarias y suficientes sobre una sucesién (a, ),en de
nimeros reales para que exista una medida p que satisfaga la definicion 3.1.6,
que es la que nos interesa.

Teorema 3.1.6. Una sucesion (a,) de niumeros reales es una sucesion de
momentos de una medida positiva |1 sobre R si y solo si para toda N y para
todos Py, ..., Bn € C se tiene que

N
> BuBtnem > 0. (3.2)

n,m=0

Demostracion. Supongamos que j es una medida positiva y se cumple la ecua-
cién (3.1). Entonces tenemos que

N N 0

n,m=0 n,m=0
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—® n,m=0
w N N
- / Z Bmx™ Z Brx"du(z)
—0 m=0 n=0
o N N
= / Z ﬁmxmz Bpatdu(x)
© m=0 n=0

w N
- / 13 B Pd() > 0.
X n=0

Asi, se cumple la ecuacién (3.2).

Ahora supongamos que se cumple la ecuacién (3.2), y probaremos con
ayuda de las herramientas que obtuvimos anteriormente, que se cumple la
ecuacion (3.1). Sea P el espacio de todos los polinomios reales con coeficientes
complejos. Definimos un producto interno en P como

N M N M L
<Z ﬁnxn7 Z amxm> - Z Z Bn()éman+m.
n=0 m=0

n=0 m=0

Sea @ ={p € P: (p,p) =0}, y sea H el espacio de Hilbert que se obtiene al
completar el espacio P/Q con el producto interno (, ) como lo indica el teorema
3.1.4. Sea A : P — P el operador definido como

N N
AQY_ Ba™) = D Bua™
n=0 n=0

Entonces A es un operador simétrico segun la definicién 3.1.3 | pues sip,q € P,
p= 25:0 Bnx™, con f; € C,parai=0,..,N yq= an\fzo Qpx™, con o € C,
para i =0,..., M. Asi, tenemos que

N M N M L
<Ap7 Q> = <Z ﬁnxn+17 Z Oémxm> = Z BnamanJrler
n=0 m=0 n=0 m=0
N M N M L
<p’ AQ> = <Z ann7 Z amxm+1> = Z Z Bnaman+m+1-
n=0 m=0 n=0 m=0

Entonces (Ap, q) = (p, Aq). Ademsds el conjunto () es invariante bajo el ope-
rador A, es decir, A : ) — @, pues si p € @, por la desigualdad de Schwarz
tenemos que

N

(Ap, Ap) = [(A%p, p)| < (A%p, A%p)2 (p,p)2 = 0,
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y como (Ap, Ap) = ||Ap||? > 0, entonces Ap € Q. Usando el lema 3.1.1 tenemos
que existe una transformacién A en H con dominio P/Q.

Sea C' la conjugacion usual en P. Entonces también existe una transforma-
cion C' : P/Q — P/Q. Notemos que C' se puede extender a una conjugacion
en H.

Ahora solamente nos falta probar que AC=CA para poder aplicar el teo-
rema 3.1.5. Para probarlo necesitamos demostrar primero que AC = CA, lo

cual es simple, como se puede ver a continuacion.

Seape P, p= Zi:;o Bpx™, de modo que si le aplicamos A, obtenemos

y aplicando C' obtenemos que

N

CAp = Z Bt

n=0

Por otro lado, si primero aplicamos C' tenemos que
N
Cp = Z ﬁn$n7

n=0

de modo que aplicando A obtenemos

N
ACp = ZEIR—H.
n=0
Asi, AC = CA.

Ahora si procedamos a probar que AC = CA. Sea [z] € P/Q, es decir,
[z] =y + Q. Entonces C([z]) = C(y + Q) = Cy + @ por el lema 3.1.1. Luego,
si aplicamos A obtenemos que

~

A(C([2))) = A(Cy + Q) = ACy + Q,

nuevamente por el lema 3.1.1. Por otro lado, g([:v]) = g(y +Q)=Ay+Q por
el lema 3.1.1, de modo que si aplicamos C' obtenemos que

C(A([]) = C(Ay + Q) = CAy +Q,

y como AC = C'A, podemos concluir que AC = CA.
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Resumiendo, tenemos un operador simétrico A definido_en un espacio de
Hilbert H con dominio P/Q, y tenemos una conjugacién C : D(A) — » D(A)
tal que AC = C’A de manera que por el teorema 3.1.5 el operador A tiene
alguna extensién autoadjunta A.

Por el teorema 2.3.7 sabemos que para todos y,z € H se tiene que

M

(P(T)y, 2) = / p(N)duw(N),

m—0
con w(A) = (E\y,2). En particular, para y = 2% = 2z = 1, considerando
el polinomio p(xz) = 2™ y el operador T' = A autoadjunto que acabamos de
obtener, tenemos que

(A'1,1) = /M 2 dw(z),

m

con w(z) = (E,1,1), m = infj, = (Az,z) y M = sup||xH:1(Zx,x>. Notemos

que
M o)
/ 2dw(zx) = / z"dw(z),

pues E, = 0 para toda x < m, por lo que w(x) = 0 para toda z < m. Ademads
E, = I para toda © > M, por lo que w(z) = (1,1) = C, de manera que
dw(z) = 0 para toda x > M.

Sea p(z) = w(z). Entonces
/_ooa:"du( )= (A"1,1) = (2", 1) = a,.

]

Asi queda solucionado el problema de Hamburger, pues ya tenemos las
condiciones bajo las cuales una sucesién (a,),eny de nimeros reales es una
sucesion de momentos.
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3.2. La prueba de Weyl del teorema de Bohr

En esta seccién exponemos la prueba del teorema de Bohr, utilizando he-
rramientas de andlisis de Fourier (especificamente funciones casi periddicas)
y teoria espectral. Esta prueba fue realizada inicialmente por el matematico
aleman Hermann Weyl alrededor del ano 1910. Para realizar esta demostracion
son necesarios algunos resultados y propiedades de las funciones casi periodi-
cas, los cuales se podran consultar en la bibliografia que proporcionaremos en
cada uno.

Es importante mencionar que el teorema de Bohr es una generalizacién
de la famosa desigualdad de Bessel, la cual afirma que si H es un espacio de
Hilbert, y (e,) es una sucesién ortonormal en H, entonces para todo x € H se
tiene que

> e <l (3.3)
k=1

Teorema 3.2.1. (Bohr) Sea f una funcion casi periédica. Entonces se cum-
ple que

DGk = M{F(0)P.

Para establecer las bases que nos permitiran hacer esta demostracién, utili-
zaremos el concepto de funcién casi periddica, el cual fue definido por primera
vez por Harald Bohr en el estudio de sistemas planetarios y érbitas. Tiem-
po después, este concepto fue generalizado por varios matematicos, entre ellos
Besicovitch, Weyl y Stepanov.

Definicién 3.2.1. Sea X un espacio de Banach complejo.

Una funcién continua f : R — X es una funcién casi periédica si para todo
e > 0 existe | = [(g) > 0 tal que cada intervalo real de longitud I(c) contiene
al menos un nimero 7 para el cual

sup [f(E+7) = f(B)]lx <e (3.4)

Cada 7 que cumple la ecuacién (3.4) se llama nimero de traslacién.

A partir de esta definicién se pueden establecer propiedades bésicas de
las funciones casi peridédicas que utilizaremos mas adelante. Algunas de ellas
pueden ser probadas directamente de la definicién, como veremos. Sin embargo,
en otras se necesita de un teorema sumamente 1til, el cual ocupa el lugar
central en la teoria de funciones casi periddicas, proporcionando una forma de
aproximarlas utilizando un polinomio de la forma

P(t) =) Ape™. (3.5)
k=1
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Teorema 3.2.2. Para toda funcion continua y casi periddica f : R — X, y
para todo € > 0 existe un polinomio trigonométrico

N
P(t) =) Age™! (Ar = Ape € X, M = \ie €R)
k=1

tal que
sup [|f(t) — P.(t)|| <e.
teR

Este importante resultado fue probado inicialmente por H. Bohr, y para su
demostracion se utiliza un método muy particular de andlisis arménico. Esta
se puede encontrar en [6].

La siguiente proposicién proporciona propiedades basicas de las funciones
casi periédicas, demostraremos todas excepto el inciso (e), pues para probarlo
se necesitan varias herramientas mas de las que no disponemos. Su demostra-
cién se puede consultar en [6].

Proposicion 3.2.3. Sea f: R — X wuna funcion casi periddica. Entonces las
siguientes propiedades son ciertas.

(a) La funcion f es compacta, es decir, Ran(f) es compacto. En particular,
si el espacio X es de dimension finita, la funcion f es acotada.

(b) f es una funcion uniformemente continua en el eje real.

(¢) Para toda funcion casi periddica f existe el valor medio

M{F()} = lim — Tf(t)dt: fm i/ﬂa Ft)dt,

donde el limite de la derecha es uniforme en a, para a € R.

(d) Elproducto y la suma de dos funciones casi periddicas dan como resultado
una funcion casi periodica, respectivamente.

(e) Si [ es una funcidn casi periddica tal que M{|f(t)]*} = 0, entonces
f(t) =0, para toda t € R.

Demostracion. (a) Supongamos que Ran(f) es totalmente acotado.
Sabemos que X es un espacio completo, asi que por el lema 1.2.5 Ran(f) es
relativamente compacto, es decir Ran(f) es compacto.

Necesitamos probar entonces que Ran(f) es totalmente acotado, es decir, para
todo € > 0, Ran(f) contiene una e-red para Ran(f). Para esto, sea [ = [(¢) la
distancia cuya existencia garantiza la definiciéon 3.2.1. Definimos

Rany(f) = {x € Ran(f) : x = f(t),—1/2 <t <1/2}.



78 CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA TEORIA ESPECTRAL

Como f es continua, Ran;(f) es compacto. Probaremos que es de hecho una
e-red para Ran(f). Sean ty € R, y 7 = 7. un numero de traslacién tal que
—1/2 <tg+ 7 <1/2, es decir,

Entonces
[f(to+7) = fto)l| <e.

Como ty + 7 € [—1/2,1/2], por la definicién 1.2.3 el conjunto Ran,(f) es una
e-red para Ran(f), como queriamos probar.

(b) Sean ¢ > 0, ¢y = ¢/3 y I = l(e1). La funcién f es uniformemente
continua en el intervalo [—1,1 + ], es decir, existe 6 = d(ey) tal que

1f(s") = f(s)] <& (3.6)

siempre que [s" — §'| < §, para §”,s" € [—1,1+]. Sean t/,t" € R tales que
|t —t"| < §. Tomamos 7 = 7., un nimero de traslacion tal que 0 <t +7 <,
es decir,

—t' <7< —t'+1
Entonces t"+7 € [-1,1+1]. Sean s’ =t'+ 7y s = t"+ 7. Usando (3.4), (3.6)
y la desigualdad del tridangulo obtenemos que

[F(E) = W< NFE) = F$) + (") = SO+ () = f(E)] < e
(c) Para toda a € R y para toda T" > 0 se tiene que

Nt
— eMdt =
2T ) r4a gira senng) si A #0.

Asi, para toda A € R,

T+4a 1 st A=0

1 .
Hm——/‘ eMdt = p(\) = (3.7)
7500 2T Joria 0 si A£0

uniformemente con respecto a a. De la ecuacién (3.7) podemos concluir que la
propiedad (c) se cumple para cualquier polinomio trigonométrico

P(t) =) ape™! (ar € X),
k=1
M{Pt)} = > arb(Me).
k=1
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Ahora, sea f una funcion casi periddica. Por el teorema 3.2.2, para todo € > 0
existe un polinomio trigonémetrico P.(t) tal que

sup [|£(t) = F-(t)]] <.

Definimos
/ t)dt := ) Qyp.
2T u ( ) {f7 Y }

Entonces tenemos que

1 T'+a 1 T"+a
M T, a) — M T a}| = || o / F(t)dt — — f(t)dt

2T | _1iiq 2T J_qisa
1 T'+a
S RO
1 T +a 1 T 4q 1 T g
+|57 / T%Pg(t)dt —‘ﬁ 7T”+an(t)dt + |77 / T//M[f(t)—PE(t)]dt
1 T +a 1 T +q
=lor / T/MPe(t)dt—ﬁ 7T“+aPa(t)dt +2¢

= ||M{P.;T',a} — M{P.;T",a}|| + 2e.

Asi, para todo € > 0 existe un T, > 0 tal que para 7", 7" > T., y para cualquier
a € R se tiene que

ML T ay — M{f; T, a}|| < 3e,

que es lo que queriamos probar.

(d) Demostraremos tinicamente la propiedad de la suma de dos funciones
casi periodicas y la otra es muy parecida.

Sean f, g dos funciones casi peridédicas. Por el teorema 3.2.2 para todo ¢ > 0
existen polinomios trigonométricos Pz, Q< /2 tales que

sup 1f(t) = Pepa(t)|| < /2,

Sup () — Qep2(t)]| < /2.

Luego,
sup 1f () + g(t) — [Peja(t) — Qepolll <e,

de manera que f + g es una funcion casi periddica. m
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Una vez que tenemos estas propiedades basicas, definimos el producto in-
terno

(f,9) = M{f(t)g()} (3-8)

en el espacio de todas las funciones casi periédicas. Es importante notar que
las funciones de la forma

e~ (3.9)
son todas casi peridédicas, de manera que si f es una funcion casi periédica y
tomamos A € R, usando el inciso (d) de la proposicién 3.2.3 tenemos que la
funcién f(t)e~** es también casi periédica, y por lo tanto, para cada funcién
casi periddica f, la funcién

1

T
a(A; f) = zlggoﬁ/_Tf(t)e“tdt = M{f(E)e ™M) = (f, ¢M)

estd bien definida. Esta funcién se llama comunmente transformada de Bohr.

A continuacion enunciamos un lema que es basico en la teoria de funciones casi
periddicas, y proporciona una propiedad importante sobre los valores A en los
cuales estd evaluada la funcion a.

Lema 3.2.4. Para cada funcion casi periodica | existe solamente una cantidad
numerable de valores del pardmetro X\ tales que a(\; f) # 0. Estos valores se
llaman comunmente exponentes de Fourier de la funcion f.

Demostracion. Sea (Py) una sucesién de polinomios trigonométricos que apro-
ximan a la funcién f tales que

sup || f(t) — Pe(t)I| < 1/k (k=1,2,..).
teR
Supongamos que
ng
Pu(t) = agme™ ! (3.10)
m=1

y
[}y = e+ ko € N},
El conjunto {u,} es a lo mas numerable, pues la sucesion (Fy) es numerable.
Ademés la suma en (3.10) es finita, por lo que la cantidad de Ay, es a lo més
numerable. Probaremos que
a(A; f) =0
para A # u,. En efecto,

(X I = (A Pr) + a(A; f = Br)l

= lla(X f= Pl < 1/k (k=1,2,..).
Como k puede tomarse arbitrariamente grande, podemos conluir que
a(A; f)=0

para A # . m
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Dada una funcion casi periédica f, el lema 3.2.4 garantiza que solamente
existe una cantidad numerable de exponentes de Fourier, asi que los denota-
remos por Aq, Ag, .... A los correspondientes valores a(Ag; f) los denotaremos
por Cp, vy los llamaremos coeficientes de Fourier de la funcién f, es decir,
Cr = a(Mg; f), k=1,2,.... Asi, a cada funcién casi periddica f le corresponde
una serie de Fourier, de modo que

f(t) =) Cre™
k=1
De la desigualdad (3.3) se sigue que

D ICKP < M{|F(D)) (3.11)

Utilizaremos un teorema fuerte para probar el teorema de Bohr, que es el mo-
tivo de esta seccién. Este teorema fue probado inicialmente por Cesare Arzela
y Giulio Ascoli, y por eso lleva sus nombres. Para entender este importante
teorema primero necesitamos una definiciéon. Este teorema es bastante conoci-
do y su prueba no es nada simple, por lo que la omitiremos. Una demostracién
bastante detallada se puede consultar en [2].

Definicién 3.2.2. Sean M y N espacios métricos y £/ un conjunto de funciones
f M — N. Se dice que el conjunto F es equicontinuo en el punto a € M si
para todo £ > 0 existe 0 > 0 tal que si d(z,a) < d, entonces

d(f(x), f(a)) <e,

para cada f € E. Si E es equicontinuo en todo punto de M, se dice que FE es
equicontinuo.

Teorema 3.2.5. (Arzela-Ascoli) Sea (f,)nen una sucesion de funciones de
variable real. Si la sucesion (fy,)nen €s uniformemente acotada y equicontinua,
entonces existe una subsucesion (fy, )ken de (fn)nen que converge unifrome-
mente en el eje real.

La prueba que expondremos del teorema de Bohr fue hecha por primera
vez por Hermann Weyl, y se basa en la teoria de operadores compactos, que
estudiamos en el capitulo 1. Este teorema es fundamental en la teoria de Bohr,
y afirma que se tiene igualdad en la ecuacién (3.11).

Teorema 3.2.6. (Bohr) Sea f una funcion casi periédica. Entonces se cum-
ple que

Y ICP = Ml ()P
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Demostracion. Sea R el espacio formado por todas las funciones casi periddi-
cas, equipado con el producto interno definido en (3.8)1.

Para poder hacer la prueba con base en la teoria de operadores completamente
continuos, necesitamos involucrar un operador lineal con dependencia en la
funcién que conocemos, es decir, f. Para esto, sea

v(s) = jlgrolo % /Tf(s —tu(t)dt = M{ f(s — t)u(t)}.

Esta ecuacién le asocia a cada funcién v € R una funcién v que pertenece?
a R. Entonces tenemos un operador lineal determinado por la funcion f, que
manda a u en v. Denotemos a este operador por A, es decir,

Au = .

Probaremos que A es un operador normal. Para esto definimos un operador
B, de tal forma que Bu = w donde

w(s) = M{f(t — s)u(t)}.
Necesitamos probar:
(a) (Auq,uz) = (uy, Bug), para uj, us € R.
(b) AB = BA.

Para la propiedad (a), tenemos que

(Auy, ug) = MAM[f(s — t)us(t)]ua(s)}
= M{ui (t) M,[f (s — t)ua(s)]}

= M{ui(t) M,[f (s — t)ua(s)]} = (u1, Bua).

Es importante notar que el intercambio en el orden de las operaciones M; y
M; es valido, pues el valor medio es un limite uniforme por el inciso (¢) de la
proposicion 3.2.3.

Ahora veamos que se cumple la propiedad (b). Primero notemos que
ABu = M{ f(s — t) M [f (T — t)u(7)]}

— M {u(r)Mi[f(s — )T = D]}

Notemos que los polinomios de la forma (3.10) pertenecen a este espacio, al ser las
funciones e~ casi periédicas
2Para comprobarlo, consultar [6]
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Dejando esto por un momento, definimos ahora la funciéon de s y 7 dada por

©(s,7) = M[f(s —t)f(T — t)] —hm—/ f(s—t)f(r — t)dt.

T—00 2T

Hacemos el cambio de variable indicado por 7 —t = ¢ — s y obtenemos

T+s+T
(s, 7) = lim i/ flo—=71)f(oc—s)do

T—oo 2T +5—T

jlggoﬁ/ flo=7)f(oc —s)do = M,[f(c —7)f(c — s)].

Asi,
ABu = M {u(r)M,[f(o — 7)F(o —9)]}
= M {f(0 — 5)M;[f(0 — T)u(r)]} = BAu,
de manera que queda probada la propiedad (b).

Ahora ya estamos listos para probar que A es un operador compacto. Recor-
demos de la definicion 1.2.1 que un operador lineal T : X — Y entre espacios
normados es compacto si para todo subconjunto acotado M de X, se tiene que
T(M) es relativamente compacto, es decir, la cerradura T'(M) de T'(M) es un
conjunto compacto. Usando el teorema 1.2.2, vemos que la definicién 1.2.1 es
equivalente a probar que para toda (z,) C X sucesién acotada, la sucesion
(T'(z,,)) contiene una subsucesién uniformemente convergente. Sea

G={ue R:|jull* = M{|u(®)]"} < 1}.

Necesitamos probar que para toda (u,(t)).eny C G, la sucesién correspondiente
(Un(t))nen (donde v, = Au,) contiene una subsucesion (v, )ren que converge
uniformemente. Para esto, sea u € GG. Entonces Au = v, donde
1 T
v(s) = lim — f(s —t)u(t)dt, (3.12)

de manera que

< _ 2 2
sl zlfio\/QT/ (s =) dt\/zT/ ()],

y como u € G entonces \/% fTT lu(t)|?dt = ||u]| <1, de manera que

)| < VMAF(O)} =

Entonces podemos concluir que la funciéon v es uniformemente acotada. Por
otro lado, de la ecuacién (3.12) se sigue que

o) = o(sn) = Jim o [ [F(s1 =) = flsa = Olutt)ar
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de donde

[v(s1) = v(s2)| < VM| f(s1 — 1) — fls2 — 1) (3.13)

Afirmamos que de la desigualdad (3.13) se sigue que la funcién v es unifor-
memente continua. La funcién f es uniformemente continua, por lo cual para
toda e > 0 existe § > 0 tal que si |s;—s2| < d entonces | f(s1—t)— f(s2—t)| < e.
Luego, usando la desigualdad (3.13) obtenemos que si |s; — s2| < § entonces

[u(s1) —v(s2)| < VM{e?} =¢

Entonces la funcién v es uniformemente continua, de manera que si denotamos
por E al conjunto de todas las funciones v, tenemos que E es equicontinuo. Por
el teorema 3.2.5, E contiene una subsucesion (v, Jreny que converge uniforme-
mente en el eje real. Sea V' la funcién limite de la subsucesion que garantiza el
teorema 3.2.5. Entonces la funcién V' satisface la desigualdad (3.13), es decir,

V(s1) = V(s2)l < VM| f(s1— 1) = fls2 = ).

Luego, si 7 es un nimero de traslacién de la funcién f correspondiente a ¢, y
Si $1 — §o = T tenemos que

[V(s1) = V(s2)| <,

de donde es evidente que V' es una funcién casi periédica. Asi, el operador A
es compacto.

Como el operador A es compacto, entonces la forma de todos los vectores
propios (funciones propias) del operador A es

la demostracién de esto se puede consultar en [3].

Recordemos que la funcién a(A) se define como

o)) = lm — / F()e Nt = M{f(H)e ™) = (f,e™),

de modo que

- z)\rt — iArS - z)\r(tfs) — iArS
%EEOQT/ /s dt=e %EISOQT/ Js dt = ().

Notemos que hemos probado que el vector propio (funcién propia) e es el
correspondiente al valor propio dado por la constante de Fourier

a(A) = M{f(t)e™™"}.
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Sea e, €2 la sucesién de todos los vectores propios del operador A y sean

C1 = a(A),Cy = a(Ag), ... los valores propios correspondientes.
Dado ¢ € R, consideramos entonces la serie

o

Z ¢7 z)\kt z)\kt <314>

k=

Como

> |C{g, e < Z |Cy|2 Z| e
k=m

IN

Y 1GkEVM{Jo(D)2),

entonces la serie (3.14) converge uniformemente en t.

Ya probamos que el operador A es normal y compacto, asi que la funcién
M{f(t — s)f(—s)} puede ser representada® por la serie

i CkMs{f(—s)e_“"“s}eMkt, (3.15)
k=1

que converge en la norma de R. Sabemos que la serie en (3.14) converge uni-
formemente, de modo que si hacemos ¢(s) = f(—s) tenemos que la serie en
(3.15) converge uniformemente. Asi,

M{f(t— s) Z CLpM{f(—s)e P 5} et
En particular, para t = 0,
M{|f (=)} = Z CrM{f(=s)e e,

es decir,
M{If®)7} = 1P,
k=1

lo que prueba el teorema. O

3La demostracién del hecho de que M {f(t—s)f(=35)} =Y ey CuM{f(—s)e ks etret
se puede consultar en [3].



86 CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA TEORIA ESPECTRAL

3.3. Conclusiones

Hemos expuesto en este trabajo un abanico de herramientas sobre la teoria
espectral para operadores acotados, logramos obtener resultados centrales en
esta teoria, algunos de los cuales fueron ttiles para las aplicaciones que mos-
tramos. Aunque inicamente tomamos en cuenta los operadores acotados (con-
tinuos) para la realizacién de este trabajo, existen herramientas poderosas en
la teoria espectral para operadores no acotados, que permiten la generalizacién
de varios de los resultados presentes. Una extensa exposicion de tales herra-
mientas se puede encontrar en [8].

Asi pues, la aportacion principal de esta tesis es la solucion de dos proble-
mas clasicos de la matematica, haciendo uso de las herramientas y técnicas
mencionadas anteriormente. Las implicaciones de los dos problemas soluciona-
dos por medio de la teoria espectral para operadores acotados son numerosas
e importantes en el estudio de la teoria de probabilidad y en el andlisis ma-
tematico.

Es importante notar que aunque solamente proporcionamos dos aplicacio-
nes de esta importante teoria, hay muchas méas no solo en matematicas, sino
también en diversas dreas de la ciencia, especialmente en la fisica, donde las
aplicaciones a la mecéanica cuantica no solamente son numerosas, sino muy
importantes.
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