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Introduccion

Se estima que un 70 por ciento de los yacimientos petroleros en México son del tipo
naturalmente fracturado. La simulacién y caracterizacion de este tipo de yacimientos pre-
senta grandes dificultades técnicas y es un campo activo de investigacion. Las tecnologias
actuales que se emplean para la caracterizacion de yacimientos pueden generar modelos
estaticos de alta resolucion, los modelos mas realistas son los denominados modelos de
redes de fracturas discretas (DFN) los cuales representan la complejidad geométrica de los
yacimientos con gran nivel de detalle [4]; sin embargo, los modelos DFN presentan limita-
ciones, por ejemplo, desde el punto de vista computacional consumen demasiados recursos
por lo cual no es posible modelar todas las fracturas usando DFN. La simulacion de flujos
con las técnicas tradicionales de diferencias finitas y usando modelos que incorporen tal
cantidad de informacidn y detalles resultan costosos e ineficientes computacionalmente.

En este trabajo se describe el desarrollo e implementacién de un simulador de flujos
bifdsicos en yacimientos naturalmente fracturados usando la técnica de lineas de corriente
(SLS). Esta técnica ha probado ser bastante mas adecuada para resolver grandes sistemas
geoldgicamente complejos donde el flujo estd dominado por la posicion de los pozos y la
heterogeneidad de los yacimientos. Resulta muy eficiente para representar el comporta-
miento dindmico del yacimiento en modelos con submallas de millones de células, reduce
la dispersion numérica y los efectos de dispersién debidos a la orientacién de la malla
comparada con esquemas de diferencias finitas.

El enfoque que se emplea al usar lineas de corriente se apoya en un algoritmo conocido
como IMPES, para lo cual se formulan las ecuaciones de tal manera que se desacoplan en
una ecuacion de presion y una de saturacion. El principio fundamental de SLS es usar un
campo de velocidades instantdneo para trazar un conjunto de lineas de corriente a través de
todo el dominio, después se realiza el calculo del transporte de fluido a lo largo de las lineas
en términos de una nueva coordenada llamada tiempo de vuelo. La ventaja principal de tal
transformacion es que permite descomponer un dominio heterogeneo tridimensional en
un conjunto de lineas de corriente unidimensionales en las cuales se calcula el transporte.
Esto reduce considerablemente el costo computacional de los cdlculos y le da al método su
pincipal atractivo: eficiencia en el uso de recursos y reduccidn dréstica en el tiempo de
calculo.

La simulacion con lineas de corriente tiene su origen en los métodos analiticos y semi-
analiticos de lineas de corriente y tubos de corriente presentados en los trabajos de Muskat
y Wykoff (1934) [2]. Las primeras aplicaciones a la simulacion de yacimientos de petréleo
se deben a Fray y Pratts (1951). Uno de los trabajos mds importantes relativo al de trazado
de lineas de corriente en 3D de manera eficiente se debe a Pollock (1988); el algoritmo de
Pollock es sencillo, analitico y estd formulado en términos del tiempo de vuelo.[12]
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Los métodos modernos usados en SLS se asocian a toda la investigacion realizada a partir
de 1990. El uso del tiempo de vuelo como coordenada espacial permitié reformular las
ecuaciones de conservacién de masa en términos de éste. Dicha reformulacién fue mostrada
primero por King (1993) y profundizada por Datta-Gupta y King (1995). Batycky (1997)
y Batycky et al. (1997) fueron los primeros en desarrollar un simulador 3D para flujos
bifasicos que incluy6 efectos como la heterogeneidad y gravedad. Prévost et al. (2001)
mostraron como extender el método SLS a mallas no ortogonales y mallas triangulares
no estructuradas. Di Donato (2003) desarroll6 un simulador SLS de doble porosidad para
yacimientos fracturados.[11]

Actualmente, la investigacion en SLS abarca su uso y extension a problemas de petrdleo
negro (Cheng et al. 2006, Obi and Blunt 2006, Thiele et al. 2008), flujo composicional
(Osako 2006, Oladyshkin et al. 2007) y yacimientos fracturados (Al-Harbi 2004, Al-Huthali
and Datta-Gupta 2004).[2]

Si bien la técnica de lineas de corriente ha sido usada con bastante €xito en la industria,
hasta hace poco se limitaban a modelos de porosidad y permeabilidad simple. El simulador
presentado en este trabajo tiene la caracteristica de incorporar un modelo de doble porosi-
dad. Para incorporar los efectos de doble porosidad se usa un enfoque de medios dobles
basado en el modelo de Warren y Root (1963) para representar los yacimientos fracturados.
En este enfoque tanto la matriz como el sistema de fracturas son tratados como dos medios
independientes que coexisten en el yacimiento, esto es, cada punto del yacimiento contiene
valores de presion y saturacion asociados a las fracturas y los valores correspondientes
asociados a la matriz.

Es posible que ocurra flujo tanto en la matriz como en la fractura, asi como un intercambio
de flujo entre ambos medios. El intercambio matriz-fractura se introduce al modelo al
incorporar términos de transferencia los cuales dependen de las diferencias de presion
entre las fases, tales intercambios son modelados mediante funciones de transferencia. Las
interacciones matriz-fractura has sido estudiadas tanto experimental como tedricamente,
las primeras funciones de transferencia multifdsicas fueron presentadas por Kazemi et
al. (1976) y varios autores han reportado éxito en el modelado de fluidos en medios
fracturados usando este tipo de funciones de transferencia.

El simulador presentado en este trabajo tiene utilidad para las etapas de recuperacion
secundaria de hidrocarburos las cuales tienen como objetivo el incrementar la produccion
de los yacimientos. Los métodos de recuperacion secundaria consisten el provocar el
desplazamiento de hidrocarburos dentro del yacimiento mediante la inyeccion de fluidos
inmiscibles que pueden ser agua o gas. Para garantizar la eficiencia de los métodos de
recuperacion secundaria es necesario, entre otras cosas, hacer un estudio cuidadoso del
arreglo que tendran los pozos inyectores y productores en el yacimiento. El impacto que
puede tener la recuperacion secundaria llega a ser hasta de un 20 por ciento de produccion
adicional de hidrocarburos, de ahi la importancia de contar con herramientas como la que
aqui se presenta.



Capitulo 1

Ecuaciones de flujo en medios porosos

A continuacién se describen las ecuaciones que modelan flujos en un medio poroso.
Se aborda primero el caso mas sencillo: Fluidos monofasicos en medios porosos. Las
ecuaciones obtenidas servirdn como punto de partida para el caso que nos interesa en este
trabajo: Flujos bifésicos en yacimientos naturalmente fracturados.

1.1. Flujo monofasico en medios porosos

Las ecuaciones estan dadas por la ley de Darcy, el principio de conservacion de masa y
una ecuacion de estado. Adicionalmente, suponemos que podemos despreciar el flujo de
masa debido a efectos de dispersion y difusion; también suponemos que el fluido no puede
cruzar por la superficie sélida del medio.

Denotemos como x = (x1,x2,x3) y ¢ las variables espacial y temporal respectivamente.
Usamos ¢ para denotar el factor de porosidad del medio y p para la densidad del fluido por
unidad de volumen. Sea u = (uy,uy,us) la velocidad superficial de Darcy y ¢ las fuentes.
Considérese un volumen rectangular de lados Ax, Ax, y Ax3 cuyas caras sean paralelas a
los ejes y denotemos como X = (x1,x2,x3) el centroide de dicho volumen (figura 1.1).

El flujo de masa en la direccion x; es pu;, por tanto, podemos determinar la cantidad de
masa que entra y sale del volumen. Por ejemplo, en la direccion x; el flujo de masa que
entra estd dado por

(pul) Axg AxrAxs (1.1)

X1 _T',xzzx?)

y el flujo de masa que sale, por

(pur) ay  AvpAxs (1.2)
X1 5

7'x2 7x3

Por otro lado, la acumulacién de masa por unidad de tiempo debida a la compresibilidad
se expresa como
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Figura 1.1: Volumen de control. (Tomada de Chen et al. [17])

@MIMIA)Q (1.3)

asi como la pérdida de masa dentro del volumen debido a ¢ es

—qAx1 AxAx3 (1.4)

Dentro del volumen, la suma de los términos de acumulacién y pérdida de masa debe ser
igual a la diferencia de los flujos de masa que entran y salen, es decir

[pur), _an = (Pur), o JA0OAYSH
(pu2), s = (pu2) o an | JAGIAXs+
[(pu3),, \, ptm = (Pu3), o as]ANIAY
= (292) _ g)Ax; AxyAx (1.5)

Dividiendo ambos lados por Ax;Ax,Ax3 y reordenando el lado izquierdo de la igualdad, se
obtiene

(puy)

— xl_%vxz»% - (pul)xﬁ%mm o (puz)xl M-%J@ B (puz)xl 7x2+%7x3
Ax1 A352

P g TPy it 2we) (1.6)
Axs N ot 9 '

Haciendo Ax; — 0, obtenemos formalmente la ecuacion de conservacion de masa

d(¢p)
ot

=—V-(pt)+4 (1.7)
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donde V- es el operador de divergencia

8141 8142 4 3M3

V.i=
“ Bxl + 8x2 a)C3

Ahora consideramos la ley de Darcy que establece una relacién lineal entre la velocidad de
fluido y el gradiente de presion

-
ii= —ﬁk(Vp—p,(on) (1.8)

donde u es la viscosidad del fluido, & es la magnitud de la aceleracion gravitacional, z es
la profundidad, & es el tensor de permeabilidad absoluta y V es el operador gradiente

dp dp dp

sz(a—m,a—xz,a—)@)

La permeabilidad mide la habilidad del medio poroso para transmitir el fluido. En nuestro
caso k es un tensor diagonal

]=€ = k22 = diag(kl,kz,k3)
k33

Si ki = k» = k3 el medio poroso se llama isotropico, es decir, el flujo es igual en todas
direcciones.

Sustituyendo (1.8) en (1.7) obtenemos

00) g

y k(Vp—poVz))+q (1.9)

=0

Abhora, consideramos la siguiente ecuacion de estado para la compresibilidad del fluido

_1dp

= —— 1.10
op (1.10)

_ -1
& =v

T T

para un valor fijo de temperatura 7' y donde V es el volumen que ocupa el fluido en el
yacimiento. Las dos tltimas ecuaciones constituyen un sistema cerrado para la incégnita p
0 p y son las ecuaciones que modelan un flujo monofésico.
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1.2. Ecuaciones para flujos bifasicos inmiscibles

En este trabajo nos interesa modelar el flujo cuando tiene dos componentes: una fase
humectante (wetting phase) y una fase no humectante (non wetting phase), indicadas por
el subindice w y o respectivamente. En nuestro caso el agua es la fase humectante (w) con
respecto al petréleo (o). Para poder establecer las ecuaciones necesarias, debemos definir
algunas nuevas cantidades.

Las saturaciones S, y S, de cada fase se definen como la parte que ocupa cada fase de un
volumen fijo del medio. Ambas fases son complementarias, es decir, llenan conjuntamente
el volumen, lo cual se escribe como

Sy +S, =1 (1.11)

En un flujo bifésico, el contacto entre dos fluidos inmiscibles forma una discontinuidad en
la presion del fluido a través de la superficie de contacto. A tal discontinuidad se le llama
presion capilar y estd dada por la diferencia entre la presion de la fase no humectante P, y
la fase humectante P,

P.=P,—P, (1.12)

Debido a la curvatura y la tension superficial en la interfaz entre ambas fases, la presion
en la fase no humectante es mayor que la presion en la fase humectante, por tanto £. > 0.
Empiricamente se sabe que P, es funcién de la saturacién S,,.

Habiendo definido las cantidades anteriores, podemos establecer las ecuaciones para
flujos bifésicos. El mismo razonamiento usado para deducir las ecuaciones de un flujo
monofdsico se puede aplicar a cada fase del flujo; dado que no hay transferencia de masa
entre las fases, se tienen las siguientes ecuaciones para cada fase

d(9paSa)
ot

donde o = o,w y cada ecuacion tiene sus propios valores de densidad, velocidad de Darcy
y flujo de masa dentro del volumen.

= —V-(paile) +qa (1.13)

Por otro lado, la ley de Darcy para el caso bifésico estd dada como

1 =
i == Fa(Vpa = paipV2) (1.14)

o

donde Izca es el tensor de permeabilidad efectiva de cada fase.

Para simular el flujo en yacimientos se usa el concepto de permeabilidad relativa k.q '

ko = ko (1.15)

la permeabilidad relativa indica la tendencia que tiene cada fase a mojar el medio. Las
ecuaciones (1.13), (1.14) junto con (1.11) y (1.12) constituyen un sistema completo de
ecuaciones acopladas para las cuatro incognitas Sy y pg con @ = w;, 0.

'Ver Apéndice.
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1.3. Formulacion Presion-Saturacion

La formulacion Presion-Saturacion de las ecuaciones para flujos bifasicos tiene la ventaja
de que desacopla €stas en una ecuacion de presion y otra de saturacion, lo cual hace posible
resolver las ecuaciones de manera secuencial.

Usamos S, y p, como variables principales. Dividiendo la ecuacién (1.13) por py y
sumando las ecuaciones para cada fase

1 [d S
Z{_{W*’V'(Ptxﬁa)_%x]}:o (1.16)
a (Pa t
Al desarrollar las derivadas obtenemos
1 d d as o
Y {— {pasa a"’ + PaSa 50‘ +Pa®— = +PaV o+l VP — qa] } =0 (1.17)
a L Po t
tomando en cuenta que ap ¢ =0yqueS,+S, =1, laecuacion anterior queda como
d 1 d
—¢+ZV-ﬁa+Z ¢S p“+ ifg - Vpa}—zq—“zo (1.18)
8t o o Pa o Fo
Definimos la velocida total como
1= ilg (1.19)
o

aplicamos la divergencia a la velocidad total

Vii=V-Y iig =) V-ig (1.20)
[0 o
y la usamos en la ley de Darcy para flujo bifasico (ecuacion 1.14)

Vi=-YV.

o

Vpoc PafVz) (1.21)

OE

sustituyendo esta ultima igualdad en la ecuacién (1.18) obtenemos

;v +Z [¢Sa&

Vpa PafVz)

Vpa] —ZZ—“ =0 (1.22)

o o

Esta ecuacion sera la que usaremos adaptada para el caso que nos interesa. Notese que si
S« se evalia entonces podemos resolver para la presion, al obtener la presion podemos
usarla para calcular el nuevo valor de saturacién y asi sucesivamente. El procedimiento
mencionado es la base del esquema IMPES (implicit pressure - explicit saturation) el cual
es ampliamente usado para resolver las ecuaciones de flujos bifésicos (dicho esquema sera
explicado en la seccién 4.4).
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1.3. FORMULACION PRESION-SATURACION




Capitulo 2

Método de lineas de corriente

El método de lineas de corriente es un enfoque de doble malla. Para resolver la ecuacion
de presion se usa un malla Euleriana (estatica), una vez que se tiene el campo de presion,
se usa la ley de Darcy para caclcular el campo de velocidades y, a partir de éste, se
construyen las lineas de corriente. El conjunto resultante de lineas de corriente constituye
una malla Lagrangiana (cambia con el tiempo) la cual se usa para hacer el transporte de
los componentes del flujo.

2.1. Lineas de corriente

Las lineas de corriente son curvas localmente tangentes a la direccién de un campo de
velocidad dado. Sélo la direccién de la velocidad es importante, no su magnitud. La
construccion de las lineas de corriente se ilustra en la figura 2.1. Los componentes del
vector de velocidad v son vy y vy, y en tres dimensiones se agrega v,. El segmento de curva
dr tiene componentes dx, dy y dz.

Figura 2.1: Linea de corriente. (Tomada de Datta-Gupta et al. [3])

De acuerdo a la figura 2.1, la pendiente de la linea de corriente en cualquier punto esta
dado por el cociente de las componentes de la velocidad a un tiempo dado #

11
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d_y Vy(x Y2, tO)
dx v (X,¥,2,10)
% VZ(X Y2, tO)
dx Vx(x Y%, t())

Estas ecuaciones se pueden resolver para un punto inicial (xo, yo,z0,%) para obtener y(x) y
z(x), con ellas podemos encontrar la linea de corriente que pasa por el punto inicial.

Alternativamente, podemos escribir las ecuaciones en su forma paramétrica

d d d
di——* @ & 2.1)
Vx(xayazvl()) Vy(X,y,Z,t()) VZ(X,y,Z,l())

y asi también podemos determinar x(¢), y(¢) y z(z).

La ecuacion que describe una trayectoria fisica, conocida como pathline, es muy similar
excepto que el campo de velocidades puede depender del tiempo, es decir

d d d
=% Y %K 2.2)
VX(x7y7Z7t) Vy(X,y;ZJ) Vz(xJ,Zaf)

Asi, una linea de corriente esta definida en términos de una velocidad instantanea. Si la
velocidad cambia con el tiempo entonces las lineas de corriente se trazan usando campos
de velocidad de un tiempo fijo (snapshots). Cuando la velocidad es constante, las lineas de
corriente y las pathlines representan la misma trayectoria; cuando las condiciones son no
estacionarias se usa una sucesion de campos de velocidad instantidnea para aproximar el
problema. Para definir las lineas de corriente el medio puede ser homogéneo o heterogéneo,
1sotrépico o anisotropico y el flujo puede ser compresible o incompresible.

Existe una relacion entre las lineas de corriente y el potencial. De la ley de Darcy para
flujos monofésicos tenemos que

1 =
fi=——Fk VP 2.3)
u

donde, en nuestro caso, ® = p — p£Vz es el potencial de presion.

Las lineas de corriente son paralelas a la velocidad, es decir, dr x it = 0. Para un medio
isotrépico, donde el tensor de permeabilidad es un escalar, tenemos

di x V& =0 (2.4)

Por tanto, las lineas de contorno del potencial ® son ortogonales a las lineas de corriente.
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2.2. Lineas de corriente en 2D

Consideremos un flujo incompresible, p = cte, multifasico en un medio poroso no defor-
mable, ¢ = cte, en ausencia de gravedad y fuerzas capilares. La velocidad total se define
como la suma de las velocidades de Darcy de cada fase (ec. 1.19) y A, denota la movilidad
de cada fase

1= L=~ LA Vo=~ T itaVre 25)

a o« Ha

Tomando como referencia la presion de la fase no humectante, pq,, y recordando que
estamos considerando que no hay fuerzas capilares, tenemos

A=Y i = —Zk“—Vpal = kY AaVpo, = —kAVpq, (2.6)
o

o (04

donde A es la movilidad total A =} A,. Los términos fuente o sumideros se escriben como
o

9= 4a 2.7)

Dado que consideramos el flujo como incompresible, tenemos que

V.i=gq (2.8)

Usando (2.6) )
—V .- (kAVpa,) =¢q 2.9

Lejos de fuentes y sumideros (g = 0), podemos resolver la ecuacion (2.8) usando la funcién
de corriente de Lagrange para representar la velocidad

Uy = —, Uy = ——— (2.10)

Si conocemos la velocidad, entonces podemos usar las expresiones anteriores para escribir
¥ como la siguiente integral

_ ASA S
ll/(x,y)—ll/o—/ody/ /(aydy+ = dx) = /Ouxdy—uydx (2.11)

Esta integral nos da otra de las propiedades de la funcién de corriente: la diferencia de
sus valores entre dos lineas de corriente nos da el volumen del flujo entre dichas lineas.
Para mostrarlo, considérense dos lineas de corriente Y1, Y, y una superficie de control AB
arbitraria pero creciente que una a Y1 y y» (fig. 2.2).

Considere un elemento de la superficie de control y las tasas de flujo volumétrico en las
direccines x y y. El volumen total de fluido entre y; y ¥, por unidad de tiempo sera



14 2.2. LINEAS DE CORRIENTE EN 2D

Figura 2.2: Dos lineas de corriente que muestran las componentes del flujo volumétrico
que cruza por la superficie AB. (Tomada de Currie. [6])

Qz/ABudy—/ABvdx (2.12)

Por otro lado, considerando que una variacion de Y en las direcciones x y y se puede
calcular como 5 5
dy =Y it Yay — —vax+udy (2.13)
dx dy
e integrando esta ultima expresion entre A y B, obtenemos Q. De (2.13) también se sigue
que las lineas de corriente corresponden a valores de v = cte. Asi, para trazar una linea de
corriente en dos dimensiones, podemos calcular la funcién de corriente y trazar sus curvas

de nivel.

La ecuacién (2.11) nos da la funcién de corriente si se conoce la velocidad. Si no se
conoce la velocidad, a partir de la ecuacion (2.10) podemos resolver para Y y asi obtener
la velocidad.

Usando la ecuacion (2.9) podemos obtener la funcidon de corriente al integrar el gradiente
de presion Vp al rededor de una curva cerrada. Dicha integral de linea debe ser igual
a cero, independientemente de la funcién de presion. A esto se le llama condicion de
irrotacionalidad y es una condicidn necesaria para poder aplicar la ley de Darcy. Por tanto

j{ dp=0 (2.14)
Tomando en cuenta que

(2.15)

ii = AVp entonces (uy,uy) = —A (81? 3[’)

ox’ dy

y usando la definicién de funcién de corriente (ecuacion 2.10)

o 9w\ __, (2P 9p
(8y’_8x)__l<8x’8y 2.16)
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Entonces, aplicando el teorema de Stokes a (2.14)

_ 9 (9p\ 9 (Ip\_ 9 (1ay\ d (1dy\ o (1
0__8x(8y)+8y<8x>_8x(7t8x>+8y(/18y =vV-(xVv) @D

2.3. Funciones y tubos de corriente en 3D

Para el caso 3D, las funciones de corriente representan dos familias de superficies cuyas
intersecciones definen las lineas de corriente. Es posible representar cualquier campo de
velocidad en 3D en términos de tres funciones p, ¥ y ¥, como lo muestra Bear (1972),
citado por Datta-Gupta (2007)

pu=VyxVy (2.18)

Las funciones y y x se conocen como bistreamfunctions. La densidad efectiva p es
importante en la descripcion de flujos compresibles. Si tomamos p = 1 obtenemos

i=VyxVy (2.19)

Estas funciones tienen muchas de las ventajas de las funciones de corriente del caso 2D.
Cualquier velocidad que se pueda escribir como en (2.19) debe satisfacer la ecuacion de
continuidad para flujos incompresibles, es decir

V-ii=0 (2.20)

en efecto, haciendo los calculos

V-ia=V-(VyxVy)=Vy - (VxVy)-Vy.-(VxVy)=0 (2.21)

El campo de velocidades definido por (2.18) o (2.19) se puede interpretar geométricamente.
Consideremos las superficies que se obtienen al tomar y = cte y x = cte, las intersecciones
de estas superficies definen una linea de corriente. Tomando diferentes valores constantes
de v y x obtenenmos distintas lineas de corriente. En la figura 2.3 se muestran dos
superficies para ¥ y dos para Y, sus intersecciones definen cuatro lineas de corriente y el
espacio delimitado por estas cuatro superficies define un tubo de corriente en 3D.

Las trayectorias de las particulas en el flujo nunca cruzan las superficies de corriente por
lo cual el flujo total que entra a un tubo de corriente se queda dentro del tubo. Al integrar
la ecuacién (2.19) sobre el area del tubo, tenemos

X2 ry2 _
J[aida= [~ ["VyxVrayax = (- y)-1m) = 80~i-8a @22
X1 JyY

Esto implica que la velocidad & varia inversamente proporcional al area transversal, da,
del tubo de corriente. Esta integral también muestra la relacion entre la diferencia de dos
valores de las funciones de corriente y el flujo total dentro del tubo.
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Figura 2.3: Dos superficies de corriente (a) y (b) determinan un tubo de corriente (c).
(Tomado de Datta-Gupta et al. [3])

Una simulacién que use tubos de corriente requiere el cdlculo explicito de la geometria de
los tubos, es decir, es necesario conocer Y y y para poder construir la malla computacional
a partir de las curvas de nivel de éstas. Una simulacioén con tubos de corriente retiene la
caracteristica de que no hay flujo que cruce los tubos por lo cual el cdlculo del flujo total
en el dominio se reduce a la suma de los célculos del flujo en cada tubo de corriente. Si hay
cambios en la movilidad del flujo dentro de un tubo de corriente entonces el valor del flujo
dentro de cada tubo cambiard, si los cambios son muy grandes es necesario recalcular tanto
las funciones como los tubos de corriente y hacer un nuevo célculo de las saturaciones.

Tales complicaciones geométricas hacen muy dificil el implementar una simulacién usando
tubos de corriente en 3D, por lo cual su uso se limita a las simulaciones bidimensionales.
Asi, para el caso 3D, se opta por una simulacién usando lineas de corriente, para lo cual se
realiza una aproximacion en la cual la geometria de los tubos de corriente queda implicita.

2.4. Lineas de corriente y tiempo de vuelo

El tiempo de vuelo se refiere a una coordenada especifica que se usa a lo largo de las lineas
de corriente. A partir de un campo de velocidad instantdnea, podemos definir las funciones
de corriente W(x,y,z) y x(x,y,z) de la seccion anterior. Conceptualmente, para determinar
el tiempo de vuelo 7(x,y,z), podemos liberar una nube de trazadores desde cada pozo
inyector y determinar el tiempo que toma a cada trazador llegar a una determinada posicion
dentro del yacimiento.

Si sélo se necesita T para un punto especifico, entonces se traza la linea hacia atrds hasta el
pozo inyector. Para que 7 represente el tiempo de transito real, el trazador debe desplazarse
a la velocidad intersticial, no a la velocidad de Darcy, asi, podemos representar el tiempo
de vuelo como

U= Qv (2.23)

donde ¢ es la porosidad y v es la velocidad intersticial, por tanto

V=

(2.24)

< | =
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Luego, si el tiempo de vuelo se mide a lo largo de la linea de corriente y denotamos con &
a la distancia a lo largo de la linea

= 7= ﬂg (2.25)

Por tanto, podemos calcular el tiempo de vuelo con la siguiente integral

’L'—/| 7| (2.26)

Durante una simulacién con el método de lineas de corriente, para calcular el tiempo de
vuelo no es necesario calcular explicitamente ¥ y x.

Podemos escribir la integral (2.26) en forma diferencial

i-Vi=¢ (2.27)

donde V7 es el gradiente en la direccion de la linea de corriente. Retomando la ecuacion
(2.25), podemos escribir (2.27) como

%zhﬂz%entonces | i | %:¢ (2.28)
y en forma discreta
(@] _AS
—_— = 2.29
5 = (2.29)

Aunque 7 se mide en unidades de tiempo, serd usado como coordenada espacial. Ademas,
estd definido con base en la velocidad instantdnea. Para velocidades que varian con el
tiempo, éstas se aproximan como una sucesion de intervalos en estado estacionario. Cada
intervalo tendra su propio tiempo de vuelo, asi como sus propias Yy X.

Consideremos ahora una transformacién espacial de (x,y,z) a (7, y, ). El jacobiano de la
transformacion relaciona los elementos de volumen en estos dos espacios

H Txlg’ H:| (VyxVyx)-Vr|=|a-Vr|=¢ (2.30)
Y la relacion entre volimenes es
@dxdydz = dtdydy (2.31)

esto es: una unidad de volumen en las coordenadas (7, y, ) corresponde a una unidad de
volumen de poro en (x,y,z). El volumen de poro se define como el espacio vacio dentro de
la roca que puede ser ocupado por un fluido.

El flujo dentro del tubo de corriente queda determinada por la integral (2.22). Asi, para rea-
lizar las discretizacion espacial en términos de 7, ¥ y X, en lugar de calcular explicitamente
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las ultimas dos, a cada linea de corriente se le asigna un valor del flujo AQ. Dicho flujo,
junto con el tiempo de vuelo, permiten definir una discretizacion espacial del volumen de
poro como

VP = / / / pdxdydz ~ é T.AQ; (2.32)

donde N es el nimero de lineas de corriente. Notese que con este procedimiento no es
necesario el célculo explicito de las funciones de corriente, en su lugar hemos asignado el
flujo AQ.

Los gradientes espaciales a lo largo de lineas de corriente tienen una forma muy sencilla

0 0 0
Vilt,y,x) = a—iCVrﬁL%/Ver éVx (2.33)

asi, en términos de operadores tenemos que

d d d
V=Vr—+Vy—+Vy— :
Too W8w+ xax (2.34)
Dado que i es ortogonal a Vy y Vy
d d d
7-V = i -Vi— +ii-VU— +ii-Vy—
u u T&T-Ht W81/I+u X&){
= ﬁ-Vr%
por tanto ﬂ-V:(])% (2.35)

Esta dltima igualdad es fundamental en las simulaciones con lineas de corriente pues se
usa para transformar ecuaciones del espacio fisico al espacio del tiempo de vuelo en las
lineas de corriente.

2.5. Tiempo de vuelo como coordenada espacial

La principal ventaja del uso del tiempo de vuelo como coordenada espacial se muestra a
continuacion. Considérese la ecuacion de balance de masa para la fase humectante un flujo
bifasico, incompresible, lejos de fuentes y sumideros

as
¢a—tw+v-awzo (2.36)
Definimos los flujos fraccionales F,, y F,
A
F, = % F,= 7" (2.37)
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entonces F,, + F, = @ ycomo A = A, + 4,

F,
F,+F,=1=F,=1-F,=—"_ =1 (2.38)
1—F,

Por otro lado, la velocidad total es
il = iy, + i, entonces ii,, = i — il (2.39)

usando (2.38)

(i1 — i) entonces (1—F,)i,, = F,(i—ii,)

de donde se sigue i, — ity F, = iF,, — i, F,

por tanto ity, = ik, — it by, + ity F

Sustituyendo la ley de Darcy en la ultima expresion, tenemos que

B = Tt 2 (1 Vo= po¥0)) = 52 (- (V= pu¥2)

A A
)vo=
- ﬁFw + )LWA k- (Vpo - pr + (pw - po)pvz)
Ao
= aF,+ )ijl k- (Vpe+ApgoVz) (2.40)

donde p. = po, — pw Y AP = Py — Po- Sustituyendo (2.40) en (2.36) obtenemos

M l0
A

S, =
9= +V- (ﬁFw+ k~(vpc+Apsz)) =0 (2.41)

No estamos tomando en cuenta la presion capilar ni los efectos de la gravedad, entonces la
ecuacion anterios queda como

002 V- (aF) =0 (2.42)

respecto del segundo término de la ecuacidn, notemos que

V-iF, =u-VF,+F,V-i (2.43)

y como estamos considerando un flujo incompresible, entonces V - it = 0
V-iuF, =u-VE, (2.44)
usando la ecuacién (2.35) transformamos (2.44) en términos de T

dF,

(2.45)
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Asi, la ecuacion de balance de masa (2.36) queda transformada como

S,  OF, aS, a(/xw)_o

5 Y99 T Yo\

(2.46)

Es decir, la transformacion de coordenadas hacia T descompone el flujo tridimensional en
un conjunto de ecuaciones en una dimension para S,, a lo largo de las lineas de corriente.
La ecuacion (2.46) es valida en una, dos y tres dimensiones, para medios homogéneos y
heterogéneos. Para la implementacion inicamente se requiere el campo de velocidades y
el célculo de la integral de linea (2.26).

2.6. Calculo del tiempo de vuelo ©

Una simulacién con lineas de corriente en 3D no requiere el calculo explicito de la
geometria de los tubos de corriente, esta es la principal diferencia entre las lineas y los
tubos de corriente, también es su principal ventaja. El método se basa en que la geometria
estd implicita en el tiempo de vuelo, esto hace que la generalizacion a tres dimensiones sea
muy directa. De las tres coordenadas (7, y, ¥ ) del sistema de referencia en términos del
tiempo de vuelo, la méds importatne es 7.

Como se dijo antes, un concepto fundamental del método de lineas de corriente es el uso
del tiempo de vuelo como coordenada espacial para transformar la ecuacion de saturacién a
un conjunto de ecuaciones unidimensionales que se resuelven sobre las lineas de corriente.
Es necesario poder calcular el tiempo de vuelo y trazar las lineas de corriente, dicho célculo
se realiza siguiendo a Pollock (1988); con este método, el tiempo de vuelo desde un punto
inicial se va calculando una celda de la malla a la vez. A continuacion mostramos como se
realiza el cdlculo para mallas ortogonales.

Para realizar el célculo del tiempo de vuelo, primero es necesario obtener el campo de
presiones resolviendo la ecuacion de presion, esto muestra la conveniencia de formular
las ecuaciones en términos presion-saturacion. La ecuacion de presion se resuelve usando
un esquema de volumen finito, aunque también es posible usar un método de diferencias
finitas. Una vez obtenido el campo de presiones, podemos usar la ley de Darcy para calcular
los flujos volumétricos.

Consideremos una malla ortogonal la cual serd usada para resolver la ecuacion de presion.
La solucién nos da un valor de presion para cada celda y las velocidades en las caras. El
esquema de Pollock usa una submalla de velocidades que se construye partiendo de la
suposicion de que la velocidad varia linealmente entre las caras de las celdas siguiendo la
direccion de los ejes, por ejemplo, la velocidad en la direccion x varia linealmente sélo en
esa direccion y es independiente de las demds. Asi, las velocidades se calculan a partir de
los siguientes modelos

Uy = cx(x—xp)

Uy = c(z—z1) (2.47)
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Donde los coeficientes cg dependen de la variacion de la velocidad de Darcy entre las
caras de las celdas de acuerdo a los siguientes modelos

P (uxZ - uxl)
* Ax
¢ = (y2 — uy1)
Ay
_ (uz —uz)
¢, = ———= (2.48)
Az
Usando (2.47) tenemos que
Vii=ci4+cr+cs (2.49)

Como se menciono al inicio del capitulo, para calcular el tiempo de vuelo y las lineas de
corriente en cada celda, podemos integrar directamente las ecuaciones (2.1) (ver (2.25) y
(2.26))

dr _dx_dy_dz

(0] Uy Uy u,

(2.50)

Para las velocidades de (2.47), podemos integrar las expresiones anteriores directamente y
de manera independiente, para cada direccion. Para una particula en un punto arbitrario
(x0,¥0,20) dentro de una celda cualquiera, podemos calcular el tiempo de vuelo hacia
cualquiera de las caras

ATy /xl dx 1 (ux,' )
= =—In(—
() xg Ux0 T Cx ()C - XO) Cx Uxo
ATy V1 d 1 ;
o / Y ——In (@) (2.51)
o Yo wo+cy(y=y0) ¢ Uy

At; /Zl dz 1 In (uzi)
(0 20 U0+ C; (Z - ZO) Cz Uz

donde los indices i = 1,2 son para cada una de las dos caras en cada direccion. La particula
puede salir por cualquiera de las seis caras de la celda (fig. 2.4). De acuerdo al algoritmo
de Pollock, en la construccion de las lineas de corriente se toma la cara de salida que tiene
el tiempo de vuelo positivo menor. Por tanto, el tiempo de vuelo para una celda se toma
como el valor positivo

AT = min{Aty, AT, ATy, ATy, AT;1, AT } (2.52)

Una vez que se calcula el tiempo de vuelo, podemos obtener las coordenadas por donde
sale de la celda la particula a partir de (2.51) y resolviendo para x,y y z
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Figura 2.4: Trazo de lineas de corriente con el método de Pollock (Tomado de Datta-Gupta
etal.[3])

echT/(l) 1
x=x0+Uyo————
Cx
eOAT/O |
y=Yyo+ Uy0
Cy
eczAr/(l) 1
X =x0+up—— (2.53)
C

Z

Para el caso en que la velocidad es uniforme en una direccion dada, se tiene que cp= 0,
donde f3 es la direccién a considerar. Asf, en el limite cg — 0

1 u —
—1In (—B) — .
CB uﬁo Uxo
eBA/0 1 At
e — _> R

Clg (P
AT

B=Po+ upoy (2.54)

ng =

donde B corresponde a cada una de las direcciones x, y, z. Observando la tltima expresion,
tenemos que, para el caso en que la direccion es uniforme, la posicion varia linealmente.



Capitulo 3

Modelado de flujo en yacimientos
fracturados

3.1. El modelo Warren-Root para medios fracturados

Un medio fracturado contiene en toda su extension un sistema de fracturas interconec-
tadas, las cuales dividen el medio en un conjunto de bloques de roca porosa que estan
esencialmente separados, a este conjunto se le llama matriz.

Figura 3.1: Representacion de un medio poroso fracturado real (izq.) y segun el modelo de
Warren-Root (der.) [7]

En el medio fracturado hay dos escalas principales de interés: la escala microscopica que
corresponde al ancho de las fracturas (aproximadamente 10~# mts.) y la escala macroscopi-
ca que es del tamafio promedio de los bloques de la matriz (entre 0.1 y 1 mts). El medio
poroso tiene un tamafio del orden de 10° — 10* metros, por tanto no es posible simular
el flujo considerando cada fractura y cada bloque de la matriz, sino que la simulacion
refleja un comportamiento promedio del flujo. Para simular el flujo en medios porosos en
sus varias escalas, se ha usado el concepto de doble porosidad y doble permeabilidad. En
dicho concepto, el sistema de fracturas es tratado como un medio poroso distinto del medio
poroso que conforma la matriz. Se considera que las fracturas son altamente permeables

23
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y almacenan muy poco fluido, mientras que la matriz presenta baja permeabilidad y se
considera como depdsito de fluido.

Para desarrollar un modelo de doble porosidad, se debe tener una manera de tratar la
transferencia de fluido entre matriz y fracturas, esto es un componente fundamental dentro
del modelo. Dicho intercambio entre matriz y fractura se incorpora al modelo mediante
unos términos conocidos como funciones de transferencia. Hay dos enfoques para describir
las funciones de transferencia, en este trabajo se utiliza el primero de ellos:

= En el primer enfoque, conocido como modelo de Warren-Root, los términos de
transferencia para una de las fases del flujo se relacionan a un factor de forma; la
movilidad y la diferencia de potencial entre ambos sistemas, asi como la presion
capilar, gravedad y fuerzas viscosas se incorporan a este término de manera adecuada.

» El segundo consiste en tratar los términos de transferencia de manera explicita
mediante condiciones de frontera sobre los bloques de matriz. Con este método
se evita la incorporacion de parametros como el factor de forma y la longitud
caracteristica, propios del modelo de Warren-Root. Sin embargo, no se puede aplicar
de manera directa a modelos de doble porosidad y doble permeabilidad.

La descripcién del flujo en el medio fracturado requiere conocer ciertos atributos fisicos
del medio como: espaciamiento, area, apertura, orientacion. Estos pardmetros influyen en
la anisotropia y heterogeneidad del flujo a través del yacimiento. Ademads, pueden influir
en la percolacién de los fluidos a través del medio poroso.

Segtn las caracateristicas que se consideren de cada medio, matriz y fracturas, se tienen
los siguientes tres modelos para medios fracturados:

s SPSP: Las fracturas no estan conectadas con la matriz, se consideran como la
principal fuente de fluido y determinan el camino principal que sigue el flujo. A este
modelo se le llama de porosidad simple, permeabilidad simple.

= DPSP: El flujo es principalmente a través de las fracturas y la matriz se conecta
sOlo a través de la red de fracturas. Este modelo se denomina doble porosidad,
permeabilidad simple.

= DPDP: En este modelo, también hay flujo en la matriz, se le llama de doble porosidad,
doble permeabilidad. Este modelo es mas general, cuando el flujo en la matriz es
despreciable entonces se convierte en un modelo DPSP.

3.2. Ecuaciones para flujos bifasicos en yacimientos na-
turalmente fracturados

Las ecuaciones para flujos bifdsicos en medios fracturados son una extension directa de
aquellas descritas en el capitulo 1, s6lo hay que afiadirles los términos de transferencia
entre matriz y fracturas.
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Se tienen dos conjuntos de ecuaciones, uno para cada medio: matriz y fracturas. Cada
conjunto consiste de una ecuacion para cada fase: agua y aceite. Hacemos la distincién
entre fases del fluido usando el subindice w para denotar las ecuaciones que corresponden a
la fase de agua y o para denotar las ecuaciones de la fase de aceite. Andlogamente, usamos
el subindice m para denotar al conjunto de ecuaciones que corresponden a la matriz 'y f al

conjunto de ecuaciones que corresponden a las fracturas.

De acuerdo a Dean y Lo (1988) las ecuaciones estdn dadas como sigue, donde I', son las
funciones de transferencia entre matriz y fractura que seran definidas més adelante

V. kjn ()Vomvpom + )LongD) —I,+ qom = (Pm

V. kjn ()wamvam + )vwngD) —I'y+ qwm = (bm

V-sz (AOfVPOf—f—lngVD) +I, +qof = ¢f

V-sz ()LWfVPWf—f—lwngD) +1I, +qwr = ¢)f

donde las movilidades se definen como

k
Ao = 2% para a=m,f.
0

kr
b = para o=, f
W

asi como los términos de gravedad

k,
Aog = oPo8
Ho

K,
)ng _ wPw8
Hw

y las movilidades totales

Mo = Aoa +Awa para o =m,f.

lgoz = logot + )ng(x para a=m,f.

Estamos suponiendo que el sistema esté saturado, es decir

S()m + Swm =1

aSom

ot

aSwm
ot

3,

ot

3S,s

ot

3.1

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Sof +Swr =1 (3.12)

Tenemos la presion capilar agua-aceite, definida tanto en la matriz como en la fractura de
la siguiente manera

Pcowm :Pom_Pwm (313)

Pcowf: of_ow (314)

Tomamos a F,,; y P,y como nuestras variables primarias por lo que de (3.13) y (3.14)
despejamos P, y Py s

Pwm — Lom _Pcowm (315)
ow:Pof_Pcowf (3.16)

Sustituyendo (3.15) en (3.2) y (3.16) en (3.4) se obtienen las ecuaciones

- as
V. km (lwmvpom - /meVPcowm + 2'wngD) - FW + qwm = ¢m# (317)

3S,s

(3.18)

Asi, el sistema de ecuaciones queda en términos de las variables P, y P, mientras que el
resto de las variables serdn conocidas de pasos de tiempo anteriores, incluyendo Py, ¥y

PCOWf'

El primer paso para trazar las lineas de corriente es generar un campo de presiones al
resolver las ecuaciones de presion mediante algin método como diferencias finitas. Una
vez obtenido el campo de presiones, podemos convertirlo a un campo de velocidad total
usando las ley de Darcy. Entonces, sumando las ecuaciones ((3.1)) y ((3.17)) asi como
((3.3)) y ((3.18)) y tomando en cuenta las definiciones ((3.9)) y ((3.10)) se obtiene

V. kjn (A'tmvpom + AngD - )vwmvpcowm) - Ft + qsm = 0 (3 19)

V-ky (AgVPyp+ Agf VD + Ay VPro, ) + T+ qyp =0 (3.20)

Donde los términos gy, y gsr son los gastos de pozo en matriz y fractura

qsm = Gom + Gwm (3.21)
qsf = 4qof +qws (3.22)
Esto es un sistema de dos ecuaciones en el que Py, y P, son nuestras variables principales.

La ecuacion ((3.19)) serd referida como la ecuacion de presion para la matriz y ((3.20)) la
ecuacion de presion para las fracturas. En un modelo DPSP no existe flujo en la matriz,
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por tanto no aparece el término de transferencia y sélo es necesario trazar las lineas de
corriente para el sistema de fracturas, por tanto s6lo es necesario resolver la ecuacion de
presion para las fracturas.

Dado que el yacimiento es considerado isotropico se cumple que ky, = ky, =k, y todas
las demas entradas de la matriz de permeabilidades son cero tanto para la matriz como
para el medio fracturado i.e.

km = km (3.23)

k= ky (3.24)

3.3. Funciones de transferencia convencionales (CFT)

Las interacciones entre matriz y fracturas han sido estudiadas usando tanto métodos experi-
mentales como tedricos. Se sabe que tanto la capilaridad como los efectos gravitacionales
son importantes para detereminar dichas interacciones. Kazemi et al. (1976) presentaron
la primer funcion de transferencia para flujos multifidsicos que da cuenta de la tasa de
intercambio matriz-fractura.

Las funciones de transferencia convencionales (CFT por sus siglas en inglés) tienen la
siguiente forma (Kazemi et al., 1976; Dean y Lo, 1988)

FW - Fskm)twmf(ow - Pwm) (325)
Fo - F:vkmlomf<P0f - Pom) (3-26)
Donde
. krwf
/lwmf =—-0.001127 (3.27)
W‘u“W
Aoms = —0.001127 ( brof ) (3.28)
Bo.uo

Si los bloques de matriz tienen dimensiones Iy, [ y [;, entonces el factor de forma Fy esta
dado por (Kazemi et al., 1976)

1 1 1
Fo=4| =4+ =+ — 3.29
s (z§+ly2+l§> (3.29)

Los términos de transferencia, I', y I',,, representan la tasa volumétrica de aceite y agua
transferido entre la matriz y la fractura. Estos términos describen las interacciones entre
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matriz y fractura de acuerdo al modelo Warren-Root. Definimos el término de transferencia
total como

Ih'=I,+T) (3.30)

3.4. Ecuaciones de saturacion sobre lineas de corriente

Podemos tomar las ecuaciones para la fase humectante (3.2) y (3.4) y reescribirlas de la
siguiente manera (ver Capitulo 2, seccion 2.5)

dS =
Op ==+ lug Vg + fugV - Tap +V -G+ =0 (3.31)
aSwm _ = e
(me+utm'vam+fme'”tm+V'Gm_FW:0 (3.32)

donde f,,q es el flujo fraccional, o = m, f y G, representa el término de gravedad definido

como
TWOl Aro(x

Ga:kzoc 2
t

(Po— Pw)8gVz (3.33)

Para poder escribir (3.31) y (3.32) en términos del tiempo de vuelo, usamos la igualdad de
operadores (2.35), asi, las ecuaciones se transforman en

oS, ¢ 0 . —
oy wf +ﬂ+fwfv.ﬁtf+v.(;f+rwzo (3.34)
ot an
as d _ =
Despreciando los términos de gravedad y de flujo cruzado, podemos escribir estas ecuacio-
nes como 58 5 r
wf o Ofwr  Tw (3.36)
ot a’L'f (Z)f
aSwm afwm l—‘w
—Y_0 3.37
o 0t O G371

En general, los conjuntos de lineas de corriente en la matriz y las fracturas serdn diferentes.
El término de transferencia de las ecuaciones las acopla y eso dificulta resolverlas. La
estrategia que se emplea es resolver las ecuaciones usando separacion de operadores para
separarlas en un paso convectivo y un paso correctivo.

En el paso convectivo las ecuaciones obtenidas son

dSwr dfy
s 9wr

an o 0 (3.38)
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ISym afwm _
o + I 0 (3.39)

nétese que se han eliminado los términos de transferencia. Estas ecuaciones se resuelven
sobre las lineas de corriente y se obtiene un primer valor para las saturaciones. Posterior-
mente, se interpolan las saturaciones a una malla numérica y se usan como condicion
inicial para resolver las ecuaciones del paso correctivo

3Sws T
— =0 3.40
al‘z (I)f ( )
aSwm Ly
_ ¥ _0 3.41
al‘z D, ( )

Dado que estas ecuaciones se resuelven en la malla nimerica, es posible incorporar los
efectos de gravedad y flujo cruzado. Estas ecuaciones ya incluyen la transferencia entre
matriz y fracturas, asi, obtenemos la informacién completa de la saturacion y entonces se
interpola de nuevo a las lineas de corriente.
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Capitulo 4

Modelo numeérico

4.1. Discretizacion de las ecuaciones

A continuacién se presenta la discretizacion de las ecuaciones presentadas en el capitulo
anterior. Para la discretizacion de las ecuaciones de presion se usa el método de volumen
finito, mientras que para resolver las ecuaciones de saturacion se usa un esquema en
diferencias finitas. Asimismo, se describe el algoritmo IMPES el cual se usa para resolver

el problema completo.

4.1.1. Ecuacion de presion

Expandimos los términos de la ecuacién (3.19) para posteriormente aplicar FVM. Usando

la notacién

Pom:Pm
Foy =Py

y expandiendo los términos de (3.19) queda

d oD

dy 0

J dPy
+ a_Z (km |:A')‘ma_Z + Agm
- l_‘t = —Y4sm

Se define la funcion de flujo para la matriz como

Fm = (Fxm;Fym7Fzm)

31

oP,
pR (k’" WW o g
0 oP, oD
S ACI R
9D
dz

4.1)
4.2)

4.3)

4.4)
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con componentes,

[ dP, oD OPeo |
Fon =k | Aem—— + Aom—— — Aom L 4.5
! 24 ox oy A ox *3)
[ 8Pm aD aPco m ]
Fym = kn, _)vz‘ma_y + )vgma_y - }me ayw (46)
[ dP, oD OP.ow, |
Fzm = km _A'tmg_zm + Agmg_Z - Awm%_ (47)
De esta manera la ecuacién (4.3) se transforma en
_~  JF oF,, OJF
V-F, = xm_|_ Y + Zm_rt:_QSm (4.8)

dx dy a7

En términos de la ecuacidn de balance de masa, la ecuacion (4.3) se escribe como

[ (anm | 9By, +3Fzm)_ TV == [ qundv (4.9)
AV 8X ay aZ AV av

Usando como referencia un volumen de control el primer término del lado izquierdo de la
ecuacion (4.9) se integra como sigue

n re anm B
dxdy = (Funle — Fan|w)Ax (4.10)
s Jwe dx

donde A, = Ay representa la longitud de la cara del volumen de control bidimensional
paralelo al eje y. La notacion (Fyy). significa que Fy,, se debe evaluar en la cara e del

volumen de control. Realizando el mismo tratamiento para los dos términos restantes de la
integral de la izquierda en (4.9), se obtiene

(Fanle — Fonlw)Ax + (Fymln — Fomls) Ay + /A Ti=- /A CawdV @D

donde Ay = Ax . La evaluacion de Fy,, en la cara e se hace como sigue

Py, oD IProw,
Fxm’e:km [%mg‘i‘lgmg_)bwm ox :|
8Pm dD aPcowm
:km {)Lftm’eg e+lgm|e$ e_)vwm|eT e:|

- km |:)L¢m|e <MiTn,lh)) +7Lgm|e (%) —)bwmle ( Con’EAx COWHI‘P):|
e e ”

(4.12)
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De igual forma para el resto de las caras

aD P,
Fxm‘we:k |:)~7m + gm c(wm}

ox = Ao dx

| a_D _ | aPCOWm
gmi|w ax wm|w a

dPb,
- km |:A'tm|wa_ :|

Bulp—P D|p—D P
= km |:Aftm‘w (W) +lgm|we ( |PAx |W‘> kwm|w < COWm’PAx COWm|W)1
we we we

(4.13)
oD OProw,,
Fym|n = ki {%m gm 3)1 _kwma—y]
m aPcowm
— Km |:zfrm|na_ +2fgm’n )vwm|n :|
o Pm|N_Pm|P D|N D|P COWm|N Pcowm|P
= ki |:Atm|n ( Ayn ) +Agm|n ( Ax, 2'wm|n Ayn
4.14)
oD OProw;,
Fymls:k |:2'1m gm ay _)vwm ay }
m oD aPcowm
b [l 52| + Ayl G| = }
B Pm‘p—Pm’S D’P D’S cowm‘P Pcowm|S
(4.15)

4.1.2. Integracion de los términos de transferencia

Para la discretizacion del término I'; se toman en cuenta las ecuaciones (3.13) y (3.14), asi
como la definicién

111
G = Fyknymy = —0.004508k, ( Pt 12) (4.16)

El término I} se expresa como

kro kr
T, =0, <B f ) (Pyf — Pom) + Oc (B wf ) (Pf — Pum) (4.17)

oMo wHw

Sustituyendo (3.13), (3.14) y (4.16) en (4.17) obtenemos
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kr k,
Ft:Gc( Of)(Pof_Pom)+Gc( Wf)(Pof_PCOWf_P0m+PL'0Wm)
BO 0 BW."LW

(4.18)

Usando la notacion 4.1 queda

Krof krwy kyof Ky f Ko f
L=oel\ g 0 ) \Bw Taum ) Peows, + Peow,
t O¢ |:<BO‘u0 + Bwuw f Bo,uo + BW“W m Bw.uw ( CcCoOWny + cowf)

(4.19)

Al realizar la integracion sobre este término obtenemos

kf” ki’ * kr ky :
T,dV = 6.AV ( of 4 —Wf) Ps|p— 6. AV (—”f TR ) Pulp

AV Bouo Bw.uw Bo.uo Bw#w

ky
—AVo, (B wf

) (Pcowm |P + Pcowf ‘P) (420)

wHw

Las permeabilidades relativas k.7 y ks pueden ser calculadas de la interpolacion de
algunas de las curvas dadas en el Apéndice 1 por lo que solo quedan como incégnitas las
presiones. El simbolo de asterisco (*) significa que pueden ser evaluadas upstream.

4.1.3. Coeficientes de presion en la matriz

Sustituyendo todos los términos discretizados arriba y tomando en consideracion el modelo
sobre mallas regulares, i.e. Ax, = Ax,;, = Ax y Ay, = Ay,, = Ay obtenemos

Pm —Pm D\ —D Pcow _PCOW
(ol (o2 g (DY s (Rl —Fomlr )

Pulp—P Dlp—D P —P,
b (P o (P ) (el o) | gy

4.21)

Pm’N_Pm‘P D|N_D’P Pcowm|N_Pcowm|P
R e N e R s -
Pm|P_Pm|S D|P_D‘S Pcowm|P_Pcowm’S
|:<24m‘s ( Ay ) +Afgm’s ( Ay - Afwm’s Ay kmAx

kr() f krw f : kr() f krw f :
O AxA Pr|lp— 0. AxA B
oAy (Bo.uo T By ) Pl oA (BT ) Pl

ks \
— O AxAy (B v:{ ) (Pcowm ’P - Pcowf‘P) =0 (4.22)
wilw
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Los términos fuente g que representan pozos no se incluyen para la matriz pues se ha
demostrado que su efecto es despreciable (Dean y Lo, 1988)

Gom = qwm =0 (4.23)

aplicando esto, obtenemos

/,Ltm‘eAyka
i ae e

)n‘m |wAykm

Ayk Ao Ayk,
_)vfm|2xy um|P_ tm|Xxy um|P
Atm ’nAka Aim ‘nAka
———Puln————PFulp
Ax Ay Ay
)Ltm’nAka Aqm|nAka
_ ZamnT7m p Zmin="m
Ay mlp Ay
krof krwf )* (krof krwf >*
+ 0O, + - Prlp— o0, —+ - P,
‘ (Bo.uo Bowy ) 1PN\ B, T By ) B

= Mgrn|e(D|E - D|P) - lgrn|W(Pcowm|E - Pcowm |P)n
- 2vgm‘e(l)|E - D|P> + A'wm|w(Pcowm ’P - Pcowm |W)n]
+ [)“gm‘n(D|N _D’P) - A'wm|n(Pcowm ’N - Pcowm |P)n

ki Ax
+}Lgm|s(D|P _D|S) +A'wm|s(Pcowm|P _Pcowm|S)n] rgy

k *
+ O¢ (Lf) (Pcowm |P - Pcowm |P)n (424)
Bw.uw

Pm|W‘|’

Pm|S

s

m
Ax

<

Renombramos el lado derecho de la ecuacion (4.24) como DI, y definimos

a, = Aykmﬂ'tm’e
Ax
o — Aykmzﬂ‘m‘w
v Ax
a, = Akazftm|n
Ay
ag = M (4.25)
Ay

Sustituyendo en la ecuacion (4.24), usaremos el exponente n para denotar que dichos
valores se evaluan en un paso de tiempo anterior

k krwr \ ™ !
0 (5l 5L ) ale—al—aly—al| Bl R e
oMo wHw
a"| Pn+l| +d"| Pn+1’ +o krof 4 Ky >|<Pn+1| - DI (4.26)
nlm N stm S c B()‘Llo Bwﬂw f P — mc .

Las movilidades se evaldan en el tiempo n mientras que las presiones en el tiempo n + 1.
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Definimos

% kr() f krw f .
C =g, ol | Sl 427
me Oc (Bouo + By Ly “@.27)

y la ecuacién (4.26) finalmente queda como

[C:;zc - a’e - alw - a|n - a|5]nP:1+l |P +an|ePr’:z+l ‘E +an|wP;Z+l |W

a"[ Py 4 a" P s — Ch P p = Dy, (4.28)

4.1.4. Coeficientes de presion para el medio fracturado

Se realiza un tratamiento andlogo para el medio fracturado. Tomando la ecuacion la
ecuacion (3.20)

V-ky (AgVPyp+ Ag VD + Ay VPro, ) + Tt + gy =0 (4.29)

desarrollando sus términos y obtenemos

a aD aPCOVV
a_<kf P’fa Ty —lwfa—fD

-3 [’“ Ty )
dy f1Mf dy ef 3. 8)/ f Jy

0

Jz

It = —qyr (4.30)

Se define la funcién de flujo para las fracturas como

Fy = (F, Fyf, Fep) (4.31)
con componentes
Fiy=ky :?tzf% + lgf%—f — Doy (’ﬁ’;;;Wf: (4.32)
Fyp =ky :ﬂ«f% + lgf%—? — Ay 813;Wf (4.33)
Fr=ky :A,fa&—?+ng%—lz)—xwfagzwf (4.34)
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De esta manera la ecuacién (4.29) se transforma en

o JFy OJ0Fy OJFy

V.Fr= Y T =— 4.35
f ax + ay + az t QSf ( )

Nuevamente, en términos de la ecuacién de balance de masa, la ecuacion (4.35) se escribe

como

anf 8Fyf 8sz> /
— I,dv=-— srdV 4.36
/AV( dx + dy + dz av ! Avq‘f (4.36)

Usando como referencia un volumen de control bidimensional el primer término del lado
izquierdo de la ecuacion (4.36) se integra como sigue

n o re o F, f
/ / 9 dxdy = (Fxf‘e_Fxf|w)Ax 4.37)
s Jwe OX
donde A, = Ay representa la longitud de la cara del volumen de control bidimensional
paralelo al eje y. La notacién Fys|. significa que F,; se debe evaluar en la cara e del

volumen de control. Realizando el mismo tratamiento para los dos términos restantes de la
integral de la izquierda de la ecuacién (4.36) se obtiene

(Fxf|e—Fxf|W)Ax+(p;f|n—Fyf|s)Ay+/AVr,: _/Avqsfdv (4.38)

donde A, = Ax . La evaluacion de Fy en la cara e se hace como sigue

oP oD 9 Peow
Fefle = kg Pff—a; oo - 'f]
aPCOW
_;wa|e ( e f)

0P oD
b () (D) |

P |E—P |P D|E—D|P PCOW'|E_PC0W |P
=ky [Mle <—f e ! )+7Lgf|e (—Ax — Awle —
e e e
(4.39)

De igual forma para el resto de las caras

aP aD aPCOW'
Fplw = ks Pvfa_; Hher oo A f]

oP oD 9Peow,

PfP—PfW D|P—D‘W Pcowf‘P_Pcowf’W
=ky {%ﬂw <Ax—we> +lgf|we (Ax—we —Mf'|w A,

(4.40)
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Py oD 9 Peow,
yf|n kf {%fa +lgfa AWf Jy }n
D aPCOW
=ky {Lf’na— n+2rgf|na_ ) wf|n 5 f ’J

PN—PP D\y—D Peo |N_PC( |P
—k; {A,fyn (—f N ! )+7Lgf\n (—’N ‘P)—Amn( = = M| @4l
n Axy

o an LOWf
Fyrls = ky {Ma— gfa )vwf 2 L
aP aPCOW
~ky [ws— g ) |

fp PfS D|p—D|S PCOWf"P_PCOWf"S
=k LN oy I B (e Lt 1 4.42

Por udltimo, el término fuente se trata de la siguiente manera para el agua en el medio
fracturado

gf|s

Cy
BAW (th -f—ng(Dp _Ds) _Pof> (4.43)

qwf =

Anélogamente para el aceite en el medio fracturado

C,A
Gof = ]‘;00 (Pop+ 8Po(Dp — Ds) — Pyy) (4.44)

Integrando (4.43) y (4.44) se obtiene

C
/ CwadV = why
AV Bw p

Colo
dv =
/AV Qof Bo

(Po + 8pwAD — Py, ) AxAy (4.45)

(Po + 8poAD — Py 1) AxAy (4.46)
p

/%dv :/(QWf+QOf)dV =

C()A’() C 2’VV
( 5 | T ;; )(th—Pof!P)AXAy
o lp woip
C, C,A
4 [ Gtson ofo8po| | ADAxAY (4.47)
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Sustituyendo todos los términos discretizados arriba y tomando en consideracion el modelo
sobre mallas regulares, i.e. Ax, = Ax,, = Ax y Ay, = Ay,, = Ax obtenemos

Pf|E—Pf|p DlE_DlP Pcowf|E_Pcowf‘P
(lffle<— +Agfle | =) —Awrle ‘ -
Ax Ax Ax
P ‘p—Pf‘W D|P—D|W COWf|P PCOWf|W
e (P ) 2 (P2) 1, ”

Ax Ax
_ Pf|N—Pf|P _ D’N—D‘P _ cowf|N Pcowf’P
+{ [(Mln (—Ay e\ =5 ) ~ Al -
Pf‘p—Pf‘S) (Dlp—D|S> < COWf|P PCOWf|S>:| }
s B — +A/ Ky _A’W N A'x
{(MI ( & 21 v 7l A f

krof  krwr \* krof  knr "
+Gc( of +—Wf) Pf|P_Gc<BOf + Wf> Pf‘P

Bolo Byl oo~ Byl
o (LN (B 5= P 1)

c Bw.“w cowy, |P cowy P

C,A C,A C,A C,A

:( oo w/w )(P0f|p—th)AxAy— wwEpw oMo8po ADA)CAy
By |p Bw |p By, |, B, |,
(4.48)
Reacomodando

7‘?f|eAyka| _)'rf|eAyka | Aegl, ykf P

A E Ac TP T AR P

AiylwAyks Mg lnAxk g AvynAxk

——P — < Pely——=P
T D B e = e

ey lsAxks A |sAxk

Ay P+ Ay fls
krof krwf )* szzw C,A

+o.| ——+——] PrlpAxAy— + Pl pAxA

‘ (Bo,uo Bw.uw f|P Y B, p B, p f|P ’
= [lgf‘eD’P _)\'gf’eD‘E "‘)vwf’epcowflE _)wa‘epcowf’P

kgAy

+Agf|WD|P )Lgf’wD‘W‘F}'wf‘w wa‘P lwflw wa|W} Ax

+[ gf‘nD’P—lgf‘nD’N‘f‘)wa‘n cowf‘N_A'wf‘n COWf‘P
krAx

+Agf|sD|P - lgf|sD’S + ;LWf|sPcz)Wf‘S wacowf|P] A—y

kr * kr kr *
— O¢ ( Wy ) (Pcowm |P - PC(JWf‘P)AXAy + O¢ <—0f + o > Pm|PAXAy

Byl Bolly  Boly
_ Colo Cyhw Py AxAy — Cwﬂfwgpw Co)tfogpo
B, B, » B,

B,
Se redefinen los coeficientes

) ADAxAy  (4.49)

p p
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_ )Ltf|eAykf b, = /’Lgf|eAykf C, = ;l'vt'f|eAykf
- Ax ’ e Ax ’ Ax

e e —

— Mslwlyky oy Agrlwlyky _ AgrlwAyks
w Ax B w Ax ) w Ax
nAxk s AgflnArk AgflnAxks
an:%.flAy L p, = gf|Ay Lo, = g.f|Ay f
[sAxk AgrlsAxky AgplsArk s
aS:M\Ay L p = g.f|Ay - g.f\Ay i
Y también
k k ¥
Ci =0 < rof +Lf) AxAy (4.50)
¢ "\ Botlo Byl
CyA Co
Cro=|—=—| +—=2| | AxAy (4.51)
B,, » B, »

Sustituyéndolos en la ecuacion (4.49) se obtiene
[Cj”c _Cfb _a|e _a|w _a|n _a|s}nP}Z+I|P

_’_an|ep}1+1|E+an|WP}z+l|W+an|np}z+l|N+an‘SP}1+1’S —

bZ(D —DE) + b7 (DP —Dw) —|—bn(Dp —DN) —|—bn(Dp —Ds)

+C ( cowf’E cowf|P+C ( cowf|W cowf‘P)+C ( cowf‘N cowf‘P)

+C ( COWf|S COWf|P)+Cchm|P_Cbebh

k
_GC< rey > (Pcnowm|P C()Wf|P)AXAy

By,
C " Cohogpo”
[ Gotwson| | Cologpo”| ) ypasa, (4.52)
B, |, B, |,

Igual que en el caso de la matriz, las movilidades se evaldan en el tiempo n mientras que
las presiones en el tiempo n + 1. Renombrando el lado derecho de la ecuacion (4.52) como
DI, obtenemos finalmente

1
[CJ*‘C_Cfb_a|e_a|w_a|n—a|s}np}l+ |p
+a"‘ePJ’Z+1’E+a"‘WP}z+1|W +an|np}t+1‘N+an’SP}z+l|S = DIy, (4.53)

4.2. Ecuaciones de saturacion sobre lineas de corriente

En esta seccién se muestra la discretizacion para las ecuaciones de saturacion. Se usa
un esquema de diferencias finitas explicito para resolver las ecuaciones tanto del paso
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convectivo como del correctivo. Recordamos que las ecuaciones de saturacion de agua

estan dadas por

8Swf (9fo & o

=0
dt 3Tf CI)f
ot 2T, @,
Donde se definen
f ;= lwf _ Ho _ Ho
= — —
A,[f )ygf + )wa Krof 4 Krws
Ho Wy
krom kmm
Fom = Avm el
wm — - -
Aim Aom + Aom Krom + Krwm
Ho "
1—‘w Fskm)bwmf
— = ————(Pyf—Pym)
¢f ¢f wf wm
Ly Fskm/lwmf
— = - (P,r—P,
¢m ¢m ( wf wm)
Los términos convectivos son 55 5
wf + fwf -0
81‘1 8rf
asﬂ 4 afﬂ =0
y los términos correctivos
aSWf I, _0
8t2 q)f -
aSwm . 1—‘w —0
al‘z D, N

Discretizando la ecuacién (4.60) queda

+1
vaf,i_S?uf,i _ vrvlf,i_ vruif,ifl
At A’Cf

n n
41 wii — Jwfi—1
= Sypi= A (A—rf> + S,

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)
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Andlogamente para la ecuacion (4.61)

n+1 n n n
Swmz Swmz _ Jwmi T Jwm,i—1
At ATy,
n n
| 1
= Sl = —Ar (P ) s (4.65)
AT, ’

Donde el indice i representa los nodos a lo largo de las lineas de corriente.

Por otro lado, para las ecuaciones del paso correctivo, sustituimos los valores de la CTF en
(4.62) con lo cual obtenemos

avaj"_|_&_ aSwf_|_Fskf)tfwmf

on | ®d;  on o, (Pus — Pum) (4.66)

Sustituimos las ecuaciones (3.13) y (3.14) en (4.58) y multiplicando por ¢, tenemos que

FW - Fskmszmf(Pof - Pom - PCOWf + Pcowm> (467)

Ahora, se sustituye (4.67) en (4.54) y (4.55). La ecuacion de saturacion para el medio
fracturado queda discretizada como

Sy =S FokfAumer \"
/s wfi sKfhmw f .
At - < q)f >i (Pof — FPom — PC()Wf + Pcowm) (4.68)
AtFk A, "
Si’v?l _ ( qff mw.f > | (Pof — Pom — Peow st Peow, )"+, i (4.69)
i

Se realiza un procedimiento andlogo con la ecuacion (3.41)

aSwm I_‘w aSwm Fskf/lwmm
w P()m —P,r— Pcvw Pco 4.70

Asi, la ecuacion de saturacion en la matriz queda en forma discreta como sigue

S"j;ll - S Fikp, A, "
WTW"” — ( s gmmwm)i (PO_f_Pom_PCOWf+Pcowm)n (471)
AtFk,, A f n
Sa_;;]l = (%) . ( of —Pn Pglowf +Pcnow )+S:lv x (4.72)
i

Con esto la saturacion puede ser calculada en forma explicita. Como se menciono antes,
una vez calculada la saturacién del primer paso, se tiene que interpolar a la malla y se usan
esos valores como condicidn inicial del paso convectivo. Se usa el siguiente promedio
ponderado para mapear la saturacion en la malla del medio fracturado
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nsl
L Sup iy,
Swfgrid = —————— (4.73)

nsl

Z A’L'f.‘,'
i=1

donde nsl es el numero de lineas de corriente que pasan por la malla y At es el tiempo de
vuelo. El mismo esquema es usado para mapear la saturacion de la matriz sobre la malla.

4.3. Calculo de coeficientes en la frontera

A continuacion se expone el andlisis para realizar los calculos en las fronteras donde se
impone una condicién tipo Newmman. Entonces, cuando se tiene una condicién de no
flujo a través de la frontera, podemos escribir

K3(VPyg — AqgVD) - 7 =0 { g o (4.74)

kgVPup - 1 = kgAaVD - 10 (4.75)

En general tenemos que

Pog = Pop — Proup (4.76)

Donde P,,qp representa la presion capilar entre la fase aceite y la fase o en el medio f3.
Sustituyendo (4.76) en (4.75) obtenemos

kgV (Pop — Progp) - 1 = kpAagVD - 7 (4.77)
Desarrollando término a término y usando la hipotesis de que kzﬁ es isotropico obtenemos

kgVPyp - 7 = kpAagAD - T +kgVPioup - T =kgV(Proqp +AagD) -7 (478)

Tomando la fase o = o, es decir, P,,5 = 0 tenemos
VPoﬁ 7 :V(PCOOCﬁJr/IagD)'ﬁ :V(logD)'ﬁ (4.79)
Para la cara e

PoﬁE _POBP _ A«og’ED‘E - )vog‘PD‘P
Ax Ax

(4.80)

Suponiendo Ayg|E = Age|p
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POﬁE_Poﬁp o

D|g—D|p
B

A 0 (4.81)

En particular para la cara e tenemos que D|g = D|p con lo cual obtenemos
Pgle=Ppglp (4.82)
Para la cara w

PoﬁP - Po[)’W _ )VoglPD|P - A«og|WD|W

4.83
e x (4.83)
Suponiendo Ayg|lw = Agg|w
P() P P() w Dlp—D
Popr_Fopw _ w,% —0 (4.84)
Para la cara w tenemos que D|p = D|w con lo cual obtenemos
PoﬁlP :Poﬁ‘W (4.85)
Paralacaran
PoﬁN—PoﬁP _ log|ND|N—log|PD|P (4.86)
Ay Ay .
Suponiendo Ayg|y = Aog|p
PoﬁN —PoﬁP _ log|P(D|N —Dlp) = (4.87)
Ay Ay .
Pogn = (Aogp(D|n —Dlp)) +Pypp (4.88)
Para la cara s
Poﬁp —Po[}S _ A0g|PD’P - A0&.’|SD|S (4.89)
Ay Ay .
Suponiendo Aygls = Ayg|p
PoﬁP_PoBS _ )Log|P<D|P_D|S) (4.90)

Ay Ay

por tanto
P,gs = (Aogp(D|s —D|p)) + Popp (4.91)
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4.3.1. Analisis de la frontera para la matriz

Para la frontera este

Pule = Pulp (4.92)

(Cine — e — an — ag)"Pr Y p+a PPy 4 a Py 4 a P Y g — CmCPJffJrl |p = DIy
(4.93)
Para la frontera oeste

Pulw = Pulp (4.94)

(Cmc —de—ap — as)nP,Z_H |P +aZP,:l1+] |E +CIZP,Z+I |N +a?P,’,11+l |S - Cch}H_] |P = DIy

(4.95)
Para la frontera norte
Puln = (Aogp(D|y — Dl|p)) + Pulp (4.96)
(Cmc —de — Ay — as)nPyZ_H ’P + aZP,Z+1 ‘Eaﬁ;PZ—‘—l |W + a?P,Z_H |S - Cch}H—l |P
=DI,,. — aﬁ(logp (D|y — D|p)) 4.97)
Para la frontera sur
Pls = (Aogp(Dls — Dlp)) + Pulp (4.98)

(Cmc —de— ay — an)nPrZ—H |P —I—aZP,Z—H |E +arvLeP,le+1 ‘W +CZZPZ+1 |N —Cch}H_l ’P

= Dlyc — dy (Aogp(D|n — Dlp)) (4.99)

Para las esquinas queda de la siguiente manera
Noreste
(Cne — v —as)" P | p+ Py + al Pt s — 0" P |p
:Dlmc—aZ(lggp(D]N—D‘P)) (4.100)
Noroeste
(Cne —ae —as)"By|p+alByt e+ di Byt s — G PP

= DIy — ay,(Aogp(D|n — Dlp)) (4.101)
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Sureste

Cone — Gy — A nPn—H +anpn+1 W+anPn+l N_Cchn—H P
n-m f

=DI,.— (ng(D|N D|p)) (4.102)
Suroeste

Cone — Ao — Gy, nPn—H +anPn+l . +anPn+l N_CmCPn—H P
ntm f

= Dl — d (Aogp(D|x — DIp)) (4.103)

4.3.2. Analisis de la frontera para las fracturas

Para la frontera este

(Cfc Cfb Ay —ay — (ls)nPn+1| —|—aWP"+1| +a Pn+1’ +a PnJrl‘S—l—CfCPn+ ’p DIy,
(4.104)

Para la frontera oeste

(Cpe—Cpp—ae—an—as)"PiH |p+diPy e+ ay P v+l PP s+ CrePyt ! |p = Diye
(4.105)

Para la frontera norte

Cc—Cb—ae—Clw nPn+1 +aPn+1E+a Pn+lW+aPn+1S+CC +1P
f f feb
(4.106)

= DIt — ay(Aogp(D|n —Dlp)) +Porp

Para la frontera sur

(Cfc_Cfb_ae_aw_an)nP}H-l|P+a2Pn+l|E+a Pn+1|W+a Pn+1|N+Cchn+1|P
(4.107)

= Dlye — ay(Aogp(D]s = Dlp)) + Fosp
Y para las esquinas tenemos lo siguiente
Noreste

(Cfc Cfb_aw as)nPnJrl’ +aWP”H]W+a Pn+1|S+Cfc +1‘P
= Dlc — ay(Aogp(D|n — Dlp)) + Poyp (4.108)
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Noroeste

(Cpe—Cpp—ac—as)"PF |p+ P g+ al PP s+ CrePp ™ |p
:lec_aZ(}Logp<D‘N_D’P))+Pofp (4.109)

Sureste

(Cre = Cpp—aw—an)" P} |+ b Py lw + anPp v+ CreP e
= Dl — d(Aogp(Dls = Dlp)) + Fogp (4.110)

Suroeste

(Cpe—Cpp—ae—an)" P |p+dg P g +anPf v+ CrePpy |
= DIy — a5 (Aogp(Dls —Dlp)) + Posp 4.111)

Con esto tenemos completo el modelo numérico para resolver el conjunto de ecuaciones
en su formulacion Presion-Saturacion. En la siguiente seccion se describe el algoritmo
computacional que se usé para implementar dicho modelo. Cabe destacar que el andlisis
hecho hasta aqui corresponde a un modelo donde se usan mallas ortogonales. El caso de
mallas no ortogonales queda fuera de los alcances de este trabajo.
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4.4. Algoritmo IMPES

Como se mencion¢ al final del capitulo 1, la formulacién Presiéon-Saturacion de las ecua-
ciones permite resolverlas de manera secuencial. Hay varias estrategias para resolver las
ecuaciones y entre ellas destaca el esquema IMPES (implicit pressure - explicit satura-
tion) el cual es ampliamente usado en la industria petrolera, principalmente para simular
modelos de dos fases de fluidos incompresibles o ligeramente compresibles.

En una simulacién de flujo en medios porosos, la presion cambia mas lento que la satu-
racion. Por otro lado, el cdlculo implicito de la presion ocupa la mayor parte del tiempo
de ejecucion. Asi, es correcto tomar dos pasos de tiempo distintos, uno para la saturacion,
Atsh! |y otro para la presién, Atpk , donde el paso de tiempo para el calculo de la presion
serd mayor. Este esquema se conoce como IMPES mejorado:

Algorithm 1: Algoritmo IMPES
Input :SO’O’ PO, Tinax ISO’I’ tpo, DSmax

1 k=0;

2 while r < T,,,,; do

3 Calcular los coeficientes de la ecuacién de presion usando S€0;

4 Resolver la ecuacién de presién de manera implicita para obtener p*+!;

s | fori=1,...,IFdo

6 Determinar el paso de tiempo Arg*t1;

7 Calcular los coeficientes de la ecuacidn de saturacion usando pk“, Skil—1 y
Atk

8 Resolver la ecuacion de saturacion sobre lineas de corriente de manera
explicita y obtener S¥T1/;

0 KL — gkl | Ap k1L

10 end

11 k=k+1;

12 end

Tomamos una particién 0 =1 < ' < ... <K =T,,4,, para una K, del intervalo J = [0, ]
en subintervalos J* de longitud A’; =tk —t*=1_ Esta partici6én se usa para resolver la
ecuacion de presion. Para hacer el cdlculo de la saturacion, se subdivide cada intervalo Jk
en subintervalos L¥ dados por J&! = (tk_lvl_l,tk_lvl)

k
s

k=10 _ k-1
t =t "+ I

(4.112)
conl =1,...,L Lalongitud del subintervalo J* estd dada por At];’l = =Ll k=i
conl=1,....[Fyk=1,...,K (fig. 4.1). Asi, a partir de la discretizacién de la ecuacién
de saturacidn, tenemos que el paso de tiempo se calcula como

]

k+10 (DSkH’l)

At max (4.113)

o <35k+1,1 )
at max
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Figura 4.1: Pasos de tiempo para IMPES mejorado (Tomado de [10])

donde DS, es la maxima variacion de saturacién permitida y puede depender de k y [.

4.5. Implementacion

El desarrollo se hizo en el lenguaje de programacion C++ en un entorno Linux. El software
cuenta con herramientas para definir mallas en dos y tres dimensiones, asi como las
infraestructura necesaria para hacer el célculo y trazado de las lineas de corriente en
el dominio definido por una malla creada por el usuario. A continuacién se muestran
dos simulaciones del modelo DPDP considerando permeabilidad homogénea aunque con
valores distintos para la matriz y fracturas.

Primero se considera una malla 3D y una configuracion con dos pozos, uno productor y otro
inyector (fig. 4.2). Los parametros usados para la simulacion se muestran en el cuadro 4.1.
De acuerdo al modelo de Warren-Root, se considera que ambos medios, matriz y fractura,
coexisten en el modelo. Computacionalmente esto se traduce como una duplicacién de la
malla computacional, una para cada medio, la diferencia entra ambas seran los pardimetros
que se usan para realizar los célculos en cada una. La interaccion entre ambos medios se da
con la incorporacion de la funcion de transferencia en el paso correctivo cuando se hacen
los célculos de la saturacién de agua.

Figura 4.2: Configuracion de pozos y geometria del dominio. Permeabilidad homogénea.

En la figura 4.3 se muestra el calculo de las saturaciones sobre las lineas de corriente
para fracturas. Notese la simetria y suavidad de las lineas de corriente, esto se debe a
la homogeneidad en los valores de porosidad. También cabe resaltar que la forma del
dominio influye directamente en la forma que adopta el trazo de las lineas de corriente.
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Cuadro 4.1: Parametros usados para la simulacién, caso homogéneo. (Datta-Gupta et al.[3])

Parametro Valor
Iy 609.20 m
Ly 609.20 m
[ 9.14m

Tamafio de la malla 40 x40 x 3
Tasa de inyeccién ~ 3.86e — 04m? /s
Tasa de produccién  3.86e — 04m? /s

Kom 9.87¢ — 04pm?
kr 9.87um?

) 0.01
Om 0.19
Wy 0.50e — 03 Pa-s
Uy 2.00e — 03 Pa-s
Pw 1.014g/c?
Po 0.833g/c?
P 27,343.85kPa

Obsérvese que el frente de saturacion es también simétrico y homogéneo, esto se debe a
que se considera que el medio es isotropico, es decir, sus propiedades son las mismas en
todas direcciones.

La figura 4.4 muestra el problema conocido como nine-spot pattern que consiste en un
arreglo de nueve pozos, de los cuales uno es de inyeccién y los deméds son productores.
Para la simulacion de dicho problema se usan los mismos pardmetros de la tabla 4.1. Se
hace una comparacion con los resultados reportados por Datta-Gupta et al. en [3] para
el mismo problema. En el articulo citado, los autores desarrollan e implementan varios
modelos, entre ellos un modelo DPDP y hacen una comparacion entre su implementacion
y los resultados que arroja el software comercial ECLIPSE para el mismo problema aqui
presentado.

En la figura 4.5 se muestran los resultados de Datta-Gupta et al. para el problema de nine-
spot pattern para una simulacion de 1000 dias. A la izquierda se observan los resultados
que arroja el software ECLIPSE y a la derecha los resultados de la implementacion de
Data-Gupta et al. Por otro lado, en la figura 4.6 se muestran los resultados que arroja la
implementacion que se realizé en esta tesis. Es necesario hacer la observacion de que la
paleta de colores usada en este trabajo muestra en rojo la saturaciéon de agua sobre las
lineas de corriente, mientras que en el trabajo de Datta-Gupta et al. se usa el azul.

Los tres simuladores arrojan resultados comparables. Obsérvese que en el caso del simula-
dor desarrollado aqui, se muestra un desplazamiento de hidrocarburo ligeramente mayor
después de 1000 dias. Si bien cualitativamente los resultados son similares, seria necesario
hacer una comparacién en términos de precision y medicion de error para cada uno de los
simuladores.
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(@r=0 (b) r = 2500

(c) t =5000 (d) r = 8000

Figura 4.3: Saturacion sobre lineas de corriente en las fracturas

Figura 4.4: Problema nine-spot pattern. Configuracion de pozos y geometria del dominio.
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Figura 4.5: Problema nine-spot pattern. Comparativo entre una simulacién hecha en
ECLIPSE (izq.) y el simulador implementado por los autores de [3] (der.) en términos de
saturacion de agua después de 1000 dias. (Tomado de Datta-Gupta et al. [3])

Figura 4.6: Problema nine-spot pattern. Resultados de la implementacion presentada en
este trabajo en términos de saturacion de agua para una simulacién de 1000 dias.
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Conclusiones

En este trabajo se presenta el desarrollo de un modelo para flujos bifdsicos en yacimientos
naturalmente fracturados usando la técnica de lineas de corriente. El modelo usa dos
conjuntos de ecuaciones, uno para cada medio, y cada conjunto consta de dos ecuaciones,
una para cada fase. Se realiza una formulacion Presion-Saturacion de las ecuaciones
para poder aplicar el esquema IMPES para resolverlas. Se muestra una implementacion
del modelo usando una geometria con un pozo inyector y uno productor en una malla
tridimensional, considerando permeabilidad homogénea.

El método de lineas de corriente ha demostrado dar resultados cualitativamente buenos
en relacion a otros métodos numéricos, siendo la velocidad en tiempo de ejecucion la
caracteristica que mas resalta. Sin embargo, para el caso de los modelos DPDP el uso
de separacion de variables para resolver la ecuacion de saturacion trae consigo algunas
desventajas. El mapeo de los resultados del paso convectivo a la malla original para realizar
los célculos del paso correctivo pueden impactar considerablemente el rendimiento en
tiempo de ejecucion, esto se debe a que para cada celda hay que hacer un promedio que
depende del nimero de lineas de corriente que pasan por ahi. Ademads, una vez que se
calcula el paso correctivo es necesario volver a asignar los valores de saturacion de vuelta
a las lineas de corriente.

Queda como tema a investigar la adaptacion de otros métodos para mapear los valores del
paso convectivo a la malla que hagan mas eficiente los calculos entre el paso convectivo
y el correctivo, de tal manera que se reduzca el nimero de cédlculos. Otra alternativa es
explorar distintas formas para realizar el cdlculo de saturaciones sin realizar separacion de
operadores y asi evitar lo errores que ese método introduce en los calculos. El simulador
que aqui se presenta estd formulado para mallas ortogonales y permeabilidad homogénea,
queda como trabajo pendiente la adaptacion a mallas no ortogonales y el estudio del caso
de permeabilidad no homogénea.

Por ultimo, es necesario mencionar que si bien el modelo Warren-Root ha sido ampliamente
usado en la industra para realizar el tratamiento de sistemas de doble porosidad, la principal
critica que se le hace es que no es totalmente adecuado para tratar de manera realista la
mayoria de los yacimientos [11]. Sin embargo, el método provee una primera aproximacion
que proporciona informacién valiosa y su rapidez es su principal atractivo.
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Apéndice

Evaluacion upstream de las permeabilidades relativas

El valor §,, para el que el agua empieza a fluir se le llama saturacion critica, S, y el valor
Syne para el que el aceite deja de fluir se le llama saturacion residual. Las permeabilidades
relativas deben ser determinadas empiricamente o experimentalmente para cada medio
poroso en particular. A continuacion se da la expresion para permeabilidad relativa obtenida
de modelos simplificados de medios porosos

SW_SWC mw
Ko (Sy) = krmax | —— ) 5.1
e 6.

1 —S8w—Sor

krow (Sw) == krwmax (m

now
) ) SWC S SW S SWde' (5'2)

donde kpwmax = krw(Swmax)s Sor = 1 — Symax Y nw, now son nimeros positivos. En este
caso tomamos nw = now = 2.

Tenemos la siguiente expresion

kr()f krwf :
—+ — 53
(Bouo i Bwuw) )

El simbolo de asterisco (*) en el término (5.3) puede ser evaluado en el centro de cada
celda o punto p o evaluado upstream con el siguiente algoritmo

Si

Py > P, (5.4)
ke = ke

else

ke =k
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Si

P, > Pg
ke =k
else

ke = kg

donde P se refiere a la evaluacion de la presion en cada cara y k es la permeabilidad ambas
evaluadas en el subindice correspondiente.
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