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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Fusion nuclear

La fusion nuclear se refiere a una reaccion nuclear en la que dos atomos se unen para formar
otro mas pesado y alguna subparticula. Esta reaccién libera energia proporcional a la diferencia de
masa entre los productos y los reactivos, segiin la famosa férmula de Einstein £ = mc?. A la rama
de la fisica aplicada que estudia las maneras de utilizar estas reacciones como fuente de energia se
le llama fusion nuclear controlada.

A diferencia de la fisién nuclear, que se basa en la separacion de un atomo pesado en otros mas
ligeros, la fusién no se puede generar con una reaccién en cadena sin mayores complicaciones. De
hecho, la fision nuclear controlada es utilizada en plantas de energia eléctrica desde la década de
los 50s, mientras que ain no existe un reactor de fusiéon completamente funcional en la actualidad;
la fusion nuclear ha mostrado ser mucho maés dificil de aprovechar.

Para propiciar la unién de dos dtomos ligeros es necesario acercar sus nicleos a una distancia
del orden del radio nuclear. A estas escalas, el potencial de Coulomb entre los nicleos cargados
positivamente produce una fuerza de repulsién muy fuerte. Es por esto que se requiere una cantidad
elevada de energia cinética para superar la repulsion eléctrica, lo que se traduce a calentar los
reactivos de fusiéon a muy altas temperaturas. Para evitar perdidas de calor se debe reducir el
contacto del combustible con su contenedor, lo cual motiva el uso de campos magnéticos como
método de confinamiento. Este enfoque se concibié desde los anos 50s, cuando se planted la idea
de utilizar mantener un proceso de fusién controlado como método de obtencién de energia; se le
llama fusion nuclear magnéticaﬂ

Las reacciones de fusién nuclear que se plantea utilizar en los primeros reactores funcionales
son las asociadas a los isétopos del hidrégeno (deuterio D = *H y tritio T = *H; ver tabla
debido a la alta disponibilidad del deuterioEL la gran cantidad de energia que produce, y a que
alcanzan una tasa de reaccion mas alta que otros elementos a temperaturas mas bajas.

1Otro enfoque prometedor y moderno es la fusion nuclear inercial, que utiliza pequeiias bolas rellenas de com-
bustible y genera la fusién enfocando sobre ellas multiples laseres.

2El deuterio se encuentra naturalmente en el agua marina, en una concentracién aproximada de 1 particula por
cada 6000 moléculas de agua [I].



H+?H — 3H4+p+4.0MeV
H+?H — S3He+n+ 3.3 MeV
H+°H — “‘He+n+ 17.6 MeV
’H+3He — “‘He+p+18.3 MeV

Tabla 1.1: Reacciones de fusién nuclear asociadas con los isétopos de hidrégeno [2].

En los experimentos actuales se utiliza en particular la reacciéon deuterio-tritio porque es la
que requiere menor temperatura para alcanzar una alta tasa de fusién nuclear y porque produce
una cantidad de energia considerable. Cabe destacar que la temperatura ideal para esta reaccion
es del orden de 70keV, temperatura a la cual se excede el potencial de ionizaciéon por un factor de
1000 [3]. De esto se concluye que el combustible se encuentra completamente ionizado, en estado
de plasma, razoén por la cual la fisica de plasmas juega un papel crucial en el estudio de la fusion
nuclear controlada.

En el futuro lejano se pretende utilizar deuterio-deuterio como combustible, pues el tritio no
se encuentra en la naturaleza debido a su corta vida media (4500 + 8 dias [4]); debe sintetizarse
artificialmente a partir del litio. Los isétopos de litio presentes en la naturaleza con sus porcentajes
de aparicién son °L (7.4%) y "L (92.6 %). La reaccién més facil de propiciar es la que involucra
al isotopo menos frecuent y es una reaccién de fisién nuclear: °L +n — *He + *H + 4.8 MeV.
Actualmente se introduce en el diseno de reactores una cubierta rica en litio para utilizar los
neutrones producidos por la reaccion de fusion para generar el tritio, aunque deben de frenarse
bastante los neutrones altamente energéticos para que se de la reaccion. Todas estas consideracién
complican significativamente el diseno de un reactor de fusién nuclear funcional.

1.2. Interés en la fusion nuclear controlada

El lograr generar energia eléctrica con base en la fusién nuclear ofrece ventajas considerables
sobre muchas otras fuentes de energia de la actualidad. Entre sus cualidades se encuentran: residuos
poco daninos, seguridad de operacion, capacidad para producir gran cantidad de energia y com-
bustibles practicamente inagotables, de facil y barata obtencion. Por supuesto, también involucra
complicaciones, pero estas no parecen ser insuperables.

La fusion nuclear es una fuente de energia practicamente inagotable, en el sentido de que la
cantidad de combustible que se requiere para abastecer la demanda energética actual, e incluso
su proyeccion de crecimiento futuro, es mucho menor a la disponible en el planeta. Si se utilizara
todo el deuterio disponible del océano se podria generar energia para abastecer la demanda actual
durante miles de millones de anos[3]. Se le puede considerar también como una fuente de energia
amigable con el ambiente. El proceso no involucra la liberacién de gases de efecto invernadero y
aunque sf se generan desechos radioactivos en las reacciones con hidrégend’ estos son 1000 veces
menores a los que genera la fision nuclear para obtener la misma cantidad de energia. Ademas,
tienen una vida media corta, del orden de decenas de afios [5]. Por otra parte, es comun asociar la
imagen de energia nuclear con desastres catastréficos. Esto no puede suceder en un reactor de fusién
controlada debido a que, a diferencia de la fisién, el combustible nuclear debe ser constantemente
administrado para mantener la generacion de energia. Asi, la cantidad de combustible contenido

3Adn asi, se estima que las reservas geolégicas pueden proporcionar este isotopo por méas de 10000 atios [3].
4Los neutrones generados en el proceso vuelven radioactivos a los materiales circundantes.



en el reactor durante la operacion es insuficiente para ocasionar una sibita liberacion de energia
si se llegara a perder el control.

Los aspectos desfavorables de esta fuente de energia son de aspecto técnico y econémico. Para
la ignicién del combustible se requiere una temperatura de 150 X 10°K y mantener confinado al
combustible, mientras se propicia la fusion, durante el tiempo necesario para generar mas energia de
la invertida. El confinamiento es especialmente dificil. No todos los procesos fisicos involucrados han
sido aclarados y las herramientas de diagnodstico son en general indirectas. Los disenos de reactores
involucran desafios fuertes para la ingenieria y han resultado muy costosos hasta el momento.
Algunos de los retos que se enfrentan son: los procesos de calentamiento del combustible, el uso de
materiales adecuados y el arreglo intrincado de bobinas superconductoras. Estos y otros factores
no han permitido que los resultados actuales sean rentables, ni energética ni econémicamente.

Como se ha mencionado, hay muchas motivaciones fuertes para realizar trabajos en el area de
fusién nuclear controlada. En realidad, el hecho de que los problemas asociados a esta fuente de
energia sean técnicos y no fundamentales permite mantener fuertes esperanzas de éxito. La vision
de una fuente de energia sustentable y limpia incluye la solucién a problemas relacionados con
el uso excesivo de hidrocarburos y nuestra actual dependencia de estos como fuente principal de
energia. Entre estos problemas se encuentra el calentamiento global, la contaminacién en zonas
industrializadas y el futuro desabasto energético. El andlisis de estos problemas nos aleja demasiado
del tema especifico de este trabajo como para incluirlos aqui con detalle; baste decir que son lo
suficientemente influyentes para nuestro futuro como para justificar los esfuerzos realizados y los
que faltan. También hay que tener en cuenta que, bajo el esquema de trabajo actual, se proyecta
que alcanzar la meta de construir una planta de energia funcional y rentable tomard no menos de
50 anos [0]. Acelerar este proceso es posible pero requiere de una gran inversion en el tema y es
poco probable que suceda. Aun asi, esta constituye una de las tnica fuente de energia limpia que
parecen capaces de solventar la demanda energética de futuras generaciones.

Este trabajo se enfoca en un fenémeno que modifica las configuraciones magnéticas de equi-
librio, y cuyos efectos en la estabilidad del confinamiento del combustible pueden ser indeseados
en general. La generacion de islas magnéticas se debe a la reconexién magnética, un fenémeno no
comprendido por completo ain. El estudio de sus caracteristicas es importante debido a que su
aparicion es inevitable. Ademas de los tratamientos analiticos, es importante un enfoque numeéri-
co para el estudio de las configuraciones con islas reales en reactores experimentales, donde la
geometria de los reactores puede llegar a complicar bastante el anélisis.

1.3. Organizacién

El tema principal de esta tesis es el estudio numérico de islas magnéticas en un reactor de
fusion nuclear. Para obtener una presentacién congruente del tema se incluyen algunos conceptos
basicos relevantes de la fisica de plasmas. En el segundo capitulo se explica la derivacion del
modelo de mangnetohidrodinamica ideal y resistivo en términos sencillos y se concluye con una
derivacion variacional de un principio de minima energia muy util para fines computacionales. En
el tercer capitulo se hace una introduccién a la fusion nuclear controlada en su version actual.
Incluye una pequena descripcién de las reacciones de fusiéon y experimentos de confinamiento
mas prometedores para evolucionar en un reactor funcional. También incluye una presentacion
de las coordenadas normalmente utilizadas en el estudio de fusién nuclear, incluido este trabajo.
Finaliza con un problema relacionado con la aparicion de islas magnéticas. El cuarto capitulo
describe el fenomeno de reconexiéon magnética, ain no entendido por completo, y su relacién



con la aparicién de islas magnéticas. Posteriormente se expone la relacién entre el tamano de
estas con la amplitud de la perturbacién que las produce. Los procesos dinamicos involucrados
se omiten, pues en este trabajo solo nos concentramos en situaciones de equilibrio. Al final se
mencionan algunos fendmenos interesantes que florecen bajo la interaccion de distintas islas. El
quinto capitulo describe a grandes rasgos los codigos utilizados, VMEC y SIESTA, desarrollados
en el Laboratorio Nacional de Oak Ridge. Estos se instalaron en la supercomputadora Miztli de la
UNAM, donde su programacion en paralelo se podia explotar. Ambos pertenecen a una familia de
cédigos mas grande llamada STELLOPT, que tiene como objetivo futuro analizar experimentos
de fusién controlada modernos, especialmente stellarators, mediante simulaciones en tiempo real,
es decir, simultaneamente con el experimento. El sexto capitulo presenta algunos resultados
de las simulaciones realizadas para el tokamak DIII-D y el heliac TJ-II. Las conclusiones finales
del trabajo se exponen en el septimo capitulo. Se incluyen un par de apéndices auxiliares: el
primero relacionado con la fisica de plasmas en la aproximacion de una particula y el segundo con
las herramientas matematicas necesarias para utilizar coordenadas curvilineas.



CAPITULO 2

Fisica de Plasmas

La fisica de plasmas juega un papel crucial para lograr el confinamiento del combustible en un
reactor nuclear debido a que las altas temperaturas involucradas inducen que el combustible se
encuentre ionizado casi por completo. En esta seccién se describe brevemente lo que se considera
un plasma y el modelo de este que se utiliza en las siguientes secciones. Los detalles asociados a
otros modelos y la caracterizacién del plasma se encuentran en el apéndice [A]

2.1. El estado de plasma

Un plasma es un gas ionizado cuasineutral que presenta fendmenos colectivos. Se considera
cuasineutral debido a que las fluctuaciones de carga solo son notorias a escalas microscépicas,
a escalas mayores parece ser un material neutro. Los fenomenos colectivos se refieren a aquellos
que aparecen debido a que los campos eléctricos y magnéticos generan fuerzas de largo alcance
que dominan sobre las colisiones de corto alcance entre particulas. Un gas puede encontrarse
parcialmente ionizado, pero solo cuando se presentan dichos fenémenos se le puede considerar un
plasma. Debido a la fenomenologia asociada a esto, se llega a considerar al estado de plasma como
el cuarto estado de la materia.

e+ A— AT +2e Ionizacién por colisiéon
hv+A— At +e Fotoionizacion

AT +2e -+ A+e Recombinacién de tres cuerpos
At +e— A+ hvy Recombinacién de dos cuerpos

Tabla 2.1: Procesos de ionizacién y recombinacién en un plasma [2].

Los procesos que estimulan la ionizacién pueden ser asociados a colisiones o interacciones
radiacién-materia. La tabla muestra sus expresiones simbolicas y las de los procesos contrarios
(de recombinacién). En una condicién de equilibrio termodindmico los procesos de ionizacién y los
de recombinacion se generan en la misma tasa. Hay multiples modelos para describir el estado de
plasma y caracterizarlo.



2.2. Magnetohidrodinamica MHD

El modelo de particulas individuales (descrito en el apéndice no considera que la dinamica
de las particulas también genera campos electromagnéticos, en este sentido no es autoconsistente.
Por otro lado, obtener la solucion a las ecuaciones de movimiento para N particulas en un sistema
macroscopico es impracticable, por lo que para el estudio MHD se utiliza el mismo enfoque que
en la dinamica de fluidos clasica, es decir, se considera al plasma como un sistema continuo y se
analiza la dindmica de un pequeno volumen de este. El comportamiento microscopico entra en
escena con analisis mas complicados que incluyen, por ejemplo, coeficientes de transporte y de
momento, pero estos no se utilizan en este trabajo.

Los electrones e iones se pueden considerar como dos fluidos distintos que ocupan el mismo
espacio al tomar en cuenta que la frecuencia de interaccion entre particulas de la misma especie es
mayor que la de interaccién entre iones y electroneq'} Por esta misma razén se suele asociar una
temperatura distinta a los electrones 7T, y a los iones 7}, o una presién distinta a cada especie p.
y p;- Atn asi, este enfoque debe considerar la interaccion entre los dos fluidos, lo que lo vuelve
un enfoque mas completo pero también mas complicado del que es necesario en este trabajo y en
general para los andlisis de estabilidad y equilibrio en confinamiento de plasma.

La magnetohidrodinamica (MHD) se refiere al modelo fluido en el que se considera que una sola
especie de particulas constituye el plasma al promediar la dindmica del fluido de electrones y del
de iones. El modelo de MHD ideal es el modelo fluido mas sencillo, atin asi es capaz de describir
las propiedades macroscopicas de equilibrio y estabilidad en confinamiento de plasma, lo cual lo
vuelve muy valioso para el estudio de reactores de fusiéon nuclear. No se pueden describir muchos
fenémenos (entre ellos los asociados con las islas magnéticas) importantes con este modelo sin
mayores consideraciones, pero el simple hecho de describir a grandes rasgos la geometria necesaria
para el confinamiento es un gran avance. De hecho, las ecuaciones del modelo se tornan complicadas
para resolverlas analiticamente conforme se altera la geometria de confinamiento bajo estudio, por
lo que se vuelve necesario utilizar métodos numéricos. Resolver los problemas equivalentes en
modelos méas completos se vuelve muy complicado, incluso al buscar soluciones numéricas. Cabe
destacar que se debe utilizar el modelo para estudiar fenémenos con distancias caracteristicas
mayores al radio de Larmor de los iones Ayiup > rp v escalas de tiempo mayores al periodo de
ciclotrén mypp > 1/wy. Usualmente se utilizan como cota de referencia al radio y al periodo
asociados a los iones, pues estos son mayores a los de los electrones.

Para obtener las ecuaciones que rigen a este modelo se supone un plasma dominado por las
colisiones de Coulomb, es decir, interacciones electromagnéticas de corto alcance, no las ocasionadas
por campos externos. Esto no se cumple en genera]E]. A pesar de esta simplificacién, casi todos los
fenémenos analizados por este modelo no estan influenciados directamente por las caracteristicas
de las colisiones, por lo que las predicciones son correctas en un amplio rango. Por otra parte, estéd
restringido a escalas de tiempo lo suficientemente grandes como para suponer equilibrio térmico y
poder utilizar una tnica temperatura.

Las colisiones mantienen a las particulas de un fluido clasico confinadas parcialmente en un
volumen con radio caracteristico aproximadamente igual al camino libre medio. En un plasma, el
confinamiento parcial equivalente lo proporciona el radio de Larmor en la direccién perpendicular

ILa relacién real €s Vee ~ Ve; > Vi > Ve, donde vg; es la frecuencia de colisién del electrén con el ion. [6]

2La suposicién entra implicitamente al utilizar la distribucién de Maxwell o la presién cldsica [1, [3]. En este
aspecto es notoria la paradoja de Langmuir: la funcién de distribucion de los electrones se asemeja a la distribucién
de Maxwell mas de lo explicable por frecuencia de colisiones. Este fenédmeno se presenta en otro contexto pero
muestra que el problema no es tan grave o al menos que es bastante sutil.



al campd] por lo que el plasma se comporta como un fluido cldsico solo en esta direccién. En la
direccion paralela al campo se debe utilizar un modelo cinético mas completo. Se puede concluir que
la dindmica de un plasma es mucho més influenciada por su interaccién con campos magnéticos que
por colisiones, razon por la cual los modelos fluidos representan una simplificacién muy fructifera.

2.2.1. Promedios macroscoépicos

Para el estudio del modelo se utilizan funciones del tiempo y del espacio que representan can-
tidades fisicas relevantes como la velocidad, la temperatura y la presion. Estas estan asociadas
a volumenes 0V los suficientemente pequenos como para considerarse infinitesimales y lo sufi-
cientemente grandes como para contener un nimero grande de particulas (N ~ 10°); se busca
una descripcién macroscépica del sistema. La densidad se define como el nimero de particulas
N = N, + N; por unidad de volumen: ny = N;/dV, donde k representa electrones o iones. La
densidad en el modelo de un fluido cuasineutral es entonces

n = n; & ne. (2.1)

La densidad de masa es la cantidad de masa por unidad de volumen. Considerando la masa de los
elementos del fluido como m = m; + m, ~ m;, pues m./m; ~ 1073, tenemos

p = mn. (2.2)

La densidad de carga es la carga eléctrica por unidad de volumen. Al considerar solo un fluido,
formado por iones y electrones, adquiere la forma

o =e(n; —ne). (2.3)

En fusién nuclear controlada se trabaja con gases inicialmente neutros que se encuentran casi
completamente ionizados por las altas temperaturas. Se puede suponer que dentro de fluctuaciones
pequenas el plasma es cuasineutral, por lo que n. =~ n; y por ende o =~ 0. La velocidad media es la
media vectorial de las velocidades de cada particula contenida en el volumen analizado, y se puede
asignar a cada especie (k =i, e):

| N
(7 t) = ~ Zquk
Considerando la cuasineutralidad podemos expresar la densidad de corriente como
J = e(nal; — nett) ~ en(d; — ). (2.4)

La velocidad u representa la velocidad del centro de masa:

— mzﬁz + meﬁe — me
U= ———— R U + — U, (2.5)
Me + M m;

donde claramente la velocidad de los iones es mucho méas determinante que la de los electrones. El
momento promedio por unidad de volumen es

PU 2 NeMelle + nymytl; &= n(metle + mytd;), (2.6)

3Debido a esto, la intensidad del campo B determina también hasta que grado la fenomenologia se asemeja a
un fluido clésico con colisiones frecuentes.



por lo que la segunda ley de Newton (por unidad de volumen) es

. du ou
F=p—=p|—=—+u-Vu). 2.7
P p(@t ) (2.7)
Cabe notar la diferencia entre ambos lados de la ecuacién anterior: la derivada di/d¢ denota la
aceleraciéon de una particula del fluido conforme este se mueve por el espacio, mientras que su

desarrollo (0/0t 4+ i - V)i esta asociado a un volumen fijo en el espacio [7].

2.2.2. Balance de fuerzas

Si se aplica la segunda ley de Newton a un volumen pequeno del fluido se puede obtener la
ecuacion de movimiento asociada. Para esto, se deben considerar las fuerzas electromagnéticas
ademas de las consideradas en un fluido clasico. Bajo la suposicion de un medio isotrépico, se
puede representar la presion como una unidad escalar e ignorar los efectos de la Viscosidadﬂ La
fuerza que esta aplica sobre el volumen 0V se puede expresar como

—Jq{pdffz—/vpdv.

Esto significa que la fuerza por unidad de volumen que ejerce el volumen circundante de plasma
sobre cualquier punto es —Vp. La fuerza electromagnética por unidad de volumen, asociadas
a campos externos o fenémenos colectivos, esta dada por la fuerza de Lorentz: J(E + U X §),
mientras que la fuerza de gravedad es: nmg.

Al sumar la accion de todas las fuerzas obtenemos la ecuacién de movimiento del fluido a partir
de la ecuacion (2.7

dii e o o
p%:nm(%—kﬁ-Vﬁ):U(E+EXB)—Vp+nm§- (28)

Es usual despreciar la fuerza de gravedad nmg ~ 0 debido a la baja densidad del plasma.
La fuerza eléctrica es también despreciable respecto a las otras fuerzas si se considera un plasma
cuasineutral [6l [§], como los que se utilizan en fusién nuclear. Para el confinamiento magnético es
de sumo interés obtener el balance de fuerzas necesario para determinar un estado de equilibrio
mecanico y sin flujo, el cual queda determinado por

A /ot =0,
i =0.

Las consideraciones anteriores son aplicables a la ecuacion ({2.8)). Asi, obtenemos la ecuacién
crucial que expresa el equilibrio magnetohidrostdtico:

J x B = Vp. (2.9)

De aqui se observa que los vectores B y J yacen en superficies de presion constante:

—

B-Vp=
f-Vp

l

, (2.10a)
. (2.10D)

=l )

4Estos son bastante dificiles de estudiar y pueden estar relacionados con la vorticidad u otros efectos colisionales.
Pueden afectar la estabilidad de un reactor de manera complicada, por ejemplo, sus efectos son apreciables en las
fronteras de las islas magnéticas, lo cual es actualmente un tema de investigacién.



Ya que las lineas de campo magnético y de corriente estan contenidas en superficies isobaras, a
estas se les llama también superficies magnéticas.

2.2.3. Ley de Ohm

Como se aprecia en la definicién de la corriente ([2.4]), esta se debe a que los iones y electrones se
mueven a distintas velocidades, por lo que se debe recurrir al modelo de dos fluidos para estudiarla
con mas detalle. En este modelo se estima la interaccién entre ambas especies con una expresion de
tgansferengia de momento por colisiones, la cual debe ser simétrica por conservacion de momento:

R.; = —R,.. Si se considera el balance de fuerzas en este modelo se debe incluir también la
transferencia de momento entre ambas especies, lo que resulta en el sistema de ecuaciones:
di, = — I
Peqy = —en(E + U, X B) — Vpe + ped + Rei, (2.11a)
du; . = I
piE =en(E+u; X B) — Vp; + pig + Rie. (2.11b)

La ecuacion se puede obtener sumando las ecuaciones anteriores y utilizando p = p; + pe.
La transferencia de momento deberia depender de la diferencia de velocidades entre las especies y
ser proporcional a la densidad de ambas y a la carga de estas, pues las interacciones son colisiones
de Coulomb. Tomando 1 como una constante de proporcionalidadﬂ es razonable expresarla como

R = ne*n?(i; — ily) = mnve (i; — i), (2.12)

donde v,; es un pardmetro de frecuencia media de colisiones, cuyo valor es [0]

’I’L€2

Vg = —— 1. 2.13
1] (2.13)

La transferencia de momento se puede reescribir utilizando la ecuacién (2.4 como
Re.; = nne.J. (2.14)

Si se toma en cuenta que la movilidad de los electrones es mucho mayor a la de los iones se
puede asociar exclusivamente a estos la corriente eléctrica generada cuando se considera un plasma
solo bajo la influencia de un campo eléctrico. En este caso el sistema ([2.11a)) en estado estatico se
reduce a

—

enkE = R.;. (2.15)

Al comparar las dos ecuaciones anteriores se deduce que

J==, (2.16)

ST

que no es mas que la ley de Ohm comtn, lo que permite interpretar a n como la resistividad clasica.
Una expresién mas general se puede obtener si se multiplica la ecuacién (2.11al) por m; y se resta
a la ecuacién (2.11bf) multiplicada por m, para obtener

d . B
mimeng(ﬁi — i) = en(m; + me)E + en(meil; + mt,) X B

—

—meVp; + miVpe — (m; + me) Re;.

5A esta simple eleccién se le llama, resistividad escalar. Es una simplificacién con reparos pues en un plasma
magnetizado la resistividad depende de la direccién del campo magnético, donde su magnitud difiere por un factor
de 2 entre la direccién paralela y perpendicular al campo.



El segundo término del lado derecho de la igualdad se puede simplificar utilizando (2.4) y (2.6)):

Mmell; + mitle = mit; + metle + (me —my)(d; — ) = =0 — ———J.
n ne

Con esto y (2.12)) se obtiene

E+ﬁxB—nJ:—-mmtgﬂwm—wmjx8+mﬁm—mNm
ep e

En una condicién estatica y considerando que m; > m, se obtiene finalmente

— — — 1 — —
E+ux B=nJ+—(JxB—Vp,), (2.17)
en

conocida como la ecuacion de Ohm generalizada. El lado izquierdo de esta ecuacion representa el
campo eléctrico en un sistema de referencia que se mueve con el plasma. El segundo y tercer término
del lado derecho son llamados corriente de Hall y diamagnética, y son usualmente despreciablesﬁ.
Sin estos términos se obtiene la ley de Ohm clésica:

E+ixB=nlJ. (2.18)

El término de resistividad se vuelve pequeno conforme aumenta la temperaturaﬂ, sin embargo,
es importante pues es el tinico término disipativo de las ecuaciones involucradas en el modelo MHD.
Es la tnica expresion que presenta una manera transformar la energia almacenada en el campo
magnético, y por consecuencia, alterar la topologia de este. En particular, es muy ttil al analizar
la apariciéon de islas magnéticas por medio de reconexion magnética. En el caso n = 0 se obtiene
la ley de Ohm ideal:

E+ixB=0. (2.19)

2.2.4. Conservacion de Masa y Carga

Aqui se deduce la ecuacién de continuidad, que en nuestro caso expresa basicamente la con-
servacion de la masa en el cuerpo del plasma o de la carga total. Esto es algo contradictorio si se
toma en cuenta que justamente la masa no se conserva en las reacciones de fusion nuclear, pero
por desgracia este proceso es lo suficientemente infrecuente como para despreciarlo en una prime-
ra aproximacion. Por otro lado, normalmente el plasma se encuentra practicamente ionizado por
completo a la temperatura de operacién de un reactor, por lo que se pueden despreciar los efectos
de ionizacion y recombinacion y se puede aplicar el siguiente andlisis a los iones y electrones por
separado.

Consideramos un volumen V' contenido por completo en el cuerpo del plasma. Si n;(7,t) es la
densidad de particulas, la cantidad total de particulas contenida en el volumen es N = fv ndV y

el flujo de particulas que pasa por la frontera A = 9V es ¢ U - dA. La conservacién de particulas
requiere que dN/dt = 0, lo que implica

i ndV:—j{nﬁ-d/T.
dt Jy a4

6 Ambas son del orden rp,, /a, por lo que es llamada la aproximacién de giroradio pequefio. [6], 3]
"Tras un andlisis de las colisiones de Coulomb presentes en un plasma se obtiene la llamada resistividad de
Spitzer, que escala como n ~ T~3/2. Asi, el plasma es un gran conductor a altas temperaturas. [6]
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Al ser la frontera fija, la derivada temporal actia directamente sobre el integrando. Tras utilizar
el teorema de Gauss obtenemos la expresion

on
— + V. (nt)dV =0,
v Ot
que al ser vélida para cualquier volumen dentro del plasma se concluye que el integrando debe ser
nulo en cualquier punto de este, resultando en la ecuacion de continuidad:

on L
N + V- (nd) =0. (2.20)

Como ya se menciond, la ecuaciéon anterior es valida para iones y electrones por igual. Si a esta
ecuacion se le multiplica por la masa de la especie: d(mgny)/0t + V - (myni) = 0 con k = i, e,
se suman ambas ecuaciones y se utilizan las definiciones (2.1)) y (2.2)) se obtiene la ecuacién de
continuidad de masa:

ap L
5% + V- (pu) = 0. (2.21)

Tras multiplicar las ecuaciones de continuidad de cada especie por la carga de la especie corres-
pondiente (¢; = —qe = €), sumar ambas ecuaciones y considerar las definiciones (2.3) y (2.4)) se
obtiene la ecuacion de continuidad de carga:

Jo -
§+V-J—O.

Como parte de la aproximacion de cuasineutralidad, se puede despreciar el primer término de
la ecuacion anterior, por lo que la divergencia del campo de corriente debe ser practicamente nula:

V.-J=0. (2.22)

Esta propiedad no se considera explicitamente como una ecuacion del modelo, pues se puede derivar
a partir de la version de las ecuaciones de Maxwell que se utilizan en MHD ideal, en particular, al
considerar la divergencia de la ley de Ampere ([2.26b)).

2.2.5. Ecuacion de estado

Es necesario utilizar una relacién termodindmica para completar el sistema de ecuaciones por
resolver. Una aproximacién sencilla del transporte de calor es de la forma

P

pV
para alguna constante C. La potencia ~ varia dependiendo de las consideraciones termodinamicas.
En el caso de un proceso adiabdtico, donde se supone que el volumen infinitesimal bajo anélisis se
encuentra térmicamente aislado del resto del volumen, lo cual es valido para procesos suficiente-
mente rapidos, v es de la forma

—C, (2.23)

_ N+2
’Y - N )
donde N es el nimero de grados de libertad. En el caso de un gas ideal tridimensional, equivalente

aqui a un plasma de fusion nuclear, se tiene N = 3, por lo que la ecuacion de estado es

p o< pl3, (2.24)
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2.2.6. FEcuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell modelan los campos producidos por una configuracién de cargas y
corrientes. El sistema de ecuaciones completo es

V-B=0, (2.25a)
v E=2Z, (2.25b)
€0
_ OB

E=-"—" 2.25

V X TR (2.25¢)
= - OE

V X B= /loJ + Mto€o—=— (225(1)

ot

El régimen MHD introduce aproximaciones de orden|8]. La aproximacién cuasineutral [6], que
resulta ser equivalente a considerar fenémenos no relativistas (escalas de tiempo lentas) [3, 9],
permite despreciar el ultimo término de la ecuacion , la corriente de desplazamiento, para
conservar solo la ley de Ampere. Por otra parte, la ecuacién de Gauss es vélida pero solo es ttil
para determinar la densidad de carga o, la cudl es por hipdtesis muy pequena y no esta acoplada
a otra ecuacién, por lo que usualmente no se considera primordial en el modelo y se omite. Por lo
tanto, la versién simplificada de las ecuaciones anteriores que es utilizada en MHD edﬂ

_ 0B
E=-—="" 2.2
V X 5 (2.26a)
V X B = uyJ, (2.26b)
V-B=0. (2.26¢)

2.2.7. Principio de Energia MHD

Es posible demostrar que las soluciones a la ecuacién de equilibrio (2.9)) son estados que, bajo las
restricciones de conservacién de masa y flujo magnético, vuelven estacionaria la siguiente expresién

[0, [T, 2]
W—/(B—2+L>dv (2.27)
20 y—1 . .

Esta ecuacion representa la energia MHD de un plasma estacionario, donde el primer término
representa la energia magnética y el segundo la energia térmica. Si se supone un proceso adiabatico

p~ p7 (2.23), la conservacion de masa (2.20)) es equivalente a

op _ PO

de donde se puede encontrar la variacion temporal de la presio’nﬂ:

4 N 1.
di(pv*) = p~ (aﬂ)% + —Ulaz‘p) )
vp
Ip
ot
8l sistema completo debe incluir alguna versién de la ley de Ohm para determinar el campo eléctrico.
9Utilizamos la convencién de suma de Einstein por simplicidad (ver apéndice .

= —pd’ —v'O;p = —y0;(pv') + (v — L)v'O;p,
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dp

5 = (1= 1T Vp =V - (po). (2.28)
Al utilizar la ley de Faraday ([2.26a]) y la ley de Ampere (2.26b) se sigue que
g aé é - 1 — — — -
2.2 2 UxE=——V- (ExB)—E-J
po Ot Ho Ho

Se asocia una variable nueva al vector de Poynting y al flujo cinético:

— 1 — —
S=—ExB+——p7, (2.29)
Ho v—1

/v-gdvzyf§-dA,

y se utiliza la ecuacion ([2.28]) para obtener una expresion util para la variacién de la energia:

oW B OB 1 dp . Lo -
== (%-EwLﬁE)dV—/(U-Vp—E-J)dV—fS-dA.

Al usar la ley de Ohm (2.18]) y las condiciones de fronter $ S - dA = 0 se obtiene

%—Tz—/[ﬁ-(fxé—vanﬂ] v, (2.30)

Para resistividad baja n =~ 0 se puede ignorar el ultimo término en el integrando anterior. En
este limite resulta que el balance de fuerzas MHD ideal (2.9)) es la condicién para minimizar la
energia definida en ([2.27)):

se utiliza el teorema de Gauss

F=JxB-Vp=0. (2.31)

Debido a que el plasma se encuentra confinado, el flujo de energia sobre la frontera de este debe anularse.
Estas condiciones equivalen a asumir una pared conductora en la frontera del plasma. En su implementacién actual,

SIESTA (seccién solo contempla este caso.
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CAPITULO 3

Fusion Nuclear Controlada

En esta seccién se exponen brevemente las ideas detras del diseno de reactores nucleares moder-
nos, asi como algunos problemas que estos presentan y que son descritos correctamente a primera
aproximacién por el modelo expuesto en la seccién anterior. También se presentan las coordenadas
que se utilizan para analizar los fenémenos en las geometrias complicadas de los stellarators y se
analizan con estas problemas relacionados con la corriente.

3.1. Confinamiento magnético

Desde la concepcion de la fusion nuclear controlada han aparecido muchas ideas sobre como
podria ser un reactor de confinamiento magnético funcional. Hasta ahora los contendientes més
prometedores comparten la propiedad de tener la topologia de un toro.

Una forma elegante de mostrar que esto no es mera coincidencia se sigue de las ecuaciones de
estabilidad MHD ideal y del teorema de Poincaré-Hopf, que restringe la forma que puede
tener una superficie compacta si esta es tangencial a un campo vectorial sin singularidades. En
nuestro caso, si se busca que el campo magnético y el de corriente sean no nulos y no singulares
en un volumen finito, y que a la vez sean tangenciales a una superficie de presién constante, dicha
superficie debe tener la topologia de un toro [10].

La utilidad de utilizar un toro también se puede intuir fisicamente al tratar de evitar fugas de
combustible en reactores con topologia cilindrica. Es logico querer unir los puntos de fuga para
evitar este problema, y la topologia tridimensional resultante tras unir los extremos de un cilindro
es la del toro.

Consecuentemente, debido a las condiciones encontradas en , una linea de campo magnéti-
co o de corriente se mantiene sobre la misma superficie de presion constate. Estas superficies en
conjunto forman toros anidados sobre un eje magnético circular. La situacion se muestra en la
figura 3.1}
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magnetic axis

Figura 3.1: Las lineas de campo magnético se mantienen sobre la misma superficie de presion
constante. [9]

3.1.1. Transformada rotacional

Una consecuencia préactica de utilizar un toro es que la magnitud del campo magnético tiende
a ser mayor cerca del ojo de la dona, lo que ocasiona que el radio de Larmor varie en funcién del
espacio. Por otra parte, la curvatura de las lineas de campo introduce una fuerza centrifuga que
afecta la dindmica de las particulas, pues estas tienden a seguir las lineas de campo. El resultado es
una deriva media en las trayectorias de iones y electrones, en sentidos opuestos. Esta polarizacién
produce a su vez un campo eléctrico que genera otra deriva, perpendicular a ambos campos,
que empuja a ambas particulas a la region externa del toro con una velocidad proporcional a la
magnitud de los campos. Los detalles se exponen en el apéndice [A.2]

00 ele

(a) Toroidal (b) Poloidal

Figura 3.2: Direcciones angulares en un toro axisimétrico. [5]

Se pueden reducir estos efectos si se altera el campo magnético para que el sentido de las derivas
cambie a lo largo de las trayectorias de las particulas de modo que, en la media, se anule o al menos
se reduzca bastante la deriva neta. Esto se logra al utilizar un campo magnético tal que las lineas
de campo tengan torsién, en el sentido de que al dar una vuelta toroidal (camino largo a través
del toro) también haya un desplazamiento poloidal (camino corto) de las lineas de campo (figura
539).

Para cuantificar dicha torsién se define la transformada rotacional como el angulo poloidal
promedio que se desplaza, por revolucion toroidal, la intersecciéon de una linea de campo magnético
sobre una seccion transversal del toro (mapa de Poincaré). Si el angulo entre la vuelta toroidal &

15



y k + 1 es Ab, la transformada es el promedio en el limite de infinitas revoluciones toroidaled]

(figura [3.3)):

LN
¢ = lim —ZAek. (3.1)
k=1

N—oo N

Figura 3.3: Definicién de la transformada rotacional. [5]

La transformada rotacional no tiene porque ser la misma sobre distintas superficies magnéticas.

De hecho, usualmente varia respecto a la distancia al eje magnético (figura [3.4b)); a su razén de
cambio se le llama cizalla magnética, y es también un factor importante en cuanto a la estabilidad
del confinamiento. Su perfil radial se puede ajustar para contrarrestar los efectos adversos de la

deriva por campo eléctrico [13].

Magnetic
line !

(a) Transformada rotacional.[3] (b) Cizalla magnética.[5]

Figura 3.4: Torsion en las lineas de campo magnético.

!Cuando se trabaja con tokamaks, se acostumbra a utilizar el reciproco: ¢ = 27/t, llamado factor de sequri-
dad por su relacién con la estabilidad en esos aparatos. También es comun utilizar las correspondientes variables

adimensionales: ¢ — ¢/27.
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3.2. Experimentos modernos

Al momento de escribir este trabajo, dos disenos experimentales se presentan como los mas
prometedores para convertirse en reactores de fusién nuclear funcionales y rentables: el tokamak y
el stellarator. Su diferencia méas grande radica en la manera en la que producen la transformada
rotacional, pues muchas de sus otras diferencias derivan de esta eleccién. Existen tres maneras de
propiciar la torsién en las lineas de campo|[14]:

1. Una corriente toroidal dentro del plasma genera una componente poloidal del campo magnéti-
co.

2. Rotar la seccion transversal de las superficies magnéticas, suponiendo claro que estas no son
circulos concéntricos.

3. Modificar el eje magnético para que sea imposible encontrar un solo plano que lo contenga.

El tokamak utiliza la primer opcién mencionada, mientras que el stellarator prefiere alguna

combinacion de las otras opciones. A continuacion se describen sus caracteristicas a grandes rasgos,
con base en la exposiciéon més general en [14] y el anédlisis detallado de [15].

3.2.1. Tokamaks

Figura 3.5: Principio de funcionamiento de un tokamak.[16]

El tokamakf?] fue concebido en los 50s por cientificos de la ex-Unién Soviética como un posible
reactor de fusiéon. Es un aparato axisimétricoE] que genera el campo magnético toroidal con bobinas

2Acrénimo del ruso: toroidalnaya kamera magnitnaya katushka (cdmara toroidal con bobinas magnéticas).
3Simétrico respecto a rotaciones alrededor del eje central.
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externas que rodean al toro poloidalmente, mientras que el campo magnético poloidal se genera
indirectamente mediante una corriente toroidal inducida por un transformador externo. Todos los
tokamaks operan pulsadamente debido a que la corriente toroidal se debe inducir con un campo
magnético variable. El control de la corriente inducida no es muy fino, pues la forma de esta
es dificil de predecir. Ademas, la corriente da lugar a inestabilidades del plasma que limitan el
tiempo de confinamiento, pues se relacionan con rupturas suibitas del equilibrio que pueden incluso
ocasionar danos severos a los materiales cercanos al plasma.

Estos aparatos han sido los més estudiados, tedrica y experimentalmente, desde el inicio del
programa de fusion nuclear controlada. Su axisimetria es su mayor beneficio, facilita todas las areas
de estudio: diseno, simulacién computacional, teoria de inestabilidades, recopilacién de datos, etc.
Aunque aun presentan problemas, la fenomenologia del combustible confinado es la mas entendida,
y se han logrado muchos avances para combatir los problemas mencionados anteriormente. Existen
varias clases de tokamaks. Las diferencias entre ellos se relacionan a distintas elecciones para la
razon de aspecto, definida como la razén entre el radio que va del eje central del toro al eje magnético
(radio mayor RED y el radio del eje magnético a la frontera del plasma (radio menor a).

3.2.2. Stellarators

El stellarator fue concebido por Lyman Spitzer, un famoso astrofisico estadounidense, también
en la década de los 50s[22]. Sélo utiliza corrientes externas para inducir los campos magnéticos
requeridos. Generar una transformada rotacional con este enfoque implica un arreglo complicado
de las bobinas o una torsion de la camara de confinamiento. En ambas situaciones es imposible
mantener la axisimetria. La idea original de Spytzer utilizaba la segunda solucion, pero los expe-
rimentos modernos también utilizan la primera, pues incrementa la flexibilidad al poder controlar
la corriente externa.

Existen muchas variantes del stellarator bajo estudio (ver ﬁgura; las diferencias entre ellas
radican principalmente en la manera en la que se disenan las bobinas. En la mayoria de ellas se
utilizan bobinas helicoidales, es decir, que rodean a la camara de confinamiento poloidal y toroi-
dalmente al mismo tiempo, pero también es posible utilizar bobinas con disenos tridimensionales
optimizados que solo rodean al toro poloidalmente. El heliotron utiliza una serie de cables que
rodean al toro helicoidalmente y la corriente fluye en la misma direccion en cada uno. El heliac
modifica la estructura del eje magnético con una serie de bobinas circulares que rodean poloi-
dalmente al toro y cuyos centros siguen al eje magnético. También cuenta con un anillo toroidal
alrededor del cual se enrosca la camara de confinamiento. El helias utiliza una serie de anillos
tridimensionales (modulares) que envuelven poloidalmente a la cdmara. Se aplica el concepto de
cuasi—axz’simetm/aﬂ (poloidal en W7-X) para mejorar el confinamiento de las particulas. El diseno
de los anillos modulares es optimizado por computadora para reducir los efectos del transporte
neocldsicoﬁ] que afectan a los stellarators en general. El stellarator compacto utiliza también anillos
modulares de corriente y la cuasi-simetria (toroidal en el NCSX). En este caso, esta ocasiona de-

4El corrimiento de Shafranov usualmente evita que el eje magnético coincida realmente con Ry [17].

5El campo es cuasi-simétrico cuando la dependencia espacial del campo magnético se reduce aproximadamente a
una funcién bidimensional gracias al diseno de las bobinas. Dependiendo de la variable cuya dependencia disminuya
se habla de cuasi-poloidal, cuasi-toroidal o cuasi-helical. La simetria se asocia a la conservaciéon de un momento
candnico que resulta en drbitas mejor confinadas. [3]

SEl transporte cldsico se refiere al transporte que se presenta en un campo magnético uniforme y homogéneo. El
transporte neocldsico se refiere a las modificaciones que ocasionan la curvatura y el gradiente de intensidad en los
campos toroidales utilizados para el confinamiento magnético toroidal [9].
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(a) Helias W7-X (Alemania). [18] (b) Heliac flexible TJ-II (Espana). [19]

(c) Heliotron LHD (Japén). [20] (d) Stellarator compacto NCSX (USA). [21]

Figura 3.6: Variantes de stellarator.

rivas toroidales y la aparicion de una corriente de bootstrap importante. Se considera un hibrido
con un tokamak.

Las complicaciones de construccion relacionadas con la forma y posicionamiento de las bobinas
dejaron al stellarator en rezago respecto al tokamak durante varias décadas. Sin embargo, gracias a
las optimizaciones permitidas por los avances en ingenieria y el incremento de poder computacional
|Z|hoy en dia se presenta como una fuerte alternativa. De hecho, al eliminar la necesidad de una
corriente dentro del plasma, permite mayores tiempos de descarga que el tokamak. Se plantea
incluso la capacidad de mantenerlo en operacién continua, como es deseable para un reactor en
el futuro. La geometria intrincada ocasiona también un reducido control del confinamiento en
relacién a fenémenos como el transporte neoclasico. Ademads, la cantidad de plasma que maneja
en proporcion a su tamano es menor.

" Determinar el arreglo 6ptimo de las bobinas es un problema con muchos grados de libertad (50 a 4 respecto al
tokamak[20]) lo que complica mucho el hallar la mejor solucién.
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3.2.3. Perspectivas futuras

En un notable esfuerzo internacional, se ide6 ITER (en construccién ain), el tokamak més
grande de la historia, que planea ser el primer experimento de fusién nuclear que logre obtener més
energia de la que requiere para su operaciénﬁ Este proyecto no es rentable para ser un reactor real,
pero se planea que sea el tltimo paso antes de poder dar el salto a lo que seria energia sustentable
a base de fusién nuclear. Por otra parte, no existe un proyecto internacional de las dimensiones de
ITER enfocado en el stellarator, pero las extrapolaciones de experimentos actuales son optimistas
y predicen resultados similares a esa escala[l4]. Ambas perspectivas tienen que superar problemas
relacionados con el manejo de la temperatura en la frontera del contenedor, el manejo de neutrones
energéticos que activen los materiales circundantes y el control de inestabilidades. El tokamak
es mas benévolo desde el punto de vista de la ingenieria, mientras que el stellarator presenta
condiciones fisicas més favorables. En el futuro se tendra que determinar que enfoque es preferible
(0 hasta un un punto intermedio entre ambos) para lograr un reactor rentable.

3.3. Coordenadas magnéticas

Como se detall6 en la seccion en una situaciéon de equilibrio mecanico los vectores de
campo magnético B y de corriente J se encuentran en superficies de presién constante:

!

B-Vp=0, 3.2a)
J-Vp=0, (3.2b)

lo que se sigue de la ecuacién de equilibrio magnetohidrostatico en el régimen MHD ideal:
J x B = Vp. (3.3)

Para manejar esta situacién es conveniente introducir coordenadas magnéticas, donde una coor-
denada sea constante sobre las curvas de nivel de la presién y las lineas de campo magnético sobre
estas superficies sean funciones lineales en términos de las coordenadas angulares. Esta seccion
estd basada en la exposicién de [23]. En el apéndice [B| se resumen los elementos importantes para
trabajar con coordenadas curvilineas como las utilizadas este trabajo; una presentacién completa
de coordenadas magnéticas se puede consultar en [24].

Sean (p, ¥, ) coordenadas generales para describir la topologia toroidal (ver figura ﬂ En
este caso, la presién p es semejante a una coordenada radial con centro en el interior del toro y
y ¢ son coordenadas angulares tales que ¥ es periddica en la direccion poloidal (circuito corto a
través del toro) y ¢ en la direccién toroidal (circuito largo), ambas con periodo 27 (ver la figura

B-2). El jacobiano es (ver apéndice

J=J1=1/\/g=Vp- Vi x Vp#0. (3-4)

Para satisfacer la ecuacion (3.2al) directamente, se parte de la expresiéon del campo magnético

B = By(p,V,0)Vp x VI + By(p, 9, 0)Vep X Vp, (3.5)

8 Aproximadamente, se esperan producir 500MW del proceso de fusién con una inversién de 50MW durante un
periodo de 7 minutos[14].
9La coordenada 9 = 9(p) se puede considerar como una reparametrizacién de la presién: Vi) = /(p)Vp.
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Figura 3.7: Coordenadas generales para un toro. [23]

y se impone V - B = 0 (2.254) para obtene

B, 0B
VB - (Vp X Vi) 4+ VB, - (Ve X Vp) = <%—;+%> Vp - Vi X Vi =0,
donde ({3.4)) implica
OB, 0B,
P " aw

Al integrar la ecuacién anterior, notamos que By(¢ = 0) = By(¢ = 27) y utilizando la regla de

Leibniz tenemos que
8 2w
- / B1 d’l9 — 0,
¢ Jo

para toda p y ¢. Esto implica que, para una funcién g(p) adecuada, se puede expresar

2
/ By dv = g(p)-
0

Un desarrollo andlogo para B y alguna funcién h(p) permite expresar los coeficientes como

_9f 9
Bl_8ﬂ+ o2
~_9f  h(p)
B2 = (990+ 27’

para alguna funcién f(p,d, ). Al usar funciones auxiliares ¥ (p), x(p) v A(p, 9, ) tales que

10 Se utilizan las identidades

21



los coeficientes magnéticos se reducen a

O\
By =1/ 14+ — .
=14 55) (5.6)
oA
By =X'(p) — V' (p)=—. 3.7
2= X'(p) ¢(p)asp (3.7)
Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacion (3.5]) se obtiene
~ oA oA
B=(1+4 = VY X VI+Vp X Vy——Vp x Vi,
09 Op
donde al sustituir una nueva variable angular
0 =9+ Ap, 7, ), (3.8)
resulta finalmente la expresion
B =V x Vi + Ve x Vy. (3.9)

Esta es la representacion de B en coordenadas magnéticas. Los términos del lado derecho son
la componente toroidal y la componente poloidal, respectivamente. Por construccién, se ha con-
siderado a y sélo como funcion de v; su derivada se define como la transformada rotaciona

dx
=, 3.10
) = 5 (3.10)
cuya importancia se aprecia notando lo siguiente

d)  B-VO (VexVx) VO (VOXVy) Vx
dp  B-ve (Ve xV0)-Vo (V0x V) Vi

L(1h). (3.11)

Asi, la transformada rotacional indica cuantas vueltas poloidales gira alrededor del eje magnéti-
co una linea de campo magnético por cada giro toroidal. Si la transformada es racional « = n/m,
cada linea de campo regresa a su punto de partida (médulo 27) tras m vueltas toroidales:

O(m) = 0y + 2mme = 6y + 27n. (3.12)

Si ¢ es irracional, las lineas no se cierran sobre si mismas y recorren ergddicamente toda la
superficie. Al ser la transformada rotacional constante sobre una superficie magnética se deduce
que las lineas de campo magnético son rectas en términos de las coordenadas magnéticas. El
jacobiano de las nuevas coordenadas es

1/J = (Vi x VO) -V =B V. (3.13)
Notando que B - V0 = Vy - (V8 X V¢) v Vib = Vx dip/dy se obtiene:

R )
/B dS = / / JB - Vdido = 2mib, (3.14a)
0 0

L Vo _
/B -dS = / / JB -VOdipde = 2ry. (3.14b)
o Jo

"Ta definicién (3.1)) es equivalente bajo la suposicién ¢ = +(1)). Esto se muestra en [3, [12] para casos simples.
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Con esto es posible dar una interpretacion fisica a estas coordenadas: representan el flujo
magnético en direccién toroidal y poloidal contenido hasta cierta superficie magnética, etiquetada
por 1. Por ende, a las superficies magnéticas se les llama superficies de flujo. A las funciones que
son constantes sobre estas superficies se les llama funciones de flujo, como hemos supuesto a la
transformada rotacional.

Debido a la similitud de las ecuaciones , se pueden aplicar los argumentos anteriores a la
corriente también, en especifico, para algunas funciones I(v), G(v) y K(v,0,¢), la corriente tiene
la siguiente representacion:

piod = J1VY X VO + S,V X Vi, (3.15a)
oK

h=——g + 1), (3.15b)
oK

También debe ser posible obtener de la ley de Ampere (2.26b): V X B= ,uof, entonces debe

ser valida la siguiente expresién para el campo magnético:

—

B=1IV0+GVp+ KVi+ VH. (3.16)

donde H (1,0, ¢) es una constante de integracién.

3.3.1. Coordenadas de Boozer

En la seccién anterior se utilizaron coordenadas generales ¥ y ¢, y se introdujo 8 = v + A
para simplificar la expresién final . De hecho, es posible modificar el angulo toroidal original
¢ a conveniencia y redefinir el dngulo poloidal final # acordemente para volver a obtener .
Sea w = w(1, 0, ) una funcién periddica en las variables angulares. Sustituyendo las variables
originales por

0 =0+ w, (3.17a)
Y =¢+uw, (3.17b)
la representacion (3.16) mantiene su forma B=1V0+ GV + KV + VH con

H=H+ (+G)w,

~ d
Las coordenadas de Boozer [25] eliminan H con la eleccién apropiada de w:
H
= 3.18
n oI+ G’ (3.18)
de modo que, al considerar las variables con tilde como las nuevas coordenadas se tiene
B=1V6+GVp+ KVi. (3.19)

El Jacobiano asociado se obtiene del producto escalar entre la representacion contravariante y
covariante del campo, las ecuaciones (3.9) y (3.19)), respectivamente:

! = (Vi x V) X Vp = b
\/§_ SO_LI—I—G'

(3.20)
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3.3.1.1. Deriva radial

Cabe destacar que el denominador de ([3.20]) depende de v, de modo que el jacobiano tinicamente
es funcién de la superficie magnética y la magnitud del campo:

J=f(y)B>. (3.21)

Esto es 1til al analizar la difusién radial de una particula. Para esto se descompone la derivada
direccional en componentes perpendiculares y paralelas al campo magnético:

7= 7y +vyb. (3.22)

En estado de equilibrio, se puede demostrar que la ecuacién radial del centro guia en coordenadas
de Boozer es

% = (Fg + U”g) -V = 7%’9 -V = ( (3.23)

2F — uB I 9B G 0B
dt

eB J+Gdp J+Go0|’

donde F = m(vﬁ—i—vi) /2y 1 =muv? /2B son constantes de trayectoria [3]. Asi, la deriva no depende
de la naturaleza vectorial del campo. Es esta propiedad la razon por la que se puede optimizar el
confinamiento con las configuraciones cuasi-axisimétricas mencionadas antes.

3.4. Corriente de plasma

Debido a la ecuacion (3.3)), en el régimen magnetohidrostatico la densidad de corriente se puede
descomponer en una parte paralela y otra perpendicular al campo magnético [23]:

J = J||g+ J_l, (3.24)

donde b = B / ]é |. Si se sustituye la expresién anterior en (2.31)) y se considera el producto vectorial
con el campo se obtiene

Bx (JxB)=Bx(J.xB)=(B-B)J, —(B-J.)B=BJ, =B x Vp,
de donde se observa que una corriente perpendicular de la forma

a_B?XVp

J1 = (3.25)

es suficiente para satisfacer la ecuacién de equilibrio. Sin embargo, esta no garantiza la condicién
(2.22), V - J =0, pues la divergencia de la corriente perpendicular (diamagnética)

e (L)

no tiene porqué anularse en general. Por otro lado, las ecuaciones ([2.22)) y (3.24)) implican

g JH — — JH
v.-J, =-V-[Z2B)=_8B. ] 9
J \V4 ( ) V< , (3.26)

12¥a, que por [2.10D): V- (B X Vp)=Vp- VX B—B-V X Vp=puoVp-J =0.

T 1 = g 1 — 1 —
V-Jl:§V~(vap)+(3xvp)-v<§>:(vap).v(§>23.
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por lo que se debe cumplir la siguiente condicion:

vva(Bz)Jrv(‘g)} 0. (3.27)

Al expresar la corriente paralela como

B-

JyB)B
Ji = u(¥,0,9)p' (V) B + %, (3.28)
se satisface la condicién (3.27)) si u(v, 0, ¢) cumple la siguiente ecuacién diferencial magnética:
, , 1
B-Vu=—(BxVy)-V (§> , (3.29)

al fijar la condicién (uB?) = 0. El primer término del lado derecho de (3.28) es la corriente de
Pﬁrsch—SchlﬁterE mientras que el segundo representa cualquier otra corriente no generada por
induccién, e.g., corriente bootstrap o de Ohm. Asi, la densidad de corriente es

J= % + (uw, 0, ) (1) + <<‘]Bf>>)§. (3.30)

3.4.1. Problemas en superficies racionales

Las coordenadas de Boozer son de utilidad en este contexto pues permiten notar que bajo la
suposicién de superficies magnéticas anidadas alrededor de un sélo eje magnético implica una di-
vergencia en la corriente sobre las superficies racionales. Para ver esto, es 1til utilizar los desarrollos
de Fourier en coordenadas de Boozer del inverso del campo y de la funcién de corriente:

77Z) 07 QD Z umn z(m@—bcp)7 (331&)

= thn i (mo=b¢), (3.31b)

Al sustituir estos desarrollos en la ecuacién ((3.29) con la expresién covariante del campo magnético
(3.19) y utilizar las identidades del pie de pagina [10|se obtiene la ecuacion

(me — n) Uy (V) = —(nd + MmG)hypn (V), (3.32)

cuya solucién en el espacio de Fourier es

() = PG 00) 4 A — ). (3.33)

me—mn

Lo importante aqui es notar las singularidades que aparecen en los coeficientes encontrados.
La aparente singularidad asociada a la delta de Dirac sobre las superficies resonantes 1,,, con
¢ = n/m desaparece al estudiar el efecto que tiene la ley de Ohm y sus implicaciones en la difusién
[12, 23] 25]. Sin embargo, para estudiar la singularidad en el denominador del primer término de
la ecuacion anterior es necesario abandonar la suposicién de superficies magnéticas anidadas sobre
el mismo eje, como se muestra en la seccién 4.2.2

13También es llamada corriente de retorno, pues evita la acumulacién de carga, mantiene la continuidad de la
corriente y se cierra a lo largo de las lineas de campo magnético. Asi, fluye sin oposicién y no afecta el balance de
fuerzas [26].
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CAPITULO 4

Islas magnéticas

4.1. Reconexién magnética

La reconexién magnética se refiere al cambio en la topologia de las lineas de campo dentro
de un plasma. En términos practicos, estas parecen romperse y re-unirse de manera distinta a la
original, formando nuevos configuraciones del campo, como se muestra en la figura 4.1 esto sucede
cuando alguna componente del campo magnético se anula. Este fenémeno es causado por procesos
internos o alguna perturbacion externa.

El fenémeno es importante porque el cambio que se genera en la forma del campo repercute
en la configuracion de equilibrio e implica una liberaciéon de la energia almacenada en el campo
magnético. La re-conexion magnética estd relacionada con la dinamica de plasmas en la magne-
tosfera terrestre y en la corona solar, y también aparece en aparatos de confinamiento para fusion
nuclear. En estos tltimos, el plasma queda descrito a primera aproximacién por un estado de MHD
ideal pero, al incluir la resistividad, una perturbacién puede romper las superficies de flujo.

Figura 4.1: Bosquejo del proceso de reconexién magnética. [27]
Este fenémeno aparece considerando MHD con resistividad, pues esta permite disipacién en la

energia almacenada en el campo. Sin embargo, sus predicciones no siempre coinciden con los datos
experimentales, por lo que so6lo se le puede considerar como una explicacion simple y cualitativa

26



a un fenémeno en el que participan muchos otros procesos. Un ejemplo de ello es la llamada re-
conexion rapida, que se asocia a efectos complicados en los modelos de Vlasov y de dos fluidos
[28, 29]. Al considerar algunos términos de la ley general de Ohm omitidos en este trabajo también
se puede inducir reconexion. Se puede mejorar la aproximacion de MHD resistiva si se considera
la apariciéon de una resistividad andmala apropiadaE] y entonces el problema fundamental debe
explicar los fenémenos asociados al cumplimiento de dicha hipdtesis.

Aunque a primera vista esto parezca un fendmeno local [27], este depende también de aspectos
globales como las condiciones a la frontera, aunque estos son menos comprendidos atin [29]. La
aparicién y dindmica de re-conexién magnética es un tema de investigacién actual en el area de
fisica de plasmas [|

\\"-’ eagotd an”
Au )\ /(,{-

D
R

Figura 4.2: Mapa de Poincaré con islas magnéticas. [I]

4.2. Islas Magnéticas

La reconexion ocasiona una desviacién inevitable de la topologia ideal. En particular, pueden
aparecer superficies magnéticas centradas en un eje distinto al eje magnético original, formando
superficies toroidales independientes. A dichas estructuras se les llama islas magnéticas, por la
forma que trazan, como se muestra en la figura

La aparicion de islas magnéticas se debe a inestabilidades del plasma o a perturbaciones externas
que rompen la simetria, por lo que son inevitables, aunque en un stellarator se puede controlar
hasta cierto grado su tamano con un buen diseno del campo magnético. Estas estructuras presentan
fenémenos desfavorables para el confinamiento pues permiten una mayor transferencia de calor y
material sobre sus superficies magnéticas independientes y por ende en la direccion radial global.
Pueden incluso llevar a la ruptura secuencial de superficies magnéticas centrales. Sin embargo,

!Este detalle es aprovechado en el cédigo SIESTA, descrito en la seccién
2Una teorfa moderna que pretende explicar el fenémeno se encuentra en [30)
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estas caracteristicas se pueden utilizar en la frontera del plasma como métodos auxiliares para el
funcionamiento de la placa diversora.

4.2.1. Modelo bidimensional

Con el fin de ilustrar la naturaleza del fenémeno se considera primero un caso bidimensional
sencillo donde una perturbacién periédica induce la aparicion de islas magnéticas. Supongamos
que tenemos un campo magnético de la forma

—

B = (0, B,z), (4.1)
el cual se obtiene de un campo escalar:
B,
U(x,y,z) = 712, (4.2a)
B=%:xVU. (4.2b)

El campo escalar representa el flujo magnético que atraviesa una trayectoria ficticia que va del
origen al punto (x,y). A este campo se le anade una perturbacién periédica

U = Acos ky, (4.3)

donde A < 0y k > 0 por conveniencia.

Figura 4.3: Islas magnéticas en un modelo plano. [9]

Las superficies magnéticas son las curvas de nivel del potencial escalar: Uy = ¥ 4+ U = ~, donde
~ es una constante arbitraria. De aqui se obtiene la condicion:

2
x::i:\/g (v — Acosky). (4.4)
La separatriz’| corresponde a v = —A. En el intervalo y € [—7/k, 7/k| se tiene que x > 0 E| y en la
frontera x = O°| El ancho de la separatriz es:
A
0r = 2Xmar = 4 %(J, (4.5a)
2m

3Se le llama separatriz a la frontera de las islas magnéticas porque separa lineas de campo cerradas de lineas de
campo abiertas; su ancho es considerado el ancho de la isla.

4Los centros de estos intervalos son los centros de las islas, llamados puntos O.

5A los puntos donde las separatrices de dos islas contiguas se tocan se les llama puntos X.
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Se concluye que la forma en la que se perturba el campo modifica las dimensiones de las
islas magnéticas resultantes, de manera que la periodicidad de la perturbacion corresponde a la
periodicidad en la cadena de islas resultante y la amplitud de la perturbacion afecta la de las islas
como: 0, ~ \/W , una relacion que se cumple aun en casos mas generales.

4.2.2. Representacién general

Es posible mantener la expresion utilizada hasta ahora para el campo magnético sin
utilizar coordenadas de flujo, que suponen la existencia de superficies magnéticas anidadas. Es-
tas coordenadas generales son llamadas coordenadas candnicas, y son especialmente ttiles para
obtener una estimacion del ancho de las islas magnéticas que aparecen en una configuracién no
axisimétricas, asi como para estudiar el caos hamiltoniano que puede aparecer en estos sistemas.
El andlisis que se muestra a continuacién se encuentra en [23], 31].

Sean (r, 6, p) coordenadas generales en cuyos términos se puede expresar el potencial magnético
de manera covariante como

A= AVr+ AgVO + A V. (4.6)

Si se introducen los términos

o(r,6,0) = / A(F,0, ) dF |

dg

= Ay — =

¢ 9 897
dg

=—A —
X §0+a(p7

donde r, es arbitrario, se puede reescribir la ecuacién €como
A=V — Vg + Vo, (4.7)
y entonces se obtiene una representacién general para el campo magnético:
B=V X A=V X V0+Vpx Vy. (4.8)

Que y sea funcion de 1 solamente es la condicion para que existan superficies magnéticas, debido
a que asi se cumpliria la condicién B- V1 = 0. Sin embargo, la expresion no presupone dicha
hipdtesis, por lo que es valida atn en la ausencia de superficies magnéticas.

La representacion anterior permite notar que las ecuaciones que describen las lineas de campo
se comportan como un sistema hamiltoniand}

%:B'.V@/):(V@XVX)'V¢:_(V¢XV¢)'VX:_8_X (4.9a)
dp ~ B-vp (VOxVO)-Vo  (VoxVy)-Vo — 06 |
dgz_’.VH_(V@XVX)'VQ_(VQXVW)'VX_a_X (4.9b)

dp B-vp (VOXVO) Vo (VOXVp)-Vi 9

6Un sistema hamiltoniano semejante se obtiene considerando particulas cargadas con masa despreciable en
ausencia de campo eléctrico. Si se considera el teorema del flujo magnético en MHD ideal se puede establecer una
conexién cualitativa entre ambos sistemas.
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La funcién x = x (v, 0, ¢) se puede desarrollar en una serie de Fourier:

X(¥,6,¢) + > X)) (4.10)

m,n#0
donde el primer término del lado derecho aislado corresponde a una situacion carente de pertur-
baciones (y por lo tanto de islas). Las ecuaciones (4.9)) se vuelven:

d9 Z N (1) m0-12).
mn£0
— Z Xonn (1) 1M0=79)
mon#£0

donde «(¢) = dxo/dy es la transformada rotacional. Si se consideran perturbaciones pequenas,
se cumple que Y, < Xo, que representa una situacion cercana a tener superficies de flujo bien
definidas. En este caso se puede integrar el sistema y obtener:

0 = ‘90 + L(¢O) @, (411&)
an ¢0 eilm me —n
=1+ Y e mBo-+(me(o)—n)g] (4.11b)
m,n#0

mode
rational
surfaces

Figura 4.4: Aparicién de islas sobre superficies resonantes.[J]

Los coeficientes de Fourier divergen sobre las superficies racionales, es decir, donde se cumple:
t(19) = n/m. Estos modos deben ser especialmente importantes, por lo que se desprecian todos
los demaés en el desarrollo (4.10]) para el analisis. Entonces:

X(¥,0,¢) = xo(¢ )+f(¢, ,w) (4.12a)
F@,0,0) = > Xon(t) —¥o)m), (4.12b)

t=n/m

Es conveniente utilizar una nueva variable a = 6 — ni(¢), que al sustituir en (4.7)) resulta en una
forma similar:

A=yVa—xu(,a)Ve, (4.13)

con la funcién auxiliar
xu (Y, @) = xo(¥) + f(¥, @) — t(vo) (¥ — o). (4.14)
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Este hamiltoniano es integrable, al ser independiente de la variable toroidal ¢ (equivale a la va-
riable temporal clésica), y describe la formacién de islas magnéticas alrededor de las superficies
resonantes. Al desarrollar (1) en serie de Taylor alrededor de vy hasta segundo orden se obtiene

7 2
xa(v,0) % xa(w) + =0 4 p, ), (1.15)
La constante no es importante para el sistema de ecuaciones, por lo que se puede omitir. Las curvas
de nivel de este son las lineas de campo magnético en el plano poloidal. Cuando xgz < min(f) las
lineas de campo no tienen restricciones sobre «, y corresponden a superficies magnéticas semejantes
a las que se presentan en ausencia de perturbacion, sélo distorsionadas. Por otro lado, cuando
xu > min(f) las lineas estan atrapadas, pues sélo toman valores de « restringidos. Las superficies
que trazan estas lineas tienen la topologia de toros cuyos ejes magnéticos rodean helicalmente el
eje magnético original, trazando islas sobre mapas de Poincaré a angulos constantes. La separatriz
es la curva de nivel con yy = min(f).

La forma de las islas depende del desarrollo f (v, ), que a primera aproximacién resulta

Xg(wo)(?ﬁ - ¢0)2
2

xXu (¥, o) = + 2Xmn COS M, (4.16)

es decir, un sistema equivalente al péndulo simple. La separatriz de las islas corresponde a xy =
2Xmn, €N CUYO CASO

4Xmn (1 — cosma)
— g = + , 4.17
’l/} wo \/ L/<'l/10) ( )
y el ancho de la isla es
32Xmn
Ar = 2Ay = . 4.18
v V(%) ( )

4.2.2.1. Observaciones

Se puede pensar en que es necesaria una corriente adecuada dentro de cada isla para anular la
transformada rotacional de estas y asi eliminarla. Este es el origen de la singularidad de corriente
mencionada al final del capitulo anterior, donde no se consider6 la aparicién de estas estructuras
[23].

El tratamiento expuesto solo es valido cuando el ancho de las islas correspondientes a distintas
superficies resonantes no estén cerca de traslaparse (criterio de Chirikov [32]). En caso contrario,
el campo magnético puede tornarse cadtico, y la existencia de superficies magnéticas sélo esta
asegurada para perturbaciones suficientemente pequenas, como se sigue del teorema KAM [31].
Cuando el campo es cadtico surgen también problemas conceptuales, como la aparicién de infinitas
singularidades en los perfiles de corriente y el gradiente de presion, y las soluciones numéricas
se complican pues, bajo la ergodicidad, los fenémenos a escalas pequenas se deben tomar en
cuenta[33]. Ademds de esto, cerca de las separatrices de las islas, fenémenos no contemplados
por MHD resistiva son fuertemente influyentes, como el transporte neoclasico, la turbulencia o la
viscosidad, y puede incluso suceder que las islas desaparezcan. Los resultados de MHD resistiva
son s6lo una primera aproximacién al fenémeno; una teoria de equilibrio que incluya todos los
fenémenos disipativos atin no esta disponible [34].

31



CAPITULO b

Cédigos de equilibrio magnetohidrodinamico

En la préctica, el diseno final de un reactor de fusién nuclear se vuelve muy complicado debido a
todos los fenémenos que deben controlarse de la mejor manera posible. En términos de estabilidad,
es crucial un diseno adecuado de las bobinas que generan los campos magnéticos para confinar
el plasma, en especial en un stellarator donde los disenos pueden ser muy complicados. Para
optimizar el diseno es necesario utilizar c6digos numéricos que simulen el comportamiento del
plasma bajo diversas configuraciones y asi elegir la méas adecuada. Por otra parte, también es
importante reconstruir el estado de plasma por medio de mediciones experimentales indirectas.
Los codigos que se describen a continuacion sirven para determinar la forma que adquiere el
plasma bajo configuraciones de campo magnético dadas y han sido optimizados para ser capaces
de manejar resoluciones muy altas en tiempos razonables.

5.1. El cédigo VMEC

El c6digo VMEC (Variational Moments Equilibrium Code) fue creado en la década de los 80s,
principalmente por S.P.Hirshman en el laboratorio nacional de Oak Ridge. Hoy en dia es muy
popular debido a su fiabilidad y velocidad para determinar configuraciones de equilibrio tridimen-
sionales en experimentos modernos como TJ-II y Wendelstein 7-X, o como ITER en el futuro. Se
ha utilizado como una herramienta de andlisis posterior a la realizacién de los experimentos de
fusién controlada. Recientemente fue optimizado para ser ejecutado en paralelo [35, 6], pues se
busca que en el futuro sea capaz de llevar a cabo diagndsticos en tiempo real.

VMEC utiliza el principio de minima energia y un método variacional para derivar las ecuacio-
nes de equilibrio en forma conservativa y utiliza un algoritmo modificado de descenso de gradiente
para resolverlas. En esta seccion describimos sélo a grandes rasgos su funcionamiento; para mayores
detalles se deben consultar los articulos originales [37, 38], o visitar el sitio de internet VMECwiki.

El cédigo requiere como parametros de entrada dos perfiles dados en funcién de la coordenada
de flujo que etiqueta las superficies magnéticas, a saber, el perfil de presion y el de la transformada
rotacional o el de corriente. Ademas, cuenta con dos modos de operacion: frontera fija o libre. Para
el primer modo se especifica la forma de la superficie externa, mientras que en el 1ltimo modo la
frontera se determina durante el proceso iterativo acorde al campo magnético externo, el cual debe

32



ser especificado.
Los resultados de VMEC pueden ser utilizados como punto de partida por cédigos independien-
tes para analisis de estabilidad, transporte o fenémenos asociados a modelos MHD mas generales.

5.1.1. Ecuaciones relevantes

VMEC utiliza las coordenadas magnéticas descritas en la seccion . La representacion ((3.9)
es particularmente importante, pues garantiza las condiciones V- B =0y B -Vp = 0:

B =V x VO+ Ve x Vx = B’éy + B%,. (5.1)

En el cédigo se utiliza un parametro p € [0, 1], una biyeccién al flujo magnético contenido hasta
esa superﬁciﬂ para etiquetar las superficies magnéticas, por lo que p = p(p). Resulta importante
para la convergencia acelerada de VMEC el hecho de que el angulo 6 es una reparametrizacion

B3):

0 =194+ Ap,9,9). (5.2)

Si se sustltuye la representacién (|5.1]) en la ecuacién de equilibrio magnetohidrostético (2.9)): F =
Vp — Jx B=0 y se utiliza la ley de Ampere, se obtiene la fuerza en la forma

F=F,Vp+ Fsf, (5.3)

con las siguientes definicion:

1 0By 0B = dp
F,= B’ B¥—2 - B.VB — 5.4
g uo( B 7 v”)+dp’ (542)
1 B B
Fy = (8 e 0 ’9) , (5.4b)
Ho~/g dyp
3 =/g(B*V6 — B'V). (5.5)
Aunque las coordenadas magnéticas @ = (aq, g, a3) == (p, ¥, p) son més convenientes para

trabajar con las ecuaciones involucradas, para fines de visualizacion y andlisis experimental las
coordenadas cilindricas & = (z1, x2, x3) = (R, ¢, Z) son mas adecuadas. Utilizando las propiedades
de transformacién de coordenadaﬂ (apéndice|B)) se obtiene la siguiente expresion para la magnitud
del campo magnético:

|BI* = (bR, + R*0; + ) /9, (5.6)

donde b; == /g Vx; - B son las componentes cilindricas del campo magnético.
Para poder variar la energia (2.27)), se supone que tanto las coordenadas cilindricas & como el
parametro de reparametrizacion A dependen de una variable temporal ficticia ¢:

dW BE  NOvG, 1 dbR , dby by, dR
b R“b by;—— b R— || dpdddy.
/[ (QMO ) Ty a7y ar )| P

IPuede ser el flujo poloidal o toroidal, pues estos estén relacionados por la transformada rotacional.
2Se asume que el jacobiano es no negativo V9 2 0, lo que equivale a asumir que s6lo hay un eje magnético.
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La variacién también se puede expresar en términos de las coordenadas de flujo aplicando la regla
de la cadena sobre las componentes del campo y la definicion del jacobiano como

dWw dz; dA | BJ? dz;
o = —/ <F 7 Fy dt) dpdddp — / \/_8901 < + ) T dddyp, (5.7)
donde el 1iltimo término es superficial y las componentes de la fuerza MHD son:
F\ = @/\/gF), (5.8)
da; (| B2 )] NG Vv ( |BJ? RY(B - V)2
F, = ]< +p)| + X2V [(MB-Va) B+ 6,2 | S p - ——— )
[\/— Ox; P Lo ( B+ 6 R\ 2m 7 Lo

con A = A3 = 1,Ay = R% En VMEC se elige el dngulo cilindrico igual al 4ngulo toroidal de las
coordenadas de flujo: ¢ = ¢ , con el fin de simplificar las ecuaciones, en particular las expresiones
de la fuerza, que al definir P := R(p + |B|*/2p0), son las siguientes:

%) o) (O %) ¢
Fr= ap(ZﬂP) 819( P+ 1y (819 (B"br) + a—(B% )) \g (g — %) , (5.9a)
F, = —%(Rﬁp) a%(R P) + g ( ddﬁ (B"bz) + 83(3%2)) (5.9b)

Respecto a las condiciones de frontera externa (p = 1) se consideran dos posibilidades: fija o
libre. En el primer caso se especifica la forma de esta a través de los coeficientes de Fourier y en el
segundo sélo se busca la continuidad de la presién total y que se anule la componente normal del
campo magnético. Para el eje magnético (p = 0) sélo es necesario asegurar la consistencia de las
variables fisicas en su cercania respecto a las coordenadas utilizadas.

5.1.2. Métodos numéricos

Las transformaciones restantes entre ambas coordenadas quedan descritas por

R = Ro(p) +or(p,V,v),
Z = Zy(p) + oz(p,V, ),

para og y oz funciones periédicas de ambos angulos. Con el angulo cilindrico fijo, el pardametro
A es ahora la tnica cantidad que falta considerar con detalle. Se redefinen entonces (1, za, x3) =
(R, \, Z) vy, aprovechando la periodicidad anteriormente mencionada, se realiza un desarrollo de
Fourieif’| sobre estas:

ZXm" exp[i(my — ny)], (5.10)

con la restriccién de coeficientes conjugados simétricos X7 = (X i ™7™)* por ser cantidades reales;
la periodicidad de X implica que X§° = 0. Este desarrollo se sustituye en ([5.7)), ignorando el término

superficial, para obtener
dW oxym
—=— [ (F"")"——dV, 5.11

dt / E) =5 (5.11)

3En la practica, VMEC supone que se trabaja con simetria de stellarator para reducir el nimero de ecuaciones
por resolver, por lo que el desarrollo se simplifica (ver ([5.16))).
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donde ahora (F, Fy, F3) = (Fg, F\, Fz) y los coeficientes de Fourier dados por

mn __ 1 .
Fm = iy //Fjexp[z(mﬁ —nep)|ddde. (5.12)

Son justamente estos coeficientes los que se deben anular en equilibrio MHD ideal, por lo que
el objetivo principal de VMEC es resolver las ecuaciones
Fm =0, (5.13)
para j = 1,2,3 y m,n determinados por la precisién con la que se desee trabajar. Para esto se
utiliza un método iterativo que reduce dWW /d¢ de manera mas rapida utilizando un esquema de
Richardson de segundo orden, que implica resolver
PX i roxm

= [mn 5.14
] i (5.14)

donde el valor éptimo de 7 respecto a la rapidez de la convergencia es: — [d(In [ |F|*dV)/dt] -
El proceso iterativo utilizado parte de discretizar la componente temporal ficticia introducida
para obtener una version de ({5.14)) optimizada para la convergencia:

X7 (bnr1/2) = (1= b) X" (tr2) + (1= b /2)ALET™ (1), (5.152)
by =1 = (1 = bin).- (5.15b)

donde y,, = min((F?), /(F?), ,,(F?), ,/{F?),) con (F) = [|F(t,)|dV , bpin = At/Tines. Las
variables con punto representan la version discreta de las derivadas temporales, que hasta un error
de segundo orden es: ij"(tnﬂ/g) = [ X" (tny1) — X" (t,)]/ At + O(At?). Este esquema debe
llevarse a cabo hasta que la diferencia entre pasos consecutivos sea pequena, es decir, hasta que
los céalculos ya casi no varien.

Las actualizaciones temporales se realizan sobre cada nodo de una rejilla que representa la
discretizacion espacial, es decir, valores discretos equidistantes de las variables de flujo sobre sus
respectivos rangos: ¥, ¢ € [0,27] y p € [0,1]. La idea general es parecida a la que se describe
en la siguiente seccién (que es més relevante para este trabajo) aunque el desarrollo es bastante
méas complicado. Para todos los detalles se pueden consultar los articulos originales sobre VMEC

37, 138, [39].

5.2. El cédigo SIESTA

El c6digo VMEC proporciona aproximaciones muy cercanas a los estados finales de equilibrio
reales pero presupone que las superficies magnéticas se encuentran anidadas y utiliza inicamente
MHD ideal, por lo que no permite la aparicion de regiones cadticas o de islas magnéticas por
reconexion magnética. El codigo SIESTA [40] fue creado en esta década por el mismo autor del
codigo VMEC (entre otros) para solucionar este problema. SIESTA se basa en los resultados de
VMEC e introduce perturbaciones pequefias en el campo magnético, generando islas semilld}, cuyo
crecimiento permite durante el proceso iterativo que lleva a cabo para converger a un estado de
minima energia; esto es posible al considerar la difusion ocasionada por la resistividad del plasma.

4Con un fenémeno similar al que se mostré en la seccién m
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Ademas, utiliza un método iterativo semejante al método de Newton para hallar las raices de
una funcion, lo cual se traduce a un rapida convergencia hacia la solucion. Asi, el cédigo STESTA
permite adaptar el diseno de un aparato de confinamiento toroidal para controlar mejor la aparicion
de islas magnéticas o incluso regiones de estocasticidad, asi como analizar los experimentos en los
que se detecten fendémenos asociados a la reconexion magnética y la aparicién de islas.

Existen otros codigos que también son capaces de manejar configuraciones con islas magnéticas
(HINT y PIES), aunque el método numérico es distinto. Durante el desarrollo de este cédigo
se ha procurado que este sea escalable, en el sentido de que puede ser ejecutado en paralelo en
una supercomputadora para incrementar su eficiencia. Por ende, SIESTA es especialmente 1til en
situaciones donde se requiere velocidad de calculo ademés de precisién, como la reconstrucciéon
de equilibrio magnetohidrodinamico tridimensional en experimentos como ITER o el estudio del
Neoclasical Tearing Mode [40].

En esta seccién se explicara a grandes rasgos el funcionamiento de SIESTA, por lo que esta
fuertemente basado en el articulo original[40], el cual se debe consultar para informacién més
detallada. Una descripcién més cualitativa se puede encontrar en [11), [4T].

5.2.1. Coordenadas de flujo

Se utilizan principalmente las coordenadas de flujo (r,u,v), donde r es la coordenada radial,
u la poloidal y v la toroidal, pues son las mas naturales para describir al campo magnético.
Posteriormente se determinan las coordenadas cilindricas usuales (R, ¢, Z) por medio de desarrollos
de Fourier sobre las de flujo, una técnica pseudo-espectral. Bajo la suposicién de simetria de
stellaratoil] estas relaciones son de la forma:

R = Z Ry (1) cos(mu + nv), (5.16a)
Z = Z Zn (1) sin(mu + nv), (5.16b)
cb =V (5.16¢)

y el jacobiano de esta transformacién es

OR0Z O0ROZ

La presion y el campo magnético tienen los siguientes desarrollos bajo dicha simetria:

P=\/gp= men ) cos(mu + nv), (5.18a)
"= \/gB" = Z by . (r)sin(mu + nv), (5.18b)
b =/gB" = Z by, (1) cos(mu + nv), (5.18c¢)
=./gB" = Z by . (r) cos(mu + nv). (5.18d)

5.2.2. Parametros variacionales

SIESTA introduce un vector de desplazamiento a variar sin restricciones (a excepcién de las
fronteras)

£=uAt, (5.19)

5Una simetria comuinmente impuesta por el disefio del campo magnético: al menos en dos planos toroidales
¢ = 0,7 las superficies magnéticas son simétricas respecto al plano horizontal: Z(p,d) = —Z(p, —9)
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utiliza la ley de Faraday ([2.26a]) y la ley de Ohm ideal 1)
E+0x B=0, (5.20)

para obtener las ecuaciones variacionales; una version integrada temporalmente de las ecuaciones:
(2.25¢)), (2.28)) v (2.30)). Asi, las variaciones del campo magnético y de la presion son

§B=-V x EAt =V x (£ x B), (5.21a)

op=(y=1)E& Vp -1V - (pg), (5.21b)
Como ya se menciond, la fuerza MHD es de la forma
F=JxB-Vp, (5.22)

al considerar esto y la definicién (2.27)) se sigue que la variacién de la energia se puede expresar de
las siguientes maneras:

SW = —/E- Fav, (5.23a)
oW = / (B-6B + 5p)\/—§ drdudw. (5.23h)
Ho

SIESTA utiliza versiones conservativas de las ecuaciones por conveniencia, por lo que las ecuaciones

(5-21) v (5:22) se utilizan en la formd|

R (0 O N R
(A ijk — 7 gt
ob €7 €trm oz, oz, (f v — &b ), (5.24a)
oP&I - Op
P=— -1 J— .24
0 rr + (v = 1)v/g¢ D’ (5.24b)
, op B (0B; 0B, op
R iRk _ _ = _ J )

F, = ¢€jx\/9J’' B o m <6xj 8@) oz (5.24c¢)

5.2.3. Discretizacion

La discretizacion se lleva a cabo sélo radialmente, pues se aprovecha la periodicidad de las
coordenadas angulares para utilizar desarrollos de Fourier y trabajar asi sobre los coeficientes de
estos, es decir, se utilizan métodos espectrales para la dependencia angular y diferencias finitas
para la radial. Los métodos espectrales permiten una convergencia exponencial si se trabaja con
un desarrollo lo suficientemente largo. En el caso de SIESTA también presentan precision espectral,
pues sus coeficientes decaen exponencialmente conforme aumenta el orden del desarrollo. [42].

En la direccién radial, se divide el rango [0,1] en una malla de N nodos, indexados por j
y separados entre si por h = 1/(N — 1). Se denota a los valores de cualquier cantidad X en
cierto punto discreto r; como X; = X (r;, u,v). Resulta ttil considerar artificialmente los puntos

6 Durante el proceso iterativo se reintroduce resistividad periédicamente: 1 # 0, para permitir la aparicién y
crecimiento de islas magnéticas.

"Se utiliz6 la identidad —€7¥egpn = € iepn = 6167, — 07,65 v la ley de Ampere pgy/gJ" = EijkgTB,:'
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intermedios entre nodos radiales, denotados por j 4+ 1/2, de modo que se aplican las siguiente
equivalencias:

Xjp12 = (Xjm1 + X5)/2, (5.25a)
Xj = (Xjr12 + Xj12)/2, (5.25b)
(9X/(97“j+1/2 = (Xj—i-l —XJ>/h+O(h2) (525C)

Asi, se puede expresar la variacion de la energia con errores de segundo orden como

N-1
W =-hy_ Xj/ €7 F,\/gdudy (5.26)

j=1
donde x; = 1/2 en las fronteras j = 1, N, en las que se deben imponer algunas condiciones

especiales [40], y x; = 1 en todos los otros puntos. El valor de la fuerza estda dado por la ecuacién
(5.24¢]) pero en su version discreta, es decir, aplicando las equivalencias .

Lo que logra SIESTA es encontrar la solucién al sistema de ecuaciones F;(m,n,j) = 0, donde
i representa las componentes en el sistema {r,u,v}, j se refiere a la discretizacién radial y m
y n representan los ordenes del desarrollo de Fourier. Con esto puede determinar el vector de
desplazamiento y posteriormente las variaciones de la presiéon y el campo.

5.2.4. Meétodo iterativo

El objetivo del método numérico es minimizar la energia paulatinamente. En el método de
Newton para hallar las raices de una funcién f(z) se obtiene una progresién {z;},—1 ., donde,
dadas las condiciones adecuadas, cada elemento cumple |f(z;)| > |f(x;i11)|, algo caracteristico de
los llamados métodos de descenso. En el caso multidimensional la progresién es guiada por una
direccion de busqueda p,,, de modo que Z, .1 = T, + p,, donde normalmente se elige la direccién
de biisqueda de la forma [

ﬁn = —B;1Vf7

donde B, es una matriz simétrica y no singular; si esta es positiva definida p,, es una direccion
descendente, pues asi: p,,-V f < 0. En el método de Newton la eleccién para B, es la matriz hessiana
H, = V?f(#), pero esta no siempre es positiva definida, por lo que no se cumple necesariamente
|f(@)] > | f(Zi11)]- Este es el caso usual cuando se comienza el proceso iterativo lejos de la solucion.

En SIESTA se busca un vector de desplazamiento £ que anule la variacién de la energia. Esto
es posible porque las variaciones de presion y campo magnético son funcionales de £ (ver las
ecuaciones ) y, por ende, 6W también lo es (ver las ecuaciones ) Si se considera un
desplazamiento de la forma

§=PF (5.27)

donde P es alguna matriz positiva-definida, la ecuacion ((5.23]) se anula exclusivamente cuando la
fuerza MHD se anula también, pues

W = — / PYF;F;dV < 0. (5.28)

8Una descripcién condensada de estos métodos de biusqueda lineal se puede encontrar en [43].
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La convergencia es optimizada al elegir una matriz P adecuada, llamada precondicionador. SIESTA
utiliza una aproximacion del hessiano H con eigenvalores recorridos por \,:

P, = (—H, 4+ M\JI)" (5.29)

Conforme converge a la solucién, las modificaciones se van anulando paulatinamente para ase-
gurar que se obtiene una solucién fisica realista. De hecho, se debe utilizar un esquema generalizado

de (5.27)) lejos del equilibrio:

2

o 10¢

o 1ot
mientras que en iteraciones avanzadas se utiliza el cddigo externo GMRES para resolver (5.27]).
El calculo del precondicionador es delicado: involucra un cédigo externo del mismo autor (entre
otros), BCYCLIC [44], que trabaja en paralelo con matrices tridiagonales a bloques. Los detalles
relacionados al precondicionador se pueden consultar en el articulo de Hirshman [40]. Dado un
vector de desplazamiento se pueden calcular los valores del campo y la presion para la siguiente
iteracién a partir de la iteracién actual:

— PF, (5.30)

—

én-‘rl = B"n + 5§n(§ )7 (531&)
Putt = Dn + 0pa(€). (5.31b)

Subsecuentemente se obtiene un nuevo valor de la fuerza:

Frpy = Fy+6Jp41 X By + Jy X 6Bpiq — Vipni1 + O(E2). (5.32)

Asi, al término de las iteraciones se obtiene el campo magnético y la presion de la configuracion
de equilibrio.

5.2.5. Modificaciones para el estudio de islas

5.2.5.1. Islas semilla

Como ya se menciond, SIESTA considera a la configuraciéon de equilibrio que arroja VMEC
como condicién inicial, pero para generar islas magnéticas es necesario alterar la topologia es-
trictamente anidada de esta. Para lograrlo se introduce una perturbacion al potencial vectorial
(ver seccién alrededor de las superficies magnéticas donde la transformada rotacional toma
valores racionales de orden bajo, de modo que al iniciar la ejecucién del cédigo se imponen las
modificaciones

0B =V x (4 B/|B),

A = a(r) cos(mu + nv).

5.2.5.2. Resistividad esporadica

La resistencia eléctrica es el inico mecanismo de disipacién de energia en el modelo MHD
con el que trabaja SIESTA, por lo que es crucial considerarlo durante el proceso iterativo para
permitir el acceso a estados de menor energia al modificar la estructura del campo y considerar el
crecimiento de las islas. Se llevan a cabo varias iteraciones con resistencia tras cada iteraciéon ideal
hasta que la variacién de la fuerza es muy baja, momento en el que ya sélo se realizan iteraciones
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ideales para asegurar la convergencia. La magnitud de la resistividad utilizada es lo suficientemente
pequena para mantener la estabilidad numérica pero mayor a valores realistas, pues de utilizar los
valores experimentales el proceso numérico seria més lento y llegaria a los mismos resultados. Los
efectos de la resistencia solo son realmente importantes cerca de las superficies con transformada
rotacional fraccionario ya que alli se concentran las corrientes resonantes.

En una configuracién de equilibrio, la ley de Ohm clésica (2.18]) toma la forma

E=nJ. (5.33)

y entonces, al usar la férmula (B.31)), la variacién del campo magnético utilizada en la presencia
de resistencia es

8(At77Jk)

o (5.34)

5 = —/g (V x AtEev) = —€F

Figura 5.1: Diagrama de flujo de SIESTA. [40]
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CAPITULO 6

Resultados numéricos

En este capitulo se exponen los resultados mas caracteristicos de las pruebas realizadas con los
cédigos VMEC, SIESTA y POINCARE. Todos fueron instalados en la supercomputadora Miztli
de la UNAM. El cédigo VMEC no requiere mucho tiempo de computo y se ejecutd siempre en
un sélo procesador. Por otra parte, el Cédigo SIESTA es muy demandante en este sentido, pero
gracias a su disenio fue posible ejecutarlo en paralelo hasta con 64 procesadores y asi aprovechar
la estructura de Miztli para reducir el tiempo de computo. Las pruebas realizadas se basaron en
configuraciones realistas del tokamak DIII-D en Estados Unidos y del heliac TJ-II de Espana.

6.1. Equilibrio de VMEC

El archivo de entrada de VMEC contiene la informacion caracteristica de la geometria del toka-
mak o stellarator que se deseé simular; es un archivo cuidadosamente desarrollado por los cientificos
encargados de los experimentos correspondientes. Tras los calculos realizados por VMEC se obtiene
un archivo que contiene toda la informacion pertinente al equilibrio magnetohidrodinamico ideal
que se puede presentar bajo las condiciones especificadas. Estos datos se pueden visualizar con
una interfaz de MATLAB llamada VMECplot, desarrollada por Samuel Lazerson, miembro del
Princeton Plasma Physics Laboratory (PPPL). Entre las multiples opciones disponibles par visua-
lizar con esta extension se encuentran: perfiles de la transformada rotacional, perfiles de presién,
intensidad del campo magnético (versién tridimensional o bidimensional por cortes toroidales),
superficies magnéticas, mallas utilizadas, etc.

Se muestran a continuacion algunas de estas graficas, asociadas a las configuraciones utilizadas
en este trabajo. La figura muestra la intensidad del campo magnético desde una perspectiva
tridimensional. Alli es notoria la axisimetria del tokamak, asi como la ausencia de esta en el ste-
llarator. Se puede apreciar también que la magnitud del campo siempre es mayor en las regiones
internas. En el caso de TJ-II, esto se refiere a la region mas cercana a la bobina horizontal central,
respecto a la cual se enrosca el plasma (ver figura . Una manera mas clara de apreciar lo
enroscado es utilizar cortes poloidales (dngulo toroidal constante) en el que se grafiquen las super-
ficies magnéticas anidadas, como se aprecia en la figura [6.2] Esta configuracion presenta simetria
de stellarator de orden 4, en el sentido de que cualquier propiedad es invariante ante rotaciones
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toroidales de dngulos multiplos de 7/2. En la figura se muestra un corte toroidal del tokamak.
Sobre este se puede representar toda la informacién del equilibrio, debido a su axisimetria. Por
otra parte, la figura muestra los perfiles de presion que maneja cada aparato de confinamiento.
Claramente la presion que alcanza el tokamak es mucho mayor a la del stellarator; una de las
ventajas practicas que tiene el primero sobre el segundo.

(a) Tokamak DIII-D. (b) Heliac TJ-1I.

Figura 6.1: Intensidad del campo magnético (mayor en las partes amarillas).

(a) ¢ = 0. (b) ¢ = 7/8. (c) 6 = /4. (d) ¢ = 31/8.

Figura 6.2: Superficies magnéticas del Heliac TJ-II a distintos cortes poloidales.

La importancia del perfil de la transformada rotacional se mencioné en la seccién 4.2.2, En la
figura [6.5| se muestran los perfiles de las configuraciones utilizadas para estudiar el heliac TJ-II,
mientras que en la figura se muestra el perfil utilizado para el tokamak DIH—DH Cabe destacar
que el rango que abarca la transformada es mucho mayor en el caso del tokamak, tiene una mayor
cizalla magnética. Esta propiedad ocasiona que se puedan presentar un mayor nimero de superficies
resonantes, es decir, multiples perturbaciones pueden entrar en resonancia simultdneamente con
alguna superficie magnética cuya transformada rotacional corresponda a la periodicidad de la
perturbacion y generar islas. Que el valor de la transformada rotacional sea negativo para el
stellarator TJ-1II significa que la direccién del campo magnético respecto a la corriente es inversa.

'En la literatura relacionada a tokamaks se utiliza més el perfil del factor de seguridad: ¢ = 27 /1.
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(a) Superficies magnéticas. (b) Campo magnético.

Figura 6.3: Un corte poloidal del tokamak DIII-D.
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Figura 6.4: Perfiles de presién. La abscisa es la coordenada de flujo normalizada ®, relacionada
con la coordenada radial normalizada s como ® ~ s2.

6.2. Perturbaciones con SIESTA

En la versién utilizada de SIESTA (2.3, junio 2014) sélo es posible manejar eficientemente
configuraciones con simetria vertical. Esto reduce considerablemente el nimero de ecuaciones por
resolver, razon por la que se implementé asi en la fase inicial. Al momento de escribir este trabajo, se
esta llevando a cabo la extension del cédigo necesaria para manejar configuraciones mas generales
con simetria de stellarator. La configuracion del tokamak DIII-D utilizada fue modificada para
satisfacer esta restriccidn; se excluyé la asimetria que introducia la presencia del divertor. Por
desgracia, las configuraciones del stellarator no cuentan con esta simetria, por lo que presentan
mayores problemas de convergencia al utilizar STESTA.

Como se mencioné en la seccién SIESTA introduce islas semilla por medio de pertur-
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lota

baciones periddicas. Es posible especificar la periodicidad y amplitud de multiples perturbaciones
antes de la ejecucion del programa. Por la geometria tridimensional, una perturbaciéon puede tener
una periodicidad toroidal y poloidal independiente, no necesariamente iguales. Dada una periodi-
cidad poloidal m, puede haber distintas periodicidades toroidales n para las cuales se tenga una
resonancia con las lineas de campo sobre alguna superficie magnética. La condicién es que las lineas
de campo y la perturbacién tengan la misma helicidad, es decir, que n/m sea igual al valor de la
transformada rotacional ¢. SIESTA calcula automéaticamente las componentes toroidales adecuadas
para la componente poloidal especificada, de manera que se pueden llegar a introducir multiples
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Figura 6.5: Perfiles de la transformada rotacional utilizadas para el heliac TJ-II.
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Figura 6.6: Perfil de la transformada rotacional utilizada para el Tokamak DIII-D.

perturbaciones para el perfil de la transformada rotacional de la configuracién bajo analisis.

44




6.2.1. Tokamak DIII-D

La figura muestra el mapa de Poincardﬂ poloidal del campo magnético para el equilibrio
alcanzado al especificar una triple periodicidad poloidal en la perturbacién introducida. Al com-
parar los mapas toroidales (figura y poloidales (figura se aprecia que la razén entre
periodicidades corresponde a un valor de la transformada rotacional presente en el perfil de la
configuracion utilizada (figura [6.6)); las principales corresponden a ¢ = {1,2/3,1/3}. Asi, las com-
ponentes toroidales adecuadas para la poloidal especificada son justamente las que se relacionan
con el valor de la transformada rotacional que se encuentre en el perfil de la configuracion con la
que se esté trabajando (¢ = n/m); sélo asi las perturbaciones se asocian a una superficie resonante.
En los mapas de Poincaré con ejes radial y angular que se muestran a continuacién (figura
se puede comprobar que la coordenada radial en la que aparecen las islas tras una perturbacién
con periodicidad poloidal dada coincide con la superficie de flujo que tiene la transformada rota-
cional correspondiente a alguna de las razones de bajo orden que se encuentran en el perfil de la
transformada del equilibrio bajo estudio (figura . Si esto no se cumple, el estado de equilibrio
final no presentara cambios por dicha perturbacién y al considerarla sélo se introducirian calculos
innecesarios en el proceso iterativo del codigo. Es importante tener en cuenta que la coordenada
radial de STESTA va como la raiz cuadrada del flujo normalizado (s = /%) para poder apreciar la
correspondencia entre los mapas de Poincaré y el perfil de la transformada (como entre las figuras
yy la ﬁgura.

Al inicio de las ejecuciones del programa se especifica la amplitud de cada perturbaciéon que se
introducira. Por otra parte, también se especifica el valor que debe alcanzar el residuo de la fuerza
para considerar alcanzado el equilibrio y concluir los calculos; el proceso iterativo se detiene poco
después de que el residuo alcanza un valor mas pequeno que este. Cuando se habla de problemas de
convergencia, se refiere a que este residuo en realidad no disminuye lo suficiente o incluso diverge.
Se puede incrementar la tolerancia con el costo de obtener resultados truncos, en el sentido de
que no representen realmente el equilibrio final. En el registro de cada ejecucion se detalla el
valor del residuo de fuerza en cada iteracion. Solia suceder que este disminuyera tras las primeras
iteraciones, y comenzara a aumentar sin control en las subsecuentes. Se pueden modificar multiples
parametros para mejorar la convergenciaEL por desgracia, no es clara la manera adecuada de realizar
las modificaciones, y estas deben de mejorarse poco a poco con prueba y error. Afortunadamente
es posible realizar corridas con nuevos parametros a partir de un equilibrio previo para intentar
mejorar su convergencia. Los desarrolladores siguen trabajando en el codigo para automatizar
este proceso de una manera efectiva pero en la versiéon actual atin es necesario llevarlo a cabo
manualmente.

En la figura se muestra como evoluciona el tamano de una isla conforme incrementa la
amplitud de las perturbaciones que la induce. El incremento del tamano que se observaﬁ coincide
cualitativamente con la relacién encontrada en la seccién 4.2.2| En la figura se muestra el

2El cédigo auxiliar POINCARE es el encargado de trazar mapas de Poincaré sobre superficies con coordenadas
angulares constantes (toroidal o poloidal) a partir del equilibrio encontrado por SIESTA. Este cédigo determina las
trayectorias del campo magnético a partir de los valores dados sobre la malla utilizada por SIESTA, para después
mostrar sélo los puntos de interseccién de estas con los planos de interés. Por fortuna también fue optimizado para
trabajar en paralelo.

3Entre los modificados estan: la resistividad ficticia n, la viscosidad paralela ) y el pardmetro Levenberg-
Marquardt, relacionado con el método “pseudo-transitorio” utilizado en SIESTA para fomentar la convergencia
cuadratica en el método de Newton.

4Cabe destacar que el desfasamiento que aparece en la figura no tiene sentido fisico y se atribuye a una
convergencia trunca. Este tipo de resultados inesperados suelen aparecer en la versién actual de SIESTA.
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mismo fenémeno pero para una situacion con multiples superficies resonantes. En este caso se
utilizé la misma configuracion mostrada en la figura [6.7, solamente se fue alterando la magnitud
de las perturbacionesﬂ Cuando el tamano de estas es lo suficientemente grande (figura , series
de islas pertenecientes a superficies resonantes distintas interactian. Se generan islas secundarias
y regiones cadticas, como se menciond al final de la seccién [£.2.2]

Graficas correspondientes a varias perturbaciones simultaneas, con periodicidades poloidales de
m = {1,2,3}, todas con la misma amplitud (2 X 1073 respecto a la intensidad del campo magnético
original), se muestran en la figura m En esta figura se muestra como va variando el equilibrio final
conforme se afinan los parametros de la ejecucién para obtener fuerzas residuales mas pequenas. En
la configuracion con menor residuo es evidente la aparicion de regiones cadticas por la interaccién
entre series de islas ajenas. Al ser un mayor numero de superficies resonantes simultaneas, estos
fendmenos aparecen mas facilmente. Ademas, esto complica la tarea de encontrar pardmetros
adecuados para SIESTA y lograr que este converja. Si la tolerancia es muy grande los resultados
no representan el equilibrio final, mientras que si es muy pequena esta no se logra alcanzar debido
a los problemas de convergencia mencionados. Por esta razon, se debe tomar con precaucién la
apariencia del resultado. Aunque creemos que este si representa a grandes rasgos la estructura
del campo en el equilibrio final, las regiones caéticas y las islas secundarias no necesariamente se
encuentran en su posicion real, o tienen las caracteristicas reales.

6.2.2. Heliac TJ-11

Otro ejemplo de este problema se muestra en la figura [6.11] donde el perfil de la transformada
rotacional es el mostrado en la figura y la perturbaciéon introducida tiene periodicidad poloidal
m =15 (¢ = 8/5). En la primera parte (figura se muestra el resultado de corridas iniciales,
donde el residuo de fuerza alcanzado fue Fcgiguar ~ 1078. Tras repetidas corridas con diversos
pardmetros se logré alcanzar un resultado con residuo menor: Fieggua ~ 10710 (figura .
Al igual que en la figura anterior, multiples islas desaparecen conforme mejora la convergencia.
Por desgracia, fue muy dificil disminuir el residuo final mucho mas, por lo que queda algo de
incertidumbre respecto a si el equilibrio real verdaderamente es el obtenido. Cabe destacar que
el nimero de armonicos requeridos para representar el campo magnético es mayor en el caso del
stellarator en comparacién al del tokamak debido a su estructura tridimensional mas complicada.
Esto influye criticamente en el nimero de ecuaciones por resolver y dificulta la convergencia.

Por dltimo, en la figura [6.12] se muestra una serie de 8 islas obtenidas para el TJ-II con la
configuracion con el perfil mostrado en la figura [6.5b] En este caso se presentd un problema mas
sutil al utilizar SIESTA. Fue necesario especificar una periodicidad poloidal n = 8, ya que cuando
se utilizaba n = 2 no funcionaba, a pesar de que ambas son equivalentes: « = 3/2 = 12/8. Esto
se debe a una optimizacién algo restrictiva en la que se aprovecha la simetria de stellarator para
resolver las ecuaciones en el menor niimero posible de zonas equivalentes. Debido a que en el caso
del heliac TJ-II la simetria de stellarator es de cuarto orden, la optimizacién actual implica que
solo se pueden manejar perturbaciones cuya periodicidad toroidal sea multiplo de esta.

> Amplitudes de 2 X 107%, 6 x 107* y 2 x 1073 sobre superficies con ¢ = {1,2/3,1/3}, todas ellas presentes
simultdaneamente
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CAPITULO /

Conclusiones

Se expusieron las bases tedricas para describir el modelo MHD ideal y resistivo, utilizados co-
mo primera aproximacion para describir algunas caracteristicas de las islas magnéticas en sistemas
toroidales de confinamiento de plasma para fusion nuclear. Se describi6 el principio de energia
utilizado por codigos magnetohidrodinamicos para encontrar estados de equilibrio, ideales o in-
cluyendo la aparicion de islas por perturbaciones resonantes. También se mostro la relacién entre
la periodicidad y amplitud de una perturbacion con la periodicidad y amplitud de las islas resul-
tantes sobre superficies magnéticas resonantes. Se realizaron simulaciones numéricas sobre algunas
configuraciones de reactores experimentales reales con los c6digos VMEC, STIESTA y POINCARE,
de la familia STELLOPT (desarrollada en el Laboratorio Nacional de Oak Ridge). Con estas se
obtuvieron resultados que concuerdan cualitativamente con las expectativas tedricas. Ademads, se
encontraron algunos limites de aplicabilidad en las versiones utilizadas.

7.1. Estado actual del cédigo

El estado actual del codigo SIESTA limita su rango de aplicacion en configuraciones reales. En
general, la versién 2014 que se utilizo en este trabajo no se puede considerar una version lista para
el uso por cientificos no relacionados directamente con su desarrollo. Aun asi, fue posible obtener
algunos resultados interesantes y vislumbrar el potencial del cédigo. Bajo algunas restricciones en
los equilibrios estudiados y las perturbaciones inducidas, los resultados coinciden cualitativamente
con lo que se espera de la teoria. Entre las caracteristicas observadas se encuentran: la periodicidad
de perturbaciones resonantes concuerda con la de las islas que esta genera, la amplitud de las islas
incrementa conforme aumenta la amplitud de las perturbaciones (hasta el limite cadtico) y la
posicion radial en las que aparecen las resonancias corresponde al valor de la variable radial en
la que la transformada rotacional alcanza el valor de la razén entre periodicidades poloidales y
toroidales de la perturbacion.

Debido a que las mallas utilizadas por VMEC y SIESTA no son idénticas, suelen aparecer islas
pequenas en lugares inesperados. Las discrepancias asemejan perturbaciones de fondo que evolu-
cionan en pequenas islas durante la busqueda de equilibrio. Se debe reconocer su origen inesperado
al momento de analizar los resultados. Por el diseno de los stellarators y de los divertores en los
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tokamaks, no se cumple la simetria arriba-abajo que el cédigo SIESTA presupone (version 2014)
para simplificar las ecuaciones. Archivos de entrada que no garanticen esta condicién presentan
fuertes problemas de convergencia, ain para perturbaciones pequenas. Por otra parte, existen aun
dificultades asociadas al método iterativo utilizado en la busqueda de equilibrio, pues este depende
de un precondicionador adecuado que garantice la convergencia del calculo. Hasta el momento, se
deben proporcionar algunos pardametros manualmente para fijar el precondicionador, y los valores
adecuados se encuentran solamente con prueba y error. Se esta trabajando en la automatizacién
de este proceso para futuras versiones de SIESTA.

Si se desea estudiar los efectos de perturbaciones demasiado grandes, la convergencia del calculo
se ve severamente afectada en algunos casos. En este trabajo fue necesario restringir la magnitud
de las perturbaciones para obtener resultados razonablemente cercanos al equilibrio. Solia suceder
que durante la iteracion, el residuo de la fuerza presente disminuyera sélo hasta cierto punto, tras el
cual divergia. Para obtener al menos resultados cercanos al equilibrio, se tuvo que relajar el orden
de magnitud tras el cual se consideraba nula la fuerza. Como se muestra en [45][1] esto significa que
los resultados asemejan al equilibrio final, pero no pueden considerarse cuantitativos. Las zonas
caodticas representan las diferencias més significativas entre ambos resultados.

7.2. Futuras perspectivas

Teorias mas complejas que describan detalladamente la aparicion de islas magnéticas estan sien-
do desarrolladas en la actualidad. Una propuesta interesante mezcla la relajaciéon de Taylor con
MHD resistiva[46]. La apariciéon de experimentos modernos de mayor tamano como ITER y W7-X
daran mas informacién para corroborar las predicciones de teorias nuevas. Respecto a las dificul-
tades técnicas reportadas, todas son superables, y seguramente seran solucionadas eventualmente
durante el desarrollo de una version final de este codigo. El completar un paquete computaciona]lf]
que permita simular un experimento de fusién nuclear controlada en tiempo real es una visién a
mediano plazo. Las propiedades de escalamiento y paralelizacién llevadas a cabo hasta el momento
dan un panorama optimista y resultados aceptables. Atin no se ha considerado la posibilidad de
utilizar el poder de los procesadores graficos modernos en el esquema de célculo paralelo; un enfo-
que muy popular de la computacion cientifica en la ultima década. El uso futuro de GPUs parece
un paso en la direccién correcta.

'En este articulo se reportan resultados con residuos del orden de 1072 con ajustes finos en los pardmetros.
2Cabe mencionar que existen otros cédigos independientes especializados en islas magnéticas: PIES, HINT y
SPEC.
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APENDICE A

Modelos de plasmas

Rigurosamente, la evolucion temporal de un plasma queda determinada por la interaccion
entre campos electromagnéticos externos y los generados por el plasma mismo; se debe resolver
un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas por particula (ecuaciones de Maxwell), lo cual
es impracticable debido al gran ntimero de particulas involucradas en los plasmas de interés para
fusién. En la préctica, se recurre a estudiar la dindmica con varios modelos aproximados. Cada
modelo es incompleto, pero todos sirven para caracterizar el comportamiento de un plasma a
distintas escalas o bajo situaciones diferentes. Los modelos utilizados principalmente son, en orden
ascendente de complejidad:

Modelo de particulas individuales.

Modelo de un fluido (magnetohidrodinamica MHD).
Modelo de dos fluidos (iones y electrones).

Modelo estadistico (ecuacién de Boltzmann y Vlasov).

A continuacién se describen algunos resultados béasicos necesarios para caracterizar el estado
de plasma y subsecuentemente obtener las ecuaciones de magnetohidrodinamica.

A.1. Caracterizacion de un plasma

A.1.1. Longitud de Debye

Un plasma es capaz de apantallar un potencial eléctrico debido a que las particulas cargadas se
encuentran libres. Ante la aparicién de una perturbacion de carga responden hacia ella particulas
con carga opuesta, disminuyendo la perturbacién y el campo generado por esta. Aun asi, cuando
la temperatura es no nula es imposible un apantallamiento perfecto debido a las fluctuaciones
térmicas de las particulas.

Para analizar el fendmeno supongamos que la energia potencial asociada al campo de la per-
turbacién introducida es despreciable en comparacién a la energia térmica (como el producido por
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una particula cargada de prueba): |e¢| < kgT. Podemos expresar la densidad de particulas con la
probabilidad de Boltzmannﬂ:

1e(7) = neo exp (eW)) ~ Mg (1 + @) : (A.la)

kpT. kT,
() = Mo exp (_]:;#) R Ny <1 — (Z—(g)) - (A.1Db)

Partiendo de la ecuacion de Poisson
1
V2o(r) = — [QA(7) — ene(7) + en;(7)], (A.2)
0

consideramos una situacion con simetria esférica y utilizamos las densidades aproximadas anteriores
para obtener la ecuacién radial

_P(r) | 200(r) 1

2 eg(r) e¢(r)
Vep(r) = 52 T e ” Q6(r) — eneo T, engo T |

donde se utilizé la neutralidad del sistema no perturbado: ng = n,y = n;. Podemos reescribir la
ecuacion anterior como

d*¢(r)  2d¢(r) 1 Q
z - —_=5 A3
T dr )\%gb(r) €0 ("), (A.3)
si definimos la distancia efectiva de Debye (A\p) como
1 1
— = —, (A.4)
)\% o=e,i >\2D0

donde se utiliza la longitud de Debye de cada especie:

1 nge?
)\%U EokBTU'

(A.5)

La ecuacién (A.3)) se puede resolver al suponer que: ¢(r) = f(r)/r. Asi obtenemos

LEMD) 14 ()4 800 £k, 2000)

rodr2  rdr dr dr? r odr ’

por lo que f(r) satisface f”(r) = f(r)/\% y tiene soluciones de la forma: f(r) = aexp(&r/Ap).
Sélo la solucién negativa tiene sentido fisico, pues la otra diverge si r — oo y se debe cumplir que
¢(r) — 0 en dicho limite. Para determinar la constante a aplicamos la ley de Gauss alrededor de la
perturbacion, de manera que en el limite » — 0 s6lo se considere la carga extra ) que esta aporta:

J(I{ E-dA = 47r’E, ~ Q/eo,
v

pero sabemos que

1Los iones y los electrones pueden tener distintas temperaturas debido a que la frecuencia de interacciones entre
elementos de la misma especie es mucho mayor que entre elementos de distinta especie. [6]

26



dr r? r? Ap Ap ) r—=0 12’

E.(r) = _dolr) _Jn)=rf'(r) _a (1 + L) exp <_ T ) 4

por lo que a = Q) /47ey. El resultado final es el potencial de Debye—Hdckeﬂ :

o(r) = 4;on exp (-%) . (A.6)

Este potencial estd “apantallado” por el término exponencial, que lo distingue del potencial de
carga en el vacid y ocasiona que este decaiga mas rapidamente; basta con que se cumpla r > Ap
para que ¢(r) — 0. Siendo asi, la distancia de Debye Ap representa la distancia del apantalla-
miento e indica que sélo a escalas L grandes respecto a esta (L > Ap) se le puede atribuir a un
plasma el ser cuasmeutmlﬂ . Cabe resaltar que \p es directamente proporcional a la temperatura,
mostrando que las fluctuaciones térmicas afectan la capacidad de apantallamiento, como habiamos
mencionado. Ademas, conforme aumenta la densidad de portadores de carga aumenta la capacidad
de apantallamiento.

En la deduccion del potencial apantallado se supuso implicitamente que habia suficientes
particulas como para que el tratamiento estadistico fuera valido. Para garantizar dicha hipdte-
sis se requiere que el nimero de particulas Np dentro de una esfera de radio Ap centrada en la
fuente de la perturbacion, llamada esfera de Debye, sea lo suficientemente grande. Entonces

4
Np = ?”nxjg, (A7)

donde n representa la densidad de particulas y Np es llamado el pardmetro de plasma. Entre mas
particulas se encuentren dentro de la esfera de Debye se vuelve menos probable que se presenten
fuerzas considerables resultantes de interacciones de Coulomb[9]. Siendo asi, la condiciéon Np > 1
se requiere para que los fenémenos colectivos dominen sobre los asociados a colisiones.

A.1.2. Tiempo de respuesta y frecuencia caracteristica

Otra criterio para establecer la supremacia de fenémenos colectivos es comparar las escalas de
tiempo asociadas a colisiones y a la respuesta colectiva ante una perturbacion; en este aspecto se
considera solo la respuesta de los electrones, pues al ser mucho mas ligeros que los iones esta es
mucho més réapida. Considerando una vez mas que: |e¢| < kT, la velocidad media es la velocidad
térmic: vr, = \/kgT./m.. Para establecer un equilibrio, la respuesta ante una perturbacién
involucra a las particulas dentro de la esfera de Debye, las cuales deben viajar una distancia

2Llamado también potencial de Yukawa por su semejanza con el potencial propuesto por Hideki Yukawa en el
campo de fisica de particulas.

3Existen plasmas formados por una sola especie de particulas cargadas llamados no neutrales que presentan
también el fenémeno de apantallamiento, entre otros fenémenos colectivos, pero no los discutiremos aqui pues no
estan relacionados con la fusién nuclear controlada.

4La velocidad térmica se refiere a la media de la distribucién de Maxwell (ver nota |2} seccién :

8kpT

™m

sz%/oofM(v)dvz
0
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caracteristica de A\p, por lo que el tiempo de respuesta es: t = Ap/v. Su inverso se llama frecuencia

de plasma de electrones:
Ve Neo€2
Whe = =1/ , A8
p )\De €0Me ( )

debido a que resulta ser también la frecuencia con la que oscilan los electrones alrededor de una
perturbacion de carga debido al campo eléctrico que esta genera y que los electrones tienden a
neutralizar. De esta manera, cualquier perturbacién en el campo de frecuencia menor a la frecuencia
de plasma, w < wp,, es neutralizada en un plasma.

Para que los fenémenos colectivos dominen, se debe cumplir que el tiempo libre medio T en-
tre colisiones sea mayor al tiempo de respuesta, lo que se puede expresar como: wp.7 > 1. Una
observacién sutil pero importante es que el tiempo de vida de plasma T sea mayor al tiempo de
respuesta: 1T > wp_el. Esto establece un limite inferior al tiempo de confinamiento necesario para
que las consideraciones de la teoria sean vélidas.

A.1.3. Parametros de plasma

Resumiremos aqui los cuatro criterios que se encontraron para que un gas de particulas cargadas
cumpla con la definicién de plasma [3 [1]:

Ap L L La escala del sistema debe ser mayor a la longitud de Debye. (A.9a)
Np>1 Las particulas dentro de la esfera de Debye deben ser muchas. (A.9D)
WpeT > 1 El tiempo libre medio debe superar el tiempo de respuesta. (A.9¢)
7> wp_el La vida del plasma debe ser mayor al tiempo de respuesta. (A.9d)

A.2. Dinamica individual de particulas cargadas

Este modelo sélo considera la dindmica que resulta de la interacciéon de una particula cargada
con campos eléctricos y magnéticos externos. Para nuestros propositos solo se consideran fenémenos
no relativistas y se desprecia la radiacion. La evolucién temporal es descrita por la ecuacion de
Lorentz:

F=mt=qE+7x B). (A.10)

A.2.1. Frecuencia de ciclotrén y radio de Larmor

Consideramos primero el caso de un campo eléctrico nulo y un campo magnético constante y
homogéneo. Tomamos el eje de coordenadas cartesiano de forma tal que B = BZ. Se sigue de la

ecuaciéon (A.10) que

q
Uy = — Uy, B,
my
q
Uy = _E%B’
v, =0



donde ¥ = (v, vy, v,). Combinando las ecuaciones (A.2.1) y (A.2.1)) obtenemos

. qB\’
Vpy = — E Vey)

Esta es la ecuacién de un oscilador armoénico, que al integrar temporalmente y considerar que
TR 2 _ .2, 2 2 ._ .2 2 ,
o= dr/dt y que v* = v +v] con v} = v; + v resulta en:

vy = vy cos(wet + a), vy = v sin(w.t + @),

Te = T20 = Tesin(wet + a), Ty — Tyo = Tecos(wet + ).

La ecuacion de la velocidad paralela al campo magnético representa movimiento rectilineo
uniforme: r, = v,t + r,9. La trayectoria de la particula traza un circulo de radio r. con centro
en (ryo,ry,,72) sobre el plano perpendicular al campo y con frecuencia wy. Se concluye entonces
que las dérbitas que sigue particulas cargadas en un campo magnético constante y uniforme son
helicoidales.

Z A

<V

Figura A.1: Trayectoria helicoidal de una particula cargada en un campo magnético. [9]

La frecuencia caracteristica wy, se denomina frecuencia de Larmor o de ciclotron:

wr, = MB. (A.11)
m

Al centro del circulo trazado se le llama centro guia y al radio se le llama radio de Larmor:

vy
rp = —.

(A.12)
wC

Una particula seguira la linea de campo con desviaciones mas pequenas si aumenta la intensidad

de este: . ~ B!, Particulas con carga opuesta giran sobre el circulo en sentido opuesto y a mayor

masa es mayor el radio de Larmor, por lo que: rz. > r1,;, donde se denoté con e a los electrones y

con 7 a los iones.
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A.2.2. Derivas del centro guia

La dindmica se complica un poco si se consideran situaciones donde las lineas de campo magnéti-
co estén curvadas y cuya magnitud no sea constante. Se puede esperar que el movimiento atn sea
parecido al helicoidal, enroscandose sobre las lineas de campo, lo que significa que en un plano
perpendicular a la direccién de este, la proyeccion del movimiento traza érbitas con centro en el
punto donde pasa el campo. Si se define el centro guia como dicho punto, se puede analizar la
dinamica de la particula con base en la dinamica del centro guia. Con este enfoque es posible
deducir que aparecen derivas bajo la accién de un campo eléctrico, la curvatura y el gradiente del
campo magnético. Si se denota con R. el radio de curvatura de magnitud R, la velocidad de deriva
ocasionada por el gradiente y la curvatura del campo es ([2])

. Lom 1, ﬁc x B
VR + Uvyp = E (’U + §UL) W, (A13)
mientras que la ocasionada por un campo eléctrico es
. ExB
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APENDICE B

Coordenadas curvilineas

Para describir de la manera mas sencilla posible una configuracion de confinamiento magnético
toroidal, es necesario utilizar un sistema de coordenadas curvilineo. Debido a que las lineas de
campo magnético son especialmente importantes, se da preferencia a sistemas coordenados que
se adapten a estas, volviéndolas lineas rectas al utilizarlos. A continuacién se resumen algunos
resultados importantes de la geometria diferencial que permiten manejar mas facilmente dichas
coordenadas. Todo el material de esta seccién se encuentra en [24].

B.1. Notacion indicial

Supongamos que tenemos una base euclidiana ortonormal: {Z1, &2, 3} = {&, 7, 2}, bajo la cual
un vector V' se puede expresar equivalentemente como

3
V="V V) =V Vi +Vie=> Vig, =V, (B.1)

i=1

La convencion de Einstein, utilizada en la ultima igualdad, se refiere a que indices repetidos
(contral’dos)ﬂ se suman sobre todos sus posibles valores. Esta propiedad implica que no importa
cual sea el simbolo asociado al indice, por lo que a los indices contraidos se les llama indices mudos.
Los indices que no estan repetidos se llaman indices libres y representan cada posible coordenada
del vector, o con mas generalidad, al tensor al que se le anexe.

B.2. Transformaciones

Supongamos que pasamos de un sistema euclidiano a un sistema curvilineo de manera invertible:

rlzt, 2%, %) — F(ul,u? u?). Que el jacobiano de la transformacién sea no nulo asegura que esta

LAl tratar con coordenadas curvilineas es importante que la repeticién sea entre superindices y subindices.
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sea invertible y que ambos conjuntos sean linealmente independientes:

ozt 92 Ozt

1.2 .3 oul  ou?  Oul
J — J(ul u2 u3) — 8(1’ 7$ 727 ) _ a$2 81;2 3$2 % 0
» @(ul u2 US) oul  ouZ  Ou3 ’

) ; dz3  9z3 9z

ul  u?  Oud

El jacobiano de la transformacion inversa es

1 2 3 1 2 3
T = j(ul u2 u3) o 3(U U, u ) _ gig gzgiQ ggucQ # 0
o o o 1 42 3\ |0zl 022 Qx3 )
O(zt, 22, 23)
) ) oud ous ou’

Se tiene entonces:

or or or
J = Sl 2 X Bl (B.2a)
J =Vu' Vu? x Vv, (B.2b)
J=J1#0. (B.3)

Los conjuntos {€;} y {¢'} con i = 1,2, 3 son reciprocos entre si cuando €;-¢7 = §!. Una condicién
suficiente y necesaria para que esto se cumpla en el caso tridimensional es:

€2 x e’ . €3 x el . el x &2
S €2 = 3 €3 =

€1 = ————— TS5 oa
el.eg?2 xed’ gl.eg?2 x ed’

_—_. B.4
el-e2xes (B4)

El vector 97/du’ es paralelo a la curva generada al variar solamente la coordenada u', con
i = {1,2,3} en tres dimensiones. Con un buena eleccién de coordenadas se cumple la condicién
(B.3)), por lo que se define rigurosamente a los vectores base tangenciales en cada punto del espacio
como (base contravariante)

_or
€; ‘= 8u7f .
En general, el gradiente de una funcion ® se define de manera que su diferencial en cierta direccion
dr’sea: & = V@ - dr. Si se define la base reciproca (base covariante) como

(B.5)

1

e = Vu', (B.6)
se puede expresar a la diferencial de las coordenadas en términos del gradiente como
du’ = ¢* - dr, (B.7)

Al considerar: 7= 7(ul, u? u?), se sigue de la regla de la cadena que

or
out

dr = du’ = ¢; du’. (B.8)

Al combinar estos resultados se concluye que las elecciones y (B.5)) son acertadas:
du' =¢'-¢&; du! = é’i-é'j:5;~. (B.9)
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Conviene resaltar que las ecuaciones (B.2)) son equivalentes a

J = 51 . 52 X 53, (Bl()a)
J=¢el-e*xe? (B.10b)
y que, por la ecuacién (B.4]), para cualquier permutacion ciclica {i, j, k} de {1,2,3} se cumple:
e = (& x &)/, (B.11a)
& = (e9 xeh. (B.11b)
Por otra parte, es til definir el simbolo de Levi-Civita como
1 si{ij,k} es una permutacién par de {1,2,3},
¢% = ¢ —1 si{ijk} es una permutacién impar de {1,2,3}, (B.12)
0 en otro caso.
con lo que se puede reescribir la ecuacion (B.11)) sin restricciones sobre los indices como
e = ek ey x é)/J, (B.13a)
6_;‘ = Gijk(gj X gk)J (Bl?)b)
B.3. La métrica
Se definen los coeficientes de la métrica como
gl =e'- el (B.14a)
Gij = €; - €}, (B.14b)
gl =é-é, (B.14c)

y se relacionan asi las coordenadas covariantes y contravariantes de cualquier vector V:

Vi = gi;V7, (B.15a)
V=gV, (B.15b)
Al multiplicar las expresiones anteriores se obtiene V;V" = g;; g™ V,,V7 por lo que se debe cumplir
que g;;g"" = 5;?55; en el caso particular i = n se obtiene
(B.16)

919" = 6,01 = 5 = gy

El producto interno entre dos vectores cualesquiera se puede representar con una contraccién con
(B.17)

la métrica:
U-U = vy = vu' = ;v = gvvu;.

Entonces, al usar las ecuaciones ([B.14b|) y ([B.5]) obtenemos

o or _ g~ostort
Y97 ou 9wl £ dul dul”
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lo cual equivale a una multiplicacién matricial, y el determinante de un producto de matrices es
igual al producto de sus determinantes, por lo que

Oz Ozl Owl| |0zl Qdxl Ozl

OxF OxF oul  OuZ  ou? oul  OuZ  oud
g = det[gij] = det |:$:| - det [m = |02 0Oz Oa?| |0z? Oa? 6_952 = J27
u U

es decir:

J =13 (B.18)

B.4. Diferenciales

El vector diferencial dr” se puede escribir como

dr = % du’ = &;du’. (B.19)

La longitud de arco diferencial a lo largo de cualquier curva se define como

dl = |d7] = VdF - dif = \/gijduidud. (B.20)

A lo largo de una curva en la que sélo cambia la coordenada u’ se requiere que du/ = 0 para j # 1,
por lo que sobre la curva con 7 = k, para alguna constante x deﬁnidaEL tenemos:

dr(i = k) = \/gredu”éy, (B.21)
dl(i = k) = /gredu”, (B.22)

que puede expresar en general al utilizar las identidades (B.11)) y (B.14)) como

dl(i) = J|Vu! x Vu*|du’, (B.23)

para cualquier permutacién ciclica {i,j,k} de {1,2,3}. El elemento diferencial de drea sobre la
superficie con ' constante es perpendicular a du’ con magnitud igual al drea del paralelepipedo
formado por du’ y du”, con i # j # k:

dS(i) = |€; X &|du/du* = |J&*|du duF, (B.24)
dS(i) = |§—U,|d5 = A duF Vi (B.25)
ul

El elemento diferencial de volumen se define como el volumen del paralelepipedo formado por los
vectores diferenciales a lo largo de cada curva coordenada:

dV = &% = (€, - & X &) du' dv® du® = \/gdu' du® du?. (B.26)
Cabe destacar su relacién con el diferencial de area en cierta direccién i:

du’

dV =dSio—
V|

(B.27)

2No aplica la convencién de Einstein sobre &.
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B.5. Gradiente, divergencia y rotacional
El operador V se define con base en la identidad

50 = 9% /0u’ du' = 99 /o’ Vu' - &;dw! = V- dR

como
o, - 0
V= Vu’aui = glGui’ (B.28)
por lo que el gradiente es
0D
Vo =e¢* I (B.29)

Si se utiliza la identidad Vu/ X Vu* = V x (u/VuF), se sigue de las ecuaciones (B.11]) que
V- (€/J) =0, por lo que al usar (B.28) se obtiene la formula general para la divergencia:

1 0
Vg oul

Para el rotacional el andlisis es similar. Considerando que V X €7 = 0 se obtiene

V-A=V.-(A€J|])=V(JA)-(&]J]) = (VgAY (B.30)

- : . 04, - TP DA
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