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Resumen

Cuando los neutrinos se propagan en la materia, sus propiedades cam-
bian sustancialmente con respecto al vacio. En particular, debido a la inter-
accién débil con los nucleones y leptones cargados presentes en un medio,
los neutrinos adquieren un acoplamiento efectivo al campo electromagnético,
el cual, puede caracterizarse como un radio de carga que, en determinadas
condiciones, se reduce a una carga. Esto permite la ocurrencia de diversos
procesos radiativos. En particular, demostramos que, cuano atraviesan la
interfase entre dos medios con indices de refraccién distintos, los neutrinos
emiten radiacién de transicién (RT).

En este trabajo estudiamos dicho fenémeno usando un método pertur-
bativo original, fundamentado en la electrodinamica clasica, y un calculo
cudntico que emplea técnicas de la teoria de campos a temperatura finita.
En ambos casos, derivamos féormulas para la emisién diferencial y para la
energia radiada por interfase. Probamos que la RT generada por el vértice
neutrino-fotén en la materia resulta cien veces mas intensa que la debida a
un momento toroidal intrinseco; mientras que, para dar lugar a una emision
con una intensidad equivalente, el momento magnético del neutrino tendria
que ser cinco 6rdenes de magnitud mayor al predicho por el modelo estdndar
extendido de forma minima para acomodar neutrinos masivos. De nuestro
analisis, concluimos que efectos como el examinado en esta tesis pueden ser
lo suficientemente intensos como para encubrir fenémenos radiativos asocia-
dos con propiedades electromagnéticas intrinsecas de los neutrinos.

Por otro lado, el formalismo clasico desarrollado resulta particularmen-
te adecuado para tratar problemas de la RT cuando la frontera entre los
medios no es abrupta. Aprovechando esta cualidad, aplicamos el método al
andlisis de la RT que genera un haz electrénico con microestructura que
atraviesa una interfase difusa, problema que no es sencillo de tratar con
otros formalismos.






Abstract

As is now well known, the basic properties of neutrinos that propagate
through a medium can be substantially different compared to their proper-
ties in vacuum. Because of their weak interactions with the charged leptons
and nucleons in a background, neutrinos acquire an effective coupling to the
electromagnetic field. While this coupling can be characterized as a charge
radius, under particular conditions it reduces to an effective charge. This fact
can give rise to several electromagnetic processes. In particular, we demons-
trated that these particles emit transition radiation (TR) when go across
the boundary between two media with different indexes of refraction.

In this work, we studied this phenomenon using an original perturbative
method, based on classical electrodynamics, and performed quantum calcu-
lations using standard techniques of the real time formalism of the thermal
field theory. We derived formulae, both quantum and classical, for the dif-
ferential emission and the energy radiated by neutrinos per interface. We
proved that the TR energy produced by the neutrino-photon vertex in mat-
ter, would be at least two order of magnitude larger than that generated
by an intrinsic toroidal moment; furthermore, in order to produce equal TR
energy, neutrino magnetic moment should have a value five orders of magni-
tude larger than the one predicted by standard model, minimally extended
to accommodate neutrino masses. These results, allowed us to conclude that
the intensity of the electromagnetic effects generated by the neutrino photon-
coupling induced by matter could overshadow similar effects associated to
some intrinsic neutrino electromagnetic property.

Besides, the classical formalism we have devised is specially well suited
to treat problems of TR arising from fuzzy boundaries. Taking advantage
of this, we were able to treat the problem of the coherent TR due to an
electron bunch with microstructure crossing a diffuse interface.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se reunen dos temas que han atraido el interés
de los fisicos desde mediados del siglo pasado. Por un lado, la radiaciéon de
transiciéon (RT), y por el otro, la fisica de los neutrinos. A continuacién, nos
referiremos a cada uno de ellos por separado.

En primer lugar nos ocuparemos de la RT. Una particula que se mueve
con velocidad uniforme no puede emitir radiacion electromagnética. En esta
frase se resume, tal vez, una de las primeras lecciones que se ensena en
los cursos elementales de electrodindmica. Sin embargo, ello es cierto si la
particula se mueve en el vacio. Si se propaga en un medio y su velocidad
supera a la velocidad de la luz en dicho medio, entonces emite radiacién
Cherenkov.

Existe otro fenémeno radiativo, denominado radiacion de transicion, que
puede presentarse sin necesidad de aceleraciéon y que, del modo mas simple,
se describe como el proceso mediante el cual una particula cargada mo-
viéndose a velocidad constante emite radiacién al atravesar la interfase entre
dos medios diferentes. Esta nocion puede generalizarse, y llamar por dicho
nombre, a la emisién producida por una particula que se desplaza a través,
o en la cercania, de un medio no homogéneo. No obstante, debemos adver-
tir que en la literatura frecuentemente se entiende por RT exclusivamente
a la radiacion producida en la interfase entre dos medios. Por otra parte,
existe una amplia gama de fenémenos estrechamente relacionados que, en
rigor, deberfan constituir ejemplos de la RT y que se designan de diferentes
maneras. Ejemplo de estos procesos son la radiacién emitida en medios que
presentan una variacion periddica, espacial o temporal, de la permitividad
(radiacién por dispersién) y, la emitida por una particula al desplazarse, en
el vacio o en un medio material, cerca de diversos obstdculos (esferas metali-
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cas, diafragmas, rejillas, etc). Resulta pertinente, por lo tanto, establecer de
una manera méas precisa lo que, en este trabajo, entenderemos por RT: la
parte de la radiaciéon que se produce cuando una particula se mueve a velo-
cidad constante en un medio y que estd ausente si el medio es homogéneo.
De este modo, los procesos antes descritos son distintas manifestaciones de
la RT.

El origen de la RT puede visualizarse, usando consideraciones muy ge-
nerales, mediante el siguiente argumento enunciado por Frank y Ginzburg.
Imaginemos una particula cargada que inicialmente viaja con velocidad cons-
tante en un medio que posee determinados parametros electromagnéticos
(permitividad eléctrica y/o magnética). Supongamos ahora que la particula
incide sobre la superficie que marca la frontera entre dos medios, abandona
el primero y se interna en el segundo; una vez que la carga se encuentra su-
ficientemente lejos de la frontera, los campos adquieren caracteristicas que
son propias del segundo medio. Aunque el movimiento de la particula sea
uniforme, es claro que las caracteristicas del campos electromagnético en un
medio y en otro difieren. Es precisamente, la reorganizacién del campo, con-
forme la particula parte del primer medio, atraviesa la frontera y se interna
en el segundo medio, lo que da lugar a la RT. Aunque en tal concepcion esta
presente un cambio espacial evidente, de manera maés profunda, podemos
entender que la RT surge debido a la reestructuraciéon experimentada por
el campo electromagnético al pasar de un cierto estado inicial, que puede
sustentar el primer medio, a un determinado estado final propio del segundo
medio.

La emision de la RT se desprende directamente de las ecuaciones de Max-
well formuladas de manera definitiva ya en el siglo XIX. Por ello, no deja de
sorprender que recién fuese planteada tedricamente por Ginzburg y Frank,
en 1944, ya bien entrado el siglo XX [31]. No fue sino hasta 1959, o sea, tres
anos después del descubrimiento de los los neutrinos, cuando, en experimen-
tos realizados con protones, P. Goldsmith y V. Jelley observaron el fenémeno
por vez primera en la regién visible del espectro [33]. A pesar del interés ini-
cial que desperté la utilizacion de la RT como un posible método para la
identificacion de particulas cargadas, el entusiasmo pronto decayd debido a
que la RT es de muy baja intensidad si se le compara con otros mecanismos
de emisién como, por ejemplo, la radiacién Cherenkov. Demostraremos mas
adelante que, en general, la intensidad obtenida es proporcional a la cons-
tante de estructura fina «. Sin embargo, en trabajos posteriores [27, 28],
Garibian probd que, para particulas relativistas, el espectro de la RT puede
extenderse mucho mas alla de la region doptica e incluir los rayos X. Adicio-
nalmente, establecié firmemente un par de caracteristicas de esta emisién
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que hacen de ella un fenémeno idéneo para su utilizacién en dispositivos de-
tectores de particulas: la intensidad de la emisién es proporcional a la energia
de la particula incidente y la mayor parte de la radiacién se concentra en un
estrecho cono con el eje paralelo al movimiento de la particula. La deteccion
de la RT producida por particulas relativistas en la region de los rayos X
verificé casi de inmediato las predicciones tedricas [72, 2], lo cual estimul6
el desarrollo de detectores de particulas basados en este tipo de radiacién.
Posteriormente, la idea de apilar multiples superficies emisoras en arreglos
periédicos, con espaciamiento optimizado, permitié la construccion de de-
tectores muy eficientes [16, 3]. En la actualidad, la teoria que sustenta el
diseno de este tipo de detectores ha sido ampliamente desarrollada y existen
excelentes monografias que el lector interesado puede consultar [18, 26, 5].

Por 1ltimo, es necesario hacer notar que la RT es un fenémeno que ocurre
en ondas de naturaleza diversa. Mencionemos aqui, como ejemplo, el estudio
de la RT producida como ondas actusticas por el movimiento uniforme de
fuentes de calor y masa en medios gaseosos con inhomogeneidades en la
densidad [67]. Otros estudios relacionados, en el campo de la acistica, tratan
con el problema de la emisién de sonido debida a una dislocacién que se
desplaza a lo largo de un medio no homogéneo.

En lo que sigue, hablaremos sobre los neutrinos, los cuales han jugado un
rol esencial en el entendimiento de las fuerzas y propiedades de las particulas
subatomicas que gobiernan los fenémenos que observamos en la naturaleza.
Desde el descubrimiento de que, en el el decaimiento beta, el electrén tiene
un espectro continuo, hasta la confirmacion de las oscilaciones de los neutri-
nos, el estudio de estas particulas ha producido no pocas sorpresas que han
conducido directamente a nuevos derroteros en la fisica.

La existencia de los neutrinos fue postulada por Wolfgang Pauli, en 1930,
en una famosa carta dirigida a las damas y caballeros radioactivos, como un
intento desesperado para salvar la conservacién de la energia en el decai-
miento beta. Esta hipotética particula debia tener una masa muy pequena
comparada con la del electrén, ser neutra y con espin 1/2. Al describir el
decaimiento beta dentro de su modelo de cuatro campos fermiénicos aso-
ciados con el neutrino, el electrén, el protén y el neutrén, Fermi establecid,
en 1933, la primera teoria de la interaccién débil. En 1956, Fred Reines y
Clyde Cowan detectaron por primera vez los neutrinos mediante un experi-
mento realizado en las cercanias de un reactor nuclear ubicado en Savannah
River, Carolina del Sur. Con el descubrimiento de un nimero creciente de
particulas que participaban en procesos de la interaccién débil, se reconocid
en ella a una fuerza fundamental de la naturaleza. Tras décadas de enor-
me esfuerzo de fisicos experimentales y tedricos, a finales de la década de
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1960, Glashow, Salam y Weinberg consiguieron describir los procesos elec-
tromagnéticos y débiles con una teoria unificada, llamada ahora modelo
electrodébil, que transcurridos unos pocos anos condujo a la formulacion del
Modelo Estandar (ME) de la fisica. Las observaciones de procesos en los que
interviene los neutrinos han jugado en rol esencial para el entendimiento de
la fisica de la interaccién débil.

El interés por las posibles propiedades electromagnéticas de los neutrinos
surgié tan tempranamente como su concepcién. Al proponer su existencia,
Pauli especulé con la idea de que el neutrino pudiera tener un momento
dipolar magnético. En tal caso, su valor podria ser medido por sus efectos
ionizantes al desplazarse en un medio. El célculo teérico de dicho poder
ionizante fue elaborado por Bethe [11], en 1935. Ese mismo afio, usando
un contador de particulas Geiger, Nahmias determiné la tasa de ocurren-
cia de eventos en presencia y ausencia de una fuente radioactiva. En dicho
trabajo el autor concluyd: Puesto que el limite impuesto por el experimen-
to es mucho menor al magnetén de Bohr, parece probable que el neutrino
carezca de momento dipolar magnético [53]. En 1963, Adams, Ruderman y
Woo estudiaron el decaimiento de un fotén longitudinal (plasmén) en un par
neutrino-antineutrino en el interior de un plasma estelar [1]. Demostraron
que, para un amplio rango de temperaturas y densidades, este es el proceso
dominante en la emision de neutrinos. La observacién, en la década de 1970,
de los primeros neutrinos solares en el experimento Homestake, avivo el in-
terés por las propiedades electromagnéticas de los neutrinos. La existencia
de un momento dipolar magnético con determinadas caracteristicas se in-
voco para explicar el déficit observado de neutrinos provenientes del Sol, asi
como, la aparente correlacién entre las variaciones del flujo de neutrinos con
la actvidad solar. Aunque esta explicacién no fue la correcta, desde entonces,
las propiedades electromagnéticas de los neutrinos han recibido una aten-
cién constante puesto que su acoplamiento al campo electromagnético abre
las puertas a una serie de procesos de gran relevancia en fisica y astrofisica.
El ME, en su formulacién original, no contempla neutrinos masivos, por lo
cual, es imposible que tengan un momento dipolar magnético. Sin embargo,
diferentes extensiones teéricas del ME predicen momentos magnéticos no
nulos para estas particulas, con valores mucho mayores a los obtenidos en
el ME ampliado minimamente para acomodar neutrinos masivos del tipo de
Dirac. Dado que la observacién de un valor del momento dipolar mayor al
predicho constituirfa una clara evidencia de fisica més alla del ME, existe
un gran interés en su medicién experimental.

Las propiedades de los neutrinos se ven alteradas cuando se propagan
en la materia a consecuencia de sus interacciones con las particulas presen-
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tes en el medio: las relaciones de dispersién de los neutrinos se modifican
y adquiren un acoplamiento efectivo al campo electromagnético. Aunque
la interaccién débil de los neutrino con los electrones es de corto alcance,
al propagarse dentro de un plasma perturban la densidad electrénica, lo
que da lugar a una interaccion efectiva de largo alcance. Por esta razon,
incluso en ausencia de un momento magnético o alguna otra propiedad elec-
tromagnética intrinseca, los neutrinos sin masa del ME, propagandose en
un medio, adquieren un acoplamiento efectivo al fotén. De esta forma, una
serie de procesos electromagnéticos inducidos por el medio se agregan a los
que podrian ocurrir en el vacio. De todos ellos, tal vez, el mas familiar sea
el decaimiento de los plasmones en un par neutrino-antineutrino que, como
ahora sabemos, tiene un impacto observable en la pérdida de energia en las
enanas blancas y en el ntcleo de gigantes rojas de masa moderada. Otros
procesos que pueden tener lugar son: la emisién y absorcién, de radiacion
Cherenkov, el decaimiento radiativo de un neutrino a un fotén y un neutrino
de menor masa, la dispersiéon de neutrinos por leptones o por ntcleos.

Con base a lo antes expuesto, es posible imaginar que un neutrino pro-
pagandose en un medio con inhomogeneidades pueda emitir RT. En este
trabajo estudiaremos la RT emitida por los neutrinos debida a la inter-
accién con los fotones inducida por un medio material. Hasta ahora, este
fenémeno no habia sido considerado a pesar de que su existencia se despren-
de directamente del ME. Adicionalmente, podria tener impacto en ciertos
procesos fisicos como, por ejemplo, el enfriamiento estelar o la pérdida de
energia por neutrinos en una supernova. El estudio a detalle de las condi-
ciones en las que se emite RT por los neutrinos, asi como la magnitud de
sus posibles efectos, fue la principal motivaciéon del trabajo desarrollado a
lo largo de esta tesis. En él restringimos nuestra atencion a la RT generada
por el vértice electromagnético en un gas de electrones de naturaleza diversa
(clasico, relativista y degenerado). Antes de presentar el cédlculo de la RT,
haremos una revisién del vértice electromagnético de los neutrinos en un
medio. Demostraremos que en un proceso fisico en el que intervienen los
fotones, estos se acoplan a los neutrinos mediante un radio de carga, que
depende de las propiedades del medio y que puede ser mucho mayor a su
valor en el vacio. Para determinados regimenes de temperatura y densidad
probaremos que dicho acoplamiento se reduce a una carga efectiva. Ademas
de clarificar cierta ambigiiedad sobre este concepto existente en la literatura,
este resultado permite calcular de manera simplificada la energia emitida en
diversos procesos electromagnéticos en los que participen los neutrinos, en
particular, la RT.
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Aprovechando el hecho de que el vértice electromagnético de los neu-
trinos adopta, en una amplia gama de condiciones, la forma de una carga,
como primera aproximacién al problema, estudiaremos las caractristicas de
la RT de los neutrinos mediante un método perturbativo basado en la elec-
trodinamica clasica. Este procedimiento es un desarrollo totalmente original
y permite tratar la RT en una gran variedad de condiciones, para distin-
tas fuentes del campo electromagnético. Mediante su aplicacién, no sélo es
posible recuperar resultados conocidos, sino que pueden abordarse otros ca-
sos que no son sencillos de tratar por otros métodos, tales como la RT de
cualquier tipo de particula relativista en situaciones en las que la frontera
entre dos medios cambia de manera gradual o, como en el caso de los neu-
trinos, cuando la corriente se extinge al pasar de un plasma al vacio. Este
formalismo también nos ha permitido abordar de manera consistente el pro-
blema de la RT coherente emitida por un punado (“bunch”) de electrones
localizado, y con estructura interna, que atraviesa una frontera difusa. Has-
ta donde sabemos, otros tratamiento de este de problema han requerido de
consideraciones que no se derivan directamente del método empleado.

Por 1ltimo, aplicamos el formalismo de de la teoria de los campos térmi-
ca (también llamada a veces: teoria de los campos a temperatura finita)
para realizar un célculo cudntico de la RT de los neutrinos tomando en
consideracion el vértice electromagnético completo en un medio. Compara-
mos nuestros resultados con los de otros autores que calcularon la RT de
los neutrinos debida a momento dipolar o toroidal anémalo. Como vermos,
de nuestros resultados se desprende que tales efectos son considerablemente
menores a los inducidos por el medio.

La organizacién de la tesis es la siguiente. En el capitulo 2 se estudian
los aspectos esenciales de la RT y presentamos el formalismo perturbati-
vo antes mencionado; adicionalmente, aplicamos el método a diversos casos
y, en particular, a la RT coherente producida por un bunch de electrones
que atraviesa una frontera difusa. Hacemos notar que en este capitulo, a
diferencia del resto del texto, utilizamos el sistema gaussiano de unidades
electromagnéticas. El capitulo 3 consta de dos partes, en la primera, dis-
cutimos las propiedades electromagnéticas de los neutrinos y revisamos los
limites derivados de observaciones tanto astrondmicas como experimentales;
en la segunda, estudiamos el acoplamiento de los neutrinos a los fotones en
un gas de electrones. Seguidamente, en el capitulo 4 presentamos los resul-
tados de los célculos de la RT de los neutrinos, debida a su interacciéon con
la materia. En el capitulo final expondremos nuestras conclusiones.



Capitulo 2

Radiacion de transicion

2.1. Introduccion

La teoria de la RT se ha desarrollado ampliamente desde el trabajo
pionero de Ginzburg y Frank. Los datos experimentales obtenidos durante
décadas demuestran una excelente congruencia con la teoria. Sin embargo, el
estudio de la RT producida en ambitos astrofisicos, de manera més general
en condiciones naturales, ha recibido relativamente poco interés. Probable-
mente, el primer intento de explorar la importancia del fenémeno en tales
condiciones fue hecho en 1971 por Johansson [41]. En este trabajo el autor
sugiere que la RT de electrones que atraviesan el polvo interestelar podria
contribuir de manera importante a la radicién observada, en el rango de los
rayos X suaves, emitida por el disco galdctico. Sin embargo, cdlculos pos-
teriores [71, 62] demostraron que menos del 0.3 % de la emisién difusa de
rayos X por el disco galactico es atribuible a este efecto. En tiempos mas
recientes, se han realizado estudios de la RT debida a una cascada (sho-
wer) de particulas, inducida por neutrinos ultra energéticos, que atraviesa
la interfase entre el suelo y la atmdsfera [60].

Dos obstéaculos surgen al estudiar la teoria de la RT que se produce en
condiciones naturales. El primero radica en el hecho de que en la mayoria
de los casos dificilmente puede considerarse abrupta la interfase entre los
dos medios. Ello compromete la utilizacién del formalismo tradicional, que
estd basado en el procedimiento de empatar soluciones en ambos lados de la
frontera abrupta entre dos medios. Por otro lado, como demostraremos en
este capitulo la RT requiere que la particula recorra una distancia minima
en el material a fin de que la radiacién pueda formarse. Con ello en mente,
desarrollamos un procedimiento para tratar diversos problemas de la RT en

7
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donde se considera desde un comienzo el tamano finito de la inhomogeneidad
en la permitividad eléctrica. Esto permite examinar con mayor detalle las
condiciones bajo las cuales la emision pueda tener lugar en interfases difusas.

En este capitulo presentamos dicho procedimiento, el cual usa la teoria
electrodindmica clésica y estd bien adaptado al tratamiento de la RT emi-
tida por particulas ultra relativistas en los casos en los que la permitividad
eléctrica del medio cambia de manera gradual. Una extension inmediata per-
mite la utilizacién de nuestro formalismo para tratar problemas en los que la
permitividad eléctrica cambia de manera arbitaria en una regién localizada
espacialmente.

En nuestro método escribimos ecuaciones integrales para los campos
eléctrico y magnético por separado y mediante un procedimiento perturbati-
vo encontramos el campo de radiacion. A partir de este resultado, derivamos
férmulas que permiten calcular la distribucién angular y espectral de la emi-
sién y la potencia radiada en la direccién en la que se mueve la particula.
A manera de ilustracién de la versatilidad del método, discutimos una va-
riedad de problemas y contrastastamos las diferencias entre los casos de la
RT producida en una interfase abrupta y una difusa. Por ltimo, dedicamos
una especial atencién a la radiacién de transicion coherente y se estudia el
caso de la emision de RT coherente por un pulso de electrones, con micro-
estructura, que atraviesa una interfase difusa. La aplicacién de este método
al problema de la RT de los neutrinos se pospone hasta el capitulo 4.

2.2. Formalismo basico.

Consideremos una particula que incide de manera perpendicular sobre la
interfase, difusa, que separa dos medios con propiedades electromagnéticas
distintas. Para tratar el problema que nos ocupa, nuestro punto de partida
seran las ecuaciones de Maxwell en unidades gaussianas:

V-D =4y, (2.1)
V-B=0,
10B
E+ 22 — 2.
V x +c6t 0, (2.3)
10D A4r
B--——="- 24
VX c Ot cJ’ (2:4)

y la relacion constitutiva que relaciona al vector de desplazamiento eléctrico
D con el campo eléctrico E. Restringiremos nuestra atencion a los casos en
los cuales la permeabilidad magnética es uno, por lo que B = H.
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Sustituyendo la ecuacién (2.4) en el rotor de (2.3), y viceversa, obtenemos

I’E 47 0J
g L0 E)= 2% 2.
v c? 0t? V(V-E) c? ot’ (2.5)
op € OB OB _ 4r
V°B 028t2+vexat_ CVXJ. (2.6)

A partir de ahora nos concentraremos en medios para los cuales la per-
mitividad eléctrica € cambia solo en la direccién z y la particula se despla-
za desde la izquierda con velocidad v = wZ. Supongamos que la funcién
dieléctrica cambia en una pequena regién de tamano ¢ centrada en z = 0.
A la izquierda, lejos de la interfase, el medio se caracteriza por la constante
diélectrica €1, mientras que la derecha, fuera de la regién en donde el cambio
tiene lugar, la funcién dieléctrica se reduce a €5. Podemos, por tanto, escribir
para todo el eje z (véase la figura 2.1)

€(z) = €3 — Aeh(z), (2.7)

donde Ae = €2 — €1 y h(z) es una funcién que describe el perfil de cambio
de la funcién dieléctrica. Aqui h(z) serd una funcién monétona decreciente!
en el intervalo (—¢/2,¢/2) centrado en z = 0, que toma los valores de uno y
cero para z < ¢/2 'y z > ¢/2, respectivamente. En la figura 2.1 mostramos
una representacion esquematica de e. En el caso de una variaciéon abrupta
en las propiedades electromagnéticas del medio h(z) =1 — 60(z), donde 6(z)
es la funcién escalén de Heaviside.

Puesto que el problema es homogéneo respecto al tiempo y a las coorde-
nadas transversales al movimiento de la particula, es conveniente tomar las
transformadas de Fourier de los campos con respecto a ¢ y las variables = y
y, de tal modo que

E(r,t) = /dw dk E(K,w,z) expi(k-p — wt), (2.8)
B(r,t) = /dw dk B(k,w, z)expi(k - p — wt), (2.9)
J(r,t) = /dw de J(K,w, z) expi(k - p — wt), (2.10)

en donde Kk = k& + k,§ y p = 22 + yg son vectores ortogonales al mo-
vimiento de la particula. De manera general, en lo que sigue las cantidades

1 , ~ . ., ,
Mids adelante, mostraremos como una pequena modificaciéon del método puede usarse
para tratar una serie de problemas diferentes a los que involucran la situacién de una sola
interfase.
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Figura 2.1: Representacion esquématica de la funcién dieléctrica en todo el
eje z. El cambio en la permitividad eléctrica, al pasar de €; a eg, toma lugar
en una regién de ancho .

que dependan de w, K y 2z seran escritas con letra cursiva y, por brevedad,
omitiremos escribir la dependencia explicita en sus argumentos.

Para propésitos futuros es conveniente introducir la triada de vectores
independientes {2, &, ¢}, con ¢ = (—ky& + k,9)/k. En términos de ellos
escribimos B = B, £+ B.Ak+B,@ , y de manera similar para € y la densidad
de corriente J. Si la corriente J(r,t) depende de z y ¢ sélo a través de la
combinacién z — vt, entonces su transformada inversa de Fourier es de la
forma

T (k,w,z) = J(k,w)e?/?. (2.11)

Tomando la transformada de Fourier de las dos primeras ecuaciones de Max-
well obtenemos

oD, . B dmi 10T, .
oo kD, = —— (82 —l—mjﬂ), (2.12)
aBZﬂ'HBH = 0. (2.13)

0z
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En la ley de Gauss (2.1), usamos la conservacién de la carga para escribir
el lado derecho de (2.12). Necesitaremos también la componente de z las
ecuaciones (2.3)-(2.6):

5¢_%3Z:0, (2.14)
B¢4—%§E;::——%£?¢E, (2.15)

—i/ﬁ;aain + (eij - /<;2)SZ = —% wT, (2.16)
8;? n (é;’; - mZ)Bz - —%ij. (2.17)

Demostraremos abajo que el campo electromagnético que constituye la so-
lucién al problema se separa de manera natural en dos componentes. Por
un lado, los campos de particula, que denotaremos como BY and EF, y por
el otro, los campos de radiacion denotados por B? and ER. Esta notacién
estd motivada por el hecho de que para z > ¢, los campos de particula
corresponden a los que produciria una particula que se desplaza por un me-
dio con permitividad e2. Por su parte, los campos de radiacién satisfacen la
ecuacién de onda homogénea para el segundo medio. Dicha radiacién esta
polarizada a lo largo del vector ¢ que es normal al plano de radiacion, el
cual, de acuerdo con [13], hemos definido como el plano determinado por 2
y el vector de onda ko = Kk + k2,2, donde

ko, = \/eaw?/c? — k2. (2.18)

Para distancias mucho mayores al ancho de la inhomogeneidad de la per-
mitividad, examinando las ecuaciones (2.13) y (2.14), advertimos que las
componentes del campo electromagnético estan relacionadas del siguiente
modo: R

g = 105 £

ook 0z Y ek

R_W

BY. (2.19)

Expresiones similares se pueden obtener a partir de (2.12) y de (2.15):

i OER w
ER =2 Bt = —ey —&R. 2.20

ok Oz ® P ( )
Supongamos ahora que, empleando algin procedimiento, resolvemos (2.17),
entonces podemos tomar la parte de radiacién B y calcular BY y £& median-
te las férmulas (2.19). Por otro lado, eliminando & usando las ecuaciones
(2.12) y (2.16), obtenemos una ecuacioén diferencial de segundo grado para
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.. Una vez resuelta esta ecuacién, la parte de radiacién EF puede ser iden-
tificada y EX y Bg determinadas por las relaciones en (2.20). De este modo,
notamos que los distintos componentes del campo de radiacién se separan
de manera natural en dos grupos independientes. Para designarlos, en este
trabajo usaremos una nomenclatura similar a la dada en [13] 2. A continua-
cién describimos ambos grupos de campos, los cuales, corresponden a las
distintos estados de polarizacién que puede tener la TR.

= Polarizacién transversal eléctrica (TE) {B%, BY, E3}

En este caso, las componentes del campo electromagnético se deter-
minan por la cantidad J,. Poniendo J, =0y € = € in (2.17) vemos
que B y por tanto £ and By, obedecen la ecuacién de onda en el
segundo medio. En conclusién, las componentes del campo que perte-
necen a este grupo describen ondas para las cuales el vector magnético
esta contenido completamente en el plano de radiacién, mientras que
el vector eléctrico es perpendicular a dicho plano. Notemos de paso
que el vector eléctrico también es perpendicular a la direcciéon del mo-
vimiento de la particula.

= Polarizacién transversal magnética (TH) {€F, £, BY}
En este grupo, las componentes del campo se determinan a partir de
las cantidades J, y Jx. Como en el caso previo, estas componentes
satisfacen la ecuacion de onda. El vector eléctrico estd contenido en el
plano de radiaciéon mientras que el vector magnético es perpendicular
a dicho plano y al movimiento de la particula.

En las dos siguientes secciones calcularemos la TR asociada a cada una de
estas polarizaciones. Nos restringiremos al caso de que las propiedades elec-
tromagnéticas del medio no cambien demasiado a lo largo de la trayectoria
de la particula. De manera més precisa imponemos la condicién |A¢| < €] 2,
lo que nos permitird utilizar un procedimiento perturbativo para resolver el
problema de la TR. En adelante, supondremos que J (K, w, z) es de la forma
dada en (2.11).

2Sefialemos que esta nomenclatura difiere de la que aparece en [30].
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2.3. TR con polarizacién transversal eléctrica TE

Combinando (2.7) y (2.11), podemos reescribir la ecuacién diferencial
(2.17) como

P k2 )B. = —ami g, + A (2B 1
W"ﬁ‘/ﬁ}% Zf—mzj@—i— €7 (2)B., (2.21)
Suponiendo que el campo magnético se anula en el inifnito, la ecuacién (2.21)
puede transformarse en la ecuacién integral

2 roo

Bz(z) = BZZ(Z) + AE % dZ,G+(Z7 Z,; k2z)h(zl)62(2/) ) (2'22)

en donde Bs,(z) es la componente z del campo magnético correspondiente a
un medio homogéneo caracterizado por la constante dieléctrica €5 y en donde
G.(2,7';k2.) es la funcién de Green del operador diferencial en el miembro
izquierdo de (2.21). Como se muestra en el apéndice A:

G (2,71 kaz) = G(2,7'1 kaz)0(2 — 27), (2.23)

donde 6(z — 2’) es la funcién escalén unitario y hemos definido

1
G(z,2' s koy) = T sin[ko. (2 — 2)]. (2.24)
2z
Usando explictamente el resultado J,(k,w,2) = Hw(n,w)eiwz/v y la

férmula (A.9) obtenemos

Bgz(z)

4
—47r2‘ﬁ3¢/ dz'g(z,z’;k‘gz)ewzl/”
c — o0
2 jiwz /v
= 4mid, rue
c

o (2.25)

Dada su dependencia en z, podemos interpretar esta tltima expresién como
una perturbacién que se propaga hacia la izquierda con velocidad v. La
informacién referente a las propiedades del medio estd contenida en k..
Para resolver la ecuacion (2.22) de manera aproximada usando un esque-
ma perturbativo, necesitamos reemplazar la funcién B,(z), en el integrando
del lado derecho, por una aproximacion conveniente. A fin de determinar-
la exdminemos antes la situacion de una particula que viaja en un me-
dio homogéneo caracterizado por una constante dieléctrica €;. Escribiendo
€1 = €2 — A¢, podemos transformar la ecuacién (2.21) que satisface Bj., en
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una ecuacién integral muy similar a (2.22) pero con h(z) = 1 para todo z.
Dicha ecuacién se escribe

2 rz
B1.(2) = Ba.(2) + A€ 022/ dz'G(z, 2 koy)B1:(2), (2.26)

Regresemos a la situaciéon de un medio con propiedades electromagnéti-
cas variables. Imponemos la condicién de que en los limites €(z) — € y
€(z) — €2 (esto es, h(z) = 1y h(z) — 0) el campo B,(z) tienda a Bi(z) y
Bs(z), siendo estas las soluciones apropiadas al primer y segundo medio, res-
pectivamente. Tomando este requerimiento como guia y comparando (2.22)
y (2.26) observamos que la eleccién adecuada para la aproximacién inicial
a B,(z) corresponde a reemplazar B, por Bi. en el integrando de (2.22).
Consecuentemente, a primer orden en Ae obtenemos

Bu(2) ~ Bou(2) + A [ d2'Go(z, V() Bra(#), (2.27)

donde B, es dado por la férmula (2.25) con ks, reemplazado por ki, =
V e1w?/c? — k2. Insertando esta expresién en (2.27) e integrando segin (A.13),
obtenemos el resultado:

B.(2) = Bl (2) + B2(2), (2.28)

con las partes de radiacién y de particula dados por
2 2 2

) Bw .
BF(2) =4mif,————————— (1 — Aeh(z) ——— | @?/V 2.29
z(z) ngwc(wg — UQk%Z) < € (z)w2 — ng%z) € ( )

Ack B2w? (Z(z) etk2:2 T (z) e thee2 ) (2.30)

B (z) =27id,

cko, (w2 — UQk%Z) CU/U — ko, B w/v + ko,

donde 8 = v/c y hemos definido las funciones

=, dh
Ti(z) = / dz'@exp(iz’/ﬁi). (2.31)

con

(= (% + k22> . (2.32)

Estas expresiones son vélidas en todo el espacio y determinan la aproxima-
cién a primer orden en Ae para la componente z del campo magnético.

En la region a la izquierda, suficientemente lejos de la frontera, tomando
h(z) — 1 en (2.29) y recordando que k3, = Aew?/c? + k2, es facil verificar

1z»
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que BP(z) = Bi.(z). Andlogamente, a la derecha y suficientemente lejos de
la interfase h(z) — 0, por lo que BEF(2) = Ba,(z). Esto es, fuera de la regién
de transicién BF(z) se reduce de manera apropiada a Bi,, o B, y, por tanto,
adopta las caracteristicas del campo de una particula que se mueve en un
medio homogéneo con constante dieléctrica €1, o €5. Por otro lado, dentro
de la regién de transicién, BY(z) esta constituido por una superposicién de
Bi.(z) y de Bz, (2) que se interpola de uno a otro de forma continua a medida
que h(z) decrece de 1 a 0 y €(z) cambia de €1 a €.

Supongamos ahora que el cambio de la funcién e(z) ocurre de €; a €
dentro de un pequeno intervalo de anchura ¢ centrado en la interfase. Esto
significa que h(z) se comporta como una funcién escalén continua cuyo valor
va de 1 a 0 en una vecindad de z = 0. Por tanto, su derivada dh/dz posee un
pico muy pronunciado alrededor del origen y practicamente se anula fuera
del intervalo —¢/2 < z < ¢/2. Los valores de Z (z) e Z_(z) son despreciables
para z < —¢/2. Por tanto el campo total B, (z) se reduce a BF(z) = By.(2)
en la regién a la izquierda de la interfase. Por otro lado, para z > ¢/2
estas integrales son practicamente constantes y pueden aproximarse por los
valores

T = lim Zu(2). (2.33)
Z—00

De esta forma, a la derecha de la interfase cada término del campo de radia-
cién BR(z) representa una onda libre cuyo vector de propagacién es ka. El
primero de estos términos corresponde a una onda que viaja hacia la derecha
mientras que el segundo a una que viaja hacia la izquierda, lo que es facil
de verificar sustituyendo las respectivas expresiones en (2.17), para J, = 0.

Examinando las integrales (2.31) es posible entender el origen del cam-
po de radiacién como el resultado de la superposicion coherente dentro de
la regién de transicién de ondas caracterizadas por la fase exp(iz/¢+) y la
amplitud dh/dz’. Dentro de la regién en donde la derivada de h(z) es apre-
ciablemente distinta de cero, la coherencia se mantiene sélo si |z| < £, ; de
lo contrario rapidas oscilaciones de los integrandos darfan como resultado la
cancelacién entre las distintas contribuciones a la integral. Por ello, resulta
natural identificar a las funciones ¢, como las longitudes de la zona de for-
macion. Como se ve, nuestro tratamiento deja en claro el hecho de que la RT
se origina principalmente en una pequena regién cercana a la frontera, hecho
que tiende a ser sobreentendido en los métodos que empatan soluciones en
una frontera discontinua. Tal idealizacion corresponde al limite en el cual
Z, = —1, como puede comprobarse facilmente tomando h(z) =1 —60(2) v,
sustituyendo dh/dz = —J(z) en (2.33).
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De nuestro resultado se desprenden algunas importantes caracteristicas
de la RT. En primer lugar, como la amplitud de las ondas radiadas depende
linealmente en Ae (véase (2.30)), si s6lo existe un medio, no tiene lugar
la RT y esta es tanto ma&s intensa cuanto maés difieren las caractersticas
electromagnéticas de los medios. En segundo lugar, notemos que la amplitud
de la onda radiada también es proporcional a Zp por lo que, como se ha
discutido antes, la radiacién se forma en una regién cercana a la interfase,
resultado que confirma la aseveracién de [40]. Por tltimo, si el tamano de la
inhomogeneidad en la permitividad es considerablemente mayor a la longitud
de formacién, y si la funcién h(z) decrece de manera mondtona, entonces las
oscilaciones en la fase de (2.31) suprimen de manera importante la intensidad
de la radiacién.

Calcularemos ahora la potencia radiada por la RT. Dado que estamos
interesados inicamente en la radiaciéon que se propaga hacia adelante consi-
deraremos solo el segundo medio. Por esta razén, nos concentraremos en la
onda que se propaga hacia la derecha, con lo cual

B (k,w, 2) = Bk, w)eh>, (2.34)

con
Aerw?T_
Bl (w/v — kos) (W2 /02 = k7,) |
La energia radiada en el segundo medio I por una onda, en este caso con
polarizacion TE, esta dada por

i 3, R(p 2 R(p 2 R(p 2
I /Vd [(BZ( )"+ (Bi(r, 1)) + (Eg(r, 1)) } (2.36)

:87r

B}k,w) = —27iJ, (2.35)

Puesto que el campo magnético es real, en el integrando de la ecuacion
previa, (B%(r,t))? puede reemplazarse por BY(r,t)B¥ (r,t). Los otros dos
términos pueden expresarse en funcién de B} mediante las expresiones en
(2.19). De esta manera, obtenemos

9 0 © c Kk2c?
/ d3r[B§(r,t)] = (27r)3/ dw / dk —\[e2 — — 1Bk, w)|%.
|4 —o0 —o0 €2 w
(2.37)
Mediante las relaciones en (2.19) los dos términos restantes en (2.36) pue-

den expresarse en términos de BY. Procediendo de este modo finalmenta
arribamos a

272 [°° o2 K22 )
I= C/_Oodw/_oodn#\/:\l?z(&wﬂ ) (2.38)
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Esta férmula es extremadamente ttil porque permite calcular la energia
total emitida conociendo solamente B%.

2.4. TR con polarizacién transversal magnética TH

Eliminando 0, /0z entre las ecuaciones (2.12) y (2.16) obtenemos

0?2 KW
<(9272 + k§z> D,(z) =4mi ;(;jﬁ — Ejz)

2 1 0e

w
+ Ae ) h(2)®, — ZE%RD,{, (2.39)

donde J, (K, w, 2) = 3, x(k,w) “/V)* y por brevedad escribimos

47

D.=D:+ 7. (2.40)

En la ecuacién (2.39) podemos reemplazar D, en favor de ®,;, proceder
como en el caso de B, y convertir (2.39) en la siguiente ecuacién integral:

2 rz
D.(2) = Da.(2) + Ae %2 / d2'G(z, ' ko )h(2)D (%)

o 170D 4 dh
~A Gz, ko)~ [ 22 — kg )22, (241
E/_OOng(Z7z? 2)€<az/ w'%j>dz/7 ( )
con
Ami
Do, = Do, + ijz
w
= S e _ : / /. i(w/v)z
4mw (v Jw K,HZ) /_Oo dz'G(z, 2" kay)e (2.42)

que es la solucién de (2.39) para € = ea.

Con el fin de encontrar una solucién perturbativa para ®(z) procedere-
mos de manera muy similar a la secciéon anterior. Reemplazaremos el campo
©.(z) en el lado derecho de (2.41) por la solucién apropiada a un medio
homogéneo con funcién dieléctrica €1 y lo mismo para la derivada 09 ,/0z.
Adicionalmente, a primer orden en Ae, es valido reemplazar € con €; en la
segunda integral. De este modo, a primer orden en Aew?/c? tenemos

D:(2) =D (2) + D:(2) (2.43)
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donde
DP(2) :4m’5(n3 ~ Y ) 1 —Aeh(z)ﬂ 0.0 €Y (2.44)
y
DR(2) = 2mi Acku

€1k (w2 — v%%z)

x {€+I+(z) ["f d- <v(:uy% + k2z> — (ngZk%z + H2>] e th2z2

71

- E_I_(Z) |:’€ 3z (UWQ - k2z> - 8n (gkﬁzk%z - '%2):| eikzzz} (245)

son los campos de particula y de radiacion, respectivamente. Aqui hemos
introducido la cantidad v, = 1/4/1 — €182.

Partiendo de las ecuaciones (2.40) y (2.43) obtenemos D! = DF —
41T, /w y DF = DF Del mismo modo que Bf en el caso de la polariza-
cién TE, el campo DF se interpola de manera continua entre las soluciones
en uno y otro medio. El campo eléctrico radiado en la direcciéon del movi-
miento de la particula, que obtenemos dividiendo por €2 el segundo término
del lado derecho en (2.45), es dado por

Mk, w, 2) = EX,w)elhe? (2.46)
donde
—2miAexvZ £ w v
EMK,w) = — Z—kz—nkzlﬁ—?].
2 (k) 6162]{322(0)2—7)2]{7%2) [/@8 <vﬁ 2> J (w 22"z ’{>

(2.47)
La potencia radiada puede calcularse siguiendo un procedimiento similar al
caso de la RT con polarizacién tranversal H y es dada por

92 2 o) 00 2 2,2
I, = 7T/ dw/ dmw—Q \/ €2 — % e|E} Kk, w)|?. (2.48)
¢ J_oo oo K w

Un ejemplo concreto se dard mas adelante en donde trataremos la RT de
una carga.
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2.5. Aplicaciones

A fin de ilustrar la utilidad de nuestro procedimiento y compararlo con
otros métodos, en esta seccién lo aplicaremos al estudio de la RT emitida
por una particula que pasa del vacio a un medio dieléctrico. Esto implica
poner en nuestras férmulas €; = 1 y €2 = €. Como hemos establecido desde
un principio, supondremos que la particula incidente se mueve, perpendicu-
larmente a una intefase difusa, a lo largo del eje z con velocidad constante v.
Por tdltimo, estudiaremos el caso de una particula que atraviesa un bloque
de material dielétrico.

A continuacién tanto para una particula cargada como para un momento
dipolar magnético, la corriente es de la forma

I(r,t) =9(p) f(z —vt), (2.49)

en donde f es una funcién escalar del argumento. Adicionalmente, en ambos
casos J(p) exhibe simetria axial alrededor del eje z. Consecuentemente, su
transformada de Fourier posee la misma simetria por lo que su dependen-

dencia en k, y k, ocurre solo a través de x? = ,/k2 + k2. De este modo,

podemos efectuar la integracion sobre al d&ngulo azimutal mediante el cambio
de variable kK = w/c sinfy y escribir

oo z 2
I :/ dw/2 L (2.50)
—0 0 dwd@

donde 6 es el angulo que forman el vector onda del campo de radiacién ko
y la velocidad de la particula. Naturalmente la forma explicita de d*I/dwdf
depende del problema especifico en consideracion.

Estos casos ejemplifican situaciones, particularmente simples, en las que
radiacién emitida posee un modo de polarizacién puro, TH y TE, respecti-
vamente. Para ellos se tiene

dwdd ¢ v sin

2 3 2 1/2 R 2 TE
Al _ Am® gco8”0 {6 BZ(6,w)*, (TE) (2.51)

N e¥2|E8(0,w)[2, (TH)

con B}(0,w) y EX(A,w) dados por las ecuaciones (2.35) y (2.47), respectiva-
mente.

Consideremos una particula con momento magnético intrinseco p = uz,
orientado a lo largo de la direccién de movimiento. Supongamos que en el
sistema de referencia K’ en el que la particula estd en reposo, el dipolo
magnético permanece en el origen y apunta en la direccién z. La densidad
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de corriente que origina el momento dipolar en el sistema de referencia K’
es dada por

J(x') = pev x [0(+") 2] . (2.52)
La corriente inducida en el sistema de referencia del laboratorio se obtiene

mediante una transformacion de Lorentz y en el caso en que el momento
dipolar es paralelo a la velocidad resulta ser

I(r) = c%v x [6(2)5(y/)6(z' — vt) 2] , (2.53)

en donde vy es el factor de Lorentz de la particula.
La transformada de Fourier de esta corriente es J (k,w, z) = J,(k) €%/ ¢
con T
Jo(k) = @) 5y (2.54)
Dado que las componentes de J(k,w, z) a lo largo de z y k se anulan, la
TR que emite un dipolo magnético esta polarizada linealmente y constituye
un ejemplo de radiacién en el modo TE puro.

De las ecuaciones (2.35), (2.51) y (2.54) obtenemos

dZI _ :U'2ﬁ4
[dwd&]u = <2>6w2 R(0,w), (2.55)

w3y

donde Ve 5 8
e(e—1)°sin°07T
R(O,w) = ( ) 5 - 5 - (2.56)
2(1/~2 + B2esin? 0)” (1 — By/ecosb)
Al escribir esta expresién incluimos un factor extra de 2 a fin de restringir
la integral angular, como es usual, a valores positivos de w.
Como una segunda aplicacién evaluaremos la RT originada por una carga
q. Esta vez la densidad de corriente se escribe como

J =vqd (z —vt)§(x)d(y)Z, (2.57)

mientras que el campo de radiacién se obtiene a partir de (2.47) haciendo
d:= Q/(QW)?) y dix = 0:

: 2
iquwr=(e—1)T_0_ 1 v
EX = — — —ka, | . 2.58

2 () (27)2e v2kos (W2 /02 — K2) \¥?  w 2 (2.58)

Mediante un procedimiento analogo al que usamos previamente para el di-
polo magnético, tenemos

[ o ] - <q72£2> (1/7° — Bv/ecosb) R(6,w). (2.59)

dwdf
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Los resultados que escribimos arriba se simplifican para particulas ultra
relativistas. En este regimen, 1/9% < 1y, debido a la presencia del factor
(1/7%+ 32esin? 0)? en el denominador, la radiacién emitida est4 fuertemente
concentrada en angulos pequefios, es decir, para sinf ~ ¢ < 1. Adicional-
mente notamos que, para todo éngulo § < /2, el factor (1 — 3y/ecosf)? en
el denominador alcanza su valor minimo cuando € es cercano a uno. Para fre-
cuencias altas, una muy buena aproximacion para la permitividad eléctrica
ese=1-— wg /(,u2 y, por tanto, la emisién mas intensa ocurre para frecuen-
cias que satisfacen la condicién w? > wf,. Bajo estas condiciones, en (2.55)
podemos hacer las siguientes aproximaciones:

2(1—pBvecost) ~ 1/9°+w)/w®+ 67
1/7° 4 B%esin® 0 ~ 1/ +6%, (2.60)
que sustituidas en (2.55) nos dan
[ d*I ] _o2p? (wp)4 w2312
dwdf ], w2\ w / (1/42 4 627 (1/72 + w2/w? + 92)2 ’

(2.61)

Si la permitividad cambia de manera abrupta en la interfase, entonces 7% =
1, y la férmula (2.61) coincide el resultado obtenido previamente para una
particula ultra relativista, provista de un momento dipolar magnético, y
que atraviesa una frontera discontinua (véase, por ejemplo [30, 65]). No
obstante debemos advertir que hasta la fecha no ha sido posible observar
experimentalmente la RT, o algin otro tipo de radiacién de polarizacion,
originada por un dipolo magnético [39]. En cualquier caso, integrando (2.61)
sobre los angulos, llegamos al resultado

dI 2,2 20 22
[ ] S i (1+2“’2>1n(1+“;p>—2 L (262)
4 YWy w

dw| = w32
En un modo por completo anédlogo, concluimos que para una particula
relativista cargada la RT se emite principalmente en altas frecuencias y la
distribucién angular estd fuertemente concentrada, hacia el frente, en un
estrecho cono. En este limite la expresién (2.59) se reduce a

d*1 2¢° 4 60°1*
[ } = 2 (<) L . (2.63)
dwdf], mc \w/ (1/42462) (1/72 + w2/w? + 62)

Notemos que la distribucién angular es idéntica a la de un dipolo magnético.
En ambos casos, en el caso especial de una interfase abrupta, resulta sencillo
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probar que el dngulo de maxima emision es dado, aproximadamente, por
Op = v~ 1. Usando el resultado en (2.62), podemos escribir la distribucién
espectral de la RT producida por una carga en una interfase abrupta como

I 2 202 202
[d} _ 4 [<1+2°"2> 11[1(1+’y ip) —2]. (2.64)
dw g T Yiwys w

En el caso de la RT originada por una carga, efectuando la integral restante
calculamos la energia total emitida en una interfaz que cambia de manera
abrupta:

00 2
I, = /0 dw;i—i = %’thp, (2.65)
donde o = €2 /hc es la constante de estructura fina y hemos escrito ¢ = Ze.
El hecho de que la energia emitida sea proporcional al factor de Lorentz de
la particula incidente, aunado a la fuerte concentracion de la emisién, ha
convertido a los detectores de particulas basados en la RT en herramientas
muy utiles en la fisica experimental de altas energias.

Resulta pertinente en este punto comparar la RT que se obtiene en una
interfase difusa y una abrupta. La diferencia fundamental entre ellas es la
presencia del factor Z2? en la emisién diferencial para el caso de una inter-
fase difusa. Examinaremos solamente el caso de la RT producida por una
carga; conclusiones similares se desprenden para el caso de un dipolo. Nues-
tra siguiente tarea consiste en evaluar de manera explicita las integrales que
aparecen (2.33). Podemos hacerlo facilmente si modelamos la funcién es-
calén continua mediante una distribucién tipo Fermi h(z) = 1/(e*/c +1).
Hablando estrictamente, una frontera modelada de esta manera tiene un
ancho infinito dado que alcanza sus valores limite, uno y cero, solamente
de manera asintotica. No obstante, podemos definir una anchura efectiva
mediante el intervalo que determinan las intersecciones de las asintotas con
la recta que pasa por (0,1/2) y tiene pendiente h'(z = 0). Escogiendo el
parametro por medio de este criterio y usando la férmula

9] e—au B I‘(a)F(a*)
/—oslu (1 + e—u)2 - F(a + a*) ) (266)

obtenemos

S TS
To= " csch [ 2= 2.
n 10, cse <4£:t> , (2.67)
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Figura 2.2: Amplitud Z% de la RT.

con cschms = 1/sinh7s. En la dltima linea hemos tomando en cuenta la
igualdad I'(1—is)['(1+is) = ws/ sinh 7s. En el caso de que ¢ < 4/, , tenemos

PO (U R (R (2.68)
= 6 \40s 360 \4¢5. ) '

en donde usamos el desarrollo de cschx en serie de potencias para si 0 <
|z] < . En el caso de que |x| > 7, podemos hacer la aproximacion 7y =~
276 /0y exp(—mns/l1). Es claro que resulta valido usar el limite de una inter-
fase discontinua (Z, = —1) siempre que la longitud de formacién sea mucho
mayor al tamano de la regién en donde la permitividad cambie (ver [46]);
de manera mas precisa, si £+ > ¢, entonces podemos tomar Z_ = —1 en
todas las formulas previas y recuperar los resultados familiares de la RT en
interfases difusas. En el caso contario, Z, decae exponencialmente. En lo
que sigue, nos concentraremos solamente en la radiacion que escapa hacia el
frente. Por tanto, nos ocuparemos solo de Z_, que depende de la frecuencia
y del d4ngulo de emisién a través de la combinacién x = mw¢/40_.
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Examinando la gréfica 2.2 notamos que Z2 () alcanza su méximo valor
en x = 0, que corresponde al limite ideal de una frontera modelada por
una funcién escalén. A partir de su méximo, Z2 () disminuye rdpidamente
conforme el argumento crece. Usando consideraciones muy similares a las
que hemos hecho antes para particulas relativistas, podemos expresar x de
manera aproximada como

_ mswp [ Ywp w

= 1+426%)]. 2.69
8ye | w +fywp( 7 ) ( )

Esta expresion nos permite encontrar un criterio, valido para toda w, que
determina si una frontera puede consierarse abrupta o difusa. En efecto, la
funcién entre corchetes posee un minimo cuyo valor es 2. Por tanto, si

P« (2.70)

ye
pueden utilizarse todas los resultados obtenidos para interfases disconti-
nuas. Para hacerse una idea de las magnitudes involucradas, consideremos
una particula con factor de Lorentz v = 103 que atraviesa la frontera entre
polypropileno (wp/c ~ 108 m~1) y aire. Para este caso, si el ancho de la
regién en la que cambia la permitividad es cercano a 107°m los efectos del
cambio gradual en la permitividad serdn muy notorios. Recordemos que en
un detector de RT el ancho total de las hojas de material dieléctrico usadas
es de aproximdamente 10~°m, de aqui concluimos que en las condiciones
controladas de laboratorio la RT producida es descrita correctamente to-
mando Z2 (x) = 1. De la expresién anterior también se desprende que para
particulas suficientemente energéticas la interfaz siempre puede considerarse
abrupta.

Dado que Z2 () es una funcién monétona decreciente, observamos que la
intensidad de la radiacion se corta para frecuencias bajas (w < yw,) y para
frecuencias altas (w > yw,). Este hecho contrasta con la RT proveniente de
un frontera abrupta, para la cual la emisién espectral diverge de manera lo-
garitmica a bajas frecuencias. Notamos también que, para frecuencias altas,
la amplitud de emisién en el caso de la frontera difusa disminuye maés rapido
que en el caso discontinuo (véanse las figs. 2.3 y 2.4). Los resultados que
enunciamos aqui, principalmente la forma andlitica de Z_(x), dependen de
la funciéon que usamos para modelar el perfil de cambio en la permitividad.
Sin embargo, estos resultados poseen un caracter muy general y pueden en-
tenderse como una consecuencia directa de la disminucién de la longitud de
formacién con respecto al tamano de la inhomogeneidad, para frecuencias
muy altas (o muy bajas), lo que conduce a fuertes oscilaciones en la fase del
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integrando en (2.31). Finalmente, debemos notar que en una interfase difusa
la emisién no desaparece completamente. Una inspeccién a la Fig. (2.2) nos
permite concluir que para x ~ 1,5, la energia radiada mantiene un valor
cercano al 50 % del caso de una frontera abrupta. Asi mismo, podemos esta-
blecer que, a partir de este valor del argumento, la intensidad de la radiacion
decae de forma atin mas rapida; en efecto, al duplicar el argumento y tomar
X ~ 3 la intensidad de la radiacién disminuye casi un orden de magnitud y
serd notoriamente menor (< 10 %) que en el caso de una frontera abrupta.

d?I/dvdn (eV)

Figura 2.3: Emisién diferencial por dngulo y por frecuencia para una particu-
la relativista (y = 7x10?) que atraviesa: a)una frontera difusa polypropileno-
aire con un ancho 107°m (lineas azules sélidas); b) una frontera abrupta
(lineas rojas punteadas).

Nuestro formalismo puede adaptarse facilmente para tratar problemas de
indole mas general. Principalmente los casos de la RT producida cuando la
funcidén dieléctrica presenta una inhomogeneidad localizada en una regién de
longitud caracteristica ¢. Supondremos que dicha variacion se da solamente
sobre el eje z y que la particula viaja con velocidad constante v = vZ.
Ilustraremos el procedimiento en el caso simple de que la particula atraviese
un bloque de material dieléctrico con constante €. La funcién dieléctrica para
todo z puede modelarse como

h(z) = {1’ 2 € l=</2</, (2.71)

0, otro caso.
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Figura 2.4: Distribucién espectral normalizada y~'dI/dv, para distintos
valores del factor de Lorentz, de la RT originada en una interfase difusa
(lineas discontinuas) y en una abrupta (linea roja sélida) como funcién de

v =w/ywp.

En lugar de (2.41), la ecuacién integral que satisface ©,(z) serd

2 z
D.(2) = Das(z) + Ae% / d2'G(z, ' ko )h(2)D.(2)

= e[ G ke S 0~ o/2) 0 <2 (272)

oo € 0z
Recordemos que en la expresién anterior escribimos k&, en funcién de ©,(z).
Como hemos argumentado antes, al orden més bajo en Ae, obtenemos la
solucién reemplazando en las integrales del lado derecho D(z) por el campo
D1z, que es la solucién de (2.39) para el material dieléctrico con constante
€. Las integrales en la ecuacién anterior se evalian facilmente y el campo de
radiacién resulta ser [EF(k,w)],,,, exp(ikez), con

[ER (K, w)].,., = 21ER (k,w) sin(c/20_), (2.73)

slab —

donde ¢ = (w/v —kg,) "ty E}(k,w) es la amplitud del campo de radiacién
para una interfase sencilla que presentamos en (2.58).
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De manera similar, para un dipolo magnético la ecuacién andloga a (2.22)
es ahora

2 rz
B.(z) = Ba.(z) + Ae (;)2/ dz'Ga(z, 2" )h(2)B.(7'), (2.74)
de la cual obtenemos
[BY(k,w)]  =2B}(k,w)sin(s/20_), (2.75)

slab

donde BR(k,w) es la amplitud de la radiacién emitida cuando un dipolo
magnético atraviesa una sola interfase (cf. (2.35)).

Dado que la energia radiada hacia la derecha es proporcional al cuadrado
de la amplitud de la radiacién, escribimos

[d%] AT
sl

dwdf - 2dwd9 [1 —cos(s/(£-)], (2.76)

con d?I/dwdf dado por (2.61) 6 (2.63). Nuestro resultado coincide con el
bien conocido para la RT que se origina cuando una particula atraviesa
un bloque de material dieléctrico [23, 6]. El término que contiene el coseno
oscila rapidamente para cambios pequefios en w o 6 siempre que el bloque
sea suficientemente ancho como para que se cumpla la condicién ¢/¢_ > 1.
Esto implica que al integrar (2.76) para calcular la energia radiada, las
contribuciones provenientes de valores cercanos se cancelan; en tal caso,
dicho término puede despreciarse. De lo contario, si ¢/¢_ < 1, la radiacién se
vera fuertemente atenuada por la interfencia destructiva. En otras palabras,
a fin de que se forme la RT es necesario que la particula atraviese, dentro del
material, una distancia superior a £_. A esto se le conoce como el efecto de
longitud de formacion. Los resultados anotados en la ecuacién anterior, como
es de esperar, duplican a los que hemos presentado en el caso de una sola
interfase. La diferencia se explica por la circunstancia de que la radiacién se
emite en las dos interfases.

2.6. Radiacion de transicion coherente

La emisién coherente de radiacion por parte de haces concentrados de
electrones es un fenémeno comun a las diversas modalidades de radiacién
producidas por particulas ultra relativistas. Se caracteriza por un incremen-
to, que no se escala linealmente con el niimero de particulas, en la intensidad
de la radiacién debido a la suma coherente de las contribuciones de cada uno
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de los electrones de un racimo (“bunch” en inglés). En términos generales,
el fenémeno tiene lugar para longitudes de onda mayores al tamano ca-
racteristico del bunch. Asimismo, la intensidad de la emisién presenta una
dependencia cuadratica en el niimero de electrones.

Diversos grupos han reportado la observacién de radiacién de transicon
coherente (RTC), desde principios de la década de 1990 [36]. Al presente, se
han registrado observaciones en un rango muy amplio de longitudes de onda,
que pueden ser incluso del orden de milimetros. El estudio del espectro de
la RTC se ha utilizado como herramienta de alta resolucién en el andlisis y
diagnéstico de la estructura de haces provenientes de un laser de electrones
libres [63, 29].

En lo que sigue, usando el formalismo que hemos presentado en las pri-
meras secciones de este capitulo, estudiaremos la RTC debida a un haz
localizado de electrones y derivaremos las principales caracteristicas de la
emisién coherente. La discusion sobre la RT'C que sigue a continuacién sigue
de cerca los razonamientos expuestos en el trabajo [37].

Consideremos la situacién simple en la que un tren de N electrones se
mueve, sobre el eje z, con una velocidad comin v. En este caso, la corriente
puede escribirse como

N
J(r,t) = 2Zevd(x—xj)6(y—yj)5(z—zj — vt), (2.77)
j=1

en donde (xj,y;,2;) denota la posicién inicial (t = 0) del j-ésimo electrén.
Los electrones se mueven inicialmente en el vacio y se internan en un material
con una frecuencia de plasma dada por w,, el ancho de la interfase es ¢ y la
permitividad cambia de acuerdo a (2.7).

El campo de radiacién se obtiene de las férmulas (2.46) y (2.47). Aqui,
la componente z de la transformada de Fourier de la corriente depende de

wy K,y es de la forma J,(k,w, 2) = J.(k,w)e™?? con
e N
— —ig;
G = Gy ;6 K (2.78)

donde ¢j = K- p; + (w/v)z;. Por lo cual, la amplitud del campo de radiacién
producido por el bunch sera

N
EMr,w) =) e IE (k,w) (2.79)

j=1
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donde £2(k,w) es la expresién correspondiente a un solo electrén. Suponga-
mos adicionalmente que los electrones en el haz se distribuyen de manera
que poseen simetria axial. De esta forma, es facil calcular la energia radiada
por el haz de electrones usando (2.63), lo que resulta en

2
21 N g2r0
= —i9 2
dwdd ;6 | dwdd’ (2.80)

donde d?I°/dwd® es la potencia radiada por un solo electrén.
Escribimos el cuadrado de la suma en (2.80) como

k,j=1

N N N
DY =N Y SO = N A NN - DF (k,w), (281)
j=1 k=1

kg

donde hemos definido

N
1 .
— i(dr—b5)
Pl = =gy 2 ) (2.82)
k£

lo que nos permite escribir
2[0

dwdf’

I
dwd

[N (1—F (k,w)) + NZF(mw)] (2.83)
En este punto podemos ver que en el limite para el cual F (k,w) = 0 (ra-
diacién incoherente) la potencia radiada es simplemente la suma de las con-
tribuciones individuales de cada electrén. En el caso opuesto F (k,w) = 1
(radiacién totalmente coherente), la energia radiada depende cuadrética-
mente del nimero de electrones en el haz, si este es suficientemente denso.
Si bien esta ecuacién es exacta, su utilidad es escasa puesto que la evaluacién
de [ (k,w) depende de manera critica de las posiciones z; de cada electrén;
sin embargo, es posible interpretar la (2.81) como un promedio estadistico y,
de este modo, puede emplearse en condiciones muy generales. Para precisar
esta idea, consideremos la distribucién electrénica (discreta) en un momento
dado, la cual, estda dada por

N

Fulx) = % 3 6(x - xy), (2.84)

j=1
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que depende de las condiciones concretas cada haz. Naturalmente, existe un
gran numero de distribuciones semejantes a (2.84) que son compatibles con
los pardmetros macroscépicos bajo los cuales opera la fuente (acelerador de
particulas) de electrones. Denotaremos de manera genérica mediante f(x)
cualquier elemento del conjunto de distribuciones electrénicas que pueden
obtenerse bajo idénticas condiciones macroscépicas. De ahora en adelan-
te, entenderemos a la (2.81) como el promedio estadistico tomado sobre el
ensemble de un nimero grande de copias de fi(x). Escribimos entonces

N N
<Z ey ¢> = N(1—F (r,w)) + N’F (), (2.85)
j=1 k=1

en donde los corchetes angulares denotan la operacién de promediar sobre
el ensemble de distribuciones f(x)

Adicionalmente, supongamos que para un numero suficientemente gran-
de de electrones presentes en el haz, la funcién f (k,w) es independiente de
N. En este caso, dividiendo por N? obtenemos

2
>. (2.86)

Notemos que al calcular F (k,w) de este modo, para N grande, solo
retenemos la contribucién del término cuadratico en IN. Por ello, al sustituir
(2.86) en (2.80) estamos despreciando la parte incoherente de la RT frente
a su parte coherente. Para tener una idea de las magnitudes involucradas,
mencionemos aqui que, tipicamente, el niimero de electrones presentes en el
haz que se produce en un laser de electrones libres es del orden de 10°[61].

Consideremos ahora la distribucién continua f(x), que definimos como
el promedio del ensemble de una serie de distribuciones f;(x). Por ejemplo,
f(x) podria describir un racimo electrénico con forma gaussiana, sinusoidal,
etc. Si la integral de f(x) sobre todo el espacio estd normalizada a uno, la
probabilidad de encontrar un electrén en la posicién x es dada por N f(x)dx.
Usando esta distribucién efectiva (promedio), podemos aproximar la integral
(2.86) mediante la expresion

F(k,w) = lim <' / Bz fi(x)e”

— 00

2
F(k,w)= ‘/ 3z f(p, 2)exp [—ik - p— i(w/v)2]| . (2.87)

Hemos arribado al importante resultado de que el factor f (k,w) es propor-
cional a la norma cuadrada de la transformada de Fourier de la densidad
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electrénica. Esto se desprende de la obvia relacién f(x) = p(x)/N, donde
p(x) denota la distribucién espacial macroscépica de los electrones en el
racimo. Por tanto, podemos escribir:

2 221
dwdd’

I
dwdf

N2 (2.88)

[ #2stp. e in - p = itw/)

Recordemos que derivamos este resultado a partir de la densidad de co-
rriente dada en (2.77). Es interesante notar que podemos obtener la férmula
anterior, determinando directamente la densidad de corriente de la distri-
bucién de los electrones en el racimo. En este caso, si el haz de electrones
posee simetria axial y si la distribucién espacial electrénica esté especificada
por la funcién p(x) = Ng(p)F(z), la densidad de corriente es dada por

J(p,z) = Nevg(p)F(z — vt)Z2. (2.89)

Aqui, hemos supuesto que el racimo se desplaza rigidamente, paralelo al eje
z, con velocidad v. Tomando la transformada de Fourier a la expresiéon an-
terior (véase (2.10)), podemos usar las férmulas (2.47) y (2.63) para obtener
el campo de radiacién y la energia emitida, respectivamente. Procediendo
de este modo, el resultado es idéntico a (2.88) con f(x) = g(p)F(z).

En virtud de que una funcién acotada y localizada dentro un intervalo
de longitud finita es absolutamente integrable, su transformada de Fourier
tiende a cero conforme su argumento se incrementa, este hecho es conse-
cuencia del Lema de Riemman-Lebesgue [44]. Por esta razén, la amplitud
de la RTC producida por un bunch decae rapidamente conforme w crece.

Para ilustrar estas ideas consideremos dos ejemplos. En primer lugar un
bunch donde la carga se distribuye de manera uniforme en un cilindro de
radio R y longitud 2L que se mueve paralelamente a su eje. La distribucion
espacial de la carga es

p(r) = Neg(p)F(z), (2.90)
en donde
1/7R%, |p|l <R
9(p) ={ / lel (2.91)
0, otro caso
y

1/2L <L
F(z) = { /2L, = (2.92)
0, otro caso

Calculando la transformada de Fourier de la densidad electrénica podemos
obtener facilmente la amplitud de la RTC

F(k,w) = 40*J3(kR) sin®(wL/v)/(wL), (2.93)
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donde J;(x) es la funcién Bessel de orden 1.
Como un segundo ejemplo estudiaremos la RT'C producida por un bunch
gaussiano de tal manera que la distribucién de la carga es dada por

Ne

) = LR

2
26 P2 <
exp (—p 2R )exp <_2L2> , (2.94)
en cuyo caso la amplitud de la RTC resulta

w?
F (k,w) = exp (—k*R?) exp <_112L2> (2.95)

En ambos casos, es claro el hecho de que el prefactor F (k,w) en la am-
plitud de la RTC disminuye conforme la frecuencia de la radiacién aumenta.
En particular, en el caso del bunch gaussiano se deduce que la radiacion
coherente ocurre solamente para las frecuencias que cumplen w < v/L, o
en términos de la longitud de onda A =2 27L/f3. El argumento de la fun-
cién exponencial transversal es k?R? = w?/c?R?sin § lo que produce una
distribucién angular de la radiacion maés intensa hacia el frente.

Una vez calculado el factor F (k,w), es sencillo hallar la emisién dife-
rencial de la RTC usando la férmula (2.88). Recordemos que el campo de
radiacién debera incluir el factor Z_(x) dado en (2.67); por lo cual, escri-
biendo explicitamente dicho factor obtenemos

I 2¢°N? wp\ 4 03722 (x)
= F(w,0) (—p) - (2.96)
w T’ (1/72+w12,/w2+92)

en donde, recordemos, x = 7o (w/v)(1 — B cos ).

Un caso de mayor interés consiste en el estudio de la RTC producida
por un racimo electrénico con microestructura que emerge del undulador
(en inglés undulator) de un laser de electrones libres (FEL por sus siglas en
inglés). Antes de pasar por el undulador, el haz tiene una distribucién espa-
cial descrita por una funcién gaussiana con dispersién radial y longitudinal
OR Y 0, respectivamente. Al salir del undulador, mediante un proceso que
le confiere una microestructura periédica con frecuencia w,, la distribucién
final se describe como

B 1 p2 22
p(r) = W exp <—%‘%> exp (—M> [1 4 by cos(kr2)], (2.97)

Aqui, A = 1+b; exp(—02k2/2) es un factor de normalizacién, k, = w,/ces el
numero de onda asociado a la frecuencia de operacién del aparato; mientras
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que by es un numero entre cero y uno llamado bunching factor que, en
principio, esté expresado como funcién de la potencia de operacion del FEL.
En rigor, la distribucién electrénica resultante presenta picos para todas las
componentes de Fourier con k,, = nk,; sin embargo, arménicos mas altos
solo contribuyen de manera significativa cuando el FEL se encuentra cerca
de su punto de saturacién y en este andlisis los ignoramos®. Sustituyendo
(2.97) en la férmula (2.87), mediante un calculo simple encontramos que

2 2

exp (—k“c 2
F(w,0)= p(A2R) X [exp (—;}2(7§> +

2
+ by exp (—(w/v — kT)203/2) +brexp (— (w/v+ k:T)Qag/2) . (2.98)

Si by = 0, recuperamos la situaciéon examinada antes de un haz con distribu-
cién gaussiana sin estructura interna. Si by no es demasiado pequeno, a causa
del segundo término entre corchetes, la emision se incrementa drasticamente
para frecuencias cercanas a w* = fck,. Este es un efecto de la microestruc-
tura y permite obtener radiacion de una longitud de onda mucho més corta
que la obtenida de un haz sin estructura interna. La energia radiada puede
calcularse de manera inmediata y es dada por

d* I 2N?e%? (wp)41393 exp [—(w?/c?)o%6?] exp [—(w/v — ky)20?]
dwdf A’re \w (1/72 + w2/w? + 92)2 (1/42 + 62)?

(2.99)
Observemos que el intervalo de frecuencias estd muy restringido por el segun-
do factor exponencial. Por ello, podemos integrar la distribucién gaussiana
sobre un intervalo, centrado en w;, sufientemente grande comparado con el
ancho de la emisién. Con lo cual, obtenemos?

9,9 4 T pdexp —(krUR/’Y)QU2
dI  BN?B? 20w, <va> : { } . (2.100)

dnp A2 Tk \ wy 1+ ~y2w2 /w2 + 772)2 (1+n2)?
donde w, es la frecuencia de plasma del radiador y hemos introducido la
variable angular n = v6. Es claro que salvo algunos factores numeéricos, este
resultado es esencialmente la distribucién angular-espectral de la RT en una

interfase abrupta evaluada en w, y modulada por dos factores: a) Z2(x)

3Una excelente revisién histérica del apasionante tema de los ldseres de electrones libres
puede encontrarse en [61]
4Puesto que estamos considerando particulas ultra relativistas hemos tomado w* = w;..
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que esta asociado al tamafo finito de la regién en la que la permitividad
cambia y, b) la funcién exp (—HQU%) que corta rapidamente la intensidad de
la radiacién conforme el dngulo se aparta de la direcciéon 8 = 0. En el limite
en que la frontera sea abrupta, Z = —1 y se recupera el resultado para la
radiacion coherente de rayos X por un haz electrénico con microestructura
[29, 38].

Consideremos ahora un haz de particulas relativistas (v > 103) con mi-
croestructura que atraviesa una interfaz difusa. Supongamos que el tamano
de la inhomogeneidad en la permitividad ¢, es similar a la dispersiéon de la
distribucién del haz o,. En condiciones experimentales similares a las que
se tienen en el presente, la razén wg Jw? es casi un orden de magnitud ma-
yor a 1/+2. Supongamos, por ejemplo®, que el FEL opera a la frecuencia
Iw, = 8,3keV y que el haz incide del vacio al polypropileno hw, = 20eV. La
presencia de la exponencial en el numerador de (2.100), tiene la importante
consecuencia de que la forma global de la distribucién angular esta relati-
vamente poco afectada por Z2(x). Para convencernos de ello, regresemos
momentaneamente a la variable 6 y escribimos

. ﬂ—krg

donde x = ¢/o,. Como se verd més abajo, el dngulo de maxima emisién
es, cuando mucho, de orden 1/v. De ello resulta que la mayor parte de la
radiacion esta confinada a un cono atin mas estrecho que en el caso de la
RT incoherente. Esto implica que la contribucién de 2 a la suma en (2.101)
puede despreciarse frente a wg /w?. En otras palabras, mientras que Z2 () y
exp [—(kTURH)Q] cortan la intensidad de la radiaciéon para dngulos grandes,
este dltimo factor lo hace de una manera mucho mas rapida, de tal modo
que Z2 () nunca se aparta demasiado de su valor en 6 = 0.

El comportamiento de la distribucién angular de la intensidad depende
principalmente del factor de Lorentz de los electrones incidentes. Para valo-
res suficientemente pequenos para satisfacer v < k,.o,, el angulo de maxima
emisién 6, ocurre cuado 1 &~ \/3/27/ky0, (véase fig. 2.5) lo que resulta
en un valor que es significativamente menor al angulo de méaxima emisién
fxr que se obtendria en una interfase abrupta para la RT incoherente. En
el limite opuesto, si v > k,.o0,, y conforme v crece, 8¢ se aproxima asintoti-
camente al valor determinado por 1 ~ /3 (véase la fig. 2.6). Para valores
intermedios del factor de Lorentz, 6 siempre se mantiene por abajo del

(wi/w? +772+6%), (2.101)

5Las dimensiones del racimo de electrones pueden tomarse como: o, = 9 x 107 %m
y or = 6,12 x 107%m; el nimero de electrones presentes en el haz N = 1,5 x 10° y el
pardmetro by = 1 [38].
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Figura 2.5: Distribuciéon angular de la intensidad para valores moderados
del factor de Lorentz normalizadas por (Nby) 2y 73.

pico angular caracteristico de la TR incoherente, cuyo valor, recordemos es
O = ’y_l.

Como el argumento de Z2 () estd determinado practicamente por el cua-
drado de la razén wy,/w,, en el caso bajo consideracién podemos en (2.100)
evaluar dicha funcién en n = 0 y sacarla de la integral sobre los angulos
para obtener la energia emitida. El resultado se expresa en términos de la

funcién integral exponencial E;(z) como sigue:

272 172 (x0) |e” By (72) (72 + 1) — 1
_ by ol (WD) { , (2.102)

I =
A2y (1 + 7y /)

Wy

donde 72 = (k:?,a]?%) /v% y mediante o indicamos que el argumento de 72
debe evaluarse en n = 0. Con esta aproximacién escribimos

2
wk, Sw;,

2
8w

En la Fig. 2.7 presentamos una grafica en escala logaritmica de la energia
radiada como funcién de . En general observamos un incremento en la
energia conforme « aumenta. Sin embargo se aprecia claramente que para
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Figura 2.6: Distribuciéon angular de la intensidad para valores grandes del
factor de Lorentz normalizada por (Nby) 2.

valores extremadamente grandes del factor de Lorentz (y > 10%) la intensi-
dad muestra un crecimiento logaritmico con 7, este resultado se desprende
de la representacién en serie de potencias para Ej(x) cuando el argumento
es pequeno.

Con los parametros numéricos enlistados arriba nos percatamos de que
Xo =~ 0,8¢/0, por cual, consultando la fig. 2.2 podemos estimar, que cuando
¢ ~ o, el factor Z2 () ~ 0,8. De aqui concluimos que, si el bunch electrénico
y la inhomogeneidad son de tamano similar, la intensidad de la RT en la
interfase difusa es apenas ligeramente menor al caso ideal en donde Z2 (xo) =
1. Sin embargo, en caso de que el tamano de la inhomogeneidad sea mayor
a las dimensiones del racimo de electrones (¢ > o0,), la energia emitida
resultarda mas atenuada cuanto mas difusa sea la frontera. Por otro lado,
cuando el ancho del racimo exceda ampliamente a las dimensiones de la
inhomogeneidad en la permitividad (¢ < o), se recupera el caso de la RT
coherente de un haz de electrones en una frontera abrupta. Es interesante
notar que xo depende cuadréaticamente de wy/w;., por lo que el valor concreto

de esta razén afectard la intensidad de la RT en mayor medida que el ancho
del haz.
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Figura 2.7: Intensidad total de la RT en una interfase difusa como funcién
del factor de Lorentz, normalizada por (Nby)~2.

En lo que sigue, presentaremos las conclusiones a este capitulo. En pri-
mer lugar, cabe mencionar que la determinacién del campo en el interior
de la region en la que ocurre el cambio en la permitividad reviste un gran
interés. Si bien, en este trabajo no hemos hecho esfuerzo alguno en este
sentido, demos mencionar que usando el método presentado en este capitulo
esto es posible. Por ejemplo, si la RT tuviese un modo de polarizaciéon TE, la
componente z del campo magnético se obtendria evaluando las expresiones
(2.29) y (2.30) para puntos dentro de la regién en la que cambia la permiti-
vidad. Mediante un procedimiento similar podemos hallar la componente z
del campo eléctrico en los casos de RT con modo de polarizacion TH.

En segundo lugar, deseamos enfantizar que utilizando nuestro formalismo
pueden tratarse problemas no triviales de la RT. Concretamente, aquellos
que conciernen a interfases difusas o para los cuales el tamano de la inhom-
genidad en la funcién dieléctrica estéa espacialmente acotada. Asi mismo, se
pueden manejar problemas de la RT producida por fuentes distintas a una
carga.
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Finalmente, para los casos en los cuales la permitividad cambia de mane-
ra continua, el modo especifico en el que dicho cambio toma lugar se refleja
en la funcién Z2 (), la cual, es relativamente simple y mediante su examen
es posible extraer informacion relevante sobre las caracteristicas de la RT.



Capitulo 3

Propiedades
electromagnéticas de los
neutrinos

3.1. Introduccion

La relevancia de las propiedades electromagnéticas de los neutrinos dificil-
mente puede exagerarse dada la gran variedad de contextos fisicos, princi-
palmente en cosmologia y astrofisica, donde tiene profundas implicaciones.
Desde el punto de vista experimental, hasta ahora, no existe evidencia que
confirme un valor distinto de cero para alguna de estas propiedades [32].
Cualquier desviacién de las predicciones del ME, con una extensiéon minima
para acomodar neutrinos masivos, tendra importantes consecuencias en las
investigaciones en la frontera de la fisica [10, 58].

En la teorfa cuédntica de los campos, las propiedades electromagnéticas
de cualquier fermion se determinan por su interaccién con el campo electro-
magnético. Dicha interaccion se describe por el vértice que acopla al fermion
con los fotones y diagraméaticamente se ilustra en la fig. 3.1.

A diferencia de los fermiones cargados, que se acoplan al campo elec-
tromagnético incluso a nivel de diagramas de &arbol, las contribuciones al
vértice electromagnético de los neutrinos provienen de correcciones radiati-
vas. De este modo, el neutrino puede tener en el vacio un momento dipolar
magnético anémalo o un radio de carga !. Esto posibilita la interaccién de los

'En rigor, hablamos de la media cuadrética (rms por sus siglas en inglés) de la distri-
bucién de carga.

39
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Figura 3.1: Vértice electromagnético de un fermioén genérico.

neutrinos con el campo electromagnético, dando lugar a una gran variedad
de fenémenos de relevancia fisica.

En un medio material, las propiedades de los neutrinos y del campo
electromagnético se modifican drasticamente, produciendo efectos de mayor
intensidad que los que podrian ocurrir en el vacio. Al propagarse en un medio
con particulas cargadas, el neutrino adquiere un acoplamiento al campo
electromagnético en donde los electrones y positrones presentes en el bafio
térmico hacen las veces de intermediarios. Esta situacion es completamente
distinta al caso del vacio, en cuyo caso, el acoplamiento es inducido por
particulas virtuales.

En la primera seccién de este capitulo estudiaremos la estructura del
vértice electromagnético en el vacio y las diferencias entre neutrinos de Ma-
jorana y Dirac. Haremos también, una breve revisién de los limites experi-
mentales de estas cantidades.

En la segunda seccion de este capitulo discutiremos las propiedades elec-
tromagnéticas de los neutrinos haciendo énfasis en los efectos que induce
el medio. Utilizando técnicas de la teoria térmica de campos, calcularemos
a primer orden en la constante de Fermi Gr (o de forma equivalente: a
primer orden en 1/M3,) el vértice electromagnético de los neutrinos en un
gas de electrones y positrones en un fondo uniforme de carga positiva, de
tal modo, que la carga total se anula. Demostraremos que el vértice puede
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descomponerse en dos partes: la primera, que es porporcional al tensor elec-
tromagnético II,,, (w, k) del medio y que se anula para v, o v,; y, la segunda,
distinta de cero para todas las especies de neutrinos, pero que, como pro-
baremos, puede despreciarse frente a la primera parte en los limites clasico,
degenerado y relativista del plasma. Finalmente demostraremos que el aco-
plamiento de los neutrinos al campo electromagnético en un medio consiste
en un radio de carga.

3.2. Propiedades electromagnéticas de los neutri-
nos en el vacio

El elemento de matriz de la corriente electromagnética de los neutrinos
entre dos estados caracterizados por espin s (s') y cuadrimomento p (p’) se
puede escribir como

¥, 81 p, s) = a(p, s T, p)u(p, s), (3.1)

en donde denotamos con T*(p/,p) al vértice electromagnético de los neu-
trinos. Dado que, bajo transformaciones de Lorentz, el vértice se comporta
como un cuadrivector, tiene que ser una combinacion lineal de los vectores
pL, pu y las matrices de Dirac «,. A fin de formar cantidades escalares, o
pseudoescalares, pueden estar presentes contracciones de los vectores antes
mencionados con cualquiera de las 16 matrices linealmente independientes
de 4 x 4, que enlistamos a continuacion: I, v, 7,75, 75, ¥ el tensor o, dado
por .
i
Opv = B} [V ] -

Por conveniencia, se suelen utilizar las combinaciones ¢, = pL —puyly=
p’# + p,- Sin embargo, usando la descomposicién de Gordon de la corriente,
se acostumbra sustituir los términos donde aparece [, en favor de otros que
involucran solo g,,.

La conservacién de la corriente electromagnética d,J" = 0, impone la
restriccién

aa(p', )T, p)u(p, s) = 0. (3.2)
Por tanto, la estructura mas general del vértice electromagnético de los

neutrinos, consistente con la invariancia de Lorentz y la conservacién de la
carga, tiene la forma:

LA, p) = fo(a®)+ (P — and) fa(@®)vs + 0™ q” [far(d?) + ifE(qQ)(’ys] )
3.3
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en donde fg(q?), fa(q?®), fu(q?) y fr(q?) son los factores de forma de carga,
anapolar, dipolo magnético y dipolo eléctrico, respectivamente. Notemos
que ¢° es la unica cantidad escalar, no trivial, a nuestra disposicién; en
consecuencia, los factores de forma son funciones solo de ¢. Debemos hacer
notar que existen otras formas de parametrizar el vértice (véase por ejemplo
[52]), aqui escogimos aquella que es la més usual en la literatura.

A partir del hecho de que la corriente debe ser hermitica, lo que se expresa,
en la condicién (p, s|J|p', s') = (o, s'|J*|p, s)*, se deduce que T'*(p/, p) debe
satisfacer la condicién

T (0, p)vo = TP, p). (3.4)

Usando esta ecuacién y las relaciones ’yo'y,t’yo =% ¥ {5} = 0 pode-
mos mostrar que, fo, far y fa son reales. Adicionalmente, si suponemos
la invariancia de la corriente bajo conjugacion de carga y paridad, puede
comprobarse que fr = 0 [54, 42].

Para entender el sentido fisico de los factores de forma, es 1til acoplar
el término correspondiente de la corriente a un campo externo A, el cual
supondremos que varia lentamente en el tiempo [66, 12]. A partir de ahi se
puede derivar la ecuacién de Dirac para el campo fermiénico ¥ con masa
m; tomando la aproximacién no relativista para las soluciones, obtenemos
la energfa de interaccién de los neutrinos con el campo A, en el limite en el
que el momento transferido es cero, es decir, para ¢> = 0. Por ejemplo, para
el factor de los momentos dipolares magnético y eléctrico, encontramos que
el operador hamiltoniano es

H=—ia-V+8[m+ (fu +ifeys) (io- E+ X - B)], (3.5)
aqui, a = 4V, Xt = eijkajk y B = 7. La ecuacién resultante serd
o
—— = Ha. 3.6
% =1y (36)

En la representacién de Dirac de las matrices v, tenemos

> = <3 ‘;) . (3.7)

En el limite no relativista, la masa en reposo de la particula m supera
ampliamente a las energias cinética y potencial. Por esta razén, escribimos
las soluciones de energia positiva como

U= (;’z) e imt, (3.8)
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en donde ¢ y x son funciones que varian lentamente en el tiempo. Sustitu-
yendo (3.8) en (3.6) encontramos que

o (V- foA)
2m

~ ?,

donde hemos escrito explicitamente el potencial electromagnético A*(x) =
(¢(z), A(z)). De este modo, nos percatamos, de que en el limite no relati-
vista, y se puede irgnorar frente a ¢. En el sistema en el que la particula
permanece en reposo

i~ [(uBo + duBo) -0 + Q2] (3.9)

donde p, = fu(¢* = 0), dg = fe(¢® = 0) y @ = fq(¢® = 0); con el
subindice cero denotamos a los campos eléctrico y magnético en el sistema
de referencia comoévil. Queda patente entonces, que podemos identificar a
@y dig con los momentos dipolar magnético y eléctrico de la particula,
respectivamente.

Hasta ahora hemos supuesto implicitamente que el neutrino es una particu-
la de Dirac. A continuacién, discutiremos las particularidades de los factores
de forma en el caso de que el neutrino fuese una particula de Majorana. Antes
de proceder, revisaremos brevemente la operacién de conjuacion de carga,
que puede definirse para cualquier fermién de Dirac como 2:

(@ = 400y, (3.10)
en donde C es una matriz unitaria por definir, tal que satisfaga
")/()CO';V = _UuV'YOC- (3.11)

La definicién dada arriba estd motivada por el hecho de que en la represen-
tacién de Majorana de las matrices de Dirac, podemos escoger C' = ~°; en
cuyo caso, la conjugacion de carga se reduce a 1(z) = ¥*(z). La condicién
(3.11) garantiza que la definicién de conjugacién de carga que hemos dado
arriba es covariante bajo transformaciones de Lorentz. De la expresién an-
terior se sigue facilmente CO’;VCT = —Y,0,"0- Esta ecuacién se satisface si
tomamos

Cly,C = —v. (3.12)

como la relacion que define a C. Partiendo del requerimiento de que (1/1(0)) © _
1, se puede demostrar que CC* = —1. Naturalmente, la forma explicita de
C depende de la representacién especifica de las matrices .

2Para una discusién mas detallada y diddctica puede revisarse el trabajo [59].
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Decimos que 9 es un fermién de Majorana si satisface

9 (2) = (). (3.13)

Usando esta condicién, no es dificil obtener la superposicién en ondas planas
del operador de un campo de Majorana [52]. Esta resulta ser

d3p s —ipx s ipT
P(x) = /(%TP\/E g (apT us(p)e + ay vs(p)e ) ) (3.14)

donde a;T crea el estado de una particula con espin s y cuadrimomento p.
Los espinores us(p) y vs(p) satisfacen las relaciones:

us(p) = 10Cvs(p)”,
vs(p) = 70Cus(p)”. (3.15)

Es claro, si examinamos las relaciones previas, que la conjugacion de carga
transforma un espinor con un espin determinado, al correspondiente a la
antiparticula en el mismo estado de espin.

Estudiaremos ahora las diferencias que existen entre los factores de for-
ma de los neutrinos de Majorana y Dirac. Sea F', cualquiera de las formas
bilineales que aparecen en (3.3). Si la particula es de Dirac, el elemento de
matriz puede escribirse como

', s |oFplp, s) = gy (') Fus(p). (3.16)

En el caso de un neutrino de Majorana la situacién es diferente, dado que,
cualquiera de los operadores 1) y ¢ puede crear (o aniquilar) los estados de
una particula en la ecuacion anterior. Consecuentemente, para el caso de
Majorana tenemos

(W', s 1o FYlp, s) =ty (p) Fus(p) — s(p) Fus (). (3.17)

El signo negativo en el segundo término aparece debido al hecho que los
operadores que figuran en el desarrollo del campo v anticonmutan. Esta
expresion puede simplificarse usando las relaciones entre los espinores dadas
en (3.15) y la condicién (3.12). Obtenemos finalmente:

W, S0P, ) = iy () (F+ (CFTCH) ugp).  (3.18)

No cuesta trabajo demostrar que, si F' es cualquiera de los siguientes térmi-
nOoS: Yy, Oy O V50, entonces

F=-CFTcT, (3.19)
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por lo cual, concluimos que para neutrinos de Majorana, los factores de
forma de carga, magnético dipolar y eléctrico dipolar se anulan,

fo=fu=fe=0. (3.20)

Por tanto, para un neutrino de Majorana el tinico factor que es distinto de
cero es el anapolar.

El hecho de que tanto el momento dipolar magnético como el eléctri-
co, para un neutrino de Majorana, se anulen, se desprende, sin demasiada
elaboracién, demandando solamante invariancia bajo C'PT. En efecto, su-
pongamos que los neutrinos de Majorana tienen momento dipolar magnético
y eléctrico. Entonces, en el sistema de reposo del neutrino, la energia de in-
teraccién con el campo eléctromagnético estatico es, como hemos visto antes:

—dEO' . EQ — uo - Bo.

Al efectuar la transformacion del estado inicial bajo CPT, los campos Eq y
By permanecen sin cambio alguno; no ocurre lo mismo con un neutrino de
Majorana en reposo, puesto que en tal caso, el efecto de la transformacion
consiste en la inversién del espin. Por tanto, si suponemos que la invariancia
bajo CPT es véalida los momentos dipolares deben ser cero.

Hasta ahora, hemos discutido los factores de forma diagonales, es decir
aquellos para los que el estado inicial es el mismo al estado final; sin embargo
es posible considerar factores de forma, en los cuales, los estados iniciales
y finales involucren distintas generaciones o masas. Es posible mostrar que
si suponemos invariancia bajo C'P, entonces los factores de forma fQ(q2),
f(@®), fe(¢®) v fa(q?) son reales entre si.

A continuacién haremos una breve revision de las cotas actuales que ex-
perimentos u observaciones astronémicas imponen a los factores de forma de
los neutrinos. Antes debemos mencionar que, para neutrinos sin masa, es po-
sible demostrar que el vértice electromagnético puede escribirse en términos
de un sélo factor de forma fp(q?) (ver por ejemplo [52]):

u(p )Ta(q)u(p) = fo(a®)u(p )l + v5)u(p), (3.21)

de manera tal que los factores de forma de carga y anapolar estdn relacio-
nados con fp(q?) de la siguiente manera

fo(@®) = fo(d®), fa(d®) = fo(d®)/d* (3.22)

A pesar del hecho claro de que las correcciones radiativas no deben alterar
la neutralidad de la carga de los neutrinos, solo unos cuantos afios posterio-
res a la formulacién del ME, se llevaron a cabo los primeros calculos para
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determinar el factor de forma de carga; en 1972, Bardeen, Gastmans y Lau-
trup [7] usando la norma unitaria en sus cdlculos demostraron que el factor
de forma fg(q?), al evaluarse en ¢ = 0 arroja una carga nula. Este resul-
tado fue confirmado en los trabajos Rosado y Martinez [50], y Sirlin [17],
utilizando distintos esquemas, a nivel de un rizo del vértice electromagnéti-
co en el contexto del ME. Por otro lado, en [24, 25] se estudia el vértice
electromagnético de los neutrinos, usando el ME con extensiéon minima para
dar acomodo a neutrinos masivos. En estos trabajos, los cdlculos se hacen
usando una norma arbitraria R¢. En ellos, los autores obtienen expresiones
cerradas para los factores de forma de los neutrinos y demuestran que para
neutrinos masivos, al menos a nivel de un rizo, la carga de los neutrinos, es
decir fo(q? = 0), es independiente de la norma elegida y se anula.

Probablemente, la carga de los neutrinos es la propiedad electromagnéti-
ca con la cota experimental mas restrictiva. En experimentos que involucran
procesos como el decaimiento beta n — p+e~ 41, y en los cuales se da por
sentada la conservacion de la carga, se obtiene

q, < 1072te, (3.23)

este limite se deriva al considerar la cota para la carga del neutrén dada por
¢n = (—0,4 4 1,1) x 10~2!¢ [8], donde e es la carga del electrén; también se
obtiene un resultado similar al suponer la neutralidad de la materia [49].

Incluso si el neutrino careciera de masa, es posible extraer informacion
relevante de las propiedades estéticas, a partir del factor de forma fg (q%).
En general, una particula neutra puede contener dos distribuciones de carga
opuesta con el mismo centro pero con distinta extensién espacial. Al consi-
derar la dispersién eldstica de electrones por el potencial producido por una
densidad de carga, con simetria esférica, dada por p(r), se demuestra que la
seccién eficaz es de la forma:

da_ do

0 mp‘f(qz)

, (3.24)

en donde el primer factor en el miembro derecho representa la seccion eficaz
que corresponde a una particula puntual, mientras que f(q?) es un factor de
forma dado por

) = 4m [ o) 220 2,

qr
— 1 2 (r?)
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Por analogia, para los neutrinos, se puede definir el radio de carga como

i q2:0. (3.25)
Inicialmente, el concepto del radio de carga aplicado a los neutrinos, produ-
jo no poca confusiéon. Por ejemplo, en los primeros estudios se concluia que
el radio de carga, calculado en el contexto del ME, resultaba divergente y
dependiente de la norma, por tanto, se consideraba como una cantidad no
observable. Para solventar el problema, A. Rosado, J. L. Lucio y A. Zepeda
[47], concibieron en su lugar la nocién de un radio de carga electrodébil aso-
ciado a los neutrinos. Algunos anos mas tarde, Sirlin y Marciano, estudiando
la amplitud de la dispersién eldstica neutrino-leptén, fueron capaces de de-
mostrar que, en determinado esquema de renormalizacién, dicha amplitud
puede separarse en dos partes finitas e inedependientes de la norma. Una
parte, que no depende del leptén involucrado en el proceso de dispersion
considerado, puede interpretarse como el factor de forma electromagnético.
La expresion derivada para dicho radio de carga es

G m

2 F w

(ry, ) ~ — S| — L=e,p,r, (3.26)
\@77 mr

los valores numéricos para las distintas especies de neutrinos se enlistan a

continuacién

(r2) ~ —1,34 x 107* (cm?)
<r12,#> ~ +1,85 x 10733 (cm?) (3.27)
(r2 ) ~ 43,5 x 10733 (cm?).

'

Es interesante notar que, en términos numeéricos la estimacién en [47] es
muy similar a las cantidades dadas arriba. El radio de carga de los neutrinos
representa sélo una correcién de la interaccion débil a nivel arbol, y como
tal, se puede analizar mejor en experimentos en acelaradores de particulas.
Es interesante, contrastar las predicciones tedricas con los limites impuestos
por resultados experimentales. Usando los datos colectados de la observacion
de la supernova SN 1987A, para el neutrino derecho del electréon Grifols y
Masso [34] estimaron una cota para el radio de carga dada por:

(r2 ) <2 x 107 %em?. (3.28)

La colaboracién Kamiokande II encontré, analizando los datos de neutrinos
provenientes del sol, que

(r2 ) <2 x 10" *cm?. (3.29)



48 PROPIEDADES E.M. DE LOS NEUTRINOS

Podemos apreciar que los limites experimentales difieren, como maximo, un
orden de magnitud con las predicciones tedricas. Es razonable suponer que
la precision experimental pueda pronto refinarse al punto de ser capaz de
explorar el radio de carga del neutrino.

Desde su propuesta inicial, Pauli especul6 con la idea de que los neutrinos
tuviesen un momento magnético no nulo. Aunque hasta la fecha las observa-
ciones experimentales o astrondmicas no han conseguido medirlo, debemos
subrayar el hecho de que la observacién de un valor no nulo para el mo-
mento magnético diagonal de los neutrinos, automéaticamente nos llevaria a
concluir que los neutrinos son fermiones de Dirac. En la formulacion original
del ME el neutrino carece de masa, por tanto, no puede tener un momento
dipolar magnético; sin embargo, una extensién minima, que admita neutri-
nos masivos, conduce a la prediccion de que un neutrino de Dirac posea un
momento dipolar magnético dado por [48, 45]:

_ 3GFpmemy,

My = 74\/§7r2

donde pp = e/2m, es el magnetén de Bohr, m. y m, las masas del electrén
y del neutrino, respectivamente. En un trabajo mas reciente [24], se de-
muestra que el factor de forma magnético, evaluado en ¢> = 0, da un va-
lor finito e independiente de la norma. Hasta ahora, limites de u, se han
obtenido en experimentos de dispersién de antineutrinos por electrones al
analizar el espectro de energia del retroceso de los electrones. Los primeros
experimentos de este tipo se llevaron a cabo, hace casi ya cuarenta anos,
en el laboratorio de Savanah River y permitieron establecer una cota dada
por: 1, < 10719 5. Sin embargo, a partir de experimentos llevados a ca-
bo recientemente en reactores, se ha podido obtener un nuevo limite mas
restrictivo [9] en el orden de p, < 2,9 x 107 yp.

~32x 10 Yp (%) , (3.30)

3.3. Propiedades electromagnéticas de los neutri-
nos en un medio

Al considerar los factores de forma inducidos por la materia debemos
tener en cuenta que, en la estructura del vértice, interviene ahora la cuadri-
velocidad del medio v*. Se anaden nuevas contribuciones a las que discutimos
en la seccién anterior. Los propios factores de forma dependen en el presente
caso de los escalares q,v* y ¢*. Estos nuevos términos se denominan factores
de forma inducidos por el medio. En general, para el vértice habra dos
contribuciones: una inducida por el medio y otra proveniente del vacio. Esto
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es:

DK, p) = Ty (K, k) + Ty (K K, w) (3.31)

En los sucesivo nos ocuparemos solamente de las contribuciones al vértice
inducidas por la interaccion de los neutrinos con la materia, por lo tanto en
lo que sigue omitiremos, por brevedad, el subindice (M).

A continuacién presentaremos el cdlculo de la parte del vértice que de-
pende del medio. Consideraremos el caso en el cual, el medio esta constituido
por un gas de electrones. Supondremos también que este gas de electrones es-
ta inmerso en un fondo uniforme de iones positivos. El cdlculo de TM(k/, k, u)
en el ME involucra los diagramas que se encuentran en la figura 3.3. Nos
concentraremos solamente en situaciones en las que la temperatura es su-
ficientemente baja como para no permitir la presencia de bosones W en el
medio. Esto implica que, solamente en el propagador de los electrones tie-
nen que incluirse los efectos inducidos por la densidad de electrones. En caso
de que el medio se caracterice por la temperatura 7" = 1/8 y el potencial
quimico p, los propagadores en los lazos de electrones Sp(p) se escriben
como:

SF(p:M,B) - (? + mE) ])2—17)’12 +1 27{6(172 - mg)n(“ p?/J'wB) ) (332)

e

en donde m, es la masa del electréon y n es una funcién que involucra las
funciones de distribucion térmica de electrones y positrones dada por

o) O(=a)
z—p) 41 e—Bl—p) 41

nw) = (3.33)

Notemos que en las integrales que aparecen en el célculo de T'y (K, k,u),
los valores de la variable de integracion estan restringidos por la presencia
de la distribucién de Fermi de los electrones y positrones. Debido a ello, la
contribucién del diagrama fig. 3.3 (b) tiene una potencia extra del factor
1/M3, relativa a los dos diagramas restantes. Por tanto, en un cdlculo a
primer orden en 1/M2,, podemos ignorar la contribucién de este diagrama
y concentarnos sélo en el célculo de los diagramas restantes. En lo que sigue?,
seguiremos de cerca el procedimiento utilizado en [21]. Un sencillo célculo

3Es interesante revisar el trabajo [4] en donde, usando elementos de la teorfa cinética,
se efectiia el mismo célculo.
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W(k-p)

v(K) e() (c)
y(Q)
z
v(k) e(p-q)

Figura 3.2: Diagramas que contribuyen al vértice electromagnético en un
plasma QED. La linea doble representa el propagador térmico. (a) Diagrama
W (solo para v.). (b) Diagrama con dos propagadores del boséon W. (c)
Diagrama Z. Se consideran solo neutrinos izquierdos en todos los casos.
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nos permite escribir

2 d4p
i = & / MLiSp(p —
2 A 2 (27_‘_)47 7 F(p q)

X W'SF(me( ! (3.34)

q—p)* — My’
para el diagrama en la fig.3.2 (a). Por otro lado, para el diagrama de la parte
(c) tenemos

2
.~(2) €9z
— il = -2 oML
A q* — M3

4
x / (‘;f;lﬂ [iSe(p — Q) \iSF(P) X Y4 (az +bz7s)], (3.35)

en donde ¢ = p’ — p es el momento transferido al fotén y en el ME, g7 =
g/(2cosbw), az = —1/2+2sin? 6, y bz = 1/2, por tltimo L = (1—73) es el
proyector izquierdo. Notemos que para los neutrinos del muon y del tau tan
solo es necesario calcular la contribucién del diagrama (c), mientras que el
vértice de los neutrinos de electréon recibe las contribuciones de los diagramas
(a) y (c). Por esta razén consideraremos por separado las expresiones para
'% y TW) Adicionalmente, supondremos que las energfas de los neutrinos
son suficientemente bajas como para ignorar la dependencia de los cuadri-
momentos en los propagadores de los bosones W y Z.

Notemos que, al sustituir los propagadores de los electrones en la férmula
anterior, junto a los términos que no dependen de la distribucién térmica
de los electrones aparecen otros que dependen lineal o cuadraticamente en
n(p - u). Los primeros contribuyen a la parte del vértice que no depende del
medio y, que como ya indicamos previamente, los ignoraremos. Por tltimo,
los términos cuadraticos en n(u - p) contribuyen solo a la parte de absorcién
de la amplitud.

Utilizando la identidad, estilo Fierz, que escribimos a continuacién

VLAY, L = —Tr(Av,L)v*L, (3.36)

y que es valida para cualquier matriz de 4 x 4, podemos reordenar la expre-
sién correspondiente a Fg\W) de tal modo que las dos expresiones en (3.34)
pueden escribirse en la forma

T = 720, (3.37)
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donde

e 2 4
T =2t | (;1;;4 Te [(p — ¢ + m)na(p + mvplaz + bzys)]

y [5[(1) —q)> —m?nl(p — q) - u] N §(p* —m*)n(p- u)
p* —m? (p—q)* —m?

(3.38)

Mediante el cambio de variable p — p+ ¢ en la primera de las integrales
y evaluando las trazas en el integrando obtenemos

T(Z) _ 469%/ d3p i
o ME ) (2m)32E
(- ) (Prgp + Pp22) — (P %90 — P90
(p-q)* — (¢%/2)°
, P'e’q?
— bz(f- — f1)iex ., (3.39
o= Il g o —ap) %
donde la integral se calcula sobre el cuadri-momento p* = (E,p) de los

electrones y positrones con energia y £ = \/p? + m?2. También hemos in-
troducido la funciones de distribuciéon de Fermi para positrones y electrones

Jaztr + 1

1
Ie= exp[(B(p-uF p) +1] (3.40)

Notemos que p-u equivale a la energia del fondo de particulas en el sistema de
referencia del medio. En particular, en este sistema de referencia, la densidad
de electrones y positrones esta dada por

3
ne =2 [ S Lre ), (3.41)

hemos agregado un factor de 2 para tomar en cuenta la degeneracién del

espin. La expresion para 7;\(;4/) puede obtenerse en cualquier momento, a
partir de (3.39), mediante las sustituciones:

2

2
9z g
£ , az=1/2, by=-1/2. 3.42
Finalmente, tomando en cuenta las dos contribuciones podemos expresar el
vértice como:

Ty = —V2GrT,LY, (3.43)
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siendo G la constante de Fermi y donde definimos

a3
~ted [ Sh (- 1)

L (P 2)(rgp +ppqx) — (0090 — 9
(p-q)? — (¢%/2)?

dBp 1 "¢’ ¢
— ieex,y — 44
i€€xpp B/ 2m )3 2E f+)(p_q)2 () (3.44)

En el ME A = 2sin?60y + % and B = :F%, en donde el signo de arriba
corresponde al v, y el de abajo a v, ;.

El tensor T Ap satisface la condicién
*Thp =0, (3.45)

lo que es una consecuencia directa de la invariancia de norma del electromag-
netismo. Adicionalmente, una inspeccién a las expresiones explicitas revela
que también se cumple

a"Txp =0, (3.46)

lo que constituye una condicién que no aparece a ordenes mayores. La forma,
mas general para 7Ty, consistente con ambas condiciones se puede escribir
como [56]:

Trp = TrRyp +TrQxp + T5Py, (3.47)
en donde
qxqp q
R)\p =9xp — A Q)\p ) (3'48)
0?2 w w

Q=" \ut— >S50\t >5%]) 3.49
S ¢ e (3.49)

Py, = P
Ap — é ExpaBqd UV, (350)

es un conjunto de tensores ortogonales dos a dos que satisfacen:
Ry,RY =2, Q,,Q¥=1, P,P¥=-2. (3.51)

Expresaremos las distintas cantidades usando el sistema de referencia del
medio, para el cual, u* = (1,0), y escribiremos ¢* = (w, Q), con Q = |Q]|.
Sustituyendo (3.39) en (3.1) y teniendo en cuenta (3.47), podemos escribir
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el elemento de matriz de la corriente electromagnética de los neutrinos como
sigue:

(K, s'| I\ |k, 8) = —V2Gpu(k') [(Tr Ry, + TrQxp + TaPyy) v L u(k). (3.52)

En esta ultima ecuacion se exhibe la estructura del vértice electromagnéti-
co, en términos de los factores de forma T, 11 y 15 las cuales son fun-
ciones escalares de w y Q. Con el fin de hacernos una idea del sentido fisi-
co de estas cantidades, notemos que el tensor 7, se descompone en una
parte simétrica en los indices A, p, que proviene de evaluar la expresién
Tr ['y)‘SF(p)vaF(p — q)] en el integrando de (3.39); y en una parte anti-
simétrica determinada por Tr [7/\5 r(p)Y*v5SF(p — q)] Comparando con la
expresion explicita del tensor de polarizacién en un medio II,,, (w, Q) (véase
por ejemplo [14]), notamos que 7y, es proporcional a la parte simétrica del
tensor de polarizaciéon del medio. Este hecho puede entenderse examinan-
do la Fig. 3.3. Con las aproximaciones descritas arriba la interaccién de los
neutrinos con el campo electromagnético puede expresarse, de manera efec-
tiva, mediante una interaccion similar a la interacciéon de cuatro campos de
Fermi. En este caso, cuando efectuamos el calculo, los dos diagramas que
consideramos antes se reducen al rizo de electrones que aparece en dicha
figura. Si en lugar de un par de neutrinos, imaginamos que conectamos otro
foton al diagrama, estariamos describiendo la dispersién de fotones en un
medio con electrones.

v(k') e(p-q)

Figura 3.3: Acoplamiento efectivo de un fotén y un neutrino por el tensor de
polarizacion. La linea doble en el rizo de electrones representa el propagador
térmico S
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En este punto, nos permitiremos una digresion para revisar brevemente
las propiedades del tensor de polarizacién en la materia. En primer lugar
recordemos que, en un medio material, la relaciéon de dispersion de los foto-
nes es modificada de tal manera, que permite la existencia de modos que se
propagan de manera transversal y longitudinal al vector onda. Los primeros
son muy similares a los fotones ordinarios en el vacio y por esta razén, en
los sucesivo nos referiremos a ellos simplemente como fotones. Para distin-
guirlos de los modos longitudinales, que no son otra cosa que excitaciones
colectivas de la densidad de carga del plasma, nos referiremos a estos tultimos
como plasmones. Denotaremos con e) (q) a los vectores de polarizacién, que
dependen del cuadri-momento de los fotones (w, @), con ! =1,2y [ = 3 pa-
ra los dos modos transversales y longitudinal, respectivamente; recordamos
también las siguientes relaciones

el = Qy, (3.53)
Z eA ep =—-R), (3.54)

1=1,2

El tensor de polarizacién contiene toda la informacién de la respuesta
del medio al campo y las corrientes externas. La forma mas general que II,,
puede tener es [56]

I, = mr Ry, + T.Qxp + TP P>y, (3.55)

en donde mp, m;, y mp son funciones escalares que dependen de las con-
diciones fisicas del entorno, tales como densidad y temperatura, y de la
cuadri-velocidad del medio. Los tensores Ry,, @), y P, son idénticos a los
que hemos definido en las ecuaciones (3.48)-(3.49). Si el medio es isotrépico,
y no se consideran procesos en donde se viole la simetria CP, puede demos-
trarse que wp = 0. En lo que sigue, concentraremos nuestra atencion solo en
medios para los cuales se cumple esta condicién.

En un medio polarizable las funciones de respuesta del medio al campo
electromagnético, se relacionan al campo de desplazamiento eléctrico con el
campo eléctrico mediante D = €E, siendo € la permitividad eléctrica; simi-
larmente, la induccién magnética B, y el campo magnético H, se relacionan
mediante las expresién H = !B, siendo y las permitividad magnética del
medio. Si los campos varian en el tiempo y el espacio, las relaciones multi-
plicativas entre ellos se entienden en términos de integrales de convolucién.

Sin embargo, B y la parte transversal del desplazamiento eléctrico D,
la cual se caracteriza por Dr-Q = 0, no son independientes [43]. Entre otras
posibilidades, se puede escoger D = erEr, D, = ¢ Er, y H= B. En este
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caso, € = €y, es la permitividad longitudinal y la permitividad transversal es
dada por er = er + (1 — p~1)Q?/w?. Las permitividades se relacionan con
el tensor de polarizacion en la forma que escribimos a continuacion

e, =1—m /(W= Q%) vy er=1—mp/u? (3.56)

a partir de ellas, pueden derivarse ficilmente las relaciones de dispersion
para los modos longitudinales y transversales, las cuales, satisfacen

w? — Q% =7 1. (3.57)

Los primeros cédlculos del tensor de polarizacion se hicieron determinando las
amplitudes en la dispersién de los fotones hacia adelante por las particulas
que constituyen el medio. En afios méas recientes, usando la teoria térmica
de los campos, diversos trabajos han confirmado los resultados previos. En
el sistema de referencia del medio las funciones mr y w7, estan dadas por

wp=(1-w/QU® v mp= L (T~ ), (3.58)
con TrIl = g, II*. Examinando la relacién de dispersién dada en (3.57),
notamos que los fotones y plasmones adquieren una masa efectiva dada por
77, 1; sin embargo, debemos advertir que en general estas funciones dependen
de la frecuencia y del nimero de onda en una forma complicada, que en
general, estd determinada por el régimen de las particulas del medio. A
pesar de ello puede mostrarse, usando consideraciones muy generales[40], que
para frecuencias muy arriba de la mayor frecuencia resonante del material,
la funciéon 7 es practicamente una constante. De este modo, los fotones

adquieren una masa efectiva m2 = mr(w — 00) en el medio.

3.4. Elradio de carga de los neutrinos en un medio

En esta subseccién analizaremos la importancia relativa de las funciones
Tr y Ts y restringiremos nuestra atencion a fotones reales que se propaguen
en el medio. Los vectores de polarizacién transversales satisfacen eg\l)Q’\p =0.
De aqui se sigue que para neutrinos sin masa, el acoplamiento a los fotones a
se da dnicamente mediante la parte transversal de la corriente que se escribe
a continuacién

W, 815 |p, s) = a(p) [(Trga, + TsPay) v*L] u(p). (3.59)
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En efecto, para neutrinos sin masa la ecuacién de Dirac (a(k')y qgpu(k) =
0), nos permite omitir el término proporcional a grg,. Por otro lado, los
plasmones se acoplan a los neutrinos con la corriente longitudinal dada por

(&, 5150 |k, s) = Tr a(k') QapyLu(k). (3.60)

Las funciones T y Ts pueden hallarse a partir del vértice electromagnéti-
co del neutrino usando las relaciones R,\pR’\p =2y PApP)‘p = —2. Las ex-
presiones integrales resultantes dependen de las condiciones especificas de
temperatura y densidad del gas de electrones. No obstante, en los limites de
un plasma clasico, degenerado y relativista pueden darse expresiones analiti-
cas explicitas. Siguiendo a Braaten y Segel [14], definimos v, = w1 /wy, siendo
wp la frecuencia del plasma y que es dada a continuacién

Aoy o) p2
=2 [Tk (1- 3 e el Go

en donde v = p/FE es la velocidad de los electrones o los positrones. Por otro
lado, la frecuencia w; esta dada por la integral

00 2

A= [Tl (fe - e e mml. o)
T Jo E \3

Esta siempre se halla en el intervalo 0 < wy < wy,, de donde se deduce que
0 < v, < 1. Como se demuestra en el articulo citado, en los limites clasico,
degenerado y relativista las integrales exactas para 15 y T estan dominadas
por el valor de v, y pueden obtenerse las expresiones analiticas que , salvo
un factor de proporcionalidad comun a las dos, damos a continuacién

3 -0 1 1+
T5(w, Q) = ‘*;5 Q(w S ) [1 RO log = é} , (3.63)
mientras que
3wy (1-z), 1+z

En las expresiones anteriores hemos definido z = v Q2 /w?, mientras que la
frecuencia ws es dada por

a 00 3
20 [T gl 4 (B) - e(B). (3.65)

W = E2dp

_go
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Resulta conveniente introducir la funcién G(x) definida como

G(m):; 12;(12\_/5)10g1i£

Notemos que para valores del argumento situados en el intervalo 0 <z <1
se tiene que dG(x)/dx > 0,0 < G(x) <1,G(0) =0y G(1) = 1.

Para Q > w), el valor de Tr se aproxima a una constante dada por la
expresion (v2gyGrp/e)mi con mi = w2[1+1/2G(v.)]. Este hecho es por
completo andlogo al comportamiento de los fotones (transversales) en un
medio que exhiben un comportamiento asintotico en el cual se comportan
como particulas masivas. Usando la funcién G(x) definida arriba, T puede
escribirse de manera muy compacta:

0<z<l. (3.66)

Tr(w, Q) = w) [1 + ;G(z)] : (3.67)

A partir de las ecuaciones (3.63) y (3.64) podemos establecer

en donde hemos definido las cantidades reducidas z = Q/w, y w = w/wp.
Examinemos el término entre paréntesis cuadrados en la expresion anterior.

Notemos primero que

3 2
1<w?—a? <S58 (3.69)
2 wy

por lo que se sigue que

2,.2 2,.2
o (B s 570
w? x? 4+ mp /w2

De donde obtenemos finalmente que:

20 2 ooy L
1 3(w :L’)<3

22
1-— G 71
G (a:Q—f—m%/w}Z,)] (3.71)

Ahora bien, con respecto al denominador, notemos que: w? — v2z? = w? —

22 + (1 — v2)2?, de donde es facil establecer la desigualdad

22,2014 Lo (0 (1 - 022 (3.72)
w — U, X — — 5 & — V. ). .
* 2 \ 22+ m}/w? *
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En resumen

5w, Q) ws .
Tr(@.Q) < wph( )s (3.73)

w126 (w=timg)

1+%G<%> + (1 —v2)2?

x2+m3 [w?

siendo

h(z) (3.74)

En esta tltima desigualdad los términos a la derecha son independientes de
w y la funcién h(z) nunca supera la unidad como puede apreciarse en la
figura 3.4

0.8 T T

0.7 |

o000
oo hN

0.6

0.5

0.4

h(x)

0.3

0.2

0.1

Figura 3.4: Gréfica de la funcién h(x), para distintos valores de v* .

Las cantidades wj, y ws pueden calcularse de manera explicita en los casos
limite de un gas clasico, totalmente degenerado y relativista. A continuacién
escribimos el resultado:

3/4
Va (75)32755) gas cléasico
P %U:}/ 2 gas degenerado (3.75)

Wp .
gas relativista.

o B
3m /24 1272
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En donde o = €2 /47 es la constante de estructura fina, 7' la temperatura
del bano térmico, m. la masa del electrén y vp = pr/Ep, con Ep y pr le
energia y momento de Fermi, respectivamente. Es evidente que en el caso
del gas clésico, situacién para la cual T'/m, < 1, la razén ws/w, < 1.
Otro tanto ocurre con los casos degenerado y relativista para los cuales se
tiene ws/wp < y/a/3m ~ 0,028. Si junto a estos resultados recordamos que
h(z) nunca supera la unidad concluimos que para los casos limite de un gas
clasico, degenerado y relativista, en el acoplamiento del neutrino al campo
electromagnético, se puede ignorar la contribucion de la funcién 75, lo que
nos permite escribir la corriente de los neutrinos que se acopla a los fotones
como

—@mu(ymm(/ﬂ). (3.76)

(K, '| TP |k, s) =

En esta ultima ecuacién hemos tomado ventaja del hecho de que la parte
simétrica del tensor 7, dado en (3.44), es porporcional a IIy,. Haciendo uso
de la relacién de dispersién (3.57) escribimos finalmente:

V2GR

e

(K, 5|k, s) = —¢* A ( ) a(k' )y, Lu(k). (3.77)

Esta ecuacion implica que los neutrinos interactian con el campo electro-
magnético como si tuviesen un radio de carga, cuyo valor, es independiente
de las propiedades térmicas del medio dado por
(rt) = 3G A n A (4,2 x 1073 cm?) (3.78)

V2ra
Es interesante notar que este valor es cien veces mayor al predicho en el
caso del vacio. Por tanto, resulta razonable suponer que en procesos electro-
magnéticos que involucren a los neutrinos, los efectos inducidos por el medio
seran, por mucho, superiores a los que tengan lugar en el vacio.

Notemos que, como se acoté arriba, en el régimen duro del plasma, de-
finido por la condicién Q > w,, mr es practicamente constante. Por tanto,
en este caso la ecuacién anterior se reduce a

@, 5150 |p, s) = Qu a(k )y, Lu(k). (3.79)

Esto significa que, en el limite duro, los neutrinos se acoplan a los fotones
como si tuviesen una carga dada por
GFA 2

m;e. 3.80
Wor2a ( )

Ql/:
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Como puede apreciarse, esta carga, en general, depende de las condiciones
especificas del gas. Sin embargo, para un gas clasico la expresiéon es muy
simple: m? = wg, en el caso del polypropileno w, = 20eV, por tanto, en un
medio modelado por un gas clasico esta milicarga tendria un valor absoluto
de Q, =7,1x10"%e¢,

Por otro lado, con independencia de la discusién previa, podriamos de-
terminar la carga efectiva de los neutrinos Q, tomando el limite estético
de

0, 0'lp) = / a2/ |p(a)\p), (3.81)

en donde p(x) es la densidad de carga efectiva, y por conveniencia, hemos
tomado estados iniciales y finales con la misma energia. La ecuacion anterior
nos permite escribir

Qv = 5= W 1p(O)lp). (3.82)

Puesto que (p'[p(0)|p) = u(p/ )Fo(p ,p)U(p), tenemos

.1
Qv = tim Za(p)lo(0, Q)u(p). (3.83)
Reescribiendo el vértice electromagnético de los neutrinos como

V2GFr A
La(p',p) = —% (mr Ry, + TLQxp + T5P,) LYP (3.84)

donde introdujimos 75 que explicitamente escribimos como

d*p L (»-Qw—¢*E
87T0[b/ 32E f+)(p.q>2_(q2/2)27

tenemos que para los neutrinos izquierdos

~ 2Gr A

Q, = —‘ferrL. (3.85)
Para obtener este resultado, tomamos en cuenta que para ¢ = (0, Q), se
tiene Ro, = 0y Pyo = Po; = Pi0 = 0. Finalmente, usando el hecho de que
m(0,Q — 0) = RBQ, donde Rp es el radio de apantallamiento de Debye,
llegamos a

Gr A .
2vV2m2aR?)
Este resultado ha sido derivado usando distintos enfoques en [57], [51]. No-
temos, al igual que en (3.80), sélo los neutrinos del electrén adquieren una

Qv =— (3.86)



62 PROPIEDADES E.M. DE LOS NEUTRINOS

carga efectiva. También es claro que Q se anula en ausencia de materia,
puesto que el vacio puede considerarse como un medio con un radio de Deb-
ye infinito. Sin embargo, es evidente el hecho de que @, # Q.. Por un lado,
observamos que la carga efectiva derivada del limite estatico no se se acopla
a los fotones transversales; en efecto, en el limite estdtico R, = 0. Por el
otro, los plasmones, dada su relacién de dispersion, no pueden acoplarse a
los neutrinos mediante la carga dada en (3.80). Si bien las consecuencias fisi-
cas de estas diferencias deben ser estudiadas con mayor detenimiento, desde
un punto de vista préactico, en los calculos de procesos electromagnéticos
en los cuales participen los neutrinos, las expresiones involucradas pueden
simplificarse notablemente usando las ecuaciones (3.80) y (3.86).



Capitulo 4

Radiacion de transicion de
los neutrinos

4.1. Introducion

Como se ha visto en el capitulo anterior, el estudio de las propiedades
electromagnéticas de los neutrinos ha sido uno de los temas que por mucho
tiempo ha suscitado un gran interés en la fisica de altas energias. Aunado
a la posible importancia en sistemas astrofisicos, se agrega el interés por la
busqueda de nueva fisica.

En la actualidad la evidencia es concluyente: los neutrinos son particu-
las masivas. Ello da lugar a una fenomenologia mas rica que la del ME. La
estructura del vértice electromagnético del neutrino resulta de inicio mas
complicada con el anadido de un acoplamiento via momento magnético, el
cual, estd ausente en el ME. En vista de que la mayoria de los modelos
tedricos para dotar de masa a los neutrinos contemplan una mezcla de sa-
bores, es plausible imaginar el decaimiento v, — vy + 7y, donde v, v vy
son neutrinos de distintos sabores; la posibilidad de que dicho proceso tenga
relevancia cosmoldgica ha sido sugerida en varias ocasiones.

Es bien conocido el hecho de que una gran cantidad de neutrinos se
producen en medios con temperaturas y densidades elevadas. La interaccion
de los neutrinos con los fermiones cargados presentes en el medio modifica
dos propiedades fundamentales de los neutrinos: el acoplamiento del neutrino
al campo electromagnfico y su relacién de dispersién [68, 21]. La importancia
en la evolucién estelar del decaimiento de los fotones y plasmones en un par
neutrino — antineutrino ha sido reconocida como el principal mecanismo de
pérdidas de energia para la estrella. Asi mismo, a diferencia del vacio puede
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tener lugar la absorcién y emisiéon Cherenkov. En un medio uniforme, el
proceso radiativo

v(p) = v(p') +~(k) (4.1)

estd cinemédticamente permitido sin > 1y v > 1/n, donde n es el indice
de refraccion del medio y v la velocidad del netrino. Existe otro importante
proceso que puede ocurrir aun y cuando las condicién enunciada arriba no
se satisfaga: la RT. El fenémeno puede producirlo también una particula
neutra con momento dipolar magnético 6 eléctrico. La TR de los neutrinos
originada por un nomento dipolar (magnético, eléctrico o toroidal) ha sido
estudiada por diversos autores [65, 64, 15] e incluso ha sido propuesta por
Sakuda [64] como una técnica para medir el momento magnético de los
neutrinos.

Como ha sido sugerido desde hace varios afios [22], los neutrinos emiten
RT al atravesar la intefase entre dos medios debido a su interaccion efectiva
con la materia[19]. Este proceso no ha recibido la atencién debida, ain y
cuando es una prediccién novedosa del ME que no precisa de propiedades
hipotéticas e interacciones mas alla del ME. Por consiguiente, debe ocurrir y
ser caracterizado de manera apropiada a fin de poder distinguirla de efectos
similares concebidos en la busqueda de nueva fisica. En este capitulo presen-
tamos el calculo de la RT de los neutrinos. En la primera seccién usaremos
el formalismo clasico del primer capitulo. El calculo cuantico del fenémeno,
usando la teoria térmica de los campos, se discutird en la segunda seccién.
Como se mostrard, el efecto bajo consideracion puede ser comparable, e
incluso mayor, al que produciria un momento dipolar, o toroidal, anémalos.

Por dltimo, en vista de que las propiedades de los neutrinos son muy
diferentes si el neutrino es una particula de Dirac o de Majorana, el estu-
dio de las propiedades electromagnéticas bien podria ayudar a esclarecer la
naturaleza del neutrino.

4.2. Calculo clasico

En el tercer capitulo hemos demostrado que en un plasma QED los
neutrinos se acoplan a los modos transversales del campo electromagnético
mediante la carga efectiva

GFA 2
(872)1/2 amT’

Q, —e (4.2)
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en donde, mr es la masa efectiva de los fotones del medio. Recordemos que
en el ME A es dada por

2sin? Oy +

2sin? Oy —

for v,

(4.3)

N[ N[

for v, v;.

Puesto que en general m?p es proporcional a la densidad electronica del
medio, la corriente electromagnética del neutrino se desvanecera al pasar
del plasma al vacio, lo que originara RT.

Por otro lado, la carga inducida es para el v, es distinta a la de los
neutrinos de las otras familias. Ello ocurre porque los neutrinos del electrén
interactian con las particulas del medio via las corrientes neutra y la cargada
mientras que, v, y v, solo lo hacen a través de la corriente neutra. En
consecuencia, si originalmente se tiene un estado con mezcla de sabores,
al ocurrir las oscilaciones, durante su propagacién en el medio, la carga
inducida también debe oscilar. Tomando sin? fy = 0,23, nos percatamos de
que durante una oscilacion la carga inducida se diluye de su maximo valor
absoluto (para v.) a casi cero (para v, ), si el cambio ocurre con suficiente
rapidez, este podria ser un mecanismo de radiacion de los neutrinos incluso
mientras se propaga en un medio uniforme.

A continuacién haremos un analisis cuantitativo de la RT de los neutri-
nos usando el formalismo que se presenté en el segundo capitulo. Notemos
que, en esta seccién tomaremos como distinta de cero la masa de los neu-
trinos. En contraste, el tratamiento cuantico de la RT que usamos en la
siguiente seccién supone neutrinos sin masa. Ello constituye una aproxima-
cién razonable puesto que la magnitud de los efectos que se desprecian son
proporcianles a la masa de los neutrinos, la cual, por los indicios experi-
mentales actuales es pequena. Consideremos la situacion en que un haz de
neutrinos pasa del vacio a un plasma. La corriente efectiva serd

_ Qu
- (2m)?

T (1 — h(z)) e'/v)z, (4.4)

que debemos insertar en (2.41). Como antes, h(z) es una funcién que describe
el perfil de cambio de la permitividad eléctrica; y pasa continuamente de
la unidad a cero en una regién de ancho ¢ centrada en el origen. Aqui la
carga efectiva del neutrino aparece dado que el neutrino adquiere una carga
al ingresar en el medio. Obtener la aproximacién de orden mas bajo en
Ae implica resolver (2.41) para el espacio homogéneo, es decir de/0z =
0. Usando la férmula (A.13), es facil hallar la solucién, que escribimos a
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continuacion

4TiQ,, K2
w (w?/v? — ki)

Z’;;Zf / dz exp [ (CZ — k’lz) Z,}
+ e;k;:h /Oo dz'% exp [Z (% + k1z) ZI} . (4.5)

El primer término de esta ecuacién es sencillo de interpretar puesto que
describe el encendido suave del campo electromagnético que origina la carga
efectiva de los neutrinos del electrén, conforme esta crece desde cero (car-
ga efectiva en el vacio) hasta @),,. Acompanando a este término aparecen
dos expresiones que describen ondas libres, una de ellas se propaga hacia
la izquierda y la segunda en la direccién opuesta. Notemos que, para una
particula ultra relativista (i.e., v > 1), la emisién en la direccién del movi-
miento de la particula esta fuertemente concentrada hacia el frente, esto se
debe a la presencia de £=! = (w/v — ki.) en el denominador.

La condicién de que la fase en el integrando de la expresién anterior varie
lentamente dentro de la regién en la que cambia la carga efectiva, es necesaria
para que exista la radiacién; de lo contrario las oscilaciones del integrando
destruirian la coherencia y la radiacién no tendria lugar. Consideraciones
por completo andlogas a las que hicimos en la seccién (2.5), nos permiten
concluir que, para este caso, se tendria una emisién significativa si (vedse

(2.70))

D(z) = (1 — h(z))e'“/V2p(z)

P <, (4.6)

ye
Dado que, el campo de radiaciéon es proporcional a la carga efectiva de los
neutrinos, resulta razonable pensar que, conforme la densidad de electro-
nes se incrementa ocurre los mismo con la intensidad de la radiacién. Sin
embargo, ello no resulta cierto pues el incremento en la densidad de elec-
trones en el medio trae como consecuencia un acortamiento de la longitud
de formacidn, circunstancia que limita de manera dréastica el tamano de la
inhomogenidad en la que es posible una emisién apreciable. Tomemos como
ejemplo, un plasma estelar, para el cual, w, ~ 20KeV (w,/c ~ 101 m™1).
Si consideramos neutrinos con una energia F, = 10 MeV, de la desigualdad

anterior obtenemos
_4 leV
S ,S 107" m . (4.7)

my
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Como se ve, neutrinos con energias tipicas de un ambiente estelar podrian
emitir RT con intensidad significativa si el tamano de la inhomogeneidad
fuese cercana a 1mm. Si la longitud de la zona en que cambia la permiti-
vidad resulta mayor a este valor, se requieren neutrinos con energia mayor
a 10 MeV. Por ejemplo, si ¢ ~ 103 m sélo particulas con una energfa del or-
den de E, ~ 10 eV (m,/1eV) producirian RT de intensidad significativa.
Consideramos ahora, la propagacién de neutrinos en la atmésfera, para el
aire tenemos wy/c ~ 105m~! y podemos tomar E, = 1 MeV para neutrinos
producidos en un reactor nuclear; por lo cual

g51m(1ev>. (4.8)

my

Aqui las condiciones son menos restrictivas y como se ve, para una RT de
intensidad significativa, el tamafio de la inhomogeneidad puede llegar a ser
tan grande como un metro; sin embargo, la intensidad de la radiacién, al ser
proporcional al cuadrado de @, resultaria considerablemente atenuada.

Por otro lado, la energia de lo neutrinos que se generan en la atmésfera
puede ser E, > 1GeV por lo que, en el caso presente, una inhomogenidad
en la permitividad del orden de un kilémetro puede considerarse abrupta.
Por esta razon, en lo que sigue, modelaremos el cambio en la permitividad
eleéctrica mediante un funcion escalén. Al orden més bajo en Ae encontra-
mos que el campo de radiacién es

iQur*l_T,(X) gikaz2
(271' )2wk1 z ’
en donde solamente hemos considerado la radiaciéon que se escapa hacia el

frente.
Usando ahora la férmula (2.51), tenemos

3
I= / / sin” 0 (4.10)
2me 1 — Becos 0)

Este es un patrén tipico de Bremsstrahlung, con la particularidad de que la
emisién sélo ocurre hacia adelante. Efectuando la integral angular llegamos
al resultado

EX¥(k,w) = (4.9)

2@2 E

£ / logy — B(2 + ) + log(2)] dw. (4.11)
0

El limite superior natural para la integral en la expresién anterior es dado

por energia de la particula, por tanto

2Q; E,
I~—"F,log () . (4.12)
e my

I =
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4.3. Calculo cuantico

En esta seccién presentamos el calculo de la RT originada por un haz de
neutrinos sin masa que interactia con los fotones (modos transversales del
campo) y que emerge del plasma al vacio. Aqui consideramos los casos de un
materialque puede encontrarse en un dispositivo experimental, el polipropi-
leno, y demostramos que los efectos inducidos por la presencia de electrones
es de tres a cuatro 6rdenes de magnitud maés intensa que la RT de los neu-
trinos debida a su momento dipolar. Esto resulta plausible puesto que los
efectos electromagnéticos producidos por momentos de orden superior, por
ejemplo el dipolo magnético (que es proporcional a la masa), resultan ser de
mucha menor intensidad que aquellos que se originan por efectos monopola-
res, como el acoplamiento efectivo del neutrino al campo electromagnético.
También consideramos el caso de un medio estelar caracterizado por una
frecuencia de plasma de 5kV.

4.3.1. El campo electromagnético.

En esta seccion consideramos la cuantizacién del campo en el medio un
esquema fenomenoldgico en oposicién a un enfoque microscépico. La pre-
sencia de un medio polarizable altera considerablemente las propiedades
cuanticas de los campos. A fin de tratar apropiadamente con estas modifica-
ciones han sido desarrolladas diversas generalizaciones de los procedimientos
de las técnicas usuales (cuantizacién del campo electromagnético).

A primer orden en la corriente elctromagnética del neutrino la matriz de
transicion estd dada por la férmula:

Spi = /dﬂf4 Al () (', 83" (x)|p, 5) (4.13)

en donde s, s’ denotan los estados iniciales y finales de espin. La solucién
general de la ecuacién de onda en un medio homogéneo es una superposicién
de ondas planas que cumplen cierta relaciéon de dispersién. La situaciéon es
méas complicada si consideramos el caso de dos medios semi infinitos. A fin
de satisfacer las ecuaciones de Maxwell y las condiciones en la frontera para
los campos eléctrico y magnético, la solucién bésica se compone de tres on-
das: una onda incidente, otra reflejada y por ultimo la onda trasmitida. La
onda trasmitida puede desplazarse hacia el lado positivo del eje z o en sen-
tido opuesto; en el primer caso diremos que tenemos una solucién en ondas
salientes y en el otro una solucién de ondas entrantes. Puesto que estamos
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interesados en calcular la potencia radiada en la misma direccién del mo-
vimiento de la particula, el potencial electromagnético A* puede escribirse
como:

Au(x) = 6(z) (eyexp(ik’ - z) + Be,, exp(—ik’ - z)) + 0(—2)Ce, exp(ik - ),
(4.14)
con k y k' el cuadrimomento de la onda electromagnética en el medio y el
vacio, respectivamente. Los coeficientes B y C' se determinan de tal modo
que se satisfagan las condiciones a la frontera usuales. El resultado de este
calculo constituye las bien conocidas formulas de Fresnel. Adicionalmente,
si estamos interesados solo en los fotones que satisfagan w? > wg, en donde
wp es la frecuencia del plasma, entonces B~ 0y C =~ 1/y/n.
En este capitulo se presenta un calculo de la RT realizado mediante un
procedimiento similar a trabajos previos para particulas cargadas [35].

H

n n
V(p)

4
N

vip) 0 0

Y(K')

Figura 4.1: Radiacién de transiciéon en una interfase entre un medio con
indice de refraccién n = /e y el vacio (n/ = 1).

Consideremos ahora un haz de neutrinos que cruzan la interfase entre un
medio material y el vacio, como se ilustra en la figura 4.1. Para concretar,
restringiremos nuestra atencion al caso en el que los neutrinos pasan del
medio al vacio. Sin embargo un célculo similar puede hacerse en la situaciéon
inversa o en el caso de que el haz de neutrinos atraviese la frontera entre
dos medios. Escogeremos el sistema de coordenadas de tal modo que, en el
sistema de referencia anclado al medio, la interfase coincide con el plano
z = 0 y el medio ocupa le regién z < (0. En este sistema de referencia,
pt = (E,0) y p* = (£, ") son los componentes de los cuadrimomentos
iniciales y finales del neutrino. Supongamos adicionalmente que el haz de



70 RADIACION DE TRANSICION DE LOS NEUTRINOS

neutrinos se mueve a lo largo del eje z, perpendicularmente a la interfase,
esto es, o = pZ, con p = |p|. El cuadrimomento del fotén emitido es
k' = (w,k) en el medio y k" = (', k’) en el vacio, con w = w’. Sin embargo,
Kk # k' debido a que el momento no se conserva a lo largo de la direccién
de movimiento de los neutrinos. La influencia del medio en la relacion entre
la energia y el momento de los neutrinos no juega un rol preponderante
en nuestro andlisis y tomaremos, por simplicidad, p? = p’? = 0. Por el
contrario, en general no es apropiado desestimar los efectos inducidos por el
medio en la relacién de dispersién de los fotones w(x), mismos que, pueden
determinarse a partir de las contribuciones al tensor de polarizacién 7, .
Para comodidad del lector, repetimos aqui, algunos expresiones que han
sido presentadas en el capitulo anterior. En un medio isotrépico [70, 55]

ﬂ-ul/(k) = 7TTR,uz/ + T‘-LQ}UJ s (4.15)
donde
k. k.
R;w = Gu — 22 - Qul/a (4'16)
k2 w w
Qo = =5 (= ) (= b (.17)

son tensores ortogonales entre si (R, Q" = 0) que satisfacen las relaciones
R,R*"™ =2y QuQ" = 1. Aqui, v* = (1,0) es la cuadri velocidad del
medio, en tanto que los coeficientes ;. . (w, k) son funciones escalares de la
cantidades invariantes w = k-u y k = vVw? — k?, con k = |k|. Al escri-
bir (4.15), como se mencioné en el capitulo anterior, omitimos un término
proporcional al tensor P, = iewagko‘uﬁ /k. Puesto que, en un medio en
donde se conserva la paridad, este término solo puede surgir mediante las
contribuciones a la auto energia del fotén provenientes de las interacciones
débiles con las particulas presentes en el medio y, consecuentemente, debe
ser pequenio [56].

Dado que los modos longitudinales (plasmones) no se propagan en el
vacio, solo los modos transversales (fotones) contribuyen al proceso bajo
estudio. La frecuencia de los fotones en el medio estd determinada por la
relacion de dispersién apropiada que ha sido dada en el capitulo 3

Wi(k) — K2 = 1, (w(k), k). (4.18)

Es préctica comin expresar w(r) usando el indice de refraccién que se define
como n = k/w(k). La cantidad que nos interesa es la energia radiada S en la
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direccién del movimiento de la particula incidente, es decir al vacio. Esta se
calcula a partir de la probabilidad de transicién W para el proceso en (4.1)

Vdgp/ Vdgl‘il 2
donde
M
2
0
x6(E—E —w) /Z/ dzexpli(p — ¢l — k2)2]| . (4.20)
—1/2

Aqui, V = £3 denota el volumen de la regién de transicién y v = £/7 es la
velocidad del neutrino expresada en términos del intervalo de tiempo 7 en
el que el proceso transcurre. Al escribir (4.20) hemos usado el hecho de que,
para la interaccién neutrino—fotén en el medio, el elemento de matriz Sy; se
anula fuera del medio (z > 0).

El fotén emitido es descrito por una onda monocroméatica con un vector
de polarizacién (transverso) €,(k,\) = (0,€(k, X)) (A = 1,2), que satisface
e(k,N) -k =¢€lk,\)-u=0y e(k,\)-e(k,\) = 0dyn. De esta forma, para la
amplitud vvvy tenemos

M = —ivN a(p T u(p)e,u(k, N, (4.21)

en donde u(p) representa un espinor de Dirac con momento p*. El factor
VN tiene que ser incluido debido a que la normalizacién de la funcién de
onda del fotén en el medio difiere de la del vacio [73].

El vértice electromagnético I'* se refiere a las contribuciones del medio
y depende no solamente de los momentos iniciales y finales del neutrino
sino también de la cuadrivelocidad u* del medio. La expresion general del
vértice para un medio constituido por un gas de electrones fue derivada, al
orden més bajo en la constante de Fermi Gp, en el capitulo anterior. Sin
embargo, el mismo resultado puede encontrarse en la referencias [68] y [69].
En esta primera aproximacion, podemos ignorar las contribuciones de los
protones y neutrones, presentes en el medio, al vértice electromagnético de
los neutrinos. Si bien en la mayoria de las situaciones la contribucion de
los electrones al vértice es dominante, los efectos de los nucleones deben ser
incorporados en un tratamiento més general del problema [20]. Usando los
resultados presentados en el capitulo anterior

T, =—-V2 Gr (A + Bﬂfy)’y”L, (4.22)

(&
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donde L = %(1 —75) vy € es la carga eléctrica del electrén. Recordemos que
en el ME A = 2sin’ 6y + % and B = :F%7 en donde el signo de arriba
corresponde v, y el de abajo a v, ;. La férmula para m,, es la dada en
en (4.15) y puede verificarse de inmediato que k*m,, = 0, lo que a su vez
implica k#I";, = 0, como es requerido por la invariancia de norma.

Efectuando las integrales sobre d*g’ la energia radiada en el vacio resulta,
ser

d*S (R4 1 w?|M?sin ¢
dwdd’ ~ ¥ dwdd’ 32770 £l (ks + ¢ — 92)° (4.23)
con Ky = Kkcosfy
0. = /9? — 26w+ wrcos? 0. (4.24)

Aqui, 6 y ¢ son los dngulos que el momento del fotén forma con el eje z
dentro y fuera del medio, respectivamente. Estos angulos se relacionan por
la ley de Snell sin @’ = nsin (n’ = 1), como resultado de la conservacién del
momento transversal del fotén (ks = k7). Si el indice de refraccién del
medio n es cercano a uno la distincién entre 6 y 6’ puede parecer artificial
dado que numéricamente son muy cercanos. Sin embargo, esta distincién
debe mantenerse a fin de evitar singularidades espurias en la integral angu-
lar. Dedse el punto de vista fisico esto tiene estrecha relacién con el hecho
de que el fotén emitido al vacio nunca puede ser emitido paralelamente a la
superficie que separa ambos medios.

La cantidad |M]? se calcula promediando sobre los estados de espin
iniciales y sumando sobre los estados finales de espin de los neutrinos y
sobre las dos polarizaciones de los fotones. Las funciones de polarizacion
transversal y axial 7, y m, se evalian en la relacién de dispersién del fotén
en el medio !. Estas funciones estan dadas por integrales sobre los momentos
de los electrones y positrones presentes en el medio. En el trabajo de Braaten
y Segel [14], se presentan de manera exhaustiva expresiones analiticas para
ellas. A partir de estos resultados, en el capitulo anterior hemos mostrado
que 7 /m, < y/a/3m en los limites cldsico, degenerado y relativista. En
consecuencia, descartamos las contribuciones a |M|? provenientes de la parte
axial en I';,. Lo que nos lleva a

2
|M|? = N% A2 |, |2 (EE = p ¢, cos? O + kg cos O sin® §) (4.25)
m

1 e

Aunque el momento en el proceso completo no se conserva, notemos que en el vértice
de la intercaccién este es conservado. Cuando los fotones se emiten, parte del momento es
absorbido por el medio.
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en donde hemos tomado en consideracién el hecho de que Q*7e,(k,\) =0y
hemos usado la relacion >, _; 5 €,(k, A)e, (k, N) = —R,,, que es vilida para
los vectores de polarizacion del medio.

El espectro de energia se determina sustituyendo (4.25) en (4.23) e in-
tegrando sobre la variable angular. Observemos que el limite superior de la
integral angular depende de la energia. Este limite se obtiene al exigir que
la expresiéon bajo el radical en 4.24 sea mayor a cero. Resulta mas cémodo
integrar sobre el dngulo que forma el fotén con el eje z en el medio. Por consi-
guiente, usando df’/df = ncosf/v/1 — n?sin 6, para un neutrino relativista
(€ = p) encontramos que

s N 6
dw v 32ma

WrA? |m |2 F(w), (4.26)
donde o = €2 /47 y

! d¢ ¢ p—w— .+ rC(1—C?)
1—n2(1-(?) OL(p, + K¢ — p)°

Flw) = . (427)

con ¢ = cosf. Al escribir (4.27) hemos tomado en cuenta la ley de Snell
y que, en el vacio, K/ = w. Usando las epresiones explicitas para N como
funcién de w [14] es posible demostrar que este factor permanece por debajo
de la unidad y muy cercano a ella, por simplicidad en los calculos numéricos
hemos tomado N = 1.

Esta dltima integral no puede ser expresda aen forma cerrada, sin embar-
go es posible obtener una buena expresion analitica aproximada para F(w)
tomando /1 — n?(1 — ¢?) igual a uno. La validez de esta aproximacién se
justifica si observamos que para angulos pequenios y n cercano a uno, el deno-
minador del integrando toma valores extremadamente reducidos, por tanto
el factor entre corchetes exhibe un maximo muy pronunciado que disminuye
rapidamente conforme el dngulo crece. En otras palabras, las contribuciones
a la integral provienen principalmente de la emisién bajo angulos pequenos.
Por tanto, podemos evaluar el factor /1 —n2(1—(¢?) en ¢ = 1 en todo
el rango de integracién, sin incurrir en un error muy grande. El resultado
puede escribirse como

Flw) g%ﬁ [(1 _ ;)I(s) L2 (“Z —s+ ;))J(s)

1
2
2 2 2 s1
L _ 5 e
+ 52 <£(3) +olns+ . >} , (4.28)
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Figura 4.2: Espectro de energia para la RT debida al acoplamiento neutrino—
fotén en un medio. El neutrino incide sobre la intefase con una energia £ =
1MeV. Las lineas roja y verde corresponden a un gas clasico de electrones
wp = 20eV y a un gas degenerado con w, = 5KeV, respectivamente.

donde ¢ = [(p—w)?—K2]/9% s1 = (p—w+r)/p, so = |0|*/?, y las funciones
Z(s), J(s),y L(s) estan dadas por

1—
I(s) = 1_§+§+2@1n(1—3)—2gln3,

+ 3o+ 1)(1—o)In(l —s) + (30— 2)olns,
L) = —3—92(i+2;)—<1—g>21n<1—s>
+(o—2)olns. (4.29)

Es importante notar que en la férmula (4.26) con F(w) dada por (4.28)
ha sido derivada sin haber formulado ninguna suposicién acerca del medio.
Por consiguiente, podemos aplicarla en el calculo de la energia emitida por
un neutrino relativista que atraviesa la interfase entre el vacio y un gas de

electrones de cualquier tipo.
Atn tenemos que expresar el momento del fotéon x en términos de su
energia resolviendo (4.18). De acuerdo a los resultados de [14] esto implica
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resolver la ecuacién trascendental
1
w?— K% = wf, [1 + 2G(v§m2/w2)} , (4.30)

donde 0 < v, <1 es la velocidad “tipica ”de los electrones en el plasma y la
funcién G(z) definida por

3 2 1- 1
G(x)=— 1——m—( x)log VT
x 3 2z 1—yx
En lugar resolver (4.30) para r directamente, resulta conveniente calcular

el indice de refraccion puesto que k y w se relacionan del siguiente modo
k(w) = nw. Reescribimos (4.30) en términos del indice de refraccién como

], 0<z<l. (4.31)

w2 1
n?=1- —g [1 + G(U§n2)] . (4.32)

w 2
En el apéndice B, mostramos que dado un valor de w esta ecuacién puede
resolverse para n, usando el método de iteraciones. Para cada valor de w
usamos n? = k% /w? = (w? — w?)/(w? + Fv2w?) como aproximacién inicial.
Dicho valor corresponde a la primera correccién relativista y puede obtenerse
de (4.30) conservando el primer término en la serie potencias de G(x). Con
esta primera aproximacién el proceso iterativo converge rapidamente para
casi todo el rango de frecuencias en el intervalo de integracion. La integral se
realiz6 numéricamente sobre el intervalo (wp, ©) que resulta ser el apropiado

para calcular la energia emitida al vacio.

4.3.2. Resultados y discusion.

En la figura 4.2 hemos graficado la energia total emitida por un neu-
trino con energia inicial de 1 MeV al pasar de un plasma al vacio. Se han
considerado dos situaciones limite. El medio en el que se propaga inicial-
menete el neutrino es: (i) un gas clésico de electrones (polypropileno) con
wp = 20 a temperatura ambiente (vy = /5T/me = 0) y (ii) un gas degene-
rado (v« = v, = 0,3) con w, = 5KeV 2. Podemos observar en la figura que la
intensidad de la energia radiada y la forma general del espectro dependen en
gran medida de las propiedades del medio. En el caso de un gas degenerado,
la energia emitida es mucho mas intensa y el espectro estd desplazado hacia
energias méas altas que en el caso del limite clasico. Para el gas clasico la

*Para un gas degenerado tenemos w, = (4a/3m)piv, y ne = p> /3w, donde v, =
pp/En ¥ ne es la densidad electrénica.
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energia radiada en una interfase es S = 6,6 x 1073 eV, la cual es al menos
dos ordenes de magnitud mayor al valor obtenido en el caso de la RT pro-
ducida por neutrinos con momento toroidal [15]. Es interesante relacionar
nuestro resultado con el que se obtiene al considerar la RT originada por
neutrinos con momento magnético u,. A partir de la ecuacién (13b) de la
referencia [64] obtenemos

/S
=15 x10%up ?m (4.33)

en donde pp es el magnetén de Bohr y S, denota la energia total emitida.
Cuando se evalda en S,, = 6,6 x 1073 eV y £ = 1MeV, es decir en la
energia radiada en la RT, por el acoplamiento efectivo al medio, la férmula
de arriba implica p, = 1,4 x 10745, que excede por varios ordenes de
magnitud la predicciéon del modelo estandard con extensiéon minima p, =
3 x 107¥m,, /1eV]).

Esté claro que la energia que emite un neutrino con momento magnético
intrinseco aumenta, y eventualmente supera a la acotada aqui, en la medida
en que se tomen valores cercanos al limite experimental de u,. Sin embargo,
no debemos perder de vista dos hechos fundamentales: i) tales limites pueden
ser muy pobres, tal como los argumentos astrofisicos indican, y ii), el proceso
descrito aqui, es real en el sentido de que es una prediccién que depende
solamente de la fisica incluida en el ME. Mas atn, p, ~ 1074 resulta ser
del mismo orden de magnitud de la cota superior que se obtiene al considerar
fisica por encima de la escala del rompimiento de simetria [10]. Finalmente,
debemos subrayar que la energia emitida se incrementa enormemente si, en
lugar de un gas clasico consideramos un plasma de electrones degenerado
similar a los que se encuentran en objetos estelares.

En este punto es conveniente elaborar una estimacién numérica a fin de
tener una idea de la posibilidad de observar la radiacién de transicién de
los neutrinos. Un detector de RT consiste bdsicamente en una serie de ra-
diadores en cuyo interior se apilan hojas de material dieléctico, dichas hojas
producen fotones que seran detectados en una camara de gas. En los calculos
de las referencias [64, 15], los autores consideran un detector de 10m? de
area y que consta de diez radiadores y cdmaras de xenon. Cada radiador se
compone de 10 hojas de polypropileno. En nuestro caso, considerando un
dispositivo experimental similar y un flujo de 10'3 cm=2?s~! de antineutrinos
provenientes de un reactor nuclear, obtenemos

W = 2,1 x 107*[T /aiio] eV, (4.34)
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siendo W la energia total depositada durante el intervalo de tiempo 7. Este
valor tan pequeno de la energia radiada nos obliga a considerar de manera
pesimista la observacion directa del fenémeno. Sin embargo, la factibilidad
de la deteccién experimental puede incrementarse, por ejemplo, aumentando
el namero de hojas de material dieléctrico en los radiadores del detector. Por
ultimo, notemos que (véanse (4.26) y (4.30)) que la energia radiada depende
en la frecuencia de plasma como wﬁ, y como hemos indicado previamente se
incrementa enormemente si en lugar de un gas clasico de electrones hubiése-
mos considerado un gas de electrones con mayor densidad, situacién comun
en ambientes estelares.






Capitulo 5

Conclusiones

La investigacién de las propiedades de los neutrinos, es uno de los temas
que despiertan mayor interés en la fisica actual. En particular es de gran
importancia, la determinacién de sus masas, esclarecer su naturaleza (Dirac
o Majorana), y precisar sus propiedades electromagnéticas. En este trabajo
hemos demostrado que los neutrinos en un medio, debido a la interaccion
con las particulas cargadas, se acoplan a los fotones mediante un radio de
carga. Esta propiedad les permite participar en distintos procesos radiativos,
en particular la RT. En los siguientes parrafos elaboramos con detalle las
conclusiones.

En el capitulo 2, hemos tratado la RT mediante un método original
formulado en el ambito de la electrodindmica clasica. Este formalismo, per-
turbativo, estd adaptado para lidiar con los problemas de la RT en el caso
de fronteras difusas y puede extenderse facilmente para atacar problemas
que involucren situaciones mas generales, distintas al caso de una interfase
sencilla. Hemos derivado practicamente todas las propiedades importantes
de la RT producida por particulas relativistas y hemos podido resolver con
relativa facilidad, problemas de indole muy diversa. En particular, todos los
resultados previos que pueden encontrase en la literatura, se obtienen de
nuestras expresiones tomando el limite apropiado de una interfaz abrupta.
Estudiamos también, la emisién coherente de RT por un racimo de elec-
trones con micorestructura atravesando una frontera difusa, problema que,
a nuestro entender, no habia podido tratarse de manera directa mediante
otros formalismos. Adicionalmente, en nuestro método ponemos de manifies-
to, mediante la integral en (2.31), que el campo de radiacién se genera como
una superposicién coherente de ondas en una region cercana a la frontera.
Al examinar esta integral, que depende del caso concreto a tratar, hemos
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podido determinar las condiciones bajo las cuales la RT puede emitirse en
una frontera difusa y sus caracteristicas, lo que constituye un herramienta
muy poderosa en el estudio de la RT que se puede emitir en condiciones
naturales. Por lo que resulta promisoria, la aplicacion de este formalismo a
la RT que se produce en condiciones naturales, en oposicién a las observa-
ciones en laboratorio. Como un valor anadido, la discusién y compilaciéon
de resultados incluida en la primera parte del capitulo, puede servir como
texto introductorio para quien se acerca por primera vez al tema o como
referencia para futuros estudios.

En el capitulo 3, revisamos las propiedades electromagnéticas de los neu-
trinos. Discutimos las particularidades que dichas propiedades exhiben de-
pendiendo de que los neutrinos sean particulas de Majorana o Dirac. Hicimos
un breve resumen de los limites empiricos actuales que las observaciones y
experimentos de laboratorio imponen a las propiedades electromagnéticas
de los neutrinos. Estudiamos el cdlculo del vértice electromagnético de los
neutrinos para el caso de un plasma de electrones. Demostramos que los
neutrinos muon y del tau, poseen un acoplamiento que recibe contribucio-
nes unicamente de la corriente neutra. Por otro lado, el neutrino del electrén
se acopla a los fotones de una manera que estd determinada principalmente
por la corriente cargada. Esto es asi, porque la contribucién de la corriente
neutra puede despreciarse frente a la anterior en los regimenes de densidad
y temperatura del gas de electrones correspondientes a los limites clasico,
degenerado y relativista. Este vértice efectivo resultante es similar en todo
punto, salvo una constante de proporcionalidad, al tensor electromagnético
del medio. Por tanto, tomando ventaja de este hecho, concluimos que los
neutrinos del electrén se acoplan a los fotones mediante un radio de carga
que resulta ser al menos dos érdenes de magnitud superior a las predicciones
teodricas del radio de carga del neutrino en el vacio. Esto nos lleva a con-
cluir que los efectos que induce el medio pueden llegar a ser tan intensos
que pueden llegar a opacar los fenémenos producidos por cualquiera de las
propiedades intrinsecas.

Finalmente, hemos demostrado que, debido a su acoplamiento efectivo
con la materia, los neutrinos emiten radiaciéon de transicién cuando atra-
viesan la interfase entre dos medios con propiedades electromagnéticas dis-
tintas. Este fenémeno no habia sido tomado en consideracién previamente
y se anade a una variedad de procesos radiativos en los cuales participan
los neutrinos. A pesar de que, sobre la base de los calculos semiclasicos RT
de los neutrinos, concluimos que en un medio con densidad electrénica alta,
por ejemplo un plasma estelar, las condiciones de emisién de fotones por
la RT en una interfase sencilla restringen de manera importante la canti-
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dad de neutrinos que podrian emitir RT, debemos tener en consideracion
que los sistemas naturales dificilmente puede considerarse homogéneos. En
ellos, la permitividad, tanto eléctrica como magnética, y/o la densidad de
particulas cargadas exhiben inhomogéneidaes que podrian dar lugar a pro-
cesos relacionados con la RT. En lo que respecta a la observacién directa de
RT debida a los neutrinos en detectores instalados en laboratorios, su ob-
servacion parece poco probable con las técnicas actuales. A pesar de ello, y
en vista de la importancia que tiene una mejor comprensién de los procesos
electromagnéticos inducidos por el medio, en particular el papel que juega
la RT, consideramos que bien vale la pena repetir nuestro calculo cuantico,
con las generalizaciones apropiadas, tomando en cuenta escenarios mas rea-
listas en los procesos relacionados con la RT. Dado que la naturaleza de los
neutrinos, sean fermiones de Majorana o Dirac, esta estrechamente relacio-
nada con sus propiedades electromagnéticas de estas particulas, ello deberia
refelejarse en los distintos procesos radiativos en los cuales participan. Los
calculos presentados en esta tesis son un primer paso hacia una mejor com-
prension de este proceso radiativo de los neutrinos y proveen de un marco
de referencia para estudios de las posibles implicaciones del fendmeno en
ambientes astrofisicos.






Apéndice A
Funcion de Green

Deseamos encontrar la funcién de Green para una ecuacién del tipo

<j; + K2> A(2) = 1(2), (A1)

en donde —L < z < L y K es una constante real. La funcién de Green a
encontrar obedece (A.1) con I(z) = §(z,2') y debe satisfacer ciertas condi-
ciones de fontera. A fin de determinar G(z, z) resulta conveniente pasar al
espacio reciproco. Si las dimensiones tipicas en donde ocurre el proceso son
muy grandes podemos suponer que L es practicamente infinito, y, puesto
que estamos tratando con un problema homogéneo la funcién de Green solo
puede depender de z — 2’ y es dada por

1
2 K2 — a2’

G(w) (A.2)

Para obtener la funcién de Green en el espacio de coordenadas debemos
efectuar la integral

ia(z—z")
G(z,7) = ! /6 d (A.3)

—— [ ——=da
27 )] o2 - K2 7
como es bien sabido, esta integral es ambigua a no ser que especifiquemos

la manera de rodear los polos del integrando. En caso de usar el contorno
(a) de la figura A.1 obtenemos

G(z,2) = %sinK (z—2")0(z = 2), (A4)
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que es la expresién que usamos para derivar nuestros resultados, mientras
que para el contorno (b) tenemos

G(z,7) = —% sinK (z—2') 0(2' — 2). (A.5)

Consideremos ahora las ecuaciones involucradas en el calculo del campo
B, en donde aparecen las dos integrales que escribimos a continuacién

Ll(z):/ G(z,2) e'v? e 0¥ dz (A.6)
L) = / Gz, ') €2 =0 () (A7)

con 0 > 0. Notése que hemos incluido el factor exp (—|z’|) a fin de asegurar la
convergencia de las integrales. Como es usual, a final de los calculos haremos
tender § a cero.

Si definimos

K
F(z,7,a) = [sinK(z—z’)—i—,cosK(z—z’) ,
i

ia (1- £

y notamos que
d
dz'
podemos calcular facilmente Ly y Lo.
Consideremos primero Li. Si z < 0, tenemos

(F (z, 2, a) eiazl> =sin K (z — z') ew‘z/,

1 .12 ==
Ly = — F(z,2;a)e , (A.8)
K Z'=—00
con o = & —id y tomando el limite § — 0 nos queda simplemente
ez(w/v)z
Ly = . A9
— (A.9)
Para z > 0
. 12'=0 . 7=z
Ly = F(z,7;a)e"™? + F(z,2;a%)e"™ ? , (A.10)
Z'=—00 z'=0

y al tomar el limite o — 0 las contribuciones en 2z’ = 0 se cancelan, de tal
forma que obtenemos el mismo resultado que en el caso de z < 0, por lo
tanto, el resultado en (A.9) es vélido para todo z.
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Im(K) Im( k)

*« +  Re(K ™\ f:\ Re(K)

.- - - .- - - -

Ty i i
(a) (b)

Figura A.1: Posibles contornos de integracién para obtener la funcién de
Green

Puede demostrarse facilmente que el valor de la integral L; no cambia
si en lugar G(z,2') hubiésemos utilizado G(z, 2'). No ocurre lo mismo con
Lo(z,2"), la cual resulta ser dependiente de la funcién de Green que elijamos
como mostraremos a continuacion.

Para la integral Ls(z), si z > 0 se tiene

1 ) =0 1 0 o
Lo(z) = — F(z,2;a)e"™* h(Z) : - = F(z,2;a)e b/ (2)dZ
K z/=—00 K 0o
+ L F(z,2;0%)e @ h(2) oL F(z,2';0")e " 1/ (z))d2'. (A.11)
K z'=0 K 0

Lo mismo que en el caso de L, las contribuciones de 2’ = 0 los términos
primero y tercero se anulan. Por otro lado, notemos que podemos poner
6 = 0 con seguridad en las integrales de la expresién anterior porque en
2! = 400 la derivada de h(2’) se anula. Ello nos conduce al resultado vélido
para todo z

1 Ke'v? 2 "
Lo(z) = —Eoﬂeimh(z) - / F(z,2)ei57 W ()d, (A.12)
v —00

mismo que puede reescribirse como

Lﬁ_;@h(z) + QKFZ’KiK) /Z dz' exp K% - K) z'} h'(2")
02 U —00

e—sz

=
v

Ly=——

_ m /ZOO dz exp [(% + K) z/} h/(z/). (A.13)

Si la interfase cambia de manera suficientemente rapida con respecto a
z entonces podemos aproximar

B ei%z 1— (9(2’) e~ 1Kz etKz

SIS
|
=
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Notemos que este resultado es exacto en el caso de que h(z) sea la funcién
escalon de Heaviside. _

Por otro lado, si usamos G(z, 2') en vez de G(z, 2’), es necesario calcular
la integral

~ 1 o0 w
Ly(z) = X / sin K(z — 2")e' v h(2")0(2' — 2)d7/,
—00

Procedediendo de manera similar al calculo de Ly(z), escribimos para todo

z
1 Ke'v? o0 oy
e h(z) —/ F(z,2)e'v* 1 (2)d7 . (A.15)

L2(z) = ?w—j—KQ

En caso de que la interfase cambie suficientemente rapido podemos aproxi-
mar Lo por

_ ez%z 1 e~ iKz etz
L =|50——+—= - 0 Al
2(2) [L;;_KZHK(%K K)] () (A1)

v

Mostraremos a continuacién que los términos proporcionales a e'=K?

satisfacen la ecuacién de onda homogénea en el medio caracterizado por
la constante e. Para ello necesitamos restaurar la dependencia espacial y
temporal. Denotando con ¢(x,t) a la transformada inversa de Fourier de
dichos términos, escribimos

ei:FKz

roet = W(ZEK)

/dwdn gl XL gmint (A.17)

1
(2m)?

. 2 ., .
Aplicamos el operador V? — c%% a ambos lados de la ecuacion anterior y

recordando que K? = 6%22 — k2, es facil ver que ®(x,t) satisface la ecuacién
de onda.

Notemos que si usamos G(z,2') el campo resultante que aparece en las
regién z > 0 difiere de aquel en z < 0. En la primera region se tienen ondas
libres mientras que para z < 0 el campo resultante es el de una particula
que se propaga en un medio homogéneo con constante dieléctrica e.

Por otro lado, si usamos G(z,2’), el campo esta constrenido a la regién
z < 0.

Sin embargo, en este caso los términos proporcionales a e*5% que apa-
receb en esta regién no pueden identificarse con ondas libres porque no
satisfacen la relacién de dispersion adecuada.



Apéndice B

Principio de aplicaciones
contraidas

En este apéndice presentamos, para beneficio del lector, el llamado prin-
cipio de aplicaciones contraidas. La exposicion sigue de cerca a la referencia
[44]. En este trabajo se ha usado en un par de ocasiones. En primer lugar,
en el procedimiento iterativo para obtener los campos de radiaciion de la
RT; y, en segundo lugar, como se describe més adelante en este apéndice,
para resolver numéricamente la ecuacién (4.32). Este teorema, ademds de
su utilidad practica, representa un instrumento muy conveniente para la
demostracién de diferentes teoremas de existencia y unicidad.

Sea R un espacio métrico. La aplicaciéon A del espacio R en si mismo se
llama contraida, cuando existe un nimero o < 1 tal que para cualesquiera
dos puntos x,y € R se verifica la desigualdad

p(Az, Ay) < ap(z,y), (B.1)

en donde la distancia entre los dos elementos z y y de R se denota como
p(z,y).

Diremos que la sucesién z,,en es fundamental, 6 de Cauchy, si para
todo ntimero real € > 0 existe un entero positivo N tal que para todos los
m,n > N se verifica la desigualdad p(x,,x,) < €. Recordemos que en un
espacio completo toda sucesién fundamental converge.

Teorema 1. (Principio de las aplicaciones contraidas) Toda aplicacion con-
traida, defininida en un espacio métrico completo R, tiene un punto fijo, y
s6lo uno (es decir, la ecuacion Ax = x tiene solucion y solamente una).

Demostracion. Sea xg un punto arbitrario en R. Formemos la sucesién
1 = Az, vo = Az = A2z, etcétera. En general, z, = Az,_1 = A zy.
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Demostraremos primero que la sucesién {x,} asi formada, es fundamental.
En efecto, suponiendo, para concretar que m > n, tenemos

P(Tns Tm) = p((A"x0, A™x0) < " p(20, Tpppn) <
< a™{p(xo,z1) + p(z1,22) + ... + P(Tm—n—1;Tm—n)} <
1
l-«

< a"p(zo,z1){1+a+a®+ ... +a™ "1} < a"p(xg, x1)

Puesto que o < 1, esta cantidad resulta tan pequena como se quiera, siempre
que n sea suficientemente grande. Debido a que R es un espacio completo,
la sucesién {z,}, que es fundamental, tiene limite. Es decir

z = lim x,.
n—o0

Consideremos ahora la sucesién {y, = Ax,}, mostraremos que ella tiene
el limite y = Ax. Notemos primero que

p(y,yn) = p(Az, Azy,) < ap(z, zp).

De esta desigualdad y de la convergencia de {z,}, se desprende que para
cualquier nimero € > 0, existe un entero positivo N tal que que para todo
n > N se cumple p(y,y,) < €. Hemos demostrado entonces que

y = lim y,,
n—oo
por ello

Az = lim Az, = lim xp4+1 = 2.
n—oo n—oo

Por consiguiente, queda demostrada la existencia del punto fijo. Probemos
ahora que es unico. Si
Az =z, Ay=y,

la desigualdad (B.1) nos da

p(z,y) < ap(z,y),

puesto que a < 1, de aqui se deduce que

plr,y) =0=x=y
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Como una primera aplicaciéon del principio de aplicaciones contraidas
consideremos la ecuacién integral

1) = o)+ [ 16 2) (B.2)

en la que el extremo superior de la integral es la variable z y f(z) esta defi-
nida en el intervalo a < z < b. A tales ecuaciones integrales se les llama de
Volterra. Demostraremos ahora que para cualquier valor del pardmetro A, es-
tas tienen una unica solucion y para hallarla podemos emplear el método de
aproximaciones sucesivas. En primer lugar presentamos una generalizacion
inmediata del principio de aplicaciones contraidas.

Teorema 2. Sea A una aplicacion continua del espacio métrico completo
R en si mismo tal que la aplicacion A™ es contraida para algin n. En este
caso la ecuacion

Az =z (B.3)
tiene una solucion, y solo una.

Demostracion. Como la apicacién B = A" es contraida, la sucesién {xj =
BFzo} converge. Pongamos

r = lim xy,
k—o0

afirmamos que
Ax =z

Notemos que por ser A continua podemos escribir

Az = lim A(BFz).

k—o00

Por otro lado, puesto que B™ es contraida, tenemos
p(BFzo, B¥Az) < o*p(Bzo, BAxy),

lo que implica
lim p (Ak”xo,A(Ak”mo)) =0,
k—o00
es decir, Ar = .
Demostraremos la unicidad del punto fijo. Como todo punto fijo respec-
to a A también serd fijo respecto a la aplicacién A", y esta es a su vez,
contraida, este punto fijo es tnico. ]
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Probemos ahora que cierta potencia de la aplicacion

AJG) = o2+ [ A ()G ) (B.4)

es una aplicacién contraida.

Sean f1 y fa dos funciones definidas en el intervalo (a, b). Por simplicidad,
definimos la distancia entre fi y fo como p(f1, fo) = méax| f1(z) — f2(2)]].
Entonces

A2f(5) = 6() + 1 [ T2 8(21)Glz1.2) +

a

+)\2/ dzl/ dzs f(22)G(22, 21)G(z1, 2)

Por tanto,

HAfl(Z) — Afz(z)” = H)\/z dz/(fl(z/) _ f2(z/))G(z”Z)

a

< A M (z — a) max|| fi(z) = fa(2)]]-

Donde M = méx||G(Z/, 2)||, y de aqui

z—Q 2
1821(2) — A22) | =< AP 22 E D mis u(2) - ol

y, en general

N2
A" () - A" fu(z) | < AP arrE— 0

(b —a)?

m < A" M" S,

donde m = max||fi(z) — f2(2)||. Cualquiera que sea el valor de A\, podemos
escoger n tan grande que

A" M™(b—a)"

n!

<1,

es decir, la aplicacién A™ serd contraida para n suficientemente grande. Por
consiguiente, la ecuacién de Volterra (B.2) tiene una tnica solucién para
cualquier valor de .

Como una segunda aplicacién de este teorema demostraremos que la
ecuacién (4.32) puede resolverse usando un procedimiento iterativo. Defina-
mos la variable z = n? y la funcién

2 1
d(z) =1— % [1 n QG(vzx)] ,
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entonces (4.32) es equivalente a z = ¢(x). Sean x1 y x2 dos valores cercanos
de la variable x, tenemos entonces que

2 2
2 wp dG(’U*.’IJ)
— )| 22 | T — 7). B.5
oter —az)| w02 |y = (B.5)
1
La aplicacién ¢(z) seré contraida si
dG 2 2
2| dGvim)| W (B.6)
dr |, 2
y en este caso, la sucesion g, 1 = ¢(xg), x2 = ¢(x1), ..., converge a la iinica

raiz de la ecuacién = = ¢(x). El argumento de dG(x)/dx es mayor a cero y
menor a v,. Si el valor de v, no es muy cercano a la unidad (v, < 0,95) el
valor de dG(x)/dx < 1 (véase la fig. B.1). Para el ejemplo que consideramos
en el texto, un gas de electrones degenerado, v, = vy ~ 0,3 y puesto que
w > wy, concluimos que podemos resolver (4.32) usando un proceso iterativo.

1.6

1.4 i
|

1.2

0.8

dG(x) / dx

0.6

0.4

0.2 - -

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura B.1: Gréfica de la funcién dG(z)/dz.
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En caso de tratar con un un gas extremadamente relativista, para el cual
U, €8 muy cercano a uno, el método no es aplicable para bajas frecuencias,
sin embargo, no cuesta trabajo encontrar un umbral de frecuencias a partir
del cual se cumple la condicién (B.6).
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