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Proélogo

El objetivo de la presente tesis es el estudio de soluciones coreograficas en el pro-
blema de N-cuerpos con potencial homogéneo de grado «, a< 0, mediante un enfoque
variacional. En especial, consideramos el problema con masas iguales cuando N — oo
bajo la restriccién de coreografia y o« € (—1,0). En este caso estudiamos una ecuacién
integro-diferencial asociada que los movimientos deben satisfacer, con soluciones llama-
das coreografias continuas correspondientes a coreogréafias limite.

La historia del problema de N-cuerpos se remonta a los tiempos de la formulacion de
la ley de gravitacion de Newton (1667). En la travesia de resolver el problema se han
empleado y desarrollado algunas ramas de la matematica. Este tema también ha atraido
la atencion de varias de las personas mas prodigiosas en la historia de la humanidad
tales como Euler, Lagrange, Laplace, Poincaré, entre otros. Sin embargo, aunque se han
presentado avances sustanciales, existen preguntas centrales que hoy en dia siguen sin
respuesta [30].

Antes de 1993, a excepcién del problema de 2 cuerpos el cual se puede resolver com-
pletamente, para N > 3 se conocian muy pocas soluciones. En particular, para el caso
de 3 cuerpos se conocian dos soluciones: la solucién colineal de Euler (1767), donde los
cuerpos se mueven proporcionalmente sobre una linea recta fija y la solucién de Lagrange
(1772), en la que los cuerpos se encuentran localizados en los vértices de un tridngulo
equilatero que rota con velocidad constante.



CM

Figura 0-1: Solucién de Euler y Lagrange respectivamente.

Fue hasta la tiltima decada del siglo XX cuando se probé la existencia de una nueva
curva solucion, cuya orbita tiene forma de “figura-8”, para el problema de tres cuerpos
con masas iguales en el plano, sobre la cual todos los cuerpos se persiguen uno al otro
sin chocar.

Figura 0-2: Solucién coreogréfica, “figura-8”.

C. Moore en [31] dio evidencia numérica de la existencia de esta solucion y posterior-
mente de manera independiente el resultado fue establecido de forma analitica por A.
Chenciner y R. Montgomery en [15]. Inspirado en el movimiento que describen los cuerpos
sobre la orbita “figura-8” C. Simé introdujo el término coreografia para caracterizar esta
clase especial de soluciones del problema de N-cuerpos [38]. A grosso modo, una solucién
del problema de N-cuerpos es una solucion coreogrdfica o simplemente coreografia si es
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una solucién periddica cuya oérbita es la union de curvas cerradas, donde cada una es la
trayectoria de almenos dos cuerpos. En particular, si la 6rbita consta de sélo una curva
cerrada, decimos que es una coreografia simple.

La primer coreografia simple fue dada por Lagrange, donde tres masas iguales viajan
sobre el circulo unitario con velocidad angular constante y forman un tridngulo equilate-
ro todo el tiempo. Esto se puede generalizar para cualesquiera N (3 < N < oo) masas
iguales formando un N-agono todo tiempo y rotando rigidamente respecto al centro de
masa con velocidad angular constante [3, 36]. Estas soluciones son los equilibrios rela-
tivos asociados al N-agono y son llamadas soluciones triviales. La érbita en “figura-8”
fue la primer coreografia simple no trivial. Poco después de esta solucién Gerver [17] y
Sim6 [38] dan evidencia numérica de varias familias de coreografias simples no triviales
para distintos valores de N. Algunos otros ejemplos de coreografias mas recientes pueden
ser encontrados en [28].

La importancia del trabajo de A. Chenciner y R. Montgomery no sélo radica en la
aportacion de una nueva solucién del problema de 3 cuerpos, sino también en la im-
plementacion de métodos variacionales para la obtencién de ésta. En las tultimas dos
decadas los métodos variacionales han sido empleados con mayor frecuencia en el pro-
blema de N-cuerpos para encontrar nuevas soluciones (no necesariamente coreografias)
13,9, 10, 15, 16, 17, 22, 28, 43]. Sin embargo, la implementacién del enfoque variacional
presenta fuertes problemas debido a las singularidades del funcional de accién (colisiones),
la falta de compacidad del espacio de configuraciones, asi como también con la trivialidad
de soluciones. Estos problemas algunas veces son superados al imponer restricciones de
simetria, topoldgicas o mixtas sobre el espacio de configuraciones y con ayuda del prin-
cipio de simetria critica de Palais.

En este contexto, el objetivo de esta tesis es el estudio de soluciones coreograficas (sim-
ples) del problema de N-cuerpos con potencial homogéneo de grado o (o < 0) mediante
un enfoque variacional. La tesis esta estructurada de la siguiente manera: En el capitulo
1, damos una breve introducciéon sobre los conceptos y resultados bésicos del calculo de
variaciones, en particular, estudiamos en qué consiste el método directo del célculo de
variaciones. También en este capitulo, enunciamos el problema de N-cuerpos y algunos
tipos particulares de soluciones de este problema tales como las soluciones homograficas y
las coreografias. Estudiamos el enfoque variacional de este problema, mas especificamen-
te, la aplicacion del método directo del calculo de variaciones al problema de N-cuerpos,
los problemas con los que se enfrenta y algunas formas de superarlas. En el capitulo
2, estudiamos soluciones no triviales del problema de cuatro cuerpos en el plano. En
este problema damos de manera explicita restricciones de simetria y topologicas para
superar los problemas que presenta el enfoque variacional. Tambien en esta seccién mos-
tramos un inconveniente del método de minimizacién dada una restriccion topologica.
Por tultimo, en el capitulo 3 consideramos el problema de N-cuerpos con masas iguales y
potencial homogéneo de grado «, o € (—1,0), cuando N — oco. Primero obtenemos una
ecuacion integro-diferencial que los movimientos deben satisfacer al considerar soluciones
coreograficas limite (llamadas coreografias continuas) correspondientes a distribuciones
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continuas de masa del tipo onda viajera. Posteriormente consideramos el funcional de
accion limite correspondiente y sus puntos criticos, mostramos que el circulo es una co-
reograffa continua para a € (—1,0) y entonces probamos nuestro resultado principal el
cual asegura que de hecho el circulo es el minimo absoluto del funcional de accién entre
la clase de lazos con promedio cero en H' y periodo 1.
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Movimientos coreograficos en el problema de N-cuerpos: Un
enfoque variacional.
por

Reynaldo Castaneira Ramirez

Resumen

En los tltimos anos han surgido una serie de trabajos [3, 9, 10, 15, 16, 17, 22, 28, 43|
entre otros, que ponen de manifiesto que los métodos variacionales son una herramienta
poderosa para probar analiticamente la existencia de nuevas clases de soluciones periodi-
cas en el problema de N-cuerpos, en particular en la clase de soluciones coreograficas.
El objetivo de la presente tesis es el estudio de soluciones coreogréficas en el problema
de N-cuerpos homogéneo de grado o < 0 mediante un enfoque variacional. Primero
presentamos brevemente en qué consiste el método directo del célculo de variaciones y
las dificultades con las que se enfrenta en su implementacion. Como una aplicacion de
este método estudiamos el problema de 4-cuerpos en al plano. Posteriormente considera-
mos el problema de N-cuerpos con masas iguales y potencial a-homogeneo, o € (—1,0),
cuando N — oo. Obtenemos una ecuacion integro-diferencial que los movimientos deben
satisfacer al considerar soluciones coreograficas limite (llamadas coreografias continuas)
correspondientes a distribuciones continuas de masa del tipo onda viajera. Por ultimo,
consideramos el funcional de accién limite correspondiente y sus puntos criticos. Mos-
tramos que el circulo es una coreografia continua para a € (—1,0) y entonces probamos
nuestro resultado principal el cual asegura que de hecho el circulo es el minimo absoluto
del funcional de accién entre la clase de lazos con promedio cero en H' y periédo 1. Nues-
tro resultado es aquivalente al resultado principal de Barutello y Terracini presentado en
[3] en el caso Newtoniano.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta secciéon damos una breve introduccion a los conceptos basicos del calculo de
variaciones, en especial en la implementaciéon del método directo. También enunciamos
el problema de N-cuerpos, primeras integrales y algunos tipos de soluciones particulares

de este problema.

1.1. CAlculo de variaciones

El cdlculo de variaciones consiste fundamentalmente en identificar clases de ecuacio-

nes funcionales que pueden ser planteados de la forma:
F(u) =0, (1-1)

donde u es la variable desconocida en una clase de funciones admisibles dentro de un

espacio de Banach y F(+) es la derivada de Fréchet de un funcional E(-). Simbélicamente,

F(-) = DE(-), (1-2)

1



de manera que el problema (1-1) se escribe como:

DE(u) = 0. (1-3)

La razén de interés de esta formulacién es que las soluciones de (1-1) pueden ser iden-
tificados bajo ciertas circunstancias como puntos criticos de F(-). Ademds el espacio de
funciones admisibles se puede elegir de manera adecuada que facilite emplear los prin-
cipios variacionales, por ejemplo es comun considerar espacios de Hilbert o espacios de

Banach reflexivos.

1.1.1. Diferenciabilidad

El concepto de derivada juega un rol muy importante en el calculo de variaciones,
por lo que es necesario dar una definiciéon precisa de lo que entenderemos por diferencial,
derivada direcccional y punto critico.

La nocién de derivada de una funcion entre espacios euclidianos se extiende a funciones
entre espacios de Banach de la siguiente manera. Sean V = (V.|| ||[v) vy W = (W, || |lw)
espacios de Banach, €2 un subconjunto abierto de V. Recordemos que la continuidad de

una funcion lineal entre ellos se caracteriza de la siguiente manera.

Proposicién 1.1.1 Si T :V — W es una funcion lineal, son equivalente las siguientes

afirmaciones:

i) T es continua.
it) T es continua en 0.
iit) Eriste ¢ € R tal que ||Tv|lw < c||v|lv para todo v € V.

w) T es Lipschitz continua.

Por otro lado, consideremos el siguiente espacio vectorial

LV,W):={A:V - W | A es lineal y continuo}.

2



Definicién 1.1.1 Una funcién f : Q — W es Fréchet-diferenciable (o F-diferenciable)
en el punto qo € 0, si existe A € L(V,W) tal que

o 1o + 1) = Flao) = Ahlw

h=0 [12]lv

= 0. (1-4)
Llamamos a A la diferencial de Fréchet (F-derivada) de f en qy y la denotamos por f'(qo)
(0 bien Df(qo)).

Escribimos f’(qo)v en lugar de f'(qo)(v) para denotar al valor de la funcién f’(qg) en v.

Definicién 1.1.2 [ : Q — W es Fréchet-diferenciable (F-diferenciable) en ) si lo es en

cada punto q € Q). La funcion

froQ—=LV.W), g fq),

se llama la diferencial de Fréchet (F-derivada) de f. f' también se denota por Df.

De aqui en adelante diremos que f es diferenciable en vez de decir que es F-diferenciable

y hablaremos de su derivada para referirnos a su F-derivada.

Definicién 1.1.3 Una funcién f : Q — W es de clase C' (o continuamente diferenciable)

en S si es diferenciable en Q y su derivada f': Q — L(V,W) es continua. Escribimos

fecCt
Si f:Q — W es diferenciable en el punto ¢y € 2 y v € V' entonces

f(qo +tv) — flqo)

Yo e V.
t

/ Y
['(qo)v = %E}%

El limite del lado derecho de la expresion anterior se llama derivada direccional de f en

qo en la direccion de v.



Observacion 1.1.1 Condiciones necesarias para que f sea diferenciable en qq.
1.- Para cada v € V, la derivada direccional de f en qy en la direccion v debe existir .

2.- La funcion df (q) : V — W definida por

df (qo)v == lim S (g0 +tv) — f(qo)

t—0 t

debe ser lineal y continua.
Esto motiva el siguiente concepto.

Definicién 1.1.4 Una funcion f: Q — W es Gateauz-diferenciable (o G-diferenciable)
en el punto qo € ), si existe df (qo) € L(V,W) tal que

i+ | (a0 + 1) — 7o) — tdf(a)o], =0 (1-5)

para cada v € V. Llamamos a df (qo)v la derivada de Gateaux (G-derivada) de f en qo y
direccion v € V.

Decimos que f es Gateaux-diferenciable en € si lo es en cada punto q € Q. La funcion
df - Q@ —= L(V,W),  q~df(q),

se llama la derivada de Gateaux (G-derivada) de f.

En otras palabras f : @ — W es Gateaux-diferenciable en el punto qo € 2 si existe
la derivada direccional de f en gg para cualquier direccién v € V' y df (qo) € L(V,W).
El siguiente teorema proporciona un criterio para verificar la diferenciabilidad de una

funcion y calcular su derivada.

Teorema 1.1.1 f:Q — W es de clase C' en Q si y sélo si f es Gateauz-diferenciable

en Q y su derivada de Gateauz df : Q — L(V,W) es continua. En tal caso, f' = df.

Demostracién. Ver Teorema 9.21 en [19]. =

4



Definicién 1.1.5 Sea €2 un subconjunto de V' y f : Q — R una funcion diferenciable de

clase C*. Se dice que un punto u € §) es:

= minimo global (mdximo global) de f en Q si f(u) < f(v) (f(u) > f(v)) para todo

v E Q,

= minimo relativo (méximo relativo) de f en Qsi w es un minimo global (méximo

global) de f enQ2 NU, para alguna vecindad U de u en V,
» punto critico de f en Qsi f'(u) = 0.

En las aplicaciones, debido a restriccion de las funcién, a menudo se trabaja en un sub-
conjunto de un espacio de Banach por lo que interesa estudiar sus maximos y minimos

locales, los cuales tienen la siguiente propiedad.

Proposicién 1.1.2 Sea ) un subconjunto abierto de V' y f : Q2 — R una funcion dife-
renciable de clase C*. Si u es un minimo (mdzimo) local de f en 2, entonces u es un

punto critico de [ en Q.

1.1.2. Espacios de funciones

Sea [ := [t1, 5], entonces tenemos los siguientes espacios de funciones clésicos:
to
L*(I,R") := {w I — R"w es medible,/ |w(t)||2dt < oo},
t1
es un espacio de Hilbert con el producto interno

o= [ <ult) o) > de, ulia= [ lu)de

t1 1

donde <, > es el producto interno en R™.

HY(I,R") := {w : I — R" | wes absolutamente continua ,w’ € LQ(I,]R”)},

5



es un espacio de Hilbert con el producto interno
(u,v)1 = (u,v)o + (i, )o, [l = llullzz + [[a] 2

CI,R") := {w I - R" | wes Continua} es un espacio de Banach con norma || ||,

dada por
[w]loo = sup {|lw(t)|| : t € I}.

Teorema 1.1.2 Siw € H'(I,R"™) entonces
lw(tz) = w(t)]| < [t2 = &2 ] [lw]| 1.
Demostraciéon. Como w es absolutamente continua w’(t) existe para casi todat € [y

wits) —w(t) = [ (bt

t1

Esto implica que

Jutts) — w(e)| = | [ v < [ lwo)a

1

luego usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz obtenemos que
T 1/24,./
| ' @lde < fta = 172 2
1
con lo que concluimos la prueba. m

Corolario 1.1.1 Siw € H'(I,R") entonces ||w(t)]|so < 2||w(t)| m1-

Demostracién. Por definicion de || || g1 tenemos que ||w(0)|| < ||w|| g1 v ||w']|z2 < ||w]| g -
Luego como [[w(t)|| < [[w(0)|| + [Jw(t) —w(0)||, por el teorema 1.1.2 se sigue el resultado.



Corolario 1.1.2 Las inmersiones i : H'(I,R") — C°(I,R"),j : H'(I,R™) — L*(I,R")

son compactas.

Demostracién. Sea S un subconjunto acotado de H'(I,R™) entonces por el Corolario
1.1.1, S es acotado en C°(I,R™) y por el Teorema 1.1.2 S satisface una condicién de
Holder de orden 1/2, lo que implica que es equicontinuo y por el teorema de Arzela-

Ascoli es relativamente compacto. m

1.1.3. Ecuacién de Newton

Sea? C RN ge HY(I,Q)y L:R* — R dado por
Lo
L(.%,U) = §HUH + U(I),
donde U € C*(Q2). Consideremos el funcional

LoH(L,Q) - R, L(q) = /tQL(q(t),q'(t))dt. (1-6)

t1

A la funcién L se le conoce como lagrangiano.

Teorema 1.1.3 El funcional L dado por (1-6) es diferenciable y su derivada estd dada

por

to .
Ligh= [ (VUG@)h) +q(0h)) d. (1-7)
donde h € H'(I,RY).
Demostracién. La desigualdad de Cauchy-Schwarz demuestra inmediatamente que £'(q)
dado por la expresion (1-7) pertenece a L(H'(I,RY),R).

Por otro lado, por el Corolario 1.1.1, para h € H*(I,RY) pequefio en la norma || ||z,

tenemos que ¢ +h € H'(I,9). Ademés

L(q(t) + h(t), 4(t) + (1)) — L(a(t), h(t)) = 4(0)A(t) + (U(g + 1) = U(q)).

7



Como U € C', para todo € > 0, existe § > 0 tal que si ||h]|z1 < d entonces

Lla+0) —£) — [ (TUGRE) +d0ho) ] < e [ hoar,

t1 51

Luego por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1)
[ bt < (2 = 1) 2Rl < (62 = 1) 2kl

t1
[ |

Corolario 1.1.3 Si ¢ € C?, la derivada del funcional £ en q estd dada por

t2

Lo = [ (TUa) - ) )hie)ds + Gome)| (19

t1
donde h € H'(I,RY).

Demostraciéon. Se sigue al integrar por partes el segundo término del lado derecho de
la ecuacién (1-7) m

Dados qg, q1 € U, definimos

B(qi,q) = {q € H'(I1,9) | q(t1) = qu,q(t2) = CIQ};

N(a, @) = {h € H'(IRY) | h(t:) = 0, h(ts) = 0.

!’

Observacién 1.1.2 Si Ly = c]B(

’
, entonces Ly = L

q1,92) N(q1,92)

Lema 1.1.1 (Lema fundamental) Sea f(t) € C°(I,R") tal que [ f(t)h(t) = 0 para
cualquier funcion h(t) € N(qi,qa), entonces f(t) = 0.

Demostracién. Supongamos que f(t*) > 0 para algtin t* € (¢¢,¢;). Como f es continua,

entonces f(t) > cparat € B := (t* —¢€,t" +¢€) C (o, 1), € suficientemente pequeno y fijo.

8



Por otro lado, sea h(t) € C! definida de la siguiente manera: h(t) = 0sit € B, h(t) > 0
si t € B, en particular, h(t) =1 para t € (t* —¢/2,t* + ¢/2). Entonces claramente,

/ YO > e > 0, (1-9)

to
lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto f(t) = 0, para todo t € (tp,t1). =

Corolario 1.1.4 Supongamos que q € C?, entonces la curva q(t) es un punto critico del

funcional Ly si y sélo si satisface la ecuacion de Newton

G(t) = VU(q(t))- (1-10)

Demostraciéon. Se sigue inmediatamente del Corolario 1.1.3 y del Lema 1.1.1. m
En general, la ecuacion que satisfacen los puntos criticos de un funcional £ definido como
en (1-6) es llamada la ecuacion de Euler-Lagrange asociada. En este caso las ecuacién de

Buler-Lagrange es precisamente la ecuacién de Newton.

1.1.4. El método directo del calculo de variaciones

El punto de minimizar un funcional es que nos proporciona un medio para la cons-
truccion de soluciones de sus ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo, este enfoque
presenta algunas limitaciones en su implementacion de acuerdo a la naturaleza del fun-
cional.

Formulacién del problema: Sea

m(X)= il L), £a) = [ Lita(e). (o)t (1-11)

qeX t1

donde X C Y es un conjunto de curvas, correspondiente a condiciones de frontera o
condiciones de puntos finales. Por ejemplo, se puede elegir X como el conjuntos de todas

las curvas c: [t1,t2] — R"™ que satisfacen c(t1) = ¢1 y ¢(t2) = co.
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Por definicién de infimo existe una sucesién {g,}, € X de curvas con la propiedad
L(g,) — m(X). Tal sucesion es llamada sucesidn minimizadora. Entonces el método
directo del cdlculo de variaciones consiste en tomar una sucesién minimizadora {q,}, y

probar los siguientes pasos:
1. Probar que la sucesion {g,}, converge a alguna curva gq.
2. Probar que g € X.
3. Probar que ¢ toma el infimo: £(q) = m(X).
4. Probar que £'(q)(h) = 0 para toda direccién h € X.
5. Cloncluir que ¢ satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L.

En la mayoria de los funcionales de interés, el método directo en principio nos dara solu-
ciones generalizadas o débiles de nuestro problema que pueden ser soluciones no clésicas.
Con esto queremos decir que una solucion clésica tiene que cumplir ciertas condiciones
de diferenciabilidad. Asi un segundo paso de estos métodos es probar que estas soluciones
generalizadas son suficientemente diferenciables para considerarse como soluciones clasi-
cas. El éxito del método directo se encuentra en gran medida en la eleccion del espacio
de configuraciones. Por esta razén en las siguientes secciones identificamos condiciones
suficientes sobre el lagrangiano L(t, q(t), ¢(t)) y sobre el espacio de funciones admisibles

X para asegurar que el funcional £ tenga minimos.

A. Coercitividad

En los métodos de minimizacion los conceptos de coercitividad y semicontinuidad
inferior son muy utilizados, sin embargo muchas veces se desconoce el motivo de su
implementacion. Por esta razén, antes de dar la definicién formal de estos términos pre-
sentamos dos ejemplos de minimizacién de funciones simples que ilustran de manera clara
la definicion de estos conceptos.

Sea f: R — R, f(t) = (1+1t)7!, es claro que f es acotada inferiormente, pero no toma
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su minimo. Obserque que |f(¢)] — 0, cuando |[t| — +o0. Esto sugiere imponer alguna
hipotesis de crecimiento proporcional entre la funcién y su argumento, por ejemplo:

lim f(t) = oo. (1-12)

[t| =00

Por otro lado, en el problema de minimizacién (1-11), sea 1 < p < oo fijo y supongamos
que existen o > 0, 8 > 0 tal que L(t, q(t),4(t)) > a|¢|? — 3, para todo ¢ € R", g € R",t €
[t1,1s]. Entonces

L(q) > allgllzr — Btz — t1), (1-13)

v L(q) — oo, cuando [|¢||z» — .
A la relacién de crecimiento entre la funcién y su argumento planteada en los ejemplos
es precisamente a lo que damos el nombre de coercitividad. La definicién formal es la

siguiente:

Definicién 1.1.6 Un funcional L de un espacio normado (Y, || |ly) se dice que es coer-

citivo sobre un subespacio Yo C'Y si

L(q) =00, q€Yo. (1-14)

llally —o0

Observacion 1.1.3 La condicion de coercitividad garantiza que ninguna sucesion diver-

gente puede ser sucesion minimizadora.

La ecuacion (1-13) muestra que para lograr la condicion de coercitividad (1-14) no sélo
es suficiente definir £(-) sobre un espacio de funciones admisibles diferenciables, si no
también considerar espacios con caracteristicas extras, tales como espacios de Sobolev

whe.

B. Semicontinuidad inferior débil

La condiciéon de coercitividad del funcional garantiza que en el subespacio donde mini-

mizamos ninguna sucesion que converge a un minimo diverge. Sin embargo para asegurar
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que el limite de una sucesiéon minimizadora esta en el espacio de configuraciones necesi-
tamos algun tipo de compacidad, en algunos casos para esto es suficiente introducir la

topologia débil en el espacio como se muestra en los siguientes resultados.

Sea Y un espacio de Banach real. Decimos que una sucesion {uy}32, C Y converge

débilmente a u € Y, escribimos
wp —w, si (u*,ugp) — (U u) (1-15)
para cada funcional lineal acotado u* € Y*. Donde ( , ) representa el producto interno.

Teorema 1.1.4 (Compacidad débil,[8]) Sea Y wun espacio de Banach reflexivo’ y
supongamos que la sucesion {ur}y>, C Y es acotada. Entonces existe una subsucesion

{ug, 152, CH{ur}is, yu €Y tal que uy, — u.

En otras palabras, sucesiones acotadas en un espacio de Banach reflexivo son débilmente
precompactas. En particular, una sucesion acotada en un espacio de Hilbert contiene una
subsucesion convergente débilmente.

La compacidad débil del espacio en algunos casos es suficiente para garantizar la exis-
tencia de minimos. Sin embargo, muchos de los funcionales de interes son no continuos
respecto a la convergencia débil, por lo que se requiere una condiciéon extra para garan-

tizar tal existencia. Esta condicién estd dada en la siguiente definicion.

Definicion 1.1.7 Un funcional L es débilmente inferiormente semicontinua con respecto
aY si
L(u) <liminf £(u,),

n—oo

siempre que

up —u en Y.

Ly** =Y, « significa el dual.
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Como conjuncién de los conceptos introducidos en estas secciones damos el siguiente

resultado clasico del método directo del célculo de variaciones.

Lema 1.1.2 Sea Y un espacio de Banach, M C 'Y wun subconjunto débilmente cerrado.
Supongamos que L — R U {+oc} coercitivo y débilmente inferiormente semicontinuo

con respecto a Y . Entonces L es acotado inferiormente en M y alcanza su infimo en M.

Demostraciéon: El caso £ = 400 es trivial. Supongamos que L# +o0o. Sea m := infy; £
v {yx}x una sucesion minimizadora, esto es, satisface L(yx) — m. Por la coercitividad
de L|nr, {|yk|}x es acotada. Ahora como Y es reflexivo por el Teorema (1.1.4) podemos
asumir sin pérdida de generalidad que y, — y para algin y € Y. Pero como M es débil-
mente cerrado, entonces y € M. Luego como el funcional £ es débilmente inferiormente
semicontinuo en M,

Ly) < llim inf L(y) = m,

—+o00

entonces y es un minimo de £ en M.

1.1.5. Principio de Simetria Critica

Muchas veces trabajar sobre un subespacio Yy de Y resulta mas facil que trabajar
sobre el espacio total Y, sin embargo hay que tener cuidado al emplear ciertos conceptos
en Yj ya que pueden no ser ciertos en Y. En esta seccion enunciamos un principio muy
importante en el método directo del calculo de variaciones, el cual garantiza bajo ciertas
hipétesis sobre un subespacio Yy C Y que un punto critico de f|y, también lo es en Y.

Este resultado es un caso particular del principio de simetria critica de Palais [33].

Consideremos el espacio H := H*([0,1], X) = W2([0,1], X) y f: H — RU {400},
ademas supongamos que G es un grupo que esta actuando sobre el espacio H. Diremos

que f es invariante bajo G (G — invariante) si f(g-x) = f(z), para todo g € G y para
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cualquier z € H. Denotamos por H% al subespacio de H invariante bajo G, esto es,
HG:{x€H|g-m:m,Vg€G},

y por flge : HY — R U {+00} la restriccion.

Teorema 1.1.5 (Principio de criticalidad de Palais) Sea G un grupo actuando so-
bre H y f € CY(H,R) G-invariante. Si x € HY es un punto critico de f|yc entonces p

es un punto critico global de f.

Demostraciéon: Como f es G-invariante y usando la regla de la cadena, tenemos que

paratodoge Gyx e H

Df(z) = D(fog)(x)=Df(g-x)g. (1-16)

Por lo tanto si V f(z) denota el H'-gradiente de f en z, la ecuacién anterior implica que

(Vf(@),h)m = Df(x)h
= Df(g-z)(gh)
= (Vf(g-2),9-h)m
= (¢7'Vf(g-2),h)m,

para todo g € Gy todo h € H. Equivalentemente, g-V f(z) = Vf(g-2),Yg € G,V € H.
En particular si x € HY entonces gV f(x) = Vf(z),Vg € G. Esto implica que V f(x) €
HY. Ahora si # € HY es punto critico de f|yc entonces por definicién el gradiente es

ortogonal a HY de manera que V f(z) = 0. Por lo tanto x es punto critico de f.
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1.2. El problema de N-cuerpos

El problema de N -cuerpos con potencial homogéneo de grado —a: < 0, es el estudio de
la dindmica de N masas puntuales ? positivas mq, ms, ..., my moviéndose en RY, d > 2,

e interactuando de acuerdo a las ecuaciones

. 4 — 4 :
j=1,..,N i —dj
J#i
donde ¢;(t) € R? representa la posicién de la masa m; al tiempo t. El caso a = 1 es el

problema de N -cuerpos newtoniano.

Equivalentemente, tenemos la ecuacién diferencial de segundo orden,

Mi=vVU(q), q=(q,---,qn), (1-18)
donde U : RN — [0, oo,
Ulq) = i (1-19)
1<i<j<N @ — a4l
es la funcién potencial (el negativo de la energia potencial), V es el gradiente en RN
M = diag[mlfd, . ,mNId].
Sea p = (py,...,pn) € RN definido como p = Mg, es decir, p; = m;g; es el momento

de la i-ésima particula. Entonces la ecuacion (1-18) se puede escribir como el sistema de

primer orden:

OH
.i - 5 1—20
q o, (1-20)
O
= — 1-21
i 90 (1-21)

2Se denomina asi a un cuerpo o particula cuyas dimensiones pueden despreciarse cuando se estudia
su movimiento.
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donde H es el hamiltoniano o energia definido por:

H=K-U (1-22)

y K es la energia cinética,

[\DM—!
l\’)\}—t

Z |le Z || (1-23)

Las ecuaciones (1-20) y (1-21) son llamadas ecuaciones de Hamilton asociadas a (1-17).

1.2.1. Integrales de movimiento

En el movimiento de un sistema mecanico, las magnitudes ¢; y p; que determinan
el estado del sistema varian en el tiempo. Sin embargo, existen algunas funciones de
estas magnitudes cuyo valor permanece constante en el tiempo, dependiendo solamente
de las condiciones iniciales. A estas funciones se les denomina constantes de movimiento
o primeras integrales. En el problema de N-cuerpos existes 10 constantes de movimiento

clasicas dadas por las componentes de las siguientes funciones:

El momento lineal total del sistema, Lo = >V | p;.

El centro de masa del sistema, Cy = SN | myq; — tp;.

El momento angular del sistema, w = >N | ¢; x p;.

La energia del sistema, H.

Estas funciones reducen el problema a un sistema dinamico sobre una variedad (2d/N —10)
dimensional.

Por otro lado, las ecuaciones del problema de N-cuerpos (1-17) (equivalentemente (1-
20),(1-21)) son invariantes bajo la accién del grupo galileano, que es por definicion el

grupo de todas las transformaciones del espacio-tiempo, R x R, que preservan intervalos
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de tiempo y son isometrias del espacio para cualquier tiempo fijo ¢t € R. Ejemplo, si (z,t)

representa cualquier punto en el espacio-tiempo, las transformaciones:
1) rotacion: (x,t) — (Gz,t), donde G € O(d),
2) traslacion: (x,t) — (v +a,t + ), a € RY s € R,
3) movimiento uniforme, con velocidad constante v: (x,t) — (x + tv, t),

son galileanas. Asi dos soluciones de (1-17) son consideradas equivalentes si una puede
ser obtenida de la otra por medio de transformaciones galileanas. Entonces, sin pérdida
de generalidad podemos fijar el centro de masa en el origen del sistema coordenado, de

manera que el espacio de configuraciones de (1-18) es
N
i=1
Es usual denotar al espacio de configuraciones libre de colisién por X,

X=X\A, Az{le!B#j,qiij}, (1-25)

donde A es el conjunto de colision.
El espacio de configuraciones para el sistema hamiltoniano dado por las ecuaciones (1-20)

y (1-21) es el espacio tangente T X sobre X definido por:

TX = {(q,v)]q EX,ve RM}. (1-26)

1.2.2. Configuraciones centrales y soluciones homograficas

Existen soluciones de (1-17) cuya configuracién permanece similar a una configuracion
fija de los N-cuerpos a través del tiempo. Una clase de estas soluciones son las solucio-
nes homograficas y sus correspondientes configuraciones fijas llamadas configuraciones

centrales.
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Definicion 1.2.1 Una configuracion central (CC') para las masas my,mso, ..., my s un

arreglo de las N masas cuyo vector de configuracion q satisface la ecuacion
VU(q) + AMq =0, (1-27)

para alguna constante .

Para cualquier configuracion ¢ € X', el momento de inercia es

N
I(q) = q¢"Mq=>_mq|*

i=1

Note que VU (q) = 2Mgq, por lo que la ecuacién de CC (1-27) puede ser escrita como
1
VU(q) + 5AVI(g) = 0.

Asi se tiene la siguiente definicién alternativa de configuracion central: Una configura-
cion qo es una configuracion central si y solo si es un punto critico de U(q) sujeto a la
restriccion 1(q) = k, donde k = I(qp).

En el problema de 3-cuerpos con masas arbitrarias hay cuatro configuraciones centrales
distintas: en tres de ellas las masas se encuentran en linea recta (Euler, 1767) y en la
cuarta las masas permanecen en los vértices de un triangulo equildtero (Lagrange, 1772).
Para masas arbitrarias my, ma,...,my (N > 3) el problema de encontrar todas las CC
o determinar el niimero de estas para cada N esta lejos de ser resuelto completamente y
conforma una area de investigacién muy importante en la comprension del problema de
N-cuerpos (ver mas en [27]). Aqui sélo mencionamos algunas configuraciones centrales
particulares en el caso de masas iguales.

En R?, si colocamos N > 3 masas iguales en los vértices de un N-dgono, obtenemos ejem-
plos simples de CC planas [27, 36]. En R? si ponemos las N (N = 4,6,8,12,20) masas en
los vértices de los sélidos platonicos: tetraedro, octaedro, hexaedro (cubo), dodecaedro,

icosaedro respectivamente, obtenemos CC en el espacio [27] .
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Figura 1-1: Configuraciones centrales planas, N = 3,4, 10, respectivamente.

Por otro lado, mediante configuraciones centrales podemos obtener otras soluciones
para el problema de N-cuerpos, las cuales son llamadas soluciones homogrdficas. Para
este tipo de soluciones las configuraciones s6lo cambian por traslaciones simultaneas,
rotaciones y homotésias. En otras palabras, la configuraciones permanecen similares en

el tiempo.

Definiciéon 1.2.2 Una solucion del problema de N-cuerpos es llamada homografica o

auto-similar si satisface

q(t) = r(t)R(t)qo, (1-28)

donde qo es una configuracion fija, r(t) > 0 es una homotésia y R(t) € SO(d) una
rotacion. En particular, decimos que una solucion es homotética si la configuracion no
rota (i.e., R(t) = Id.) y serd un equilibrio relativo si la configuracion es rigida (i.e.,

r(t) = cte.).
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Las soluciones de equilibrio relativo asociados al N-agono son llamadas soluciones

triviales y nos referimos a estas con el nombre de N-dgono rotante.

Figura 1-2: N-agono rotante, N = 3,4, 10, respectivamente.

B

Figura 1-3: Solucion homotética, equilibrio relativo y homografica respectivamente.

1.2.3. Soluciones coreograficas

Una familia particular de soluciones de (1-17) son las soluciones coreograficas o sim-
plemente coreografias (nombre inspirado en el movimiento que describen las masas dado
por Carles Simé). Una coreografia es una solucion periddica ¢(t) cuya orbita es la union
de curvas cerradas, cada una de las cuales es la trayectoria de al menos dos cuerpos.
Si la solucion consta solo de una oOrbita peridédica, entonces llamaremos a esta solucién

coreografia simple.
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Definicion 1.2.3 En particular, en el problema de N -cuerpos con masas iguales decimos
J

que una solucion es una coreografia simple si es una solucion T-periddica de (1-17), tal

que todos los cuerpos se mueven sobre la misma curva y cambian sus posiciones después

de un tiempo fijo, esto es, existe una funcion q : R — R? tal que:

q(t) =q(t+ (i — 1)7), i=1,...,N., teR, (1-29)

donde T =T/N. (ver [17, 49]).

En este trabajo solo consideramos el caso de coreografia simple y de aqui en adelante nos
referimos a esta ultima definicion.

En el problema de 3-cuerpos, la primer coreografia que se descubrio fue el equilibrio
relativo asociado al tridngulo equildtero con masas iguales de Lagrange (1772). Més de
dos siglos después se descubre el segundo ejemplo de coreografia, en esta curva la érbita
tiene forma de “figura-8”. C. Moore en [31] dio evidencia numérica de la existencia de esta
solucion y posteriormente de forma independiente el resultado fue establecido de forma
analitica por A. Chenciner y R. Mongomery [15]. En un periédo, cada cuerpo pasa dos
veces el punto de autointerseccién de la trayectoria, y en estos instantes los 3 cuerpos
estan situados sobre una linea recta y forman una configuracion colineal (ver Figura 1-4).
Para el problema de 4 cuerpos, A. Chenciner y A. Venturelli probaron en [16] la existencia
de una coreografia simple no plana llamada hip-hop. En [9] K.C. Chen prob¢ la existencia
de una coreografia no simple y no homografica (ver Figura 1-5).

Observe que en el caso de masas iguales, el N-agono rotante, N > 3, es una coreografia
simple (ver Figura 1-2). En general, para N > 4 soluciones coreograficas no homogréficas

s6lo han sido encontradas numéricamente [17, 38, 43].
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t=2T t=3T

t=0 t=T

t=2T t=3T

Figura 1-5: Coreografia no simple de K. C. Chen.
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1.3. Enfoque variacional en la biisqueda de solucio-

nes peridodicas para el problema de N-cuerpos

En este capitulo consideramos el planteamiento variacional en el estudio del problema
de N-cuerpos.
En las dos tultimas decadas ha aparecido una serie de trabajos, [3, 9, 10, 15, 16, 17,
22, 28, 43] entre otros, que ponen de manifiesto que los métodos variacionales son una
herramienta poderosa para probar la existencia de nuevas clases de soluciones periddicas

en el problema de N-cuerpos.

Consideremos dicho problema (1-17) en el espacio de configuraciéon X (1-24). Defini-

mos el espacio de lazos por:
A= H\R/TZ, X) = {q — (1, qy) EX | qi € Wl’z(R/TZ,Rd)},
donde

WY (R/TZ,R?) = {x c L*(R/TZ,RY)

i€ LA(R/TZ,RY), x(t +T) = :E(t)}.
El funcional de accion dado por

A A (0,400, A(g) = [ " Lo (gt), 4(t))dt, (1-30)

0

donde el lagrangiano L* : TX — [0,400] esta definido por

1Y ;M
La(q,v) = K( )+U §Zml ‘/1)1H2+ _7% (1-31)
1<i<j<N g — g;ll

Las ecuaciones (1-17) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al funcional (1-30).
El lagrangiano L® es diferenciable en todo punto de X. Entonces si ¢ € A satisface que

q(t) € X para todo t € [0,T] y ¢ es un punto critico de A%, por el Teorema 1.1.4, ¢
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satisface las ecuaciones de Newton (1-17) en [0,T]. En otras palabras,

Corolario 1.3.1 Los puntos criticos ¢ € A sin colision de A* son soluciones de (1-17)

en X.

Uno de los principales obstaculos del enfoque variacional es probar que los minimos estan
libres de colision. Poincaré noto, en el caso newtoniano, que atin cuando dos o mas cuerpos
colisionan y el lagrangiano es infinito al momento, el funcional de acciéon puede ser finito
[37]. En la literatura, para probar que los minimos estan libres de colisién se usan los dos

métodos siguientes:

= Deformaciones locales: combinando andlisis asintotico alrededor de colisiones
aisladas y la técnica de explosion, se trata de mostrar que después de una pequena
deformacion de la trayectoria con colision en la colisién aislada se obtiene una
trayectoria sin colisién con funcional de accién estrictamente menor (ver [9, 22, 26,

29, 43)).

= Estimaciones de nivel: se da una cota inferior estimada especifica del funcional
de accién para todos las trayectorias con colisiéon en la clase admisible y luego
se intenta encontrar una trayectoria de prueba dentro de la clase admisible cuyo

funcional de accién es estrictamente menor que la cota inferior estimada (]9, 10, 43]).

Por otro lado, respecto a la existencia de puntos criticos, de acuerdo el Lema 1.1.2 y dado
que A es un espacio reflexivo, para garantizar la existencia de minimos de A% en A sélo

se necesita probar la coercitividad y la semicontinuidad inferior débil del funcional A“.

1.3.1. Coercitividad del funcional de accién

Observe que la accion es siempre positiva en A. Entonces si consideramos la sucesién

¢"(t) = (g1 (t).... . an(t)) € R™Y,
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donde
q¥(t) = (kcos(2mi/k), ksin(2mi /k),0,...,0) € RY, i=1,...,N,

tenemos que ¢~ diverge y A%(¢*) — 0 cuando k — oco. Esto muestra que infy A =0y
el infimo en esta familia no se alcanza. Por lo tanto A“ no es coercitivo en A.

Lo anterior muestra que trabajar sobre el espacio total A no es suficiente. Sin embargo, en
algunos casos este problema de coercitividad puede ser superado mediante la imposicion
de restricciones adecuadas para las configuraciones permitidas. Estas restricciones pueden

ser:

= Restricciones topoldgicas: homoldgicas u homotopicas, introducidas inicialmente
por Gordon en [24] en el caso newtoniano. Sin embargo, se ha visto que trabajar
con este tipo de restricciones en el enfoque variacional resulta ser muy dificil (ver

mas en [11, 29] y sus referencias).

= Restricciones de simetria: este tipo de restricciones son mas faciles de tratar
en comparacion con las topoldgicas y han sido usadas por diferentes autores y

recopiladas por Ferrario y Terracini en [22], Montaldi y Steckles en [28].

La idea de imponer este tipo de restricciones es que si son elegidas de manera adecuada,
obtendremos un subespacio con el cual podremos emplear el principio de simetria critica
de Palais [33].

Es importante senalar que las restricciones también pueden ser mixtas. Ilustramos la
implementacion de estos tipos de restricciones en el problema de 4 cuerpos en el siguiente

capitulo.

1.3.2. Semicontinuidad inferior débil de la accion

Lema 1.3.1 Sean L*, A* como en (1-31), (1-30) respectivamente. Entonces A* es débil-

mente inferiormente semicontinua en A.
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Demostracién. Sea ¢® = (qf,...,q%) una sucesiéon en A que converge débilmente a

q=(q,...,qn). Es suficiente considerar solo el caso
lign inf A%(¢") = ¢ < o0, (1-32)
—00

ya que si ¢ = oo el resultado es trivial. Sin pérdida de generalidad supongamos A%(g")
estd acotada por alguna constante C'y klim A%(¢") = ¢ < .
—00

Sea r}; := |qf —qf|, T = 1, por el Corolario 1.1.2 el encajeA — C°([0, 1], X') es compacto,

asi, una subsucesion que denotamos de la misma manera, rfj converge uniformemente a
ri = |g; — q;| y como A*(¢") es acotada, la sucesion 1/7“5, para 1l < i < j < N, es
acotada en L'([0,1]).

Sea Supp(ri;) = {t € [0,1]|r;;(t) # 0} yA( r455) = {t € [0,1]|r;;(t) = 0}. Claramente
Supp(rij) = [0,1] \ A(r;;). Mostraremos que m(A(r;;)) = 0 donde m denota la medida
de Lebesgue.

En efecto, supongamos que m(A(ry;)) = py; > 0. Sea €5 := gmymjpui; y Nij € N tal que

k .
|75 — 7rijllco < € siempre que k > Ny;, entonces

A zmamy [ > T ¢

%
A(rig) Tij €ij

lo cual es una contradiccion. Asi la sucesion 1/ rfj converge a 1/r;; casi en todas partes.

Luego por el lema de Fatou,

1l 1l
[ —at <pmin [, (1-33)
0 Ty k—o00 Jo T3

Ahora como la convergencia débil de ¢* a ¢ en el espacio de Hilbert A implica que

lall3 < tminf g},
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tenemos que
ldil3 = Nl — laill3e < tminf[|g¥3n — lail3e = Hoinf gF 2. (1-34)

Ast de (1-33) y (1-34)

o 1Y m;m;
A = Gl ¥ [
]:

1<i<j<N

IN

lim inf A*(¢").
k—s o0
Por lo tanto A% es débilmente inferiormente semicontinua en A. m

1.3.3. Minimos de la accién y equilibrios relativos

En la literatura, pocos trabajos muestran de manera explicita minimos de la accién
sobre alguna clase especial de lazos. En [3] V. Barutello y S. Terracini , muestran que el
minimo de la accién entre lazos 2m-peridédicos en H' es la solucién de equilibrio relativo
cuya configuracion central es un minimo absoluto del potencial entre todas las configu-
raciones tal que el movimiento de equilibrio relativo asociado es una coreografia simple.
A continuacién enunciamos brevemente el resultado principal de Barutello y Terracini el

cual es equivalente al presentado en [7] en el caso continuo.

Resultado de V. Barutello y S. Terracini

Resolver (1-17) en el caso de masas iguales (sin pérdida de generalidad suponemos
que cada m;=1) bajo la restricciéon de coreografia simple (1-29) es equivalente a encontrar

los puntos criticos del funcional

1N1/| (t+h7)Pdt + = Z/ at (1-35)
e T th x(t+11) — x(t + hr)|*
hel
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en el conjunto
Ay ={x € Hy (R,RY) | 2(t) # x(t + h7),YVt e R,h =1,...,N —1}. (1-36)
La restriccion de coreografia implica que las cantidades

/OT dt/|q(t + Ir) — q(t + hr)|*,

sélo dependen de [ — h, ya que s6lo hay N — 1 promedios distintos en [0, 27| de distancias
entre dos cuerpos, entonces dividiendo entre N podemos rescribir la accién en (1-35) de

la siguiente manera

1 N 1 ron
dt / -
Ai T2 / ®F + —z(t + hr)|* (1-37)

El resultado principal de Barutello y Terracini es el siguiente:

Teorema 1.3.1 (Teorema 1,[3]) Para cada o > 0 y d > 2, el minimo absoluto de A

en A1 se alcanza en un movimiento de equilibrio relativo asociado con el N-dgono.

En el capitulo 3 demostraremos un resultado analogo al teorema 1.3.1 en el contexto de

coreografias continuas, utilizando ideas similares a las de Barutello y Terracini.
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Capitulo 2

Problema de 4-cuerpos

En este capitulo estudiamos el problema newtoniano de 4-cuerpos con masas iguales
(my = my = m3 =my = 1) en el plano (R?). Para este problema se prueba la existencia
de una solucién coreografica simple no trivial mediante el enfoque variacional. Aunque
la mayor parte de los resultados presentados en este capitulo han sido establecidos en
[18, 22, 28]. El principal propésito de esta seccion es ilustrar la implementacion del méto-
do directo del calculo de variaciones y algunas formas explicitas de como superar los
problemas con los que se enfrenta, tales como la falta de coercitividad, la trivialidad de
soluciones y posibles colisiones.

Como mencionamos en el capitulo anterior, una forma de obtener nuevas soluciones al
problema de N-cuerpos mediante el enfoque variacional es elegir de entrada el espacio
de configuraciones con las caracteristicas deseadas, esto mediante la imposiciéon de res-
tricciones de simetria y/o topoldgicas y haciendo uso del principio de simetria critica de
Palais. En el problema de 4-cuerpos hagamos las siguientes consideraciones: sin pérdida
de generalidad, tomemos 7' =1y S* = R/Z C R? el circulo de radio 1. Consideremos el
espacio de configuraciones X definido en (1-24), el espacio de lazos como el espacio de

Sobolev A:= H'(S', X). También consideremos el grupo de simetria Dyy :=< v >!y

<. . > significa el generado.
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cos(3) —sin(3) 1
= , 0=(1432), 7(t)=t——,
’ ( sin(27)  cos(%F) ) 12
y 7 actua sobre ¢ = (q1, G2, q3,q4) € A como
() = (p,o,7) (1) = (Pgo-1() (T (), -+ PG 510y (T (1)) (2-1)

Observe que si denotamos por ¥ =A P12, el subespacio de A invariante bajo D, tenemos

que:

1.
S = {g €A1 g(t+1/3) = Rergy(t),gya(t) = gyt + ). = 1,23

0(6) = Mar(=). (6) = Mas(~1). as(6) = Mas(—1) }

donde,

Observacién 2.0.1 Observe que si q(t) = (rsin2nt,rcos2nt), t € [0,1/4] y
q;(t) = q(t + I71), 5 = 2,3,4., entonces q(t) = (q:(t), ¢2(t), g3(t), qa(t)) € . Es de-

cir, la orbita circular de periédo 2m dada por q1(t),t € [0, 1], define una curva en .

OT Y

Figura 2-1: Ejemplo de curvas en ¥. Cada color representa el recorrido de uno de los
cuerpos en el periédo de tiempo [0, 1/4].
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Como el espacio X consta de curvas que satisfacen la restriccién de coreografia, en-
tonces por el Teorema 1.3.1 y la Observacién 2.0.1 el minimo del funcional de accién A*
definido en (1-30) es el circulo. Entonces sin restricciones extras al espacio de configura-
ciones Y que excluyan las orbitas circulares no podremos obtener soluciones no triviales
mediante el método variacional de minimizacién. Para esto recurrimos a la restriccion
topolégica del indice (nimero de vueltas) de una curva, la cual nos ayuda a excluir del

espacio de configuraciones ciertas soluciones circulares.

Definicién 2.0.1 Sea T:= {z(t)|t € [a,b]}, una curva continua cerrada y orientada,
p un punto en el plano que no estd sobre la curva. El indice (nimero de vueltas) de la

curva Y alrededpor de p, denotado por I(Y,p), se define como

I(T,p)zlfﬁr

271

dz
2—p

Sip =0, entonces simplemente escribimos I(T).
Elindice es el nimero de vueltas que z(t) da alrededor de p en |a,b]. Las vueltas realizadas
en sentido antihorario cuentan como positivas, mientras que las realizadas en sentido

horario cuentan como negativas.

Ahora usando la restricciéon topoldgica del indice definimos el subespacio de X libre

de colisién por:

O — {q € Slai(t) # ;(t), Vi # 4.Vt € R I(qi(t) — ;(t)) = 2}. (2-3)

La restriccion del indice excluye del espacio de configuraciones la orbita circular dada
por ¢i(t) en la Observacién 2.0.1. Sin embargo no excluye la érbita circular de grado 2
dada por g (t) = (rsindmnt,rcosdnt), t € [0,1], puessi ¢;(t) := ¢ (t+(i—1)/4),i = 2,3, 4,
entonces G(t) == (Gi(t), @2(1), (1), @u(t)) € Q:= QU A. Pero por otro lado observe tam-
bién que qi(t) = q3(t) v ¢2(t) = qu(t), luego por definicién A(G) = +oo. Asi la curva

circular de grado 2 no puede ser un minimo de A en Q.
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Observe que el subespacio ) consta de curvas del tipo flor y del tipo trifolio

Figura 2-2: Curva tipo flor y trébol, respectivamente.

La curva tipo flor y el trébol satisfacen la misma restriccion de simetria impuestas en X2,
sin embargo ahora en Q distinguimos una de la otra mediante la restriccién topolgica del
indice. El trébol tiene indice 2 mientras que para la flor no tiene sentido el indice como
tal, debido a que pasa por el origen, sin embargo si lo tiene para las curvas ¢; — ¢;, donde

¢y ¢; (1 # j) estan sobre la flor. Es por ello que pertece al espacio de configuraciones

Q.

Observacion 2.0.2 Respecto a la restriccion impuesta en Q surge naturalmente la si-
guiente prequnta spor qué no elegir I1(q;) = 2 en lugar de I1(q; — q;) = 27. La razdn es
que si consideramos la restriccion 1(q;) = 2 la curva tipo flor dejaria de estar en nuestro
espacio de configuracion. De hecho estaria en la frontera de éste y como veremos mas
adelante no podremos descartar que esta curva sea un minimo de la accion. Por eso para
evitar este problema una forma de considerarla en nuestro espacio de configuracion es

imponiendo la restriccion 1(q; — q;) = 2.

Como ejemplo del movimiento de los cuerpos sobre curvas en Q) mostramos las con-
figuraciones de los 4 cuerpos sobre el trébol, donde la simetria rotacional dada por p

estd desfasada por multiplos de 1/12.
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Figura 2-3: Configuracién de los 4-cuerpos en el periédo 7' = 1.

Una vez hecha la eleccién del subespacio de configuraciones,Q € H*(S!, X), aplica-
mos el método directo del célculo de variaciones al funcional A' sobre ) para mostrar la
existencia de soluciones no triviales en el problema de 4 cuerpos. Enunciamos esto en el

siguiente resultado,

Teorema 2.0.2 (Teorema 1.1, [18]) El minimo global de A' en Q es una solucion co-

reogrdfica sin colision del problema de J cuerpos.

Siguiendo el enfoque variacional, la demostracién del Teorema 2.0.2 consta de los siguien-

tes pasos:

33



P1. Probar que un minimo de A'[g es un minimo de A' en H'(S*, X).
P2. Probar la existencia de minimos de A" en Q.

P3. Probar que los minimos de A' en 2 no tienen colisién.

El paso P1 queda demostrado por el siguiente resultado y la construccion de 3 permite

usar el Teorema 1.1.5.

Proposicién 2.0.1 Los puntos criticos del funcional de accion A' restringido a Q son

también puntos criticos de A' en .

Demostracién. Observe que para § = (qy, Go, - . ., Gn) € €, tenemos que I(G; — g;) = 2.
Entonces para todo @ = (1,0, ..., wy) € Qy € — 0 la perturbacién § + ew € Q. De

hecho por la propiedad de preservacion del indice bajo pequenas perturbaciones
I(Gi + e; — (q; + ey)) = 1(G — @ + e(W; — ) = I(Gi — §;) =2, Vi#],

y G+ ew € ¥. Entonces si § € Q es un punto critico de A en Q para toda direccién

w € Qla G-derivada A'(§)w = 0. Asi

d .

— A G+ ew)| =AY (9w =0, (2-4)
de e=0

para todo w € . =

La demostraciéon de los pasos P2 y P3 requieren mayor cuidado por lo que se haran

en las siguientes secciones.

2.1. Existencia de minimos

En el capitulo anterior, la imposibilidad de establecer la existencia de minimos de
Al en A es debido a la falta de coercitividad del funcional. Mediante restricciones de
simetria sobre A obtuvimos {2 donde el funcional es coercitivo y por tanto en este espacio

podemos establecer la existencia de minimos como lo muestra el siguiente resultado.
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Proposicién 2.1.1 El funcional de accién A" alcanza su infimo en €.

Demostracién. El conjunto € es débilmente cerrado: sea {gn},525 una sucesion en Q que
converge débilmente a ¢, como convergencia débil en H'(]0, 1], X) implica convergencia
uniforme, si ¢ es libre de colision con (g — ¢;) = 2, entonces ¢, € Q) para todo n
suficientemente grande y por continuidad ¢ € Q. Ahora si ¢ tiene colisién 6 I (G —q;) #2
por definicién de cerradura, ¢ € Q.

Por otro lado, para cualquier ¢ = (q1, g2, g3, 1) € Q tenemos que S, qi(t) =0y por la
condicién de coreografia ¢;(t) = ¢;(t + %),i =2,3,4:

1 1/4 2/4 3/4
[awa = [Tawds [ Cawds [

1/4 2/4

(6)dt + /3 ; ()t
— /01/4 {ql(t) +q(t+ i) +aq(t+ i) +q(t + i)]dt

1/4 4
= [ Sati=o
0 =1

ademés como ¢;(t + 1) = ¢(t) entonces

1 1 i1 1
/%‘(t)dt:/ a(t+ - )dtz/ q(t)dt =0, =234
0 0 4 0

Luego por la desigualdad de Poincare-Wirtinger:

Cn? [ latoPde < [l P,

esto implica que A! es coercitivo en Q.
Por el Lema 1.3.1, A' es débilmente inferiormente semicontinua. Asi por el Lema 1.1.2
A" alcanza su infimo en Q. m

El resultado anterior muestra que existe go(t) € Q tal que A'(qo) = inf{A'(¢)|q € Q}.
Entonces por definicién de €2 una curva limite en la frontera de €2, 9€2, puede ser de los

siguientes dos tipos:

i) Existe colisién entre dos cuerpos.
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ii) El indice de la curva (winding number) entre dos cuerpos es distinta a 2.

El siguiente resultado ([18], Lema 3.2) asegura que la existencia de curvas en 052 del tipo
i1) se puede reducir a solo considerar curvas limite del tipo i), es decir que contengan

colisién entre dos cuerpos, ya que si dos cuerpos ¢;(t) y ¢;(t) (i # j) no colisionan entonces

Igi(t) — 4;()) = 2.

Proposicién 2.1.2 La curva limite §(t) = (G1(t), G2(t), 4s(t), Ga(t)) € Q de una sucesion
g™ (1) = (g7 (t), g4 (1), g (1), ¢ (t)) € Q puede tener colision entre dos cuerpos o tienen
el mismo indice (i.e. I(¢;(t) — q;(t)) = 2,Vi # j).

Demostracién. Supongamos ¢"(t) — ¢(t) en Q, por el teorema de inmersién de Sobolev

(Corolario 1.1.2), tenemos que
¢"(t) — q(t) uniformemente en [0,1]. (2-5)

Definimos las curvas cerradas ¢;(t) — ¢;(t) y ¢/ (t) — ¢} (t) mediante las expresiones

qit) — q;(t) = ri;(t) exp(v/—=10; ;(1)), @ (t) — i (t) = vl (t) exp(vV—107,(t)).
De la restriccién topologica en la definicion de Q. se tiene que
ry(0) =i (1), 07,(1) = 6F,(0) + 4,
ademés por (2-5)

ri(t) — ri(t),  0F;(t) — 60;;(t) uniformemente en [0,1], Vi,j(i #j).  (2-6)

Asi tenemos lo siguiente

a. Si existe t =ty y 4o, jo(io # Jjo) tal que r;, j,(to), entonces g, (t), g;,(t) colisionan al

tiempo 2g.
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b. Ahora supongamos que 7; ;(t) # 0 Vt y Vi, j(i # j) vy que existen g;,(t), ¢;,(t) con
10 7# Jo tal que
I(qio(t) = g5 (1)) = p # 2.

Entonces

Tingo (0) = Tigjo (1), Big,jo (1) = 04,5, (0) + 4.

Por otro lado como

ef(),jo (O> — eio,jo (0)7
tenemos que
165 5o (1) = Big jo(1)] > 2,

lo cual contradice la segunda ecuacién de (2-6). Con lo que terminamos la prueba.

2.2. Exclusion de curvas con colisiones

Una vez que se ha probado la existencia de ¢, (t) y debido a que estamos trabajando
sobre el espacio de Sobolev H'(S!, X), el hecho de que A'(gnin) es finito y que U(q) es
infinito sobre trayectorias con colisiones, implica que el conjunto de tiempos de colisién
de ¢uin(t) (denotado por T,.(¢min)) es cerrado y con medida cero, por lo tanto el com-
plemento de T.,;(¢min) es la unién de un ntimero finito o contable de intervalos abiertos

(ver demostracion del Lema 1.3.1, [24]). Més atn,

Proposicion 2.2.1 Si ¢, (t) es un minimo de A" con colisiones, y el intervalo (a,b)
es una componente conexa de R\ Tooi(qmin), entonces qmin|ap) €s una solucion clasica de

(1-17).

Demostracién. Como (a, b) es una componente conexa de R\ T,p;(¢min), la periodicidad

implica que b—a < 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que [a, b] C [0, 1]. Sea
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h(t) € Q tal que supp(hljo,1)) C (a,b). Como h es cero en Too(Gmin), 5 —*A (Gmin + sh)

es diferenciable para s = 0y ¢min(t) es un minimo,

b .

jt _ A nin +sh) = / (Gimin () * () + VU (Gin(t)) - (E))dt =0, (2-7)

lo cual implica por el Corolario 1.3.1 que ¢i,(t) es una solucién clésica para t € (a,b).

Estas piezas de “soluciones”son llamadas soluciones generalizadas ([22],[29]). De modo
que si realmente queremos soluciones clasicas de las ecuaciones de movimiento de Newton
debemos mostrar que los minimos ¢,,;,(t) son soluciones suficientemente regulares, es
decir, tenemos que descartar la existencia de colisiones a lo largo de ¢ (t).

Para esto utilizaremos el siguiente resultado clésico,

Lema 2.2.1 (Teorema de Gordon,[24]) Sea x € H'([t1,ts], R¥) y z(t;) = z(t) = 0.
Entonces para cualquier o > 0, tenemos

bl a 3
~|@)? 4 — )dt > S(2m)¥3a?B(t) — ty) V3.
(5l +|$,) > S(2m (1 — 1)

Adicionalmente se tiene la identidad de Lagrange

(E)(E0) = (Fou)'+ £ (oh-n)’

1<i<j<n

donde ag, by, k = 1,...,n, son nimeros reales o complejos.

Primero notemos que podemos reescribir la energia cinética como:

. I S .
Sl =il = 53l — 4l =5 (16 + 14 ~ 2{di.4))
= YY1 (Y
i=1 j=1

i=1

n n

j=1 i=1
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de manera que el funcional de accién para 4 cuerpos se puede expresar como

A= [ (;Zilmiﬁ—wq))dt: (5.0 vi—aspars [ =ar). (28

1<i<j<4

Claramente de esta nueva desigualdad vemos que el funcional de accién A'(q) para
el problema de 4 cuerpos se puede escribir como la suma de 6 acciones, en la que cada
una corresponde a la pareja (7, ) tal que 1 < i < j <4y es equivalente a un problema
de 2 cuerpos con masas iguales. La ventaja de la expresion (2-8) es que podemos calcular
una cota inferior para el funcional de acciéon de soluciones generalizadas por medio del
Lema 2.2.1. Obviamente para esto debemos conocer el conjunto de colisién. En efecto,
para calcular el conjunto de colision observemos que en el caso de 4 cuerpos sobre una

curva que satisface la condicion de coreografia simple tenemos el siguiente orden:
my — Mo —> M3 —> My — My,
y por tanto solo existen dos formas de colision entre dos particulas distintas:

cl) Colisién entre particulas m;, m;, 1,7 = 1,2,3., més la colisién entre my; con my.

Llamamos a este tipo de colisiéon consecutiva.

c2) Colisién entre la particula m; y la particula m;,o, i = 1,2. ( Llamamos a estas

colisiones no consecutivas).

A continuacién estudiamos detalladamente cada una de estas formas de colision.

cl). Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢, o colisionan al tiempo tg, esto
es, q1(ty) = qa(to), entonces por la restriccion g1(t) = ¢;(t + i),z’ = 1,2,3 tene-
mos que ¢i(to) = q1(to + §). Luego por la condicién ¢;(t + 3) = R%wqi(t), resulta que

a1(t) = qi(to + 75) = q1(to + 5). De esta manera obtenemos que

8
q1,q2 colisionan en los tiempos: to, to + T2’ to + b
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) 9
lisi los ti : — — —.

(2, q3 colisionan en los tiempos: ty + 12,t0 + 12,t0 + 2
10

lisi los ti Doto+ =t + =t + .
g3, qs colisionan en los tiempos: ¢y + 1 0o+ Bk 0+ 12

11

7
to+ —, to 4+ —.

lisi los ti Dot + o
gs,q1 colisionan en los tiempos: ¢y + 2 19 D

Asi en este caso los tiempos donde hay colision son de la forma
t, = to + % + %,3 = 0,1,2., para cada i = 1,2,3,4., donde ¢ significa que ¢; coli-

siona con ;1.

Por otro lado, de la restriccion ¢ (t) = Mq(—t),qs(t) = Mqz(—t) y q2(t) = Mqy(—t)

.. . 4 8
qs4,q1 colisionan en los tiempos: 1—1t9,1 —ty+ 13’ 1—tg+ T

¢1,q2 colisionan en los tiempos: 1 —tg+ —,1—tog+ —,1 —ty+ g
12 12 12

G2,q3 colisionan en los tiempos: 1 —tg+ —,1 — 1ty + E, 1—ty+ E
12 12 12

- . 11

¢3,qs colisionan en los tiempos: 1 —tg+ 12’ 1—tg+ 13’ 1—tg+ Tk

Aqui los tiempos donde hay colision son de la forma to =1 — t5 + 471;1 + %, r=20,1,2.
para cada 1 = 1,2, 3,4.

Como podemos ver, cada restriccién da tiempos donde hay colisién representados por ¢4
y ta, los cuales pueden coincidir o no. Estas dos posibilidades son: t; # ts, esto es, cuando
to # %, kE=0,1,...,5, ¢y qiy1 colisionan 6 veces en [0,1].

Ahora si t; = to, entonces ¢; y ¢;+1 sélo colisionan 3 veces en [0,1].

c2). Consideramos s6lo cuando ¢; y g3 colisionan al tiempo . Procedemos de manera

similar al caso anterior y obtenemos:

6 8 10

4
colisiona los ti os: tg,t — t — t — t — t —
q1, g3 colisionan en lempos: to,to + 7=, t0 + ,0+12,0+12,0+12,

12 12
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2 4 6 8 10
1—to,l—to+ —1—tg+ —1—to+ —, 1 —tg+—, 1 —tg+ —.

12’ 12’ 12’ 12’ 12
lisi los ti to + Ly + 3 + o + [ + ) 4 + 1
collsionan en 10s tiempos. —_— —_— _ J— R _
42,44 p 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12
1 3 5 7 9 11
1—ty+ —,1— 1—to+ —,1— 1t 1—ty+ —
ot ol Tt g °+12 fot 75 0t 19 TS

Por lo tanto hemos obtenido que si tg # L,7 = 0,...,11, entonces ¢; y ¢iy2,7 = 1,2

12
colisionan 12 veces en [0,1].

Ahorasity=-,j=0,...,11, entonces ¢; y gi+2,7 = 1,2., colisiona 12 veces en [0,1].

Observe que en el andalisis anterior sélo estudiamos los tiempos de colisién para una
pareja de cada caso, pero esto es suficiente ya que cualquier pareja del mismo tipo (conse-
cutivo o no consecutivo) dard los mismos tiempos de colisién mediante un analisis similar.
Con esta informacion es posible encontrar estimaciones de las cotas inferiores para solu-

ciones generalizadas como lo detallamos en la siguiente seccion.

2.2.1. Cotas inferiores para soluciones generalizadas de 4 cuer-

pos.

De la nueva representacion de la accién (2-8) y del Lema 2.2.1 (ver [18])

(i) Sity = 4’;1'1, k=0,1,...,5, tenemos 4 parejas consecutivas que colisionan 3 veces

y 2 parejas no consecutivas que no colisionan en [0,1], asi obtenemos

3 1\1/3
Al(q) > 2(2wﬁﬂuzlﬁ[4><3<3> —+2] ~ 33.2061. (2-9)

(ii) Si tg # %, k = 0,1,...,5, sin pérdida de generalidad supongamos que
51 <lo<g; (para los otros casos se tiene la misma estimacién) tenemos 4 parejas

consecutivas que colisionan 6 veces y 2 parejas no consecutivas que no colisionan
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en [0,1], por lo que tenemos

Alq) > 22 )2/34—1/3{4 3 ( Lo )1/3 + <2t > )1/3] + 2}
— ﬂ' —_— — _— —
V=7 12 " 12
3 2/34—1/3 2\!/3
> (2m) [24(12> + 2] ~ 48.9315. (2-10)
(iii) Sitg = ﬁ, k=0,...,11, tenemos 2 parejas que colisionan 6 veces y 4 parejas que

no colisionan en [0,1], luego se tiene que

w

21\1/3
Alq) = (27T)2/34_1/3{2><6<12> +4} ~ 34.1184. (2-11)

[\

(iv) Sitg # %, k=0,1,...,11, sin pérdida de generalidad supongamos que 5 <lo <13
(para los otros casos se tiene la misma estimacion) tenemos 2 parejas que colisionan

12 veces y 4 parejas que no colisionan en [0,1], de donde obtenemos

1/3
Al(q) > ‘;’(%)2/34 1/3{2 x 6] (1 — 2t)"/3 + (2t0 — 122) } - 4}
3 1\1/3
5(27r)2/34 1/3 [24(12) +4} ~ 46.5996. (2-12)

De las estimaciones en (i) — (iv), se concluye que el infimo del funcional de accién sobre

el conjunto de colisiéon es mayor o igual que 33.2061.

2.2.2. Exclusion de curvas con colisiones mediante curvas de

prueba.

En la secciéon anterior obtuvimos una cota inferior para soluciones generalizadas,
entonces es natural preguntarse si es posible encontrar una curva de prueba, ¢(t), en el

espacio de configuraciones sin colision €2, tal que

Al(q(t)) < 33.2061.
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Si esto es posible es claro que el minimo de A' sobre Q es libre de colisién y por el Lema

2.2.1 es una solucién periddica del problema de 4 cuerpos.

Curva de prueba tipo-flor. Consideremos la curva definida por f(t) = (¢1(%), ¢2(%), q3(t), qa(%)),
donde

q1(t) = 0.324(sin 3t cos 7t sin 37t sin 7t)
t)=qt+1
a5(t) = a(t +3)

Es facil ver que f(t) esté en Q y ademas,
ALN(f(1)) ~ 31.1057 < 33.2061.

Curva de prueba tipo-trifolio. Ahora consideremos la curva definida por

q(t) = (q1(t), g2(t), q3(t), qa(t)), donde

q1(t) = 0.324(sin 37t cos 7t sin 3t sin wt) — 0.021(sin 27t, cos 27t )
t)=q(t+*
w(0) =0+ 1) .
() =q(t+7)
@u(t) = qt+3).

También se tiene que ¢(t) € Qy

A'(G(t)) =~ 30.8074 < 33.2061.

Las funciones de prueba anteriores muestran que el minimo de la accién no tiene coli-
sion. Los calculos de las acciones para las funciones de prueba fueron hechos directamente
con el paquete Mathematica 8.0.4 con una precision de 0.0001.

En los calculos obtenidos vemos que la curva tipo trébol tiene accién menor que la curva
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Figura 2-4: Curvas de prueba tipo flor y trifolio, respectivamente.

tipo flor para este caso particular. Sin embargo no se puede concluir que el infimo en
general es una curva tipo trébol ya que no podemos hacer esta variacion para cualquier
curva del tipo flor. De hecho, en la siguiente seccion probamos que las variaciones locales

en curvas del tipo flor fallan dada la restriccion del indice.

2.3. Falla de perturbaciéon local dado la restriccion

topoldégica

En la Observaciéon 2.0.2 mencionamos que la imposiciéon de la restriccion topologica
I(¢; — q;) = 2 en lugar de simplemente tomar (g;) = 2 surge precisamente al no poder
descartar la curva tipo flor como minimo del funcional de acciéon. También en el capitulo
anterior mencionamos que una forma de descartar curvas con propiedades no deseadas en
el método de minimizacién es mediante variaciones locales. En esta secciéon mostramos
que el método de perturbacion local en curvas del tipo flor falla dada la restriccién
topologica del indice.

Dado que el problema de la curva tipo flor es que pasa por el origen (por lo que no
esté definido el indice de la curva), entonces la idea es hacer una variacion local alrededor
del origen de manera que la accién decrezca. Sin embargo, veremos que la variacién local
donde la accién decrece produce curvas de indice 1 las cuales no estan en nuestro espacio

de configuraciones.
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Suponemos que cualquier curva del tipo flor en general se puede escribir de la forma

q(t) = f(6(t))sin360(t)(cos b(t),sinb(t)), (2-15)
donde
{ O(t +1/3) = 0(t) + /3 210
0(—t) = —0(t)
y
£(0+/3) = ) -
f(=0) = f(0).
Para una curva arbitraria ¢(¢) de la forma (2-15) tal que
¢(t)=qt+(—1)/4), i=1,2,3,4 (2-18)

y ¢(0) = 0, se cumple que alrededor del cero 0(t) ~ 7t. Es decir, para t muy pequenos se
tiene

q1(t) ~ a3nt(1,7t) = 3ma(t, mt?). (2-19)
Por otro lado para r = 1, 2, consideramos la variacion

q(t) := q(t) + ep(t)h" (t), (2-20)

donde € > 0 pequefio y fijo, h"(t) = ((—1)"sin(2xt), (—1)" cos(27t)) y ¢ : S — [0, 1]

definida para un ¢ fijo suficientemente pequeno por

1, teU_[(k—1)/3=16,(k—1)/3+ 4]
olf) = 0<pt)<1, teU_[(k—1)/3-20,(k—1)/3—74]. (2.21)
<opt)<1, teU_j[(k—1)/3+06,(k—1)/3+2d],
0, en cualquier otro caso.
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tal que p(—t) = ¢(t) y

- { S0, teU [(k—1)/3—26(k—1)/3—4], o)
<0, teU_[(k—1)/3+0,(k—1)/3+24d].

q4(0) (0

¢1(0)

o) %(0)

Figura 2-5: Las variaciones r = 1 y r = 2 producen curvas de este tipo respectivamente.

Observe que como G(t) = ¢ (t+ (i — 1)/4),i = 1,2,3,4., y ¢"(t) = ¢(t) + eh"(t) con
hr(t) == @(t)h"(t), entonces

2
2 . CoN i €,
|G7 (1) = 1di (£)” + 2€(gs(£), b (1)) + 5 ki 2. (2-23)
Por lo tanto

AN (1)) — —e/ Zqz £)dt + O(e*) (2-24)

1

0 e {(m(tw +2ay (1), (1) + el ) Tl

» 1ig

+

donde ¢;;(t) = qi(t) — q;(t) vy hi;(t) = hi(t) — h}(t). Ademds como

1 1 iy P
= —e<q] 3J> + O(€%),

(lgs (£)]2 + 24gs;(2), b (1)) + eQIh;"j(t)P)l/2 1435 ()] i1
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la ecuacion (2-24) se puede escribir como

Al(qr<t>>—Al<q<t>>=6/01.Zl<qe<t>,hz<t>>dt—e /01 > M)y o). ()

1<i<j<4 |4i;?

Notemos que por la definicién de h'(t) = o(t)h"(t) los términos de la derecha de la
expresion (2-25) pueden ser distintos de cero sélo donde ¢(t) lo es. Por esta razén a

continuacion haremos el andlisis en intervalos donde p(t) # 0 .

1) te[-d,4].

Por definicién en este intervalo ¢(t) = 1. Entonces

B () = p(8)R7(t) = ((—1)" sin(27t), (—1)" cos(2rt)), (2-26)

q(t) =~ 3arm <t + 0%, 7t + O(t3)>. (2-27)

De aqui tenemos los siguientes datos,

(i (), 15() = ((Bam + O(t), 6amt + O(t?)), ((—=1)"2m cos(2nt), (—1) 27 sin(2nt)))

= (=1)"6ar?cos(27t) + O(t)

Q

(—1)"6ar® + O(t), (2-28)

(@ (6), 7 (1) = (@t + (i = 1) /), Bt + (i = 1)/4)) =0, i=23,4, (2-29)

his(t) = hiy(t) = hiy(t) = 0. hi;(t) = hi(t), Jj=2,3,4 (2-30)
Existen o > 0,8> 0,7> 0 tal que o®> + 2 <%y

Q1(O) = (0’0)7 QQ(O) = (CY,B), QS(O) = (Ov _7)7 Q4(0) = (_CV?B)? (2_31)
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ademas como

> qi(0) =0, entonces v =20. (2-32)

QI(O) = (07 0)

43(0) = (0, =)

Figura 2-6: Posiciones de los 4 cuerpos al tiempo t=0.

Asi
<q12ah7£2> — <Q147h§4> — <(Oé, _6)7(07(_1)T)> _ <_1)T+lﬂ (2_33)
|q12|? |q1a]? (ar, =B)[? (a2 + 52)3/2°
Jh" 0,7v),(0,—1 -1
<Q|1;13|§3> _ ( 7)7(3 ) _ (72) ’ (2-34)
de donde obtenemos
> (qij, hi;) — (1) — B _|_i _ (2-35)

<ici<a lai? (a2 +32)3/2 42

Observe que como a? + 3% < 4% la ecuacién (2-35) es menor que cero parar =1y

mayor que cero para r = 2.

2) t €[-25,—d]U]IJ,20].
En este caso, 0 < ¢(t) < 1, p(t) = @(—t), o(t) = —p(—t) y q(t) como en (2-27).
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Entonces

() = @R (1) + (DR (1)
= ((=1)"¢(t)sin(2nt) + (—1)"2mp(t) cos(2nt),

(=1)"p(t) cos(2mt) + (1) 12mp(t) sin(27t)),

q(t) = (3am + O(t), 6art + O(t*)).

Por lo tanto

(2-36)

(2-37)

(hi(t),q1(t)) = (=1)"3amp(t)sin2nt + (—1)"6artp(t) cos 2nt + (—1) 6am’p(t) cos 2nt + O(t)

~ (=1)"tp(t)(6ar® + 6arm) + (—1)"6am’p(t) + O(t),
(hi(t),4:(t)) = 0, i=234.,
hys(t) = hiyy(t) = hy,(t) =0,
hi;(t) = hi@t) = e()((=1)"xt, (=1)"), j=2,34.

Luego de manera similar al caso anterior se obtiene

@ = (1), @) = (a,B), 6:(t) = (t7), ult) =(—azea,fEe),

<QI27 h1£2> ~ <q147 h7{4> ~ _1)r+1 ﬁ@(t) + O<t)
|q12]? lq14]? (02 + B2+ O(t))3/*
(i) el +00)
q13]3 (V2 +O(t))**

de donde obtenemos que
(@ij, hig)

1<i<j<4 g5

es <O(t),sir=1y >O0(t), si r=2.
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Por lo tanto

AT (1)~ Alg(t) = e /Ol{ifyq'i(t),h:(t»—KKM q(;;] e+ o)
- e [ {Tam ke - ¥ G o
- e [ {Zao k- X G
v e [ {zamim- ¥ Gl

+ o3 /626{24:<qz(t),hf(t))— 3 <q"j’h§f'>}dt+0(t),

i=1 1<i<j<4 ’%’j‘

Luego de las ecuaciones (2-28), (2-35), (2-38), (2-45)

AY(G(1) — A'(q(t) ~ 3e / B ((—1)rt¢(t) (6ar” + 6ar) + (~1)"6arp(t) + O(t))dt

—20

+ o3 [ 55 ((—1)1”6cm2 + O(t))dt (2-46)
+ 3e /_;Z ((—1)thp(t)(6a7r2 + 6a7r) + (=1)"6ar?p(t) + O(t))dt

Observe que si —2d < ¢t < —4, entonces 0p(t) < —tp(t) < 26¢(t) ya que $(t) > 0. Mas

aun, como d << 1 tenemos que ¢(t) = 1/0, asi
1 < —to(t) <2 o equivalentemente — 2 < tp(t) < —1. (2-47)

Ahora si 0 <t < 24, entonces —0p(t) < —tp(t) < —20¢(t) pues o(t) < 0. En este caso
o(t) = —1/6, asi

1 < —tp(t) <2 o equivalentemente —2 < tp(t) < —1. (2-48)

Finalmente de las ecuaciones (2-47), (2-48) y (2-46) obtenemos
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I) sir=1,
ANG (1) — A'(q(t)) > 36mes> 0. (2-49)

1) sir=2,
ALG (1)) — A'(q(t)) < —36med< 0. (2-50)

Los casos I) y II) muestran que el funcional de accién crece en donde la variacién local

produce una curva del tipo trébol de grado 2 y decrece en donde se obtiene una curva de

grado 1 respectivamente.
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Capitulo 3

Coreografias continuas

En el capitulo 1 mencionamos que el N-dgono (N > 3) es una configuracion central
del problema de N-cuerpos newtoniano con masas iguales [36, 42]. Una configuracién
central plana puede generar soluciones homograficas. En particular, si las velocidades
de las particulas son de las magnitudes correctas y tangentes al circulo que contiene
al N-dgono, entonces obtenemos una solucién de equilibrio relativo (llamado N-dgono
rotante), donde las masas viajan a lo largo del circulo con velocidad uniforme. En este
movimiento de rotacion rigido la fuerza centrifuga balancea la fuerza de atracciéon de la
“gravedad” de manera que se preserva el tamano de la configuracion. Observe también
que el N-dgono rotante (el circulo) es una coreografia simple para cualquier N > 3. En
este contexto la pregunta natural es ;qué pasa cuando el nimero de masas crece sin
limite?, es decir, cuando N — +o0: ;Existe un sistema ecuaciones (sistema continuo)
que rija el movimiento?, si lo hay, ;serd la configuracion limite (en este caso el circulo)
solucion de este sistema continuo? jcémo se implementa el enfoque variacional?. Este
capitulo es destinado a dar respuesta a estas preguntas.

El contenido del capitulo es el siguiente: en la primer seccion obtenemos la ecuacién limite
del problema de N-cuerpos (1-17) con masas iguales (N — 400, 0 < a < 1), cuando
consideramos una distribucién continua de masas en una curva del tipo onda viajera. Esta

ecuacion limite es una ecuacién integro-diferencial que queda representada por medio
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del valor principal de Cauchy. A las curvas solucién de la ecuacion limite les llamamos
coreografias continuas. Posteriormente, en la seccién dos asociamos un funcional de accion
al sistema limite en un espacio de configuraciones adecuado, donde las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas al funcional es precisamente la ecuacion limite. Finalmente,
en la seccion tres probamos que el circulo es una coreografia continua para 0 < a < 1
(resultado equivalente al presentado en [36, 42] en el caso N < +00) y entonces probamos
nuestro resultado principal el cual asegura que de hecho el circulo es el minimo absoluto
del funcional de accién (continuo) entre todos los lazos en H! de promedio cero y periédo
1. Esta distribucién continua de masas es el equivalente del Teorema 1 en [3] donde, bajo
la restriccién de coreografia simple, la accién alcanza su minimo absoluto en el equilibrio
relativo asociado al N-agono regular. Es importante senalar que sin la restriccion de
coreografia en el espacio de configuraciones, el equilibrio relativo asociado al N-agono
no es el minimo del funcional de acciéon para N > 6, N par (ver [39]). En el caso
continuo, veremos que la condicién de coreografia esta considerada implicitamente en
nuestro espacio de configuraciones al tomar las trayectorias de las masas de tipo onda
viajera.

Del contenido de este capitulo surgio el articulo Continuous Choreographies as Limiting
Solutions of N-body Type Problems with Weak Interaction, SIGMA 12 (2016), 104, en

colaboracién con Pablo Padilla Longoria y Héctor F. Sanchez Morgado.

3.1. La ecuacion de movimiento

Considere el problema de N-cuerpos (1-17) con masas iguales (m; = -+ = my =

I/N)enRlyO0<a<1

o QZ ) — Qj(t) L _
12 N lqs(t) = q; ()] >+ =1,...,N. (3-1)
JFi
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También considere ¢ : [0,1] x [a,b] — R? periddica en la primer variable y dos veces
diferenciable en la segunda. SeaA s = 1/N y suponga que la posicién de la i-ésima masa

al tiempo t esta dada por

q(t) = q((i — 1)As, t), (3-2)

entonces la ecuacién (3-1) se convierte en

Po_ o« ali—DASD—g(G=DAS) _
o =, el - Dhs0) — gl - Dhs et Tl N (35
J#

Asi cuando N — 400, As — 0, el limite del lado derecho de la ecuacion (3-3) puede ser

escrito como el valor principal de Cauchy

@(8 t) = —lim 1+s_604 ats.t) — a(r ) r
o2’ 0—0 Js+6 ||q(8’t) - Q(h t)||2+a 7

donde s es el parametro de masa.
Una manera natural de hacer que las posiciones ¢;(t) satisfagan las condicién de coreo-

grafia es tomar ¢(s,t) de tipo onda viajera, esto es

Q(3> t) = y(s - ’Ut)’ (3'4)

donde ¥ es una funcién 1-periédica en C%(R, RY).

Usando la expresién (3-4) en la ecuacién (CS), obtenemos que y debe satisfacer

) ) 1+5—6 (s) —y(r)
v3j(s) = — lim a—2 dr, seR. cC
i(s) 50 Js1s ly(s) —y(r)|[>T o

Denotamos por CZ(R,R?) el conjunto de funciones 1-periddicas en C?*(R,R%) y por

H{(R,R?) el conjunto de funciones 1-periddicas cuya restriccion a [0, 1] estd en H*(]0, 1], RY).

Definicién 3.1.1 Una curva parametrizada diferenciable y : I — R? se dice que es
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reqular si y'(t) # 0 para todo t € 1.

Proposicién 3.1.1 Suponga que y € C2(R,R?) define una curva regular cerrada simple

{y(t) : t €[0,1]}. Entonces el lado derecho de (CC) estd bien definido.
Demostracién. Para e > 0, existe una funcién continua g : R x [—e,e] — R? tal que
y(s+1t) = y(s) + y(s)t + g(s,1)t".

Como y es regular, para s fijo, la funcién

Pty W H0 =D ils) +tg(s. 1)

s+ =y als) +tgls, Ol

puede ser considerada como una funcién continua en [—e,e] con F(0) = y(s)||y(s)| >

y diferenciable en 0. Asi

y(s +1) —y(s) y(s)t

Gi) = (Hy<s+t> e Hy<s>tu2+a> d t

es acotada en [—e,e] — {0} y entonces

-0 €
lim/ G(t)dt+/ G(t)dt
T U I U

|727a

existe. Ahora como t — t|t es una funciéon impar tenemos que

/—5 tdt e tdt _
R |t|2+a s mzm ]

y entonces

(s s\ (y(r) —y(s)dr . S G e G(t)dt
355”3)(/“+/s+a)r\zjj(s)—;(r)uzw:%i“%/s N

lo que implica que el lado derecho de (CC) esté bien definido. =
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3.2. Enfoque variacional de las coreografias conti-

nuas

Considere el funcional de accién
A% A, — [0, +o0]

dado por

A = [ Gl + 5 [ [ st (35)

/01 y(s)ds = 0}.

Note que para y € A., tenemos que ||y|[z2p01] < ||9]l22j01) ¥ por lo tanto |[y|| g es

donde
A, = {y € H}(R,RY)

equivalente a ||9|z2[0,1-

Proposicién 3.2.1 Suponga que y € C3(R,R?) define una curva reqular cerrada simple
{y(t) : t € [0,1]}. Entonces y es un extremal del funcional (3-5) si y sélo si satisface
(CC).

Demostracién. Para y € C?(R,R?) y cualquier z € C?(R,R?) tenemos que

L[ i) + ex(s)Pas)

dA%(y + ez) -
5:0__ de

de

Ld | bt d?"dESZO
+2de{/o/o ”y(s)—y(r)+€(2(8)—z(r))Ha}E:O' (3-6)

Derivando y después integrando por partes el primer término del lado derecho de (CC)

obtenemos
d{/017§||9(5)+5z‘(5)||2d5} :/01 —02(s) - 2(s)ds. (3-7)

de e=0
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Ahora consideremos el segundo término del lado derecho de (3-6). Observe que para § > 0

pequeno se cumple

drds
//Hy 1:y6 e(z(s) — d(?“;)Ha
// IIy —y(r) +e(z(s) — z(r))|

/ 1+5 5 drds
- < > ly(s) = y(r) +e(z(s) = z(r)I*

Ademés

1455 drds
i {/ Lo T <>+e<z<r>—z<s>>||a}5:o
1+s— 50( zZ\S) —
) 2// —y() () = 20)
1-6

||y > s [P+
L-mix05-5) a(y(s) — y(r)) - (=(s) — 2(r))
L To(s) — g rra "
15 omix©5-1) ay(s) — y(r) - (2(s) — =(r)
L (s —gnzra oW

_/ /”5 504”3/ s) = y(r) - =(s) , oo

(s) = y(r)lI>*+

Por otro lado, hay funciones continuas g, h : R x [—e,e] — R? tal que

y(t+s) = y(s) +y(s)t + g(s, t)t?, z(t +5) = 2(s) + 2(s)t + h(s,r)t?

y dado que y es regular (|y(s)| > > 0 para algtin 5 > 0) para d,> 0 pequenos tenemos
que

1] <6, Jul <& = [g(s) +ui(s) + (g(s,7) + uh(s,r))t| =

SIS
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El teorema fundamental del calculo nos da

/3+5 dr dr
s—o |ly(s )—y( )+€( (s) —zNle y(s) —y(@)]°

|
i 4() £ 1(o(0) ~20)) - (e15) —=(r)

L, /i m y(r) + ulz(s) — ()P m”4

B T RO ORI P

Hy +ui(s) + (g(s, 1) + uh(s, t))t]*+et[
SC/ / |t|—adudt:—ceél‘“
—5.Jo 11—«

con C constante. Asi, para § > 0 pequeno tenemos

m@gja”=/3wy<><>@+ow1%
et alyls) — y(r)) +(s) o _
e S
y entonces
dA2(y + €2) i, e a(y(s) —y(r)
= e [ e ] o

Por lo tanto, y satisface la condicién

dA%(y + e2)
de

=0 (3-9)

e=0

para cualquier variacién z, si y sélo si satisface (CC). m

3.3. Coreografia circular

En esta secciéon consideramos curvas cerradas en el plano como soluciones de la ecua-
cién (CC), de hecho como minimos del funcional de accién. Los resultados presentados
aqui son motivados por los articulos [36, 42, 3], los cuales prueban que el equilibrio rela-

tivo asociado al N-adgono es solucién del problema de N-cuerpos, principalmente por el
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Teorema 1 en [3]|. Naturalmente seguimos las ideas de este trabajo para las pruebas de

nuestros resultados.

2mis

Proposicién 3.3.1 La funcién dada por z(s) := e es una solucion de (CC) en el

plano R? = C si y sélo si

s o, [lm0 1 a [l dt
=—1 / ———dt = / 3-10
VT a2 650 Js |1 — e2mit|2+e 82 Jo (2sin(mt))> (3-10)

Demostracion. Tenemos que

14+s5—§ 2mis __ L 2mir 145—0 _ S2mi(r—s
+e € € __ 2mis +e 1 € ( :
o aadr=e o S dr
516 ’6 TI'ZS_eﬂ'ZT“ +a s46 ‘1_671'1(7"73)‘ +a

1—6 _ p2mit
_ 627ris/ 1 € dt
s |1 _ eZﬂzt‘2+a ’

i(s) = —4m?e?™s,

Asi, (CC) es equivalente a (3-10) m

Proposicién 3.3.2 Para 3 > 0 sea p € C((0,1),R*) N LA/8+1(0,1). Entonces para

cualquier & : (0,1) — RT tenemos que

1 B+1 1 B r1
(fore) = (fne) fe
0 0 0
y la igualdad se cumple si y sélo si p&P*' es constante.

Demostraciéon. Por la desigualdad de Holder

/01 Mﬁ/ﬁﬂ _ /Ol(ug)ﬁ/ﬁJrlgﬁ/ﬁJrl < (/01 ,u§>ﬁ/ﬁ+1 (/01 g6>1/5+1

y la igualdad se cumple si y sélo si u&°! es constante. m
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Proposicién 3.3.3 Para cualquier k > 2, k € N y x € (0,27) se cumple la siguiente
desigqualdad
1 — cos(kx) < k*(1 — cosx). (3-11)

Demostracién. Sean f(x) = 1 — cos(kz) y g(z) = k*(1 — cosz) funciones reales en
(0,27). Observe que la funcién ¢ := g — f es tal que p(m — z) = (7 + x), asi sblo
tenemos que probar (3-11) en (0,7). Més ain, la funcién g(z) es creciente en (0, ),
f(z) es creciente en (0,7/k|, decrece en [7/2,27/k| y es (2r/k)-periddica. Entonces es
suficiente mostrar (3-11) en el intervalo (0,7/k]. Para esto observe que la funcién ¢ es

positiva en el intervalo (0, 7/k|. De hecho

y sixz € (0,7/k
¢" = k*(cosx — cos(kz)) > 0,

para k> 2. m

De aqui en adelante suponemos que v estd dada por (3-10). Definimos

&0 = [ lyls +1) —yls)lPds, &) =[1 -,

1. 1 2,2 F—a/2-1
C:/g_a/Zdt:/ dt :87TU7 Mzg .
0 o (2sin(7t))e a c
Si y es dos veces diferenciable, entonces
1 L ay(t) —y(t +5) — ylt — )
Ary(t) = [ pls)y(t) =yt +5) =yt = 5))ds = | d
y(t) ; 1(s)(2y(t) — y(t +s) —y(t — s))ds ; (2 si(rs) T S

estd bien definido.

Note queA * es lineal y para fi(t) = ae**™ tenemos queA *fi = dj.fi, donde

g _/1 4 sin?(kms)
"7 Jo ¢(2sin(ns))2te
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Por Proposicién 3.3.3, para k > 2, u € (0,7) se tiene que sin?(ku) < k?sin?u y también

dy, < ]{32d1.

Observacién 3.3.1 Escribimos a € C¢ como a = Ra +iSa y a = Ra — iSa.

Proposicion 3.3.4 Para cualquier y € A,

1 1
|l = am [ e, (3-12)
y la igualdad se cumple si y sélo si y(t) = ae*™* + ae=?m.

Demostracion.

Loy = [ uts) [ @I =0 u(e+9) — 0 (e = 9)deds
= [ ) [ @I = 2000 (e + )it ds
= [Muts) [ l(0) — e+ 9)Pdeds = [ e,

Observe que la igualdad en la ecuacién (3-12) se cumple para y constante. Entonces

podemos asumir que §, nunca se anula. El objetivo es probar que el funcional

Jy) i D10

= (3-13)
fol Ary -y

definido enA . alcanza su infimo y su valor minimo es 47%. Como el funcional J es
homogéneo de grado cero, minimizar J es equivalente a minimizar el funcional coercitivo

J(y) = Ji [|9(t)||?dt sobre el espacio restringido

1
M:{yEAC\/O A“y-ydtzl}

el cual es cerrado con respecto a la topologia débil H}. Sea (y,), una sucesién minimi-

zadora, entonces [} ||9||?dt = ||gn]|z2 es acotada. Por la semicontinuidad inferior de la
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norma podemos selecionar una subsucesion (y,, )i, débilmente convergente a y € M y

obtener

J(y) < lm inf J(yn,). (3-14)

Asi podemos asumir que el minimo de J existe. El valor minimo de J corresponde al

primer eigenvalor A\, para el problema

—§ = AAky
(3-15)
y € HI(R,RY), [ly=0.

Para estudiar el problema (3-15) escribimos una soluciéon como

[o¢]
y(t) = Z ape®* ™ 4 =0,a_), = ay

k=—0oc0

con lo que se obtiene

y(t) = — Z 47Tk‘2ak62kmt, A’uy(t) — Z akdke%wit’

k=—o00 k=—00

también los eigenvalores del problema son A\, = 472k?/dy,, k € N. Asi Ay = Ay = 47 y

el minimo se alcanza si y sélo si y(t) = ae*™ + ae >™ m

Teorema 3.3.1 El minimo absoluto de A% en A., con 0 < o < 1 y v dado por (3-10),

se alcanza en y solo en el circulo unitario

y(t) = ae®™ + ae ™, |Ra|| = ||Sal| = 1/2, Ra - Sa = 0. (3-16)

Demostracién. Por la desigualdad de Jennsen
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y la igualdad se cumple si y s6lo si &, (t) = [|y(t) —y(0)|| = |ly(s+t) —y(s)| para cualquier
5. Asi

A= [ [ g (317)
W=y oW 2Jo Y ]
Defina

- Lo o Art? ot —o/2

oy — [ i _ -1

Aoty = [ S+ ([ ) (3-18)

Por Proposicion 3.3.2, el minimo del funcional

(&) = ( / 1 uf)m / g

es alcanzado en & si y sélo si & es proporcional a é y su valor es ¢ = 87%v?/a, el cual
junto con (3-17) da
Al(y) = A2y), (3-19)

y la igualdad en (3-19) se da en el circulo
y(t) = ac®™ + e, ||Ral| = |Sall, Ra - Sa = 0,

Defina

Al (y) = 2m*0? ( /0 iy + i( /0 1 ufy) aﬂ) :

Por Proposition 3.3.4 tenemos

Al(y) = A2(y), (3-20)

y la igualdad en (3-20) se satisface si y solo si y(t) = ae*™ + ae—>™".
2
La funcion g : R* — R, g(u) = u + ~u~*/? tiene un tnico minimo en u = 1, por lo
o'
_ 1
tanto A% alcanza su minimo absoluto 27%v?(1 + 2/«) en funciones y € A, con [ ué, = 1,
0
entre otras en el circulo unitario (3-16), y en un circulo unitario todos los funcionales

A% A AS coinciden. Reciprocamente, si AS alcanza su minimo en y € A, entonces

}ufy = 1y (3-19), (3-20) deben ser igualdades. Asi &,(t) = |jy(t) — y(0)| = &(t) vy
0
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y(t) = ae*™* 4+ ae~*™". No es dificil ver que entonces

|Ral| = ||Sall = 1/2, Ra - Sa = 0.
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