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1. INTRODUCCION.

Este trabajo describe las construcciones mas utilizadas en la teoria de Moddulos,
desde las mas elementales, hasta las construcciones categéricas. Se muestra en
cierta medida la gran riqueza y variedad de temas que convergen en la teoria de
moédulos.

Se expone la gran diversidad de herramientas matematicas que intervienen en su
desarrollo como lo son: la Teoria de Conjuntos, la Teoria de Reticulas y Conjuntos
Ordenados y la Teorfa de Categorias.

Juega un papel muy importante el Lema de Zorn y sus equivalencias, en par-
ticular el Lema de Tukey resulta muy adecuado para demostrar la existencia de
familias independientes maximas de submodulos.

Se empieza haciendo las construcciones que no requieren de lenguaje categdrico.
A partir de cierto punto del desarrollo, el lenguaje categérico se hace impre-
scindible. Por ejemplo, muchas de las construcciones satisfacen alguna propiedad
universal. Tal es el caso de los productos, coproductos, igualadores, nucleos y
contcleos. La construccion del producto tensorial es muy natural si se usa lenguaje
categdrico. Por ejemplo, se utiliza el concepto de grupo abeliano libre y el concepto
de contcleo .

Una de las propiedades importantes del funtor producto tensorial, es su relacion
con el funtor Hom . Esta relacion se describe con precisién como un ejemplo de
situacién adjunta entre categorias.

Uno de los puntos relevantes en esta tesis es la construcciéon, usando técnicas de
la teoria de conjuntos de la cédpsula inyectiva de un médulo.

Este trabajo seria de utilidad a las personas que deseen especializarse en el tema,
pues aqui se encuentran los fundamentos necesarios para hacer investigacion.

Se hizo un especial esfuerzo por incluir las demostraciones de todos los teoremas
presentados, tratando de hacer este trabajo autocontenido. Hubo resultados que
se demuestran con rigor y que después se volvieron a ver a la luz del lenguaje
categdérico desarrollado.
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2. ORDENES PARCIALES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA.

Existen dos tipos de relaciones que son de suma importancia en las matemaéticas,
los 6rdenes parciales y las relaciones de equivalencia. Ambas son utilizadas de
manera extensa en el Algebra Abstracta.

2.1. Ordenes Parciales. .

Definicion. Si X es un conjunto, un orden parcial para X es una relacion

binaria ( <) que satisface las siguientes propiedades:

1. < es reflexiva, estoes, Vo € X, = < .

2. < es antisimétrica, estoes, Va,y € X,si y<xy = <y entonces = =y.

3.< es transitiva, esto es, Vz,y,2 € X,si x <y y < z entonces x < z.

Diremos que X es un conjunto parcialmente ordenado (COPO) si existe una
relacion de orden sobre X que lo haga un orden parcial.

2.2. Relaciones de Equivalencia. .

Definicion. Si X es un conjunto, una relacién de equivalencia es una relacion

binaria (~) que satisface las siguientes propiedades:

1. ~ es reflexiva, estoes, Vo € X z ~ .

2. ~ es simétrica, esto es ,V z,y € X si v ~y entonces y ~ x.

3. ~ es transitiva, estoes, V z, y, 2z € X si v ~y y ~ z , entonces
T~ 2z

Definicién. Una particién de un conjunto X es una familia (indicada por algin
conjunto I) de subconjuntos de X, {X;};, que cumple las siguientes propiedades;
e X, A0 Vi e l
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L4 UIXi:X‘

Afirmacién. Una relacién de equivalencia parte el conjunto en clases de equiva-
lencia :

T={y eXl|y~z}

Demostracion.

e Sea T una clase de equivalencia, entonces por definicién se tiene que = ~ x ,
estoes x € T, es decir T # ().

e Supongamos que X; N X; # & ysea x € X; N X; ahorasea y € Xj

entonces v ~y dedonde y € X; estoes X; C X; andlogamente se tiene que

X; C X;, esdecir, X; =X, entonces, X; N X; =@ si i #j.

esea v € X ,entonces, v € T de donde se tiene que |J; X; = X p.

Se dice que el elemento x es el representante de la clase de equivalencia T.
Definicién. Dado un Conjunto Parcialmente Ordenado X, un subconjunto C

de X,(C C X),esuna cadenaen X si Vo,y € C, <y 6 y<xz Si Xes
un cadena entonces se dice que X es un orden lineal u orden total.

Definicion. Si X es un COPO, entonces un elemento m € X es elemento

mdzimo (minimo) en X, si Vo € X tal que m < z (z < m) se tiene que m = x.

Definicién. Dada una familia de indicada de conjuntos {X;}; , se define el
producto cartesiano de la siguiente manera:

[[X ={fIT—JXi| fli) e Xivie I}
I I
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Utilizaremos la notacién f(i) = z; € X, , entonces se tiene que:
= (zi)r

Si X;=X Vi € I utilizaremos la notacién:

HXZ- = X!
I

Definicién. Dada una familia de indicada de conjuntos {X;}; , se define la
union disjunta de la familia de la siguiente manera:

JTXi =& x {i}) = {(@s i) |i € I, 2 € X; }.
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3. LEMA DE ZORN, AXIOMA DE ELECCION Y PRINCIPIO DEL
BUEN ORDEN.

Definiremos ahora conceptos que son casi indispensables en las matematicas, el
Lema de Zorn, el axioma de eleccién y el principio de buen orden, los que sabemos
hoy en dia que son equivalentes.

El Axioma de Eleccion fue agregado a la lista de axiomas de Zermelo en 1904,
cuando se dio cuenta que se utilizaba para demostrar que todo conjunto tiene
al menos un buen orden , es un axioma especial pues afirma que existen ciertos
conjuntos (funciones de eleccién) sin dar una descripcién de ellos (Esquema de
Comprensién.), por esto y por otras ideas contraintuitivas es dificil aceptar este
axioma. Sin embargo, sus consecuencias son necesarias y muy poderosas ( como
que todo espacio vectorial tenga una base).

3.1. Lema de Zorn. Si X es un COPO y toda cadena en X tiene una cota supe-
rior, entonces X tiene por lo menos un elemento maximo.

Si un conjunto no vacio parcialmente ordenado X tiene la propiedad de que toda
cadena tiene una cota superior en X, se dice entonces que X es inductivo. Por esta
razon el Lema de Zorn se postula también de la siguiente manera, ” Todo COPO
inductivo tiene por lo menos un elemento maximo en X. ”

3.2. Principio del Buen Orden. Todo conjunto se puede bien ordenar.

Notemos que el conjunto vacio () se puede bien ordenar por vacuidad esto es,
cualquier relacién ~ sobre () es un orden parcial, por ejemplo, z ~ z Vz € X, de
lo contrario, existiria x € X tal que x ~ x, una afirmacién absurda, de la misma
manera se puede argumentar que ~ es antisimétrica y transitiva, de estd manera
se sigue que ~ es un buen orden para ().

3.3. Axioma de Eleccién. Sea [ un conjunto y {P;}; una familia indicada
de conjuntos no vacios ( P, # 0 , Vi € I). Entonces existe una funcién
[l — Uy, P tal que f(i) € P, Vi€ I. estd funcién es llamada funcion de
eleccion.

Daremos dos equivalencias mas del Lema de Zorn, estos son el Lema de Tukey
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y el teorema de Tijonov.

3.4. Lema de Tukey. Una familia F de conjuntos no vacios es de caracter finito
si cumple las siguientes dos propiedades:

1. VA € F, todo subconjunto finito de A pertenece a F.

2. Si todo subconjunto finito de un conjunto dado A pertenece a F, entonces A
pertenece a F.

el Lema de Tukey estdblece que toda familia no vacia de caracter finito tiene
elemento maximo respecto a la contencién de conjuntos, esto es, si F C P(A) es
de carédcter finito y X € F, entonces existe un elemento maximo ) € F tal que
X C.

3.5. Teorema de Tijonov. El producto Cartesiano de una familia de espacios
topoldgicos compactos es compacto respecto a la topologia producto.
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4. CONJUNTOS ORDINALES Y CARDINALES.

4.1. Conjuntos Ordinales. .

Definicién. Un conjunto X es finito si existe un natural n y una funcién biyec-
tiva f: X — n. Es decir, un conjunto es finito si es equipotente a algin ntmero
natural.

Observacion. Debido a que |N| =Ry , un conjunto X es infinito sii |X| > Ny.

Definicion. Un conjunto X es un nudmero ordinal o simplemente un ordinal
st4 cumple con las siguientes condiciones:

e) X es un conjunto transitivo, esto es, Vo € X Vy € x se tiene que y € X.
e) La relacion de pertenencia satisface:

1. € es antireflexiva , Vo € X se tiene que = ¢ x .

2. € es asimétrica, Vr,y € X ,si x € y entonces y ¢ x.

3. € ees transitiva, V x,y,z € X talesque x € y € z se tiene que z € z

y por ultimo, cada subconjunto no vacio ¥ C X tiene elemento minimo, esto es,
JyeY tal que Vz €Y se tiene que y € z.

Definicién Dado un conjunto ordinal X, se define el sucesor de X como S(X) =
X U{X}, no es dificil ver que si X es ordinal entonces S(X) también es ordinal.

Observacion. Debido a la construccién de S(X) se tiene que, X € S(X)

Definicion. Un numero ordinal X se llama ordinal sucesor si 3 Y ordinal tal

que S(Y) = X.

Definicién Un ordinal X es llamado ordinal limite sii X # () y # un ordinal Y’
tal que S(Y) = X.
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Teorema de Enumeracién. Todo buen orden es isomorfo a un unico ordinal.
Es decir, si (X, <) es un buen orden, entonces existe un tnico ordinal v tal que
(X, <) = (7€)

Principio del minimo Ordinal. Toda clase no vacia de ordinales tiene un
elemento minimo. Es decir, si C' es una clase no vacia de ordinales, entonces se
cumple que FJa € C tal que V 3 € C se tiene que a € f V a = (o =nNC).
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4.2. Cardinalidad o Numero Cardinal. .

Se puede decir que un numero cardinal es la propiedad comtn que tiene el conjunto
y todos los conjuntos equivalentes a €l, es decir, aquellos que tienen la misma can-
tidad de elementos, dado un conjunto X denotaremos su cardinalidad como | X]|.

Definicién. Dado un conjunto X, el cardinal de X es el minimo ordinal
biyectable con X.

Observacion. En la definicién anterior y en adelante debe entenderse que el
orden entre los cardinales es el mismo que el de los ordinales. Entonces para en-
contrar el cardinal de un conjunto se escoge el orden total menor de entre todos los
ordenes totales posibles de dicho conjunto, pues recordemos que todo buen orden
es isomorfo a un unico ordinal y la clase de los ordinales tiene minimo (principio
del minimo ordinal).

Definicién. Dados dos conjuntos X y Y | |X| < |Y] si existe una funcién
inyectiva f : X — Y.

Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein. Dados dos conjuntos X y Y,
siexisten f : X — Y y g:Y — X funciones inyectivas, se tiene que |X| = |Y.

Demostracion. Observemos primero que dada una funcion inyectiva f: X — Y,
se tiene que, |X| = |f(X)|, ahora bien la funcién composicién go f : X — X
es una funcién inyectiva, de donde se tiene que, |X| = |(g o f)(X)|; ademaés,
(go f)(X) C g(Y) € X. De donde se tiene que |g(Y)| = |X]|, por otro lado,
lg(Y)| = |Y], entonces |X|=1Y]. o

Observacion. La relacién ”=" define una relacién de equivalencia sobre la clase
de todos los conjuntos, es decir, la clase de todos los conjuntos puede partirse en
clases de cardinalidad . estéds clases son los Nimeros Cardinales. La clase de X se
denota por Card(X) :

Card (X)={Y |3 f: X — Y biyeccion }.
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4.2.1. Aritmética Cardinal. .

Sean k y A cardinales cualesquiera. Se definen la suma, multiplicacién y expo-
nenciacion, respectivamente, de £ con A de la siguiente manera:

e K+ A= |(kx0)U Ax1);
o K- A= |k XA\;
o i*= [Pkl donde *k={f|f:N— K}

Si X y Y son conjuntos finitos estds operaciones concuerdan con las suma, mul-
tiplicacién y exponenciacién ordinaria. Mas aun, estds operaciones satisfacen:

1) Si X es un conjunto infinito ( |X| > | Ng| ) y Y cualquier conjunto, entonces;

(X + Y] = maz {[X], [Y]}

2) Si X es un conjunto infinito ( | X| > |Ro| )y Y # @ , entonces ;

(X[ - 1Y = maz {[X], [Y]}

3) Si X,Y y Z son conjuntos, entonces;

(|1X]| IYI) 1zl — 1X| (Y1121

4) Si |X| =2, entonces | X[V > |X].
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5. GRUPOS, ANILLOS Y MODULOS.

5.1. Grupos. .

En esta seccién introduciremos el concepto de grupo, un objeto algebraico que
sirve como uno de los bloques de construccion fundamentales en el algebra abs-
tracta, la idea esencial es la de suma, operar algebraicamente dos elementos del
conjunto para obtener otro del mismo conjunto. El concepto abstracto de grupo
tiene su origen en el conjunto de permutaciones de un conjunto sobre si mismo.

Definicién. Un grupo consta de una pareja ordenada (G,+) donde G es un
conjunto no vacio y 7 + 7 es una operacién binaria del conjunto al conjunto (
+: G x G — @) que satisfacen las siguientes propiedades:

1. + es asociativa, esto es, V a, b, ¢ € G se tiene que, (a+b) +c=a+ (b+ ).

2. Existe un elemento e en G, llamado identidad, tal que V a € G se tiene
que a+e =e+a =a

3. Cada elemento a € G tiene inverso, esto es, existe —a € G tal que
a+(—a)=—-a+a=e.

De ahora en adelante nos referiremos a un grupo (G, +) tnicamente por G, quedando

entendido que la operaciéon "+ es parte de dicho grupo.

Definiciéon. Un grupo G es abeliano si satisface la siguiente condicién;

a+b =0b+a
Va,b € G

Definicién. Dado un grupo G un subconjunto H de G (H C G) es un subgrupo
de G (H < G) si cumple que por si mismo es un grupo con la restriccién de o-
peracién de G.
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Observacién. Dado un grupo G, un subconjunto no vacio H de G (H C G)
es un subgrupo sii V a, b € H (a—b) € H.

Demostracion. Claramente si H es un subgrupo y a, b € H entonces tanto
—b como (a—0b) € H. Ahora biensi V a, b € H (a—b) € H, entonces
verifiquemos que H < G, la asociatividad se hereda de la estructura de grupo que
tiene G, también se tiene que (a —a) =e € H, esto es, H tiene elemento neutro,
por dltimo (e —a) = —a € H, esto es, H tiene inversos, entonces H < G.

Observaciones. Para todo grupo G se tiene que {e} < Gy G <G.

Definicion. Dado un grupo G, un subgrupo H < G es sumando directo de
G, siexiste J <G tal que :

e H+J:={h+j|lh € H, j € J} =G.
e HNJ:={g € G|lg €e H,g € J}={0}.
Utilizaremos la notacion G = H @ J.

Dado un grupo abeliano G por cada subgrupo H < G se puede construir un
nuevo grupo, el grupo cociente de H sobre G ( G/H) , para esto primero defi-
namos una relacién de equivalencia (~) sobre G.

Observacion. Si G es un grupo abeliano y H < G entonces la relacion ~ |
definida por a ~ b sit a—b € H, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. ~ es reflexiva, para ver esto sea a € G entonces a —a =
0 € H dedondeV aG a ~ a. Verifiquemos ahora que es simétrica, para esto
sean a , b tales que a ~bestoes a—b e H . Como G es abeliano se tiene que
b—a=a—b€ H de donde b ~ a. Por ultimo verifiquemos que es transitiva,
para esto sean a,b,c € G talesque a~b y b~c estoes (a—b), (b—c) € H
ahora como H es un grupo se tiene que (a —b)+ (b—c) =a—c € H estoes
a ~ ¢ de donde se sigue que ~ es una relacion de equivalencia sobre G. o

Se tiene entonces un nuevo conjunto definido por las clases de equivalencia :

G/H = {a|acG}
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Donde :
a=a+H:={a+h|h € H}

Notemos que a+ H = H 4+ a pues G es abeliano.

Paremos darle estructura algebraica a este nuevo objeto primero definamos la
suma de subconjuntos H, F' C G de la siguiente manera:

F + H:={f+h|f e F, he H}

Observemos que si H < G entonces H + H=H ,pues H + H C H , debido
a que H esgrupo, y trivialmente H C H + H .

Sean entonces G un grupo abeliano, a, b € G, H < G , se tiene que:

a+H + b+H={(a+h)+(b+h')|h, h € H}
={a+(h+b)+h'|h, h* € H}
={a+(b+h)+h'|h, b € H}
={(a+b)+(h+h")|h, h € H}
={(a+b)+h|h € H}
=(a+0b)+H.

Notemos que es indispensable que a + H = H + a para que la suma de dos
clases vuelva a ser otra clase, esto motiva la siguiente definicion.

Definicion. Dado un grupo G , un subgrupo H < G se dice normal sii
Ya € G setieneque a+ H=H+a.
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Corolario. Dado un grupo G , un subgrupo H < G se es normal sii
Va € G setiene que H=(—a)+H +a.

Entonces dado un grupo G y un subgrupo normal H < G, se tiene definida una
estructura de grupo sobre G/H de la siguiente manera:

Verifiquemos ahora que esta operacién no depende de la eleccién del representante
de la clase, es decir, que esta bien definida. Para esto sean a~a‘y b~ b esto
es a=a'+h y b=>b+h' paraalgunos h, h° € H por ultimo notemos que
Vh € Hae€ Ga=a+h'estoes:

{a+h|heHY = {(a+h)+h|heH

entonces @ + b = a'+h F b'+h° =a° F b, entonces la operacién F esta
bien definida.

Afirmacién. Dado un grupo Gy H < G un subgrupo normal, la pareja orde-
nada ( G/H, + ) es un grupo llamado grupo cociente de H sobre G.

Demostracion.

Observacién. Si G es un grupo, entonces G/G es un grupo que consta de
un solo elemento, y G/{e} es un grupo igual (isomorfo, mas adelante definiremos
esto) a G .

Observacion. Si G es un grupo finito y H < G un subgrupo normal de G,
entonces se tiene que:
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Gl = [(G/H)|- |H]

Demostracion. Sea g € G, entonces se afirma que g = |H|, puessi g+ h =
g+ h' para algunas h, h' € H ,entonces, g+h=g+h' sii —g+(g+h)=
—g+(g+h) sii (—g+g)+h=(-g+g)+h' sii h=h' de donde se
tiene que g = |H| , entonces todas las particiones son equipotentes de cardinali-
dad |H|,dedonde |G| = |(G/H)|-|H| donde |(G/H)| es el nimero de clases.n

De ahora en adelante todo grupo considerado sera un grupo abeliano,

con lo que todo subgrupo sera un subgrupo normal y siempre quedara definido el
grupo cociente .

Definicién. Dados dos grupos (G, +) y (H,*) un homomorfismo (morfismo )
de grupos es una funciéon f: G — H que satisface las siguiente propiedad:

fla+b) = fla) = f(b)
Ya,b € G.
Observacion. Si f: G — H esun morfismo de grupos, entonces, f(eg) = ey

Demostracion. f(eq) = f(eq + ec) = f(eq) + f(eg) , sumando el inverso de
f(eg) por ambos lados se obtiene f(eq) = ey. o

De ahora en adelante escribiremos tnicamente ”e” quedando entendido la cor-

respondiente pertenencia de dicho elemento, de igual manera con la operacién
binaria "+” correspondiente.

Definicién. Sea f: A — B un morfismo, si Ag C A se define la restriccion
de fa Ay fla, : Ao — B como :

flao(ao) = f(ao)

V(IO S Ao.

Si A C Ay y se tienen dos funciones f: A — B y ¢g: A — B se dice
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que ¢ es una extension de f si se cumple que gls = f, esto es g(a) = f(a)

Va € A.

Definicion. Dada un morfismo de grupos f : G — H | se define el Kernel
de f ( Ker(f) ) como el conjunto de todos los elementos de G ( Ker(f) C G ) tal
que su imagen es el elemento identidad de H, esto es;

Ker(f) ={acG|[fla)=c}

Observacion. Dado un morfismo de grupos f : G — H se tiene que
Ker(f) < G.

Demostracion. Sean a,b € G . Notemos primero que, f(b+ (=b)) =
f(b) + f(=b) = 0 pero por otro lado f(b) — f(b) = 0 y debido a la unicidad
del elemento inverso se tiene que f(—b) = —f(b) . Sean ahora a,b € Ker(f),
entonces f(a+ (b)) = f(a) + f(=b) = f(a) — f(b) = ey —eny = en , de donde
a—0b € Ker(f),conloque Ker(f)<G.po

Definicion. Un morfismo de grupos f : G — H se dice inyectivo o monomor-
fismo (ésta ultima terminologia es categdrica y mas adelante se definird), si cumple
la siguiente propiedad, si f(a) = f(b) entonces, a = b, es decir, elementos distin-
tos van a dar a elementos distintos .

Utilizaremos la notacion monomorfismo y lo abreviaremos mono.

Observacién. Un morfismo de grupos f: G — H es mono sii Ker(f) =

{e}.
Demostracion.

=) Sea f:G — H mono, demostremos que Ker(f) = e, ya se observo
que e € Ker(f) ({e} < Ker(f) ), veamos ahora la contencién restante. Para
esto sean a € Ker(f), esto es f(a) =0 pero también f(e) =0 y debido a la
inyectividad de f se tiene que a = 0, entonces Ker(f) < {e}, de donde se sigue

Ker(f) = {e} .

<) Supongamos ahora que Ker(f) = {e}, y sean a,b € G tales que f(a) = f(b)
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entonces, 0 = f(a) — f(b) = f(a —b), esto es, a —b € Ker(f) entonces por
hipétesis se tiene que a — b = 0 esto es a = b es decir f es monomorfismo. g

Definicion. Se dice que un morfismo de grupos f: G — H es suprayectivo
o epimorfismo (ésta tltima terminologia es categdrica y més adelante se definird),
si cumple la siguiente propiedad, Vb € H Ja € G tal que f(a) = b, es decir,

f(G) = {f(a) |acG}) = H.

Utilizaremos la notacién epimorfismo y lo abreviaremos epi.

Definiciéon. Dos funciones f: A — B y h: B — A son inversas una de
laotra sit foh=1g y hof=14.

Definicion. Se dice que un morfismo de grupos f: G — H es un isomor-
fismo (iso) cuando tiene un morfismo inverso, es decir, f tiene un inverso como
funcién, y este inverso es un morfismo. Escribiremos G ~ H .

Observacién. Sean los grupos H < G, entonces la funcién 7 : G — G/H
dada por 7(g) =g+ H es un epimorfismo.

Demostracion. Sean ¢, g1 € G, entonces;
mg+g)=(9+q)+H
=(g+H)+ (g +H)
=m(g) +7(91)

ademds si g+ H € G/H , entonces 7(g) = g+ H , de donde se tiene que 7 es
un epimorfismo. g

Teorema de la correspondencia para grupos. Sea G un grupoy H < G,
definamos :

L(G,H) = {K|H<K<G}

y L(G/H) la familia de subgrupos de G/H entonces, hay una correspon-
dencia biyectiva entre L(G,H) y L(G/H)
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Demostracion. Consideremos la asignacion ¢ : L(G,H) — L(G/H) dada
por:

o(K) = K/H = {T|ze K}

¢ es una funcién inyectiva. Supéngase que ¢(K;) = ¢(K3) entonces K;/H =
Ky/H. Sea x € K; entonces T € K;/H entonces T € K,/H de donde
x—y € Ky paraalgin y € H pero H < Ky dedonde z = (x—y)+y € K>
con lo que se tiene que K; < K, . Analogamente K, < K; , es decir K; = K, .
Esto es, ¢ es mono.

¢ es una funcién suprayectiva. Sea M un subgrupo de G/H | entonces
consideremos el morfismo proyecciéon w: G — G/H , y consideremos la imagen
inversa de M, 7 !(M), se afirma entonces que @(n~1(M)) = M . Pues clara-
mente H < 77 '(M) , ademds, VT € M (7 '(Z)) = (x + h) + H para algin
he H pero (x+h)+H=x+(h+H)=xz+H dedonde p(x'(M)=M,
con lo que se tiene que ¢ es suprayectiva. Con lo que se tiene que ¢ es una
biyeccién. o

Propiedad Universal del Cociente. Dados los morfismos f:G — H , F
un subgrupode G (F < G) y 7m:G — G/F el morfismo proyeccién . Si f se
anulaen F ( f(F) = {e}) , entonces, existe un inico R-morfismo ¢ : G/F — H
tal que f = gom, es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G H
/4
™ ///d;
G/F

Demostracion. Definamos la funcién ¢ : G/F — H mediante ¥(g+F) := f(g),
sélo hace falta verificar que esta bien definida pues claramente 1 es morfismo .
Para esto, sean ¢ + F = go + F , esto es ¢ = g» + a para alguna a € F,
entonces;
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V(g +F)=v((g2 +a) + F)
(

= f(g2+a)
= f(g2) + f(a)
= f(92)
=Y(ga + F)

Sip: G/F — H es un morfismo tal que [ = ¢ o, entonces (g + F) =
f(g) = o(m(g)) = (g + F) , es decir, ¢ =¢. o

Teorema . (Primer Teorema de Isomorfismos.) Dado un morfismo de grupos
f:G— H | setiene que :

G/Ker(f) = f(G)

Demostracion. Consideremos la funcién ¢ : G/Ker(f) — f(G) dada por,
(g + Ker(f)) = f(g), es inmediato ver que v es epimorfismo. Verifiquemos
unicamente que es mono. Paraesto,sea g € G talque ¥(g+Ker(f)) =0= f(g),
estoes, g € Ker(f) esdecir g+ Ker(f) = Ker(f) =0, dedonde G/F ~ f(G).

Dados dos grupos G y H se define el conjunto:

Hom(G,H) = { f:G— H | f es morfismo de grupos }.
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Daremos ahora estructura de grupo a este nuevo conjunto, definiendo una ope-
racién de la siguiente manera:

(f +h)(a) := f(a) + h(a).

VClaramente f+ h es un morfismo de grupos. Pues, (f+h)(a+0b) = f(a+0b)+
h(a+b) = f(a)+f(b)+h(a)+h(b) = f(a)+h(a)+f(b)+h(b) = (f+h)(a)+(f+h)(D)
Va, b € G. Notemos que es necesario que H sea abeliano para que f+ h sea
morfismo.

Afirmacién. (Hom(G, H),+) es un grupo.
Demostracion :

e Asociatividad: Sean f,g,h € Hom(G,H), entonces, ((f + g)+ h)(a) =
(f+9)(a)+ h(a) = f(a)+ g(a) + h(a) = f(a) + (g(a) + h(a)) Ya € G. Esto es,
(f+9)+h=[f+(g+h)

e Existencia de elemento neutro: Se define € : G — H como €(g) = ey
Vg € G. Verifiquemos que en efecto es elemento neutro, sea entonces (f+e)(a) =

fg) +ela) = f(g) + en = f(g)

e Existencia de elemento inverso: Sea f € Hom(G,H) se define —f: G — H
como (—f)(a) = —(f(a)) V a € G. Es directo verificar que —f es inverso de

fipues (f = f)(a) = fa) = fla) = en- o
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5.2. Anillos. .

Definicién. Un anillo es una terna ordenada (R, +,x) tal que, (R,+) es un
grupoy (R, x*) es un semigrupo. Esto es, * es una operacién binaria del conjunto
al conjunto ( * : R x R — R ) con la propiedad de ser asociativa que adema&s
cumple las siguientes propiedades:

a*x(b+c)=(axb)+ (ax*c)

(a+b)xc=(axc)+ (bxc)

Va,b,c €R.

Si ademads se cumple que a xb = bxa V a,b € R se dice que R es un
Anillo Conmutativo . Si se tiene la existencia de un neutro multiplicativo, esto es,
31 € R talque ax1l=1%xa=a VYa € R sedice que R es un Anillo con
uno.

En el presente trabajo consideraremos Anillos con uno .

Nuevamente haremos un abuso de notacién denotando tnicamente por R a un

anillo conmutativo con uno, quedando sobrentendidas las operaciones correspon-
dientes.

Observacién. Dado un Grupo abeliano G, hemos notado que End(G) =
Hom(G,G) tiene estructura de grupo, definiremos ahora una multiplicacién so-
bre este conjunto para darle una nueva estructura algebraica.

Definamos:

(f * g)(a) := f(g(a))

YV f,g € End(G), Ya€QG.
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Afirmacién. Dado un grupo G, se tiene que (End(G),+,*) es un anillo con
unidad.

Demostracion. Sabemos que las funciones son asociativas, también es claro que
Vf,g € End(G)aeG f(g(a)+ h(a)) = f(g(a))+ f(g(a)) pues f es morfismo y
(f+9)(h(a)) = f(h(a)) + f(h(a)) por definicién de la suma en End(G). Ademds,
si definimos 1gn4(a) :=a, Va € G, entonces se tiene que (End(G),+,*) es un

anillo con unidad. g

Definicion. Dados dos anillos Ry R‘'. Un homomorfismo de anillos es un
morfismo de grupos f: R — R‘ que cumple con las siguientes propiedad:es

flaxb) = f(a)* f(b)

f(1r) = 1g

vV f € End(G) a,b €G.

5.3. Modulos. .

A continuacién introduciremos nuestro principal bloque algebraico de construccion,
los R-médulos . Este concepto es una generalizacién tanto de la idea de espacio
vectorial asi como de la de grupo abeliano.

Definicion 1. Sea R un anillo. Un R-médulo M es un grupo abeliano junto
con un morfismo de anillos:

f: R — End(M)

con la condicién de que f(1) = 1gpq.
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Daremos una definiciéon equivalente.

Definicién 2. Sea R un anillo, un R-médulo (derecho) M es un grupo abeliano
junto con una funcién M x R — M la cual denotaremos tnicamente por:

(m,r) — mr

Vr € R m € M, la cual satisface las siguientes propiedades:
L. (m4+m)r=mr+m'r
2. m(r+r) =mr+mr
3. m(rrt) = (mr)rt
4. ml=m
YV rr e R mym' € M.
La notacién que seguiremos sera esta tltima.
Analogamente se define un R-mdédulo izquierdo.
Definicién. Dados dos anillos con uno, R y S, un grupo abeliano M es un

R, S bimédulo gpMg , si M es un R-médulo izquierdo y un S-mdédulo derecho y
ademds se tiene que:

r(ms) = (rm)s

Vre R,Vs € §5,Vm € M.

Observacion. Un espacio vectorial es un R-mddulo donde R es un campo.

Observacion. Un Grupo abeliano G es un Z-mdédulo definiendo :
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gn:=g+g+..+g (n veces)

Definicién. Dado un R-médulo M, un submddulo N de M ( N < M ) es un
subgrupo de M que cumple ademéds nr € N Vre R, Vn € N.

Definicién. Dado un R-médulo M y una familia de submédulos de M, { M, }a,
se definen los siguientes submddulos:

ZMa ::{Zmal Me € My, ma =0 para casi toda o € A '}
A A

ﬂMazz{m EM|m eM,,Va € A}
A

Definicion. Dados dos R-médulos M y @, un R-morfismo de médulos f :
M — @ es un morfismo de grupos que cumple la siguiente propiedad:

(f(m))r = f(mr)

VmeM, Vre R.

De igual manera, se extienden los conceptos de mono epi e isomorfismo de grupos
a los morfismos de R-médulos. Asi mismo el concepto de sumando directo.

Observacion. Si f: M — N y g: N — K son monomorfismos, entonces,
go f es mono.

Demostracion. Sea m € ker(go f) , entonces, ¢(f(m)) =0 y como g
es mono se tiene que f(m) = 0 . Finalmente como f es mono se tiene que
a=0,estoes, gof es mono. g
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Por induccién, se tiene que la composicién de una familia finita de monomor-
fismos es un monomorfismo.

Observacion. Sean dos morfismos de modulos f: M — N yv g: N — K
tales que g o f es mono, entonces, f es mono también.

Demostracion. Sean los morfismos f: M — N y g : N — K tal que
go f esmono, y sean m # m‘ € M tales que f(m) = f(m'), entonces se tiene
que g(f(m)) = g(f(m)) con m # m‘, lo que es una contradiccién pues go f es
mono. Se sigue que m = m’, es decir f es mono .o

Observacion. Si f: M — N y g: N — K son epimorfismos, entonces,
go f esepi.

Demostracion. Sea k € K |, entonces como ¢g esepi dn € N tal que
gn) =k ,ycomo f esepi 3m € M tal que f(m) = n , finalmente,
g(f(m)) =g(n) =k de donde go f esepi. g

Por induccién se tiene que la composicién de una familia finita de epimorfismos es
un epimorfismo.

Observacion. Sean dos morfismo de médulos f: M — N y g: N — K
tales que g o f es epi, entonces g es epi también.

Demostracion. Sean dos morfismo de médulos f: M — N y g: N — K tal

que go f esepiysea k € K, entonces 3m € M tal que g(f(m)) =k, entonces
f(m) € N es tal que g(f(m)) =k, de donde se sigue que g es epi.

Observaciéon. Un R-morfismo de médulos f: M — N es un isomorfismo
sii  f es una biyeccién (epi y mono) de R-médulos.
Demostracion.

=) Supongamos primero que f es un isomorfismo, entonces 3 g : N — M
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tal que go f =1y v fog= 1y, dela primera igualdad se tiene que f es mono
y de la segunda que es epi, esto es f es una biyecciéon de R-médulos. o

<)Supongamos ahora que f es una biyeccién de R-médulos, entonces definamos
g: N — M de la siguiente manera g(n) := m donde f(m) = n, observemos
primero que la existencia de m estd garantizada debido a que f es epi y que
g estd bien definida debido a que f es mono, finalmente es directo ver que
g(f(m)) =m y que f(g(n)) =n, estoes gof=1y y fog=1y, dedonde
se tiene que f esiso. g

Propiedad del Coniicleo . Dado un R-morfismo f : M — N y un epi-
morfismo p : M — @ tales que Ker(p) C Ker(F), entonces existe un nico
R-morfismo h:(@Q — N tal que hop = f, es decir, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

donde

Observemos primero que estd bien definida pues V ¢ € Q@ 3 m € M tal
que p(m) = q ysi p(m) =q = p(m‘) entonces p(m —m') = 0 , esto es
m—m' € Ker(p) C Ker(f) . Estoes, f(m—m') =0 sii f(m)= f(m') de
donde h(m) = h(m‘) .

Sean ahora ¢,q¢° € @, con p(m)=gq y p(m‘) =q‘, entonces h(q)+ h(q¢') =
f(m)+ f(m*) = f(m+m‘) = h(qg+¢‘) .Por dltimo verifiquemos su unicidad, para
estosea j:@Q — N talque f=jop ysea ¢q € Q,m € M tales que
p(m) = q entonces h(q) = f(m) = j(p(m)) =j(q) o
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Hemos ya notado que dado un grupo abeliano M y un subgrupo N < M se tiene
el grupo cociente M/N. Si ademéds M es un R-médulo, podemos dar estructura
de R-médulo a M/N, definiendo una operacién de la siguiente manera:

(m+ N)r = (mr)+ N.

Vre R meée M, es facil ver que estd bien definida, pues si m+ N = m‘ + N
entonces m = (m‘+n) para algina n € N entonces (m+N)r = ((m'+n)+N)r =
((m'r)+ N)+ ((nr)+ N) = (m‘+ N)r+ (n+ N)r = (m‘+ N)r.

Afirmacién. Dados un R-médulo M y un submédulo N (N < M) el grupo
cociente M/N es un R-mddulo.

Demostracion. Sean r,r* € R m, m‘ € M, entonces;

o (m+N)(r+r)=m(r+r))+N=(mr+mr)+N = (mr+N)+ (mr'+ N)

(m+N)+(m'+N))r = ((m+m*)+N)r = (m+m)r)+N = (mr+m'r)+N =
(mr+ N)+ (m‘r+ N) = (m+ N)r+ (m‘+ N)r

o (m+ N)(rr) = (m(rr*)) + N = (mr)r') + N = ((mr) + N)r‘ = ((m + N)r)r'

e m+N)l=(ml)+ N=m+N. g

Observacion. Dados un R-mddulo M y un submédulo N < M | la funcién

m: M — M/N dada por :

m(m):=m+ N
Es un R-epimorfismo.
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Dado un R-médulo M y un submédulo N de M ( N < M, N # {0} ), se tiene la

sucesion de morfismos:

N —> M —" M/N.

Donde el primer morfismo es el monomorfismo inclusion de N en M y =
es el epimorfismo proyecciéon. Notemos que 7(i(n)) =n(n) =n+ N =N =0,

esto es Ker(m) = Im(i) . Generalizemos esto:

Definicion. Dada una sucesion de R-morfismos:

My -2 ny — Ly My, e M

Decimos que es una sucesion eracta si, ¥ n € N se tiene que, Im(f,)

K@T(fn+1).

Notemos entonces que V N < M , se tiene la sucesién exacta corta :

0 N —~ M —" M/N 0.

Observacion. Dada la sucesién de morfismos:

Se tiene que, la sucesién es exacta izquierda sii  f es monomorfismo, y es
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eracta derecha sii f es epimorfismo.

Demostracion:

e) = Supongamos primero que la sucesion es exacta izquierda, esto es, I'm(0) =
ker(f) , esto es, Ker(f)=0, de donde, f es mono.

< Supongamos ahora que f es mono, entonces ker(f) = 0= Im(0) , esto es,
la sucesién es exacta izquierda.

e) = Supongamos primero que la sucesién es exacta derecha, esto es Im(f) =
Ker(0) =@ , de donde f es epimorfismo.
< Supongamos ahora que f es epi, esto es, Im(f) =Q = Ker(0) , de donde

se tiene que la sucesion es exacta derecha.

Corolario. Un morfismo f : P — @ es un isomorfismo si¢ la siguiente

sucesion es exacta:

0 p_t

Q 0.

Demostracion. La sucesion es exacta sit f es una biyeccién sit f es un
isomorfismo. o

Consideraremos ahora la sucesion exacta corta asociada a la descomposicién de
un R-médulo en sumandos directos.

Observacion. Dado un R-médulo M | tal que M = L & N , entonces se
tienen las siguientes sucesiones exactas cortas:
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Donde iy, ip son las inclusiones correspondientes y 7y, mp las proyecciones
correspondientes. Tenemos dos sucesiones exactas cortas, una de ida y otra de
regreso. Las sucesiones exactas de este tipo son llamadas escisiones. Notemos que:

WLiLzlL s 7TNZ‘N:1N s 7TL’iN:0 Y WNiLZO.

Definiciéon. Sea f: M — N un monomorfismo de R-mdédulos, una escision
para f es un morfismo ¢g: N — M tal que go f = 1y.

Observacion. Dado un monomorfismo f: M — Ny ¢g: N — M una
escisién de f, entonces se tiene que g es epi, y:

N =1Im(f)® Ker(g)

Demostracion. Notemos primero que V n € N, n— f(g(n)) € ker(g) ,
pues g(n — f(g(n))) = g(n) — g(f(g(n))) = g(n) — g(n) =0, de donde se tiene
que n = (n—f(g(n))) + f(g(n)) € Ker(g) +Im(f).

Por otra parte, si n € Ker(g) N Im(f) , como n = f(m) para algin

m € M tenemos que 0= g(n) = g(f(m)) =m dedonde n= f(m)= f(0)=0
y finalmente Ker(g) N Im(f) ={0}, de donde N = Im(f)® Ker(g) . o

Definicion. Una sucesién exacta corta :

0—L—M-—N—70

Se escinde si existe un isomorfismo M — L@ N tal que el siguiente diagrama
conmuta:

0 L M N 0

|-

0—L——LpN——N—0
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Definicion. Dados dos R-mdédulos M y N denotaremos al conjunto de todos
los morfismos de M en N como:

Homgr(M ,N) .= {f:M — N | f es R—morfismo }.

Una vez mas daremos estructura de R—modulo a este grupo definiendo una ope-
racién de la siguiente manera:

(fr)(m) := (f(m))r

Vr e R, Vm € M, V f € Homg(M,N).

Afirmacién. Hompg(M,N) es un R-mddulo.

Demostracion. Sean r, r* € R m,m' € M y f € Homgr(M,N),
entonces:

L ((f + h)r)(m) = (f(m) + h(m))r = (f(m))r + (h(m))r = (fr)(m) + (hr)(m)
2. (f(r+7r))(m) = f(m)(r +7°) = f(m)r + f(m)r*
3. (f(rr))(m) = f(m)(rr*) = (f(m)r)r = ((fr*)(m))r
4. (f1)(m) = (f(m))L = f(m). o

Observacién. Notemos que es necesario que el anillo R sea conmutativo,
pues (fr)(ms) = f(ms)r = f(m)sr , por otro lado se tiene que (fr)(ms) =

((fr)s)(m) = ((fr)(m))s = f(m)rs . En general se puede decir que Hompg(M, N)
es un grupo abeliano cuando el anillo no es conmutativo.
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Definicién. Sean los R-médulos A y B tal que A < B , un seudocomple-
mento de A en B es un médulo C < B tal que es méximo con la propiedad de

ANC=0.

Afirmacién. Todo submédulo tiene un seudocomplemento .

Demostracion. Sean A < B, consideremos la familia:

I' = {C|C<B,CNnA=0}

notemos que I' # @ pues {0} € TI'. Tomemos ahora una cadena {C;}; € T'.
Se afirma que UC; € I' pues, UC; < By ademds UC; N A = 0. Pues si
a € UC; NA ,entonces 3¢ € I talque a€ C; €I'. Estoes, a=0.
Entonces UC; es una cota superior para la cadena, y por el Lema de Zorn existe
un elemento maximo en I'. Esto es un seudocomplemento para A. g
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6. CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES.

En esta seccién introduciremos conceptos y construcciones fundamentales y om-
nipresentes en el Algebra abstracta, tales como, los productos directos, las sumas
directas, los médulos libres, los limites directos, los limites inversos y los produc-
tos tensoriales. Cada uno de estos objetos algebraicos posee una propiedad muy
importante llamada propiedad universal.

6.1. Productos Directos. .
Sea R un anillo y A un conjunto, si {M,}a es una familia de R-médulos,

podemos darle una estructura de R-médulo al producto cartesiano [ [, M, (donde
[Io M, ={0} si A= Q) definiendo las siguientes operaciones:

(xa)A + (ya)A = (xa + ya)A
Yy
(Xa)ar = (zar)a
V (Za)a, Ya)a € [Ia Mo, V1 € R, es decir, sumamos y multiplicamos por R
coordenada a coordenada.

Definamos ahora para cada § € A la funcién 7 : [[, Moa — Mz dada
por:

75 ((Ma)a) == mg.

Afirmacién. Para toda § € A, 7 es un epimorfismo.

Demostracion. Sean (my)a y (na)a € [[o Mo , 7 € R, entonces;
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T5 (Ma)a + (nar)a) = 75 (Mo + nat)a)
= mg + ngr
= 7g(Ma)a + m5(Nat)a

=75 ((Ma)a) + 75 ((na)a) r

Ademas, si definimos (mq)a € [[A Mo dada por my=m si o=y my=0
en otro caso, (mg)a es tal que ms ((Mma)a) = m, de donde se sigue que 75 es un
epimorfismo V 8 € A n.

El morfismo 73 es llamado la [-proyeccién canénica. Se tiene entonces una fa-
milia de R-epimorfismos {7, }a -

Definicién. Dada {M,} una familia de R-médulos se dice que el par ([[x Mo, {7a}a)
es el producto directo de la familia de mdédulos {M,} . Denotaremos tal producto
tnicamente como [, M,, quedando entendido que la familia de epimorfismos
forma parte del producto.

Observacion. Si N es un R-médulo y se tiene un morfismo f, : N — M,
para cada o € A, entonces 3 f: N — [[, M, dada por

el cual es un R-morfismo bien definido, llamado el producto de la familia de mor-
fismos {f,}a o simplemente el producto de {fu}a-

Demostracion. Claramente f esta bien definida pues las f, lo estan. Sean ahora
n,m € N,r € R, entonces;



LAS CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE MODULOS. 37

fnr +mr) = (fa(nr +mr))a
= (fa(n)r + fa(m)r)a
= (fa(m)r)a + fa(m)r)a
= (fa(n))ar + fa(m))ar
(f(n))r

= (f()r + (f(m))r o

La siguiente proposicién nos habla sobre una propiedad fundamental en este nuevo
objeto, la llamada propiedad universal .

Proposicién. Sean R un anillo, N un R-médulo y {M,}a una familia de
R-médulos, entonces el producto directo [], M, tiene la propiedad de que, para
cada familia {f, : N — M,}a de R-morfismos, existe un tnico R-morfismo
[N — [[\ M, tal que Vao € A se tiene que mof = fo, es decir se tiene el
siguiente diagrama conmutativo ;

[1a Mo

A

Demostracion. Sea f el producto de la familia de morfismos {f,}an ,n € N,
B e A, entonces ms(f(n)) =ms(fa(n))a = fz3(n), de donde se tiene que 7o f = fa
Va € A Y sigesun morfismo tal que w9 = fo Va € A, observemos que
dos morfismos con el mismo dominio y cuyo contradominio es un producto, son
el mismo morfismo sii entrada por entrada son iguales, es decir, son iguales sii
seguidos de las proyecciones son el mismo, lo cual sucede por construccién, pues
Ya € A se tiene que 7, f = fo = Tag, de donde se tiene la unicidad de f. o

f M,

\
\
\
N

Definicién. Un R-médulo P junto con una familia {p, : P — M,}a de R-
morfismos se llama un producto directo de la familia de R-médulos { M, }a si para
todo médulo N y para toda familia {f, : N — M, }a de R-morfismos, existe un
unico R-morfismo f : N — P tal que, para toda o € A | el siguiente diagrama
conmuta ;
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El Producto Directo ([[n Mo, {ma}a) delafamilia { M, }a posee una propiedad
universal en el sentido de que dada cualquier otra familia {f, : N — M,}a
de R-morfismos, esta se puede factorizar siempre de manera tnica a traves de un

R-morfismo f: N — [[, M, , es decir, p.f = f, para toda a € A.

Proposicién. El producto directo de una familia { M, }a de R-médulos es tinico
salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean (P,{pa}a) y (P, {p.}a) productos directos de la familia
{M,} A, entonces consideremos el siguiente diagrama,

donde ¢ y 1 estan dadas por la propiedad universal del producto. Como
Do = Do v DL, = Dol entonces se tiene que p, = popy para toda a € A, es
decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo;



LAS CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE MODULOS. 39

P

e M,

\pi
i

P

pero la identidad idp también hace conmutar el diagrama, dado que este morfismo
es tnico se tiene que ¢ o ) = idp. Andlogamente 1 o = idp,. De donde se sigue
que P~ P

Observacion. Si (P, {p.}a) es un producto directo de la familia de médulos
{M,} a todos los morfismos p, son epimorfismos.

Demostracion. Dado que ([]n Ma,{ma}a) es un producto directo, se tiene que,
Pa0p =7y Yoo € A donde ¢ : [[, My — P es el R-morfismo dado por la
propiedad universal del producto P, ahora bien m, es epi de donde se sigue que
Do €s epi también. o

Proposicién. Si (P, {p.}a) es un producto directo de la familia de R-mddulos
{M,}a, entonces existe una tnica familia {u, : M, — P} de R-monomorfismos
tal que pou, =idy, paratodaa € A ypsu, =0 si 8 #a.

Demostracion. Sea (P,{p,}a) un producto directo de la familia de R-mddulos
{M,}a, entonces definamos para cada « € A una familia de R-morfismo
{f§ + My — Mp}gea dada por f§ = idy, si f=a y f§ = Oy, en
otro caso, entonces por la propiedad universal del producto existe un tnico R-
morfismo wu, : M, — P tal que el siguiente diagrama conmuta;
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entonces para toda a € A se tiene que ppu, = fz = idy, si a =y
ppue = O si a# B, dado que pau, = 1y, se tiene que Va € A, u, esmono
Y Pa €sepl g

6.2. Sumas Directas Externas (Coproductos). .

Si {My}a es una familia de R-médulos y [[, M, el producto directo de éstos,
se define V (mgo)a € [[a Mo, sop(ma)a = {a € A | m, # 0}, entonces se

define ;
@Ma = {(ma)A € 1_[]\4O¢ | sop(my,) es fim'to}
A

A

Si Va € A se tiene que M, = M utilizaremos la notacién:

P M., = M@
A

Afirmaciéon @, M, < [[, M,
Demostracion. Es directo ver que €, M, es un grupo, pues 0 € P M,y
si (ma) v (na) € @p M, entonces (my,) — (no) € @A M,, por dltimo

también es directo ver que Vr € R r(m,) € @, M,, de donde se tiene que
@A M, < HA M,. o

Definicién . Si {M,}a es una familia de R-médulos se define ¥V o € A un
monomorfismo ¢, : M, — @, M, dado por :

La(ma) = (mg)a

donde
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mg=m, st =a«

mg =05 si B#a

es claro que to(mar + m'y) = ta(ma)r + ta(m'y) , se dice entonces que el par
(B A Mo, {ta}ta) es la Suma Directa Externa de la familia {M,}a, denotaremos
a la Suma Directa Externa unicamente por @, M, quedando entendido que la
familia {¢,}a de monomorfismos forma parte de la Suma Directa Externa.

Una vez més se tiene una propiedad universal sobre este nuevo objeto.

Proposicién. Sea N un R-médulo y {M,}a una familia de R-médulos , en-
tonces para toda familia {f, : M, — N}a de R-morfismos, existe un tnico
R-morfismo f : @\ My — N tal que Vo € A el siguiente diagrama con-
muta:

Da Mo

N
e

Demostracion. Sea f: @, M, —> N definida por f((ma)a) == D A fa(ma) ,
notemos que estd bien definida, pues dado que sop(m,) es finito se tiene que
ZA fa(ma) € N , veamos ahora que conmuta, sea [ € A vy sea mg € Mg ,

entonces, fig(mg) = Y A faltp(mp)) = fa(mg) , pues tg(mg) sélo tiene un
término distinto de cero, a saber la entrada (-esima, entonces se tiene que

Va € A fia=fa.

Si g es un morfismo tal que V o € A  giu, = fo , entonces, sea
(Mma)a € @Da M, se tiene que  f((ma)a) = doa fa(ma) = DA 9(ta(ma)) =
9 (2 ta(ma)) = g((ma)a) de donde f =g. o

f M,

!
!
¥
N
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Definicién. Un R-médulo S junto con una familia { ¢, : M, — S }a de
R-morfismos se dice ser Suma Directa de la familia de R-mddulos {M,} si para
todo médulo N y para toda familia { f, : M, — N }a existe un tinico morfismo
f:S — N tal que el siguiente diagrama conmuta:

AN
S

f M,

|
|
%
N
Va € A.

Proposicién. Si (5, {t's}a) es suma directa de la familia {M,}a, entonces se
tiene que t', es mono Va € A.

Demostracion. Dado que (@Dx Ma,{ta : My — @\ Mata) es una suma
directa de la familia {M,}a , se tiene entonces por la propiedad universal del
coproducto S un morfismo ¢ : S — @ M, tal que ¢y =1, Voo € A ahora
bien como ¢, es mono se tiene entonces que (, es mono Va € A. g

Proposicién. La suma directa de una familia {M,}a de R-médulos es tunica
salvo isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que (S, {ta}a) vy (5, {t'a}a) son una Suma Directa
Externa de la familia de R-médulos {M,}a, entonces consideremos el siguiente
diagrama;

donde ¢ y v estan dadas por la propiedad universal de la suma. Como
(Y@)ta = Y(ptay = Yi'a = ta , para toda o € A | se tiene el siguiente
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diagrama conmutativo;

pero la identidad ids también hace conmutar el diagrama y debido a la uni-
cidad de tal morfismo se tiene que Yy = idg . Andlogamente se tiene que
oY =idg . De donde se sigue que S ~ S*. o

6.3. Sumas Directas Internas. .

Si {M,}a es una familia de submdédulos de un médulo M tales que V 3 € A se
tiene que:

Mg Ny M, =0
aFp

entonces se dice que el submédulo ), M, es la Suma Directa Interna de la
familia de submddulos {M,}a. Denotaremos por @, M, al médulo >, M,
cuando la suma sea directa. Si M = @, M,, se dice que @, M, es una des-
composicion en suma directa de M.

Proposicién. Sea {M,}a una familia de médulos tal que, M = >\ M,.
Entonces la suma ), M, es directa sit cada m € M se puede escribir de una
Unica manera como una suma m = y . m, donde m, € M, paratoda o € A
y mq =0 para casi toda a € A.

Demostracion:

=) Sealasuma ), M, directa,ysea m € Mtalque > \ma=m =Y g,
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ysea € A, observemos que (mg—ng) =3 5, mg—ng € (MB N> 5ta Mﬁ) =
0 . Entonces se tiene que m, =n, Y a € A de donde se tiene que su expresién
es tUnica.

<) Supongamos ahora que todo m € M se puede escribir de una tnica
manera, sea ahora 8 € Ay sea mg =) 5Mms € (Mgﬂza# Ma) , en-
tonces mg— Za;ﬁﬁ M, =0 pero 0=>,0, ydado a la unicidad de su expresién

se tiene que m, =0V a € A, entonces Mﬁﬂzaﬁ M, = 0 por lo que la
suma »_ , M, es directa. o

Observacién. Sea M un R-médulo tal que M = M; @ M, entonces se tiene
que:

M/M; ~ M,

Demostracion. Dado que todo m € M se puede escribir de manera unica
como m =mq+me con m; € M; my € Ms definamos primero un morfismo
Y M/M; — M, dado por :

Y(m+ M) :=m.

Verifiquemos primero que esta bien definida. Para esto sean m + M; = m* + M;
esto es m =m‘+m, para algin m; € M , entonces:

Y(m+ M) =

(m+mq) + M)
(m+ M) + (mq + My))
m' + M1) + ¢(m1 + M)

m‘ —+ M1>

A~~~ I~/

(G
(4
(8

Es directo verificar las propiedades de R-morfismo, también es directo verificar
que es epi. Por ultimo veamos que es mono, para esto sea m € M donde
m=m;+my con my € M, my € My tal que ¢¥(m+ M;) =0 en-
tonces w(m + Ml) = '(/J( (m1 + Ml) + (mQ + Ml) ) = '(/J(mg + Ml) = Mo — 0
(m+ My = my + M) , estoes m+ M; =my+ M; =0, de donde 1 es mono.
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Con lo que se tiene que v es un isomorfismo, es decir, M/M; ~ M.

6.4. Mdédulos Libres. .

Recordemos que si M es un R-médulo y N un subconjunto de M , se dice
que N esun conjunto generador de M si M =3 ynR. Si N es finito se dice
que M es finitamente generado. Observemos que todo médulo M tiene al menos
un conjunto generador, a saber M.

Si X= {z,}a es un subconjunto de M, se dice que S es linealmente indepen-
diente si la Unica manera en que una suma finita ), z,r, sea igual a cero es
cuando r, =0 Va € A . Observemos que todo médulo M tiene al menos un
conjunto linealmente independiente, a saber ().

Definicion. Sea F un R-mddulo, si F' tiene un subconjunto linealmente inde-
pendiente de generadores {z,}a, se dice que F es un mddulo libre con base {x,} .

Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un subconjunto
{zo}a de un R-médulo M :

(1) {zo}a es una base para M.

(2) {zo}a es (a) un conjunto linealmente independiente méximo de M y (b) un
conjunto minimo de generadores.

Demostracion.

(1) = (2). Sea {z,}a una base de M. Supongamos que existe {yg}r un
conjunto linealmente independiente de M tal que {x,}a C {ys}r , y sea
y € ({ys}r \{za}a) , entonces como {z,}a es una base, en particular ge-
nera a y , de donde se tiene que y = Y 1z, donde z, = 0 para casi toda
a € A dedonde y— > ,z, =0 y como esta es una suma con términos
en {ystr se tiene que y = 0, de donde se tiene que {ys}r C {z.}a esto
es {zo}a = {yg}r , entonces {z,}a es un conjunto linealmente independiente
maximo de M. Supongamos ahora que existe {ys}r & {z.}a tal que {yg}r
genera a M, y sea = € ({zo}a \ {ys}r) , como {yg}r es generador se tiene
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que x =) ys donde yg =0 para casi toda § € I' entonces se tiene que
x—Y ryg =0 de donde se sigue que x =0 pues x — ) yg €s una suma en un
conjunto linealmente independiente, entonces {ys}r = {za}a , de donde {z,}a
es un conjunto minimo de generadores.

(2) = (1) . Sea {z,}a un conjunto méximo linealmente independiente y un
conjunto minimo de generadores de M. Entonces por definicién se tiene que {x,}a
es una base para M. g

Proposicién. Sea M es un R-médulo y {z,}a un subconjunto de M, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes ;

(1) {zo}a es una base de M.

(2) todo elemento m € M se puede escribir como una unica combinacién
lineal finita de elementos de {z,}a.

(3) M = @, 2o R.

Demostracion.

(1) = (2) Es claro que cualquier elemento de M se puede generar por {z,}a,
veamos que su expresién es unica. Sea m # 0 € M tal que Y\ xara =
m = Y A%ar'a donde 7, y 7z son cero para casi toda o, € A, entonces
YoaTalra —74) = 0 entonces (r, —1‘y) = 0 por la independencia lineal del
conjunto {z,}a, lo cual implica que r, = r‘, para toda « € A, entonces su
expresion es unica.

(2) = (3) Sea. m € M tal que m = ), x.ro es claro entonces que
m € > A%R . Veamos ahora que la suma es directa, sea a € A y
sea Tare = Zﬁsﬁa mgrg donde rg = 0 para casi toda B € A, entonces

ToTa — Zﬁ#a xgrg =0, pero 0=, 2,0 y dado a la unicidad de su expresién
se tiene que 1, = 0V a € A, entonces M,[) >_,.3Ms = 0 de donde
M =@, zR.

(3) = (1) Es claro que {z,}a es un conjunto generador de M. Veamos que
es linealmente independiente, sea Y\ za7q =0, y sea € A, observemos que
TgTs = —Zaﬁxam € (M, N Zﬁ;éaMﬁ) =0 dedonde 73 =0 V3 € A,
entonces el conjunto {z,}a forma una base de M. g
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Corolario. Un R-médulo M es libre sii existe un conjunto A tal que M =~
R®),

Demostracion.

=) Sea M un moédulo libre con base {m,}a, entonces M = @, m.R , defi-
namos el morfismo 1 : @, maR — R®) dado por (Do Amara) == (ra)a €
R™) veamos que 9 es r-lineal, entonces;

) (Z MaTa + Z masa) =1 (Z M (e + sa)>

= (ro+ sa)

= (ra)a

) ol
(o))

TaT

= (ra)AT
= (Z mara> T

Veamos ahora que 1 es monomorfismo, sea > \marqa € M tal que
Y (D Amara) = Ogw) , entonces para toda a € A r, = 0, de donde
Y AMaTe = 0, entonces 1 es monomorfismo. Veamos ahora que ¢ es un epi-
morfismo, sea (r,)a € R donde r, =0 para casi toda o € A entonces se
tiene que ), Moo € P MmaR estal que ¥ (D, MaTa) = (ra)a . Entonces @
es un isomorfismo.

<) Sea ahora M ~ R para algiin conjunto A, si definimos para cada 3 € A
a eg = (my)a donde my, =1 si a=pf y m, =0 en otro caso, es ficil ver que
{es}a es una base para R®) | si 1 : R®™) — M es un isomorfismo entonces
veamos que {¥(ey)}a es una base para M. Veamos primero que es un conjunto
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generador, sea m € M entonces 3 (r4)a € R® tal que ((ra)a) = m ,

entonces m = U(T 5 eara) = Xp leara) = Yop (ca)ra . entonces {t(eq)}a

genera M , veamos ahora que es un conjunto linealmente independiente, sea

Soat(ea)ra = 0, entonces 0 = ¢! (3, ¥(ea)ra) = DA €ala 1o cual implica
que 7, =0 paratoda a € A, entonces el conjunto {¢(e,)}a es linealmente
independiente, entonces M es libre. o

Veamos ahora que todo morfismo que tiene por dominio un médulo libre, queda
determinado de manera tnica por la base.

Proposicién. Sea N un médulo y M un médulo libre con base {m,}a en-
tonces ;

(1) Si f,g: M — N son R-morfismos tales que f(m,) =g(m,) Va € A,
entonces f =g.

(2) Si f : {mata — N es cualquier funcién, entonces existe un unico R-
morfismo g: M — N tal que f(m,) =g(m.) Ya € A.

Demostracion.

(1)Sea m € M, entonces f(m) = f (D A MaTa) = D a f(Ma)Ta =D A 9(Ma)Tq =
G (D_Amara) = g(m) , entonces f = g.

(2) Sea f : {mata — N una funcién, entonces definamos ¢ : M — N

dada por g(m) = g (3_AmaTa) = DA f(Mma)re donde m =", mar,, veamos
que es un R-morfismo:
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g (Z MaTo + Zmasa> =g (Z M (o + sa))
Z F(ma)(ra + 5a)
A

d

> fma)ra + f(ma)sa
A

D fma)ra+ Y fma)s
A A

g ((Z mara)r> =

A

o

— >[M]

S eo(ipne)
Sor)

f(ma)(rar)
(f(ma)ra)r

E mara> r
A

Vm = AMaTa), Y= (D AMasea) € M,Yr € R,la unicidad de este
morfismo se tiene por el inciso (1) .o

Observemos que para cada conjunto X se tiene un R-médulo libre R&Y), iden-

tificaremos al conjunto {z}x con una base de RX)
((5;)A S R(X)

, donde 4y

de la siguiente manera, r =

: X — R estd definida por :
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Es decir, x es el elemento x-canénico de R™X). Notemos quesi X = @, RX) = {0}
el cual es libre con base 0 .

Proposicién. El médulo libre junto con la base (R™), X) tienen la propiedad
universal de que para cualquier R-modulo M y para cualquier funciéon f: X —
M existe un tnico R-morfismo g : R®) — M tal que g(z) = g((6%)a) = f(x)
Vz € X . Debido a que este nuevo objeto resuelve un problema de tipo universal,
se tiene que para todo conjunto X el R-médulo libre R™) es tnico salvo isomor-
fismo.

Proposicion. Para todo médulo M existe un médulo Libre F' y un epimorfismo
f:F — M, es decir, todo médulo es la imagen epimorfa de un médulo libre.

Demostracion. Sea M un R-moédulo, y sea X un conjunto generador de M, ob-
servemos que X siempre existe pues M es un conjunto generador de él mismo.
Sea ahora el R-médulo F = RX) y él morfismo. f : RX) — M . Dado por
f((rs)x) :==>_yar, donde r, =0 para casi toda x € X . Claramente f esta bien
definida pues zr, es un tnico elemento de M y la suma en M esta bien definida
cuando es finito el nimero de términos distintos de cero. Veamos ahora que f es un
epimorfismo, sea m € M entonces como X es un conjunto generador se tiene que
m =) yar, donde r, esigual a cero para casi toda = € X entonces se tiene que
(r.)x € RX) estalque f((r.)x) =Y.y 27s = m, entonces f es un epimorfismo. p

Una observacién importante es que todo R-moédulo libre distinto del R-médulo
trivial O debe tener cardinalidad al menos la de R, pues recordemos que un
médulo F es libre si existe un conjunto A tal que F ~ R®),

Proposicion. Todo epimorfismo que tenga como codominio un médulo libre se
escinde.

Demostracion. Sea el epimorfismo ¢g: M — F' |, donde F' es libre con base X
entonces por la propiedad universal de la base X y debido a que ¢ es epi, 3
un morfismo f : FF — M tal que f(z) =m donde g(m)=2 Vz € X,
entonces se tiene que ¢(f(z)) = g(m) =x , estoes go f = 1p , entonces f se
escinde .

Esta dltima observacién nos dice que M = Im(f) @ Ker(g) , y dado que
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f es mono ( Im(f) ~ F )se tiene que el médulo libre es sumando directo del
dominio.

6.5. Limites Directos. .

Definicién. Sea (I, <) un conjunto dirigido superiormente, esto es, I un con-
junto parcialmente ordenado (COPO) que satisface la siguiente condicién:

Vijgel dkel tal que i<k y j<k.

Sea {M;}; una familia de R-Médulos y ({M;}r, {¢ij}icj) un sistema dirigido
(superiormente) de R-Mdédulos, esto es, Vi, 7 € I talesque i < j 3
wij + M; — M; R-morfismo, donde ¢; = 1y, Vi € I,y Ve € [ tal
que @ < e < j setiene que ¢;; = @ © Y . Entonces el Limite Directo del
sistema dirigido ({M;}r, {¢i;}i<;) es un R-médulo h_II} M; junto con una familia

de R-morfismos {a; : M; — lim M;}; que cumplen las siguientes condiciones :
—
1. Vi,7 € I tales que 7 < j setiene que a; = ;0 ¢

2. Si M esun R-médulo y {B; : M; — M}, una familia de R-morfismos

compatibles con el sistema dirigido, esto es, 3; = Bj0¢;; V i < j, entonces

existe un tnico R-morfismo f : lim M; — M tal que f; = fa; , es decir, se tiene
—

el siguiente diagrama conmutativo;
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Viel.

Proposicién. El Limite Directo de un sistema dirigido ({M;}r, {¢ij}i<;)) de
R-médulos existe.

Demostracion. Si ({M;}r1,{¢ij}i<j) es un sistema dirigido de R-médulos sea S
el submédulo de @; M; generado por los siguientes elementos;

S = < u(my) — Ljpii(mg) >

donde ¢; : M; — @;M,; es la i-candnica inyeccién, sea wg : @M, —
(@ M;)/S el morfismos de proyeccién sobre el cociente @ M;/S , y sea mgou; =
«; entonces se afirma que ( (@;M;)/S, {ai}r ) es Limite Directo del sistema
dirigido, pues;

1.Vm; € M; i,j € I talesquei < j se tiene que, «a;(m;) = o;(p;j(m;))
sii i(mg) + S = 1;((pij(my)) + S st (e(my) — i(pij(ma))) +S = 0 sii
ti(m;) — tj(pij(m;)) € S lo cual es cierto por construccién, de donde «a; = a;p;;.

2. Sea M un R-médulos y {3; : M; — M}; una familia de R-morfismos tales
que Vi < j setiene que f; = ;p;; entonces definamos el siguiente morfismo
f - (@M;))S — M dado por f((m;)r +S) = >_;Bi(m;). Observemos que
aunque estemos haciendo una suma sobre un conjunto posiblemente infinito, el
morfismo f estd bien definido pues (m;) € @ M; de donde sop((m;)) es finito,
es decir, s6lo para una cantidad finita de j € I m; # 0, entonces se tiene que ;

flai(mi)) = f(u(mi) +95)
= Bilu(my))
= /Bi(mi)

dedonde ;= fa; Yie I, ,ysi g: (@M)/S— M esun R-morfismo
tal que Vi € I se tiene que ga; = f; entonces se tiene que f((m;) +S) =

FQZ ailmy)) = 2 flai(my)) = 32 Bi(mi) = 3_ g(ai(mi)) = g((m;) +S) de donde
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=90

Proposicién. El Limite Directo de un sistema dirigido ({M;}, {¢i;}i<;) de
R-moédulos es tnico salvo isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que (X, {w;;}) v (Y,{Bi;}) son limite directo de
({M;}1,{pi;j}i<;), entonces sean f: X — Y y g:Y — X los R-morfismos
dados por la propiedad universal de los limites directos X y Y respectivamente,
es decir, se tiene los siguientes diagramas conmutativos;

V ¢ € I entonces se tiene que f; = fa; = fgB; , es decir, Vi € [ se
tiene el siguiente diagrama conmutativo;
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pero la identidad 1y también hace conmutativo el diagrama y dada la unici-
dad de dicho morfismo se tiene que 1y ~ fg, andlogamente se tiene que 1x ~ gf,
de donde, X ~Y .

6.6. Limites Inversos. .

Definicién. Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado (COPO), {M;}; una
familia de R-médulos y ({M;}r, {t;i}i<;) un sistema inverso de R-médulos, esto
es, Vi,7 € I talesque ¢ < j existe v : M; — M; R-morfismo, donde
Vi =1y, Vi € Iy Ve € I talque @ <e < j setiene que ¢j; = 1 0 Yje
entonces el Limite Inverso del sistema inverso es un R-moédulo @MZ junto con

una familia de R-morfismos {7; : lim M; — M;}; tales que;
—
1. Vi,j € I talesque i <j setiene que 7, =vj07; .

2. Si M es un R-méduloy {f5; : M — M;}; es una familia de R-morfismos

tales que f3; = ¥ 0 B; V ¢ < j , entonces existe un dnico R-morfismo

g: M — limM; tal que [; = 7,9 , es decir, Vi € I se tiene el siguiente
-

diagrama conmutativo;
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Proposicién. El Limite Inverso de un sistema inverso de R-médulos ({M;} 1, {#)i }i<;)
existe.

Demostracion. Definamos

notemos que L # @& pues (0;); € L. Se afirma entonces que L < [ M;.
Demostracion. Sean r € R, (m;); (n;);r € L, i < j entonces;

Y(my —r(ng)) = P(my) — ri(ng)

=m; —Tn;

estoes (m;); —r(n;); € L,dedonde L <[[M; .

Si m : [[M; — M; es la proyeccién del producto a M;, definamos 7; = 7|1,
la proyeccién restringida al submédulo L, entonces se afirma que ( L, {7;};) es
Limite Directo del sistema inverso pues;

1. Vi < j setiene que vj(7;((my))) = 7((my)) st j(m;) = m; lo cual
sucede por construccion .

2. Si M esun R-méduloy { 5;: M — M; }; es una familia de R-morfismos,
tales que, Vi < j se tiene que f3; = 1j; o 3; , definamos entonces un morfismo
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g: M — L dado por ;

claramente estd bien definida, ademas g¢(f;(m)) € L pues Vi < j se tiene
que Bi(m) = v5i(8;(m)) , ademds 7,(g(m)) = 7:(3;(m)) = Fi(m) de donde se
tiene que Vi € I §; = 7; 0 g . Por ultimo veamos la unicidad de g, para esto sea
h: M — L un R-morfismo tal que Vi € I se tiene que [; = 7; o h , entonces ;

Donde ¢; : M; — [[ M; es la i-candnica inyeccién. Esto es g = h . Entonces
(L, {ri}r) es Limite Directo. o

Como todo médulo obtenido en respuesta a un problema de propiedad univer-
sal, el Limite Inverso de un sistema inverso es unico salvo isomorfismo.

Proposicion. El Limite Inverso de un sistema dirigido de R-mdédulos es tinico
salvo isomorfismo.

Demostracion. Sea ( {M;}r, {¢;i}i<; ) un sistema inverso de R-médulos y
(X, {ai}r) , (Y, {B:}s) limites inversos del sistema, sean f :Y — X y
g Y — X los R-morfismos dados por la propiedad universal de los limites
directos X y Y respectivamente. Es decir Vi € I se tiene que 3; = a;o f y
a; = fio g, entonces se tiene que [; = o, f = (Big)f = Bi(gf) es decir, se tienen
los siguientes diagramas conmutativos :
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Vi € I, entonces se tiene que f; = a;f = (5:ig9)f = Bi(gf) es decir se tiene el
siguiente diagrama conmutativo :

pero la identidad 1y también hace conmutativo el diagrama y debido a la unicidad
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de dicho morfismo se tiene que fg = 1y . Analogamente se tiene que ¢gf = 1x
de donde X ~Y. g

6.7. Producto Tensorial. .

Introduciremos ahora el producto tensorial de dos médulos como una linealizacion
del producto.

Definicién. Sean M un R-médulo derecho (Mpg) y N un R-mdédulo izquierdo
(rN) y G un Z -médulo, entonces se dice que una funcién p: M x N — G es
R-balanceada si ;

p((my +ma, n1)) = p((my, n1)) + p((m2, n1))

p((m1, ni+n2)) = p((m1,n1)) + p((ma, n2))

p((mar, n1)) = p((ma, mn1))

Vmi,mg € M ny,ns € N1 € R. pesllamada una funcién bilineal.

Definicién. Si M es un R-médulo derecho (Mg) y N un R-mdédulo izquierdo
(rN) , entonces un grupo abeliano 7 junto con una funcién R-balanceada
p:MxN — T esun Producto Tensorial de M y N (T, p) si para todo
R-médulo abeliano G y para toda funcién R-balanceada ¢ : M x N — G ,
existe un tnico morfismo de grupos f : T — G tal que el siguiente diagrama
conmuta;
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e

M x N

N

La funcién p es llamada la funcion R-balanceada candnica de M x N a T.
Denotaremos al producto tensorial de M y N por M ® N quedando entendido
que el morfismo R-balanceado correspondiente es parte del producto.

T
|
|
|
£

!
\
v
G

Proposicion. El producto tensorial de cualesquier dos R-médulos Mgry grN
(M ® N) existe.

Demostracion. Consideremos el médulo abeliano libre ZM*N) con base {6(m,n)}arxn
ysea H=<AUB UC > donde :

A= {0(my +ma,ny) —0(my,n) —d(ma,n) |[VYn € NV my,mg € M}
B := {d(m,n1 +ny) —d(m,ny) — d(my,n2) | Vny,ne e NVm € M}

C:= {d(mr,n) —o6(m,rn) |[Vn e NVm e MV¥r € R}.

Donde &(my,ny) € ZM*N es el elemento bésico canénico en la coordenada
(my,ny) de ZUMXN) es decir :

d(my,ny) =1z st (m,n) = (my,ny)
d(my,n) =0z si (m,n)# (m1,n1) .
Si p:Mx N — ZMN)/H esla proyeccién en el grupo cociente dada por

p((m,n)) = 6(m,n) + H entonces se afirma que ( ZM*N)/ H p) es el producto
tensorial de  Mpr y rN pues ;
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e) p es R-balanceada, sean my, mg,m € M ny,ny,n € N y r € R entonces

p ((m1 +ma,n)) = p((m1,n)) + p((m2, n))
d(my +ma,n) + H = (6(mq,n) + H) + (§(ma,n) + H)

d(my + ma,n)—d(my,n) — 8(me,n) € H

lo cual es cierto por construccién. Analogamente se tiene que;

p((m, 1+ n2)) = p(m, 1) + p(m, ne)
d(m,ny +ng) + H = (0(m,ny) + H) + (6(m,n2) + H)

d(m,ny + ng)—0(m,ny) —o(m,ne) € H

y finalmente :

p((mr,n)) = p((m,rn))
d(mr,n) + H = d6(m,rn) + H

d(mr,n)—6(m,rn)) € H

lo cual sucede por construccion de H.

e) p factoriza cualquier funcién R-balanceada. Para esto sea G € Z — Mod
ysea ¢ : M x N — G una funcién R-balanceada, como M x N forma una
base de ZM>*N) (con la definicién dada anteriormente ), 1) se puede exten-
der de manera tnica a un Z-morfismo g : ZM*N) — G tal que g((m,n)) =
P((m,n)), ¥ (m,n) € M x N. Observemos ahora que como 1 es R-balanceada
se tiene que ©¥(H) = 0, entonces por la propiedad universal del cociente se tiene
un morfismo f : ZM*N)/H — G que es tnico tal que fp = 1 , es decir, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo :



LAS CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE MODULOS. 61

De donde se tiene que (ZM*N)/H, p) es el producto tensorial de Mz v g N .o

Denotaremos de ahora en adelante a ZM*N) /H por M @z N y a p((m,n)) =
d(m,n)+ H como m ®n observando que no cualquier elemento de M ®r N
se puede escribir de estd manera, aunque si como una combinacion lineal de éstos,
es decir, Vo € M ®p N se tiene que z = Y Z(mn)(m ®n) donde z(mn € Z
vV (m,n) € M XN ¥ zgmu =0 para casi toda (m,n) € M x N.

Proposicion. El producto tensorial de dos R-médulos Mg y grN es tnico
salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean (T, p) y (T, p‘) dos productos tensoriales de Mp y pN: En-
tonces por la propiedad universal del producto tensorial existen morfismos de grupo
f:T — Ty f:T°— T tal que el siguiente diagrama conmuta;

De donde se tiene que (f‘o f)op = f'o(fop) = p'of = p. Entonces se
tiene el siguiente diagrama conmutativo;



62 CARLOS CORTES

Pero la identidad 17 también hace conmutar el diagrama y debido a la unicidad de
dicho morfismo (por propiedades del producto tensorial), se tiene que 17 = f‘o f.
Analogamente se tiene que 17« = fo f‘, de donde T ~ T". 4

Proposiciéon. Si f : M — N y g : M; — N; son R-morfismos entonces
existe un Unico Z-morfismo

f®g: M®r M, — N®rN

tal que (f ® g)(m ®mi) = f(m) ® g(m1) ¥V m®my € M g M.

Demostracion. Sea h: (M x M;) — N ® N; dada por :

h((m, m1)) = p'((f x g)((m, m1))),

donde (f x g) es el morfismo producto de la familia de R-morfismos {f, g}
y p' es la funcion R-balanceada candnica de N x N; en N ®pgr N; entonces se
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afirma que h es R-balanceada, pues ;

=
S
_|_
S
s
3

9(
(m), g(m1) + g(mar)))

= f(m) @ (g(m1) + g(ma/))

= (f(m) ® g(ma1)) + (f(m) @ g(mi7))

,g(ma))) + (p/(f(m), g(mar)))

1)) + (p((f x g)(m,mar)))

Entonces por la propiedad universal del producto tensorial existe un unico Z-
morfismo f®¢g: M ®gr M; — N ® Ny tal que el siguiente diagrama conmuta :
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M x My, —2= M @p M,

f®g

[
[

h [

fxg |
[

Y
NxN —2~NoN,

yV (m®m) € M®gM setiene que (f® g)(m®mi)=f(m)® g(m).o

Proposicion. Si M es un R-moédulo entonces M ®g R ~ M como R-mddulos.

Demostracion. Veamos primero que M ®gr R es un R-médulo definiendo:
(m@r)ri :==m®&rr

Vm@r € M®R. Asi pues, se tiene que V 2 = Y zZpmy (mM®@7r) €
M ®gp R, xr = (Z Z(m,r) (m®r)) = Y. Zmy (M ®rry) . Sean ahora
z,y € M ®g R, s, p € R entonces :

(x + y)S = (Z Z(m,r) (m ® 7’) + Z Z‘(m,r) (m ® ,r,)) s
- (Z (2mr) + 2 (mmy) (M ® r)) s
- Z (2mr) + 2 (mm)) (M@ 75)

= Z Zmm) (M @ 18) + Z 2 (mm) (M @ 15)
=xs+ys
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2(s+p) =D Zmm(m @ 7(s+p))
=" 2mm(m @ (rs + 1))
=3 2 (M @75) + (m @ 1p))
= ) (M7 + > 2nmy(m @ 7p)

=xs+xp

1‘( S p) = Z Z(m,n)(m ® T(Sp))
= Z Z(m,n) (M @ (7s)p)
= (Z Z(mm) (M @ 7"3)) D
= (zs)p

rl = Z z(m,n)(m ® 7’1)
= Z z(m’n)(m ® T‘)
= T.

65

Construyamos ahora el isomorfismo de la siguiente manera, sea ¢ : M X R — M

definida por ¢ ((m,r)) = mr, se afirma entonces que 1 es bilineal pues :

Y((m1 +ma, 7)) = (M1 + mo)r

= myr + mar

= ¥((m1, 7)) + ¢ ((ma, 7))

w(m,ry +re) = m(ry +rq)

=mry +mnry

= P((m, 1)) + ¢ ((m, r3))

w(mr,ry) = (mr)r

=m(rry)

= ¢((m,r11)).

VYV m, my,me € M r 1,1y € R. Entonces existe f: M g N — M
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tal que fp =1 donde p es la funcion bilineal candnica. Entonces se tiene que
fm®r) = mr para cada m ® r en el conjunto de generadores, observemos
entonces que Vs € R :

f((m@r)s) = f((m@rs))
=m(rs)
= (mr)s

= f((m®r))s.

Entonces f es un R-morfismo. Definamos ahora ¢ : M — M ® R por
g(m) :=m®1 . Se tiene que g estd bien definida y ademas ¥V m,n € M, s € R
se tiene que:
fm4+n)=(m+n)®1
—me1)+nel)
= f(m) + f(n)
fims) =ms®1
=m® sl
=m®ls
=(m®1)s.
= f(m)s.

G
Esto es, g es un R-morfismo. Veamos por ultimo que f y ¢ son inversas,
pues f(glm®@r))=f(mr)=mr®l=m®rl=m®®r entonces fg=1lygr y
g(f(m)) =g(m®1) =ml=m esdecir gf =1y dedonde M ®gr R .o

También tenemos que para todo R-mdédulo izquierdo gN, R ®r N ~ N.

Las siguientes proposiciones nos muestran una especial relacién que mas adelante
definiremos (adjuncién) entre las construcciones previamente realizadas: el pro-
ducto tensorial, el limite inverso, limite directo y la suma directa.
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Proposicién. Si M es un R-médulo derecho y {N,}a es una familia de R-
modulos izquierdos, entonces;

M @n (PN ~ PMaN,)

A

Demostracion. Veamos entonces que (M ®@gr( @A Na), {t'ata) tiene la propiedad
universal de la suma directa sobre la familia {M ®g N,}a , con lo que se tendria
que M Qg (PANs) ~ Pr(MRN,) (unicidad de la suma directa) . Para esto
sea G un Z-méduloy {f,: M ®&gr Ny, — G}a una familia de Z-morfismos,
definamos entonces f: M ®@g (P N,) — G dada por :

f(m ® (na)A) = Zfa( me Wa((na)) )

Donde 7, : @ N, — N, es la correspondiente proyeccién, entonces V = =

22 Zm ) (M @ (na)a) € M @r (B Na) Zmmay € Z Y (m,(na)) €
M x (@ N,) se tiene que:

f(z) = f(z Zm,(na)) (M @ (Na)a))
=Y falzm, ey (M@ n4))
=3 iy fal(m @ 1),

Se afirma entonces que f es Z-morfismo. Veamos primero que estd bien
definida (se tiene una suma indicada por un conjunto posiblemente infinito) pues
(no) € N, estoes m, = 0 para casi toda o € A |y debido a que
me0=m®(0+0) =(m®0)+(m® 0) =0 se tiene que MR 7m,((n,)) =0 para
casitoda @ € A, ysi =3 Zim,ma)) (MO (Na)a): ¥ =D 2 (m,ma))(M® (1)) €
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M ®g (p N,), entonces:

F+9) = £ (2 ot 8 (12)2) + 3 Zm oy (m © (0)s))
f (Z(Zm,(na)) + 2 m,na))) (1 @ (na)A))
(fa(Zm o) + 2 mnap))) (1 ® (1))

>

= (2, ma) + ><a ® (1))
> 3 (2t man fal (m ® (10)4))
>

)
(m
a)))
a)) + D (fal# i nan (M @ (n4)a))

Definimos ahora para cada a € A i, : M x N, — M ®p (P, N,) dada
por iy((m,ny)) ;= m® (to(ny)) donde i : Ny — PN, esla i -candnica
inyeccién, se afirma que i, es bilineal pues;

io((m+mhny)) = (m+ml) ® ta(ng)
= (M ® to(ng)) + (M @ to(na))

ia((m,n4)) +ia((Mm/, ng))
io((M,ne +n14)) =m @ ta(ng + nly)
m® (ta(ne) + ta(nly))
(M ® ta(Na) + (M@ to(na)

= ia((m,na)) + ia(m, nla)
ia((m,mne)) = m® to(rn4)

=m®1r(ta(ng))

=mr ® ta(na)

= is((mr,ngy)).

vV m,m € M ngnly, € Ny v € R, sea entonces 'y : M ® N, — M ®Rpg
(A No) el Z -morfismo inducido por dicha funcién bilineal tal que o (m &
Na) =M & (ta(ny)). Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo :
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M ®g N, ®r (O N.)

|
|
'y

fo !
|
Y
G

Va € A, pues f(t'a(m @ nq)) = f(m @ (ta(na))) = 22 f3(m @ (ta(na)) por
ultimo observemos que fg(m @ (ta(na)) =0 si f# a de donde > fs(m®
(ta(na)) = fa(m ® n,). Finalmente verifiquemos la unicidad de f para esto sea
g: M® (@ N, — G esun Z-morfismo que factoriza a la familia {f,}a, es
decir, go 'y = fo, entonces:

fm® (na)) = f(m @) ta(Ta((na))))
= (fa(m@7a(D_ ta(mal(na))))))
=D (fa(m @ (O malta(mal(n))))))
=Y (falm® (D mal(na)))))
= fa(m@ny,)
= ga(m®@na))
= g(m @ ta(na)
=9 Zm ® La(Na
= g(m® (D ta(na)))

= g(m ® (na))-

)
)
)
)

Entonces se tiene que ((M ®g (B Na)),{t'a}a) es el producto directo de la fa-
milia {M ®g N, }a, y finalmente debido a la unicidad de dicho objeto se tiene que

M @r (Dp No) = Da(M @ Na). o

De manera analoga se demuestra que si M es un R-mdédulo izquierdo y {Ny}a
una familia de R-médulos entonces (P No) @r M =~ PA(No @ M)
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Proposicién. Si M es un R-médulo derecho y ({M;}r, {¢i;}i<;) un sistema
dirigido de R-mdédulos izquierdos entonces:

M ®p (lim M;) ~ lim(M ®g M;)
— —

Demostracion. Observemos que si ({M;}r, {pi;}i<;) es un sistema dirigido de
R-médulos entonces ({M @ M;}r, { 1y ®pij }icj) es también un sistema dirigido
de R-médulos pues 1y @ @i = Iy @ Iy, = Iyen, v Vi <7 3 1y @@y ¢
M® M, — M ® M; Z-morfismoysi k€l estalque i <k <j entonces se
tiene que 1y ® @i = (1ar ® ¢r;) © (L ® ) , sean entonces (lin M, {a;}r) v
(lgl(M ®@r M;),{a‘;};) los limites directos de dichos sistemas respectivamente .
Donde :

lim M; =P mi/s

lim(M ®p M;) = P @r M) /S
con:

S = <ii(m;) —ij(pi(ms)) >

Sroi=< i(me@m;) —i5((1y ® i) (m@my;)) > .
Definamos ahora la funcién g : M x (lim M;) — lim(M ®g M;) dada por:
— —
B((m,(m;) +5)):= (m®m;); + SI.

Con i‘;: M @ M; — @(M ® M;) lai-canénoca inyeccién. Veamos que [ estd
bien definida. Para esto sea (m;)+ S = (m/) + S entonces (m; —mt;); € S
de donde (m; — mt;) = r(u(my) — u(pr(mg))) para alguna r € R y k<1,

entonces ;



LAS CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE MODULOS. 71

(m®m;) — (mem) =m®e (m; —ml;)
=m @ r(u(mi) — uler(me)))
=mr @ (u(m) — uler(me)))
= (mr @ wu(mg)) — (mr @ u(pr(mg)))
= Up(mr @ mi) — i(1a @ i) (mr @ my)) € S1.

Entonces 3 esta bien definida. Veamos ahora que es bilineal;

B(m+mv), (m;) +.5) = ((m +m/) @ m;) + S
((m @ m;) + (mr @ my)) + S1
((m ® m;) + S1) + (m/ @ m;) + S7)

B((m, (mi) +5)) + B((m, (mi) + 5))

B((m, (m; +mt;) + 85)) = (m® (m; +mt;)) + St

((m®@m;) + (memt;))+ S

((m @ m;) + S+ ((m®mt)) + Sr)
B((m, (mi) +.5)) + B((m, (ms;) + 5))

B((mr, (m;) + 5)) = (mr @ m;) + St
=(m®rm;)+ S
= B((m, (rmq) + 5))
= B((m, r((mi) + 5))).

Entonces existe un unico Z-morfismo f : M ®p (im M;) — lim(M ®g M;)
— —

tal que f(m® (m;)+S) = (m®&m;)+ S’ para todo generador m® (m;)+.S . Por
otro lado, la familia compatible de morfismos {«;}; nos proporciona otra familia
compatible { 8;: M ®xr M; — M ® (lim M;)}; dada por :

—

Bi(m @ my;) :=m ® a;(m;)
pues ;
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Bi(m @ m;) = B;((1a ® i) (m @ my))
m® a;(m;) =m® a;(@i;(m;)) sii

m @ (ui(mi) +5) =m & (1;(pi;(mi)) + 5)

vi(m @ m;) = 1'5(m @ (pij(ms)))
tilm@my) = 5((1n @ @ij)(m @ my)) sii
vifm @m;) — o 5((1ar ® i) (m @ my)) = 0 sid
tilm@my;) — (L @ @i)(m @ my)) € S1.

Entonces por la propiedad universal del limite ( lim(M ®gr M;),{a"}r ) 3
—
g:lim(M ®r M;) — M ® (lim M; ) tal que V i € I se tiene que goa'; = f;,
— —

es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

M ® M, M ® M,

10 Rpij

Entonces se tienen los siguientes diagramas conmutativos;
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M® (limM;) - — — — - - Lo - lim(M ®g M;)
—
\ /
M x lim M;
—
hm (M@rM;)—--—-—=-—-- =M ® hmM

73

Veamos por ultimo que f y ¢ son inversas. Para esto sea m; : lim(M ®g M;) —
—

M ®g M; el morfismo proyeccién, esto es, m;((m®@m;)+S‘) = m®m,; , entonces;

flg(lm @ m;) +5°)) = Za i)(m®@m;) +5°)))
= 1O glati(m)(m @ my) + S9))

Zm® m,»+S))

=Y (f(m® (mi+9))

:Zm@b,— m;)) + S

=(mem;)+ 5
g(f(m @ (m; + 5))) = g((m @ m;) + 5°)

=m® (m; +5)

de donde M ®p (lim M;) ~ lim(M ®g M;). o
— —
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De manera andloga se demuestra que si M es un R-médulo y  ({M;}r, {¥4j}i<j)
un sistema dirigido de R-moédulos izquierdos entonces:

(lim M;) @ g M ~ lim(M; @ M)
— —

Corolario. Si M es un R-médulo izquierdo y F' es un R-médulo libre tal que
F~R®  entonces F @ M~ M®

Demostracion. F@M ~ RAYRM = (B R)@M ~ @ (ROM) =P, M = M»)
-0

6.8. Capsulas Inyectivas. .

Definicion. Un R-médulo Q es Inyectivo si V i : B — A monomorfismo y
V f: B— @ R-morfismo 3 un R-morfismo g: A — @ tal que gi = f ,es
decir, el siguiente diagrama :

B - A
/
s
/
s/
s/
f e
s
s/
#
Q

conmuta. Se define entonces el dominio de inyectividad de A :

Iny™(A) = {B|VY i:C—=B monoV f:C—A 3 g:B— A tal que gi=f}.

Es claro que un R-médulo @ es inyectivo sit Iny~'(Q) es la clase de todos
los R-mdédulos.
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También decimos que @ es A inyectivo (A hace inyectivo a Q) si Vi: A — A
monomorfismoy V f: A—@Q 3 ¢p:A—Q talque f=voi.

Definicién. Se dice que un R-Mddulos A esencial en B sii A < By
V C < B con C #0 setiene que C N A # 0. Escribiremos A <., B si A
es esencial en B, diremos que A es esencialmente cerrado en B si A no
tiene extensiones esenciales propias en B esto es, si se tiene que A <., C' < B
entonces A =C".

Observacion 1. A<, B sit Vbe B con b#0 I re Rtalquebr € A
con br # 0.

Demostracion. Claramente si A <., B 'y 0# b e B se tiene que AN <b>#10
de donde se tiene que 3 r € R tal que rb € A, ahorasi V b€ B 3 r € R tal
que tb€ Ay B*< Bcon B‘# 0 veamos que AN B*# 0 pues como B‘# {0}
3b° € B (b#0) ahora por hipétesis V b€ B 3 r € R tal que rb° € A pero
rb* € B dedonde A N B*#0. o

Observacion 2. Sean A, B y C R-moédulos, si A <., B <., C entonces
A<, C.

Demostracion. Sea ¢ € C' entonces como B <., C dr € R tal que
rc € B (rc#0) perocomo A <., B 3 r° € R (r'#0) tal que r‘(rc) € A pero
r‘(re) = (r‘'r)c € A de donde se tiene que A <. C. g

Definicién. Un monomorfismo f : A — B se dice mono esencial sii
Im(f) <es B.

Afirmacion. Un monomorfismo f: A — B esmono esencial sii Vg: B —
C morfismo tal que gf es mono se tiene que g es mono.
Demostracion:
= Sea f:A — B mono esencial, y sea g: B — C tal que ¢gf es mono,

veamos que ¢ es mono. Para esto sea b € ker(g),si b# 0 como f(A) <. B
dr € R talque b € Im(f) con rb#0 (f(A)N <b>#0),sea a € A tal
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que f(a) =rb, entonces gf(a)= g(rb) =rg(b) =r0 =0 entonces por hipétesis
se tiene que a = 0 (gf mono) de donde f(0) = f(a) =rb=0 lo cual es una
contradiccién debido a que por hipdtesis se tiene que b # 0 , entonces b =0 .
De donde se tiene que ¢ es mono.

< Sea f: A — B mono tal que Vg: B — C con g¢gf mono se
tiene que ¢ es mono. Si f no es esencial, sea C' # {0} un seudocomplemento
de f(A) en B ysea g:— B/C el epimorfismo proyecciéon. Veamos que g¢f
es mono, para esto sea a A tal que (gf)(a) =0 estoes f(a) € C pero por
hipdtesis se tiene que f(A)NC = {0} de donde f(a) =0 y como f es mono
tenemos que a = 0, entonces, gf es mono entonces por hipétesis se tiene que ¢
es mono lo cual es una contradiccién pues ¢ no puede ser un isomorfismo debido
aque C # {0} . Entonces f es esencial. g

Definicion. Dado un R-médulo A la cdpsula inyectiva de A es un R-Méddulo
inyectivo ) tal que A <. Q.

Proposiciones:
a) Si Aesun Rméduloy B< A C< A, f:B—D y g:C — D
dos morfismos tales que f|gnc = g|pnc entonces I h: (B+C) — D extensién
cominde f y g estoes hlg=f y hlc=g.

b) Todo R-médulo A es la imagen epimorfa de un R-mdédulo libre.

c¢) El dominio de inyectividad de un R-médulo A Iny'(A) es cerrada bajo
cocientes, isomorfismos, sumas directas y sumandos directos.

d) Sea Q un R-mdédulo inyectivo y A un sumando directo de @), entonces A es
inyectivo.

e) Si A es un R-mddulo inyectivo y A < B, entonces A es sumando directo
de B.

Demostracion.

a) Sea. A un R-médulo, B,C < A, g: B— D y f:C — D dos
morfismos tales que f(BNC) = g(BNC) entonces definamos h: (B+C) — D
por:
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h(b+¢) == f(b) +9(c)

claramente h es una extensién comin de f y ¢, veamos que estd bien definida,
para esto sea b+ c = by + ¢; para algunos b,by € B «¢,¢; € C, observemos
primero que b—b; =c¢; —c¢ € BNC , entonces;

h(b+ ¢) = h(by + c1)
f(0) + 9(0)8: f(b1) = g(c1)
f(b) - f(bl)sz—_z_ g(er) —g(c)
fb— bl)sz gler —o)

lo cual es cierto pues b—b; =c; —c € BNC g.

b) Sea A un R-médulo, M un conjunto generador de A | entonces defi-
namos un morfismo f: RM — A dado por :

F((rm)ar) ==Y _rm

entonces f estd bien definida y ademds si m € M se tiene que m = >_ r,m'
de donde se tiene que f((ry)) = rmem' = m . es decir f es un epimorfismo y
A es la imagen epimorfa del médulo libre RM),

)

o) Sea A un R-médulo, B € Iny '(A) y p: B — C un epimorfismo. Veamos
que C € Iny~'(A), para esto sea h: (C* — C un monomorfismoy f:C*— A
cualquier morfismo, entonces p~!(h(C*)) < B ysea g : p '(h(C*)) — C* el
morfismo inducido de manera natural , es decir g(b) = ¢¢ donde h(c') = p(b)
observemos que g estd bien definida pues Vb € B p(b) es tinico y debido a que
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h es mono se tiene que ¢(b) es unico, entonces se tienes el siguiente diagrama
conmutativo:

pH(h(C)) — T
gcl“ h cp
1
A

entonces se tiene un morfismo fog : p~'(h(C*)) — Ay como B € Iny '(A)
entonces existe ¢ : B — A tal que el siguiente diagrama conmuta:

! (h(C) ———B
d /|
\
Cn h O \\q
\
\
f 3\

para encontrar un morfismo ¢‘: C' —> A tal que ¢‘op = ¢ sdlo se necesita verifica
que ker(p) C ker(q) (propiedad del conticleo), para esto sea x € ker(p) entonces
z € pH(A(CY) pues p(x) =0 € F(C*) entonces f(g(x)) = i(q(x)) = a(x) , por
otro lado h(g(z)) =p(xz) =0 y como h es mono se tiene que g(z) =0 de donde
q(z) = f(g(z)) = f(0) =0 entonces ker(p) C ker(q) de donde 3 ¢': C — A
tal que ¢‘op =g es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

) tal que g(b) = entonces

) ¢t
¢'(p(i(b)) = ¢'(h(g(b))) = ¢'(h(c"))

Finalmente sea ¢ € C‘, b € p '(h(C
b pm—

@) = flg(b)) = ila(b)) = g
de donde C' € Iny~'(A).
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e) Dado que un isomorfismo es una clase particular de cociente, se tiene que
Iny='(A) es cerrada bajo isomorfismos.

o) Para estd demostracién haremos una identificacién de i(B) con B (donde i es
monomorfismo dado para demostrar la inyectividad ), de estd manera necesitare-
mos encontrar extensiones para submaédulos unicamente. Sea entonces {B;}; una
familia de R-médulos tal que B; € Iny '(A)Vi € I, C<@PB;, f:C — A

cualquier morfismo, entonces consideremos la siguiente familia:
I ={(D,fp:D—A) |C<D<EPB:, fole=1}

notemos que I' # @ pues (C, f) € I', ahora definamos un orden sobre I' de la
siguiente manera, (D, fp) < (E, fg) si D < E vy , fg|p = fp es decir el siguien-
te diagrama conmuta:

Se afirma ahora que (I',<) satisface los axiomas del Lema de Zorn pues si
Q ={(Ci, fc,)} es una cadena en I' entonces consideremos la pareja (|JCi, Uf;)
donde Uf(¢;) = fe,(¢;) con ¢; € C; , entonces claramente (|JC; < @ B;, Uf)
es cota superior pues, |(JC; es un submédulo de @ B; debido a que esta-
mos tomando una union anidada de submddulos, esto es, dados dos elementos
Cny Cm € JC; 3j €1 talque c,, ¢, € C;, finalmente, Uf; extiende cualquier
fi por construccion, entonces Vi € I C; < |JC; y ademds Uf;|c, = fo, , de
donde (|JC; < @ Bi, Uf) es elemento cota superior de €2 . Entonces por el Lema
de Zorn, T tiene cota superior (B, ) . Veamos por ultimo que B = € B;,
para esto sea ¢ € I ,si B; £ B entonces B < B+ B; . Construyamos
ahora un morfismo de B + B; en A . Consideremos primero el submédulo
BN B; < B; yelmorfismo v|gnp, : BNi(B;) — A ahora consideremos la
inclusion i : BNB; — B; y dado que B; € Iny'(A) entonces 3 g: B; — A
tal que ¢ y 1 coinciden en BN B; . Entonces por la proposicién A) se tiene
definido un morfismo h: B +i(B;) — A dada por :
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fO+b;) == 1(b) + g(bi).
Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

B+ B;
!
\

AN

A
A=<-" B

N

BN B

B

Entonces hemos encontrado una extension para (B, ) lo cual es una con-
tradiccién pues es cota superior. Entonces B; < B Vi € I de donde
B =@ B; . Entonces Iny '(A) es cerrado bajo Sumas Directas.

e) Sea A un R-médulo B € Iny '(A), C sumando directo de B, veamos
que C € Iny'(A), para esto sea i : D — C cualquier monomorfismo
f: D — A cualquier morfismo, tc : C — B la correspondiente inclusién,
entonces debido a que tct: D — B es un monomorfismo 3 f*: B — A tal
que f = f*o(tpot) = (f*owtp)or , entonces se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

D—‘~C-°-B

de donde C' € Iny='(A) o.

d) Sea E un R-médulo inyectivo y A un sumando directo de E, y seai: B — C
un monomorfismo de R-médulos v f : B — A cualquier morfismo, considere-
mos ahora los morfismo inclusién ¢4 : A — E entonces existe un morfismo
f*:C — E tal que el siguiente diagrama conmuta:
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B L C
/

fi L7

/
A //f*

/
%

E

esto es 1ty o f = f*or por Ultimo consideremos el morfismo proyeccion py :
E — A, entonces, pao(taof)=pao(fror) estoes (paora)of = (paocf*)or
es decir f = (pao f*)or , de donde se tiene que A es inyectivo. p.

e) Sea A inyectivo y A < B , entonces consideremos el morfismo identidad
1y : A — Ay el monomorfismo inclusion ¢ : A — B entonces existe
Y : B — A ( A esinyectivo ) tal que 14 = 1 o¢ , es decir, ¢ escinde a
¢, de donde, B=1Im(t)@ Ker(¢y) = AP Ker(v).

1a

Nuestro Objetivo sera ahora el encontrar la Cdpsula Inyectiva de un R-mdédulo
dado A. Para esto utilizaremos el Lema de Baer.

Lema de Baer. Un R-médulo Q es inyectivo sii R € Iny=*(Q) como R-
moédulo.

Demostracion. Claramente si QQ es inyectivo se tiene que R como R-médulo
estd en Iny '(Q),ysi R € Iny '(Q) entonces sea A un R-médulo, M un
conjunto generador de A y sea f: R — A el epimorfismo construido en las
proposiciones anteriores. Entonces se tiene que A ~ R™) /ker f y como la clase
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inyectiva de un modulo es cerrada bajo cocientes, sumas directas e isomorfismos
se tiene que A € Iny(Q) , es decir, Iny='(Q) =R — Mod q.

Dada un monomorfismo ¢ : P — R haremos una vez mas una identificacion
de i(P) con I < R submédulo de R (ideal de R) con lo que ahora tendremos
que encontrar extensiones para ideales inicamente . Continuando con la bisqueda
de la capsula inyectiva para un R-moédulo A, si A no es inyectivo entonces existe
un ideal I < R y una morfismo f:1 — A que no puede extenderse a todo el
anillo R, haremos uso una vez mas de una construccién de suma directa bajo una
relacion de equivalencia para resolver esto.

Proposicion. Si A es un R-médulo I < R y f: I — A un morfismo,
entonces existe un monomorfismo i4 : A — B y un morfismo h: R — B tal
que hoir=i40 f donde i;: I — R es la correspondiente inclusion. Es decir
se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

I "R

iA

Demostracion. Sea A un R-médulo, I < R y f: 1 — A cualquier mor-
fismo, entonces se tiene el R-médulo R @ A , tomando ahora como referencia el
morfismo dado definamos un submédulo de la siguiente manera;

gr(flr= ({(i,f(i)) € R&A[iel})

Veamos que gr(f) < R® A pues si (i, (7)), (7, f(j)) € gr(f) entonces
T~ GO0 = G g ) S P = G 1 H0 L) e ar(h v r e R
entonces (i, f(i))r = (ir, f(i)r) = (ir, f(ir)) € gr(f) , entonces se tiene definido
el R-médulo (R @ A)/gr(f) , definamos ahora iy : A — (R & A)/gr(f)
dada por i4(a) := (0,a) —|—g7’( ) y h: R — (R® A)/gr(f) dada por
h(r) := (—r,0) 4+ gr(f) . Veamos que son morfismos, para esto scan a,b € A y

r,r" € R entonces:
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iala+b)=(0,a+0b)+ gr(f)
= (0,a) +gr(f) +(0,b) + gr(f)
=ia(a) +14(b)
ialar) = (0,ar) + gr(f)
= (0,a)r +gr(f)
=ia(a)r
h(r +71) = (=(r+71),0) + gr(f)
= (=r,0) + gr(f) + (=r,0) + gr(f)
= h(r) + h(r)
h(rtr) = (( 7“)7“0)+97"(f)

Entonces, si ¢ € I se tiene que :

ia(f(0)) = h(ir(i))
(0, f(0) + gr(f) = (=1,0) + gr(f)

(i, f(2)) € gr(f).

Notemos ahora que i4 es un monomorfismo, pues si is(a) = 0, entonces (0,a) €
gr(f) esto es (0,a) = (i,f(i)) para alguna ¢ € [ de donde 0 = 7 ,
a= f(i) = f(0) =0. Esto es, 74 es mono.

Entonces se tiene que el siguiente diagrama conmutativo :
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I R
f h
A (R A)/gr(f).

iA

Proposicion. Dado un R-médulo A existe un R-monomorfismo iy : A — Ag
con la siguiente propiedad; V I <R V f:I — A morfismo 3 hy: R — Ay
extension de f, esto es hy|; =iaf.

Demostracion. Sea A un R-médulo, definamos;
H:={h:I—A | I<R, h € Hom(I, A) }.

Se tiene entonces que H es un conjunto pues V I < R tenemos que Hom(I, A)
es un conjunto. Ademsds la coleccién de los ideales 1 de R es un conjunto pues
I € P(R) (conjunto potencia de R) y H = |J;Hom(I,A) , de esta manera
se tiene definido el R-médulo RUD @ A | definamos ahora para cada morfismo
g:I — A unsubmddulo de R @ A de la siguiente manera;

gr(9)rn= ({(0, g())) eRM @A |iel})

donde 4. € RU) estd definida por &(h) =i si h =g y 6i(h) =or si
h # g , consideremos ahora el médulo :

gr(H) = <U gr(h)> :

Finalmente definamos :
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Ay = (R @ A) / gr(H).

Observemos que si i4 : A — Ay estd dada por is(a) := (0,a) + gr(H) se
tiene entonces que i es monomorfismo pues si a,b € A y r € R entonces;

is(a+b)=(0,a+0b)+gr(H)
= (0,a) + gr(H) +(0,b) + gr(H)
=ia(a) +1ia(b)
ia(ar) = (0,ar) + gr(H)
=rr((0,a)r + gr(H))
= (ia(a))r.

Ademds si a € ker(is) entonces (0,a) € gr(H) estoes (0,a) =>,(0;,h(7)) ,
de donde 0 =] esdecir 0, =0Vh € H entonces se tiene que a =Y h(i) =
> h(0) =0 de donde se sigue que i4 es un monomorfismo. Veamos por ultimo
que extiende cualquier morfismo, para estose I < R 'y h:I — A cualquier
morfismo, entonces definamos f;, : R — (R @ A)/gr(H) dada por :

fn(r):=(6,",0) + gr(H).

Entonces f, es morfismo pues si 7,7 € R entonces

Fulr +7 = (8,",0) + gr(H)
= ((6,7,0) + gr(H)) + (6,7, 0) + gr(H))
= fn(r) + fu(r)
fulrr) = (3577,0) + gr(H)
= (6,7, 0)r + gr(H))
= (fu(r))r.

Veamos por ultimo que conmutan. Para esto sea ¢ € I, entonces:
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ta(h(®) = fa(0)
(0, (i) + QT(H)SZ—_Z_ (d,",0) + gr(H)
(0, () + gr(H) — (8", 0) + gr(H)S:_ 0
(0. (1)) + gr(H) + (=0;",0) + QT(H)S: 0
(=0,", h(i) S: gr(H)
(3, h(0)) S: gr(H).

(6, = —6}) de donde se sigue que fu|; = h . Es decir se tiene el siguiente
diagrama conmutativo;

i

I R
h In
A (R(H) @A)/ gr(H)

iA

Notemos que el nuevo R-médulo (RYD @ A)/gr(H) no tiene necesariamente
que ser inyectivo, pues podria existir un morfismo f: I — (R @ A)/gr(H)

que no se puede extender a todo R, sélo logramos encontrar extensiones para
A< (R @ A)/gr(H) , sin embargo si R es un anillo Noetheriano (todo I < R
es finitamente generado como R-médulo ), iterando el proceso anterior y haciendo
uso de nuestras construcciones resolveremos este problema.

Empezaremos con una nueva notacién para facilitar las cosas. Para esto sea Ay
cualquier R-médulo, Ag : Ay — A; el monomorfismo que extiende cualquier
morfismo f: 1 — Ay con I < R, A\ : A — Ay el morfismo que extiende
cualquier morfismo ¢ : I — A; y asi sucesivamente A, : A, — A1 el
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monomorfismo que extiende cualquier morfismo h: 1 — A; con I < R. Ob-
servemos V. n < m € N se tiene definido un monomorfismo A" : A, — A,
utilizando las correspondientes composiciones de monomorfismos. Ahora consid-
eremos la union disjunta de la familia {A,}n , [[yAn. Notemos primero que
le podemos dar estructura de R-mdédulo definiendo la siguiente operacién. Dados
dos elementos (2n,n) ¥ (Ym,m) € [[yAn, donde n < m, se define:

(@, 7)) + (Ym, m) = (A (Z0) + Ym, M)
y

(T, n)r = (x,7, N).

Sea 0., : A, — [[ A, la correspondiente inclusion de A,, en la union disjunta.
Consideremos ahora el siguiente submédulo:

G={onlan) —0m (N (ay)) | an € A, n<m € N}).

Consideremos ahora el médulo ( [[yA4,)/G v el morfismo A : A, —
([T A.)/G el morfismo dado por Af (an,) = (an, m)+ G , veamos que A,
es monomorfismo, para esto sea a,, € A,, tal que X\ (a,) = (am,m)+ G =0
esto es (am,m) € G estoes:

(amym) = (On(an) — (A2 (an)))
= ((an,n) = (\7(an),m))
= (AN (an) = A7 (an),m)
=> (0,m)
=0.

Proposicién. Sea R un anillo Noetheriano y A un R-médulo, entonces ([ [y 4n)/G
es un R-médulo inyectivo que tiene como submddulo a A (identificando a A con

A*(A4))-

Demostracion. Sea R un anillo Noetheriano, y sea f : I — (][] An)/G con
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I < R. Como I es finitamente generado, dn € N tal que [ =< r; >
+...+ <, > donde Vi € I r;1nR , entonces se tiene que f(r;) =aj; +G
con aj; € Aj . Seaentonces m = maz{ji|i < n}, entonces se tiene que aj; € A,
( identificando una vez més aj, con AJj(ajx) mediante A7 : Aj — Ap) . En-
tonces se tiene que Imagen(f) < A*(A,) ~ A, y debido a la construccién de
Api1, 3 i R— A,y extension de f. Como A, ~ N (Ana) < (JTA)/G
entonces existe f*: R — (][ Ai)/G extension de f. o

Si R no es un anillo Noetheriano entonces la construcciéon anterior nos propor-
ciona una idea de como tenemos que atacar el problema, ésta es utilizando el
cardinal del anillo R. Consideremos ahora una nueva notaciéon para facilitar las
cosas, entonces dado un R-médulo Ay 4 A1 : Ag— A; talqueV f: 1 — Ay
3 f1: R— Aj extensiéon de f (A f = f1i). Es decir se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

I : R
f f1
Ay —— 4y

Entonces para un R-médulo dado Ag, y un ordinal « definimos por recursion
A, de la siguiente manera; si @ no es ordinal limite donde (sucesor(a — 1) = «)
se define A, como en el diagrama anterior haciendo A,—1 = Ay y A, = 41 ( As
es un modulo que contiene a A,_; y extiende cualquier morfismo de I en A, 4
), si a es un ordinal limite observemos primero que se tiene definido un sistema
dirigido de ({Aa}orp, {N}a<p) , se define entonces A, = li_r>n{A5}B<a, se tiene

definido entonces la siguiente coleccién:
{ Ay | aes ordinal }.

Mostraremos ahora que existe un ordinal x para el cual A, es un R-médulo
Inyectivo, examinando el caso Noetheriano notamos que necesitamos un ordinal
limite mayor que el cardinal de R, notemos primero que card(R) > Ry pues en el
caso finito se tiene que R es neotheriano, sea entonces, car(R) = A consideremos
el siguiente conjunto;
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A={a|a es ordinal, Rg < a <\ }.

Ahora bien A # @ pues A € A |y debido a que los ordinales son un conjunto
bien ordenado, por el Lema de Zorn existe un ordinal menor k € A, notemos que
debido a la eleccién de & se tiene que k es ordinal limite (pues & es minimo ), se
tiene entonces A, = 1131{14#}”@ . Observemos que V «a <  podemos suponer

que A, < Ag. Identificando A, con AF(Aa) (A§: Aq — Ap), ademds V p <k
el cardinal de i no puede exceder a A .

Afirmacién. A, es un R-médulo inyectivo.

Demostracion: Sea I < R, f : I — A, un morfismo, entonces Vi € [

3 «; ordinal tal que f(i) € A,, con «; < kK, sea ahora y=sup{a; | i€},
notemos que v < v+ 1 < & (k es limite), finalmente observemos que Im(f) C
Urds €A, C A € A, y una vez més debido a la construccién de A,

3 f*:R— A,y extensionde f,ycomo A, <A, existe f*:R— A,
extension de f , es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

I a R
|
|
‘ f**
|
|

L

Dado un R-médulo A hemos encontrado un R-monomorfismo i : A — () con
) inyectivo, recordemos que nuestro objetivo es encontrar la cdpsula inyectiva de
A, para lo cual se requiere que A <. ¢ . Una vez mas identificaremos a A con
i(A) , entonces consideremos la siguiente familia:
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I'={B| A< B, B<Q}.

Notemos primero que I' # ) pues A € I . Ahora consideremos una ca-
dena {B;}; en I', se afirma que UDB; es una cota para dicha cadena. Veamos
primero que UB; < @ . Para esto sea b;, b; € UB; r € R, entonces sin pérdida
de generalidad, sea B; < B; . Entonces b; —bjr € B; C UB; ademaés si
b € UB; entonces 47 € [ tal que b € B; y como en particular A <., B; se
tiene que existe r € R tal que rb € A. Pero rb € UB; de donde se tiene que
A <., UB; . Entonces por el Lema de Zorn existe un elemento méximo C € I'.
Observemos ahora que si C' <., D < @) se tendria que A <., C <., D , de donde
A<, D < (@Q perocomo C es maximo en [ se tiene que C' = D es decir, C es
esencialmente cerrado en (). Ahora bien hemos logrado sumergir Ay dentro de
un submodulo esencialmente cerrado de un médulo inyectivo. Finalmente veamos
que son equivalentes ser esencialmente cerrado y ser sumando directo de
un R-mdédulo inyectivo, con lo que se tendra que C' es la capsula inyectiva de Ag.

Afirmacién. Dado un R-médulo Inyectivo F |,y A < E son equivalentes:

1)A es un sumando directo de E.
2)A es esencialmente cerrado en E.

1)=2)

Sea E=Ad®C ysea A<, B<F , entoncess, B=BNE=B N (AdC)=
(BNA) & (BNC) = A & (BNC) . Finalmente notemos que como AN(BNC) =0
se tiene que BNC =0 pues A <. B estoes A= B de donde se tiene que A
es esencialmente cerrado en E.

2)=1)

Sea A esencialmente cerrado en E y sea B un seudocomplemento de A en
E (A® B < FE), entonces se afirma que (A& B)/B <.s E/B:

Demostracion. Sea C < E/B tal que CN(A® B)/B=0,si C #0
sea B<C' < FE (C #0) tal que C°/B ~ C , entonces se tiene que
C‘NA =0 delocontrario CN (A& B)/B # 0, de donde C*‘ es maximo,
es decir, C' es seudocomplemento de A lo cual es una contradiccién , entonces

C=0.Estoes (A® B)/B <.s E/B.
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Ahora dado que A ~ (A® B)/B , consideremos los morfismos i, : A — F
i : (A® B)/B — E/B y f elismorfismo de Aen (A® B)/B .,y sea
1 =iy0 f . Entonces como E es inyectivo 3 ¢*: E/B — FE extensién de iy,
es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A—L(AeB)/B2~E/B

i1 -

Ahora consideremos ¢ : E/B — ¢*(E/B) la co restriccién de 9* a su
imagen, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

E/B

11

V(E/B)

Observemos primero que como @ es mono esencial , pues ¥ = iy o f con
i y f monosy ademds (A @ B)/B <. E/B , también se tiene que ¢ v
es mono, pues i; = ¢ 1 , entonces se tiene que ¢ es mono, entonces ¢ es
isomorfismo, con lo que se tiene que ¢ escinde ¢ , entonces (A) = (A® B)/B
es sumando directo esencial de E/B , entonces, (A @ B)/B = E/B , finalmente
por el teorema de correspondencia se tiene que A@® B = E , esto es, A es
sumando directo de E. g

Afirmacién. En R — mod , todo médulo posee capsula inyectiva.

Demostracion. Sea A un R-médulo. Por la proposicién anterior existe @
R-médulo inyectivo y un sumando directo I de @ talque A<l y A<, 1.
Notemos finalmente que como [ es sumando directo de un médulo inyectivo se
tiene que I es inyectivo. Esto es I es la cdpsula inyectiva de A g
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7. CATEGORIAS.
7.1. Categoria. .

Definicion. Una categoria C esta formada por una clase de objetos Cy y una
clase de morfismos Cy con las siguientes propiedades;

e (ada morfismo f tiene un tnico dominio y un tnico codominio los cuales

son objetos. Escribiremos f: A— B 6 A S5 B si A es el dominio de fyB
el codominio de f, también usaremos la notacién dom(f) =A y cod(f) =B .Y
para cada par ordenado (A, B) de objetos se tiene que la coleccién de los morfis-
mos con dominio A y codominio B, Hom(A, B) es un conjunto.

e Dados dos morfismos f y g tales que cod(f) = dom(g) , la composicidn,
denotada por gf , es el morfismo con dom(gf) = dom(f) y cod(gf) = cod(g) .

ALy B9 ¢

e Para todo objeto A 3 14, € Hom(A,A) tal que para todo f mor-
fismo con dom(f) =A y g con cod(g) = A se tiene que;

Jola=f

laocg=yg

e La composicion es asociativa, dados los morfismos;
h
AL B LoD

se tiene que (hg) f=h (g f).

Ejemplos.

R-mod. Dado un anillo con uno R, se tiene definida la categoria de los R-mddulos
derechos (izquierdos). Donde :
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R —mody :=={ M | M es R — modulo }

R—mody :={f: M — N | fes R—morfismo }.

Top. Categoria de los espacios topoldgicos y las funciones continuas.
Grph. Categoria de las graficas y los morfismos de graficas.
Pos. Categoria de los conjuntos parcialmente ordenados y las funciones monétonas.

Conguntos dirigidos Un conjunto dirigido (superiormente) (I, <) se puede pen-
sar como una categoria D donde :

D, = 1.

Y cada vez que 7 < j se tiene una unica flecha <{: 1 —> J , pues:

1. Cada flecha tiene definido un tnico dominio y codominio que son objetos.
2. Si i < j <k entonces <f:<g’ <é? (i<k).

3.s1 i< j<k<I,entonces <’ (<§»):<§“<§C (i<k, jg<l,i<l).

4. Dado que V ¢ € I se tiene que 7 < 7 se tiene definida <§::: 1; la cual

satisface que 1; <!=<J y <i 1; =<) cada vez que h <i < j.

Definicion. Una categoria C se llama categoria pequena si tanto Cy como
C; son conjuntos.

En el presente trabajo consideraremos unicamente categorias pequenas.
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Morfismos especiales.

Diremos que un par de morfismos f: A — B 'y g : A — B son mor-
fismos paralelos si dom(f) = dom(g) y cod(f) = cod(g) . Usaremos la notacion:

f

_
g

A B

Definicién. Un morfismo f: B — C € C; se llama monomorfismo (cance-
lable por la izquierda) si para todo par de flechas paralelas g, h: A— B € C;
tales que fg = fh setiene que g=nh.

Observacion. En R — mod un morfismo es inyectivo sii es monomorfismo.
Demostracion.

=) Sea f: A — B inyectivo, y sean h,g : C — B un par de morfis-
mos paralelos tales que fh = fg , esto es f(h(c)) = f(g9(c)) Ve € C .
Como f es inyectiva (elementos distintos van a elementos distintos) se tiene que
h(c) =g(c)Vce C,estoes h=g,dedonde f esmono.

<) Sea ahora f : A — B un monomorfismo, consideremos entonces el par
de morfismos paralelos i : Ker(f) — B la inclusion y 0 : Ker(f) — B
el morfismo cero. Entonces se tiene que f(i(a)) = f(a) = 0 = f(0(a)) esto es
fi = f0 ahora bien como f es mono se tiene que ¢ = 0 , finalmente notemos
que debido a que la inclusién es inyectiva se tiene que Ker(f) = {0} , esto es f
es inyectivo. g

De manera dual se define.
Definicién. Un morfismo f: A — B € (; se llama epimorfismo (cance-
lable por la derecha) si para toda par de flechas paralelas g, h: B — C € C;
tales que gf = hf se tiene que g=nh.

Observacion. En R — mod un morfismo es suprayectivo sii es epimorfismo.

Demostracion.
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=) Sea f : A — B suprayectivo y sean h,g : B — C un par de mor-
fismos paralelos tales que hf = ¢gf , entonces Vb € B da € A tal
que f(a) = b ahora bien por hipdtesis se tiene que h(f(a)) = g(f(a)) esto es
h(b) = g(b) de donde finalmente se tiene que h =g estoes f es epimorfismo.

<) Sea ahora f : A — B un epimorfismo. Entonces consideremos los
siguientes morfismos paralelos p : B — B/Im(f) el morfismo proyeccién, y
0: B — B/Im(f) el morfismo cero. Entonces se tiene que Va € A, p(f(a)) =
fla)+Im(f) =0=0(f(a)), estoes pf =0f entonces como [ es epi se tiene
que p = 0. Esto quiere decir que p(b) =b+ Im(f) =0 estoes b € Im(f), de
donde se tiene que B = I'm(f) . Entonces [ es suprayectiva. g

Definicién. Un morfismo f : A — B € C(C; se llama isomorfismo si
Jg:B— A€ talque gf=14 v fg=1p.

FUNTORES.

Definicién. Dadas dos categorfas C y D un funtor F (covariante) consiste
en dos operadores Fy:Co —> Dy y Fi:C; — D; que cumplen las siguientes
condiciones :

1. Si f:A— B esun morfismo de C, entonces Fi(f) : Fo(C) — Fo(B) es
un morfismo de D .

2.8 f:A— B y g: B — C son morfismos de C entonces Fi(gf) =
Fi(f)Fi(g), es decir se tiene que el siguiente diagrama conmuta :

Fi(gf)

Fy(A) Fo(C)
m A)
Fy(B)

3. V C € Cy se tiene que gy = Fi(le) .
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Se dice que un funtor F = (Fy, Fy) es contravariante si invierte la direccién
de los morfismos, esto es, si f: A — B, entonces, Fi(f) : Fo(B) — Fy(A) , con
la condicién de que V g: B — C' se tiene que Fi(gf) = Fi(f)Fi(g)

Dados dos funtores F':C — D y G : D — £ esta definida la composicién
GF :C — & , ademas, V C categoria 3 1p : C — C funtor, con esto queda
definida una nueva categoria CAT de la siguiente manera:

CAT, = {C|C es categoria }

CAT, := {F:C— D| F es funtor }

Denotaremos al funtor por F' unicamente, quedando entendido que en realidad
son dos asignaciones.

Observacion. Dado un funtor F':C — D |, se tiene definida una funcién:

Home(C, C*) — Homp(Fo(C), Fo(CY))

Definicién. Se dice que un funtor F :C — D es fiel si la funcién inducida
anteriormente mencionada es un monomorfismo. Y se dice que es completo si la
funcién es epimorfismo.

Ejemplos:

e Dadas dos categorias C y D y un objeto D € Dy se define el funtor
constante Ap : C — D de la siguiente manera:

(Ap)o(C) =D
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VC € Cy,y
(AD)l(f> =1p

vV f € C(C;. Verifiquemos que en efecto Ap es funtor, claramente se tiene que
Vf:A— B € Cq:

Ap(f): (Ap)o(A) — (Ap)o(B)
ahora bien, si f: A— B y g: B — C , entonces:
(Ap)i(gf) =1p =1polp = (Ap)i(g) (Ap)i(f)
ysi C € Cy, entonces:
(Ap)i(le) = 1p = Lap(o)

con lo que se tiene que Ap es funtor.

e Dada una categoria C y C € Cy se define el funtor Hompg( C', ) :
C — Set (categoria de los conjuntos) de la siguiente manera:

HomR(C, u)0 (D) = HomR(C, D)

vVDe C y:
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Homg(C, .)1(f) = fg: Homgr(C, B) — Homgr(C, D)

Vf:B—D € C, g € Homg(C, B). Ahora bien claramente V f :
B — D € (C; se tiene que :

Homp(C, o)1 (f): Homg( C, o,)o (B) — Homg( C, -,)o (D)

ademdssi f:A— B , g:B— D y h € Hom(C, A), entonces:

Hompg( C, (g f) = (9 f)h=g(fh)=g(Homr(C, -)1(f))
= (Homg(C', -)1(9)) o (Homg(C', 2)1(f))

y finalmente, sea A € C, , entonces:

Hom(C, .)1(1a) =1p40h=h (h € Hom(C, A))

esto es Hom(C,. )1(14) = Hom(C,A) = Hom(C', . )o(A) , con lo que se
tiene que Hompg( C', ) es funtor p.

e Dado un R, S-bimédulo Mg se puede definir el funtor Homg(M, .) :
Mod — S — Mod — R de la siguiente manera :

Homg(M , .)o(Ns) := (Homgs(M, N))r

Homg(M , )1(f) == fg: Hom(M, N) — Hom(M , P).

VN € Mod—Sy , Vg € Hom(M, N),Vf € Mod—S;, f: N — P . Es
directo verificar que Homg(M , N) es un R-modulo izquierdo definiendo la
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(fr+g)(m) := fr(m) +g(m) := f(rm) + g(m)

Y f,g € Homg(M, N), Yr € R.

De una manera analoga dado un R-médulo M, se tiene definido el funtor Hompg(-, M) :
R — Mod — R — Mod.

e Dado un R, S-bimédulo rMg se puede definir el funtor tensor de la categoria
de los R-modulos derechos Mod—R a Mod—S , .@zr M : Mod—R — Mod—S

de la siguiente manera:

~@M o (Ng) = (N®rM)g

QM (f) = f@®ly: N@gM —P@M

Vf:N—P € Mod— R; . Notemos primero que en efecto N Qr M es
un S-médulo derecho definiendo la operacién (n ® m)s :=n ® (ms) , es directo
verificar los axiomas de S-mddulo. Verifiquemos ahora que en efecto es funtor,
claramente V f : N — P se tiene que :

C@M(f) i @M o(N) — . ® M o(P)

ademés, si f: N — Py g: P— @Q € Mod— Ry, entonces, . @ Mr1(gf) =
(9 f) ® 157 , ahora bien dado m € M, n € N se tiene que :

(9.f) @ 1a(n, m) = (g f)(n) @ 1y (m) = (9 © 1a)(f(n) @ 1as(m))

estoes (gf)® Mg = (9® Mg)o (f® Mg), y finalmente:

- ®@Mg 1(1n) =1y ® 1y = Inom = Logm o))
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con lo que se tiene que - ® Mg : Mod — R — Mod — S es un funtor .

e Dada una categoria C y C' € Cp se define el funtor (producto) C'x_:C — C
de la siguiente manera:

(Cx.)(Ad) =CxA

(Cx)1(f) =1lgxf:CxA—CxB

VA € Cy, f: A— B € (C;. Claramente se tiene que :

Cxoa(f) (€ x2)o(A) — (€ x 2)o(B)

ademassi f: A— B, g: B— D, entonces:

(Cxilgf) =1ex (9f) = (1o x (9))(1e x (f) = (€ X )1(g)(C x 1 (f)

y finalmente sea A € (g, entonces :

C x u1(1A) = 10 X 1A = 1(C><M)0(A)

con lo que se tiene que C x _ es un funtor o.

Dados los objetos C; y Cy € Cp se tiene el funtor ((C; x Cs) x o) . De
manera similar se tiene definido para una familia de objetos {C;}; el funtor

(II;C) x .:C—C.
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e Dado un conjunto dirigido I (categoria), un sistema dirigido de R-mdédulos
({M;}r, {fij}i<; ), se puede ver como un funtor F : I — R-mod de la siguiente
manera;

Fo(Z) = Mz
F1(<'Z) = fi,j : Mi — M]

Pues, si i < j < k, entonces, fix fi; = fix, estoes, Fi(<F) = F(<)) Fi(<h).
Y si i € I, entonces 1y, = fi;, esto es, 1p iy = Fi(<}).

Definicion. Dados dos anillos Ry S . Un funtor F: R— Mod — S — Mod
se dice exacto, si V sucesién exacta cortaen R — Mod :

O—>M1—)M2—>M3—)O

Se tiene que la sucesién en S — Mod :

0— FO(Ml) — Fo(MQ) — F()(Mg) — 0

es exacta.

Ejemplo.

e). Dado un R-médulo @, consideremos el funtor contravariante F' = Hompg(., Q) :
R — Mod — R — Mod . Sea ahora la sucesién exacta corta:

Entonces se afirma que la sucesién :
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Hom/(0, Q) ioi)Hom(Mg , Q) o) Hom(Ms, Q) ) Hom(M; , Q) 10 Hom(0,Q)

Es exacta izquierda. Verifiquemos entonces que F(g) es mono, para esto sea
h € Ker(F(g)) , estoes, hg =10, estoes, YVmy € My, h(g(ms)) =0,
es directo ver que h es el morfismo cero, de lo contrario 3 m3 € M;s tal
que h(ms) # 0, por otro lado como ¢ es epi (hipdtesis) 3 my € My tal que
g(msg) = mg , finalmente observemos que h(g(mz)) = h(ms) =0 lo cual es una
contradiccién, entonces h es el morfismo cero, es decir, F'(f) es mono.

Veamos ahora que Ker(F(f)) =Im(F(g)), donde :
Ker(F(g)) ={h:M;— Q|hf=0}

Verifiquemos primero la contencién Ker(F(f)) € Im(F(g)) , para esto sea
h € Ker(F(g)). Para encontrar un morfismo v : Ms :— @ tal que h =1)g es
necesario que Ker(g) C Ker(h) , estoes, Im(f) C Ker(h) lo cual es verdadero
pues hf =0, entonces, 3¢ : M3 — ) tal que g = h , entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo :

Entonces h = g € Im(F(g)) , esto es, Ker(F(f)) C Im(F(g)) . Veamos
ahora que Im(F(g)) C Ker(F(f)) . Para esto sea j : My :— (@ , entonces

F(g)(j) = jg » fimalmente  F(/)(jg) = (jo)f = j(of) = j0 = 0 , entonces
Ker(F(f)) € Im(F(g)) . De donde se tiene que Ker(F(f)) =1Im(F(g)) . o

Notemos que F(f) no necesariamente es un epimorfismo, pues esto implicaria
que V h: My — @Q 3 ¥ : My — @ tal que ¥f = h . Lo cual no siempre es
posible.
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Corolario. Un R-médulo Q es inyectivo sii el funtor Hom(., Q) es exacto.

Demostracion. Por la observacién anterior solo se necesita demostrar que () es
inyectivo siz el funtor Hom(_, Q) es exacto derecho. Estoes,V i: N — P
monomorfismo, V f: N — @ morfismo 3 ¢ : P — @ tal que f =1i. La
cual es la definicién de que un R-moédulo sea inyectivo.o

7.2. Transformaciones Naturales. .

Definicion. Dadas dos funtores F' y G' una transformacion natural del funtor
F:C — D al funtor G :C — D consiste en una familia de morfismos
{pc : Fo(C) — Go(C)}eec la cual satisface la siguiente condicién, para todo
morfismo f: A — B € (; se tiene que el siguiente diagrama;

Fy(A) = Go(A)

Fy(B) B . Gy(B)

conmuta en D, el diagrama anterior es llamada el cuadrado natural, escribire-
mos = {pcle: F = G.

Ahora dadas dos transformaciones naturales p: F — G y w: G — H estd
definida la transformacién natural wp : F' — H y para todo funtor F': C — D

existe una transformacion natural 1 : F' — F' | con esto queda defina una nueva
categorfa, D¢ de la siguiente manera:

Dy = {F:C—D | F es funtor }

D, = { {uc}e | p es transformacion natural }

Dado un conjunto dirigido (superiormente), hemos notado que un sistema dirigido
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(superiormente) de R-médulos es un funtor. Entonces se tiene definida la categoria
R —mod (1<) de la siguiente manera:

R—modél’g)::{F:IHR—mod\F es funtor }

R —mod ") = {7:F= G|71es transformacion natural }.

Consideremos la categorfa R —mod (I'<) | dados los funtores (sistemas dirigidos)
(M} {fighi<g)  (INidr {gighi<) v ({Lidr, {hijtics) o v las transforma-
ciones naturales 7 : {M}; = {N}; y o:{N}; = {L};, se tiene la siguiente
sucesion:

0 {M}r=={N}; == {L}; =0

Se dice entonces que la sucesién es exacta si V¢ € [ se tiene que la sigu-
iente sucesion:

L; 0

es exacta.

Objeto inicial, terminal y cero.

Definicion. Dada una categoria C, un objeto [ es objeto inicial sii
VA € Cp setiene que | Hom (I, A) |=1.

Observacion. El objeto inicial es inico salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean A, B objetos iniciales de C ysean f: A — B y
g : B — A los unicos morfismo cuya existencia esté garantizada por ser objetos
iniciales, entonces se tiene el morfismo ¢gf: A — A perocomo 14,: A — A
se tiene que ¢ f = 14 , de una manera analoga se comprueba que fg = 1g de
donde se tiene que el objeto inicial es tinico salvo isomorfismo. g
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Dualmente se tiene la siguiente definicién.

Definicion. Dada una categoria C , un objeto T es objeto terminal sii
VA € Cpy setiene que | Hom (A, T') |= 1.

Observacion. Sea C una categoria, W objeto terminal, entonces W es
unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean W, Z objetos terminales de C y sean f : Z — W y
g : W — Z los unicos morfismos cuya existencia esta garantizada por ser objetos
terminales respectivamente, entonces consideremos el morfismo fg: W — W
por ultimo observemos que como 1y : W — W se tiene que fg = lw

analogamente se tiene que ¢ f = 1z de donde se sigue que W es unico salvo
isomorfismos. g

Definicién. Dada una categoria C, un objeto C es objeto cero sii C es un
objeto inicial y terminal.

Definicién. Dada una categoria C con objeto cero 0 y dados dos objetos
A, B € (y, se define el morfismo cero de A a B como cualquier morfismo
f:A— B quesatisfaga f =0%004 , donde 04, 0% son morfismos tinicos cuya
existencia estd garantizada por ser 0 objeto cero, es decir, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo ;

N

Utilizaremos la notacién 05 para denotar al morfismo cero de A en B.

Es facil ver que dicho morfismo f es independiente de la eleccién del objeto
cero.
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Definicion. Un morfismo f: X — Y se dice morfismo cero a izquierda si
para cada par de morfismos paralelos con codominio X , h,g : W — X | se
tiene que foh= fog.

De manera dual se define un morfismo cero a derecha como cualquier morfismo
f: X — Y quesatisface ho f =go f donde g,h son morfismos paralelos con
dominio Y .

Definicion. Un morfismo 0 : X — Y se dice morfismo cero sii es un
morfismo cero a derecha e izquierda.

Observacion. Dada una categorifa C . El morfismo cero de A a B
04 : A — B es un morfismo cero a izquierda y derecha.

Demostracion. Sean ¢,h : B — C un par de morfismos paralelos con domino
B | entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo :

Ahora bien, go0® = ho0P debido a que 0 es objeto inicial, de donde go0Z00, =
ho0B 00y, ,y finalmente goOsp = hoOup, estoes, Osp es morfismo cero a
derecha. De manera muy similar se demuestra que Osp o g = 045 0 h para todo
par de morfismos paralelos con codominio. A g

Observacion. Si [ es un objeto inicial, entonces cualquier morfismo f: 1 —
X es un morfismo cero a derecha. Dualmente si T' es un objeto final, cualquier
morfismo con codominio 7T es un morfismo cero a izquierda.

Igualadores y Coigualadores.
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Definicién. Dada una categoria C y un par de morfismos paralelos f: A —
By g: A— B un igualador consiste en un morfismo h : X — A que
cumple las siguientes condiciones;

1. fh = gh, es decir se tiene que el siguiente diagrama;
A
N
X B
D
A
conmuta.

2. Si j:C — A es un morfismo tal que fj = gj entonces 3 un tunico
morfismo k : C' — X tal que hk = j , es decir, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo;

X
A

T
e

Observacion. Todo par de morfismo paralelos en R — mod tiene igualador .

A

k

l
!
C

Demostracion. Sean f : A — B y ¢g: A — B un par de morfismos
paralelos en R — mod, entonces consideremos el conjunto :

X ={a e A|fla)=9g(a)}
notemos primero que X # () pues 0 € X , veamos que es un R-mdédulo, para esto
secana, a° € X y r € R, entonces, f(ar—a‘) = f(ar)— f(a‘) = f(a)r— f(a’)
por ser f morfismo, pero por hipdtesis f(a) = g(a) y f(a‘) = g(a‘) de donde
fla)r — f(a') = gla)r — g(a‘) = glar — a‘) , esto es ar —a‘* € X | es decir,
X < A, por ultimo consideremos el morfismo inclusion i : X — A entonces se
afirma que ¢ es el igualador de f y g, pues:
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1. Claramente por construcciéon se tiene que fi = gi .

2. Si h:C — A es un morfismo tal que fh = gh , entonces considere-
mos la asignacién k: C' — X dada por :

veamos que estd bien definida pues f(k(c)) = f(h(c)) = g(h(c)) = g(k(c)) ,
esto es k(c) € X, veamos ahora que conmuta, esto es i(k(c)) = i(h(c)) = h(c)
, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

f

B

X2 A

VAR

Finalmente si k' : ¢’ — X es un morfismo tal que ik‘ = h entonces sea
c € C, i(k(c)) = h(c) =i(k‘(c)) estoes k(c)=k'(c), es decir el morfismo k es
unico. Con lo que se tiene que i es el igualador de f y g¢. o

S

C

Definicion. Dada una categoria C y un par de morfismos paralelos f: A — B
y g:A— B un coigualador consiste en un morfismo h: B — X que cumple
las siguientes condiciones;

1. hf = hg, es decir se tiene que el siguiente diagrama;
B
N
A X
N A
B

conmuta

2. Si j: B — C es un morfismo tal que jf = jg entonces 3 un tnico
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morfismo k : X — C tal que kh = j, es decir se tiene el siguiente diagrama

conmutativo;
/
\

X
!
!
!
Ik

!
!
v
C

Observacion. Todo par de morfismos paralelos en R—mod tiene coigualador.

Demostracion. Sean f : A — B y g: A — B un par de morfismos
paralelos en R — mod, entonces consideremos el conjunto :

C={fla)—gla)[a € A}.

Sea ahora D =< C > , finalmente consideremos el médulo B/D 'y el epi-
morfismo natural p: B — B/D |, entonces se afirma que p es el coigualador de
f v g . Veamos primero que conmuta, esto es:

p(f(a)) = p(g(a)) sii
f(a)+D=g(a)+ D sii

Ysi j: B — C esun morfismo tal que jf = jg , entonces definamos el
morfismo k: B/D — C dado por:

Por construccién se tiene que, k(p(b)) = k(b) = j(b) , entonces se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:
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f
A B—"-B/D
g \lk
J
C

Ysil: B/D — C' es un morfismo tal que Ip =7, entonces [p=j = kp, sea
b € B/D , entonces, l(p(b)) = k(p(b)) , esto es, I(b) = k(b) , es decir, k es
Unica. Con lo que se tiene que p es el coigualador de f y g. g

Nrcleos y Conitcleos.

Definicion. Dada una categoria C con elemento cero se define para cada
morfismo f: A —> B el Nicleo de f como el igualador de f y el morfismo
OAB :A— B.

Dualmente el Conicleo de [ se define como el coigualador de f vy el mor-
fismo Opp: A— B.

Una categoria con elemento cero, se dice que posee nicleos (conicleos) si todo
morfismo tiene nicleo (conicleo.)

Observacion. Dado un anillo R |, la categoria R — mod posee nicleos y
contcleos.

Demostracion. Sea f: M — N € R — mod; , entonces el nicleo de f
esta dado por, nuc(f) = {m € M | f(m) = 0 } , junto con la inclusién
i nuc(f) — M . El contcleo de f es conuc(f) = N/Im(f) junto con el
morfismo proyecciéon m: N — N/Im(f) .o

Categorias Normales y Conormales.
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Definicion. Se dice que el monomorfismo f: A — B es normal si f es el
nucleo de algin morfismo. La categoria se dice normal si cada monomorfismo es
normal. De manera dual se definen los epimorfismos conormales y las categorias
conormales.

Observacion. Dado un anillo R | la categoria R — mod es normal y conormal.

Demostracion. Sea el monomorfismo f : A — B € R — mod; . En-
tonces se afirma que f es el nicleo (igualador) de los morfismos paralelos
p:B— B/Im(f) y 0: B— B/Im(f) (morfismo cero de B en B/Im(f)).
Pues Va € A, p(f(a)) = fla)+ Im(f) =0 = 0(f(a)) , esto es pf = Of .
Y si h:C — B es un morfismo tal que ph = Oh entonces observemos que
Ve e O ph(c) =0(h(c)) =0, estoes h(c) € Im(f), notemos ahora que
como f es mono existe un tnico a € A tal que f(a) = h(c) , esto nos define
un morfismo ¢ : C — A dado por 9¥(c) =a donde f(a)= h(c). Finalmente
notemos que si ¢ : C — A es un morfismo tal que fiy = fp entonces debido a
que f es mono (cancelable por la izquierda ) set tiene que 1 = ¢ . De donde se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Entonces f es nicleo. Esto es R —mod es una categoria normal.

Sea ahora el epimorfismo f : A — B . Se afirma que f es el contcleo
(coigualador ) de los morfismos paralelos i : Ker(f) — B (morfismo in-
clusién) y 0 : Ker(f) :— A . (morfismo cero de Ker(f) en A). Dada
entonces a € Ker(f) se tiene que f(i(a)) = 0 = f(0) = f(0(a)) , esto
es fi=f0. Ysi h:A— C esun morfismo tal que hi = h0 entonces
notemos que V a € Ker(f) se tiene que h(i(a)) = h(0(0)(a)) = 0, esto es
Ker(f) < Ker(h) , entonces debido a la propiedad universal del cociente 3 un
unico morfismo v : B — C tal que #f = h . Entonces se tiene el siguiente
diagrama conmutativo;
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Ker(f) ] A—f>?
0

X v

C

Entonces el epimorfismo f es conticleo. Esto es R — mod es una categoria
conormal. g

Categoria exacta.

Definicion. Una categoria C se dice exacta si C tiene nicleos, contcleos es
normal y conormal.

Observacion. R —mod es una categoria exacta.

Productos y Coproductos.

Definicién. Dada una categoria C y una familia de objetos {C;}; indicada
por un conjunto I , el producto de la familia {C;};c; es un objeto P € C,
junto con una familia de morfismos {m; : P — C;}; que cumplen la siguiente
propiedad, si {f; : B — C;}; es una familia de morfismo entonces 3 un unico
morfismo f: B — P tal que Vi €I setiene que m;f = f; Vi€ I, es decir
se tiene que el siguiente diagrama:

conmuta Vi € I.
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Observacion. Toda familia de objeto en R — mod tiene producto.

Demostracion. El Producto Directo construido en el capitulo anterior es el pro-
ducto. g

Dualmente se define el coproducto.

Definicién. Dada una categoria C y una familia de objetos {C;}; indicada
por un conjunto I , el coproducto de la familia {C;};c; es un objeto P € C
junto con una familia de morfismos {¢; : C; — P}; que cumplen la siguiente
propiedad, si {f; : C; — B}; es una familia de morfismo entonces 3 un tnico
morfismo f: P — B tal que Vi € I se tiene que fi; = f; Vi € I, es decir
se tiene que el siguiente diagrama:

conmuta Vi € I.

Observacion. Toda familia de objetos en R — mod tiene coproducto.

Demostracion. La suma directa externa construida en el capitulo anterior es el
coproductop.

Productos Fibrados y Coproductos Fibrados.

Definicion. Dada una categoria C y un par de morfismos con el mismo codo-
minio f: A— C y g: B — C, el producto fibrado de f y g es un par
de morfismo h: X — A y j: X — B los cuales cumplen las siguientes
condiciones;

1. fh=gj, es decir el siguiente diagrama conmuta;
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A
N\,
X C
N A
B
2. Para cada par de morfismos k: D — Ay [: D — B tales que fk = gl

3 un Unico morfismo t: D — X tal que ht =k y jt =1, es decir se tiene el
siguiente diagrama conmutativo;

Dualmente se define el coproducto fibrado.

Definicion. Dada una Categoria C y un par de morfismos con el mismo do-
minio f:C — A y g:C — B, el coproducto fibrado de f y g es un
par de morfismos h: A — X y j: B — X los cuales cumplen las siguientes

condiciones;

1. hf =jg, es decir el siguiente diagrama conmuta:

C’yAXX
N, A

2. Para cada par de morfismos k: A — D y l: B — D tales que kf =lg
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3 un vUnico morfismo t: X — D tal que th=%k y tj =1, es decir se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

/\\
\/

7.3. Limites (limite proyectivo ) y Colimites (limite inductivo).

Definicion. Sea C y D categorias, F : C — D un funtor , un cono
para el funtor F es un objeto D € Dy junto con una transformacion natural
p:Ap — F ( Ap es el funtor constante con valor D) , estoes, V f € C
f:C — C" se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

D
N
Fy(CO) ) Fy(C)
Fo FO

!
C ; C

Llamaremos a D el vertice del cono (D, u) . Ahora dados dos conos (D, u) y
(D%, p*) , un morfismo de conos es un morfismo f: D — Dx en D; tal que
V C € Cp se tiene que pug f = pe .Dados dos morfismos de conos f: D — Dx
y g:Dx — D' | el morfismo ¢gf: D — D es nuevamente un morfismo de
conos de D en D‘. Claramente dado un cono (D, u) el morfismo 1p € Dy esel
morfismo de conos identidad para el cono (D, u). Con esto se tiene definida una
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nueva categoria Con(F) de la siguiente manera :

Con(F)o= { (D, {uc}tc) | Des cono para el funtor F}

Con(F)1={f:D— D" | fe€ Dy es morfismo de conos }

Un Cono limite o simplemente lfmite para el funtor F (limF, {fc}) es un
—

objeto terminal en la categoria Con(F), esto es dado otro cono (D,{dc}) Jun
unico morfismo ¥ : D — lim F' tal que V C € Cy fev = de como ya hemos
—

observado los objetos terminales son tnicos salvo isomorfismos esto quiere decir
que en particular los vertices de dos limites son isomorfos.

Diagrama de limite para el funtor F' :

D
|
|
|
| Y
do [ dge
v
lim
—
F(C) Fi() Fo(@)

para toda ¢g: C — C* € (.

De manera dual queda definido un Cocono para un funtor F : C — D como
un objeto D € D junto con una transformacion natural ¢ : FF — Ap ,esto es,
V felC, f:C— (" setiene el siguiente diagrama conmutativo:
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D
N
B(O) — 5 Rl
Fy Fy
C c’

f

De nuevo se tiene definida la categoria Cocon(F) , llamaremos un Cocono limite o
Colimite a un objeto inicial en la categoria Cocon(F).

Daremos ahora algunos ejemplos de limites. En R-Mod hemos demostrado su
existencia asi como alguna de sus propiedades mas fundamentales de dichos obje-
tos.

7.4. Ejemplos de Limites. .

e Objeto final.

Sea 0 la categoria vacia ! : 0 — D el unico funtor que va de 0 a D ,
entonces observemos primero cada objeto D € D junto con una familia de
morfismo vacia determina un cono para ! y un mapa de conos no es mas que un
morfismo en D y debido a la condicién de unicidad de morfismo que cumple el
limite se tiene que un cono limite es un objeto final en D.

e Productos.

Sea 2 la categoria discreta con dos elementos z,y ( 2 sélo tiene dos elemen-
tos y dos morfismos identidad respectivamente)). Un funtor F : 2 — C estd
formado por un par de objetos < A, B > de (Cp y un cono para este fun-
tor consiste de un objeto C € (y junto con dos morfismos ps : C — A |
pp 1 C — B (2 sblo tiene dos flechas triviales ). Ahora ( C, (pa,pp) ) es
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un cono limite para F sii ¥V D € Cp y para cada par de flechas f: D — A |
g:D — B 3 un tnico morfismo ¢ : D — C tal que f=pay vy g= up¥
, es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

p---Y-_.¢

\f\\ ;V

g A 1B
B

Entonces hay una correspondencia 1-1 entre morfismos D — C' y un par de
morfismos D — A y D — B . Esté es la propiedad universal del producto,
es por esta razon que un cono limite para < A, B > es llamado producto, usual-
mente denotado:

Diremos que la categoria C tiene productos binarios si¢ todo funtor F':2 — C
tiene cono limite.

e [qualadores.

Sea 2 la categoria con dos elementos y tnicamente dos flechas paralelas no
triviales, es decir:

QOZ {‘1"7:1/}

2, = {liz—y,2:20—y,1,,1,}

Entonces un funtor F : 2 — C est4 formado por un par de morfismos para-
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lelos f:A— B, g:A— B € (Fy(x) = A, Fy(y) = B) , denotaremos a
este funtor por (f, g), entonces un cono para este funtor es un objeto C' € C,
junto con dos morfimos p4: C — A |, pup: C — B tales que fus =pup y
giia = lup , estoes fua = gua es decir, dar un cono para (f, g) es lo mismo
que dar un morfismo ps : C — A tal que fua = gua . Este cono es limite
sii dado cualquier otro morfismo h: D — A tal que fh = g¢gh 3 un tnico
morfismo ¢ : D — C tal que h = pav , es decir se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

c—" A
A

Si pa es limite lo llamaremos el igualador de f y g .

Diremos que la categoria C tiene igualadores si todo funtor F : 2 — C
tiene cono limite.

e Producto Fibrado.

Sea la categoria C con Cp = {x,y, 2} v a:ax — 2z, b:y — z los
unicos morfismo no triviales de C; . Un funtor F : C — D esta deter-
minado por dos morfismos en D; con el mismo codominio f : X — Z y
g:Y — Z . Un cono para este funtor es un objeto D € Dy junto con dos
morfismo Px : D — X, Py : D — Y tales que fP, = gP, . Este cono es
limite si dado otro cono V. € Dy, r: V — Y y s:V — X sus respectivos
morfismos, 3 un uUnico morfismo ¢ :V — D € D; talque r=Pyoy y
s = Px o es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
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Cuando el cono es limite los morfismos Py y Py son el Producto Fibrado
de g y h .

Diremos que una categoria D tiene productos fibrados sii todo funtor F :
C — D tiene cono limite, donde C tiene la estructura antes mencionada.

e Limites de Sistemas Dirigidos.

Dada un sistema dirigido de R-médulos ({M;}r, {fi;}i<;) (funtor F) se define
un cono para F' como un objeto M € R —mody junto con una transformacién
natural g : Ay — F, es decir para cada <] € I; se tiene que el siguiente
diagrama conmutativo :

Ahora bien dados dos conos (M,{w;}r , (N,{vi};) para el funtor F (sis-
tema dirigido) un morfismo de conos es un morfismo ¢ : M — N tal que
vithy = pu; ¥ i € I, con esto se tiene definida la categoria Con(F) donde
Con(F)o es el conjunto de los conos para F'y Con(F); son los morfismo de
conos. Finalmente se tiene que el limite lii)n {M;} , para el sistema dirigido
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({M;}r, {fij}i<j ) es un limite en la categoria Con(F') , esto es, un objeto ter-
minal en dicha categoria.

Observacién. Consideremos las categorfas R —mod y R —modYS) | entonces

se tiene definido el funtor lim : R — mod""S) —s R —mod . Notemos primero que
RN

dado un morfismo (transformacién natural) 7 € R —mod"'<) | :

7 ({Mitr, {fighici) = ({(Nitr, {9i5ti<s)

Se tiene entonces que la familia de morfismos {f;7;}; forman un cono para
Lm{M;}; pues:
—

Biti = (B 9i)Ti
= Bi(9:,7i)
= Bi(7ifi)
= (Bj7j) fij

Entonces debido a la propiedad universal del limite existe un tnico morfismo
W im{M;}; — lim{N;}; , tal que Y o; = B;7; Vi € I . Se tiene el siguiente
— —
diagrama conmutativo:

Con esto se tiene definido el funtor lim : R —mod""S) —s R—mod de la siguiente
manera; -
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limo({Mi}r, 4 fishicy)) 7= (Wm{Mi}r, {oq s im{M;} — M;}1)

lim . (7) :== ¢

—

Donde 1 es el morfismo considerado anteriormente. Verifiquemos que en efecto
es funtor, para esto sean los morfismos:

7 ({Mi}r, {fijlici) = ({Ni}r, {905}i<s)

v:({Nitr, {gig}ici) = (P} {hijtics)-

Entonces sea lim.;(v) = ¢ : im{N;}; — lim{P;}; , entonces se tiene el siguiente
— — —

diagrama conmutativo:

Ti Vi

M; N; B
i 915 hij
M; i N; 2 P;
o 8; %
lm{M;}; - ---— > lim{N;}; - - - - - ~lim{ P},

Finalmente observemos que si lin.l(u T) = ¢ : li_rr}{MZ-}I — li_r>n{Pi}1 , esto
es v;Tjo; =y ¢ Vj € 1. Se tiene entonces que:
viTjo = v;(7i05)
= v;(B;¥)
= (V8¢
= ¢
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V j € I perotambién v;7jo; = v;¢ y debido a la unicidad de ¢ se tiene
que @y = ¢, esto es, lim.q(v7) = lim .;(v) lim .{(7).
o — —

Y si {la} 0 {M;}; = {M;};r es la identidad entonces, lim.;({ly,}) =
—
1lim{Mi}1 = 1lim.0({Mi}1)' Con lo que se tiene que li_r}n . R — mod"® —
— —

R — mod es funtor .

7.5. Limites mediante productos e igualadores. .

Observacion. Cualquier funtor F':C — SET tiene limite.

Demostracion. Consideremos el objeto:

L= {(zc)e, € [[R(C) | Vf:C—C €, Fi(f)(ac)=2c ¥V ac e C}
Co

notemos primero que L # & pues 0 € L , entonces, L junto con la fa-
milia de proyecciones { mp): L — F(C)}¢, forman un cono limite, pues sea
f:C— D € C;, entonces:

Fi(f) (mre) ((mo)ey)) = Fi(f)(xe)

= xct

= mrcy((ze)cy)

y si se tiene otro cono (P, { he: P — Fy(C) }) , definamos ¢ : P — L por:

¢i=]Jhc:P—1L
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la cual estd claramente bien definida y ademds mpc) = he por construccién y si
¢: P — L estalque mpy¢ = he VC € Cy,entonces, mpcy¢ = he = Tpc))
y finalmente notemos que dos morfismos que salen de un producto son el mismo
si son el mismo seguidos de cualquier proyeccion lo cual sucede, entonces ¢ = v
es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

P

¥

I
I
I
|
I
Y
ho L hp

PF(C) PF(D)

Fy(C) Fy(D)

Fi(f)

De donde se tiene que (L, { mp(cy}c, ) es limite para el funtor F.

De manera andloga se puede demostrar que un funtor sobre un categoria pequena
C ( Cy y Cy son conjuntos) siempre tiene limite :

Proposicion. Sea C una categoria que contiene a todos sus productos pequenos
(incluyendo al producto vacio, es decir un objeto final) y todos sus igualadores,
entonces C tiene a todos sus limites pequenos.

Demostracion. Observemos primero que dado un conjunto I y una familia in-
dicada por el conjunto I {C;}; de elementos de Cy , una flecha f: X — [[,C;
queda determinada por las composiciones f; = IL;f : X — C; , es por esto que
a [ también se le denota como f = (fi|ie€I)=1]]f.

Ahora dado el funtor F : &€ — C con C categoria pequena, consideremos el
producto [[g Fo(E) y [lg, Fo(cod(g)) en Co , ahora para construir un par de
flechas paralelas f y h con dominio []g Fo(E) y condominio [[, Fo(cod(g))
consideremos las siguientes familias de flechas indicadas por el conjunto &; de la
siguiente manera :
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{fg = Tcod(g) * HFO(E) - COd(g)}Sl
&o

{hg = Fl(g)ﬂ-dom(g) : HFO(E) — COd(g)}Sl'
&o

Entonces se tienen definidas las flechas paralelas :

=114 T1F@E) — ] Folcod(g))
&1 &o

&1

h=[]he: [ Fo(E) — [] Folcod(g))
& &o

&1

Consideremos ahora el igualador de fy h, e: I — []g Fo(E), entonces se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

f

I — g, Fo(E) [1¢, Fo(cod(g))

h

Por 1ultimo consideremos los morfismos proyeccién y su composicién con e mge :
I — Fy(FE), entonces se afirma que la pareja (I, {mge}g,) es un limite para el
funtor F. Pues si g: E — E* estd en &, entonces, Fi(g9)mre = Fi(9)Tdom(g)€ =
Teod(g)¢ = g€ y si existe otra familia compatible de flechas lp : L — Fy(E)
entonces por la propiedad del igualador existe ¢ : L — FE tal que ngy =1l V
E € &, es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

L

l
!
¥

Ip !
Y
E
TEE TE€

Fo(E)

Fy(E"
Fi(g) 0( )

entonces (I, {mge}g,) es un limite para el funtor F, de donde se tiene que C
tiene a todos sus limites pequenos 0.
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Dualmente se tiene el siguiente resultado.

Proposicion. Sea C una categoria que contiene a todos sus coproductos
pequenos v todos sus coigualadores, entonces C tiene a todos sus colimites
Pequenos.

Definicion. Una categoria C es completa si para todo funtor F :7Z — C
con 7 categoria pequena, el limite existe.

Observacion. R — mod es una categoria completa.
Demostracion. Dado que R — mod tiene a todos sus productos e igualadores

se tiene que R — mod tiene a todos sus limites pequenos, esto es, R — mod es
completa. o

Definicion. Una categoria C es cocompleta si para todo funtor F :Z — C
con 7 categoria pequena, el colimite existe.

Observacion. R — mod es una categoria cocompleta.
Demostracion. Dado que R —mod tiene a todos sus coproductos y coigualadores

se tiene que R — mod tiene a todos sus colimites pequenos, es decir R — mod es
cocompleta.

Adjunciones.

Definicién. Sean G :C — D y F :D — C funtores. Decimos que F
es un adjunto izquierdo de G , o que G es adjunto derecho de F | si existe un
biyeccion natural:

mpc : Ci(Fo(D), C) = Dy(D,Go(C))
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vVC € C, VD € Dy . Dos morfismos f : Fo(D) — C € C vy
g: D — Go(C) € Dy que se corresponden bajo estd asignacién son llamados
transpuestos.

La naturalidad significa que, dados f: D — D' € Dy, g:C*— C € Cy, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ci(Fo(D), C) —2% = Dy(D, Go(C))
C(F(f).9) D(f,G(9))
Ci(F (DY), ) —m—=Da(D", Go(CY))

donde dado « : Fo(D*) — C*, C(F(f), g)(a) : Fo(D) — C es la com-

posicién

(D) 2 pypy s e

Ejemplos.

e Dado un R, S-bimédulo Mg se tiene que el funtor tensor . ®pr M :
Mod — R — Mod — S es adjunto izquierdo del funtor Homg(M , _) : Mod —
S — Mod — R . Definiendo la relacién :

Y Homg(o®p M o(Ng), P) — Homp(N, Homg(M , _)(P) ).

esto eso :

¥ :Homg (N ®@gr M, P) — Homg (N, Homg(M , P))

V Np, € Mod— R, VY Ps € Mod— S , de la siguiente manera. V f :
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N ®r M — P definimos, ¢(f)(n) :=f(n®.): M — P € Homg(M,P) .
Este funcién claramente es un S-morfismo, pues:

(f)(n)s(m+m') = f(n® (m+m)s)
= f(n® (ms+m's))
f((n@ms)+ (n®@m's))
f(n®@ms)+ f(n@m's)
= f(n@m)s+ f(n@m')s
=(f)(n) s(m) +¢(f)(n) s (m’).

Por otro lado también se tiene la relacion :

¢ : Homg(N, Homg(M , _)(P)). — Homg(.®gr My(Ng), P)

esto es:

¢ :Homg (N, Homg(M, P)) — Homg (N @r M, P)

V Nr € Mod— R,V Ps € Mod— S , de la siguiente manera. Observemos
primero que V g : N — (Homg(M , P))r € Mod — R, se tiene una funcién
bilineal §: (N x M) — P definida de la siguiente manera:

g(n, m) = g(n)(m)

Vn € N,Vm € M. Verifiquemos que es bilineal :
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Jg((n+n'), m)=gn+n)(m
= g(n)(m) + g(n')(m)
= g(nv m) +g(nl’ m)

Entonces 3 ¢*: N@g M — P tal que g(n, m)=g*(n®@m).

Notemos ahora que (p(g)) = g , para esto sean n € N,m € M , en-
tonces 1(p(g(n)(m))) = ¥(p(g)(n @m)) = ¥(g"(n ®@m)) = g(n)(m) .

Veamos ahora que ¢(¢(f)) = f , para esto sean n € N,m € M | en-
tonces (Y (f(n®@m))) = p(f(n®.)(m)) = f*(n®@m) = f(n®m). Finalmete
veamos que la biyeccién es natural. Paraestosean f: N — Ny g: P — P,
entonces se tiene el siguiente diagrama :

Homg(N @ M, P) ——" . Homp(N , Homg(M , P))
(F(£).9) (f,G(@)
Homg(N‘® M, P*) Hompg(N‘, Homg(M , P*))
N, P

Sea ahora o € Homg(N‘® M, P‘) , entonces, ¢, p) (F(f),9)(a) =
Yv,pyogoaoc(f®ly)=ad: N—>H0mS(N P) , donde :
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Vne N, m € M. Porotrolado, (f, G(9))¥wn:, pry(c)
donde o* : N — Homg(M, P*) estd dada por a*(n‘) =
(f, G(g))a* = ga* f , donde :

g f(n)(m) = g(a(f(n),-)(m) = g(a(f(n) @ m))
Entonces n.py(F(f), 9) = (f, G(g))¥n«p: , es decir la biyeccion es natural.
De donde se tiene que el funtor tensor _.®g M : Mod — R — Mod — S es
adjunto izquierdo del funtor Homg(M , .) : Mod — S — Mod — R . g

Equivalencias de Categorias.

Definicion. Dos categorias C y D son isomorfas sit 3 F:C — D y
G : D — C funtores tal que FG =1p y GF =1¢ ,esdecir C y D son
isomorfos en la categoria CAT (categoria donde los objetos son las categorias y
los morfismos son los funtores entre ellas).

Definicion. Dos categorias C y D son equivalentes sit 3 F : C — D
y G :D — C funtores tales que v : GF = 1¢ y u: FG = 1p son transfor-
maciones naturales, es decir se tienen los siguientes diagramas conmutativos;

FyGo(D) —2 D
FiGi(f) f
FyGo(D*) — D'
GoFo(C) ve C
G1Fi(h) h
GoFy(C) Ct

(el
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VfeD yhel.

7.6. Categorias aditivas, abelianas y de Grothendieck. .

Definicién. Una categoria C es preaditiva (Al) si cumple las siguientes
propiedades:

) C tiene elemento cero.

o) V AAB € Cy, Hom(A,B) pose una estructura de grupo abeliano, es de-
cir, (Hom(A, B),+,045) es un grupo abeliano.

o) La composiciéon de morfismos Hom(B,C) x Hom(A,B) — Hom(A,C)
es bilineal, esto es, V «, 3,7 € C; se tiene que y(a+ ) = ya +08 y
(o + B)y = ay + B, cada vez que las composiciones anteriores esten definidas.

Observacion. R — mod es una categoria preaditiva.

Demostracion. Se afirma que el R-médulo trivial {0} es el elemento cero, pues
si M es un R-médulo entonces, |Hom({0}, M)| = 1 debido a que el elemento
identidad siempre va al elemento identidad, y |Hom(M, {0})| = 1 claramente.

Hemos ya notado que V M, N R-médulos, Hom(M,N) tiene estructura de
grupo abeliano.

Finalmente notemos que Vj: P — M V f,g: M — N V h: N — P se
)

tiene que h((f + g)(m)) = h(f(m) + g(m)) = h(f(m)) + h(g(m)) ¥ m € M

+
y (F+9)0W®) = rGMp)+90p)Vpe P. Estoes h(f+g)=hf+hg y
(f +9)j = fj+gj. Entonces R — od es una categoria preaditiva. g

Definicién. Una categoria preaditiva C (Al) es aditiva (A2) si para cada par
de objetos A, B € (Cy existe un producto A x B € Cy.

Observacion. R — mod es una categoria aditiva.
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Demostracion. Dados dos R-modulos, el producto directo es el producto en el
sentido categorico (debido a su propiedad universal) .o

Definicion 1. Una categoria C es abeliana si;

Al. C es preaditiva

A2. C es aditiva

A3. Todo morfismo tiene un kernel y un cokernel .

A4. Para todo morfismo o : A — B € (C; el morfismo inducido o :
Coker(kera) — Ker(cokera) es un isomorfismo.

La condiciéon A4 puede ser reemplazada por el siguiente axioma;
A4‘. Todo morfismo o« : A — B € (; puede ser "factorizado” como « : By

donde v es un cokernel y B es un kernel.

Definicion. Dadas dos categorias aditivas C y D, un funtor F :C — D
es un funtor aditivo si F; es un homomorfismo de grupos, esto es, para todo
Home(C,Cr) para todas f, g elementos de Home(C,C7) se tiene que
Fi(f +g9) = Fi(f) + Fi(g). Es decir si la funcién inducida por el funtor F

Home(C, C*) — Homp(Fy(C), Fy(CY))

es un morfismo de grupos.
Definicion 2. Una categoria C es abeliana si C es aditiva y ezacta.
Observacion. R — mod es una categoria abeliana.

Demostracion. Hemos ya visto que R — mod es una categoria aditiva y ex-
acta, esto es R —mod es una categoria aditiva. g



LAS CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE MODULOS. 133

Categorias de Grothendieck
Definicién 1. Una categoria C aditiva cocompleta es una categoria de
Grothendieck si cumple la siguiente condicion:

ABb5. Para todo objeto C € (y , para toda familia dirigida de subobjetos
(Cy); v para todo subobjeto B de C' se cumple que;

<ZC> NB=> (CinB)

Esta propiedad implica que la reticula L(C') de subobjetos de C' es continua
superiormente. Esto implica en particular que los limites directos son ezactos.

Definicion 2. Una categoria C aditiva cocompleta es una categoria de Grothendieck
si el funtor lim: R — Mod! — R — Mod es un funtor exacto.
—

La exactitud de los limites directos implica que las uniones directas preservan
intersecciones finitas (AB5).

Observacion. Las siguientes proposiciones son equivalentes para una categoria
abeliana cocompleta C ;
a) Los limites directos son exactos en C .

b) C satisface AB5

c)Para cada morfismo « : B — C 'y para cada familia dirigia (C;); de
subobjetos de C', se tiene que:

a Y Ci=> a0
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Observacion. R — mod es una categoria de Grothendieck .

Demostracion. Hemos ya notado que R — mod es una categoria aditiva co-
completa. Consideremos ahora un conjunto dirigido superiormente [ el cual
hemos ya notado es una categoria. Entonces dado un funtor F': I — R— Mod ,
construyamos puntualmente el limite directo de F' de la siguiente manera. Con-
sideremos el R— mddulo €, Fy(i) , ahora consideremos el siguiente submédulo

’

H =< {ij(z) —i;(FE\) (@) | N:i —j € L (i <),z € Fy(i) } >.

Donde 4; : Fy(j) — @y, Foli) v p: Dy Foli) — @D, Fo(i)/H son el
morfismo inclusién y proyeccién respectivamente. Entonces se afirma que ;

(B FRG)/H, {a=piis)

Es el limite directo del funtor F . Veamos primero que la familia {o;} es com-
patible. Para esto sea \:i —> j € I; . Sea entonces x € Fy(i) se tiene que
H lo cual sucede por construccion de H .

Y si {f;: Fo(i) — X} es una familia compatible de morfismos, entonces por la
propiedad universal de la suma directa existe un inico morfismo ¢ : €@, Fo(i) —
X tal que f; =1 i; . Finalmente notemos que V h =) (i;,(z) —i;(F1(N\)(2))) €
H se tiene que; w(X(ii(x) — i,(FO)@) = SWGEE) — i(AO)@) -
> (W (ii(x)) = (3 (Fi(M)(2)) = 22(Bi(x) = B (Fi(A)(x))) = 220 = 0, entonces por
la propiedad universal del cociente existe un tinico morfismo ¢ : € Io Fy(i)/H —
X tal que 1p =1 entonces se tienen los siguientes diagramas conmutativos;
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@

Hemos también ya notado que dados dos funtores F : I — R — Mod vy
G : 1 — R — Mod , una transformaciéon natural o : ' = G nos induce un
morfismo & : @, Fo(i)/H — @, Go(i)/H* . Esto nos induce el funtor limite

directo lim : R — mod"" <) :— R — mod dado por:
—

lim .o(F) := P ki) /H

Donde H y & son los objetos previamente construidos. Veamos ahora que
el funtor limite directo es exacto utilizando la siguiente equivalencia .Un funtor
F es exacto sii manda sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas .

Consideremos entonces una sucesién exacta corta y su respectiva sucesion inducida

por el funtor lim :
—

0—"= ({Fo()} o, (P (N} 1) =2 ({Go(i) sy , {G1 (N h1) == ({Ho (i) g, {H1 (M) }ry) === 0

lim lim lim lim
— — — —

{0} @, Foli)/H——"—— @, Goli)/ H ———— @, Ho(i)/H* = {0}
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Entonces Vi € I se tienen el siguiente diagrama conmutativo:

g Vi

0 Fy (i) Go(1) H(7) 0
‘01 a; Bi Vi |
0} 2 e 0}

Verifiquemos ahora la exactitud de la sucesion inducida; Observemos primero que
& es mono. Notemos antes que si z; € Fy(i) entonces o;(x;) =0 sit 3 j <
i tal que Fl(/\j)(xi) =0 . Seaahora z = (z;) + H € Ker(s) en-
tonces G1(A7)(0i(v;)) = 0 para alguna j < i € [ entonces se tiene que
o;(FL(X)(2;)) = G1(A\!)(0s(2;)) = 0 ahora bien debido a que o; es mono se
tiene que Fy(M)(z;) = 0 entonces z; se va a cero en su respectivo limite, de
donde se sigue x = (0 entonces & es mono.

Veamos ahora que Im(5) = Ker(v) , es claro que si (z;) + H € @, Fo(i)/H
entonces v(6((x;)+H)) =0(> oi(xi)+H) = > (vi(0;)(x;)+Hx) =>,0=0 esto
es Im(c) < Ker(v) . Sea ahora (y;) + H € Ker(v) entonces Vi € I existe
j<i tal que Hy(M)(w(y) = 0 de donde 15(Gy(M) () = Fy(X)(4(s) = 0
esto es v;(y;) = 0 pero como Im(o;) = Ker(vj) entonces o,(z;) =y, para
algin z; € Fy(j) entonces se tiene que &((z;) + H) = (y;) + H* , de donde se
tiene que Im(a) > Ker(v) , entonces se tiene que Im(c) = Ker(v) .

Finalmente veamos que & es un epimorfismo, sea entonces (z;) + H* €
D, Ho(i)/H* ahora Vz € H; 3y € Go(i) tal que v(yi) = 2 en-

tonces se tiene que »((y;)+ H) = > v;(y;) + H* = (z;) + H* entonces © es epi.
De donde se tiene que R — mod es una categoria de Grothendieck. o
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