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Resumen

Las particulas activas son sistemas intrinsecamente fuera de equilibrio
debido a complejos mecanismos que convierten localmente energia tomada
del entorno en movimiento activo. Describir su naturaleza fuera de equilibrio
a través de dichos mecanismos microscopicos resulta bastante complejo por
lo cual se adopté una descripcion del movimiento activo desde el punto de
vista de los patrones de movimiento, simplificindose con ello la descripcion
tedrica. En el presente trabajo se encontré una descripcion que da cuenta de
la naturaleza fuera de equilibrio inherente a la materia activa sin recurrir a
dichos mecanismos microscopicos sino a las propiedades caracteristicas del
movimiento activo, a saber, autopropulsion y longitud de persistencia, incor-
porando el marco tedrico de equilibrio local. Para explorar esta cuestion se
estudié la conexién entre la descripcion de patrones de movimiento propios
de particulas activas referidos al modelo particular de dindamica «run-and-
tumble» y aquellos que pudieran exhibir particulas pasivas difundiéndose en
entornos no homogéneos y por tanto fuera de equilibrio, en ambos casos
tratdandose con sistemas estacionarios. Dicho estudio se hizo con particulas
activas y pasivas sin interaccién (limite diluido) moviéndose en una dimen-
sién bajo la influencia de potenciales caracteristicos (lineal, arménico y doble
pozo), donde es el confinamiento conferido por los mismos lo que permite que
el sistema alcance la estacionariedad y la conexiéon sea posible. Los procesos
en el caso activo y pasivo se describen a través de las distribuciones de proba-
bilidad estacionarias para la posicion de la particula en la regién de interés.
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Abstract

Active particles are intrinsically out of equilibrium systems due to com-
plex mechanisms that locally convert energy taken from the environment into
active motion. To describe its non-equilibrium nature through this mecha-
nisms it is quite difficult. Rather than this we adopted a description from
the point of view of active motion patterns. In the present work has been
found a description that codifies this non-equilibrium nature by only active
motion properties (persistence lenght and self-propulsion) incorporating lo-
cal equilibrium framework. For this purpose we studied a connection among
active motion patterns referred to «run-and-tumble» model and those exhibi-
ted by passive particles diffusing in out of equilibrium systems characterized
by inhomogeneity. Furthermore both of this systems are stationary. To explo-
re this connection we worked theoretically with active and passive particles
moving in one dimension without any interaction (dilute limit) under the
influence of some characteristic potentials: linear, harmonic, double-well. It
is precisely this confinement that allows this systems to achieve stationarity.
The diffusive processes are described by stationary probability distributions
for the position of the particle in the region of interest.
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Capitulo 1

Introduccion

La investigacién en materia activa, concepto concebido dentro del marco
de la Fisica de Materia Blanda y a nivel fundamental en el seno de la Fisica
Estadistica, es una de las areas mas prolificas y de mayor interés en la ac-
tualidad; ésta presenta varios retos en lo tedrico y experimental, y encuentra
aplicacion en ciencias tales como Biologia, Quimica, etc., ademas de utilizar-
se como herramienta teérica en disciplinas como Sociologia y Economia, por
mencionar algunas.

El término materia activa de manera general se refiere a un conglomerado
constituido de enormes colectividades de individuos que interactiian entre si,
denominados formalmente «agentes brownianos activos». Ahora bien, ja qué
nos referimos cuando se dice que un sistema es activo o muestra actividad, en
este contexto? Se puede considerar como la habilidad que posee un individuo
o un colectivo de dichos individuos para tomar energia de su entorno, posi-
blemente almacenarla, y convertirla en energia cinética; de lo cual se puede
inferir que se trata de un proceso interno. Cabe senalar que el término agen-
te browniano activo se refiere a individuos que muestran caracteristicas que
en este caso no se tomaran en cuenta, tales como que éstos puede crear o
responder a un campo autoconsistente, siendo este el caso mas general donde
se tienen colectivos interactuantes entre si, siendo el punto de partida para el
analisis desde el punto de vista de los Sistemas Complejos. En lugar de ello
se utiliza el concepto de particula activa, el cual se puede interpretar como
una version mas ‘simple’ de un agente Browniano, en la cual la caracteristica
particular es el movimiento activo que exhibe.

La materia activa estudiada inicialmente en el contexto de los sistemas
biolégicos, encuentra en éstos un importante bastion de ejemplos. Uno de
tantos a nivel microscépico son los llamados motores moleculares, conjunto
de moléculas que convierten energia quimica en movimiento mecanico llevan-
do a cabo tareas especificas a nivel celular, siendo este el caso de la kinesina,
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esencial en los procesos de mitosis, meiosis y transporte a lo largo de los
axones en las neuronas. A nivel macroscépico un organismo superior, por
ejemplo cierto animal, se considera un sistema activo ya que toma energia
del entorno al momento de alimentarse, la procesa internamente a través
de complejos procesos metabdlicos y finalmente manifiesta dicha energia en
movimiento mecanico, lo que le permite llevar a cabo tareas esenciales para
su supervivencia como lo es la misma busqueda de alimento (forrajeo) por
citar un ejemplo, siendo ésta una de las areas de mayor interés en teoria
del movimiento animal. En los sistemas anteriores y otros mas, las entidades
activas pueden actuar de manera individual o formar parte de un colectivo
pudiendo referirnos a una colonia de bacterias, un cardumen de peces, una
parvada de aves (Figura 1.1) o una aglomeracién de humanos interactuan-
do en determinado sitio, etc. Colectividades de particulas activas o agentes
brownianos, exhiben comportamiento complejo, es decir, fendmenos de auto-
organizacién y emergencia, tales como formacion de patrones, caoticidad y
particular procesamiento de informacion en dichas interacciones.

10 pm

(a) Colonia de bacterias E. coli (b) Parvada de péjaros

Figura 1.1: Materia activa a nivel microscépico y macroscépico.

La materia activa es omnipresente en el sentido de que si bien surge en el
contexto de sistemas fisicos, quimicos y bioldgicos, el concepto de actividad
asi como las herramientas tedricas utilizadas se pueden aplicar a otros siste-
mas donde la energia «fisica» no es el unico tipo de «energia» a considerar.
Por ejemplo, se puede extender el concepto de actividad a entes no fisicos o
biolégicos, tales como un mercado econémico; en éste, la energia fisica no es
el inico medio del cual se vale el mercado (ente activo) para llevar a cabo tal



o cual accién, requiere ademas de otros recursos propios del terreno econémi-
co, como que haya «liquidez», es decir, dinero en el mercado, jugando ésta el
rol de la «energia».

La materia activa también se puede emular artificialmente. En una prime-
ra aproximacion se han disenado particulas, denominadas tipo «Jano», cuya
caracteristica esencial es que sus superficies tienen dos o mas propiedades
fisicas distintas conferidas por recubrimientos especificos, siendo esta carac-
teristica la que a través de varios tipos de mecanismos e.g. termoforéticos,
electroforéticos, etc., dota de movimiento activo a la particula pasiva en un
inicio [1] [6]. El disefio de particulas que imiten el movimiento activo y en
ultima instancia el desarrollo de dispositivos nanotecnolégicos activos, es uno
de tantos retos en la investigacion de particulas activas. Dichos dispositivos
llamados micronadadores son de suma importancia desde el punto de vista
tecnolégico por las potenciales aplicaciones que tendrian, siendo ejemplo su
posible uso en areas como terapia génica y aplicacion de farmacos en los sitios
especificos donde se desarrolla la afectacion.

Critical Mixture T<-TC

T>T

4 Local

S k.
Demixing

Figura 1.2: Explicacién esquemética del mecanismo de autopropulsién en un microna-
dador: una particula de Jano es iluminada calentando una de sus capas por encima de la
temperatura critica T, induciendo con ello la separacién de los recubrimientos siendo este
el proceso que propulsa a la misma. [1]

Dicho lo anterior ahora nos remitimos a la Fisica involucrada en el fenémeno
activo. Precisamente es la actividad o intercambio de energia caracteristico
de los sistemas activos lo que mantiene a la particula en una situacién fuera
de equilibrio a través de ciertos mecanismos microscopicos internos de na-
turaleza irreversible. En general un sistema activo se puede ver como si se
tratdse de un sistema termodinamico abierto en el cual hay flujos de energia
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desde y hacia el interior. En adiciéon al proceso interno activo, la particula
puede interactuar con su entorno mecanicamente, siendo pasiva dicha inter-
accion al igual que en una particula Browniana ordinaria. Por tanto en un
sistema activo se pueden distinguir dos procesos: uno interno de naturale-
za irreversible y un proceso externo de interaccion mecdnica con el entorno
(Figura 1.3).

. \ ."\\I
[ {Conversion I|
|' de Energia) / )» '
| |
"-.\ Irreversible Movimiento auténomo |

\ !

- /

\ - /
Proceso Externo Pasivo
\tlnteraccién Mecanica con fronteras)

Figura 1.3: Proceso interno y externo en una particula Browniana activa.

Ahora bien, ja qué nos referimos con estos mecanismos que convierten
localmente la energia del entorno en movimiento activo? Por lo general son
reacciones quimicas y fotoquimicas que ocurren al interior de las particulas
activas, generando en el proceso inhomogeneidades locales en la composicién
quimica, temperatura y densidad, las cuales producen complejos patrones de
flujo que mantienen dicho sistema en una situacion fuera de equilibrio.

Estos procesos internos de naturaleza irreversible tienen como consecuen-
cia que el movimiento de este tipo de particulas tenga propiedades distintas
a aquellas observadas en el caso de particulas pasivas. En este sentido son
dos las propiedades caracteristicas del movimiento activo: 1. El desplaza-
miento a cierta velocidad constante, vy (autropropulsion). 2. La longitud de
persistencia o tiempo de persistencia.

Con base en los parrafos anteriores podemos identificar dos enfoques o
aproximaciones con relacion a la descripcion de sistemas activos. Por un
lado la descripcion en términos de los complejos mecanismos locales que
mantienen intrinsecamente al sistema en una situacion fuera de equilibrio y
por otro lado la referente a las consecuencias de éstos en el movimiento que
el sistema exhibe externamente.



Si bien es clara la naturaleza fuera de equilibrio a partir de los mecanismos
descritos en parrafos anteriores, explicar la misma en términos de éstos resul-
ta bastante complejo a nivel tedrico, ya que implica el acoplamiento de varios
fenémenos fisicos al mismo tiempo, s6lo por mencionar uno de los inconve-
nientes. Sin embargo, al enfocar la descripcion de dichos sistemas a través
de los patrones de movimiento observados en ellos, simplifica la descripcién
tedrica de los mismos. Es en este ltimo enfoque pragmatico, alrededor del
cual se desarrolla el presente trabajo.

Tomando este enfoque, en adelante se puede considerar una especie de
«caja negra» lo que sucede al interior del sistema activo en lo referente a la
conversion de energia y los mecanismos involucrados en ella. Sin embargo
persiste el hecho de que estos sistemas se encuentran fuera de equilibrio, con
la diferencia de que ahora nos preguntamos cudl es la naturaleza fuera de
equilibrio, ya no en referencia a los procesos internos (la cual es clara), sino
en términos de las propiedades caracteristicas del movimiento activo.

En este sentido explicar dicha naturaleza en estos términos resulta mas
bien en una interpretacién que se puede asociar a este comportamiento fuera
de equilibrio méas no significa que ésta sea la causa «real» del mismo, siendo
ésta ultima los procesos internos en la particula activa. Ejemplo de este tipo
de interpretaciones es el bien conocido caso de la asociacion de una tempe-
ratura efectiva a sistemas activos. En situaciones simples, la difusién de una
sola particula activa se puede interpretar como si se tratase de una particu-
la pasiva difundiéndose en un medio «mas caliente» caracterizado por una
temperatura efectiva homogénea que da cuenta de las fluctuaciones térmicas
en el mismo, remitiéndonos a una situacién de equilibrio tipo Boltzmann.
Asi, no es que ése sea exactamente el mecanismo que ocurre realmente, sino
que se establece una equivalencia donde dicho fenémeno se puede interpretar
ahora en términos de un sistema Browniano pasivo ordinario.

Determinar con precision la impronta de la Fisica fuera de equilibrio a
partir de las propiedades del movimiento activo ya sea que las particulas inter-
actien o no, frecuentemente resulta complicado [7]. En el &nimo de establecer
un esquema que pudiera clarificar esta cuestion, se desarrolla este trabajo,
explorando en el camino una conexién entre el movimiento Browniano activo
descrito por particulas activas del tipo «run-and-tumble» y aquél efectuado
por particulas Brownianas pasivas difundiéndose con movilidad constante en
un medio inhomogéneo no isotérmico.
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Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Movimiento browniano pasivo

La teoria de movimiento Browniano ha ocupado un rol central en varios
aspectos tanto tedricos como experimentales de la Fisica, siendo su desarrollo
uno de los logros de mayor impacto a principios del siglo XX, junto a la
Teoria Cuantica y la Relatividad. Dicha importancia puede ser entendida
si abstraemos las caracteristicas esenciales del movimiento encontrando que
su fenomenologia se encuentra inmersa en muchos otros campos de estudio
como teoria de circuitos eléctricos, conductividad, ldseres y como punto de
partida del tema a abordar en el presente trabajo: el movimiento de Particulas
Brownianas Activas.

2.1.1. Antecedentes historicos

Podemos remontarnos hasta 1784, fecha en la que Jan Ingen-Hausz do-
cumento el movimiento irregular que exhibian particulas pequenas en de-
terminado medio, en su caso particulas de carbén en polvo en un fluido.
Posteriormente, en 1827, dicho movimiento irregular adquiriria importancia
(y el nombre) de la mano de las observaciones del botdnico inglés Robert
Brown [8], quien estudiando al microscopio como se movian los granos de
polen, esto en aras de comprender mejor el proceso de inseminacién en plan-
tas, observo con mayor detalle dicho fenémeno. En un principio atribuyo su
origen a las particulas mismas,proponiendo incluso el nombre de "moléculas
activas”; més adelante, en 1863, C. Wiener [9] después de observaciones ex-
perimentales propuso una nocién mas cercana a la explicaciéon moderna: el
movimiento ‘perpetuo’ e irregular se debe al movimiento no de la particula en
adelante referida como ’browniana’, sino al de las particulas en el medio que
la circunda; no es de extranar estar propuesta si tomamos en cuenta que en
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1859 Maxwell habia formulado su famosa distribucion de velocidades, siendo
esta nocion uno de los primeros atisbos de la naturaleza molecular y atomica
de la materia que tendra como consecuencia el desarrollo de la Teoria Cinéti-
ca y en ultima instancia la Fisica Estadistica. En efecto la explicacion del
movimiento Browniano en la segunda mitad del siglo XIX fue el campo de
batalla donde se enfrentaron dos puntos de vista aparentemente opuestos, por
un lado estaban los que creian que solo eran necesarias las consideraciones
de la Termodinamica para su explicacion y por otro quienes defendian la na-
turaleza intrinsecamente microscépica de la materia en su constitucién y que
atribuian la explicacion de dicho fenémeno a las colisiones de las moléculas
constituyentes del medio circundante sobre la particula Browniana. En 1879
Négeli se propuso refutar la explicacion anterior. Estudiando las colisiones
entre una molécula del fluido (con la misma velocidad) y la particula Brow-
niana concluyé que dichas colisiones eran insignificantes cuando de mover a
la particula Browniana se trataba descartando asi que esa fuera la causa. En
1889, Gouy [10], después de un detallado andlisis experimental llegé a ciertas
conclusiones observacionales, tales como que si la viscosidad del fluido cir-
cundante disminuye, el movimiento browniano se ve amplificado, lo mismo
sucede al aumentar la temperatura y si las particulas son mas pequenas.
Fue hasta 1905 el ano en que Einstein [11] por primera vez obtuvo tedri-
camente una explicacién satisfactoria combinando el proceso estocastico ele-
mental conocido como caminata aleatoria con la distribucion de velocidades
de Maxwell-Boltzmann, siendo esta ultima clave en el desarrrollo y uno de
los errores en los que incurrié Négeli al no considerar dicha naturaleza es-
tadistica; no todas las moléculas se movian con la misma velocidad ademas
en un segundo las colisiones eran del orden de 10?° siendo su impacto verda-
deramente significativo para la particula Browniana. Ahora bien ;Cudl fue
la explicacion de Einstein? Tal como habia propuesto Wiener, el movimiento
erratico de las particulas se podia explicar en términos del ruido térmico ge-
nerado por las moléculas (microscépicas) que conforman el medio circundante
cuando impactan a la particula Browniana (mesoscépica). Matematicamente,
la teoria de Einstein se sustenté en una ecuacion diferencial parcial parabdlica
para la distribucién de densidad de probabilidad del desplazamiento en una
dimensién; este tipo de ecuaciones son conocidas actualmente con el nombre
de ecuaciones de Fokker-Planck. En 1906 Smoluchowski [12] desarrolla una
teoria cinética del movimiento Browniano obteniendo resultados analogos a
los de Einstein, corroborando que el movimiento de la particula Browniana se
debe a la agitacién molecular del medio en que se haya inmersa la particula,
todo esto a partir de un formalismo matematico similar al de Einstein, por
tal motivo a este tipo de enfoque referido a la evolucién temporal de una dis-
tribucion de probabilidad, se le conoce como Teoria Einstein-Smoluchowski.
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Los resultados obtenidos en dicha teoria fueron corroborados experimental-
mente posteriormente por Perrin [13] recibiendo con ello el Premio Nobel de
1926.

La teoria desarrollada por Einstein y Smoluchowski aunque acertada, pa-
recia no ser intuitiva en el sentido la mecénica Newtoniana, piedra angular
de la explicacién tedrica dada al movimiento de los cuerpos. En este sentido
fue que Langevin [14] plantea su teoria en 1908, més conectada a la formu-
lacién de Newton aunque con un ingrediente adicional: la estocasticidad en
las fuerzas que inducen el movimiento. N. Wiener extiende estos conceptos
desarrollando con ello la Teoria de Procesos Estocasticos, contribuyendo a su
consolidacion otros fisicos y matematicos entre los que se cuentan Uhlenbeck,
Wang y Ornstein; todos ellos con el objetivo de refinar y formalizar la teoria
del movimiento Browniano.

Figura 2.1: Trayectoria irregular observada en una particula Browniana. [2]

2.1.2. ;Qué es el movimiento Browniano?

El movimiento Browniano es el movimiento aleatorio observado en particu-
las del orden mesoscépico (particulas Brownianas) debido a las incesantes
colisiones de las particulas del orden microscépico que conforman el fluido
circundante en que se encuentran inmersas. Las trayectorias descritas por
la particula Browniana son irregulares (ver Figura 2.1) y por supuesto de-
penden de los tiempos de observacion experimental, es decir, los puntos de
muestreo en el trayecto no seran los mismos que si se observa a la particula
en intervalos de 30 s, que si se hace cada 10 s como se puede observar en
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la Figura 2.3, aumentando por supuesto dicha irregularidad si los tiempos
de observacién se hacen més pequenios. Como demostré N. Wiener [15] en
1923, dichos puntos de muestra presentan continuidad en practicamente todo
sitio a diferencia de la diferenciabilidad que no muestra ningtin punto. Cabe
mencionar que ademas dicha trayectoria representa una de los ejemplos mas
citados de lo que ahora se conoce como un fractal aleatorio [16], estructuras
que presentan autosimilaridad ante cambios en la escala de observacién.

ario R
4
x
[ B
> N i 3
% A
\IL o - ;
\.\ X 1
" - r =T

Figura 2.2: Particula Browniana (mesoscépica) bombardeada por las moléculas (mi-
croscépicas) que conforman el medio circundante o baio térmico a una temperatura ho-
mogénea.

Perrin en su experiencia experimental nos brinda una vivida descripcion
de la fenomenologia del movimiento: «En un fluido en equilibrio, como el agua
dentro de un vaso, todas sus partes aparecen completamente sin movimiento.
Si ponemos en el agua un objeto de mayor densidad, cae. La caida, es cierto,
sera mas lenta si el objeto es menor; pero un objeto visible siempre termina
en el fondo del vaso y no tiende a subir. Sin embargo, serfa dificil examinara
durante mucho tiempo una preparacion de particulas muy finas en un liquido
sin observar un movimiento perfectamente irregular. Se mueven, se detienen,
empiezan de nuevo, suben, bajan, suben otra vez, sin que se vea que tiendan
a la inmovilidad».
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a) b)

Figura 2.3: Trayectoria de una particula Browniana: (a) Observacién a intervalos de 30
s.y (b) a intervalos de 10 s. [2]

A continuacion se desarrollan brevemente algunos de los aspectos mas
importantes de los dos enfoques tedricos utilizados frecuentemente para tra-
tar el movimiento Browniano, a saber la ecuacion de Langevin y la ecuacion

de Fokker-Planck.

2.1.3. Ecuacién de Langevin

De acuerdo a la dindmica Newtoniana podemos describir el movimiento
de la particula browniana con
dv (t)
dt

~F, (2.1)

donde en general las contribuciones a la fuerza actuando sobre la particula
son

(i) Una fuerza disipativa (friccién) que ejerce el fluido circundante, siendo
proporcional a la velocidad de la particula a través del coeficiente v 6
su inverso p = %, este ultimo referido en adelante como la movilidad
de la particula Browniana, es decir, la velocidad de corriente (’drift’)

que adquiere la particula por unidad de fuerza externa.

(ii) Una fuerza estocéstica F(t) que fluctia 'rdpidamente’; siendo su fuen-
te las colisiones de las moléculas que conforman el fluido circundante
contra la particula Browniana.

(iii) Una fuerza externa derivable de un potencial (conservativa) U (r). Por
ejemplo el campo gravitatorio actuando en la particula.
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Lo anterior se puede expresar matematicamente como

dv (t)

m—= = —VU (r) —yv (t) + F (¢) (2.2)
% v, (2.3)
6 en términos del momento lineal
dI;—t(t) — VU (r) - %p (t) + F (t) (2.4)
% - %. (2.5)

Las ecuaciones 2.4 y 2.5 se conocen como ecuaciones de Langevin para el
momento en el régimen subamortiguado.

En su trabajo original, Langevin supuso que las fuerzas estocasticas a lo
largo del tiempo se encontraban 'poco’ correlacionadas y que sobre interva-
los largos de tiempo su valor promedio debia ser nulo debido a la fluctuacion
tan rapida de las mismas. Posteriormente Ornstein y Uhlenbeck formalizaron
dicha nocién senalando que la fuerza estocastica debia distribuirse de mane-
ra Gaussiana con componentes independientes y en adicion correlacionarse
temporalmente a través de una funcién 6 de Dirac, es decir

(F@)=0 (2.6)

(Fi(t) F; (1)) =2D,0,;6(t—t"), 4,j==x,y,2 (2.7)

donde las componentes de la fuerza estocastica F; (t) son referidas en la ter-
minologia de procesos estocasticos con el nombre de ruido blanco Gaussiano,
siendo D, la intensidad o amplitud del ruido para el momento.

Ahora, 2.2 y 2.3 se pueden reescribir con el fin de obtener ecuaciones de
Langevin para la velocidad

dv(t) VU@ v, (t) + /2D (t) (2:8)

dt m m

dr

Y
donde D, es la amplitud del ruido para la velocidad y se relaciona con la
amplitud del ruido para el momento a través de D, = m?D,. En este caso
las fuerzas estocasticas deben cumplir

) =0 (2.10)

v, (2.9)
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GE@&GE)=6@—t). ij=wy-= (2.11)
Para modelar la dindmica de una particula Browniana se introdujeron las
fuerzas estocésticas F (t), variables aleatorias (o procesos) que a su vez indu-
cen a otras variables tales como r () y v (¢) a adquirir un cardcter estocastico;
este tipo de ecuaciones fueron uno de los ejemplos pioneros de lo que actual-
mente se conoce como ecuaciones diferenciales estocasticas. Ahora bien, desde
el punto de vista fisico la pregunta inmediata que se busca resolver es qué
tanto se ha desplazado la particula transcurrido cierto tiempo de lo cual da
cuenta el desplazamiento cuadrédtico medio (r? (t)), cantidad eminentemente
estocéstica.

Las ecuaciones 2.8 y 2.9 se pueden resolver para el caso en que VU (r) = 0,
realizando el producto escalar con la posicién instantanea de la particula,
tomando el promedio sobre el ensamble de dicho producto y utilizando el
hecho de que el promedio de la fuerza estocastica es nulo, se tiene

d2 2 2 2
T+ 120 =20, 212

en la cual se puede sustituir el valor de equiparticién (v?) = 3kgT. Con esto
la ecuacion se puede resolver facilmente para el caso en que a t=0, tanto (r?)
como su primera derivada son cero, con esto el desplazamiento cuadratico
medio estda dado por

(r*(t)) = %BTTTQ {; - [1 —exp (—é)] } : (2.13)

siendo T la temperatura absoluta y 7 = % el tiempo caracteristico de rela-

jacién. Para el caso en que t < 7 (régimen balistico) se tiene un comporta-
miento consistente con las ecuaciones de movimiento ordinarias

() = ()¢, (2.14)

mientras que para t > 7 (régimen difusivo) se tiene
(r? (t)) = 6—t, (2.15)

de donde se puede obtener la conocida relacién de Eintein que define el

coeficiente de difusion Dpg
_ kgT

r-)/

Dg (2.16)

Asi 2.15 se puede generalizar a

(r*(t)) = 2dDgt, (2.17)
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donde d denota la dimension del movimiento Browniano.

De suma importancia para el presente trabajo es el régimen denominado
sobreamortiguado. Como se vera en desarrollos posteriores, para el caso de
particulas pasivas se supone que la dinamica de éstas se corresponde con
dicho régimen. Este resulta particularmente 1til cuando la dindmica del fluido
se describe con numeros de Reynolds bajos. Si se supone que la friccion
ejercida por el medio circundante es grande en comparacion al desplazamiento
inercial de la particula en el medio, entonces las fuerzas inerciales se pueden
despreciar en comparacion con las fuerzas viscosas. Asi, la ec. (2.8) se puede
reescribir sin pérdida de generalidad considerando m = 1, por lo que D, =
D,=D.

Con lo anterior se obtiene la ecuaciéon de Langevin en el régimen sobre-

amortiguado
rlt) _ 4 = —Vi(r) +/2D, € (1), (2.18)

dt

con amplitud del ruido

p, =2 (2.19)

~2

Para concluir esta seccion, las ecuaciones de Langevin tratadas anterior-
mente (régimen subamortiguado y amortiguado) se pueden generalizar de la
siguiente forma

dTZ'

= A (r,t) + Zk:B,-k (r, )T (1), (2.20)

sujeta a las propiedades estadisticas
(T (8)) =0 (2.21)

(D () Ty (') = 2D6yd (¢ — t') | (2.22)

donde ahora se utiliza D para denotar la amplitud de este ruido gaussiano
generalizado. El término A; (r, t) fisicamente corresponde al proceso de trans-
porte de la particula en el fluido circundante, por ello se denomina término
de corriente (drift), mientras que By (r,t) 'y (t) corresponde a los procesos
difusivos, denominandose por tante término de difusion.

2.1.4. Ecuacion de Fokker-Planck

Si bien la descripciéon de en términos de la ecuacion de Langevin propor-
cioné un enfoque intuitivo desde el punto de vista fisico, no es la inica manera
de abordar el problema del movimiento de una particula Browniana. En el en-
foque Langevin conocido formalmente como Teoria de Ornstein-Uhlenbeck,
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se utilizé la descripcion de la variacion temporal de procesos estocasticos
para averiguar sus momentos estadisticos, en particular el referente al des-
plazamiento de la particula. Matematicamente, podemos abordar de manera
equivalente el problema tratando directamente con las densidades de proba-
bilidad, es decir, ahora se busca responder la pregunta (por simplicidad en
una dimensién): jcudl es la probabilidad de encontrar un valor z (t) (de la
trayectoria) correspondiente al ensamble de procesos x () (todas las posibles
trayectorias que sigue la particula) a cierto tiempo t entre z y = + dz? Esta
descripcion fue la empleada por Einstein y la primera en explicar el movi-
miento Browniano tedricamente, actualmente se le denomina a este enfoque
probabilistico Teoria de Einstein-Smoluchoski.

La teoria de Ornstein-Uhlenbeck y Einstein-Smoluchoski son descripcio-
nes equivalentes matematicamente y en principio se puede pasar de una a la
otra. Aqui se hara de manera generalizada utilizando algunos resultados bien
conocidos de la teoria de Procesos Estocasticos. Por simplicidad se hara para
una dimension, pudiendo realizarse de manera andloga para més dimensiones.
Las ecuaciones (2.19)-(2.21) en una dimensién son

dx

i A(z,t) + B (x,t)T (t) (2.23)
(T (t)y=0 (2.24)
(LT () =2D6 (t—t'), (2.25)

donde las propiedades estadisticas (2.23) y (2.24) que confieren gaussianidad
al ruido I" (¢) tienen implicaciones definitivas en la teoria de las ecuaciones de
Langevin garantizando que la solucién (proceso) de una ecuacién diferencial
estocdstica sea Markoviana. Para cada funcién muestra (realizacién) I' (¢) del
ensamble I (¢), la funcién muestra x (t) de x (t) queda determinada univoca-
mente con la condicién inicial x (o), ademés el hecho de que los valores del
término fluctuante se encuentren relacionados a través de una funcion delta
de Dirac implica que éstos son independientes estadisticamente, por tanto,
los valores de I' (¢) a tiempos previos por ejemplo ¢ < £, no pueden influir las
probabilidades condicionales a tiempos t > t, caracteristica definitoria de un
proceso de memoria corta formalmente conocido como Proceso de Markov.

El hecho de que la solucién a la ecuacién de Langevin sea un proceso
de Markov implica que ésta obedece una ecuacién Maestra la cual se puede
expresar en la denominada forma Kramers-Moyal, resultado bien conocido
de la teoria de procesos estocédsticos. En una dimension la expansion estéa
dada por

OP (x,1) :i (=D" o™ [ (2,t) P (2,1)], (2.26)

m!  Ox™
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donde los coeficientes a™ conocidos como 'momentos de salto’ estdn dados
por

o™ (1) = Aggloé (x (£ + AL — x (8)]™) . (2.27)

Para pasar de la ecuacién de Langevin a su equivalente probabilistico, la
ecuaciéon de Fokker-Planck, se requiere calcular los coeficientes de Kramers-
Moyal correspondientes, para esto la ecuacién de Langevin 2.23 se puede
expresar como la ecuacién integral

x (t + At) — Ty = /H—At dtlA [ZL’ (tl) ,tl] + /H—At dtlB [l’ (tl) ,tl] r (tl) .

(2.28)

Expandiendo en serie de Taylor alrededor del valor inicial xg
A [l’ (tl) ,tl] =A (.To, tl) + A/ (CC(), t1> [ZE (tl) - [Eo] + - s (229)
B [$ (tl) ,tl] =B ({E(),tl) + B/ (ZEo,tl) [l’ (tl) - l’o] + - s (230)

y sustituyendo en 2.28
t+At
l’(t—l-At) — Ty = / dtlA (l’o,t1>
t

t+At
—f-/ dtlA, ((L’(),tl) [ZE (tl) —I'()] + -
t
t+At
+/ dt1 B (g, 11)
t

+ /H_At dtlA, (ZL‘Q, tl) [I (tl) — l‘o] F (t1)+ s (231)

Ahora se puede iterar la diferencia x (t1) — x¢ en la expresion anterior obte-
niéndose

t+At
,T(t—{—At) — Ty = / dtlA (.CEo,tl)
t

t+At t1
+ / dtlA/ (Io, t1> / dtQA (ZE(), tg)
t

t+At

t1
+ 1 il?o,tl) / dth (.Io,tQ) T (tz) + -
t

t+At
+

| ana
t+At
‘|‘/ dtl ZEo,tl)F(tl)
| s

t1
1 1’07751)F(t1)/ dta A (o, t2)
t
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t+AL t1
+/ dtlBI (330, tl) r (tl) / dth (330, tg) r (tg) + - (232)
t t

Por la expresién para los coeficientes se requiere obtener el promedio de la
ecuacion anterior; manteniendo x = x (t) fijo y utilizando las propiedades
estadisticas del ruido Gaussiano se tiene

t+At t+At t1
(x(t+ At) — x) :/ dtlA(x,tl)/ dty A’ (x,tl)/ dto A (1)
t t t

t+At t1
t t

y utilizando la propiedad ftzl dto (t —to) f (t) = 3 (fo) en el integrando con
dicha funcién

/tl dtsB (2,1) 6 (ty — 1) — %B (2.1). (2.34)

Por tanto, para el primer coeficiente de Kramers-Moyal o), al tomar el limite
At — 0 solo se mantienen las integrales de orden At, obteniéndose

OB (x,t
aW (z,t) = A(x,t) + DB (z,1) % (2.35)
x
Anélogamente para a® = AlimoAlt (|z (t + At) — x]2>
—
(2) 1 t+At
a'? (z,t) = Al}fglOKt/t dt, B (z,t1)
t+At
/ it (2, £5) 2D5 (1 — t3) = 2D B2 (2, 1) (2.36)
t

Los coeficientes para m > 3 se consideran nulos.
En resumen los exponentes en la expansion de Kramers-Moyal son

aV (z,t) = A(x,t) + DB (z,1) % (2.37)
a? (x,t) = 2DB? (1), (2.38)
a™ (z,t) = 0. (2.39)

Sustituyendo los coeficientes en la expansion de Kramers-Moyal ec. 2.26 se
obtiene la ecuacion de Fokker-Planck para una dimensiéon
or 0

o = —%{{A(:c,t)—i—DB(:c,t)%m} P}+Da—2 |B? (z,t) P,

T 0x?
(2.40)
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la cual se puede generalizar al caso multivariable en tres dimensiones

8P r,t) —_Zayl{ P(r,t)}

+D) ai. { > B (r,t) B (v, t)| P (r, t)} . (2.41)

Con la expresion general anterior es posible pasar del formalismo Ornstein-
Uhlenbeck (ec. Langevin) al formalismo Einstein-Smoluchowski (ec. Fokker-
Planck) de manera directa. A continuacién se obtendran las ecuaciones de
Fokker-Planck equivalentes a las ecuaciones de Langevin en la coordenada
de velocidad, tanto en el régimen subamortiguado y sobreamortiguado.

aB,
) + DZB]k OB (r.t)

Ox;

Ecuacion de Klein-Kramers

Las ecuaciones de Langevin en el régimen subamortiguado 2.8 y 2.9, se
pueden expresar en una dimensiéon como

dv

= — (ot U (@) + £ (1) (242
dx
— = 2.43
it~ (2.43)
con las propiedades del ruido
(€(@) =0 (2.44)
()&M) =2D,6(t—t). (2.45)
Ahora se pueden identificar directamente en 2.41 los términos A; y Bji
A, =, A, = —(yw+U'(x)) (2.46)
y
B., =0, B, =0, B,,=0, B,,=1, (2.47)

con lo cual sustituyendo en 2.41 se obtiene la correspondiente ecuacién de
Fokker-Planck en una dimension

or 0P oP ovP o?pP

—_— j— —_— / —_— [
i Uax + U (x) 5 +7 5 +Dav2, (2.48)
expresandose en tres dimensiones como
OP (r,v,t | ro,vo,to) 8P 67P 0 OP
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La expresion anterior se conoce como ecuaciéon de Kramers o Klein-Kramers,
siendo un tipo de ecuacién de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad
dependiente de velocidad y posicion que describe el movimiento Browniano
pasivo en cierto potencial de fuerza externo, originalmente derivada por Kra-
mers para modelar la cinética en una reaccién quimica.

Ecuacion de Smoluchowski

Como se menciono en la seccién anterior, la ecuaciéon 2.18 para el régimen
sobreamortiguado es de particular interés en este trabajo, por lo que resul-
ta util obtener su ecuacion de Fokker-Planck equivalente; para ello dicha
ecuacion en una dimension se puede expresar como

dx 1dU (z)
—_— =—— t 2.50
e e U] (2.50)
con
(€ EE)) =2Ds0(t—t), (2.51)
de donde se pueden obtener los términos
1
A= ——M, B=1, (2.52)
v dx
y finalmente sustituyendo en 2.40
OP(z) 0 [1dU(z) 0P (x)
=— |—-—P D 2.
ot ox {’y dx (@)| + D ox? ' (2:53)
generalizandose a tres dimensiones
oP (I‘,t | I'(),to) 0 |VU (I') 82P
=— |—~2P|+D,——. 2.54
ot or ¥ + or? (254)

Esta ecuacién de Fokker-Planck es conocida usualmente como ecuacién de
Smoluchowski. La solucién en el estado estacionario se obtiene trivialmente
siendo

Py (r) = Neap {— Z 1()?} : (2.55)

la cual en equilibrio térmico es equivalente a la distribuciéon de Boltzmann
en virtud de que como se vera en el apartado correspondiente a fluctua-
cién-disipacion (ec. 2.94), D, es equivalente a Dg en la relacion Einstein-
Sutherland ( ec. 2.16). Por tanto sustituyendo en 2.55 se tiene que la densidad
de probabilidad estacionaria en realidad se puede tomar como la distribucién
Boltzmann-Gibbs

P (r) = ~eap {— v ("q . (2.56)
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2.1.5. Teorema de fluctuacion-disipacién

En la seccién anterior se encontré que en el enfoque Langevin, la ecuacion
de Langevin describe una fuerza aleatoria debido al movimiento térmico de las
moléculas que componen el medio circundante y una debido al movimiento
disipativo (friccién). En esta seccién se deduce uno de los teoremas més
importantes de la Fisica Estadistica, el teorema de fluctuacion-disipacién, el
cual como veremos relaciona los efectos de la fuerza aleatoria con aquellos
relacionados a la disipacién debida a la friccion de la particula con el medio.

A continuacion se exponen brevemente algunos resultados conocidos de la
teoria de andlisis espectral [17]. Un proceso estocdstico z (t) se puede expandir
través del desarrollo de Fourier

z(t) = Z a, et (2.57)

con las frecuencias
2mn

o= n=0,ELE2 (2.58)

en cierto intervalo de observacién T para 0 < t < T'. Los coeficientes de
Fourier a,, representan una variable aleatoria definida por

I it
a,=— [ dtz(t)e ™ (2.59)
T Jo

ademas ya que el proceso estocdstico se considera real, el coeficiente de Fou-
rier es de la forma

a, = al, +ial, a,=a",=a,—ial (2.60)

Se puede obtener la fuerza del coeficiente de Fourier a,,

(anf”) = (la ") + () (2.61)

siendo la suma de los promedios cuadraticos medios de la parte real e ima-
ginaria. Ahora, si se seleccionan solamente las frecuencias en cierto intervalo
Auw, las fuerzas de los componenetes de Fourier son observables utilizando
un filtro adecuado. Asi la intensidad o potencia promedio es

Sp(w) Adw =Y (Janl*) (2.62)
wn CAw
donde el niimero de modos o frecuencias en la banda de frecuencia Aw es
Aw T
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Finalmente, suponiendo que el promedio cuadratico medio sea continuo en
la frecuencia w,,, podemos definir el espectro de intensidad o potencia corres-
pondiente al proceso z (t) a la frecuencia w

S (w) jlggog {|an|*) (2.64)
que es el concepto que conecta directamente con la transformada de Fourier
de la funcién de autocorrelacion del proceso en cuestién a través del teorema

de Wiener-Khintchine

o0
S, (W) = — / dt (= (to) = (1o + 1)) e~ (2.65)
21 J_ o
En todas las ecuaciones de Langevin tratadas hasta ahora se ha supuesto
que el ruido cumple con las propiedades estadisticas del llamado ruido blanco
Gaussiano, por ejemplo las ecuaciones 2.8 y 2.9. En estos casos se supone por
ejemplo que la particula Browniana es mucho més pesada que las particulas
en el medio, sin embargo, el movimiento Browniano puede abarcar otro tipo
de aspectos méas generales donde visto en un sentido amplio se refiere al
movimiento fluctuante de un modo en cierto sistema dinamico macroscopico
que puede contener un gran numero de grados de libertad o particulas. Si se
consideran estos casos la suposicion de ruido blanco Gaussiano ya no es valida
para el proceso de la fuerza aleatoria I" () [18] lo cual queda de manifiesto
utilizando ahora una friccién retardada a diferencia del valor constante 7y
asociado anteriormente con la velocidad instantanea de la particula.
Tomando en cuenta esta friccién retardada podemos escribir una ecuacién
de Langevin generalizada

fl—;’ = —/ dt' v (t —t) v (t') + FT@) (2.66)

—00

que por ser lineal podemos utilizar el analisis de Fourier. En general la trans-
formada de Fourier de la enésima derivada esta dada por

F{ Gx 0} = rx (2.67)

Los procesos de la fuerza aleatoria I' (t) y la velocidad v (t) se pueden ex-
presar como

I'(t) = /_00 dwT (w) ™" (2.68)

v(t) = / " dw (w) e (2.69)
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donde I' (w) y v (w) son los respectivos coeficientes de Fourier. Tomando la
transformada de Fourier de la ecuacién de Langevin generalizada se obtiene
una relacién en términos de los coeficientes de Fourier (ec. 2.59) correspon-
dientes a cada proceso

1 T (w)

v w>:iw+7(w) m

(2.70)

y si suponemos que la friccién es una funcion par 7y (t) = v (—t), la expresién
anterior se puede escribir como

V(w) = (2.71)

v lw] = /000 dty (t)e (2.72)

donde los limites de integracién de 0 a co denotan una transformada de
Fourier-Laplace en adelante referida mediante los corchetes. La tilde superior
en los coeficientes de Fourier representa el hecho de que son las transforma-
das de Fourier de sus respectivos procesos. Ahora de 2.70 se puede obtener
el espectro de intensidad correspondiente a cada proceso, esto tomando en
cuenta que los procesos de la fuerza y la velocidad son estacionarios en un
tiempo lo suficientemente grande, de este modo se puede utilizar la definicion
2.64, obteniendo

Sulw) = = 0@

m? |iw + v [w]|

Ahora, la intensidad espectral Sr (w) debe cumplir cierto requerimiento para
satisfacer la representacién de una distribucion de velocidades en equilibrio
térmico. En el caso mas simple con ruido blanco Gaussiano se sabe que

(2.73)

2\ 7'('51"
(v*) = e (2.74)

expresion que se relaciona con la temperatura a través de la ley de equipar-
ticion

m (v?) = kgT (2.75)
es decir
gy — sl e
donde esta ultima ecuacién se puede generalizar para el presente caso como
_ mkgT

Sr (Ld)

Re {y[w]} (2.77)
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Con esta ultima expresion se puede utilizar el teorema de Wiener-Khintchine

1 & )
Sr () = 5 /_ dtor (e (2.78)
e inversamente -
or(t) = / dw Sp (w) e*! (2.79)

donde ¢ se refiere a la funcién de autocorrelacion del proceso de la fuerza
or (t) = (I ) (1)) (2.80)
Sustituyendo 2.77 en 2.79 se tiene

(T (@) T (@) = 2220 Re 5] 6 (0 — o)) (2.81)

™

Ahora, dado que el espectro de intensidad deber ser positivo se requiere
Re{y[w]} >0 (2.82)

ademas como se menciono con anterioridad, dada la paridad de la funcién de
friccién se puede considerar que

Re {7 [w]} = % /_ "ty (1) et (2.83)

Por lo tanto se obtiene que la funcién de autocorrelacién del proceso corres-
pondiente a la fuerza aleatoria es

(C ()T (') = mkpTy (t — ') (2.84)

Para la funcién de autocorrelacion de la velocidad se sigue un procedimiento
similar, utilizando el teorema de Wiener-Khintchine y sustituyendo en el
analogo de 2.79 las expresiones para las intensidades espectrales 2.73 y 2.77,
se obtiene la siguiente expresion

kgT [~ 1 1
=— dw | - + —
2rm J_ o w+7yw —ilw+ 7 W]

v 1)V () ) ol (2.85)

donde se puede demostrar que el segundo término en el miembro derecho es
igual a cero para t > 0, por lo que

T co+ie iwt
_ kT do—" (2.86)
—oo—ie w + Y [W]

(v (@) v(t))

- 2mm
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la cual puede resolverse integrando sobre la trayectoria adecuada. Para obte-
ner una expresion adecuada del Teorema de Fluctuacién-Disipacién esto no
es necesario. Si definimos la movilidad (o admitancia compleja) como

~ 1 1

== 2.87
podemos tomar la transformacién inversa de 2.86 obteniendo
~ 1 > / —iwt
f(w)=+——= dt (v(t)v(t))e (2.88)
kgT
y en analogia la ecuacién 2.84 se puede escribir como
1 o0 :
myw] = —— dt (T ()T (t')) e (2.89)
kgT

la dos expresiones anteriores son conocidas como Teorema de Fluctuacion-
Disipacién del primer y segundo tipo, respectivamente. En ambos casos se re-
laciona la respuesta (admitancia/movilidad g (w) 6 impedancia/friccion 7y [w])
de cierto sistema a una perturbacién externa con las fluctuaciones térmicas
generadas de manera expontanea en dicho sistema expresadas en forma de
la autocorrelacién de los procesos de velocidad y fuerza.

La relacién de Einstein-Sutherland (ec. 2.16) es simplemente un caso es-
pecial del Teorema de Fluctuacion-Disipacion. Un proceso difusivo estd rela-
cionado con el desplazamiento en cierto medio de concentracién no uniforme
de particulas coloidales, caracterizado por la constante de difusién

= hm— (| (t) > (2.90)

t—oo 2t
Ya que .
z(t) —x(0) = /0 dt' v (t') (2.91)

entonces 2.90 se puede escribir como

D = hm dtl/ dtg tl t2>>

t—o00 2

_}LI?O /dtl/ vty + 1))

- [ @ woowy (2.92)
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suponiendo que

lim (v (¢)v (') = 0 (2.93)

t—o0

Por 1ultimo, sustituyendo en la ecuacion anterior el Teorema de Fluctuacién
del primer tipo se obtiene directamente

kpT
D, = pkT = 2= (2.94)
gl

el subindice x da cuenta de que a su vez dicha expresion corresponde a la
amplitud del ruido para una ecuacién de Langevin sobreamortiguada en la
coordenada de las posiciones. Siguiendo un procedimiento andlogo ahora para
la coordenada de velocidades y momentos se obtendria

D, = D,m* = kgT (2.95)

Cabe senalar que el Teorema FD del primer tipo se puede derivar de manera
general a partir de la Teoria de Respuesta Lineal obteniéndose una expresion
equivalente aunque un tanto mas elegante

5 @) = 2ty ) (2.96)

donde se refiere en general a la respuesta de cualquier susceptibilidad .

2.1.6. Equilibrio local

En este trabajo se trata de establecer cierta equivalencia entre el movi-
miento browniano pasivo que se lleva a cabo en un medio inhomogéneo y
aquél que pudiera observarse en un tipo particular de dinamica activa, a sa-
ber «run-and-tumble». Por supuesto es importante establecer qué se quiere
decir con dicha inhomogeneidad y aiin mas como se expresa y fundamenta su
tratamiento. Aqui se interpreta inhomogeneidad como la variacién espacial
de las propiedades del medio e.g., T (z) o las propiedades dindmicas en el
mismo (e.g., i (), (x)). Pues bien, en efecto la Termodindmica de equili-
brio lidia con estos casos utilizando el concepto de equilibrio local, el cual
establece que las relaciones termodinamicas son validas para todas las varia-
bles termodindmicas asignadas a un elemento de volumen [19]. Dado el caso
de un sistema en el que suponemos equilibrio local, lo que se tiene es una
teoria en la que las variables termodindmicas intensivas se reemplazan por
funciones de la posicién r y el tiempo ¢, es decir

T=T(t), P=P(rt) (2.97)
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y las variables extensivas por densidades

s(r,t) (2.98)
e(r,t) (2.99)
ng (r,t) (2.100)

De esta manera se puede ver el sistema como un todo constituido por una
coleccién de subsistemas que interactian entre si caracterizados por diferen-
tes valores en sus propiedades. La validez de la suposicion de equilibrio local
se puede referir en relacién a la temperatura; en Mecanica Estadistica, un
sistema en equilibrio termodinamico queda descrito por la distribucién de
velocidades Maxwelliana, en la cual aparece una temperatura bien definida,
a saber

3
P(v)d*v = ( m > ) e T Py (2.101)
2k BT

Esta temperatura homogénea caracteriza el bano térmico en que se encuen-
tran embebidas las particulas o moléculas que tienen dicha distribucion de
velocidades. Por ejemplo, en el caso ordinario de movimiento Browniano el
medio en el que se encuentra embebida la particula se encuentra en equi-
librio termodinamico ya que podemos asignarle una temperatura efectiva
homogénea al banio que la rodea. Prigogine [20], ofrece un anélisis de ciertos
sistemas fuera de equilibrio que pueden cumplir dicha suposicién de localidad
refiriendo a que todos ellos siempre pueden ser descritos mediante la formula
de Gibbs o descripcion entrépica del sistema

1 P I
= —de — — —dX 2.102
ds Tde Tdv—l—ZTd r (2.102)

Los parrafos anteriores nos sitian en el contexto del concepto de equili-
brio local el cual se utilizara en el desarrollo del presente trabajo debido a
que a lo largo del mismo las cantidades dependientes de la posiciéon cobran
especial relevancia. A diferencia del caso pasivo ordinario en el cual se puede
identificar una temperatura homogéna del medio, se ha extendido el analisis
confiriendo al medio circundante inhomogeneidad en sus propiedades, es de-
cir, dicho medio ya no tiene una temperatura homogénea ni la movilidad en
él lo es, variando ambas de manera espacial.

En esta direccién van Kampen [21] propone un modelo difusivo para una
particula browniana en un medio inhomogéneo no isotérmico, la cual puede
ser descrita por una ecuacién de Smoluchowski que a diferencia de 2.53, en
ésta tanto la difusion (o temperatura) asi como la movilidad en la misma
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varian con la posiciéon. Dicha ecuacién se puede deducir formalmente a par-
tir la ecuacién de Klein-Kramers que analogamente toma en cuenta dicha
inhomogeneidad del medio a través de una temperatura y coeficiente de fric-
ciéon dependientes de la posicion. Agregando dichas dependencias espaciales
tenemos que 2.48 se puede expresar como

OP (z,v,1) oP oP OvP o*pP

= v—+U () =— +7(z + D, (2) =— 2.103

ot ox <>av 7<>8U ()81)2 ( )

y de la expresion para el teorema de fluctuacion-disipacién 2.95 con depen-
dencia espacial

D, (x) = kpT (2)7 () (2.104)
se tiene
OP (z,v,t)  OP ,, L OP 0 oP

En adelante sin perder generalidad se supondra kg = 1 por simplicidad en el
desarrollo. La ecuacion anterior se puede reescribir como

0 oP 110 0 0
— |vP+T(x) —|=—-|=— — U (v)=—|P 2.1
v [U +T (@) (%} v [815 +U§x Ulz) 81}} (2.106)
la cual se resolvera mediante la expansion de la densidad de probabilidad en
potencias de 7", es decir

P(z,v,t) = PO 44 1PpM 4 472p3) 4 ... (2.107)

satisfaciendo dicha ecuacién en cada orden de y~!. Los términos de orden ~°
satisfacen

d opP©)
il (0)
5 vPY 4+ T (x) 5

la cual se puede resolver sin tomar en cuenta aquellas soluciones que perma-
necen para |v| — 00, si se toma

—0 (2.108)

v2
PO (z,0,t) = e 2T f (2,1) (2.109)
siendo f una funcién arbitraria. Los términos y~! satisfacen

orP©®  9p oP© %) oP
. — il 1)
ot v Ox U'l@) o (=) ov [UP ke () v

(1)

] (2.110)

donde uno puede sustituir 2.109, obteniendo

y(x){gv—FT 6—2}13(1): {a—fﬂa—iﬂﬂ(x)f

T(x)] e 3 (2.111)
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la cual debe resolverse para P, Integrando esta tltima expresién en v se

tiene
of (x,1)
ot

Por tanto, la integrabilidad de 2.111 implica que f es independiente del tiem-
po asi como P©). Asimismo, 2.111 se puede reescribir como

—0 (2.112)

e |uf + QU—;T’f + %U’f - vT%e_gi %e—ﬁipm (2.113)
cuya ansatz propuesto de solucion es
PW (z,0,t) = [v¢ (z,t) + v*Y (2,1)] o i (2.114)
con 1 y ¢ dados por ,
v (x) = —63T2f (2.115)
T +U
¢ () = —(f)y—;rf (2.116)

Para tener una solucién general dependiente del tiempo se anade el término
g(z,t) .

PO (z,0,t) = [vg (x) + 0™ (x) + g (z, )] e (2.117)
Para los términos de orden 72 se puede obtener una ecuacién analoga a

2.111 para P® sustituyendo ahora la solucién 2.114. De nuevo el integrar
con respecto a v produce la condicion de integrabilidad

OPM OPM . opW
/dv[ By +v e - U (z) 5 }—0 (2.118)

Esta ecuaciéon se puede escribir como

0 0
il O _=Z (1)
t/va /dv vPY (x,v) (2.119)

sustituyendo 2.114

2

= —%/dv [0%¢ (z) + v (z)] e 27 (2.120)
se puede resolver la integral

= VT [T () + 3T% (2) (2121)
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y sustituyendo las expresiones para 1 y ¢

010
= — 2 _—
"5

Y73 T3 2.122
e sl (2.122)

Como lo que buscamos es una expresién para P (x,t) podemos ahora colectar
cada término de la expasiéon e integrarlo con respecto a v

P(x,t):/va(O) (x,v)+/va(1)(:c,v,t)+~'

VT ()4 0 (%) (2.123)

Con esto la ecuacién 2.118 obtenida para P (condicién de integrabilidad)
se puede traducir como

8P—a(f7 £ = 5%7 (1x) [%T (x) P(x,t) + U’ (z) P (x, t)] (2.124)

Utilizando el hecho de que 7y () es el reciproco de la movilidad p (z)

Ll 2@ [V @ P+ 2T P@n| 1)

La ecuacion anterior se puede escribir de dos maneras cuando se incorpora
al interior de los corchetes el término de movilidad con dependencia espacial.
Si se considera el segundo término como p () aﬁT (x) P (z,t) y se desarrolla
X

explicitamente, se tiene

WD _ 2 () U (@) e () T (@) P (21) 4 D () A2
(2.126)

Por el contrario, si la movilidad se anade al interior del operador diferencial,
ie, Zp(x)T (x) P (z,t), entonces
OP (z,t) 0 0?
o = g, (@) U'x) — ' () T (2)] P (2, 1) + 52 De (2) P (1)
(2.127)

Donde se utilizo el hecho de que la relacion de fluctuacién-disipacion se cum-
ple localmente, esto es

Da (@) v (2)

= pu(x) kT (x) (2.128)
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la cual coincide con la llamada relacién de Einstein-Sutherland (2.16), en este
caso a nivel local.

En las ecs. 2.126 y 2.127 los primeros términos en el miembro derecho
son lo que podria tomarse al menos de acuerdo a la estructura de la ecuacion
como el término de drift en una ecuaciéon de Fokker-Planck y de manera
particular en este tipo de ecuacién de Smoluchowski. Aunque por supuesto
este no tiene la forma ortodoxa de la movilidad multiplicada por la fuerza,
en lugar de ello aparece un término adicional que se podria relacionar a un
potencial térmico en 2.126 y otro mas controversial en 2.127. En el caso del
segundo término (difusivo) se tienen también dos opciones, siendo ambas
discutidas por el texto clasico de van Kampen [22], en el que se concluye que
ambas pueden ser correctas dependiendo del sistema fisico en particular.

Por otro lado, como se vera en el siguiente capitulo, en este trabajo se
considera para el caso de movimiento activo que la movilidad de la particula
no depende del espacio, siendo constante. En este sentido se han escrito varios
articulos, los cuales consideran un medio no isotérmico donde la movilidad es
constante [23]. Desde el enfoque Fokker-Planck se ha derivado rigurosamente
una ecuaciéon de Smoluchowki (régimen sobreamortiguado) para particulas
Brownianas en un medio no isotérmico [24]. Asimismo desde el enfoque ti-
po Langevin también se ha derivado este régimen tomando en cuenta dicha
consideracién [25]. Cabe mencionar que dichos estudios se hicieron con el
motivo de dirimir la cuestién que se presenta precisamente en el caso en que
la amplitud del ruido presenta dependencia espacial. En este contexto surge
el dilema de Ito-Stratonovich, el cual plantea que dependiendo de la pres-
cripcién para evaluar el valor que debe tomar x en dicha amplitud del ruido
dependiendo espacialmente, se obtienen dos ecuaciones de Smoluchowski li-
geramente distintas al tomar alguna de las dos prescripciones clasicas para
resolver ecuaciones diferenciales estocasticas: [t6 6 Stratonovich.

Utilizando un método perturbativo similar al empleado por van Kampen
y una posterior renormalizacion a través del método de grupo de renorma-
lizacién, Matsuo derivé la siguiente ecuacion de Smoluchowski para el caso
de una particula Browniana difundiéndose en un medio no isotérmico con
movilidad constante

OP (z,t) 0

= Han U'(z) P(x,t) + %T () P (z,t) (2.129)

la cual es completamente andloga a aquella derivada por van Kampen (ec.
2.125). En este caso es trivial expresarla como la ecuacién de continuidad

P (x,t) _ 0J(z,t)

o o (2.130)
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expresada explicitamente como

apézz,t) _ _% U (1) P (2.1) _M%T(x)P(;p,t) (2.131)

con lo cual queda definida la corriente

O 1 () P (2,1) (2.132)

J(2.t) = —uU" (2) P (2,1) — pg-

Ahora bien, como se mencioné anteriormente estamos interesados en expre-
siones para movilidad constante, lo cual condiciona el cumplimiento riguroso
de la relacién de fluctuacion-disipacion local (ec. 2.128). En el caso de movi-
lidad constante se tendria la expresién analoga

D, (x) R

= pkpT (x) (2.133)
Esta expresion como tal es discutible en el sentido de que no se puede afirmar
que se cumple fluctuacién-disipacion localmente dado que la movilidad es
constante y por ende desacoplada del término referente a la temperatura del
local del medio. Sin embargo dejando de lado este acoplamiento contenido
en la relacién fluctuacién-disipacion entre la respuesta de la particula a las
perturbaciones hechas por el medio fisico, al cual por supuesto podemos
asociar una temperatura 7'(z), se supone la siguiente identificacién

D(z) = %@) = kT (x) (2.134)

En esta expresion andloga a la relacion de fluctuacion-disipacién, la tempe-
ratura efectiva 7 (z) por supuesto no se refiere a la nocién intuitiva de la
temperatura T'(z) que tiene el medio circundante, mas bien se refiere a una
cantidad que da cuenta, a través de cantidades dinamicas, del movimiento
intrinsecamente estocastico que tienen las particulas. Esto se discute con mas
detenimiento en el capitulo 3.

Con esta identificacién 2.132 se puede escribir como

J(x,t) = —pU' (z) P (z,t) — %D () P (x,t) (2.135)

Se utilizard Vg () refiriéndose éste al primer término del miembro izquier-
do, por tanto se tiene

J(z,t) = Vauigs (z) P (x,t) — (%D (x) P (z,t) (2.136)
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La solucidn estacionaria a la ecuaciéon de Fokker-Planck (Smoluchowski) en-
contrada por Matsuo (ec. 2.131) estd dada por

Py (z) = /1\)% exp {/I d:c'v(;)%;/g;/)} (2.137)

donde se ha puesto el término correspondiente a la difusion efectiva asociada
a la estocasticidad del movimiento en las particulas. Es importante enfa-
tizar que en esta seccién se expusieron desarrollos tedricos utilizados para
describir particulas Brownianas pasivas con la particularidad de que a estas
expresiones se ha asociado, en lugar de la difusién/temperatura ordinarias
acopladas formalmente a través de la relacién fluctuacién-disipacion, una
difusién/temperatura efectiva relacionadas no a este acoplamiento intuitivo
medio-particula sino a las propiedades estocasticas intrinsecas en la dinami-
ca de la particula que por supuesto deben tener relaciéon al acoplamiento
riguroso de equilibrio local en la relacién FD. Como se verd en el siguiente
capitulo, un tipo de dinamica estocastica propia de particulas que exhiben
movimiento activo, a saber, «run-and-tumble», se conecta con el caso pasivo
precisamente a través de estos términos de difusién/temperatura efectivos.

2.2. Movimiento browniano activo

En la seccién anterior se presentaron algunos de los resultados mas im-
portantes referentes a la dinamica en particulas Brownianas pasivas, carac-
terizadas por encontrarse en contacto con un medio circundante con una
temperatura homogénea constante y por tanto en equilibrio termodinamico.
En el caso de particulas Brownianas activas, el influjo de energia adicional
tomada del entorno vuelve a éstas un sistema fuera de equilibrio con propie-
dades diferentes y mas complejas en comparacién con aquellas encontradas
en su contraparte pasiva. Algunas de estas nuevas caracteristicas son

» Desplazamiento cuadratico medio (r? (¢)) mayor al caso pasivo resul-
tando en propiedades difusivas distintas.

= Distribuciones de velocidad y densidad de probabilidad inusuales ale-
jadas de la Gaussianidad.

Estas caracteristicas por supuesto son consecuencia de esta energia adicional,
entonces, ;como agregar este energia a los modelos dindmicos introducidos
para el caso pasivo? Ese ha sido el punto de partida en la mayoria de modelos
propuestos cuando de modelar la dindmica individual de particulas brownia-
nas activas se trata. En esta secciéon se abordan brevemente algunos de estos
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modelos, todos ellos partiendo de una ecuacién diferencial estocdastica con
alguna adecuacién que busca hacer las veces de esta energia extra.

2.2.1. Friccion dependiende de la velocidad

Este modelo como su nombre lo dice estd basado en la inclusiéon a una
ecuacion de Langevin de un coeficiente de friccién que puede depender de la
posicién y la velocidad v (r, v) remitiéndonos en el presente trabajo al caso
espacialmente homogéneo, es decir, v (v). Dicho coeficiente evidentemente
confiere no linealidad al término disipativo. Las ideas bésicas detras de es-
te modelo fueron formuladas por Helmholtz y Rayleigh en un intento por
modelar la entrada de energia a instrumentos musicales y en general a sis-
temas cuyas partes moviles producen pérdidas de energia compensadas por
la inyeccion de energia mecanica. Discutido ampliamente por Rayleigh en su
trabajo Teoria del Sonido es el ejemplo de las cuerdas de un violin, éstas
pierden energia al vibrar pero las oscilaciones se pueden mantener a través
de la transferencia de energia del arco hacia la cuerda.

Ahora veamos como la no linealidad en el término disipativo sirve como
mecanismo para la inclusion de la energia adicional del entorno. Se toman las
ecuaciones de Langevin 2.8 y 2.9, variando solo en el hecho de la dependencia
de la velocidad por parte de v, entonces se tiene

C;—Z = —VU (r) — v (v) v+ V2DE (1) (2.138)

dr
dt
Por otro lado podemos tomar la expresion usual para la energia cinética

v (2.139)

1
E= 5v2 + U (r) (2.140)

cuya derivada con respecto al tiempo es

dE dv 7 dr

— =v— — 2.141

i Va VUG (2.141)
donde al sustituir 2.138 y promediar sobre el ruido, se obtiene

d 2

7 (EYy =—y(v)v:+D (2.142)

de lo cual podemos inferir que valores negativos para el coeficiente de friccién
resultan en un incremento de la energia mecanica; es por ello que también
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se conoce como modelo de friccion negativa y es precisamente ésta la re-
presentacion del influjo de energia adicional a la particula Browniana que se
buscaba. Debido a este mecanismo las particulas moviéndose lentamente son
aceleradas mientras que las mas rapidas se ven amortiguadas. Este mecanis-
mo de bombeo constante es precisamente lo que autopropulsa a la particula
activa.

Por supuesto también es posible asociar a 2.138 la ecuacion de Fokker-
Planck

OP (r,v,t | ro,vo,to) oP or 0 oP
5 +V8r+VU(r) v = Dv ")/(V)VP—FDaV
(2:143)

cuya distribucién de velocidades estacionaria sin fuerzas externas VU (r) = 0,
es

Po(v) = N eap {—% [ v <v’>v'} — N eap {—q’ l()”} (2.144)

A continuacion se describen brevemente dos de los mecanismos de autopro-
pulsiéon utilizados de manera estandar en el tratamiento de movimiento acti-
vo, por supuesto, dichos mecanismos se refieren a expresiones para la friccion
dependiente de la velocidad v (v).
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Figura 2.4: Friccién en funcién de la velocidad. Se observan los estadios de bombeo para
el caso |y (v)| < 0y disipacién para |y (v)| > 0. [3]

Modelo Rayleigh-Helmholtz

Propuesto en un principio para tratar aspectos relacionados con actstica,
es considerado el punto de partida en lo que se refiere a los modelos de
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friccién no lineal [26]; en general se supone un comportamiento parabdlico
del coeficiente de friccién dado por

(V) = =+ v’ (2.145)

o definiendo una velocidad estacionaria como referencia v = %

Y(v)=m (”—2 - 1) =y (v — Q) (2.146)

Como se puede ver dependiendo de la razon entre la velocidad v de la particu-
la y una velocidad de referencia vy, el comportamiento dindmico de la particu-
la se alterna entre una fase denominada de 'bombeo’” de energia, caracteri-
zada porque ésta se mueve a bajas velocidades (v? < v2), lo cual confiere
signo negativo al coeficiente de friccién incrementando su energia cinética y
una fase de amortiguamiento cuando ésta se mueve con velocidades mayores
(v* > v2). Utilizando este coeficiente de friccién la distribucién de velocidades
estacionaria es

1 [ v? v
Py(v)=Nexps = |a— —pB— 2.147
() =Nep{p (a%-57 )} (2,147
en la cual dependiendo del signo de « se tiene un comportamiento pasivo o
activo. Cuando « < 0 se tiene el caso pasivo en el que se extrae energia de la
particula contrario al caso de o > 0 en el cual se bombea energia a la misma.

Modelo Schienbein-Gruler

Considerado la version lineal del mecanismo de Helmholtz-Rayleigh e ins-
pirado en experimentos con movimiento celular [27], toma como variable del
sistema la rapidez |v|, expresando el coeficiente de fricciéon como

=7 (V) v == (v]-w)e, (2.148)
con lo cual la distribucién estacionaria de velocidades es

Py (v) = Nea;p{—ﬁ (Iv] —00)2} (2.149)

Siendo una desventaja de este modelo la discontinuidad del término de fric-
cion para v = 0.

2.2.2. Modelo de depédsito

Ahora se expone un modelo més intuitivo tomando en cuenta que consiste
en un mecanismo que nos remite al comportamiento metabdlico en seres vivos
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al considerar que la particula browniana activa capaz de tomar energia del
entorno ahora también lo es de almacenar algo de ésta en un depdsito interno,
e (t) [28], que sufre modificaciones a través de

1. Tomar energia del entorno, siendo ¢ (r) el flujo de energia hacia el
deposito.

2. Disipacién interna proporcional a la energia interna, suponiéndose cons-
tante la tasa de energia disipada, c.

3. Conversion interna de energia en movimiento como funciéon de la ve-
locidad de la particula, siendo d(v) la tasa de conversién de energia
interna a cinética.

Estas caracteristicas dan cuenta de la aplicacion de este modelo al movimien-
to activo en sistemas bioldgicos en los cuales energia tomada del entorno, por
ejemplo a través del alimento en el caso de cierto animal, es disipada a través
de procesos metabdlicos internos, pudiéndose extender incluso a casos como
el trafico automovilistico anadiendo dependencia en la aceleracién d (v).

Tomando en cuenta las posibles alteraciones al depdsito interno se puede
plantear el balance de energia

%e (t) = g (r) — ce () — h(v) e (£) (2.150)

con el ansatz

q(r)=q, h(v)=adv’ (2.151)

Ahora es este depdsito el que proporciona aceleracion a la particula browniana
activa anadiendo un término adicional de (t) v a la fuerza disipativa que en
el modelo anterior solo contenia el término de friccién, por tanto

Fiiss (V) = —yv+de(t) v (2.152)

con lo que la ecuacién de Langevin para este modelo es

dv

o= v +de(t)v —VU (r) + F(t) (2.153)

estando acoplada con la ecuacién para el depdsito de energia 2.150.
Se puede mostrar que la energia perdida por el depédsito se convierte com-
pletamente en energia cinética tomando la derivada de la energia mecéanica

del sistema iE
i [de (t) — o] v+ V2D v - & (2.154)
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donde el término de () v? es exactamente el negativo del dltimo término en

el balance de energia 2.150.

Si se supone como en la mayoria de los casos un depdsito de energia
estacionario, es decir, %e (t) = 0, se puede eliminar la energia a través de
una aproximacién adiabatica obteniendo una fuerza disipativa efectiva

dq
F.. = — — 2.1
diss (V) |:70 c+ dV2:| v ( 55)

y con ello una expresién para un coeficiente de friccion dependiente de la
velocidad al igual que en el caso del modelo de friccién no lineal, el cual esta
dado por

dq
¢+ dv?
Si en el coeficiente anterior consideramos que las particulas se mueven a
velocidades muy pequenas (v? < <), se tiene que

Y (V) =7 — (2.156)

qd
v(v) = <% — ?) — C—2v2 +0 (v") (2.157)
expresion que nos remite a aquella obtenida para el modelo de Rayleigh-
Helmholtz con la correspondencia

dq qd

M= = Y2 = 5 (2.158)

Yo c
estableciéndose asi una conexién entre el modelo de friccién no lineal y el
modelo de depésito interno.

Para concluir este apartado podemos de manera analoga a los modelos
anteriores obtener una distribucién estacionaria para las velocidades toman-
do la ecuacién de Langevin (ec. 2.153) con la fuerza disipativa efectiva (ec.
2.155), obteniendo con ello la ecuacién de Fokker-Planck correspondiente cu-
ya solucion estacionaria es

40

d 2D
Py(v)=N (1 + EVQ) exp [—;—ZODVQ} (2.159)

2.3. Dinamica «run-and-tumble»

Los modelos descritos anteriormente abordan el movimiento activo par-
tiendo en términos generales de una ecuacién diferencial estocastica (enfoque
Ornstein-Uhlenbeck) en la cual se toma ya sea un coeficiente de friccién de-
pendiente de la velocidad o se anade el término de depdsito capturando ambos
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mecanismos la nocién de una energia adicional en la forma de una especie
de fricciéon negativa o un depdsito que la almacena y transforma en mo-
vimiento. Posteriormente se puede trasladar esta ecuacién de Langevin a su
correspondiente ecuacion de Fokker-Planck (enfoque Einstein-Smoluchowski)
obteniéndose resultados ahora en términos de la distribucién de velocidades.
En ambos casos es la velocidad de la particula la que dicta el tipo de dinamica
que ésta sigue, no existiendo asi una dependencia explicita del espacio siendo
precisamente uno de los aspectos que el modelo run-and-tumble considera.
En principio este modelo no captura los procesos termodindmicos que invo-
lucra la transferencia de energia entre la particula y el entorno, mas bien da
cuenta de la dindmica particular que exhiben ciertos organismos, siendo por
tanto un enfoque orientado a los patrones en las trayectorias que siguen las
particulas brownianas activas.

Al tratar de representar esta dindmica dependiente del espacio se requiere
considerar ciertas caracteristicas presentes en el movimiento activo tales como

(i) Longitud de persistencia mayor al caso pasivo.
(ii) Cambios discontinuos en la direcciéon durante el proceso difusivo.

(iii) Comportamiento variable en funcién de la presencia de un potencial
cercano.

A diferencia del caso pasivo en el que la longitud de persistencia, es decir,
la distancia que la particula mantiene cierta direccion, es pequena debida
a los constantes cambios de direcciéon imprimidos por las colisiones de las
moléculas del medio, en el caso activo dicha longitud de persistencia revis-
te mayor importancia ya que por ejemplo un organismo macroscopico v.g.
un mono puede mantener cierta direcciéon durante un tiempo considerable
cambiandola eventualmente debido a la presencia de un depredador; en el
caso de la particula browniana pasiva practicamente es en todo momento el
cambio de direccién ya que las colisiones no cesan. En este sentido podemos
remontarnos a los trabajos pioneros de Fiirth [29] y Taylor [30] donde sugie-
ren tratar este tipo de sistemas difusivos a través de una caminata aleatoria
persistente. Posteriormente Goldstein [31] desarrolla una teorfa difusiva ba-
sada en movimientos discontinuos, es decir, toma en cuenta estos cambios
en la direccién de la particula planteando con ello la conexién de este ti-
po de fendmenos con el bien conocido proceso del telégrafo [32] a tratar a
continuacion.

En una dimension se tiene
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8PR (:B,t) . 8PR ($,t> 1
8PL (.Qj,t) . 8PL (l’,t) 1
o —C(%t)T-i-ﬁ[PR (z,t) — P (z,1)] (2.161)

El sistema anterior de ecuaciones se puede escribir en la forma de una ecua-
cién diferencial parcial de segundo orden tomando en cuenta que ahora se
utilizara como variable dependiente la suma de las distribuciones de proba-
bilidad derecha e izquierda

P (z,t) = Pr(x,t) + Pp (z,1) (2.162)
Por tanto
0 1 0P (x,t) 1 OP(xz,t) O OP (z,t)
ot [c(az,t) ot } N Tc(x,t) Ot Oz ¢(@,t) ot (2.163)
Tomando ¢(z,t) = ¢ se obtiene la ecuacién del telégrafo
2 2
0P (x,t) N 10P(z,t) _ ,0°P (1) (2.164)

ot T ot ¢ on2

La cual se puede tomar como una generalizacion de la ecuacién de difusion
ordinaria
P (z,t) D282P(x,t)
o2 ox?

Matematicamente el modelo de run-and-tumble se encuentra conectado a
las ecuaciones 2.160 y 2.161 las cuales describen un proceso telegrafico gene-
ralizado. Ahora bien, ;qué tipo de particula activa exhibe una dindmica con
estas caracteristicas de persistencia y difusién discontinua? Desde el punto
de vista fenomenoldgico el modelo run-and-tumble tiene su inspiracién en el
movimiento observado en bacterias, siendo el ejemplo paradigmatico la bac-
teria Escherichia coli (E. coli), organismo unicelular con filamentos flagelares
externos.

Ahora cabria la pregunta: ;por qué esta bacteria en particular? Pues bien,
desde su descubrimiento en 1885 por el pediatra aleman Theodor Scherich
demostré ser candidata ideal para llevar a cabo estudios a nivel de fisiologia
bacteriana. De acuerdo a la referencia basica de Berg [4] quien ha estudiado
a profundidad dicha bacteria podriamos entender su importancia con base
en los siguientes aspectos:

(2.165)
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Herencia.- Las bacterias llevan miles de millones de anos en la Tierra,
por lo que varias de sus estrategias de adaptacion y supervivencia se
transmitieron a nosotros, ejemplo de ello son los mecanismos a nivel
celular para tomar energia del entorno.

Tamano y forma.- Su tamano del orden de 2.5 pum de largo y un
diametro de 0.8 um las convierte por supuesto en entes muy pequenos
a nivel bioldgico con lo cual el estudio de sus caracteristicas dinamicas
y termodinamicas nos brinda conocimiento acerca de lo que podrian
ser dispositivos artificiales que emularan dichas caracteristicas.

Habitat.- Si bien el lugar donde éstas viven de manera més cémoda es
por lo general en los intestinos de la mayoria de animales, incluido el ser
humano, a diferencia de otras bacterias que son anaerobias y por ende
viven estrictamente en ambientes libres de oxigeno, bacterias como la
E. coli pueden hacerlo también en entornos aerobios facilitando con ello
su estudio.

Simpleza.- Por lo general cuando se busca extraer la esencia de un
problema se comienza por el caso mas simple y esto se aplica perfecta-
mente a las caracteristicas bacterianas, siendo organismos unicelulares
y relativamente mas faciles de tratar.

Patogenicidad.- La mayoria de las cepas de E. Coli no afectan al ser
humano, siendo parte esencial de la flora intestinal que protege contra
otros agentes perjudiciales. Por tanto su trato a nivel experimental no
resulta particularmente peligroso.

Comportamiento motil.- Sin duda el aspecto méas importante que
concierne a este trabajo, su metabolismo, movimiento y la manera de
explorar su entorno espacialmente son caracteristicas del movimiento
activo y por ende de un sistema intrinsecamente fuera de equilibrio.
Comprender su dinamica tiene un papel preponderante en el enten-
dimiento del movimiento de organismos autopropulsados tanto en lo
individual como en lo colectivo.

En resumen, E. Coli, es una bacteria que aunque relativamente simple englo-
ba bastantes aspectos esenciales si se estudia a profundidad ademas de ser
facil de tratar con relacién a otros microorganismos. Si bien aqui nos avoca-
remos a su importancia como inspiracion del modelo run-and-tumble y las
caracteristicas del mismo, esta bacteria tiene un papel protagénico en estu-
dios a nivel de estudios en sintesis protéica, regulacién y expresién genética,
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genética viral y bacteriana y manufactura de proteinas con valor comercial,
entre otros.

Ahora bien, jen qué consiste el movimiento de esta bacteria? En di-
cho movimiento uno puede apreciar dos procesos: El primero, denominado
‘run’, consiste en una sincronizacion filamentaria que impulsa a la bacteria
en una trayectoria que para fines practicos podriamos tomar como recta, pre-
sentandose pequenas desviaciones despreciables debidas a movimiento brow-
niano rotacional. El segundo, 'tumble’, es causado por eventos intracelulares
estocasticos, los cuales varian la orientacién de algunos filamentos que rotan
a la bacteria y por tanto cambian su direccién . La combinacién alternada de
ambos procesos provoca que la particula lleve a cabo una exploracién espacial
difusiva.
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Figura 2.5: Trayectorias del tipo «run-and-tumble» seguidas por E. Coli vistas en un
plano. Noétese el movimiento més persistente a diferencia del caso Browniano pasivo.[4]

Si bien, existe una velocidad constante (autopropulsién), esta puede verse
influida por potenciales externos. A este respecto, el modelo RT ha sido utili-
zado para describir el fenémeno de quimiotaxis por el cual el desplazamiento
de las bacterias se da en funcién de la consecucién de nutrientes del entorno,
estando estos en mayor o menor concentracién en el paisaje inmediato de
la particula. Por supuesto los puntos de mayor concentracién de nutrientes
atraen a la bacteria mientras que los de menor concentracién repelen a la mis-
ma. Esto confiere cierto direccionamiento a la particula restando aleatoriedad
al sistema de la misma (Figura 2.6).
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(a) No attractant present: Random movement (b) Attractant present: Directed movement

Figura 2.6: Trayectorias RT en un plano. En la mitad izquierda las bacterias no se
encuentran sometidas a un potencial siendo aleatorio su movimiento, en la mitad derecha
su dindmica se encuentra influida por un potencial del tipo quimiotédctico. [5]

De manera particular en este trabajo se tratara el caso mas simple en
que la bacteria (particula activa) se desplaza en una dimensién solamente,
es decir sélo puede moverse en las direcciones derecha (R) o izquierda (L).
La bacteria se mueve con velocidades dependientes del espacio vg , (x) para
emular desplazamientos en funcién de un potencial que influye en su movi-
miento pudiendo ser de naturaleza quimiotactica o no. El cambio de direccion
estd dado por la tasa de «tumbling» ap en ambas direcciones. El modelo
se puede resumir en la Figura 2.7.

1D

run

tumble %J{ lgrz; tumble

Figura 2.7: Modelo RT unidimensional.

Schnitzer plantea en su trabajo seminal sobre caminatas aleatorias con-
tinuas aplicadas a quimiotaxis [33] las siguientes ecuaciones que describen la
dindmica RT en una dimension.

aPRa(tx,t) _ —%UR () Pr (a:,t)—aR (z) ]231?. (957t)+aL (z) ];L (z,1) (2.166)
8PL8(t£L‘,t) _ %UL () Py (2,4) + ag (z) ];R (2,1) _or (z) ];L (2,1) (2.167)
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Es importante notar que las ecuaciones anteriores tienen la misma forma
que el sistema para el proceso telegréfico (ecs. 2.160 y 2.161), excepto por
un término proveniente del hecho de que en este caso vg [ (z) se encuentra
dentro del operador derivada.

La primera ecuacion 2.166 nos da la tasa de cambio del niimero de particu-
las que se mueven a la derecha en cualquier punto del espacio, siendo lo mismo
para 2.167 solo que a la izquierda. Los primeros términos del lado derecho en
ambas nos dan cuenta de las inhomogeneidades espaciales de particulas que
se mueven a la derecha o a la izquierda, mientras que los segundos y terceros
términos se refieren a las probabilidades de que las particulas cambién su
direccion a la derecha o a la izquierda.

Sumando 2.166 y 2.167, directamente se puede obtener la ecuacion de
continuidad

OP (x,t) oJ (x,t)

=2 2.168
ot Ox ( )

definiendo con ello la densidad de probabilidad de grano grueso
P (x,t) = Pg(z,t) + Py (z,1) (2.169)

la cual nos da la probabilidad de encontrar a la particula en la posicién x al
tiempo t sin importar la direccién en el movimiento de la misma. Asimismo
se define la funcién de corriente

J(z,t) = vg (z) Pr(x,t) — v Pp (x,1) (2.170)

Esta funcién de corriente al derivarse con respecto al tiempo cumple dinami-

camente
0J (x,t) N (ar +ay)

ot 2

a{ R J(x,t)]ﬂLﬁ[ oL J@:,t)]

_v —
VR + UL or |vg +vp

J(z,t) =

Box

8 |: VRVL,

— (vg +vp) =—
(vr L>3:L‘ vR + UL

donde para el caso estacionario se tiene

VR — QRVUL

J (x, t)] + #P (z,1) (2.171)

% (apvg — agur) Py (x) — (v +vr) % [(M) P (x)]

VRtV

Jst -

(2.172)

+ vV —VRV],

%(OéR—l-OéL) ontoL
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Simplificando mas la situacién, se pueden obtener soluciones de «equilibrio»,
por supuesto no en el sentido termodinamico sino referidas en este caso al
hecho de que la corriente es nula .Jgi; = 0. Con esta condicion las soluciones
satisfacen la ecuacion diferencial ordinaria

d VRUVJ, A VR — RUyp, VRV,
— == P = P, 2.173
dz [(vR—l—vL) q(x)} 2RV [(vR—i-vL) q(x)} ( )

cuya solucién se obtiene trivialmente, siendo

P,

eq

() = P (x0) {“R (o) v <xo>] { or (2) + v (2) }

vr () v () | R (zo) + o1 (7,)

o [ 21000 —n o), 10

. 2ug (2') v, (o)

donde z( se refiere a un punto de referencia en el sistema, siendo adopta-
do en el presente trabajo la convencion xy = 0 por simplicidad en adicién a
que se confinard a la particula en potenciales simétricos.

La distribucién de equilibrio 2.174 da cuenta de las estrategias quimiotacti-
cas seguidas por la bacteria. Por supuesto dicha distribucién serda mayor en las
zonas de mayor concentracion de nutrientes, para conseguir alcanzar dichas
zonas la bacteria puede disminuir su tasa de cambios, es decir su direccién
persistente y/o incrementar su velocidad.

En el siguiente capitulo se contintia el desarrollo anterior dando expresio-
nes explicitas a las velocidades vg 1, y las tasas de cambio ag 1, relacionandolas
a un potencial externo que determina la zona de movimiento de las particu-
las haciendo las veces de cierta zona de nutrientes abundantes que de alguna
manera «confinaria» a la particula a permanecer mas tiempo en dicha zona
disminuyendo la probabilidad de encontrar particulas conforme uno se aleja
de la misma. Por supuesto, estos potenciales confinantes pueden estar rela-
cionados a otro tipo de potenciales influyendo a la particula tales como del
tipo electromagnético o térmicos .



Capitulo 3

Difusion efectiva e
inhomogeneidad

Como se ha visto en el capitulo anterior, el movimiento activo posee carac-
teristicas distintas a aquéllas del caso pasivo ordinario, sin embargo, en este
trabajo se pretende explorar qué tan alejados estan ambos comportamientos
y si bajo ciertas condiciones ambos podrian mostrar las mismas caracteristi-
cas difusivas. En este capitulo se plantean las bases de este enfoque y se
aplica a ciertos potenciales caracteristicos. El presente desarrollo trata con
particulas activas v.g., una bacteria sin interaccién con otras bacterias (limi-
te diluido), desplazéndose en una dimensién con los movimientos posibles de
derecha e izquierda y en adiciéon bajo la influencia de un potencial externo
debido a una fuerza conservativa.

3.1. Conexion entre caso pasivo y activo:
difusion efectiva

Retomemos la ecuacién 2.171, en ésta podemos encontrar los siguientes
términos

vg (x) +vL () (3.1)
y
vg () v ()
vg (z) + v, () (3:2)
ag (x) + ar () (3.3)

2
45
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En el caso de 3.1 y 3.2, éstos pueden ser asociados con la descripcion de grano
grueso en la densidad de probabilidad 2.169, con las definiciones

V(2) = M (3.4)
para 3.1, siendo ésta la velocidad local promedio y en el caso de 3.2 con la

velocidad efectiva
2
o(z) = 2orl0)oe o) (3.5)
vg () + v ()
Por ultimo para 3.3, ésta se encuentra de manera directa en la forma deseada
definiendo la tasa de cambio de direccién local promedio

_ag(z) + o (z)
a(xr) = 5 (3.6)

Con las definiciones anteriores y suponiendo estacionariedad para la funciéon
de corriente J, podemos encontrar una relacién entre dicho valor constante,
a saber Jy y la densidad de probabilidad estacionaria, Py ()

Jst = M () | Vanige () Pt (z) — %D (x) Py (x) (3.7)

donde se definen la velocidad de «drift»

Vi () = T o) T 6
el término de difusion efectiva dependiente de la posicion
D@ ==—7T0 (3.9)
' -1
M= [14 ) = 0 0 .

2V (z) a ()

En el caso de Vg (), (ec. 3.8), el primer término se puede asociar a la
asimetria en la relacién entre las tasas de cambio de direccién o’s y las
velocidades que la particula adquiere en cada direccion; notese que si la razon
entre dichas cantidades para cada direccion fuera la misma, es decir

vg (2) _ L (z)
(@) o (@) (3.11)
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dicho primér término seria nulo. En el caso del segundo término, éste se
encuentra asociado al gradiente del cociente entre la velocidad local V(z) y
tasa de variacién a(x) promedio.

Por otro lado la difusién efectiva, cantidad relevante del presente anédlisis,
tiene una expresion analoga a la conocida usualmente en la literatura para el
caso de particulas RT no confinadas difundiéndose libremente con tasas de
cambio iguales en ambas direcciones. Este caso particular se caracteriza por
mostrar una difusién del tipo balistico a tiempos cortos mientras que en el
limite de tiempos largos se tiene una difusién efectiva constante dada por la
expresion

Diree = v/ (3.12)

con la diferencia de que en el presente caso, las velocidades en ambas di-
recciones asi como la tasa de cambio en la direccion son dependientes de la
posicion. Dicha expresion refleja el hecho de que la particula se difunde en
ambas direcciones debido al cambio aleatorio en la direccién a(x). Por ultimo
M (z) es un término adimensional que surge de la manipulacién algebraica
hecha.

En el caso en que la corriente es nula, i.e., Ji = 0, la expresién 3.7 se
puede escribir simplemente como

0 = Vit (¥) Peq () — %D () Peq () (3.13)

cuya solucion se obtiene trivialmente y esta dada por

Peq (7) = N—(;)) exp {/x dw’%} (3.14)

Es en este punto donde se ve claramente la conexiéon entre el caso activo y
pasivo. La solucién de equilibrio en una dimensién para particulas activas
que exhiben patrones de movimiento «run-and-tumble» es precisamente la
solucion estacionaria correspondiente a una ecuacion de Smoluchowski que
describe particulas Brownianas pasivas en un medio inhomogéneo (ec. 2.137)
como se vio en el capitulo anterior. A diferencia del caso ordinario, se ha con-
ferido al medio inhomogeneidad a través de la difusién/temperatura efectiva,
propuesta en la seccién 2.1.6 referente a equilibrio local, que da cuenta de
las propiedades estocasticas de la particula en el mismo. Ahora bien, no hay
impedimento para que estas cantidades codifiquen las propiedades dinami-
cas estocasticas propias del movimiento activo. Por tanto, es precisamente la
difusién/temperatura efectiva la cantidad que conecta ambos tipos de movi-
miento.

Recapitulemos lo hecho hasta este momento; se partié de las ecuaciones
2.166 y 2.167, las cuales describen la particular dinamica «run-and-tumble»
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observada en cierto tipo de particulas Brownianas activas, a saber, bacterias.
Con dichas ecuaciones se obtuvo la expresion 2.171 para la funciéon de co-
rriente J(x,t), expresién a partir de la cual considerando solamente el caso
en que la corriente es independiente del tiempo y la posicion, es decir una
corriente estacionaria constante, se obtuvo una relaciéon entre la corriente
Jsi v la densidad de probabilidad estacionaria Py (ec. 2.172). Posteriormen-
te suponiendo que esta corriente en adicién es nula se obtuvo finalmente la
expresion 3.13 cuya solucion de equilibrio (ec. 3.14) es equivalente a la so-
lucion estacionaria para particulas Brownianas pasivas difundiéndose en un
medio con propiedades no uniformes (ec. 2.137). En resumen se partié de
ecuaciones generales que describen cierto tipo de patrones de movimiento en
particulas activas, simplificando dichas ecuaciones al considerar solamente el
caso estacionario y de corriente cero.

En este punto nos remitimos a la expresién expuesta en el capitulo an-
terior (ec. 2.136), deducida por Matsuo. Fisicamente ésta corresponde a la
descripciéon de la evolucién probabilistica de la posicion de particulas Brow-
nianas pasivas difundiéndose en un medio no isotérmico en el régimen sobre-
amortiguado (Ec. Smoluchowski). Ahora, suponiendo vélida la relacién 2.134,
podemos asociar un término de difusién/temperatura efectiva dependiente
del espacio a esta descripcién pasiva. En adicion, sabemos que se puede deri-
var una ecuacion de Langevin en el régimen sobreamortiguado equivalente a
la ecuacién obtenida por Matsuo [25], relacionando con ello una descripcién
a través de una ecuacion diferencial estocéstica.

Esta analogia entre las soluciones de equilibrio y estacionaria en el caso
activo y pasivo, respectivamente nos llevan a pensar que los comportamientos
difusivos en ambas se podrian corresponder surgiendo con ello algunas de las
preguntas a responder en el presente trabajo:

= ;Se corresponderan exactamente ambos casos o habra alguna diferen-
cia?

= ;Podriamos distinguir con base en el comportamiento difusivo si se
trata de uno u otro caso?

= ;Se puede tratar el caso particular de una particula que exhibe el patrén
«run-and-tumble» (activo) utilizando simplemente las teoria empleada
para el caso pasivo considerando inhomogeneidades en el medio cir-
cundante a través de propiedades dependientes de la posicién (difusién
efectiva)?
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3.2.

Analisis

Para responder a las preguntas planteadas anteriormente se aplicaran am-
bos enfoques a particulas (pasivas y activas) que se mueven unidimensional-
mente dentro de potenciales de energia caracteristicos, a saber potenciales
lineal, armoénico y de doble pozo. En ambos casos se obtienen densidades
(distribuciones) de probabilidad las cuales serdn contrastadas.

1)

Movimiento browniano activo: Particula browniana activa que
exhibe patrones de movimiento «run-and-tumble» (RT):

Como se explico en la seccion anterior en este caso se utiliza un enfoque
del tipo Einstein-Smoluchowski tomando en extenso la teoria de patro-
nes dinamicos RT para obtener una solucion estacionaria en términos
de la densidad de probabilidad, considerando una corriente nula. La so-
lucién (distribucién de probabilidad) a partir de estas consideraciones
se desarrollara para cada potencial confinante de la particula.

Movimiento browniano pasivo: Particula browniana ordinaria
en contacto con un bano caracterizado por una temperatura
efectiva inhomogénea.

Se emplea un enfoque Ornstein-Uhlenbeck a través de la de la ecua-
cién de Langevin para el caso sobreamortiguado correspondiente a la
ecuaciéon de Smoluchowski 2.129 referida al caso de un bano térmico
inhomogéneo. En dicha ecuacién estocéstica se introduce la difusion
dependiente del espacio (ec. 3.9), en términos de cantidades que dan
cuenta de las propiedades de autopropulsion y persistencia inherentes al
movimiento activo. La ecuacion de Langevin se resuelve numéricamente
obteniendo posteriormente la densidad de probabilidad correspondiente
a los procesos de desplazamiento obtenidos en dicha ecuacion.

Comparacion de los comportamientos difusivos a través de las densi-
dades de probabilidad obtenidos en cada caso.

En los siguientes apartados se trata con mayor detenimiento el tratamiento
particular expuesto en 1) y 2) para los casos activo y pasivo.
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3.3. Caso activo: «<run-and-tumble»

En esta seccion se detalla el tratamiento cuyo fin es obtener la densidad
de probabilidad en el caso con independencia temporal y corriente nula. Para
ello se desarrolla en extenso la teoria expuesta en la seccion 2.3.

Se parte de la soluciéon obtenida a partir de las ecuaciones que describen
el tipo de patrones dinamicos en cuestion, ecs. 2.166 y 2.167. Es importante
subrayar que dicha solucién (ec. 2.174), se refiere como solucién de equilibrio
aunque dicha denominacién simplemente se refiere a que la corriente es cero,
Js = 0, lo cual por supuesto no debe asociarse a un equilibrio en el sentido
termodinamico.

Pues bien, retomando la solucion de equilibrio 2.174

P,

eq

(£) = P (ay) [“R () vr W} { or (2) + vz (2) }

vg () v () Vg (T,) + vr (2,)

o [ 2000 o), (31

. 2ug (z') vy, (2)

a continuacién se establecen las pautas a seguir para los términos corres-
pondientes a las velocidades que la particula adquiere en ambas direcciones
v () asi como la tasa de cambio en la direccion ag ().

Se supondra que las tasas de cambio de direcciéon "tumbling”, ag son
idénticas en ambas direcciones e independientes de la posicién, por tanto

ORp =0 =« (316)

En lo referente a la velocidad de la particula activa, ésta tendra una velo-
cidad constante vy, la cual se ve influida por la presencia de un potencial
externo confinante cuyo origen podria ser debido a cierto gradiente en la
concentraciéon de nutrientes (quimiotdctico) o una barrera fisica, por citar
algunos ejemplos. Con esto las expresiones para la velocidad son

vr (1) = vo + puf (¥) (3.17)

or () = v — puf (2) (3.18)

donde p se refiere a la movilidad de la particula y f(z) a la fuerza asociada
al potencial confinante U(x) dada por la expresién

flz)=- d[{ifcx) (3.19)
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Asi, las velocidades a la izquierda y derecha se toman de la siguiente manera

vg () = vy — udiix) (3.20)
o (z) = vo + ud(gf) (3.21)

Volviendo a la solucién de equilibrio 3.15, ésta se puede escribir en términos
de las definiciones dadas anteriormente

__NO ) [ pU' (2')
P (x) = 1_%[(], P p /0 d E‘? [1 T (3.22)

0

donde se ha tomado xg = 0 como punto de referencia. En este punto nos
remitimos a las definiciones para la velodidad de «drift» (ec. 3.8) y la difusién
efectiva (ec. 3.9). Si sustituimos las definiciones 3.16 y 3.20-3.21 en aquella
de la velocidad de «drift», obtenemos que esta tltima esta dada por

V(@) quige = _ﬂd[il‘iﬂ (3.23)

la cual como ya se habia adelantado en secciones anteriores es el mismo
término que aparece en la ecuacion de Smoluchowski para una particula
Browniana pasiva en contacto con un medio no isotérmico.

La difusion efectiva es

Dy~ {1 _® {d[ilf)} 2} (3.24)

2
a vh

En este punto también se plantea la identificacion con la expresion para el
teorema de fluctuacién-disipacién (ec. 2.128) en la cual se asume el equilibrio
solo a nivel local, lo cual como se mencioné en la secciéon 2.6., no se cumple
en este caso dada la uniformidad en la movilidad. La discusion de este punto
se deja para el andlisis posterior en este capitulo. Suponiendo dicha relacion

D (z) = pkpT (x) (3.25)

la expresion 3.24 se puede escribir como

T(2) =T, {1 - “—z {d(ilg(f)] 2} (3.26)

donde
(3.27)
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La expresion 3.26 se refiere a una temperatura dependiente de la posicion
(perfil de temperatura). En este punto es posible establecer una conexién a
nivel fisico entre el caso activo y el caso pasivo. Como se vera en el trata-
miento para particulas desplazandose en ciertos potenciales, éstas tienden a
«nadar» hacia las orillas cuando se encuentran confinadas dados los efectos
de persistencia en su movimiento; no es de extranar que sea precisamen-
te un perfil de temperatura cuyo valor sea maximo en cierta zona lo que
produzca el alejamiento de particulas Brownianas pasivas hacia una region
«menos caliente» imitando con ello el movimiento observado en sus andlo-
gos activos. Precisamente esto se observa en 3.26, para valores minimos del
potencial, los cuales son simétricos en nuestro caso, las regiones correspon-
dientes a éstos tienen una temperatura efectiva maxima, a saber, Ty, por lo
que cabria esperar que las particulas Brownianas pasivas pasen menos tiem-
po ahi o en términos estadisticos, sea menos probable encontrarlas en dichas
zonas tendiendo a acumularse en las paredes. Como veremos precisamente
estos maximos de temperatura coinciden con zonas en las distribuciones de
probabilidad donde es poco probable encontrar particulas cuando estas se
mueven con longitudes de persistencia grandes, acumuldandose éstas en las
fronteras del confinamiento.

El entrecomillado se debe a que como se mencioné en 2.1.6, esta tempera-
tura efectiva no es una temperatura en el sentido usualmente empleado, mas
bien es una cantidad que da cuenta de las propiedades en la dinamica de las
particulas donde dicha dinamica podria estar relacionada a una temperatura
en el sentido de aquella que uno mide directamente en el medio circundante
con un termémetro.

Regresando a la solucién de equilibrio 3.22, ésta se puede expresar en
términos de las dos expresiones anteriores, con excepcion del denominador
en el término fuera de la funcion exponencial. Sin pérdida de generalidad
se puede multiplicar y dividir por v3/a en el denominador, agregando el
término restante a la constante de normalizacion. Con lo anterior 3.22 se
puede expresar como

Pug (z) = /1\)[ ((2; exp { /O "o %} (3.28)

Siendo la expresion antes mencionada en la seccién anterior correspondiente
a la conexion entre el caso pasivo y activo. Esta tltima expresion reviste espe-
cial importancia al desarrollarse para cada uno de los potenciales confinantes
de las particulas RT.

Por otro lado, si expresamos explicitamente V (), la distribucién de
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probabilidad es

P () = g ((:Si exp {— /0 " %} (3.29)

la cual por supuesto es una distribuciéon no-Boltzmann-Gibbs, sin embargo,
si se considera una difusién homogéna D, 3.28 es en esencia la distribucién

de Boltzmann-Gibbs
1 G(x
PBfG ([L‘) = Eexp {—%} (330)

donde la funcién de particiéon Z vendria dada por

7z /: dx'exp{—#} (3.31)

la cual recuerda a la funciéon de particién candnica de una particula. Ademas
si se toma el limite difusivo en la expresion 3.29, o sea v — 0 y a — 0o0;
ésta se reduce a la distribucién de Boltzmann-Gibbs.

Posteriormente en la seccion 3.6 esto se estudia con mayor detalle ademas
de profundizar en la expresion 3.28 y la naturaleza intrinseca fuera de equi-
librio contenida en este tipo de expresion no-Boltzmann-Gibbs.

3.4. Caso pasivo: ecuaciéon de Langevin

Retomemos la ecuacion de Smoluchowski para una particula Browniana
pasiva moviéndose en un medio caracterizado por una temperatura efectiva
inhomogénea (ec. 2.131)

OP (z,t) O )

= =g |7HU (2) P (2,1) — p

ot o T (z) P (x,1) (3.32)

Dicho régimen sobreamortiguado también se puede obtener rigurosamente a
través de la descripcién de Langevin en el nivel de una sola realizacién [25],
siendo equivalente a la ecuacion diferencial estocastica

LU @)+ VT @ (3.33)

la cual corresponde al régimen sobreamortiguado. Con las propiedades del
ruido blanco Gaussiano

(& (1) =0 (3.34)
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<§r (t) gx (t/)> = 2/”{;36 (t - t/) (335)
donde se ha supuesto la identificacién
e YE LA C RS (3.36)

La ecuacién en términos de la difusion efectiva se puede escribir como

W ' (@) + VD) (3.37)

con las propiedades del ruido
(€. (1) =0 (3.38)
(6 ()& (1) = 5t — 1) (3.39)

donde dicha difusion efectiva dada por 3.24 codifica las propiedades dindmicas
caracteristicas del movimiento activo.

Por supuesto, para contrastar con el caso activo se requieren las distri-
buciones de probabilidad correspondientes, las cuales surgen al considerar el
ensamble del conjunto de realizaciones del sistema. La solucién a esta ecua-
cién se puede aproximar mediante la expansion en Taylor de una variable. En
este caso se utilizé la aproximacién de orden mas bajo (Esquema de Euler)
[34]. Con ello se obtiene

Ax = —pU' () At + /2D (z) At ¥ (3.40)

Esta ecuacion se resolvio utilizando el algoritmo de Euler explicito expresado
de forma general como

z(t) =z (to) +a(x (to)) (t —to) + b(x (to)) [W (t) — W (to)] (3.41)

Para el codigo de solucién de 3.40 referirse al apéndice.

3.5. Aplicacién a potenciales caracteristicos

El estudio por cada potencial se divide en la parte correspondiente a una
particula browniana activa que exhibe dinamica run-and-tumble bajo la in-
fluencia de cierto potencial externo y aquella para una particula Browniana
pasiva desplazandose en un medio no isotérmico, sometida al mismo poten-
cial. Posteriormente se contrastan los comportamientos difusivos a través de
la densidad de probabilidad obtenida en cada caso.
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3.5.1. Potencial lineal

Este es el caso mas simple de confinamiento, sin embargo se trata del
mas intuitivo. Fisicamente se puede corresponder con una particula Brow-
niana activa, e.g., una bacteria que se desplaza hacia arriba sobre una pared,
estando bajo la influencia del campo gravitacional.

Figura 3.1: E. coli desplazdndose ante la influencia del campo gravitacional.

En este caso el potencial esta dado por
U (z) = mgx (3.42)

siendo m la masa de la particula. Alrededor de este sistema se han hecho
varios estudios, abarcando desde la solucién para particulas RT en una di-
mensioén [33] [35] y dimensiones mayores [36], hasta el estudio experimental en
tres dimensiones [37]. Debido a este analisis exhaustivo aqui s6lo se expondra
brevemente el caso estacionario de movimiento RT con el fin de ejemplificar
el tratamiento con algunas de las expresiones desarrolladas en la seccion 3.3.

Aqui el término Vg, () se corresponde con la velocidad de sedimentacion
de la particula

Vdrift (IL’) = VUsed = —pmMg (343)
Por otro lado en este caso la difusién efectiva (ec. 3.9) es constante y esté
dada por
2 2,2 2 2 2
D:@{1—“ng]:”&[1—”5—§11 (3.44)
a vg a U§

Para este sistema es simple emplear el potencial en la solucién de equilibrio
3.22, obteniéndose

N (0 e [mg
P (z) = %exp — [ da'— ——— (3.45)
1_“1;29 0 v_|:]_um29}
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cuyo término exponencial se integra trivialmente

N (0) jimg
Peq (I) = 1_ 122 g2 CXp § — o2 [1 ,u2m292] T (346)
o2 o |7
Por supuesto esta distribucion de probabilidad debe normalizarse
/ dx Pey () =1 (3.47)
0
Q@
N(0) = mgp (3.48)

Por tanto la densidad de probabilidad normalizada es

B mg mg
FPeg (2) = — (1 - #2m292>e><p - [1 - #gmggg}

e v2 e v2

T (3.49)

Esta puede reescribirse para utilizando la expresiéon para la temperatura efec-
tiva (ec. 3.26) como

mg mg

P (x) = S eXD | -
ko (1= %) [ koo (1-5¢)

x (3.50)

Analisis

En este caso la difusién efectiva es constante y por tanto lo es la canti-
dad que hemos denominado como temperatura efectiva. Dicha temperatura
homogénea se puede asociar con la interpretacion equivalente en la que la

particula activa se comportaria como una Browniana pasiva difundiéndose
en un medio con temperatura homogénea

02
T:To{l—%d} (3.51)
Yo

para el caso en que v,q < vg. Ahora bien, esta particula activa puede des-
plazarse a una velocidad mayor a aquella a la que se sedimenta dada la
autopropulsion en su movimiento. El caso limite en que la autopropulsién
supera por mucho a la sedimentacion, i.e., para vsq/vg << 1, la temperatu-
ra del bano esta dada por el valor méximo, a saber, T = T}, estableciéndose
un perfil de distribucién que decae exponencialmente a lo largo de la pared.
Por el contrario, si ambas velocidades tienden a ser iguales, .i.e, vsq = Vo,
las particulas tienden a acumularse a lo largo de la pared como lo muestra
la distribucién, en la que en dicho limite el término exponencial seria igual a
la unidad siendo asi constante la distribucién de las particulas.
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3.5.2. Potencial armonico

En este potencial y el siguiente se desarrolla extensivamente el tratamien-
to para el caso activo y pasivo, contrastandose y analizandose posteriormente.
El potencial viene dado por

U () = %/m? (3.52)

donde k es la ’constante de resorte’ ordinaria, en este caso relacionada con
la magnitud de la barrera de energia. La derivada de dicho potencial es

U'(x) =kx (3.53)

Caso activo: «run-and-tumble»

Sustituyendo en la expresién 3.22 se tiene

0 v ka'
Py = MO0 -2 / dy/ (3.54)
1-— ‘;—Sk%Q Vo Jo (1 - ’%zk;%’?)
Yo

cuya %ntegral se puede reso}ver trivialmente con el cambio de variable u =

1 — 5 k2% asi, du = —2% k*zdx; entonces solo resta multiplicar y dividir
0 0

por 2uk. Con lo anterior la expresion queda como

Peq (z) = N0 exp[ = /0 ud—u] (3.55)

C1— k2 [2pk o u
Yo
Entonces N (0) )
_ 0 - K2 2
P (x) = - M_ik2$2exp {Z/Lkln (1 - v_gk x )1 (3.56)
Yo
o lo que es lo mismo
T
Poy (z) = N (0) (1 — Fk%Z) (3.57)
0

En un sentido estrictamente matematico, la densidad de probabilidad debe
ser positiva para lo cual debe satisfacerse

uz
1—5k*2” >0 (3.58)
Yo
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De la desigualdad anterior se llega a que el intervalo de definicién para la
densidad de probabilidad es

Vg mlcr<c b (3.59)

MZE pk = T pk

En un sentido fisico también se puede argumentar que la particula no puede
moverse més alld de lo que le permite la fuerza autopropulsiva p~ vy al igua-
larse con la fuerza de atrapamiento dada por —U’ (x), obteniéndose con ello la
regién de movimiento € [—x,,, T,]. Lo anterior se expresa matematicamente
como

U (@) = =2 (3.60)
1
siendo para este potencial
Vo
kxy, = — (3.61)
i
es decir "
0
m=— 3.62
T = (3.62)

En adicion, esta longitud que caracteriza al movimiento se puede utilizar
para adimensionalizar y con ello escalar la region de movimiento en términos
de la variable T = = siendo ésta ahora z € [—1,1]. Con esta nueva variable
la densidad de probabilidad 3.57 se reescribe como

Pag () = N (0) (1 — 2%) 25 ! (3.63)

Naturalmente la expresion anterior requiere en adicién ser normalizada en el
intervalo de definicion prescrito

1
o p(1—z2)met =
N (0) m /_1 dz (1 —z%) 1 (3.64)

de donde la solucién de la integral definida es

1 N NZIA <i>
/ d (1 - a2)2 = (3.65)
3 r(s+ )
con lo anterior, se tiene que la expresion para la densidad de probabilidad

(adimensional) en el caso de una particula activa moviéndose en un potencial
armonico esta dada por

I3+ 5x)

()

eq (T)

1 — %) (3.66)
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Esta densidad de probabilidad esta caracterizada por el pardmetro

«
- 3.67
B o (3.67)
Veamos ahora el significado de éste.
La tasa de cambio en la direccién « se encuentra relacionada a la longitud
de persistencia a través de
Vo

lp

(3.68)

a
. Un valor grande de « significa un cambio constante en la direccién lo cual
implica que se mantiene por poco tiempo la direccién; por el contrario, un
valor pequeno de « implica que la particula mantiene por mas tiempo su
direccién siendo mayor su longitud de persistencia. Lo anterior es evidente de
la definicion 3.68. Asi, la interpretacion de 3 se vuelve mas clara en términos
de una relacion de longitudes lo cual se obtiene al multiplicar y dividir 3.67
por la velocidad de autopropulsion vy.

_— Vg

© uouk

(3.69)

Ahora, recordemos que z,,, = vo/pk es una longitud caracteristica del sistema
(ver Figura 3.2), por tanto la expresién anterior en tltima instancia nos
relaciona dos longitudes

longitud caracteristica

* = 3.70

p 2 X longitud de persistencia ( )
i
U(x)
< o
| L
- X
_xm 0 xm

Figura 3.2: Potencial arménico visto desde un punto de vista cualitativo. Se indican los
puntos de confinamiento y la longitud caracteristica del sistema.
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Si bien [ es el parametro que se varia para este analisis, la comprensién
de los comportamientos se hacen con base en la interpretacién en términos
de las longitudes del sistema. Dicho lo anterior ahora se expone y analiza
el comportamiento difusivo a través de las densidades de probabilidad de
«equilibrio» para distintos valores de .

45 T T T T T T T T T

Figura 3.3: Densidades de probabilidad de «equilibrio» para distintos valores del parame-
tro .

En la Figura 3.3 se muestran las distribuciones de probabilidad para la
posicién de las particulas. En ésta se puede apreciar que conforme se aumenta
el valor de (3, es mas probable encontrar a las particulas cerca de la region
central, mientras que para  mas pequenos, éstas «prefieren» la zona cercana
a las fronteras en 1 y -1, siendo méas probable encontrarlas ahi. ;Cémo se
explica este comportamiento?

Un valor pequeno de 3 nos indica que la longitud caracteristica del sis-
tema y la longitud de persistencia son aproximadamente iguales. Esto nos
indica que la particula tiene un movimiento manifiestamente persistente ca-
racteristico del movimiento activo. Esto tiene como consecuencia una dis-
tribucion bastante alejada de una Gaussiana mas caracteristica de sistemas
pasivos en equilibrio termodinamico o cercanos a éste.

Por el contario, un valor grande de (8 esta relacionado a una marcada
diferencia entre la longitud caracteristica y la longitud de persistencia. Por
ejemplo, en el caso de 8 = 50 la longitud de persistencia es una centésima
parte de la longitud caracteristica. Un movimiento de este tipo es més cercano
a aquél de una particula Browniana pasiva ordinaria poco persistente, por
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lo cual estas distribuciones son mas cercanas a una distribucién Gaussiana,
concentrandose la probabilidad de encontrar a las particulas en la region
central del potencial.

Caso pasivo: difusion efectiva

Ahora se estudia un sistema fisicamente distinto al anterior. En este caso
se tienen particulas Brownianas pasivas difundiéndose en una dimensién en
un medio no isotérmico sometidas a la influencia de un potencial armoénico.
Ahora bien, como se ha mencionado anteriormente el mecanismo exacto de
acoplamiento entre la particula y el medio circundante el cual estaria dado
por la relaciéon FD local es desconocido. Sin embargo en principio se puede
suponer que tanto el medio como la particula estan descritos sélo a nivel de su
dindmica estocéstica por estas cantidades efectivas (difusion y temperatura)
relacionadas a través de una movilidad g uniforme, lo cual se discutird en
términos generales méas adelante.

La difusion efectiva para este sistema estd dada por

02 12
D(r) = 21— Sk%? 3.71
@) =2 (1 Lnea2) 3.71)
la cual se utiliza en la ecuacién 3.40, obteniéndose
2 2 2
Axr = —pkx At + \/ﬂ (1 — M—2k2x2) AW (3.72)
Q@ vg

Al igual que en el caso de las distribuciones de probabilidad RT obtenidas
para el caso activo, también esta expresion se adimensionaliza. En el caso de
la posicién se utiliza la misma longitud caracteristica x,, que define la region
de confinamiento

k
7= =M (3.73)
T v
El tiempo se adimensionaliza con el tiempo caracteristico 7 = 1/uk
t = pkt (3.74)

Con estas identificaciones, la expresion adimensionalizada a resolver es

_ 2 _
Az = —TAt + \/%k (1 —z2) At (3.75)

Nuevamente en este caso aparece el parametro adimensional 5. Como se men-
ciono previamente se obtienen las distribuciones de probabilidad al considerar
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el ensamble del conjunto de realizaciones para este proceso. Las distribucio-
nes de probabilidad obtenidas se muestran en la Figura 3.4.

45 T T . T I T T I T
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ir _ﬁ=5
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Figura 3.4: Distribuciones de probabilidad para particulas Brownianas pasivas difun-
diéndose en un medio inhomogéneo no isotérmico.

El analisis para la variacion de las distribuciones en funcion del pardametro
[ es el mismo que el hecho para la Figura 3.3, sin embargo en este caso reviste
importancia la interpretacion desde el punto de vista del perfil de tempera-
tura efectiva que en principio puede dar cuenta de un perfil de temperatura
en el medio circundante de la particula Browniana pasiva. La temperatura
efectiva dependiente del espacio asociada a la difusiéon esta dada por

T (z) = To {1 - M—zk%ﬂ (3.76)

Yo

Este potencial tiene su valor minimo en = = 0, siendo la temperatura efec-
tiva maxima en este punto, a saber, Tj. Recordemos que aqui las particulas
no son activas, pero se comportan de la misma manera que lo haria su con-
traparte activa, la cual como vimos en el analisis anterior tiende dadas sus
caracteristicas persistentes de movimiento a acumularse en las paredes. En
este caso dicha tendencia a que sea mas probable encontrar a las particulas
cerca de las paredes de potencial, se puede explicar en funcién del impacto
que causan estos «puntos calientes» asociados a las propiedades estocésticas
de movimiento tanto de la particula como del medio en que se encuentra em-
bebida. Dicha region «caliente» empujaria a las particulas Brownianas hacia
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los puntos cercanos a las paredes que las confinan, a saber, los puntos x,,
(ver Figura 3.5).

100 T T T T ] T T T T

80

60

T(x)

Figura 3.5: Distribuciones de probabilidad para particulas Brownianas difun-
diéndose en un medio inhomogéneo no isotérmico. Se contrasta el perfil de
temperatura del medio con las distribuciones de probabilidad.

Siendo precisamente esta inhomogeneidad en la temperatura efectiva la
caracteristica que dota a la particula Browniana pasiva de caracteristicas
propias del movimiento activo. Como se aprecié en el caso de particulas
activas, conforme mas marcadas son sus propiedades de movimiento activo,
a saber, persistencia, es mas probable encontrarlas en las regiones cercanas
a las paredes del potencial. En el caso de las particulas Brownianas estos
sucede debido a que éstas se alejan de los puntos calientes en el sistema.

Caso activo vs caso pasivo

Como se pudo ver en los andlisis anteriores los comportamientos difusivos
en ambos casos se corresponden exactamente. Lo anterior queda de manifiesto
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en la Figura 3.6 en la cual se encuentran superpuestas las distribuciones de
probabilidad para ambos casos.
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Figura 3.6: Comparacion de las distribuciones de probabilidad obtenidas para
particulas activas que exhiben patrones de movimiento RT y aquéllas para
particulas pasivas moviéndose en un medio con temperatura inhomogénea.

Con esto se puede concluir que el comportamiento difusivo es indistin-
guible cuando se contrastan las distribuciones de probabilidad de particulas
activas RT difundiéndose en una dimension suponiendo Jgi; = 0 y aquellas
que resultan del movimiento de particulas pasivas en un medio inhomogéneo
no isotérmico.

3.5.3. Potencial de doble pozo

El potencial en este caso se expresa como
x? x?
U(x)=AFE (— — 2—) (3.77)

donde AFE se refiere a la altura de la barrera de energia y L a la mitad de la
distancia entre los puntos minimos del potencial (ver Figura 3.7). La derivada

de este potencial es
ANE x [ 22
! _ == -
U'(x) = T T (L2 1) (3.78)
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Caso activo: «run-and-tumble»

Utilizando la derivada del potencial en 3.22 se obtiene la distribucién de
probabilidad de equilibrio

N (0)
Peq (’r) = IGAEQ/.LQ 2 x2 2
1= 255 (-1
4UAE g (;ﬂ 1)
@ b b
exp —%/ dx’ TN 5 (3.79)
Wl |1- 18R (2 1)’

Para que ésta tltima sea positiva definida se requiere

16AE?p? 2* [ 2? 2
BT (ﬁ — 1) > () (3.80)
U(x) F 3
n>1 :
0 1
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Figura 3.7: Potencial de doble pozo ilustrando cualitativamente las cantidades involucra-
das en su descripcién. Para n < 1 se muestra el desplazamiento libre entre ambos pozos de
potencial. Cuando 1 > 1 la particula el movimiento de la particula se encuentra confinado

a las regiones correspondientes a los pozos no pudiendo sobrepasar la barrera de energia
AE.
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Si observamos con mas detalle la condicion 3.80 estrictamente matemati-
ca, ésta se corresponde fisicamente con que la fuerza autopropulsiva de la
particula supere a la de atrapamiento que confiere el potencial

’fatrapamiento‘ < ’fautopropulsiva ’ (381>

En breve se volvera a esta condicion, por el momento primero es conveniente
encontrar los puntos z,, donde la fuerza de atrapamiento iguala a la au-
topropulsiva, determinando con ello la regién de difusién de las particulas
T €[—xm, ] cuando se trata con potenciales simétricos, lo cual es el caso
del potencial arménico y de doble pozo (Figura 3.7). Mas alla de éstos las
particulas no pueden nadar dado que el atrapamiento supera su capacidad
de autopropulsién. Para encontrar dichos puntos se requiere resolver la ecua-
cién correspondiente a la equivalencia entre la fuerza de atrapamiento y la
autopropulsiva

—U" (z)] = | 2 (3.82)
en este caso )
AAE ., (22, Vo
T (ﬁ _ 1) = (3.83)
La solucién real a esta ecuacion es
2AF L2
Ty = —
1 1 v 5 3
3% [32AE2L4%‘) 433 (33AE4L8M—§ - 43AE6L6> }
1
1 513
{SQAE%‘*%O 433 (33AE4LSZ—§ _ 4BAESLS 2}
+ (3.84)

235 AE
Ahora bien, en este dominio las particulas pueden tener dos tipos de regiones

de desplazamiento difusivo dependiendo de si la fuerza autopropulsiva es
suficiente o no para superar la fuerza de atrapamiento entre ambos pozos

1. Desplazamiento libre entre ambos pozos, es decir, pueden superar la
barrera AE que los separa (ver Figura 3.7).

2. Desplazamiento confinado a uno u otro pozo, es decir, las particulas no
pueden superar la barrera AE que los separa. En este caso se refieren
dichos puntos como +x,,; y £x,,q4 para el pozo izquierdo o derecho,
respectivamente (ver Figura 3.7).
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En el presente andlisis el interés se centra en el primer tipo de movimiento,
a saber, las particulas desplazandose libremente entre ambos pozos, lo cual
se refiere al caso en que la fuerza autopropulsiva es mayor a la fuerza de
atrapamiento que suponen ambos pozos, es decir, precisamente cuando se
cumple la condicién 3.81.

Antes de comenzar con este andlisis conviene adimensionalizar el sistema,
utilizando precisamente estos puntos z,,, es decir

7= (3.85)
xm

Con esta adimensionalizacion el dominio donde pueden tener lugar los dos
tipos de regiones de desplazamiento, ahora se puede expresar como = € [—1, 1].
Volviendo a la condicién 3.81 y su relacién al movimiento libre entre am-
bos pozos, al adimensionalizar la variable espacial, la fuerza de atrapamiento
se puede expresar en términos de T y un parametro n (cuyo significado se

clarificard en los siguientes parrafos), de la siguiente manera

fatrapamz’ento (f, 7]) = _4?1E C\5%D£ |:<2 (77) 52 - 1:| (386)

3

donde ¢ (1) es una funcién de n que se definird posteriormente, no siendo
necesaria para el presente analisis. Con la expresion anterior la condicon 3.81
se puede expresar como

‘4AECWL{ﬁOﬂ4 H
— z =1l <
L 3 3

Para estudiar las consecuencias de dicha condicién nos remitimos a la Figura
3.8, donde se muestran las graficas de ambas fuerzas, recordando que en los
puntos & = +1 las fuerzas son iguales y la fuerza autopropulsiva se mantiente
constante. Los dos tipos de regiones de movimiento surgiran con referencia
a si la fuerza de atrapamiento definida anteriormente es mayor o menor a la
fuerza de autopropulsién (constante) dada por el cociente entre la velocidad
de autopropulsion vy y la movilidad de la particula en el medio p.

En 3.8a, con 1 = 6, el dominio adimensionalizado Z € [—1, 1] se divide en
dos regiones de movimiento debido a que la fuerza autopropulsiva (constante)
es menor a la fuerza de atrapamiento, siendo dichas regiones: T €[—1, —Z,,]
Y Z€ [T, 1] para el movimiento confinado al pozo izquierdo y derecho, res-
pectivamente.

En el caso de 3.8b, con n = 0,1 la situacién es diferente ya que la fuerza
autopropulsiva (constante) siempre es mayor o igual a la de atrapamiento,
permitiéndose con ello el transito entre ambos pozos del potencial definiendo
una sola regién de movimiento a lo largo de todo el dominio Z € [—1, 1].

Vo
"

(3.87)




68 CAPITULO 3. DIFUSION EFECTIVA E INHOMOGENEIDAD

2 5[ T
0.8 » T 0 1
_ - =0
| f;ztrapamfenro (x 217 ) " jﬂautopropuisién 3
04} =6 ! .
77 0.5
02
0
N /i .
0z} | | 1 ?
04} | I Lutuprupul:io’n 15 5 erpamiento ( X s 77 )
o8} I i 2 I J
0.8 l 1 08 06 0.2 02 0 0. 08 1
1 08 06 0.4 02 I 0 I 02 04 0. 08 1 _ 1 — 1
¥ =— _ — X = X = Xy =
X, = 1 _xm] xm[ X, 1 - m
(a) |fatrapamiento ‘ > |fautopropulsiva | (b) |fatrapamiento| < |.fautopropulsiva |

Figura 3.8: Dos tipos de regiones de movimiento dependiendo si la fuerza autopropulsiva
es menor o mayor a la de atrapamiento.

Para determinar matematicamente si la fuerza autopropulsiva es mayor
0 no que la de atrapamiento lo importante es conocer los puntos minimos y
maximos en la fuerza de atrapamiento ya que ellos dan cuenta de la magnitud
absoluta de dicha fuerza. Estos puntos se encuentran trivialmente derivando
f(z,m), estando los mismos en funcién del pardmetro n

1
i‘ma:c,min =+ —
¢ (n)

Si se sustituyen estos puntos en la condicion 3.87, referida al movimiento
libre entre ambos pozos, se obtiene

(3.88)

43 AFE
el | .
33 L Vo - (3 89)

De la cual se define el parametro n utilizado anteriormente para fines de
generalidad en las descripciones cualitativas

1BAE

— 3.90
33 L Vo ( )

n =
Por tanto la condicién en su forma mas simple se puede expresar como
n<1 (3.91)

Esta condiciéon nos garantiza que para valores de n < 1 las particulas se
desplazaran libremente entre ambos pozos pudiendo superar la barrera de
energia entre ambos. Para valores 7 > 1 las particulas quedan confinadas a
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difundirse en uno u otro pozo. En el caso de la condicion matematica 3.80
(equivalente a la expresada en términos fisicos), por supuesto, la densidad
de probabilidad estara bien definida siempre para estos valores, lo cual se
explica si tomamos en cuenta que como se vera a continuacion la densidad
de probabilidad se normaliza en el dominio [—1, 1]. Por otro lado para n > 1
surgen dos regiones independientes donde se difunden las particulas por lo
que en realidad se estaria hablando de dos densidades de probabilidad, una
por cada region, requieriendo asi una normalizacion diferente para cada caso.

En la Figura 3.9 se muestran las fuerzas de atrapamiento de distintos
valores de < 1 superando en todos los casos la fuerza autopropulsiva a la
de atrapamiento; con 17 = 2 ya no es posible esto.

f&.n)

Figura 3.9: Fuerza de atrapamiento en funcién del pardmetro n. Aunque aqui no se
muestra explicitamente la fuerza autopropulsiva es claro que para n < 1 ésta ultima
serfa mayor que las fuerzas de atrapamiento. Para n = 2 esto no se cumple y la fuerza
autopropulsiva es menor a la de atrapamiento.

Ahora observemos la expresién 3.90 para dar un significado fisico al
parametro adimensional 7. Este parametro nos da cuenta de la forma que
adquiere el potencial a través de qué tan pronunciada es la barrera de energia
AFE. Observando con cuidado los términos en éste se puede identificar que
el denominador vy Ly ~! tiene unidades de energia, interpretandose por tanto
como el trabajo que realiza la particula al viajar la distancia caracteristica
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L (ver Figura 3.7). Por tanto n relaciona la barrera de energia que separa
ambos pozos con el trabajo mencionado anteriormente.

barrera de energia

n= X X X T .
trabajo al recorrer distancia entre minimo y AE maxima

Continuando con el desarrollo de la expresién para la densidad de probabili-
dad, el parametro n se puede utilizar para caracterizar varias cantidades tal
como en su momento se indicé para la fuerza de atrapamiento, clarificindose
en adelante la forma de dicha expresién. Primero, la solucion para los valores
Tm se puede expresar en términos de 7 de la siguiente manera

,l
I 77% (1 + /1 — 772> ’
s (1 + 41— 772> ’ "
Dicho valor se utiliza para adimensionalizar la variable espacial como se hi-

zo anteriormente mostrandose ahora explicitamente en la expresién para la
densidad de probabilidad, de lo cual se obtiene

N (0)

wl=

P, (%) =
T e 17
AE T (72 FI2 1
exp _4j$n,uoz2 / az’ 33$ (7, @ ) 5
vg Jooo 1= a2 a2 (22,32 - 1)°]
(3.93)
donde se ha utilizado z,, = z,,/L. En este punto surge otro pardmetro

adimensional que como se verd, caracteriza el movimiento persistente de la
particula activa. Se define este parametro y como

_ paAE

2 (3.94)
0
Veamos ahora qué nos relaciona este parametro. En él se puede encontrar el el
cociente vy /a que tiene dimensiones de longitud. Dicho término se puede con-
siderar como la longitud de persistencia de la particula debido a que contiene
la tasa de cambio en la direccién a. Por otro lado, el cociente “2£ también
tiene unidades de longitud. Como podemos ver esta relacionado al término
que mencionabamos en 7 referido al trabajo que realizaria la particula al
recorrer la distancia caracteristica L. Asi, dicho cociente se puede considerar
la longitud caracteristica del sistema. Por tanto el parametro adimensional

X nos relaciona
longitud caracteristica

= 3.95
X longitud de persistencia ( )
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Definidos los dos pardmetros adimensionales n y x que caracterizan la distri-
bucién de probabilidad, ésta se puede reescribir como

N (0)

P -
1— §02¢2 (n) 22 [3¢2 (n) 22 — 1]

eq (T)

T (5¢7 (n)x? —1)
1—302¢2 () 2 [3¢2 () % — 1}2]

exp § —px o) | i | (3.96)

donde por simplificacién se define la funcién ¢ (n) utilizada en el anédlisis
inicial en la expresion para la fuerza de atrapamiento

(1+vi=p)

ns

C(n) = " +

(1+vi=p)’

(3.97)

La integral en el argumento de la funciéon exponencial no tiene una solu-
cién exacta. Ademas la distribucion requiere ser normalizada en el intervalo
[—1,1]. Para obtener graficamente estas distribuciones de probabilidad se
utiliza el software Mathematica. En éste primero se resuelve numéricamente
la integral en el término exponencial y posteriormente se obtiene la constan-
te de normalizacién integrando también numéricamente la distribucion de
probabilidad en el intervalo de confinamiento.

Este analisis difiere por supuesto de aquél realizado para el potencial
armoénico ya que ahora dos parametros adimensionales caracterizan las dis-
tribuciones de probabilidad obtenidas.

En las Figuras 3.10 y 3.12 se muestran las distribuciones de probabilidad
para valores crecientes de 7, variando en cada caso los valores de parametro
x también en forma creciente.

Refiriéndonos a la Figura 3.11 podemos ver claramente que los méximos
en las distribuciones de probabilidad se desplazan a las regiones en las que
es minimo el potencial. Esta variacién es esperada debido a que como se
mencion6 previamente 7 nos da informacion acerca de la forma que adquiere
el potencial. La acumulacién de particulas en estos minimos de potencial se
explica con mas detalle a continuacion.
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Figura 3.10: Conforme el valor de 1 aumenta, los minimos del potencial se desplazan
haciéndolo con ellos también las distribuciones de probabilidad.
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Figura 3.11: Potencial de doble pozo normalizado.
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Figura 3.12: Conforme el valor de 1 aumenta, los minimos del potencial se desplazan
haciéndolo con ellos también las distribuciones de probabilidad.
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Para la Figura 3.11, se utilizé la expresion

30
U(z,n) = \/%;OLW BC“ (n)z* — ;4‘2 (n) (3.98)

siendo éste el potencial en términos del parametro 7 y la dimensién espacial
adimensional. En dicha grafica se ha supuesto que TL—OL = 1 ya que solamen-
te se busca indicar como varia el potencial de atrapamiento en funcién del
pardmetro 7.

Ahora bien, con respecto al pardmetro y se pueden observar dos tipos
de comportamientos conforme el valor de n aumenta. En la Figura 3.10 el
comportamiento no es notoriamente variable conforme varian los valores de
X, sin embargo remitiéndonos a la Figura 3.12, en (b), correspondiente a
n = 0,9 se comienza a percibir un comportamiento distinto para valores de
X pequenos, marcadamente en y = 0,05. En adiciéon a la acumulacién en
las paredes, aparece un pico mas alla del minimo de potencial. Para estudiar
ambos comportamientos nos referimos a las Figuras 3.13 y 3.14 siendon = 0,5
y n = 0,99 valores caracteristicos para cada uno.

En este punto el andlisis se refiere a la Figura 3.13 donde se aprecia el
primer tipo de comportamiento parecido a aquél observado para el potencial
armoénico. El andlisis se hace con base en el parametro y tomando en cuenta
el efecto de la longitud de persistencia v/« y la longitud caracteristica “f—OE
en dicho valor.

El analisis no dista de aquél hecho para el caso del potencial armdnico
ya que es evidente que este parametro y relaciona al igual que 3 la longitud
caracteristica y longitud de persistencia del sistema. En este caso también se
observa que para valores pequenos de Y, es decir aquellos en que la longitud
de persistencia es del orden de la longitud caracteristica, es méas probable
encontrar a las particulas en los linderos de las paredes de potencial, siendo
las distribuciones mayormente alejadas de la Gaussianidad. Por otro lado
conforme se aumenta el valor de x la longitud de persistencia disminuye
respecto a la longitud caracteristica. Con esto es més probable encontrar a
las particulas cercas de las regiones centrales en ambos pozos del potencial
ya que el continuo cambio en su direcciéon vuelve poco probable encontrarlas
en las zonas cercanas a las fronteras.



74 CAPITULO 3. DIFUSION EFECTIVA E INHOMOGENEIDAD

16 | T T T T T T T T T

14 [t

| n=0.5
= ——x=0.05
8 sl —x=10

—— x=50

6 x=100

G4 N ——x=500 N

21 1 —

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.13: Distribuciones de probabilidad de «equilibrio» para n = 0,5 y valores cre-
cientes de x.

Ahora se estudia el segundo tipo de comportamiento refiriéndonos a la
Figura 3.14. Como se adelantaba previamente, conforme aumenta el valor de
7 surge un comportamiento distinto, teniéndose acumulacién en dos zonas
distintas para valores pequenos de x. Una zona cercana a las paredes del
potencial (observada previamente) y otra alejada en sentido contrario a los
minimos de potencial. Recordemos que 7 debe satisfacer n < 1, por tanto
1n = 0,99 se corresponde con un valor cercano al limite permitido para que la
particula se mueva libremente entre ambos pozos del potencial. Con respecto
a valores grandes de x el andlisis seria el mismo que para la Figura 3.13,

En este caso el analisis se remite a valores pequenos e.g. x = 0,05 donde es
manifiesto dicho comportamiento. Pues bien, estos valores se relacionan a una
longitud de persistencia grande con relacién a la longitud caracteristica del
sistema. Como se vio anteriormente en este caso es mas probable encontrar a
las particulas cerca de las paredes confinantes. Ahora bien, buscamos explicar
este segundo pico en términos de los efectos combinados de persistencia y
la forma del potencial. La consideracion «constante» es la que se refiere a
la persistencia del sistema volviéndose mas marcado este comportamiento
conforme aumenta el valor de 7, por tanto la explicacién gira en torno a
este ultimo parametro. Recordemos que para valores n < 1 las particulas
se mueven libremente entre los pozos, sin embargo conforme 7 tiende a la
unidad, esto se vuelve mas dificil ya que esto se relaciona con que la fuerza
de atrapamiento es cada vez mas cercana a la de autopropulsion, lo cual a
nivel de la estructura del potencial significa un aumento en la magnitud de
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la barrera de energia AFE como es evidente en la Figura 3.11. Esto explicaria
que la probabilidad de encontrar a las particulas poco antes del maximo en
la magnitud de la barrera fuera mayor debido a que superarla se vuelve mas
complicado. Es importante enfatizar que dicho efecto debido a la barrera
de energia entre ambos pozos si, siempre esta presente, cobrando relevancia
conforme la barrera aumenta, esto ultimo caracterizado por un aumento en
71 siempre y cuando todavia se permite el libre transito entre ambos pozos.
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Figura 3.14: Distribuciones de probabilidad de «equilibrio» para n = 0,99 y valores
crecientes de y.

Caso pasivo: difusiéon efectiva

Al igual que para el potencial armdnico, ahora la difusién efectiva corres-
pondiente en este caso viene dada por

2 2 2 .2 2\ 2
UG e 16AE” x x

Yo

Este término difusivo es por supuesto més complejo que el correspondiente
al potencial arménico, saltando a la vista que esta funcién cuenta con mas
extremos relativos siendo esto importante para el analisis posterior.
Utilizando esta difusién en 3.40, adimensionalizando z con el valor de los
puntos de confinamiento x,, y t con un tiempo asociado a estos t,,, = ,, / Vg, S€
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obtiene una expresion finalmente solo en términos de las variables de espacio
y tiempo sin dimensiones y los pardmetros caracteristicos del sistema 7 y x

Ar = ;UC (n)z (1 - %@ (n) xz) At

AT (3.100)

™ [1 - e (1- 3¢ me)

Las distribuciones de probabilidad obtenidas a partir de la solucién numérica
de esta ecuacién se muestran en las Figuras 3.15 y 3.16

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.15: Distribuciones de probabilidad obtenidas con n = 0,5 y valores crecientes
de x para particulas Brownianas pasivas en un medio inhomogéneo no isotérmico.

Al igual que en el potencial armonico, suponiendo un sistema descrito por

una movilidad constante p se asocia un perfil de temperatura efectiva a la
difusion efectiva

T (z) =Ty

2 2 .2 2\ 2
w 16AE” x x
1—-— —(1—-— 3.101

US L2 L2 L2 ( )

el cual expresado en su forma normalizada T (Z,n) es

1

T (@) =T, {1 - PRt L 3¢ ) } (3.102)
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Figura 3.16: Distribuciones de probabilidad obtenidas con n = 0,99 y valores crecientes
de x para particulas Brownianas pasivas en un medio inhomogéneo no isotérmico.

Este perfil de temperatura efectiva explica mediante la aparicion de estos
puntos «calientes» y «frios» la concentracién de particulas en ciertas regio-
nes del potencial. En la Figura 3.17 se contrastan el perfil de temperatura
efectiva normalizado en funcién del parametro 7 contra las distribuciones de
probabilidad sélo para x = 0,05 conforme 1 aumenta de manera creciente.
En dicha imagen resulta clara la aparacién de estas regiones de acumulacion
cercanas a la barrera de potencial correspondiéndose exactamente con los
puntos «frios» en que se tiene un minimo en la temperatura efectiva. Asi
de nuevo, se puede interpretar que las particulas que exhiben persistencia
grande son empujadas fuera de las regiones calientes correspondientes a la
temperatura efectiva maxima, siendo menos probable encontrarlas ahi.

En esta imagen también resulta claro que este efecto siempre se encuentra
presente en el caso de particulas difundiéndose con grandes longitudes de
persistencia. En ésta se aprecia aunque de manera poco perceptible estos
puntos de acumulacién en adicién a los de las paredes del sistema. En el caso
de la temperatura efectiva el incrementar 7 resulta en temperaturas efectivas
maximas mas grandes, las cuales incrementan dicho efecto.

Nuevamente la inhomogeneidad del sistema codificada en la temperatura
efectiva resulta relevante para estas distribuciones de probabilidad alejadas
de la Gaussianidad caracteristicas de particulas que exhiben movimiento acti-
vo. Esta inhomogeneidad es el ingrediente responsable de la correspondencia
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exacta entre el caso pasivo y activo.

T(x)

T
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Figura 3.17: Constraste entre el perfil de temperatura efectiva en funcién del pardametro
g

n y las distribuciones de probabilidad caracterizadas por persistencia grande y = 0,05 en
funcién también de n creciente.

Caso activo vs caso pasivo

De nuevo, al igual que en el potencial arménico, las distribuciones de
probabilidad obtenidas para particulas Brownnianas activas exhibiendo pa-
trontes de movimiento RT (suponiendo Jy = 0) y aquellas para particulas
Brownianas pasivas difundiéndose en un medio no isotérmico son exactamen-
te iguales como se puede observar en las Figuras 3.18 y 3.19.

Si bien en el caso activo se recurrié a los parametros caracteristicos n y x
para explicar las distribuciones obtenidas, dichos parametros en tultima ins-
tancia estan asociados a las cantidades efectivas de difusion y temperatura,
es decir, esta inhomogeneidad estd presente de si en el desarrollo para las
particulas «run-and-tumble». Por otro lado, dichas cantidades al utilizarse
en el caso de movimiento Browniano pasivo le confieren este comportamien-
to precisamente a través de la inhomogeneidad expresada en términos de
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propiedades caracteristicas de movimiento activo como son la velocidad de
autopropulsion y la persistencia.
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Figura 3.18: Comparacién de las distribuciones de probabilidad obtenidas para particulas
activas que exhiben patrones de movimiento RT (se supone estacionariedad y Jg = 0) y
aquéllas para particulas pasivas moviéndose en un medio con temperatura inhomogénea.
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Figura 3.19: Comparacién de las distribuciones de probabilidad obtenidas para particulas
activas que exhiben patrones de movimiento RT (se supone estacionariedad y Js; = 0) y
aquéllas para particulas pasivas moviéndose en un medio con temperatura inhomogénea.
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3.6. Distribuciones no-Boltzmann-Gibbs:
inhomogeneidad

Como se constato en las distribuciones (soluciones) de equilibrio (Jg = 0)
para particulas activas que exhiben dindamica «run-and-tumble», éstas no se
corresponden con aquellas que describen desde el punto de vista estadistico
sistemas en equilibrio termodindmico (Boltzmann-Gibbs). Retomemos estas
soluciones dadas por la expresion

P () = jz\)%exp { /0 " V;)fg—g)} (3.103)

., Cudl es la naturaleza de estas distribuciones no-Boltzmann-Gibbs? Es evi-
dente que la diferencia radica en la dependencia espacial del término que
se ha identificado con la difusion. Tomando en cuenta dicha caracteristica
se puede establecer que en este tipo de sistemas activos en la mayoria de
las situaciones no se puede identificar una cantidad homogénea que describa
globalmente al sistema, caso contrario a aquél de los sistemas en equilibrio
termodinamico donde si se identifican dichas cantidades uniformes como la
temperatura homogénea del bano térmico en el caso de movimiento Brow-
niano.

Ahora, existen situaciones en las que si los pardametros que describen el
movimiento activo satisfacen ciertas condiciones tales como que el término de
difusion que da cuenta del acoplamiento entre el movimiento de la particula y
el entorno, sea independiente de la posicién de la particula, es decir, D (z) =
D, entonces la expresion 3.103 se puede escribir en la forma de la distribucion
de Bolzmann-Gibbs

Poc = (1D) exp {— Gl(;”)} (3.104)
o Z(D) = /_ Z dz’ exp {—%} (3.105)

siendo G(z) una funcién arbitraria de la posicién. Asi, en este caso se puede
identificar un parametro global homogéno que puede ser relacionado con una
cantidad termodinamica efectiva, a saber una temperatura efectiva Tj.

En este sentido se puede afirmar que existen situaciones en las cuales
emergen distribuciones Boltzmann-Gibbs a partir de sus contrapartes fuera
de equilibrio (ec. 3.103). Ejemplo de ello es el llamado limite difusivo, en el
cual, tomando los limites, v — 0o y a — 00, se puede considerar el término
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Diree = % constante surgiendo con ello una distribuciéon del tipo Bolzmann-
Gibbs.

. Por qué este limite esta relacionado a estados de equilibrio? Esto se pue-
de explicar en términos de las fluctuaciones del sistema. Si la longitud que
caracteriza dichas fluctuaciones es mas pequena que cualquier otra longitud
del sistema, e.g. longitud de persistencia, se satisface la relacion de Fluc-
tuacion-Disipacion. Que ésta ultima se satisfaga asegura que el sistema se
encuentra en estados de equilibrio con una temperatura efectiva homogénea
asociada a través de dicha relacion. Por supuesto en este caso las particu-
las tienden a acumularse alrededor de puntos estables del sistema los cuales
suelen ser los minimos globales del potencial.

En el otro extremo llamado régimen de persistencia se encuentran las
distribuciones no-Boltzmann-Gibbs (ec. 3.103), en las cuales no se puede
identificar un pardametro global homogéneo, llevando con ello al sistema a
una situaciéon fuera de equilibrio.

Ahora bien, esta dependencia espacial codificada en la difusion efectiva
encontrada, D (z), fisicamente esta relacionada con el hecho de que se ha
supuesto que las velocidades de la particula a la derecha y a la izquierda,
v, (x), se encuentran sujetas a la influencia del potencial externo U(x), el
cual influye en la velocidad de autopropulsion vy que mantiene la particula
al difundirse de acuerdo a

vgL (7) = vo F pU’ (v) (3.106)

Por tanto, es esta inhomogeneidad espacial conferida al movimiento de la
particula lo que causa la dependencia espacial en el término que hemos iden-
tificado con una difusién efectiva. Asi, es precisamente este «ingrediente» de
inhomogeneidad el que da cuenta de la Fisica fuera de equilibrio en sistemas
activos a partir de sus propiedades de movimiento.

Lo anterior queda de manifiesto cuando el hecho de utilizar el término de
difusién efectiva dependiente del espacio en la soluciéon estacionaria corres-
pondiente a particulas Brownianas pasivas, éstas adquieren el mismo compor-
tamiento difusivo que sus contrapartes activas. Nétese que establecer dicha
conexion se traduce en reconocer que la expresion 3.28, correspondiente a
la solucién estacionaria de particulas activas que exhiben patrones de movi-
miento «run-and-tumble», se corresponde de manera formal con la solucion
para una particula Browniana pasiva que bajo la influencia de un potencial
externo U (x) se difunde con movilidad constante g en un medio al cual se
confiere inhomogeneidad a través del término de difusién/temperatura efec-
tiva inhomogénea (ec. 2.137).

Ahora bien, es evidente que al utilizar ya sea la difusién efectiva o tem-
peratura efectiva dependiente del espacio en los andlisis anteriores, supone
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que éstas se encuentran relacionadas de alguna manera. En este sentido es
que se hacen la identificaciones

T (2) = izi? (3.107)
U (z) = —Vdth(x) (3.108)

El efecto de perfiles de temperatura se ha estudiado en trabajos anteriores
demostrandose su impacto en la estabilidad relativa del movimiento difusivo
de particulas Brownianas, v.g. el movimiento en un potencial biestable con
una capa caliente [38] [21]. Sin embargo en nuestro caso esta identificacion
relaciona mas bien una difusién y temperatura que dan cuenta de las propie-
dades estocasticas del sistema. Y es precisamente esta suerte de temperatura
efectiva «estocastica» la que se ha asociado intuitivamente con la emulacién
del movimiento activo en particulas Brownianas pasivas como se adelant6 en
la seccién 3.3 y en los andlisis hechos anteriormente para los casos pasivos.

En este sentido, es facil notar que 7 (z) toma un valor maximo en los
minimos del potencial de energia, mientras que se vuelve nula en las posicio-
nes que corresponden a los puntos z,,. Pues bien, el hecho de que el medio
sea «mas caliente» en los minimos de potencial produce un efecto sobre las
particulas tal que las impulsa fuera de las posiciones estables (minimos del
potencial) hacia las fronteras cambiando en el camino los puntos de estabi-
lidad por aquellos en las fronteras, a saber x,,. Esto explicaria desde otro
punto de vista la acumulacion de las particulas que exhiben marcadas pro-
piedades de persistencia (propias del movimiento activo) en las fronteras o
paredes del sistema.

Ahora bien, qué se encuentra detras de suponer la validez de la expre-
sion 3.107, requiere de un andlisis més profundo sin embargo en la siguiente
seccion se da un argumento plausible detras de esta suposicion.

3.7. Difusion y temperatura efectiva

En esta seccion se trata una de las suposiciones més importantes en las
que se basa el desarrollo anterior, a saber, la validez de la identificacion

(3.109)

analoga a la relacién de fluctuacion-disipacién local con la diferencia que en
este caso la movilidad g en el medio es uniforme. La relacion fluctuacién-
disipacion local para el caso de movimiento en el régimen sobreamortiguado
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(utilizado en el caso pasivo) esta dada por [21]

D)= L@ oy kT (@) (3.110)
7 (x)

Dicha relacion da cuenta del acoplamiento entre los efectos de respuesta en
las particulas ante las perturbaciones del medio a nivel local. Es claro de esta
expresion que el comportamiento de la movilidad de la particula se encuentra
acoplado al que tiene la temperatura local del medio. Notese que en este caso
esta temperatura se refiere a la temperatura usual medible en el sistema con
un termémetro.

En el caso de la identificacién hecha se ha precisado que tanto la difusion
como la temperatura efectiva no se corresponden como tal con las defini-
ciones usuales de éstas, mas bien dan cuenta de las propiedades dinamicas
estocasticas de las particulas y el medio en el caso activo y pasivo, de este mo-
do se podria referir a esta temperatura/difusion como «estocastica». Desde
un principio se establecié que el andlisis hecho en este trabajo con referencia
al movimiento activo se centraba en las consecuencias dindmicas (patrones
de movimiento) propias de este tipo de sistemas. Esto implicitamente tiene
detrés el no requerir los mecanismos microscépicos internos de conversion
de energia que generan el movimiento autonomo, siendo visto en ese sentido
como una «caja negra» donde solo damos cuenta de las consecuencias de los
procesos que tienen lugar en ella.

En este sentido es que se argumenta que la suposicion hecha es plausible
ya que ésta si bien se refiere al acoplamiento de la respuesta de la particula
ante las perturbaciones del medio, no lo hace con referencia a los mecanismos
exactos a través de los cuales se acoplan los efectos de fluctuacién y disipacion,
sino mas bien a las consecuencias que tienen estos tanto en la dinamica
estocastica de la particula como aquella del medio circundante.

Asi la movilidad p(x) por supuesto puede ser dependiente de la posicién
pero en nuestro caso ésta se puede suponer uniforme ya que debido a estos
mecanismos internos en principio «desconocidos» las particulas mantienen
una movilidad o constante de friccién v constante que no siente dicho cambio
en la temperatura del medio a pesar de que ésta realmente se encontraria en
principio acoplada al perfil de temperatura variando espacialmente en cada
punto.

Con referencia a lo anterior se plante un ejemplo mé&s intuitivo. Una
particula autopropulsada, a saber, una bacteria, en principio sujeta a las
propiedades variables del medio podria mantener la misma velocidad de au-
topropulsién vy a través de por ejemplo la autorregulacion de su metabolis-
mo (proceso interno) acelerando o desacelerando el mismo en funcién de la
energia requerida para mantener dicha velocidad. Asi, en principio existe un
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complejo mecanismo de interconversion de energia a través de las fronteras
entre la particula y el medio en adicién al proceso metabdlico interno, que
mantiene a la bacteria aproximadamente con velocidad constante. Sin em-
bargo, un observador externo sélo veria que la bacteria se mueve a cierta
velocidad aparentemente constante (consecuencia del proceso interno), pu-
diendo inferir a partir del desconocimiento de los mecanismos mencionados
anteriormente, que la bacteria siente la misma friccién por parte del medio (vy
uniforme) reflejado en la velocidad constante de la misma. La relacién fluc-
tuacién-disipacion local daria cuenta del mecanismo exacto de acoplamiento
entre la particula y el medio, mientras que la identificacién hecha nos da
cuenta precisamente de este acoplamiento a partir de las consecuencias de la
dindmica estocdstica del mismo.

Estas consecuencias dinamicas propias del movimiento activo se encuen-
tran en la definicion misma de la difusién y temperatura efectiva recordando
la definicién general encontrada para particulas «run-and-tumble»

v () v (7)

D (x) = o ()

(3.111)

Ahora bien, por supuesto la difusién/temperatura efectiva deben estar re-
lacionadas a una difusién y temperatura en el sentido usual de éstas. Por
el momento dicha cuestion se deja para un analisis més detallado en traba-
jos posteriores. Dicha relacion estaria relacionada a la comprension de los
mecanismos exactos de acoplamiento entre la particula y el medio.

En el caso de movimiento Browniano pasivo, se ha incorporado inhomo-
genidad al medio a través de la temperatura efectiva 7 (z) lo cual tuvo como
resultado que el comportamiento difusivo fuera el mismo observado para el
caso activo. Como se menciond anteriormente esta temperatura efectiva se
encuentra relacionada a un perfil inhomogéneo de temperatura termodinami-
ca, cuyo efecto en la estabilidad de sistemas Brownianos pasivos ha sido bien
documentado tedrica y experimentalmente [21] [38]. De este modo no es de
extranar el efecto de esta temperatura efectiva en el comportamiento difusivo
del sistema.
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Conclusiones

Encontrar una descripcion precisa que diera cuenta de la naturaleza fuera
de equilibrio intrinseca en los sistemas activos a partir no de los mecanismos
microscopicos de conversion de energia, sino en referencia a las propiedades
del movimiento activo, fue la directriz del presente trabajo. Paralelamen-
te pero con intima relacién a dicha cuestiéon se explordé una conexién entre
el comportamiento difusivo de sistemas activos y pasivos. Ahora bien, esta
conexion por supuesto no es general, mas bien estd sujeta a determinadas
condiciones que particularizan tanto al sistema activo como al pasivo.

En el caso de movimiento activo todo el desarrollo y analisis se hizo con re-
ferencia al modelo matemaético denominado «run-and-tumble» que da cuenta
de los patrones de movimiento exhibidos por particulas activas encontrando
su inspiracién en el movimiento descrito por bacterias, a saber E. coli. En la
dinamica probabilistica descrita por dicho modelo a través de una ecuacion
de continuidad para la densidad de probabilidad se supone que la corriente
en esta ecuacion es estacionaria y en adicion nula Jg = 0, generando con ello
las llamadas soluciones (distribuciones) de equilibrio. Fisicamente se describe
el movimiento en una dimensién de particulas activas sin interaccién difun-
diéndose con movilidad constante p sujetas a la influencia de un potencial
externo U (z).

Por otro lado en lo que concierne al movimiento pasivo lo que se estudio
fue un sistema en el que particulas Brownianas pasivas se difunden con movi-
lidad constante 1 en un medio inhomogéneo no isotérmico caracterizado por
un perfil de temperatura efectiva T (x), bajo la influencia, al igual que en el
caso activo, de un potencial externo U (x). El punto de conexién se establece
a partir de la solucion estacionaria que en ambos casos resulta ser equivalen-
te, siendo la difusién/temperatura efectiva la cantidad clave que une ambos
comportamientos.

La primera conclusién que resulta evidente al observar las Figuras 3.6

85
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para el potencial armoénico y 3.18-3.19 para el potencial de doble pozo, es que
las soluciones (distribuciones) en ambos casos se corresponden exactamente
no pudiéndose distinguir en ultima instancia si se trata del sistema activo o
el pasivo. ;Por qué sucede esto? La respuesta subyace en lo que seria otra
conclusioén, si no es que la mas importante, aquella en relacién a los términos
que conectan ambos casos, a saber, la difusién/temperatura efectiva.

Lo anterior esta intimamente ligado a lo que ha sido la cuestion principal
de este trabajo: jcudl es la marca de la Fisica fuera de equilibrio en siste-
mas activos explicada en términos de sus propiedades de movimiento? En
el camino para responder a dicha pregunta se encontré un término que se
identifico con una difusion efectiva

vr (z)vr (7)
a(x)

D(z) = , (4.1)

la cual escrita de manera explicita de acuerdo a las expresiones asumidas
para las velocidades y la tasa de cambio de direccion, es

D(x):§{1—5—§ {dif)r}. (4.2)

En dicho término se encuentran embebidas las propiedades caracteristicas
del movimiento activo: la autopropulsion vy y la longitud de persistencia
relacionada a la tasa en el cambio de direccion «. En adiciéon a éstos, se
deriva una dependencia espacial en este caso asociada al potencial que varia
las condiciones de movimiento de la particula en cada punto.

Ahora bien, este término difusivo aparece en las soluciones (distribucio-
nes) de equilibrio para el caso activo:

Puto) = Hexp{ [ ar VeI, (43)

y, como se discutio en la seccion 3.6, son precisamente este tipo de distri-
buciones no-Boltzmann-Gibbs las que describen al sistema activo como un
sistema fuera de equilibrio. Asimismo se concluyé que la naturaleza intrinse-
ca de estas distribuciones reside en que no se puede identificar un parametro
global homogéneo, siendo éste la difusiéon o en su caso para un sistema que
cumple Fluctuacién-Disipacién, una temperatura efectiva asociada. Por tan-
to es este término difusivo que al depender de la posicién no permite se pueda
identificar dicho parametro uniforme, siendo en tltima instancia esta difusién
efectiva la que codifica la fisica fuera de equilibrio en este tipo de sistemas
activos a partir de sus propiedades de movimiento.
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Fisicamente que dependa de la posicién se relaciona al confinamiento,
siendo el potencial dependiente de la posicién el que afecta la velocidad de
autopropulsién de la particula. Asi, la incorporacién de esta inhomogenei-
dad a su movimiento lleva al sistema a una situacién fuera de equilibrio. En
conclusion, sin necesidad de conocer los mecanismos internos locales de con-
version de energia, se pudo dar cuenta de la fisica fuera de equilibrio desde un
punto de vista, digamos «externo», en el sentido de considerar el movimiento
activo como una consecuencia de los procesos internos.

Esta afirmacién se clarifica en el contexto del sistema Browniano pasi-
vo. El impacto que tiene un perfil de temperatura en la estabilidad relativa
de este tipo de sistemas es un hecho bien conocido. Por tanto, el utilizar
la difusién/temperatura efectiva dependiente de la posicién en las ecuacio-
nes que describen un sistema estacionario Browniano pasivo, ya sea desde
el enfoque Langevin o el enfoque Fokker-Planck, produce distribuciones no
Gaussianas alejadas de equilibrio caracteristicas de dichos sistemas. Asi, en
este sentido se puede concluir que la «receta» para que un sistema pasivo
emule el comportamiento difusivo de uno activo (en el limite estacionario) es
anadir «inhomogeneidad» al sistema pasivo, encontrandose ésta implicita en
el término de difusién/temperatura efectiva.

A lo largo del desarollo del trabajo se utilizé el término «difusién/tempe-
ratura efectivar», estando implicito detras del mismo que éstas cantidades se
encuentran relacionadas. El analisis alrededor de la suposicién que relaciona
ambas cantidades a través de una suerte de relacién fluctuacién-disipacion se
hizo con detalle en la seccion 3.7. En torno a esto se puede afirmar que dicha
justificacién parece plausible pero requiere una revisién mas profunda, sobre
todo en lo referente a la conexion con el mecanismo exacto que dé cuenta de
la relacién fluctuacion-disipacién local rigurosa, relacionando con ello el perfil
de temperatura efectiva «estocastica» propuesta a un perfil de temperatura
local en el sistema.

Yendo mas alla en la posible relaciéon con un perfil de temperatura, al
tener dicha expresién entonces se podria disenar un experimento en el cual se
observara realmente como particulas Brownianas en contacto con el mismo
emularian los perfiles de distribucion observados en particulas activas. El
potencial de confinamiento plausiblemente se podria generar a través de un
sistema de trampas Gpticas [39)].

Por otro lado la conexion entre ambos casos provee una herramienta de
analisis simple para este tipo particular de sistemas activos. Como se vid
sobre todo en el caso del potencial de doble pozo, la solucion exacta de las
integrales involucradas en la distribucion de probabilidad asi como su pos-
terior normalizaciéon no son posibles, si no a través de la solucién numérica
aproximada de éstas. Por tanto, al constatarse que el comportamiento difusi-
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vo es exactamente el mismo en ambos casos, resulta mas facil estudiar dichos
sistemas activos a partir de las bien conocidas herramientas matematicas uti-
lizadas para sistemas pasivos, a saber, la simulacién numérica de la ecuacion
de Langevin, donde se puede incluir un término de difusiéon tan extenso y
complicado como se quiera, resultado de un potencial igualmente complejo.



Apéndice A

Solucion numeérica ec. de
Langevin

A.1. Cébdigo en Matlab

close all
clear all
nruns=1000000
t1=0;
ton=1;
a=[1/0.65,1/0.8];
la=lenght (a);
g=gpuDevice (1) ;
reset (g)
hfigure;
nombre="activeharmonic_1_mo ’;
for j=1:la;
aj= a(j);
dt=1/1000.xaj ;
ntimes=2«round ((ton—ti)/dt);
t0=zeros (1 ,nruns);
x0=zeros (1,nruns) ;
tg=gpuArray (t0);
xg=gpuArray (x0) ;
tic
Nh=1000;
22 for ll=1:ntimes;
23 disp (num?2str(aj)

© 0 N9 O s W N

L I S T S S S R
= O © 0 N O O ok W N = O

P

num?2str ()

24 [tg ,xg]=arrayfun

25 xh=gather (xg) ;

26 indp=find (xn>1);

27 xg (indp)=1;

28 indn=fing (xn<—1);
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29 xg(indn)=-1;

30 xn=gather (xg) ;

31 [nelementsx , centersx]|=hist (xn,Nh);
32 rho=nelementsx

33 maxprob (j, 11 )=rho (round (Nh/2));

34 end

35

36 figure (1)

37 plot (centersx ,rho,’—’, ’color ’,rand(1,3) ;hold on;

38 drawnow

39

40 toc

41 saveas (h,[nombre ’'_a’ num2str(aj) ’_b’ num2str(bj) ’.fig’])

42 save ([nombre ’'_a’ num2str(aj) ’_b’ num2str(bj) ’.mat’], 'rho’
, centersx’, ’maxprob’,’xn’);

43 end

1 function [tf ,x]=
double_well_brownian_activeharmonicdiffusionlp_adim_gpu(ti,
dt,a,b,x)

2 Nsub=1;

s tf=ti+dt;

4 deltat=dt/Nsub;

5 z=a (1/3)/(14+sqrt(l—a"2)) " (1/3)+(1+sqrt(l—a"2)) " (1/3)/a"(1/3);

6 D=(9/4)xax(bxz) " (—=1)%(1—(9/4)*a" 2%z 2%x."2.%(1 —=(1/3) .%2z2"2xx."2)
"2);

7 Enx=(deltaxD)."(1/2) .«randn() ;

8 F1=(3/2)xa*xz*x.x(1 —(1/3) %z " 2xx."2) ;

9

10 x=x+F1.x deltat+Enx;
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