UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
POSGRADO EN CIENCIA E INGENIERIA DE MATERIALES

DIFUSION Y ADSORCION EN UN PORO CATALITICO DE FORMA IRREGULAR
USANDO LA APROXIMACION DE FICK-JACOBS

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE
DOCTOR EN CIENCIA E INGENIERIA DE MATERIALES

PRESENTA:

M. EN C. ALDO LEDESMA DURAN

TUTOR:
DR. IVAN SANTAMARIA HOLEK
FACULTAD DE CIENCIAS

MIEMBROS DEL COMITE TUTOR:
DR. LUIS FELIPE DEL CASTILLO DAVILA
INSTITUTO DE INVESTIGACIONES EN MATERIALES

DR. PEDRO ROQUERO TEJEDA
FACULTAD DE QUIMICA

CIUDAD UNIVERSITARIA, MAYO DE 2017



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Indice general

(1. Generalidades | 1
[LI. Resumendelatesis . . . . . ... ... ... 1
[L2. Motivacionl. . . . . . . . . .. 2

[1.2.1. Importancia del estudio de los medios porosos| . . . . . . ... .. .. 2
[1.2.2. Importancia de la difusion en sistemas confinados| . . . . . . . . . .. 3
[1.2.3. Importancia de la adsorcion| . . . . . . . ... ... ... ... ..., 4
[1.2.4. Importancia de la catalisis| . . . . . ... .. .. ... ... 6
[1.3. Objetivos y organizacion de este trabajol . . . . . . . . . ... ... ... .. 8

2. _Antecedentes| 12
[2.1. Difusion en sistemas confinadosl . . . . . . ... oo 13
[2.2. El estudio de los medio porosos| . . . . . . . ... ... L. 15
[2.3. Difusion efectiva en un medio poroso| . . . . . . . . ... ... 16
[2.4. La adsorcion en el esquema de Langmuir| . . . . . . ... ... ... 18
[2.5. Generalidades sobre la catalisisl . . . . . ... ... oo o000 20
[2.6. Pasos en la catalisis heterogénea en un reactor{ . . . . . . . . . . ... .. .. 22
2.7. Coeficiente de trasferenciademasal . . . . . . ... ... ... ... ... .. 25
2.8. Factor de efectividad| . . . . . . . . .. .. ... o 27

[3. Aproximacion de Fick-Jacobs generalizada para describir la adsorcion y |

| desorcion en poros irregulares | 33
[B.1. Introduccionl. . . . . . . . .. 34
[3.2. Balance de masa en poros| . . . . . . . ... ... L L. 37
[3.3. Proyeccion de la ecuacion de balance de masa: ecuacion generalizada de Fick- |

| Jacobs vy aspectos geomeétricos| . . . . . . .. ..o 39

[3.3.1.  Hipdtesis de rapida relajacion transversal| . . . . . . . ... .. .. .. 40

[3.3.2. Flujo superficial reducido y ecuacion generalizada de Fick-Jacobs| . . 42

[3.4. Condiciones para la validez del esquema general de Fick-Jacobs. Difusion |. . 44
[3.5. Aplicaciones de la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada: cinéticas de adsor- |

[ clon-desorcion | . . .. ... .. e e e 48
[3.5.1.  Concentracion promedio. Produccion promediol. . . . . . . . . . . .. 48

13.5.2. Bifecto de la densidad de sitios activos en la distribucion de masal. . . 51

[3.5.3. Interaccion entre la difusion de masa y la velocidad de reaccion efectivaj 54

[3.6. Conclusiones y Perspectivas | . . . . . . ... .. .. ... ... ... ... . 57




[4. Factor de efectividad y coeficiente de transferencia de masa en poros coni- |
[ cos utilizando un modelo generalizado Fick-Jacobs| 66
[M.1. Introduccionl . . . . . . . . .. 67
[4.2. Ecuacion generalizada Fick-Jacobs para la adsorcion | . . . . . . .. . .. .. 69
[4.3. Definicion del coeficiente de transterencia de masa y del factor de efectividad |

[ para Un poro| . . . . . ... Lo e e 74
[4.4. Poros rectangulares | . . . . . . ... ... o 78
“.4.1. Coeficiente de transferencia de masal . . . . ... ... .. ... ... 78

442, Factordeefectividad| . . . . . . .. ..o 79

[4.5. Solucion exacta para poros trapezoidales|. . . . . . . ... ... ... ... 80
[4.5.1. Coeficiente de transterencia de masa de un poro trapezoidal . . . . . 81

[4.5.2. Factor de efectividad| . . . . . .. .. .. .. ... L. 85

[4.6. Aproximacion de poros inclinadas de anchura constante | . . . . . . . .. .. 88
[4.7. Discusion y conclusiones |. . . . . . .. ... o oL 91

[5. Relacion entre la porosidad y tortuosidad de una membrana formada por |
[ poros irregulares desconectados y el coeficiente de difusion espacial del |
[_modelo Fick-Jacobs | 100
[B.1. Introduccionl . . . . . . . .. 101
[5.2. Coeficiente de difusion efectivo de una membrana de poros no interconectados| 104
[5.2.1.  La resistencia interna al flujo difusivo de un solo poro.| . . . . . . .. 104

[5.2.2.  Difusion efectiva de un sistema poro-celda|. . . . . . . .. . .. ... 107

[5.2.3.  Membrana compuesta de multiples poros| . . . . . . ... ... ... 110

[5.3. Comparacion entre los flujos dados por diferentes coeficientes de difusion| . . 112
[>.4. Discusion y conclusiones |. . . . . .. . ... o oL 113

[6. Difusion superficial y catalisis dentro de un poro irregular utilizando un |
[  esquema de Fick-Jacobs | 119
[6.1. Introduccionl. . . . . . . . ... 120
[6.2. Ecuacion para la concentracion de particulas adsorbidas: difusion superficial |

| V adSOTrCION| . . . . . o o e e e e 123
[6.3. Coeficiente de difusion aparente| . . . . . . . . . . ... ... ... 127
6.3.1. Coeficiente de difusion de una membranal . . . . . . . . .. .. .. .. 129

[6.4. Ejemplos ilustrativos|. . . . . . .. ... oo 131
[6.4.1. Forma de los coeficientes de ditusion en un poro rectangularf . . . . . 131

[6.4.2. Dependencia en las condiciones de fronteral . . . . . . ... ... ... 133

[6.4.3. Poros trapezoidales.|. . . . . . . . . ... 0L 135

[6.4.4.  Distribucion de particulas de bulk y superficie. | . . . . . .. ... .. 136

[6.4.5. Tipos de isoterma de adsorcion. |. . . . . . ... ... ... 137

[6.4.6. Catalisis heterogénea: reaccion de isomerizacion |. . . . . . . . . . .. 139

[6.4.7. Perfiles espacio-temporales| . . . . . ... ... ... .00 140

6.4.8. Coeficiente de difusion de una membranal . . . . . .. .. ... ... 143

[6.5. Discusion y conclusiones| . . . . . ... ... o L 146

[7. Resumen y perspectivas de esta Tesis | 151




158



AGRADECIMIENTOS

Al Posgrado de Ciencia e Ingenieria en Materiales,
A la Facultad de Ciencias y el Instituto de Investigaciones Materiales de la UNAM,
A los companeros de la UMDI-Juriquilla,
A los coautores Ivan Santamaria Holek y Sail Ivan Hernandez Hernandez,
Al comité tutor Luis Felipe del Castillo Davila y Pedro Roquero Tejeda,
A los sinodales Rosalio Rodriguez, Luis Vicente Hinestroza y Leonardo Dagdug,

Es gracias a ustedes que es posible el presente trabajo.
A.L.D.

PROYECTOS

Este trabajo se llevo a cabo con la beca de Doctorado No. 221505 otorgada por CO-
NACyT. Ademas, este trabajo junto con las publicaciones derivadas de él formaron parte de
proyectos en colaboracién con el Dr. Ivan Santamaria Holek (tutor de esta tesis) y el Dr.

Sadl Ivdn Herndndez Hernandez:

ISH Proyectos UNAM-DGAPA-PAPIIT, No. IN-113415 y No. IN-116617.

SIHH Beca de retenciéon CONACYT, No. 207109; Proyecto DGTIC-UNAM No. SC15-1-IR-
100; Proyecto DGTIC-UNAM No. SC16-1-IR-113; Proyectos UNAM-DGAPA-PAPIIT,
No. IN-113415 y No. IN-116617.



PUBLICACIONES

El trabajo de esta tesis se reparte en 4 publicaciones:

1. Ledesma-Duran, A., Herndndez-Hernandez, S. 1., Santamaria-Holek, 1. (2016). Ge-
neralized Fick—Jacobs Approach for Describing Adsorption—Desorption Kinetics in Irre-
gular Pores under Nonequilibrium Conditions. The Journal of Physical Chemistry C),
120(14), 7810-7821. Publicado.

2. Ledesma-Duran, A., Hernandez-Hernandez, S. 1., Santamaria-Holek, I. Effectiveness
Factor and Mass Transfer Coefficient in Wedge and Funnel Pores using a Generali-
zed Fick-Jacobs Model. The Journal of Physical Chemistry C, 120(51), 29153-29161 .
Publicado.

3. Ledesma-Duran, A., Herndndez-Hernéndez, S. ., Santamaria-Holek, I. Relation bet-
ween the porosity and tortuosity of a membrane formed by disconnected irregular po-
res and the spatial diffusion coefficient of the Fick-Jacobs model. Physical Review E.

Enviado.

4. Ledesma-Duran, A., Herndndez-Hernandez, S. I., Santamaria-Holek, I. Diffusion and
adsorption inside an irregular catalytic pore using the Fick-Jacobs model. The Journal

of Physical Chemustry C. En progreso.

DECLARACION

Por la presente declaro que, salvo cuando se haga referencia especifica al trabajo de otras
personas, el contenido de esta tesis es original y no se ha presentado total o parcialmente
para su consideracion para cualquier otro titulo o grado en esta o cualquier otra Universidad.
Esta tesis es resultado de mi propio trabajo y no incluye nada que sea el resultado de algin

trabajo realizado en colaboracion, salvo que se indique especificamente en el texto.

A.L.D.



LISTA DE SIMBOLOS

Maytsculas

C —  Concentracién en un sistema bidimensional(mol/cm?).

Co —  Concentracién de alimentacién (mol/cm?).

Ca,Cp — Concentracion en el bulk de las sustancias A y B,
respectivamente(mol /cm?).

Cs, Cy —  Concentracién superficial de una sustancia (mol/cm?).

C, —  Concentracién total (bulk y superficie) (mol/cm?).

Cr,Ch, —  Concentracién maxima que puede adsorber un poro(mol/cm?).

Dy — Difusién molecular (cm?/s).

D. —  Difusién efectiva de un sistema poro-celda (cm?/s).

Dry,D,, Dy— Difusién efectiva de un poro (cm?/s).

D, — Difusién efectiva de una membrana (cm?/s).

Dy —  Coeficiente de difusién superficial (cm?/s).

G —  Reaccién volumétrica (mol/cm? s).

L — Largo del poro (cm).

H — Flujo total (mol/ s).

J,J —  Flujo difusivo por unidad de area (mol/cm s).

Jp, Js, i — Flujo de bulk, superficial y total (mol/cm s).

K — Constante de equilibrio (Depende del tipo de reaccién).

N — Numero de particulas (mol).

R — Velocidad de reaccién (mol/s); Radio de particula (cm).

Mintsculas

c — Concentracién reducida unidimensional (mol/cm).

d — Boca del poro (cm).

g — Reaccién volumétrica reducida (mol/cm s).

h — Linea media del poro (cm).

i —  Ntimero imaginario v/—1 (-). Indice para numerar paredes.

J —  Flujo reducido (mol/s).

Js —  Flujo superficial (mol/s).



k7k0 7

kAakD7kS T

llalQ 7

Ug —

wi, Wo -

Letras griegas

6t7 55 T

NI e > 2 S
|

Coeficiente de transferencia de masa en presencia/ausencia de reac-
cién, respectivamente(cm/s).

Constante de reaccién de adsorcion, desorcion y catalisis respecti-
vamente(Depende).

Longitud de la pared (cm).

Velocidad de reaccién reducida (mol/s).

Concentracién superficial (mol/cm).

Pardametro de forma de poro cénico (-).

Ancho del poro (cm).

Funciones de forma del poro (cm).

Coordenada longitudinal (cm).

Coordenada transversal (cm).

Coordenada a lo largo de la linea media (cm).

Factor de constriccién (-).

Factor de constriccién generalizado y superficial (-).
Factor de efectividad(-).

Densidad de longitud de arco (-).

Velocidad de conversién (-)

Porosidad (-); M6dulo de Thiele (-)

Moédulo de Thiele generalizado (-)

Constante de velocidad en una reaccién lineal (1/s)
Tortuosidad (-).



Capitulo 1

Generalidades

1.1. Resumen de la tesis

En este trabajo usamos un esquema de aproximacién bien conocido previamente en la
descripcion de la difusién de sistemas confinados para estudiar ahora el proceso completo
de la catdlisis heterogénea en medios porosos. Este modelo es el de Fick-Jacobs que consiste
béasicamente en promediar la ecuacion de balance de masa a lo largo de la direccion transversal
al transporte dentro de un poro.

En este trabajo dedujimos primeramente una ecuaciéon de Fick-Jacobs generalizada que
considera no solamente la difusion dentro de un poro de paredes sélidas, sino también paredes
adsorbentes y cémo la forma especifica de éstas afecta el transporte. Si bien la forma irregular
del poro produce una reduccion en el transporte difusivo efectivo, nosotros hemos demostrado
que la eficiencia de la adsorcién o desorcién en un poro pueden verse incrementados por esta
misma irregularidad. La gran ventaja de la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada que nosotros
hemos demostrado es que permite entender cualitativamente con precisiéon como la difusion
y la adsorcién dependen de la constriccion y tortuosidad del poro en cuestion.

Para entender la relacion entre ambos procesos y la geometria de un poro, en una segunda
fase del trabajo hemos establecido de manera precisa cémo los coeficientes de transferencia
de masa y el factor de efectividad se ven afectados por la presencia de aberturas o cuellos de
botella. Esto lo hemos hecho para pequenas secciones de tubos de tal manera que podemos
considerarlas como conos dentro de un poro. Este estudio permite entender como la difusion
y la reaccién limitan un proceso. No obstante a la simplicidad de este estudio, éste nos
permitié establecer criterios muy precisos acerca de como disenar artificialmente materiales
porosos en funcién de los resultados de transporte que uno requiera. En particular, nuestro
estudio demostré que una manera eficiente de adsorber material es a través de poros en forma

de embudos. Es de destacar el hecho de que el estudio que nosotros hemos realizado con detalle



para geometrias muy simplificadas puede extenderse a otras geometrias mas complejas, por
ejemplo, para poros sinusoidales mas semejantes a la estructura interior de zeolitas.

Con el objeto de generalizar los resultados que hemos obtenidos para un poro de un ma-
terial poroso, en una tercera fase del trabajo consideramos cémo se usan nuestros resultados
para materiales completos compuestos de muchos poros. En este aspecto hemos estudiado la
relacion que existe en el coeficiente de difusion local dictado por el modelo de Fick-Jacobs con
el coeficiente efectivo de una membrana. Esta relacién considera cémo la geometria interna
particular de cada poro puede verse reflejada en pardmetros macroscépicos de gran interés
en el diseno de membranas como la porosidad, la tortuosidad y el factor de constricccion.

Una vez que hemos considerado la interrelacién entre la difusién y la adsorcion, en una
ultima fase del trabajo hemos considerado al fin un proceso catalitico entre dos especies
quimicas, una que es adsorbida en las paredes y se convierte mediante una reaccion de
isomerizacién en otra especie que puede ser desorbida al volumen del poro. En este estudio,
tanto la difusién volumétrica como la difusién superficial toman un rol preponderante. En
estudios preliminares de este problema, encontramos que la relacion entre estas dos cantidades

resulta crucial en la determinacion de la eficiencia quimica de un medio poroso.

1.2. Motivacion

En este trabajo se estudiaran en la escala mesoscépica tres procesos que resultan cruciales
en los avances en ingenieria de materiales de nuestro tiempo, a saber, la difusion en sistemas
confinados, la adsorcién y la catélisis heterogénea. A continuacién proporcionamos un somero

resumen de la importancia de cada uno de estos procesos en la industria de nuestros tiempos.

1.2.1. Importancia del estudio de los medios porosos

En este trabajo nos preocupa el problema especifico de la difusién, la adsorcién y la catali-
sis heterogénea en sélidos porosos. Tales materiales encuentran una aplicacién generalizada
ya sea como catalizadores o adsorbentes, que son temas de considerable importancia practi-
ca. Recientemente han atraido ain mas la atencién debido a su potencial como materiales
con una amplia gama de aplicaciones que van desde deteccién Optica para la administracion
de farmacos hasta el refinado del petréleo [I.9]. Para lograr una alta capacidad y actividad,
tales materiales generalmente tienen poros muy finos. El transporte a través de estos poros
se produce principalmente por difusién y ésta a menudo afecta o incluso controla la velocidad
global del proceso. Una comprensién detallada de las complejidades del comportamiento de

difusion en los medios porosos es esencial para el desarrollo, diseno y optimizacién de los



procesos de adsorcién y catalisis en el desarrollo de nuevas tecnologias [1.6]. Por otra parte,
un estudio como el de este trabajo conduce a una mejor comprension de cuestiones tan funda-
mentales como la interaccion entre las moléculas y las superficies sélidas y el comportamiento
de los sistemas moleculares usando una reduccién de dimensionalidad [1.8]. En particular,
una clase de materiales microporosos que es de especial interés tanto desde el punto de vis-
ta tedrico como préactico son las zeolitas. Estas incluyen desde aluminosilicatos cristalinos
microporosos hasta silicatos de titanio y aluminofosfatos. Estos materiales forman la base
de muchos adsorbentes practicos y son usados también como catalizadores [1.14]. Combinan
las ventajas de una alta area especifica y un tamano de microporo uniforme. Como resulta-
do, ofrecen propiedades tunicas tales como la adsorcion selectiva por tamano que puede ser
explotadas para lograr separaciones tutiles y mejorar la eficiencia de los procesos cataliticos
[T.4]. La regularidad de la estructura de poros, que se determina por la estructura cristalina,
ofrece la importante ventaja de que es posible investigar el efecto del tamano de poro en las

propiedades de transporte [L.13], ver Fig. 1.1

Figura 1.1: En la actualidad es posible rastrear la concentracion de sustancias dentro de
medios porosos por medio de microscopia de interferencia. Esto permite ligar las condiciones
microscépicas con las propiedades macroscépicas. En la imagen se muestra a) una zeolita
MOF usando SEM, b) su estructura interna de canales, y finalmente c) los perfiles de con-
centraciéon observados en el experimento. Imagen tomada de Ref. [1.7].

1.2.2. Importancia de la difusién en sistemas confinados

La difusion de moléculas y particulas en sistemas constrenidos por fronteras de formas y
caracteristicas diversas tiene una amplia presencia en la naturaleza [L.12]. Ejemplos concretos
de sistemas confinados donde ocurre difusion de particulas se encuentran en la medicina, ya
sea en la liberacion controlada de farmacos suministrados en una microcapsula, en la pe-
netracion en un tejido tumoral de un medicamento con propiedades anticancerigenas, o la
migracién a través de la piel de fotones de algunos novedosos dispositivos de imageneologia,
entre otros. En la Biologia molecular, algunos ejemplos son la absorcién de iones a través de

los canales i6nicos, o a través de nanoporos sintetizados artificialmente. Otros ejemplos se



encuentran en la migracion de ligandos hacia sus receptores o hacia los sitios activos de una
proteina, en la bisqueda de sitios de uniéon que ejecuta un cierto ligando sobre una cadena
de ADN durante un proceso de reconocimiento molecular. En general, la difusién en sistemas
confinados estd presente en general en los mecanismos de comunicacién quimica a nivel sub-
celular [LL10]. Por si esto fuera poco, otros ejemplos en la quimica donde ocurren fenémenos
difusivos en medios confinados son aquellos que se llevan a cabo dentro de minirreactores
y en medios porosos o adsorbentes [I.13], o bien en las técnicas de separacién de particulas
que tienen como fundamento el uso de cribas moleculares o el intercambio iénico, como son
la 6smosis, la cromatografia y la electroforesis [I.4]. Finalmente, en la nanotecnologia, los
ejemplos incluyen el transporte de particulas a través de nanotubos de carbono, o a través de
membranas sintéticas semipermeables, ademas de todos los eventos que pueden suceder en el
interior de muchas microestructuras sintetizadas en el laboratorio destinadas, por ejemplo,
para el enfriamiento por microfluidez, para aplicaciones en biosensores, o para el almacena-
miento de sustancias como el hidrégeno en los méas adelantados prototipos de baterfas [1.4].
Para una referencia completa y detallada de todas estas aplicaciones, ver Fig. y Ref.
[L12], 1T.11].

1.2.3. Importancia de la adsorcién

Las moléculas se adsorben practicamente en todas las superficies. La cantidad que se ad-
sorbe es aproximadamente proporcional a la cantidad de la superficie [I.3]. Como resultado,
los adsorbentes comerciales son altamente porosos, con areas de superficie tipicamente de
varios cientos de metros cuadrados por gramo. Algunos adsorbentes especializados tienen
dreas de superficie de hasta 3000 m?/g [L5]. Los adsorbentes han sido convenientemente
divididos en tres clases: atomos de carbono, materiales inorgénicos y polimeros sintéticos.
Los carbones tienen superficies no polares que se utilizan para adsorber moléculas no po-
lares, especialmente hidrocarburos. Los materiales inorganicos varian ampliamente desde la
alimina activada, el gel de silice, las arcillas y la tierra de Fuller. La clase més importante
de adsorbentes inorgénicos son las zeolitas, una subclase de tamices moleculares. Estos son
aluminosilicatos cristalinos con tamanos de poro especificos localizados dentro de pequenos
cristales. Finalmente, los polimeros adsorbentes tienden a capturar iones polivalentes con
preferencia a los monovalentes. Estos son sorprendentemente ttiles para adsorber materiales
hidréfobos, incluyendo solutos tales como drogas y pigmentos.

Hay que mencionar que la adsorcién es casi siempre un proceso no estacionario que implica
un fluido y un sélido [L5]. El uso de un sélido es una diferencia importante respecto a la
absorcién, la destilacion y la extraccion porque los sélidos son dificiles de mover. Por tanto,

en general, en la adsorcién el fluido de alimentacién es bombeado a través de un lecho fijo
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Figura 1.2: Ejemplos de sistemas microscépicos donde ocurren procesos de difusion. a) Trafico
intracelular; b) Transporte pasivo a través de membranas lipidicas; ¢) Transporte a través de
canales bioldgicos y de poros sintéticos; d) Buisqueda de sitios activos dentro de proteinas;
e) Liberacion controlada de sustancias a partir de microcapsulas o liposomas; f) Transporte
en medios mesoporosos; g) Microdisenios para el analisis de muestras; y h) Catdlisis en nano-
reactores. Imagen tomada de [L.12]. Ver referencias y detalles alli.



de particulas sélidas para efectuar la separacion. La adsorciéon es importante porque puede
ser eficaz en soluciénes diluidas [I.T]. Los otros tipos de separaciones citadas no lo son. La
capacidad para tratar facilmente soluciones diluidas es poco comun y es lo que hace que la
adsorcién sea especialmente valiosa. Por tanto, no es de extranar que la adsorcion resulte
cara, puesto que los cambios de energia libre de una solucion diluida son mas grandes que los
que participan en la mayoria de las destilaciones o absorciones, ver Fig. La adsorcion se
aplica a procesos tan importantes como la suavizacion del agua, la obtencién de nitrégeno,
la extraccion de humedad del aire comprimido, la remocién de olores o colores no deseados,
el tratamiento de agua, el secado del aire, la deshumidificacién de gasolina, la captura de
diéxido de azufre y la separacién de etanol del agua. En particular, la adsorcién por carbén
activado es una tecnologia bien desarrollada capaz de eliminar eficazmente una amplia gama

de compuestos téxicos, produciendo un efluente de muy alta calidad [1.3].
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Figura 1.3: En los procesos que involucran adsorbentes, el precio del adsorbente y el de
la concentracion de alimentacion estan relacionados por proporcionalidad inversa. Es decir,
entre menos concentrado es el fluido a filtrar, suele ser mas caro el material que se usa para
adsorberle. Imagen tomada de la Ref. [L.3]. b) En la actualidad, la fabricacién de materiales
artificiales permite crear medios porosos con formas especificas, por ejemplo membranas con

poros cénicos que permiten regular con precision la cantidad de material adsorbido. Imagen
tomada de Ref. [L.2]

1.2.4. Importancia de la catalisis

La catélisis es ubicua en la vida y en la sociedad. Los catalizadores se utilizan en la
produccion de los alimentos que comemos, la ropa que usamos, la energia necesaria para

calentar y enfriar nuestros hogares, las transformaciones enzimaticas que se producen a lo



largo de nuestro cuerpo para proporcionar energia para casi todos los érganos, la purificacién
del aire que respiramos, los combustibles utilizados en nuestros coches, y la fabricacién de
los materiales utilizados en y alrededor de nuestras casas y oficinas [L.4]. Los catalizadores
estan en el centro del funcionamiento de casi todas los seres vivos, asi como muchas en
transformaciones quimicas de las moléculas y mezclas en productos tutiles. Las enzimas en
nuestro cuerpo, por ejemplo, llevan a cabo casi todas las conversiones biolégicas necesarias
para vivir. Son criticas en la lucha contra las infecciones, la construccién de ADN;, la digestion
de los alimentos, los musculos en movimiento, la estimulacién de los nervios y ayudar a la
respiracién [1.4].

En términos de conversiones quimicas, los catalizadores son responsables de la produccién
de mas del 60 % de todos los productos quimicos que se hacen y se utilizan en mas del 90 %
de todos procesos quimicos en todo el mundo. La fabricacion de catalizadores por si sola
representa més de $10 mil millones de ddlares en ventas en todo el mundo[L.4]. Su aplicacién
se encuentra en cuatro sectores principales: el refinado, productos quimicos, polimerizacion y
catalizadores de gases de escape. La refinacion es el sector més importante en la produccion
de catalizadores de alquilacion, craqueo, hidrodesulfuracion, craqueo catalitico de un fluido, el
hidrocraqueo, la isomerizacién, y la quimica de reformado. El impacto general de la catélisis
se estima en $10 billones de délares por ano [I.4]. Los intermedios preparados por catélisis
se utilizan en la produccién de dispositivos, productos quimicos y de control que se usan
en muchas aplicaciones diferentes en las industrias de fabricacion, incluyendo derivados del
petréleo, productos quimicos, productos farmacéuticos, automoviles, materiales electronicos,
alimentos y energia.

Como si esto fuera poco, al mirar hacia el futuro, la catalisis mantiene la promesa de
eliminar, o al menos reducir sustancialmente la contaminacién de los procesos quimicos y de
petréleo, mejorar la fabricacion de productos electrénicos y sintesis farmacéutica, y eliminar
las fuentes de emisién estacionarias y vehiculares [I.3]. En particular, la catalisis heterogénea
estd en el corazén de muchos de los procesos quimicos verdes dirigidos a reducir las emisiones
de manera espectacular. Un catalizador, por definicién, es un material que se utiliza para
convertir los reactivos a los productos sin que él mismo se consuma. El objetivo es, pues, que
un catalizador activo convierta los reactivos directamente a los productos sin la produccion de
subproductos en el camino que se conviertan ellos mismos en residuos. Asi, los catalizadores
ayudarian a eliminar los productos contaminantes eliminando asi la mayor parte de residuos
[T.3].



1.3. Objetivos y organizacion de este trabajo

Nuestro trabajo tiene como objetivo fundamental el describir el proceso completo de
la catdlisis heterogénea en un poro irregular usando el modelo de Fick-Jacobs. El proceso
completo de la catélisis heterogénea en un material poroso involucra varias etapas sucesivas
que involucran la difusién dentro del poro de reactantes y catalizadores, la adsorcion del
reactivo, la reaccién catalitica en la superficie y la desorcion de los productos. Por ello, en
cada capitulo de esta tesis hemos desarrollado un objetivo a la vez explicado por separado.
El orden de objetivos y capitulos es el siguiente:

En el capitulo [2| nos concentramos en explicar los antecedentes relacionados con los pro-
cesos de difusion, adsorcién y catdlisis. En esta parte explicamos el conocido modelo de
Fick-Jacobs que hemos tomado como herramienta para hacer nuestro estudio. En particu-
lar; estudiamos la difusién efectiva en sistemas confinados (poros), las variables bésicas en
el proceso de difusion y adsorcién, asi como los distintos pasos en un proceso de catélisis
heterogénea. Esta capitulo tiene como objetivos familiarizarnos con la literatura existente en
este tipo de problemas y, sobre todo, relacionarnos con los conceptos basicos de su estudio.

En el capitulo |3 nuestro objetivo es generalizar el modelo tradicional de Fick-Jacobs que
se ha utilizado sélo para difusién de tal manera que podamos incluir reacciones de adsorcion
y desorcién en su superficie. Esto nos condujo a una ecuacién generalizada de Fick-Jacobs
que incluye un término donde la reacciéon quimica de adsorcion se ve pesada por una funcién
que incorpora el largo y la forma de las paredes del poro. Los resultados de este esquema
efectivo fueron corroborados por soluciones numéricas que probaron que nuestro ecuacion
resulta muy conveniente en la descripcion de procesos difusion-adsorcién, sobre todo para
reacciones donde la adsorcién no es muy grande.

En el capitulo 4] deseamos entender la relacion que existe entre un proceso de difusién-
adsorcién con la geometria del poro. Para ello tomamos la ecuacion generalizada de Fick-
Jacobs que hemos deducido en el capitulo anterior y la aplicamos a ciertas membranas artifi-
ciales donde la forma de los poros se puede tomar como conica. Esto nos permite estudiar el
efecto de las gargantas o cuellos de botella en la difusion y adsorciéon de una membrana. La
importancia de estos materiales radica en que la cantidad de material adsorbida y transferida
al otro lado de la membrana estd bien determinada. En este capitulo, hemos proporcionado
un modelo capaz de describir con precision la efectividad de adsorcion y el coeficiente de
transferencia de masa en este tipo de sistemas.

En el capitulo 5| nuestro objetivo es generalizar las ideas microscopicas del modelo de Fick-
Jacobs que funcionan sélo para un poro de tal manera que se puedan relacionar con cantidades

macroscopicas que se usan de manera general en el estudio de membranas. Asi pues, en este



capitulo se trata de obtener la relaciéon que existe entre el coeficiente de difusién efectivo y
local de cada uno de los poros del material, con el el bien conocido coeficiente de difusién en
membranas, donde la disminucion del flujo estd medida por parametros macroscépicos tales
como la porosidad, la tortuosidad y el factor de constriccion.

En el capitulo [ nuestro objetivo es deducir una ecuacién para la concentracién de particu-
las adsorbidas de tal manera que podamos considerar los procesos de adsorcién/desorciéon
asi como la difusion superficial. Esta ecuacién junto con la ecuacién reducida para la con-
centracion en el bulk nos permitiran describir la relacién que existe entre las concentraciones
volumétrica y superficial de cada una de las sustancias quimicas dentro del poro con la
geometria de éste. Por ello, con estas ecuaciones buscaremos describir un proceso catalitico
sencillo como el de una reacciéon de isomerizacién dentro de un poro. Ademas se buscara re-
lacionar estas dos ecuaciones con el coeficiente de difusiéon de una membrana medido por
experimentos de adsorcion.

Finalmente, en el capitulo [7| haremos el resumen de los principales resultados de este
trabajo con el objetivo de discutir a su vez sus alcances, limitaciones y posibles perspectivas

de trabajos futuros.
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Capitulo 2

Antecedentes

Resumen

Se presentan las ideas elementales acerca de
los modelos de campo medio existentes acerca
de los temas de difusion, adsorcion y catdli-
sis heterogénea. Este capitulo ofrece una visién
panoramica acerca de la ecuacién de difusion
deducida por Fick y de los modelos analiticos
existentes en el estudio de este proceso den-
tro de medios porosos. En cuanto a la adsor-
cién, en este apartado explicamos someramente
sus causas fisicas asi como describimos el mo-
delo de Langmuir para determinar las curvas
de adsorcion basado en simples argumentos de
conservacion sobre la pared de los poros del
material. Finalmente, en la seccién dedicada a
la catélisis heterogénea describimos brevemen-
te sus causas asi como su modelacion elemental
por el método de LHHW donde se enfatiza el
papel del paso limitante en la velocidad total
de los procesos. Finalmente y mas importan-
te, damos una breve introduccion al modelo de
Fick-Jacobs que describiremos con detalle a lo
largo de todo el trabajo. Esta introduccién tie-
ne el proposito de familiarizar al lector con los
conceptos y la terminologia usada a lo largo de
todo el trabajo, asi como con los libros y las

QOF

[ poy Py

| bl hudd

AF

tesis que aparecen en la Bibliografia que son la base de este trabajo.
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2.1. Difusion en sistemas confinados

La tendencia de la materia a migrar de una manera tal que se eliminen las variaciones
espaciales en la concentracion aproximandose de ese modo a un estado de equilibrio uniforme
es bien conocida. Tal comportamiento conocido como difusién que es una propiedad universal
de la materia (en todas las temperaturas distintas a cero) es simplemente una manifestaciéon
de la tendencia a la entropfa méxima o la maxima aleatoriedad [2.24]. La velocidad a la
que se produce la difusiéon varia ampliamente, desde una escala de tiempo de segundos para
los gases, hasta milenios para solidos cristalinos a temperaturas ordinarias. La importancia
practica, por tanto, depende de la escala de interés en cualquier situacién particular.

El estudio cuantitativo de la difusion en la escala mesoscépica se basa en los trabajos
de Fick [2.15] 2.29] quien logré plantear que el flujo difusivo se debe a una diferencia de
concentraciones, de tal manera que la relacién entre estas cantidades es de proporcionalidad
directa. A la constante de proporcionalidad se le conoce como coeficiente de difusién D),
y depende de la naturaleza de las sustancias empleadas. La primera ley de Fick esta dada

por

J = —DyVC. (2.1)

Usando la conservacion de la masa, Fick dedujo la expresion conocida actualmente como la
segunda ley de Fick o simplemente la ecuacién de difusién,
%—f = DyV3C. (2.2)

En el estudio de la difusién en sistemas confinados las fronteras juegan un papel
importante, pues hacen precisamente que el medio donde ocurre la difusién se encuentre
constrenido. Por ejemplo, en la difusion a través de medios porosos, las fronteras del sistema
que definen las regiones acotadas por donde pueden transitar las particulas son extremada-
mente complicadas. Para atacar este tipo de problemas se han elaborado teorias efectivas.
Una de ellas fue la teoria fue disenada por Maxwell que obtuvo los coeficientes de difusién
efectivos para medios heterogéneos considerando las difusividades de los componentes del
medio y su arreglo espacial, tal y como si se tratara de resistencias en serie o en paralelo en
problemas de circuitos eléctricos [2.9].

Tradicionalmente se ha estudiado el transporte por difusién en sistemas confinados por
medio de métodos numéricos [2.26]. Sin embargo, en otra linea de investigacién més reciente
se ha tratado de encontrar un modelo que permita simplificar la descripcion de estos sistemas
mediante una reduccién dimensional del problema; es decir, tratar de encontrar si existe una

ecuacion de evolucion que dependa directamente de cantidades unidimensionales y que sea de
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alguna manera equivalente al problema en dos o tres dimensiones original. El primer resultado
notable en este tema fue la ecuacién que obtuvo Jacobs [2.22] para la concentracién lineal

efectiva de las particulas C(x,t) en un tubo de ancho variable w(x)

2 1
Oc Do(é)c dw%>‘ (2.3)

ot~ \ow T wdr on
Esta ecuacion que ya previamente habia sugerido Fick por argumentos heuristicos fue poste-
riormente demostrada por Jacobs. Por tanto, se le conoce como ecuacion de Fick-Jacobs.

Después Zwanzig dedujo formalmente una expresion similar a la de Jacobs donde la forma
de la ecuacién se asemejaba a la ecuacién de Smoluchowski [2.43]. Esta ecuacion es de la forma

% - a% (DFJ(x)w(x)%g) . (2.4)
Al comparar ambas ecuaciones, Zwanzig asocio la forma del canal donde ocurre el confina-
miento al concepto de barrera puesto que el potencial que surge de comparar con la ecuacion
de Smoluchowski no depende de la temperatura. En estos términos, las irregularidades del
canal tienen el mismo sentido que las barreras energéticas que se conocen para las transicio-
nes entre reactantes en una reaccion quimica. Ademads, en su derivacion Zwanzig dedujo que
la proyeccion del problema de difusién en dos o tres dimensiones a un problema en una sola
dimensiéon en la ecuacién de Fick-Jacobs introduce un coeficiente de difusion efectivo
dependiente de la posicién Dp;(z).

Muchas propuestas para estimar el coeficiente de difusion efectivo se conocen hoy en dia.
Por ejemplo, se pueden citar los trabajos del mismo Zwanzig [2.43], Reguera y Rubi [2.37],
Kalinay y Percus [2.23], Bradley [2.5], Szabo y Berezhkovskii [2.3], Pineda y Dagdug [2.36],
Ogawa [2.32], etcétera. Los resultados acerca del uso de este coeficiente de difusién se han
corroborado en distintas geometrias comparando con dindmica Browniana [2.4, 2.36] y la

teorfa de macrotransporte [2.12]. Para nuestros fines, utilizaremos la forma de Bradley [2.5]

T T R() + pud(2)

Dpy(x) (2.5)

que establece como la difusividad en un poro irregular se ve disminuida por la tortuosidad
del poro [medida a través de la linea media del poro h(z)] y la constriccién [medido a través
de el ancho del poro w(z)|. Esta expresién considera sélo los primeros términos de una serie
dependiente en las derivadas w, y h;, una expresion mas completa puede encontrarse en Ref.
[2.36] dando mejores resultados en los ajustes, ver Fig[2.1]

14



o BDS ' o BDS
H v o= Eg. (10) ] = = Eq.(10)
L — Eqg.(11
gl Eq.(11) | 02k Eq.(11) ]
1 1 1 1 1
0 0 05 ] 5 2 o L 1 5 2
m, s

Figura 2.1: Difusividad (en la parte de abajo) como funcién de la inclinacién de los poros
(representados en la parte de arriba). Imagen tomada de Ref. [2.36].

2.2. El estudio de los medio porosos

En términos generales, cualquier material sélido que contiene cavidades, canales o inters-
ticios puede considerarse como poroso. Formalmente hablando, un medio poroso es una
regién en el espacio que comprende al menos dos componentes de material homogéneo. En-
tre las fases se presenta una interfase identificables entre ellas y se tiene al menos uno de
los constituyentes fijo o sélo ligeramente deformable [2.8]. Un rasgo interesante del estudio
sobre este tipo de materiales es que la mayoria de los procesos de transporte (masa, fases,
momento, energia, carga eléctrica) que ocurren dentro del material suelen estudiarse sélo a
través de observaciones macroscopicas sobre el material y no con detalle en el interior del
poro. Por tanto, al estudiar este tipo de materiales uno debe tener cautela puesto que la
complejidad de las estructuras porosas pueda dar lugar a fenémenos muy complejos en la
escala macroscopica [2.§].

La descripcién realista de la estructura porosa aumenta significativamente la complejidad
de las matematicas involucradas, debido al acoplamiento entre los mecanismos fisicoquimicos
y la complejidad geométrica del medio poroso. Con el fin de encontrar alguna aproximacion

analitica para este problema, desde hace muchos anos se han usado dos ideas basicas en el

15



estudio teérico de los medio porosos [2.1), 2.13 2.8]. La primera idea es la del modelo de
celda unitaria. En este modelo, la matriz sélida es representada por un objeto de forma
fija. Las ecuaciones de transporte se resuelven en el espacio vacio entre el sélido y el cubo
imaginario que delimita la celda, ver Fig. [2.2la. En este modelo, las condiciones de frontera
con el solido estan dadas por la fisicoquimica del proceso y las condiciones de frontera sobre
la celda supuestamente corresponden a las condiciones del flujo determinado por las otras
celdas. Por tanto, en este modelo, la forma de la matriz sélida asi como su porosidad en una
celda deben ser las mismas que las del material completo. La gran ventaja de este modelo es
que permite calcular las funciones de corriente sin mucho esfuerzo y para distintos tipos de
flujo [2.18, 2.25, 2.27, .34, 2.31], .41, 2.33).

En un segundo modelo analitico para los medios porosos, el material poroso es simplificado
como un agregado de tubos cilindricos de radio y longitud variable, de tal manera que el
flujo a lo largo de cada seccion puede ser calculado facilmente por simples argumentos de
conservacién, ver Fig. 2.2|b. Es decir, en un modelo de tubos conectados cada seccién
del poro es visualizada como una resistencia al flujo. Secciones del mismo poro representan
resistencias en serie mientras que la interaccién entre diversos poros es visualizada como
resistencias en paralelo [2.30), 2.42, 2.2 2.6 2.14, 2.17]. Estos modelos permiten obtener
un coeficiente de difusién efectivo para materiales porosos como el que describiremos en la
siguiente seccién.

Mas recientemente, el uso de las computadoras ha traido nuevos modelos basados en redes
y en la generaciéon numérica de materiales porosos a través de los cuales los diversos flujos

pueden calcularse mediante métodos numéricos. Un resumen completo puede encontrarse en

la Ref. [28)].

2.3. Difusion efectiva en un medio poroso

Los poros en un material poroso suelen no ser rectos ni cilindricos, sino que siguen una
serie de caminos tortuosos interconectados a lo largo de jaulas y gargantas de distinta seccion
transversal. Por ello, el transporte difusivo a lo largo de los poros se ve reducido a lo largo
de estas estructuras debido al mayor tiempo que tienen que pasar las particulas dentro del
material, ver Fig. 2.2lc. Esta disminucién en el flujo difusivo suele cuantificarse usando el
coeficiente de difusividad [2.20]. Este coeficiente se define como la disminucién del coeficiente
difusivo debido a la presencia del material poroso. Usualmente, los factores que influyen la

difusividad son los siguientes [2.16]:

1. No toda el area perpendicular a la direccion del flujo esta disponible para las particulas
del fluido.
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GRANULAR POROUS MEDIUM

SINUSOHDAL CELL

Figura 2.2: En la modelacién tedrica de materiales porosos hay dos ideas que subyacen en
distintos modelos. La primera es que basta estudiar una regién representativa de material
como el modelo de celdas en a). Imagen tomada de [2.8]. La segunda es que cada poro puede
verse como una coleccion de tubos de distinto largo y ancho como en el modelo de tubos
juntos en b). Imagen tomada de [2.17]. En ambos esquemas, las irregularidades de sélido
asi como la trayectoria tortuosa que siguen las particulas son determinantes en la reduccion
del flujo difusivo en un material poroso. Esto se ilustra en c). Imagen tomada de [2.16].

2. Las trayectorias son tortuosas.

3. Los poros cambian de seccion transversal a lo largo del poro.

Estos factores suelen tomarse en cuenta en tres coeficientes caracteristicos que permiten
caracterizar un material poroso. El primer factor es la porosidad ¢ definida como el cociente
entre el volumen hueco disponible y el volumen total de la membrana. El segundo parametro
es la tortuosidad 7 que se define como el promedio de la distancia real que viajan las
particulas para cruzar la membrana y la distancia minima entre los dos extremos del poro.
Finalmente, se usa el factor de constriccidon 0 que representa simplemente la resistencia
intrinseca del poro al flujo debido a sus irregularidades. Dependiendo del modelo usado, este
pardmetro depende de los demds en distintas formas, ver un resumen en las Refs. [2.20]
2.30], 2.35, 2.10, 2.14, 2.§]. En término de estos tres pardmetros, la forma més usual para el
coeficiente de difusion efectivo en una membrana es

Dy, = D25, (2.6)
T

donde D es el coeficiente de difusién molecular en ausencia de confinamiento [2.39, 2.16].

Esta relacion se ha comprobado experimentalmente para varios materiales, ver Fig. [2.3
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Figura 2.3: La difusividad de una membrana aumenta con la porosidad como en (a) y es
inversamente proporcional a la tortuosidad como en (b). Imagenes tomadas de [2.39).

2.4. La adsorcién en el esquema de Langmuir

El concepto de adsorcién fue creado por Kayser para describir el aumento de la con-
centracion de las moléculas de gas en las superficies sélidas [2.38]. Cualquier superficie libre
de contaminacién de un solido se caracteriza por el hecho de que no todos los atomos que
componen la superficie estan saturados. Este hecho produce la existencia de un campo de
adsorcién sobre esta superficie. Este campo de adsorcion causa la acumulacion de las molécu-
las cerca de la superficie sélida. La adsorcién es una tendencia general ya que produce una
disminucién de la tensién superficial en el sélido [2.7]. El término adsorcién se utiliza para
la descripcién del proceso directo; para el proceso inverso se usa el término desorcion.
Para los procesos que involucran un solido y un fluido, la adsorcion puede definirse como el
aumento de la concentracion de moléculas de gas en una superficie sélida, o un aumento en la
concentracion de una sustancia disuelta en el interfaz de un sélido y una fase liquida. Estos
fenémenos son causados, en ambos casos, debido a la operacion de las fuerzas de superficie
[2.16].

En el caso de la adsorcién fisica de gas-sélido o fisisorcidn, el gas (o adsorbato) es
absorbido por la superficie del sélido (adsorbente) cuando se pone en contacto con ella.
El proceso de adsorcién de gas, en general, se considera como un proceso de fisisorcién
porque las fuerzas moleculares implicados son normalmente del tipo van der Waals [2.38]. La
adsorcién fisica de gases y vapores en soélidos también podria ser clasificado de dos maneras:
como adsorciéon movil, que se produce cuando la molécula adsorbida se comporta como una

molécula de gas en el espacio sobre la superficie, y la adsorciéon inmévil, que se produce
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cuando la molécula adsorbida es forzada a vibrar alrededor de una adsorcién sitio fijo. La
adsorcién fisica de gases en superficies solidas se produce cuando la reaccion en la superficie
no implica el intercambio de electrones entre la superficie solida y las moléculas de gas. Por
otro lado, en el caso en que una reaccion de intercambio de electrones entre la superficie sélida
y las moléculas de gas se produce durante la adsorcién, el fenémeno se denomina adsorcion
quimica o quimisorcién [2.3§].

Las isotermas de estos diversos materiales de adsorcion representan la cantidad adsor-
bida del fluido en funcién de la concentracién de alimentacion del reactor [2.11]. Cualquier
isoterma con una curvatura hacia abajo se conoce como favorable, y cualquier isoterma con
una curvatura hacia arriba se refiere como desfavorable. Estos términos implican que la ad-
sorcion con frecuencia se utiliza para capturar pequenas cantidades de solutos a partir de
soluciones diluidas. Una isoterma altamente favorable sera especialmente eficaz en soluciones
diluidas, mientras que una isoterma muy desfavorable sera particularmente ineficaz en esas
condiciones. Aunque estos términos son ttiles, hay que recordar que una isoterma que es muy
favorable para la adsorcién puede ser muy desfavorable cuando es el momento de eluir las
especies adsorbidas. Tal elucién es necesaria si el adsorbente serd reutilizado [2.11].

Una de los tipos de isoterma mas usada en los estudios tedricos sobre la adsorcion es la
isoterma de Langmuir pues tiene una base tedrica clara [2.28]. Esta isoterma asume que el
numero limitado de sitios en el adsorbente estan sujetos a una ecuaciéon de balance de masa

de la forma

[sitios totales] = [sitios llenos] + [sitios vacios] . (2.7)

En términos de concentraciones, cada término en la ecuacion anterior es Cr, Cs y Cy =
Cr — Cg para los sitios totales, lleno y vacios, respectivamente. Por otro lado, si cada tipo

de sitio estd sujeto a una reaccién quimica en equilibrio de la forma:

[soluto en el bulk] + [sitio vacio] = [sitios lleno], (2.8)

se tiene entonces que, en términos de concentraciones, la velocidad de reaccion es:

Rags = ka (CVCA — Kﬁlcs) , (29)

donde K4 = ka/k_4 es la contante de equilibrio de la reaccién y Cs y C4 representan la
concentracion superficial y volumétrica, espectivamente [2.11]. Dado esto, es facil deducir que

la isoterma de este proceso es:

CrCy

Us= o,

(2.10)
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Esta ecuacion indica que la cantidad de particulas adsorbidas aumenta gradualmente hasta
llegar a un valor de saturaciéon C7 que se alcanza cuando la concentraciéon de alimentacién
C'4 es muy alta [2.11]. En otras palabras, en el modelo de Langmuir, cuando la concentracion
de alimentacion es muy alta, en todos los sitios posibles se absorben particulas, ver Fig. |[2.4la.

La adsorcion se lleva a cabo normalmente un reactor cilindrico con particulas adsorbentes
[2.7]. Una solucién fluida es forzado dentro de un extremo del reactor mientras el soluto se
adsorbe dentro, y un eluyente con muy poco soluto fluye hacia fuera del otro extremo de
la cama. Si adsorcién fuera completamente eficiente, la concentracién del efluente seria cero
durante un largo tiempo. Entonces, en algin tiempo (llamado tiempo de penetracién), la
concentracion de pronto saltaria al valor en la alimentacion. En este punto, el reactor estaria
completamente saturado y el adsorbente estaria en equilibrio con la solucién que tiene la
concentracion de la alimentacion. En este limite ideal, completamente eficiente, la curva de
ruptura se comportaria como la funcién escalén. No obstante, las curvas de avance reales
no son completamente eficientes [2.16]. La concentracion del efluente igual a cero atin se
mantiene por un tiempo, luego se vuelve significativa en algin tiempo para finalmente llegar
a la concentracion de la alimentaciéon en algin momento llamado tiempo de agotamiento del

rector. Esto produce que las curvas de rompimiento no sean funciones escalonadas en los
reactores reales, ver Fig. [2.4]b.

b) An ideal concentration gives a breakthrough curve
” profile like this: like this:
Freundlich Time
; 's
g Langmuir y L y
Q
Yol .
5 f i 0 .
8 \ Position Time
ko] .
(4+] l._| near An actual concentration gives a breakthrough
-E profile like this: curve like this:
8 ‘\\ Time
E ¥ i3 A
< Unfavorable /T

Solution concentration % Position O B qime

Figura 2.4: a) Grafica de varias isotermas. b) Curvas de rompimiento (a la derecha) explicadas
a través del perfil de concentracién (a la izquierda). Imagen adaptada de Ref. [2.11].

2.5. Generalidades sobre la catalisis

Un catalizador es una sustancia que afecta a la velocidad de una reaccién sin que ella

misma experimente cambios en el proceso total [2.16]. Un catalizador generalmente cambia
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una velocidad de reaccién llevando a la reaccién por medio de un mecanismo molecular dife-
rente. Debido a que un catalizador hace que sea posible obtener un producto final mediante
una via diferente (por ejemplo, una barrera de energia mas baja), entonces la catalisis puede
afectar tanto el rendimiento y la selectividad. Normalmente, cuando hablamos de un cata-
lizador, nos referimos a uno que acelera una reacciéon, aunque estrictamente hablando, un
catalizador puede acelerar o retardar la formacién de algunas especie de productos particu-
lares. Un catalizador no afecta el equilibrio de la reaccién [2.16].

La catalisis homogénea se refiere a procesos en los que un catalizador esta en solucién
con al menos uno de los reactivos. Un proceso de catalisis heterogénea implica més de
una fase; por lo general el catalizador es un sélido y los reactivos y productos estan en
forma liquida o gaseosa. La reaccién catalitica heterogénea se produce ya sea en la interfase
liquido-sélido o muy cerca de ella [2.16]. Por ello, en una reaccién catalitica una gran area
interfacial puede ser 1til o incluso esencial en la consecucién de una velocidad de reaccién
que produzca cambios significativos. En muchos catalizadores, esta drea es proporcionada por
una estructura porosa; el sélido contiene muchos poros finos, y la superficie de estos poros
proporciona el drea necesaria para una alta velocidad de reaccién [2.16].

Para que una reaccién catalitica se produzca, al menos uno y con frecuencia todos los
reactivos deben llegar a unirse a la superficie. Esto se logra a través de la adsorcién. La
adsorcién fisica es similar a la condensacion. El proceso es exotérmico y el calor de adsorcion
es relativamente pequeno. Las fuerzas de atraccion entre las moléculas del gas y la superficie
solida son débiles. Estas fuerzas de van der Waals se componen de interacciéon entre dipolos
permanentes, entre un dipolo permanente y dipolo inducido, y/o entre los d4tomos neutros
y moléculas. La cantidad de gas adsorbido fisicamente disminuye rapidamente al aumentar
la temperatura, y por encima de su temperatura critica sélo cantidades muy pequenas de
una sustancia son fisicamente adsorbidas. Por otro lado, el tipo de adsorcién que afecta a
la velocidad de una reaccion quimica es la quimisorcion. Aqui, los dtomos o moléculas son
adsorbidas en la superficie por fuerzas de valencia del mismo tipo a las que se producen
entre atomos unidos en moléculas. Como resultado, la estructura electréonica de la molécula
quimisorbida se perturba de manera significativa, haciendo que sea extremadamente reactiva.
Al igual que la adsorcion fisica, la quimisorciéon es un proceso exotérmico, pero los calores
de adsorcién son generalmente de la misma magnitud que el calor de una reacciéon quimica.
Si una reaccion catalitica implica quimisorcion, debe llevarse a cabo dentro del intervalo de
temperatura donde la quimisorcién de los reactivos es apreciable [2.16].

En una gran contribucion desde el punto de interés a la teoria catalitica, Taylor sugirié que
la reaccién no es catalizada por toda la superficie sélida sino sélo en ciertos sitios activos

[2.40]. Se visualiza a estos sitios como atomos insaturados en los sélidos que resultan de
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irregularidades de la superficie, dislocaciones, bordes de los cristales, y las grietas a lo largo
de los bordes de grano. Los sitios activos también pueden ser considerados como lugares
donde hay intermedios altamente reactivos. Sin embargo, para nuestros propositos vamos a
definir un sitio activo como un punto en la superficie de un catalizador que puede formar

enlaces quimicos con un atomo o molécula adsorbida [2.16].

2.6. Pasos en la catalisis heterogénea en un reactor

Los procesos de reaccion catalitica usualmente ocurren en reactores repletos de particulas
cataliticas. Estas particulas porosas llevan a cabo la reacciéon en su interior, ver Fig.
Por tanto, el proceso general por el cual ocurre una reaccion catalitica heterogénea como
la reaccién de isomerizacién (A — B), por poner un ejemplo, se puede desglosar en la

secuencia de pasos individuales como se describe a continuacion [2.11]:

1. Transferencia de masa del reactante A desde el volumen del fluido a la particula.
2. Difusién del reactante desde la boca del poro hacia el interior.

3. Adsorcién de A en la superficie catalitica.

4. Reaccién de isomerizacion en la superficie del catalizador.

5. Desorcién del producto B de la superficie.

6. Difusién del producto B hasta la boca del poro en la particula.

7. Transferencia de masa de los productos desde la particula hasta el fluido.

La tasa general de reaccion es igual a la velocidad de la etapa mas lenta en el mecanismo.
Cuando los pasos de difusién (1, 2, 6, y 7) son muy rapidos comparados con las etapas
de reaccién (3, 4, y 5), las concentraciones en las zonas cercanas a los sitios activos son
indistinguibles de las del liquido en el bulk [2.11]. En esta situacién, los pasos de transporte de
difusion no afectan la tasa global de la reaccién. En otras situaciones, si las etapas de reaccion
son muy rapidas comparadas con los pasos de difusion, es el transporte de masa el que afecta
a la velocidad de reaccion. En catalizadores porosos, por otra parte, la difusiéon dentro de
los poros del catalizador puede limitar la velocidad de reaccion. En estas circunstancias, la
tasa global no se vera afectada por las condiciones de flujo externo a pesar de que la difusion
afecta a la velocidad de reaccion global.

Cuando las reacciones heterogéneas se llevan a cabo en estado de equilibrio, las tasas de

cada una de las tres etapas de reaccién en serie (de adsorcién, reaccién en la superficie, y
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Figura 2.5: a) Pasos en una reaccién catalitica. b) Detalle de la particula catalitica y su
relacién con los procesos descritos en (a). ¢) Detalle de las reacciones de adsorcién, catalisis
y desorcién en la superficie del poro detallado en las Eqs. (2.11)). Adaptado de Ref. [2.11].

desorcién) son iguales entre si. Sin embargo, por lo general, un paso concreto en la serie es el
paso mas lento y por tanto controla la velocidad del proceso general. Es decir, si pudiéramos
hacer que este paso en particular vaya mas rapido, toda la reaccion se procederia a un ritmo
més acelerado. A este paso se le conoce como el paso limitante [2.7, 2.16, 2.11].

El enfoque tedrico generalmente mas usado en la determinacién de las isotermas en los
mecanismos cataliticos heterogéneos se denomina enfoque Langmuir-Hinshelwood, ya que se
deriva de las ideas propuestas por Hinshelwood [2.19] basado en los principios de Langmuir
[2.28] para la adsorcién. El enfoque de Langmuir-Hinshelwood fue popularizado por Hougen
y Watson [2.21] y ocasionalmente incluye también sus nombres en el método LHHW [2.7,
2,16, 2.11]. Se basa primero en asumir una secuencia de pasos en la reaccién. Luego se elige
entre los distintos pasos el mas lento. A continuacion, las ecuaciones de velocidad se escriben
para los otros pasos, en el supuesto de que todas las reacciones son reversibles. Por tltimo,
los pasos que no son limitantes de la velocidad se utilizan para eliminar todos los términos
que dependan de los sitios vacios en la superficie. La suposicién mas cuestionable en el uso
de esta técnica para obtener una ley de velocidad es la hipdtesis de que la actividad de la
superficie hacia la adsorcion, desorcion, o la reaccion en la superficie es independiente de la
cobertura; es decir, en otras palabras, que la superficie es esencialmente uniforme en cuanto

a las diversas etapas de la reaccién [2.7].
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Para ilustrar el método LHHW consideraremos como ejemplo un proceso catalitico hete-
rogéneo simplificado donde hay una reaccion de isomerizacion. Entonces los pasos de adsor-

cién, reaccién superficial y desorcion serian:

ka
A+S = A8, (2.11a)
k_a
kg
A-S= B-S+P, (2.11b)
k_g
kp
B-S= B+5. (2.11¢)
k_p

Ahora, de acuerdo a la hipdtesis de Langmuir, consideramos que los sitios sobre la superficie
estan sujetos a un balance de masa. Es decir, el sitio activo tiene una particula de A o una

de B o esta vacio. En término de concentraciones superficiales esto es:

Cr=Cus+ Cps + Cy. (2.12)
Con fines ilustrativos, consideraremos que la primera reaccién (la de adsorcién) es el paso
mas lento. Entonces las otras dos estarian en equilibrio y, por lo tanto, se puede deducir que:

KsCus = CpsCp,  KpCps = CpCy, (2.13)

donde Kg y Kp son las constantes de equilibrio de las reacciones de reaccién superficial y
desorcién en Egs. (2.11)). Sustituyendo las tres tltimas ecuaciones en la velocidad de reaccién

en la adsorcién de Lanmuir (el paso limitante):

Rags = kaCaCy — k_4Cjys, (2.14)
el resultado para la velocidad neta de reaccién es

Ky
Ks Kp

Ruas = kaCly ((JA - Cx cp) . (2.15)

Esta expresion aproxima el mecanismo general propuesto en las tres ecuaciones Eqs.
mediante una simple ecuacién que tiene una sola velocidad efectiva de reaccién [2.16]. Para
encontrar la isoterma, nos fijamos en el balance de masa de la Ec. y sustituyendo las
expresiones para las cantidades superficiales en Eq. , se obtiene:

Cr

- CpCp | Cp°
1+ KsKp T Kp

Cy (2.16)
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Esta ecuacion mide el nimero de sitios vacios dentro del material catalitico en funcién tni-
camente de las sustancias en el efluente [2.11]. Cabe recalcar que estos calculos se hicieron
considerando a la adsorcién el paso lento. No obstante, el mismo procedimiento se puede

llevar a cabo suponiendo que la catélisis o la desorcion son los pasos limitantes.

2.7. Coeficiente de trasferencia de masa

La difusién puede alterar significativamente la velocidad a la que ocurren las reacciones
dentro de un medio poroso [2.11]. De igual modo, una reaccién puede afectar el ritmo con que
fluye masa de un lugar a otro. Esto se debe a que la reaccién quimica reduce la concentracion
del reactante y asi, aumenta el gradiente de concentracién y por lo tanto el flujo [2.11]. En
esta seccion se calcula este incremento en la transferencia de masa debido a una reaccién
quimica. Esto se hace para una reaccion sencilla de primer orden irreversible.

Primero estudiaremos lo que sucede en una membrana porosa en ausencia de reaccién
quimica o de adsorciéon. Supongamos una membrana de ancho L. En este caso, la ecuacién

de balance de masa para la concentracién de la sustancia filtrada es simplemente:

icPC
dt —  dx?’

donde las condiciones de frontera corresponden a las de una diferencia de concentracién. Si

(2.17)

el material esta entrando por el lado izquierdo y saliendo por el derecho se tiene:

C(0) = Cy, C(L) =0. (2.18)

La solucién estacionaria es simplemente C(x) = Cy(1 — x/L). En este caso, el flujo dictado

por Eq. (2.1)) es

7=L2ac, (2.19)
L
donde AC = Cj — 0 es la diferencia de concentracién entre ambos lados de la membrana.
En el estudio de reactores suele definirse el coeficiente de transferencia de masa k
como la constante de proporcionalidad entre el flujo de entrada al reactor y la diferencia de

concentracién en la entrada y salida [2.11]. En términos generales

J = kAC. (2.20)

En el caso de la membrana, comparando las dos tltimas ecuaciones resulta claro que la

transferencia de masa en ausencia de reaccion quimica es
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by = 7. (2.21)

donde el subindice 0 denota que es valido en ausencia de reacciones quimicas. Como era de
esperarse, la transferencia de masa aumenta con el coeficiente de difusién y disminuye con el
largo del reactor.

Ahora estudiaremos cémo una reaccién afecta este coeficiente. Para ello estudiaremos la

reacciéon lineal R = —xC'. En cuyo caso, la ecuacion de balance de masa es simplemente
dc d*C
— =D——=— k(. 2.22
dt ~ da? " (2.22)

La solucién de equilibrio sujeto a las mismas condiciones de frontera de Eqgs. (2.18]) es

s[5 (1 - 3)]
sinh ¢ '

En esta solucién aparece por primera vez el llamado Mdédulo de Thiele que es crucial en

C(l’) = CO

(2.23)

el entendimiento de problemas que involucran difusion y reaccién quimica. Se define a través

de

2
5 KL

= —. 2.24

¥ =" (224)

Representa el cuadrado del cociente entre el tiempo caracteristico de difusién y el tiempo

caracteristico de reaccion [2.11]:
kL?> L?/D  tiempo de difusién
D 1/k  tiempo de reaccion

Calculando el flujo de la solucién en Eq. (2.23)) con Eq. (2.1)) y comparando con la definicién

en Eq. (2.20)), tenemos que el coeficiente de transferencia de masa cuando hay una reaccién

(2.25)

quimica lineal es

ko ¢ coth ¢. (2.26)

ko
donde hemos normalizado el coeficiente de transferencia de masa usando kg en Eq. . La
gréfica de k/ko en funcién del médulo de Thiele se muestra en Fig[2.6la. Como puede verse
la transferencia de masa aumenta conforme aumentamos la magnitud de la reaccién quimica

[2.11].
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Figura 2.6: a) Comportamiento del coeficiente de transferencia de masa definido en Eq.
2.20| para varios modelos. La Eq. corresponde a la linea sélida (Mddelo de Capa).
b) Comportamiento del factor de efectividad definido en Eq. para varias geometrias.
La expresién encontrada en Eq. corresponde a la esfera. Imagenes adaptadas de Ref.
[2.11].

2.8. Factor de efectividad

Ahora consideraremos la interaccion entre la difusion y la reaccién quimica en una particu-
la esférica saturada. Para ello consideremos igualmente una reaccién lineal R = —xC. En
este caso, se puede mostrar [2.7, 2.16] que el balance de masa en el interior de la particula

esta descrito por la ecuacién de conservacion:

dC d’C  2dC

Los dos primeros términos del lado derecho corresponden al Laplaciano en coordenadas esféri-
cas. Las condiciones de frontera para la particula es que en el exterior la concentracion debe
ser la superficial C(r = R) = Cj. En el centro de la particula, en el estado estacionario, los
flujos deben estar compensados y por lo tanto %(r = 0) = 0. Se puede probar que en este
caso, la condicién de frontera equivalente es que la solucion debe ser finita en el centro. La

solucién para la ultima ecuacion es:

En este tipo de sistemas saturados conviene definir un parametro que mida la importancia

(2.28)

de las limitaciones de la particula reactiva. Para estos fines se define el factor de efectividad
interna 7 como el cociente entre la velocidad de reaccion efectiva y la velocidad de reaccion

que resultaria si toda la superficie interior de la particula porosa estuviera expuesta a las
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condiciones externas [2.16].

Puesto que la particula porosa esta saturada, el nimero de particulas que reaccionan por
unidad de tiempo debe ser igual (en el estado estacionario) a la cantidad de sustancia que
fluye hacia el interior de la particula reactiva [2.16]. Ademds, puesto que la concentracién en

el exterior es Cy, el factor de efectividad puede calcularse de esta forma

flujo en la superficie - drea de superficie
77 =

= (2.29)
reaccion por volumen - volumen

En términos numéricos esto es

[-D(r = R)| - (47R?)

(kCh) - (47?3)

)= (2.30)

Calculando el flujo de acuerdo a Eq. (2.1)) y usando que el médulo de Thiele para una particula
esférica es
, KkR?
= 2.31
=" (2.31)

es posible obtener que el coeficiente de efectividad en una esfera es

3
R

Como era de esperarse, en una particula saturada el coeficiente de efectividad interna

U (¢pcothp —1). (2.32)

disminuye al aumentar el médulo de Thiele, ver Fig. 2.6/b. Esto significa que al aumentar la
reaccion quimica la disponibilidad de material en el interior de la particula se ve disminuida
puesto que la sustancia adsorbida no alcanza zonas lejanas a la superficie. Por ello, para
valores altos del médulo de Thiele, se habla de un proceso donde la difusién interna es la
limitante. En cambio, para valores bajos del mdédulo de Thiele, la cantidad de particulas
adsorbidas s6lo depende de la magnitud de la reaccion, pues la sustancia alcanza a llegar
hasta las regiones mas internas de la particula catalitica [2.16]. En este caso se dice que el

proceso estd limitado por la reaccién quimica, ver Fig. [2.6]b.
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Capitulo 3

Aproximacion de Fick-Jacobs
generalizada para describir la
adsorcion y desorcion en poros
irregulares

Resumen

Se presenta un estudio acerca de la aplica-
bilidad de una ecuacién de Fick-Jacobs genera-
lizada en el caso en que el transporte difusivo
de masa de un fluido a lo largo de un poro in-
cluye reacciones quimicas en el volumen y en su
superficie. El estudio contempla condiciones de
no equilibrio en los extremos y hace hincapié en
la comparacion entre las predicciones proceden-
tes de la descripcién proyectada en el esquema de
Fick-Jacobs y las predicciones correspondientes a
la ecuacién de balance de masa original en siste-
mas en dos dimensiones. Esto permite establecer
un simple criterio cuantitativo acerca de la vali-
dez de la descripcién proyectada. Para el proceso
de adsorcion-desorcion, se demuestra que la longitud y la curvatura local del poro son las
cantidades geométricas relevantes para su descripcion, lo que permite dar predicciones muy
precisas para la concentracion de masa a lo largo de la poro. Algunos casos esquematicos que
implican la adsorcién y reacciones quimicas se utilizan para cuantificar con detalle algunos
perfiles de concentracién en estados estacionarios y transitorios y que involucran situaciones
de equilibrio y de no equilibrio. Nuestro enfoque proporciona nuevos e importantes conoci-
mientos sobre la estudio de la difusion y adsorcién en geometrias confinadas.

33



3.1. Introducciéon

El transporte de masa en geometrias confinadas plantea en la actualidad interesantes
cuestiones que deben ser abordadas con el fin de mejorar nuestra comprension de muchos
procesos que tienen lugar en la biologfa, la quimica, la nanotecnologia y la biomedicina[3.24]
3.141, 3.1, B.51], B.26]. Ejemplos pertinentes de estos sistemas son el transporte de moléculas
en los canales de las membranas biolégicas [3.52) [3.38] [3.3] 3.8] B.13] [3.30, 3.18], asi como en
los sistemas tecnolégicos que van desde las zeolitas, los nanotubos de carbono y los canales
en forma de serpentina en dispositivos de microfluidos, o poros artificialmente producidos en
peliculas sélidas finas[3.34], [3.21] [3.48) 13.49 [3.33].

Puesto que el movimiento de moléculas a través de un poro esta fuertemente limitado
en todas las dimensiones excepto en la direccién de transporte, que denominaremos como
la longitudinal, en términos generales, el transporte de masa dentro de este sistema puede
ser considerado como un proceso cuasi-dimensional. Una descripcién matematica de una sola
dimension de estos sistemas puede simplificar enormemente muchas cuestiones técnicas y
de céalculo que permiten incorporar generalizaciones de otros procesos como las interacciones
entre las particulas transportadas, la presencia de adsorcién-desorcién [3.42] [3.41] y reacciones
quimicas [3.4][3:29]. Ademés, puede conducir a entender las propiedades de transporte efectivo
en materiales donde las particulas estdn fuertemente confinadas[3.20], 3.5, 3.30, 3.16].

Consideraciones similares han llevado recientemente a formular descripciones de proyec-
cion en las que se obtiene una ecuacién unidimensional efectiva para la densidad de proba-
bilidad de encontrar una particula a lo largo de la direccién del poro p(z,t). Esto conduce a

la ecuacion de Fick-Jacobs modificada o ecuacién de Zwanzig [3.52]

%:% {D”C“a% (gﬂ (3.1)

La integracion de la ecuacion original de Fokker-Planck a lo largo de la coordenadas
transversales permite considerar la influencia que las paredes del poro tienen en el movimiento
de las particulas a través de la incorporacion de las condiciones de contorno. Esta dependencia
se expresa a través del parametro w(z), que representa la anchura del poro, véase Fig. y
a través del coeficiente efectivo de difusién D, = D(x), que da cuenta de la reduccién a una
sola coordenada del desplazamiento cuadratico medio del coeficiente de difusién molecular
original Dy [3.38] [3.20, 3.5, [3.30].

En este procedimiento de proyeccion, se asumen de forma explicita y tacita una serie
de hipodtesis. La suposicion principal que permite la obtencién de una forma cerrada para
la ecuacién proyectada es que la difusién es lo suficientemente lenta, de tal manera que el

tiempo caracteristico de relajacién para el transporte a lo largo del poro es mucho mayor
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Figura 3.1: Geometria de un poro de longitud L. El ancho del poro w(z) esta definido a
través de las funciones wy(z) y we(x), que representan las paredes del poro en Ec. (3.4). Los
vectores unitarios paralelos y perpendiculares a la superficie son representados por nl y at,
respectivamente. Las longitudes de arco de cada pared son [ y l5. La geometria representada
en esta figura fue obtenida usando los valores de (L, 7, k) = (5,0,0.2) (todos en cm) en Ec.
. El ancho de la entrada del poro es d = 1cm. Este pardametro al igual que el coeficiente
de difusién molecular Dy = d?/1s fueron fijados en todo este capitulo de tal manera que
todas la escalas espacio temporales subsecuentes se basen en éstas.

que el tiempo de relajacion en la direccién transversal. Una segunda hipotesis crucial es que
las paredes de los poros son impermeables a la difusién. Con estas hipotesis, se obtiene la
denominada ecuacién de Fick-Jacobs para la densidad de probabilidad p(x,t) o ecuacién de
Zwanzig [3.52].

La ecuacion de Fick-Jacobs modificada ha sido estudiada para diversos casos par-
ticulares de geometria en los poros dando resultados satisfactorios cuando se comparar con
las simulaciones de movimiento Browniano y los coeficientes de difusién efectivos [3.3, 3.30]
3.12, 3.7, B.13]. La ventaja de utilizar una ecuacién reducida no es sélo el hecho de que es
mas facil de resolver que la ecuacién de difusiéon bidimensional (o ecuacion de Fokker-Planck-
Smoluchowski), sino més bien que proporciona informacién sobre los elementos geométricos
relevantes para el transporte en estas estructuras tubulares. Un ejemplo importante impor-
tante de esto es la obtencién de los coeficientes de difusion efectivos en relacion con la forma
especifica del poro [3.52] 3.38], [3.20] 3.5, 3.12]. Otro tema interesante en el que se ha aplicado
el sistema de Fick-Jacobs es cuando la difusién se lleva a cabo en presencia de reacciones
quimicas en el interior del poro [3.29, B.4]. Estos modelos recientes tratan de reproducir
algunos resultados de simulacion y experimentales obtenidos para los sistemas de reaccion
difusién en medios confinados, que son reportados en la literatura [3.2] [3.19] 3.23] 3.36].

En vista de las consideraciones anteriores, en este capitulo se deriva una generalizacion
de la ecuacion de transporte de una sola dimensién proyectada del tipo Fick-Jacobs que se
puede utilizar para describir el caso en el que pueden tener lugar tanto reacciones quimicas

isotérmicas [3.29, B.4] asi como los procesos de adsorcién-desorcién en las paredes de los
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poros [3.42, 3.41]. En resumen, vamos a seguir una metodologia de proyeccién similar a
la utilizada normalmente para obtener la ecuaciéon de Fick-Jacobs. Sin embargo, nosotros
haremos un promedio de la ecuaciéon de balance de masa que incluye también la cinética de
reacciones quimicas mas generales. Por ello, la descripcion que nosotros realizaremos estd mas
apropiadamente descrita en términos de la concentracion de particulas més que en términos
de la densidad de probabilidad. La ventaja de este enfoque es que es aplicable a cualquier
fluido concentrado que obedece a una ecuacion de difusién de la forma
aa—f =V-[D,VC(z,y,t)], (3.2)

donde C representa la concentracién de particulas en mol/cm?.

En las siguientes secciones, vamos a demostrar que la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada
tiene la forma [3.42, [3.41]

% _ a% [Dzw% (5)] + ), (3.3)

donde ahora ¢(z,t) es una concentracién lineal de particulas (en mol/cm), y j(x,t) es un flujo
generalizado que depende de todos los posibles flujos de particulas dentro del poro (aparte
de la difusivo), incluyendo reacciones quimicas. Los dos principales contribuciones de este
trabajo son el demostrar que el flujo quimico j(z,t) no es uniforme a lo largo del poro (como
es asumido en Refs. [3.42] 3.41], sino que se relaciona con la curvatura de las paredes, asi como
mostrar la importancia de este hecho en la descripcion de los procesos de adsorcién-desorcion.

Por ultimo, en este capitulo hemos comparado la solucion de la ecuacion de Fick-Jacobs
generalizada obtenida con las soluciones numéricas directas de la ecuacién de balance de
masa original en dos dimensiones para varias condiciones de no equilibrio. Esto nos permi-
tira mostrar la importancia de la curvatura de los poros en la determinacion de las regiones
donde el material es adsorbido o desorbido méas rapidamente.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién [3.2] se resumen los
aspectos generales de la ecuacién de balance de masa en un poro, incluyendo las diferentes
condiciones de contorno del problema. En la seccién[3.3]se deduce una ecuacién de Fick-Jacobs
generalizada que nos permite cuantificar la distribucion de la masa de un fluido donde pueden
tener lugar la difusién, la adsorcién-desorcién y las reacciones quimicas. En la seccién [3.4]
obtenemos las soluciones numéricas de la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada y las compa-
ramos con la solucion directa de la ecuacion de balance de masa en dos dimensiones. Esto
nos permite establecer los limites de aplicabilidad del esquema de aproximacion en términos
de cantidades tales como la relacién longitud-anchura del poro, tortuosidad y constriccion

de los poros. La Seccién se dedica a ejemplificar el uso de la ecuacion de Fick-Jacobs ge-
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neralizada en situaciones que implican principalmente la adsorcién y las reacciones quimicas
en condiciones de no-equilibrio. El objetivo principal de esta seccion es demostrar la impor-
tancia de la curvatura de los poros en la descripcién de los procesos de adsorciéon-desorcion,
y su relacion con la localizacion de los sitios activos a lo largo del poro. En la seccién
discutimos nuestros resultados, asi como el alcance general y las ventajas de nuestro modelo.

Finalmente se esbozan algunas posibles extensiones para el trabajo futuro.

3.2. Balance de masa en poros

Consideremos un gas, cuyas moléculas se difunden en el interior de un poro cuyas carac-
teristicas geométricas se muestran en la Fig. [3.1] El interior del poro, en gris, esta delimitado
por los limites wy(z) y we(z), funciones continuas y diferenciables de la coordenada longitu-

dinal x de tal manera que el ancho del poro ancho w(z) estd dada por

w(z) = wy(x) — wq(z). (3.4)

Si las moléculas se pueden adsorber y desorber en las paredes de los poros, entonces el
flujo total de moléculas en el poro, J(z,y,t) con dimensiones de mol/cm - s, es dado como la

suma de las contribuciones

J(z,y,t) = JUIT 4 gourt, (3.5)

donde J%/7 es el flujo difusivo y J**/ es el flujo superficial de materia debido a las interac-
ciones quimicas con las paredes del poro.

El flujo por difusién esta dado por la ley de Fick

szff(x7y7t) = —DVC(SL’,y,t), (36)

donde C(z,y,t), en mol/cm?, representa la concentracién de fluido en el interior del poro, y
D es el llamado coeficiente de difusién de Fick [3.21]. Por otra parte, vamos a suponer para

las condiciones de contorno que el flujo difusivo es paralelo a las paredes [3.52] [3.20, 13.5]

I (2 wi, t) = Ai(a, y)al), (3.7)

donde ﬁy (x,w;) es el vector unitario paralelo a la superficie w;, ver Fig. y Ai(z,y) es
una funcién desconocida (en mol/cm- s) para cada una de las dos superficies, numeradas de
aqui en adelante con los indices ¢ = 1, 2.

El transporte de moléculas a través de las paredes de los poros, J*“"/ (x, y, ), es producido
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por los procesos de adsorcion-desorcién y, por lo tanto, se desvanece en cada punto interior

del dominio, esto es,

Jord (2, y,t) =0 wi(z) <y < wy(x), (3.8)

mientras que, cuando se evalué en los limites, este flujo toma la forma

Jsurf(x, wy, t) = ri(x,t)ﬁf(x, w;), i=1,2, (3.9)

donde r;, en mol/cm-s, es la velocidad de reaccién en la superficie y n;(z,w;) es el
vector unitario normal a cada superficie del poro, véase la Fig. (3.1, En este contexto, nos
referimos como flujo superficial a aquél que va de la superficie al volumen del fluido o vi-
ceversa, dependiendo de si se trata de un proceso de adsorcién o desorcion. No debe ser
confundido con el flujo por difusién superficial que no estamos considerando en este modelo
y, a diferencia del flujo de adsorcion, es paralelo a la superficie. Hemos asumido aqui que el
flujo superficial J**"/ es perpendicular a la pared del poro. Observe que el subindice i = 1,2
indica que cada superficie puede tener diferentes velocidades de produccion quimica. Esto
significa que estamos incluyendo los casos en los que los procesos de adsorcién-desorcién no
se producen necesariamente a la misma velocidad o en los mismos sitios en las dos paredes.
Vamos a ilustrar esto en la Seccién 3.5
La ecuacion de balance de masa general dentro del poro se puede expresar como
%#—V-J:G(x,y,t). (3.10)
donde la produccion o consuncién de sustancias quimicas dentro del volumen del poro se da
por G(z,y,t), y representa la reaccién volumétrica dentro del poro; tiene dimensiones de
mol/s-cm?.

La novedad de este sistema es la separacion explicita del flujo quimico en la superficie de
las paredes, J**"/ de la produccién de sustancias quimicas dentro del poro determinado por
G y que se presenta en el volumen del fluido. Se verd més adelante que este enfoque permite
distinguir entre diferentes dependencias funcionales para ambos términos.

Sustituyendo la Ec. en el flujo total definido por Ec. , y luego el resultado en
Ec., uno obtiene la ecuacién general de balance de masa

%C(.ﬁlﬁ, y,t) =V -[D, VO] -V I @G, (3.11)

Esta ecuaciéon diferencial se debe complementar con las condiciones de contorno adecua-
das. En las paredes del poro, el flujo de difusién J¥// debe satisfacer la Ec. (3.7)), mientras
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que el flujo superficial J**"/, las condiciones de contorno de la ecuacién ((3.9)).
Por otro lado, las condiciones de contorno en los extremos de poro dependen de las
condiciones particulares a las que estd sometido el material poroso. En la seccién [3.4] vamos

a ejemplificar tres casos importantes, a saber: a) el poro esté cerrado en ambos extremos:

0 0

b) el material poroso se sumerge en un fluido que entra desde ambos extremos hasta el poro

se llena,

O(ana t) = C(0 = C(‘Lv yvt)7 (313)

y ¢) el material poroso actia como una membrana que separa dos regiones con diferentes

concentraciones:

C(O,y,t) = CU, C’(L,y,t) = CL. (314)

En todos los casos x = 0y = L determinan los extremos del poro,ver Fig. 3.1]

3.3. Proyeccién de la ecuacién de balance de masa:
ecuacion generalizada de Fick-Jacobs y aspectos

geométricos

La proyeccién de la ecuacion de balance de masa se puede hacer usando la hipdtesis
de que el transporte a lo largo de la direccién longitudinal (de coordenadas z) toma un
tiempo mayor que el tiempo caracteristico de transporte a lo largo de la direccion transversal.
Dependiendo de la geometria de poro especifico (constriccion, tortuosidad, periodicidad), la
validez del esquema de proyeccion de Fick-Jacobs se ha cuantificado previamente mediante
el uso de parametros de convergencia de distintas series de potencias. Estos parametros se
expresan en términos del cociente de dos cantidades geométricas. Algunos ejemplos de ellos
son: la relacién entre los componentes longitudinales y transversales del coeficiente de difusién
[3.20]; la relacién entre el promedio de la anchura y el periodo [3.25] 3.50], la relacion entre el
grado de ondulacién y el periodo en un poro sinusoidal [3.30] o, el cociente cuadrético entre
distancias caracteristicas longitudinal/ transversal [3.5]. Puesto que nuestro propésito en este
trabajo no se centra en esta convergencia, nosotros utilizamos una version més restrictiva del
cuarto criterio ya mencionado, a saber: w(z)/L << 1, ver B.1} Como veremos en la seccién

dedicada a las simulaciones numéricas, este criterio es suficiente para validar nuestro estudio
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en los poros y las condiciones iniciales y externas que hemos estudiado en este trabajo.
Siguiendo el procedimiento habitual, integramos Eq. (3.10) con respecto a la coordenada

y de wy(x)a wy(z). El resultado es

00 8 80 / /
5= o {Dw {% — C(we)wy + C(wl)%} }

+is(z,t) + g(z, 1), (3.15)

donde hemos utilizado la notacién w, = dw;/dz. El primer término en el lado derecho de esta
ecuacién exacta es la contribucién de difusion en la que la concentracion reducida c, que

tiene unidades de mol/cm, ha sido definida por

wa ()
c(x,t) = / C(z,y,t)dy. (3.16)

wi ()
El tercer y cuarto términos de la Ec. (3.15) son las contribuciones procedentes de los
términos de frontera después de usar la regla de integracién Leibniz. La produccién quimica

reducida g(z,t) viene dada

wa(x)
g(x,t) = / G(z,y,t)dy, (3.17)

w1 (z)

y por ultimo, el flujo de superficie reducido js(z,t), en mol/s-cm , toma la forma

Js = [Jy(wa) = Jo(wa)ws] — [Jy(wr) = Jo(wr)uy], (3.18)

donde los subindices z, y representan la dos coordenadas del vector de flujo definido en Ec.
. Se debe observar que la Ec. contiene la concentracion original C, asi como la
concentracion reducida c. Por lo general, con el fin de poner la Ec. en términos soélo de
concentraciones reducidas, un par de consideraciones tienen que ser senaladas. Explicamos

esto a continuacion.

3.3.1. Hipoétesis de rapida relajacién transversal

La primera hipdtesis se basa en considerar que el poro es lo suficientemente largo. En
este caso, los cambios en la concentracion tardan més tiempo a lo largo de la coordenada

longitudinal que en la transversal y, por lo tanto, se puede suponer C(z,y,t) ~ C(z,t), ver
Refs. [3.52, 3.38]. De aqui, por Eq. (3.16]), se tiene
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Figura 3.2: Error medido en varios poros de acuerdo a Ec. . Las graficas corresponden
a la variacion de L, su tortuosidad 7 o su constriccién k, respectivamente. En cada figura,
tres distintos coeficientes de difusién efectivos D, son usados en : coeficiente constante
(¢), coeficiente de Dagdug-Pineda [3.12] (>) y coeficiente de Bradley [3.5](<). En esta figura,
N =100y (L, T, k) son los mismos que en la Fig. excepto el parametro particular que es
tomado como variable en cada caso. El valor de ¢, es la quinta parte del tiempo estacionario
ts, v es diferente para cada punto en las graficas.

c(x,t) = Clx, t)w(z). (3.19)

Usando esta aproximacién, el primer término de la Ec. (3.15)) se puede simplificar para obtener
una expresion similar a la de Eq. (3.3)), esto es,

% — % {Dm w% (5)} + js(x,t) + g(z,t). (3.20)

En el limite de fluido diluido, con ausencia de cualquier interaccion quimica, la Ec.
se reduce a la ecuacién de Fick-Jacobs, Ec. (3.1]) [3.52, B.38]. Ahora, si hay algin tipo de
proceso quimico, recuperamos la expresion , donde j representa indistintamente tanto j
y/o g [3.42, 3.41]. Esta ecuacién generalizada Fick-Jacobs, asi como la ecuacién de difusién,
Ec. son validas unicamente en ausencia de fuerzas externas y de flujo del solvente
[3.31], B.32], asi como en ausencia de potenciales electroquimicos complejos [3.27, [3.28].

En este trabajo, vamos a considerar como una primera aproximacion que las propiedades
de transporte de las particulas estan determinadas principalmente por la existencia de pa-
redes duras, medidas a través de D,. Esto significa que el coeficiente efectivo de difusiéon es
determinado principalmente por este confinamiento y, por lo tanto, la existencia de reaccio-
nes quimicas no lo afecta considerablemente. Esto nos permite utilizar expresiones anteriores
reportadas en la literatura para este coeficiente efectivo [3.5], [3.12]. Sin embargo, en el caso
general, este supuesto no es necesariamente cierto. La presencia de reacciones y de proce-
sos de adsorcién podria afectar a la dindmica de las particulas dentro del poro (véase, por

ejemplo, Refs. [3.44] 3.6]). Esta modificacién del coeficiente de difusién efectivo tendria que
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ser considerada en sistemas en los que las reacciones (de volumen o de superficie) producen
cambios méas rapidos en la concentracién local que las producidas por el transporte difusivo.
En otras palabras, esto significa que el uso de un esquema proyectado, como el que se presenta
en este trabajo, se limita a parametros de difusiéon y de reacciéon que cumplen la condicion
de que el tiempo caracteristico de difusién a lo largo de la direccién = (7, ) es mayor que
el tiempo caracteristico de la reaccién (7). Puesto que el tiempo anterior también es ma-
yor que el tiempo caracteristico de transporte a lo largo y, (7,), nuestro modelo se limita al

cumplimiento de esta jerarquia.

3.3.2. Flujo superficial reducido y ecuacion generalizada de Fick-

Jacobs

La segunda consideracion esta relacionada con el hecho de que los términos que contri-
buyen al flujo de superficie j, y que aparece en la EC., contienen los componentes del
flujo total definido en la Ec. (3.5]), pero evaluado en las paredes de los poros. Por lo tanto,
es importante demostrar que la componente paralela del flujo total no contribuye al flujo
superficial en Ec. , es decir, solo la componente perpendicular del flujo total contribuye
a Js.

En vista de las condiciones de contorno, las Ecs. and , en primer lugar se puede

dividir el flujo total en su componentes paralelas y perpendiculares a la pared, es decir,

I, wit) = (T A)a + (3 -0, (3.21)
donde hemos introducido los vectores unitarios paralelos y perpendiculare a las paredes de

los poros, cuyas expresiones matematicas estan dadas por

1 —1)
ﬁy = —(1,w}), and A = 1) (—wy, 1), (3.22)
Yi Vi

para i = 1,2, ver Fig.[3.1] Estas expresiones introducen naturalmente el pardmetro v; que se

define por

7i(x) = 1+ (w))*(z), (3.23)

y representa una densidad de longitud de arco de la pared poros. Este parametro provee

informacion sobre la curvatura y la longitud de las paredes, puesto que satisface la condicién

/0 Yi(@)dr = 1;, (3.24)
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donde [; es la longitud del arco de cada pared.
Utilizando ahora las condiciones de contorno, Ecs. (3.7) y (3.9)) en (3.21]), obtenemos

J(z,w;, t) = Aml' + Tl (3.25)

7

en la cual, después de usar, a su vez, las expresiones dadas en las Ecs. (3.22)) para los vectores

paralelos y normales, conduce finalmente a la expresiéon concisa

Js(x,t) = r(x, )y (x) + ro(z, t)y2(x). (3.26)

Se desprende de esta ecuacion que el flujo superficial reducido se caracteriza inicamente por
la componente perpendicular del flujo total de difusién a las paredes de los poros y, mas
importante, que es ponderado por la densidad de longitud ~; . En los sistemas reales, la tasa
total asociada a las reacciones de adsorcién-desorcion depende claramente de la densidad de
sitios activos en la pared del poro. En este sentido, la Ec. parece ser una excelente
manera de modelar teéricamente y cuantificar este hecho, ya que la adicion de los factores
ri(z,t)y:(x) sugiere que el total de la reaccién de adsorcién-desorcién es proporcional al
parametro y; . Modelar adecuadamente el factor +; permitira describir las reacciones quimicas

catalizadas en la superficie de forma muy precisa. Vamos a discutir este punto en detalle en
la Seccién 3.5

Sustituyendo la Ec. (3.26)) en Eq. (3.20) lleva a

dc 0 0 /c 2
B = e |:Dx wa_:v (5” + ;Tz%@) +9, (3.27)

que es una ecuacién generalizada de Fick-Jacobs que considera la existencia de reac-
ciones quimicas en el volumen y en la superficie. La Ec. condensa los aspectos mas
relevantes del transporte longitudinal de masa en un poro, incluyendo la difusién, la adsor-
cién y reacciones quimicas.

Debemos remarcar que, en la derivacion de la Ec. (3.27]), nosotros hemos incluido en los
términos quimicos 7; v ¢ la dependencia funcional en la coordenada espacial x y el tiem-
po. Esto implica que estos términos pueden depender a su vez de la concentracién reducida
¢(x,t), la funcién de longitud de arco y(z, t) o algin otro factor geométrico de estas variables.
De hecho, como r;(z,t) mide la tasa de adsorcién / desorcién en la pared que, por lo general
depende de la concentraciéon cerca de las paredes, la dependencia explicita en la concentra-
ci6én tiene la forma r;(z,t) — r;(C(x,w;,t),x,t). En lineas similares, g podria representar
fuentes y sumideros de material dentro del poro, asi como una reaccién quimica que depen-

de de la concentracién en si. En el ultimo caso, la dependencia explicita se puede escribir
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como g(z,t) — g(c(x,t),z,t). Con el fin de abreviar la notacién, escribiremos solamente
la dependencia en x,y y t, pero teniendo en cuenta que estamos considerando todas estas
posibilidades.

Aunque esta proyeccién de la ecuacion de balance de masas en 2D a una ecuaciéon 1D
reducida podria representar una cierta pérdida de informacion, las ventajas de la ecuacién de
Fick-Jacobs generalizada, Ec. , son notables. En primer lugar, esta ecuacion reducida
se puede resolver numéricamente en una forma mas simple que la ecuacién de balance de ma-
sa de dos dimensiones. De manera todavia mas importante, el procedimiento de proyeccién
revela explicitamente los aspectos geométricos relevantes para el transporte a lo largo de esos
materiales, informacién que puede ser 1til en la determinacién de otras magnitudes termo-
dinamicas, tales como las tasas efectivas de reaccién o los coeficientes de difusién efectivos
en sistemas confinados irregulares [3.41], 3.12].

En las siguientes secciones, vamos a probar el rango de aplicacion de la Ec. mediante
la comparacién directa de sus predicciones (soluciones numéricas ) con las soluciones derivadas
de la ecuacion bidimensional de la ecuacién de balance de masa, Ec. , para diferentes

condiciones fisicas.

3.4. Condiciones para la validez del esquema general
de Fick-Jacobs. Difusion

En esta secciéon vamos a establecer un criterio cuantitativo que nos permite conocer el
rango de aplicabilidad de la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada, la Ec. (3.27), en el caso de
que las reacciones quimicas estan ausentes. Este analisis es necesario porque en la deduccién
de la Ec. todas las aproximaciones se realizaron en el operador de difusion de Fick-
Jacobs. Por lo tanto, como consecuencia de nuestro analisis, podemos estar seguros de que las
predicciones de la ecuaciéon de Fick-Jacobs generalizada no fallan debido al incumplimiento
de la primera hipdtesis sobre la difusion.

El criterio cuantitativo se formula en términos del error cometido por la solucién numérica
cry(z,t) de la ecuacién proyectada, Ec. , cop(z,t) = f;f Cop(z,y,t)dy, con respecto
a la soluciéon Cop(z,y,t) de la ecuacién completa de balance de masa en dos dimensiones,
la Ec. . Matematicamente, este error puede ser medido como el cociente entre la suma

residual de cuadrados y la suma total de cuadrados como [3.46]

E(L,7, k1, Dy) i 2D x” — cra(,tr, Do) (3.28)
o [cap %a r) — (cap(t:))]? '

J=1
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Figura 3.3: Comparacion entre las concentraciones reducidas cop(z,t) (simbolos) y cpy(z,t)
(lineas) que resultan de las soluciones numéricas de las Eqs. y (3.1)), respectivamente.
Para ambas ecuaciones D, = Dy = lem?/s. La geometria es la misma que la descrita en la Fig.
. Las tres figuras corresponden a las diferentes condiciones externas en Eqs. —
respectivamente, usando Cy = 1 y (', = 0. En cada gréfica, la concentracion se representa
en tres distintos tiempos: la condicién inicial ¢y (cuadrados soélidos), el tiempo estacionario
ts (circulos solidos), y un tiempo transitorio ¢, = ts/5 (triangulos sélidos). En esta gréfica,
ts = 6,22 y 17s, respectivamente.

Esta expresion mide la diferencia de las soluciones a lo largo de x en N puntos distribuidos
homogéneamente a lo largo del poro. La comparacion se hace en un tiempo intermedio ¢, que
hemos elegido como una quinta parte del tiempo estacionario, debido al hecho de que cerca del
tiempo estacionaria, los perfiles casi no cambian y la comparacién no refleja la variacion de la
aproximacion reducida para tiempos transitorios, que son de interés para nosotros también.
Por ultimo, en esta ecuacién (cop(t,)) es la solucién reducida bidimensional promediada en
todos los N puntos. Esta cantidad proporciona una escala entre la diferencia de las soluciones
y el valor caracteristico de la concentracion de cada poro. De esta manera, un valor de error
cerca de cero corresponde a una aproximacién muy buena de la solucion reducida, mientras
que un valor cerca de 1 corresponde a un error de la misma magnitud que la concentracién
caracteristica. El valor del error F(L, T, k, t,., D,) proporciona un criterio global que permita
discernir ciando el régimen de reduccién es aplicable o no, sobre todo si uno esta interesado
también en los tiempos transitorios cortos. Por otra parte, para una geometria de poro dada,
este criterio nos permite elegir la idoneidad de las diferentes expresiones del coeficiente de
difusion efectivo que se han reportado en la literatura. Nosotros vamos a probar sélo los
coeficientes de difusién reportados en las Refs. [3.5, B.12] puesto que ambos incorporan no sélo
la informacion sobre el drea de la seccion transversal de los poros, sino también informacion
acerca de la linea central del canal. Los coeficientes de difusién obtenidos en estudios mas
generales [3.30], [3.47] para geometrias en tres dimensiones tienen que ser validados en un
futuro para geometrias bidimensionales con el fin de ser de utilidad para un estudio como el
nuestro.

Con el fin de resolver la ecuacion de difusion en dos dimensiones, Ec. , se ha utili-

zado el método estandar de Elementos Finitos (FEM) para la discretizaciéon espacial y un
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solucionador tipo BDF para la integracién en el tiempo. La malla utilizada en cada caso fue
elegida extremadamente fina, con cerca de 6,000 elementos, a fin de garantizar una calidad
de malla mayor a 0.95. La regresion iterativa comienza con un paso de tiempo inicial de
Tinaz/100 y una serie de pasos iterativos que garantizan una tolerancia de error relativo de
0.0001. Por otra parte, la solucion numérica de la ecuacién de Fick-Jacobs, Ec. , se ob-
tuvo usando un generador adaptativo de malla para la coordenada espacial y un integrador
temporal implicito. Puesto que no existe una soluciéon analitica de las ecuaciones resultantes
del modelo para los problemas estudiados aqui, estamos suponiendo que la diferencia entre
las dos soluciones [calculado a través de la Ec. (3.28)] es mucho mayor que el error de la
solucién numérica de ambos modelos con respecto a la solucién exacta. Estos mismos méto-
dos se utilizaron para obtener todos los resultados reportados. Es conveniente destacar que
el error que se propone en la Ec. es la diferencia entre las soluciones numéricas de las
ecuaciones y para varias geometrias de poros. Dado que este error es cero en el
estado de equilibrio y estamos interesados en los intermedios, elegimos un tiempo intermedio
para medir esta diferencia, t, = t;/5 con t, el tiempo transcurrido para alcanzar una perfil
estacionario. La magnitud de t, depende de varios factores, como la geometria de la canal
y las condiciones externas. La dependencia de los parametros L, 7 y k esta implicita en la
solucion del perfil de concentraciéon cpy, que a su vez depende de la forma particular del
coeficiente de difusion efectivo utilizado.

La Fig. muestra los errores estimados (simbolos abiertos) de un poro en forma sinusoi-
dal que refleja tres situaciones fisicas de relevancia que se controlan para poros donde hemos
variado la longitud L, la tortuosidad 7, y la constriccion x . Estos errores se calcularon para
diferentes coeficientes de difusién efectiva: coeficiente constante (diamantes, ¢), coeficiente
de Pineda [3.12] (tridngulos rectangulos, 1), y el coeficiente de Bradley [3.5] (tridngulos hacia

la izquierda, < ). La geometria bésica del poro estudiado se define por las relaciones (véase,
Fig. :

7
wi(z) = Tsin W—[iv — Ksin ﬂ, (3.29a)

L

7
wy(x) = d+7'sin7r—[iv + K sin % (3.29Db)

En estas expresiones, el parametro d regula el tamano del poro en los extremos y es
fijado en nuestras simulaciones en el valor de 1 cm. Este parametro, junto con el coeficiente
de difusién molecular Dy = d?/s = lcm?/s, proporcionan todas las escalas caracteristicas
espacio-temporales para la comparacién de otras longitudes y tiempos.

Con el objetivo de simplificar el analisis del error del esquema de reduccién aqui propuesto
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en funcion de los pardmetros geométricos 7 y k, en primer lugar, buscamos un poro en el
cual el modelo de Fick-Jacobs se puede utilizar sin tener en cuenta ninguna modificacién
en el coeficiente de difusion, es decir, un poro en el que la longitud L es lo suficientemente
grande (en comparacién con d) de tal manera que los perfiles de concentracién obtenidos
mediante la solucién numérica de la Ec (3.27) no son significativamente diferentes de los
resultados obtenidos cuando se utiliza un coeficiente constante o un coeficiente efectivo (que
depende z), ver Fig.|3.3] Esto nos permitié suponemos un coeficiente de difusiéon constante (el
mismo que en una situacién de no confinamiento). Para el poro definido por las Ecs.
y que se ilustra en ([3.29), este objetivo se logré con los pardmetros (L, 7,x) = (5,0,0.2).
La comparacién entre el perfil de concentracién reducida de la solucién completa cop(z,t)
(simbolos cerrados) y el perfil basado en el esquema de Fick-Jacobs, cpy(z,t) (lineas) se
muestra en la Fig. dando muy buenos resultados, incluso para tiempos transitorios, en
todas las condiciones de contorno e iniciales examinadas [véase las Ecs.(3.12)-(3.14)].

En la Fig. a) hemos fijado todos los pardametros como en la Fig. excepto la longitud
L. Hemos calculado el error E para diferentes longitudes utilizando la Ec. . De los
resultados se deduce que la ecuacién de Fick-Jacobs se puede utilizar con menos de 5% de
error en un poro sinusoidal con cualquiera de los coeficientes de difusién considerados para
poros que obedecen a la condicién: L/d > 2. Podemos observar que ambos coeficientes de
difusion efectivos proporcionan buenos resultados, incluso cuando se dedujeron asumiendo
condiciones de equilibrio [3.20].

En las Figs. 3.2]b) y B.2lc) mostramos el error obtenido al cambiar la tortuosidad 7 y
su constriccion k, respectivamente. Estos resultados ilustran una cuestion importante con
respecto a la dependencia espacial del coeficiente de difusién. Por ejemplo, el coeficiente de
Bradley [3.5] fue derivado mediante la incorporacién en forma apropiada de los efectos de
la tortuosidad de un poro, pero no los efectos netos de la constriccién. Como consecuencia
ejemplificada en la Fig..b), esto conduce a las mismas predicciones que el coeficiente de-
ducido por Pineda [3.37], pero falla en el caso cuando se aumenta la constriccién, véase la
Fig. 3.2]c).

La conclusion principal de esta seccion es la siguiente: la ecuacién de Fick-Jacobs se puede
utilizar en una amplia variedad de geometrias de poros con forma sinusoidal, incluso para
condiciones de no equilibrio, iniciales y de contorno, en tanto que el poro obedezca la relacién
de aspecto que ya se ha mencionado. Ademds, para diferentes tortuosidades y constricciones,
las predicciones de los perfiles de concentraciéon de la ecuacion de Fick-Jacobs estan en buena
aproximacién con las predicciones de la ecuacion de balance de masa de dos dimensiones, en
tanto que uno utilice un coeficiente de difusion efectivo adecuada. Queremos hacer hincapié en

que hemos demostrado que las predicciones de los perfiles de concentracion de la ecuacién de
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Fick-Jacobs son validas no sélo para situaciones estacionarias o de equilibrio, sino también

incluso para tiempos cortos o transitorios.

3.5. Aplicaciones de la ecuacién de Fick-Jacobs gene-

ralizada: cinéticas de adsorcion-desorcion

En esta seccién, vamos a discutir dos aspectos importantes relacionados con la aplicacién
de la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada a la cinética de adsorcion-desorcién en un poro.
En primer lugar, vamos a discutir las variables pertinentes de la descripcion tedrica que
permiten la conexion con los experimentos. El segundo aspecto a discutir es la importancia
del parametro geométrico v que regula la intensidad del proceso de adsorcion-desorcién y
puede estar relacionado con la distribucion de sitios activos en la superficie de los poros.
Este 1ltimo punto se ilustrard con una serie de ejemplos basados en cinéticas de adsorcion-

desorcion del tipo Langmuir en varias situaciones limites.

3.5.1. Concentracion promedio. Produccion promedio

En el contexto de la adsorcién fisica y quimica, es mas conveniente escribir la Ec. (3.27))
en términos de cantidades promediadas, debido a que las tasas de adsorcién-desorcion en el
interior del poro son conocidos en términos de interacciones por segundo y por unidad de

volumen. En vista de esto, definimos la concentracion promedio

Clat) = i / " Oty )y, (3.30)

w1

la produccién quimica promedio

G(z,t) = 5/“’2 G(z,y,t)dy, (3.31)

w1

y la velocidad de reaccion en la superficie promedio como

Ri(a,t) = , (3.32)

donde 7 = 1, 2 numera cada superficie.
Si la condicién de poro largo se cumple, entonces podemos utilizar de nuevo la Ec. (3.19)
con el fin de volver a escribir la Ec. (3.27) en funcién de las cantidades promedio C, G y R;.

La ecuacién resultante es
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T wor

La ultima ecuacién describe la misma situacion fisica como la Ec. y por lo tanto, es
también una aproximacion del sistema original obedeciendo Ec. . Una forma similar de
esta ecuacién se ha usado en las Refs. [3.29, 3.4] en el caso en que los procesos de adsorcién
y desorcién no estan presentes, es decir, cuando r; = 0. Sin embargo, en el contexto de
la adsorcién en medios porosos, la importancia de la Ec. yace en el hecho de que
el planteamiento del problema y su interpretacion refleja de forma mas fiel las capacidades
de medicién experimentales. Esto se debe a que las condiciones iniciales y de contorno de
la ecuacién diferencial parcial se expresan mas facilmente en términos de la concentracién
original, como se ilustra en las Ecs. -. Ademss, las velocidades de reaccién en los
procesos de adsorcién-desorcion dentro de un medio poroso generalmente se conocen como
cantidades promedio dentro del material poroso y, por lo tanto, son funciones de C. Junto a
esto, las concentraciones en la superficie se determinan generalmente a través de cantidades
de volumen. Este hecho permite utilizar R; para concentraciones volumétricas en lugar de la
cantidad r;, que se utiliza para concentraciones superficiales [véase la Ec. ]

Vamos a ilustrar esta situacion mediante el ejemplo clasico del proceso de adsorcién de
Langmuir [3.40, 3.9]. Para este ejemplo particular, la tasa media de adsorcién-desorcién a

lo largo del poro estd dada por la conocida férmula [3.17, B.11]:

R = kadscbulk(cmax - Csurf) - kdescsurfa (334)

donde Cpyy, representa la concentracion de particulas en el volumen, y Cs,, s la concentracion
de las particulas adsorbidas en la pared. Las constantes de velocidad correspondientes de
adsorcién y desorcién estan representados por kugs v kqges, respectivamente. Finalmente, C),,,
representa la concentracién de masa maxima que el poro puede adsorber en su superficie.
Debe hacerse hincapié en que esta descripcién no contiene ninguna informacion especifica
acerca de la anchura del poro o la anchura de la capa adsorbida, ya que Cpop y Cours se
determinan sobre todo el material poroso, y por lo tanto, no representan concentraciones
superficiales (en unidades de moles por unidad de longitud en nuestro caso).

Para poros que satisfacen la condicién L/d > 2, nuestros resultados anteriores nos permi-
ten utilizar un esquema de reduccion tales como el de la Ec. y, por lo tanto, cambiar
las tasas totales y las concentraciones por sus valores promedio a lo largo de la coordenada
vertical. Por lo tanto, podemos reemplazar las letras mayusculas (C, Ry G) por las letras
en caligrafico (C, R y G) y utilizar las relaciones Ecs. y (3.32)), con el fin de volver a
escribir la Ec. en términos de cantidades reducidas. La expresién resultante es
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Figura 3.4: Caracterizacion de diversas cinéticas de adsorcién en Eq. para el poro
muestra definido en Fig. a) Solucién numérica normalizada de la Ec. (3.33]) con las
condiciones de frontera dadas en Ec. (3.14) con Cy = 1 y (', = 0. Suponemos distintos
valores para la velocidad de reaccién y el coeficiente de difusién (k,qs, Do), en unidades de 1/s
para kqqs, y cm?/s para Dy. Los simbolos sélidos (e) corresponden a las soluciones numéricas
de la ecuacién de balance de masa original, Eq. (3.11]). b) Curvas de rompimiento para un
sitio en el poro localizado a una distancia Lg = 9/10L de la entrada. Cp es el maximo de
concentracion y es diferente en cada caso.

C
[ kads%<cmax - Csurf) - kdescsurf- (335)

A diferencia del término R, que aparece en la Ec. y que representa la velocidad
de reaccién promedio a lo largo del poro, la velocidad de reaccién reducida r representa
la velocidad de reaccién quimica exactamente en la superficie del poro, véase la Ec. (3.9).
Como consecuencia de esto, la ecuacion (3.35) representa un esquema similar a Langmuir
para las concentraciones reducidas en el que la tasa de adsorcién se pondera con el factor
1/w. Un resultado similar se ha obtenido previamente en la Ref. [3.41] sobre la base de la
termodinamica irreversible aplicada directamente a la descripcién reducida. En ese caso, la
forma de la tasa quimica se dedujo directamente suponiendo que el potencial quimico de las
particulas en el volumen gy, (,t), contiene una correccién de barrera entrépica de la forma

AS = kplnw/wy. La expresion resultante resultante es

Chulk

— kpTIn (3.36)
Co Wo

Mok = kT In

donde T es la temperatura, y Cy y wp son la concentracion de masa y la anchura de referencia,
respectivamente, correspondientes al caso de un poro regular. La Ec. (3.36]) es compatible
con nuestra derivaciéon e implica que la proyeccion del sistema a una sola dimension implica

necesariamente la adicion de términos de correccién en forma de barreras entrépicas, que
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se originan en las fronteras del sistema [3.52, [3.41].

En el contexto de nuestro modelo, la explicacién del factor de 1/w en el término de adsor-
cion de la Ec. se encuentra directamente en los aspectos geométricos de la interaccion
entre las particulas en el volumen y la superficie. Para explicar esto fisicamente, consideremos
cualquier punto xg en la pared del poro, y una rebanada delgada de ancho Az. Entonces,
la probabilidad de adsorcién en el sitio xg es proporcional al niimero de particulas cerca de
la superficie en ese punto. En la descripcion reducida, esta probabilidad es proporcional a la
probabilidad de encontrar una particula en la rebanada de drea w(xy)Az. En el caso diluida,
se podria suponer que esta probabilidad es inversamente proporcional al adrea en esta zona
y, por lo tanto, inversamente proporcional a w(x0). Esto refleja el hecho evidente de que la
probabilidad del evento de adsorcién en un punto a lo largo x es, en la descripcion reducida,
inversamente proporcional a la anchura del poro en ese punto.

Resumiendo lo anterior, la distincién entre cantidades reducidas y promedio es muy im-
portante, ya que las producciones de velocidad quimica en la superficie (cuantificados por ;)
podria ser desconocida. No obstante, las tasas medias de produccién cuantificados por R;
puede medirse por medio de experimentos de adsorcién méas simples [3.15] [3.39, B3.22]. Uno
de los méritos del presente estudio es que establece las relaciones matematicas precisas entre
estas dos descripciones y, como consecuencia de ello, establece un puente tedrico que conecta
las mediciones de las cantidades medias con los procesos mas detallados que tienen lugar en

la superficie del poro.

3.5.2. Efecto de la densidad de sitios activos en la distribucion de

masa

Como un primer ejemplo, consideremos un gas ideal dentro del poro prueba (ver Fig.
en presencia de un gradiente de concentracion externa definido por las condiciones de
contorno dadas en la Ec. . En una situacion sin confinamiento, las particulas tendrian un
coeficiente de difusién molecular Dy. Sin embargo, en nuestro ejemplo, las particulas entran
al poro y se adsorben en las paredes con una tasa superficial proporcional a la concentracion.

Por lo tanto, la cinética de adsorcién es de la forma

Tads = kadsc(ma t)? (337)

donde k.4, es la velocidad de adsorcion que suponemos constante.
El resultado de la interaccion entre las particulas y los sitios de adsorcion es una dismi-
nucion de la concentracion en el volumen, compensado con la entrada continua de material

en un extremo del poro. En la Figura .a), se muestran los perfiles de concentracion de
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Figura 3.5: Evolucién temporal de los perfiles de concentracion para la cinética de desorcion
dada en Ec. . La geometria es la misma que en Fig. . La solucién directa de la
ecuacién de balance de masa en dos dimensiones (simbolos sélidos) es comparada con la
prediccién del modelo generalizado de Fick-Jacobs en Eq. [lineas sélidas| y el modelo
en Ec. de la Ref. [3.41] (linea punteada). Se usaron las condiciones de frontera en Ec.
y los pardmetros (kges, Do) = (1,0.1). La concentraciéon maxima dentro del poro es
Cpm =1.

gas en el estado estacionario para diferentes valores de k.45 y Dy . Como era de esperar, la
concentracion volumétrica en cada punto es menor al aumentar k4. La eficiencia local del
proceso de adsorcién se muestra en las curvas de ruptura de la Fig. .b). La pendiente
intermedia de las curvas de ruptura aumenta a medida que el cociente kyqs/ Dy se incrementa.
Esto es debido al hecho de que la efectividad particular de adsorcién en una seccion del poro
depende del equilibrio de la tasa de quimica de adsorciéon medida por k.45, v la disponibilidad
local de las particulas medido por D.

Obsérvese que la Fig. [3.4la) muestra un aumento en la desviacién de la solucién obtenida
para el esquema reducido (lineas) con respecto a la solucién de la ecuacién de balance de
masa original (circulos rellenos). Esta desviacién es mds notable cuando el coeficiente de
difusion tiende a cero, debido al hecho de que el problema diferencial de la Ec. con las
condiciones de contorno Ec. , estd mal condicionado para Dy — 0.

Cinética de desorcién

En la Fig. |3.5] se compara la evolucion de las concentraciones de masa para las cinética

de desorcion

Tdes = kdes[cm - C(Ia t)]a (338)
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Figura 3.6: a) Dos poros conicos que tienen la misma dindmica de difusion pero distinta
dinamica de adsorcién. El poro 1 es modelado usando las funciones de forma w; = —Az y
we = 1, mientras el segundo usando wy = —Ax y we = 2 4+ Ax, con A = 0.5. La longitud es
L = 3 en ambos casos. b) Perfiles de concentracién idénticos para cuando solo hay difusién
(Do = 1 and kg5 = 0). ¢) Perfiles de difusién-adsorciéon (Dy = 1 and kugs = 0.1). Como
v tiene diferentes valores en cada poro (2.11 y 2.23 respectivamente), la adsorcién en el
segundo poro es més efectiva que en el primero. Se comparan tres tiempos correspondientes
con distintos simbolos en cada caso.

predichas por la Ec. [simbolos solidos], Ec. [lineas solidas] y las soluciones del
modelo termodindmico de la Ec. [lineas azules punteadas| propuesta en la Ref. [3.42].
Se considera que al principio todas las particulas estan en la superficie con una concentracién
C; v que, por simplicidad, la velocidad de desorcién kg5 es una constante.

La comparacién de la variacion neta de la concentracion obtenida por la solucién directa
de la ecuacién de balance de masa en dos dimensiones (simbolos rellenos), Ec. (3.11]), es muy
buena en comparacién con la solucion del sistema de reduccion propuesta en este ultimo
trabajo, la Ec. [lineas continuas]. La razén es que el esquema reducido, Ec. ,

presenta una tasa de desorcion local efectiva de la forma

T@ff(l?) = V(x)rdesa (339)

que introduce la longitud del poro como una funcién de peso teniendo en cuenta las curvaturas
locales y la longitud real de las paredes del poro. La comparacion entre un modelo anterior,
dada por la Ec. con la solucién directa de la ecuacion de balance de masa en dos
dimensiones no es tan bueno porque en ese modelo no se tiene en cuenta la curvatura local,
y por lo tanto: 7.s¢(x) = 2r4. La solucion en este caso tiende a subestimar la magnitud de

la dindmica de adsorcion-desorcidn.
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3.5.3. Interaccién entre la difusién de masa y la velocidad de reac-

cion efectiva

Paredes rectas de diferente pendiente Considere los dos Poros cénicos como los de la
Fig. .a). En la descripcion proyectada, ambos poros exhiben la misma dinamica de difusién,
ya que tienen el mismo coeficiente de difusion efectivo, D, = 0,92 Dy, y obedecen exactamente
la misma ecuacién reducida. El coeficiente de difusiéon efectiva se obtuvo mediante el uso de
las expresiones analiticas previstas en las Refs. [3.5] y [3.12]. La equivalencia de los procesos
difusivos en ambos poros puede ser también comprobada mediante la comparacion de las
soluciones numéricas tal y como se muestra en la Fig. para tres tiempos diferentes. En
este caso, para ambos poros, el material entra en el lado izquierdo hasta que se llena. Ambos
poros tienen la misma longitud L y estan cerradas en el lado derecho.

De manera interesante, cuando en el sistema también se agrega una simple dindmica de
adsorcién de la forma definida por la Ec. en la Ec. (3.27), entonces los perfiles de
concentracion para ambos poros obedecen diferentes cinética de adsorcion. Esto se debe a
que el factor de geométrico v es de aproximadamente 18 % mayor en el poro 2 que en el
poro 1. En la Fig. .c) se muestra que la adsorcién homogénea a lo largo del poro se ve
favorecida en el poro 2 y, por lo tanto, el perfil de concentracién volumétrica en este poro
(simbolos rellenos y lineas continuas) es menor que en el poro 1 (simbolos abiertos y las
lineas de trazos). La diferencia aumenta drasticamente para los tiempos intermedios y es mas

notable en los perfiles estacionarios (circulos).

Distribuciéon discreta de los sitios activos. Con el fin de ilustrar la forma en que la
ubicacién especifica de los sitios activos afecta a la cinética de la adsorcién, se ha utilizado
un poro sinusoidal infinito. Inicialmente, el poro se llena homogéneamente de un gas que
puede ser adsorbido en las paredes en algunas regiones discretas. La Fig. a) muestra tres
posibles posiciones de los sitios de adsorcién (a, 5y €) destacados con lineas negras gruesas
en las dos fronteras.

Esta situacion fisica puede ser modelado como una reaccién de adsorcién en la que po-
demos introducir una densidad de longitud efectiva 7,.(z). Esta cantidad esté relacionada
con la probabilidad de adsorcién en un sitio especifico p,qs(), y la correspondiente curvatura

local del poro en este punto, y(x). Por lo tanto, tenemos

Yac(®) = Paas(®)7(2). (3.40)

Esta relacion es muy importante porque ilustra que la eficiencia de la adsorcién depende

de la ubicacién y la curvatura del sitio activo en el poro. Por ejemplo, en nuestro caso,
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hemos modelado la existencia de sitios activos localizados a través de la probabilidad de

adsorcién

Paas(z) = poexp[—(x — xx)? /0], (3.41)

donde py es una constante de normalizacion, x; es la posicion central del sitio activo a lo
largo de la pared del poro, y ¢ mide su distribucion en x alrededor de x;. Esta p,qs representa
la probabilidad de ser adsorbido en un lugar especifico medida a lo largo de la coordenada

x. La velocidad de reaccién correspondiente que entra en la Ec. (3.27)) es, por tanto,

refs(x) = poexp|—(z — xx)*/0*]Y(2) Taas, (3.42)

con 1445 dado por Ec. (3.37)).

La Fig. b) muestra el nimero de particulas adsorbidas para tres posiciones diferentes
de los sitios activos a lo largo de cada periodo del poro y para dos valores diferentes de la
relacién de k,/Dy. Los marcadores corresponden a las predicciones de la ecuacién de balance
de masa de dos dimensiones, mientras que las lineas corresponden al enfoque de Fick-Jacobs
generalizado. Las curvas continuas y punteadas corresponden a dos comportamientos limites
en el que la adsorcién es més rapida que la difusién, (kq, Dy) = (1.0,0.1), y en el que la
difusién es mas rapida que la adsorcién, (kq, Do) = (0, 1,1.0), respectivamente. En todos los
casos, la adsorcion es mayor en el cuello de botella (). Para una tasas alta de adsorcion y
baja de difusién, la jaula (8) adsorbe a una velocidad més alta que la garganta (e¢). Para
tasas de adsorcién bajas y difusién répida, tanto la jaula como la garganta (e) adsorben

aproximadamente a la misma velocidad.

Difusion, adsorcién y reaccion quimica en un poro con distribucién discreta de
sitios activos. El caso mas general que puede ser analizada por la ecuacién generalizada
Fick-Jacobs, la Ec. , corresponde al caso cuando la difusién, la adsorcién y la produccién
quimica se llevan a cabo en el poro al mismo tiempo.

En este ejemplo, la reaccion de adsorcién en la pared del poro se describe por la Ec. ((3.37))
con r.qs dada de dos maneras diferentes. En el primer caso, vamos a suponer una distribucion
discreta de los sitios activos, senialado con lineas continuas gruesas sobre el poro en la Fig.
r.ds- EN este caso, la tasa efectiva de adsorcion r.sr(x) = v(2)rqas(z) se modela como una
suma de funciones Gaussianas, ver Ec. , multiplicado por el factor de geometria ~.
Se representa por la linea continua en la Fig. .b). En el segundo caso, se ha considerado
una distribucién continua de sitios activos en el mismo poro. La tasa de adsorcién efectiva
estd representada por la linea de trazos en la Fig. .b).
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Figura 3.7: Dinamica de adsorcién en poros sinusoidales con sitios activos ubicadas en dis-
tintas partes del poro. La geometria estd dada por (L, 7, k) = (5,0,0.4) en Ecs. (3.29). Las
condiciones de frontera son periédicas. a) Un solo periodo de cada poro sinusoidal con si-
tios activos en diferente localizacién son remarcados con una linea gruesa. b) Comparacién
del nimero de particulas adsorbido, N,4s(t)/Ny como funcién del tiempo para dos distintas
cinéticas de adsorcién. Ny es el ntumero final de particulas adsorbidas por unidad de tiem-

po. La difusién y la adsorcién en los dos casos son (kuus, Do) = (1.0,0.1) [linea sélida] y
(Kaas, Do) = (0.1,1.0) [linea continual.
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La reaccién de volumen g fue modelado (por poner un ejemplo) por la cinética
9(z,t) = keC(z,t)[1 = C(, 1), (3.43)

donde k¢ es la constante de la velocidad de formacién de la especie que va a ser adsorbido
y C(z,t) su concentraciéon volumétrica. Debemos remarcar que la ecuacion generalizada de
Fick-Jacobs ([3.27)), con g dada por puede dar lugar a la formacién y propagacién de
ondas progresivas en geometrias confinadas irregulares [3.29]. Sin embargo, en este trabajo,
nos centraremos sélo en los efectos de los sitios activos de adsorcion.

Los perfiles de concentracién volumétrica para los dos casos considerados en tres tiempos
diferentes se muestran en la Fig. [3.8/¢). Las lineas continuas son las predicciones de la ecuacién
de Fick-Jacobs generalizada en el caso discreto, mientras que las lineas de trazos de color
naranja se corresponden con el caso continuo. Como se puede ver en la Fig. .c), el perfil
de concentracién puede revelar informacién acerca de la distribucion de los sitios activos, y
también acerca de la disposicién geométrica de los poros.

Para proporcionar una descripcién detallada de la localizacién de sitios activos en una
configuracion experimental, uno tiene que ser capaz de obtener el perfil de concentracién
completo como (funcién de x y y). En la siguiente seccién, se discute cémo el modelo que se
presenta en este trabajo podria servir para mejorar la obtencion de perfiles de concentracion

bidimensionales, por lo menos, para el caso de equilibrio.

3.6. Conclusiones y Perspectivas

En el presente trabajo, hemos explorado el rango de aplicabilidad de la ecuacion de Fick-
Jacobs generalizada en situaciones donde el transporte difusivo de masa de un fluido a lo
largo de un poro incluye reacciones quimicas en el volumen y en la superficie del poro. La
ecuacion obtenida nos permite calcular los perfiles de concentracién para muchas situaciones
que implican estos procesos, y muestra excelente concordancia con las predicciones obtenidas
mediante el uso de la ecuacién de balance de dos dimensiones de masa. Esto sucede siempre
y cuando cuando la longitud del poro sea mucho mayor que el ancho del poro, incluso para
condiciones de contorno de no-equilibrio . Uno de los méritos del presente capitulo es que
establece las relaciones matematicas exactas entre estas dos descripciones y, como consecuen-
cia de ello, permite establecer un puente teérico que conecta las mediciones de las cantidades
promedio con los procesos mas detallados que tienen lugar en el superficie del poro.

Nuestra derivacién de la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada Eq. permite dis-

tinguir los aspectos geométricos relevantes de la difusién y la adsorcion dentro de medios
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Figura 3.8: Concentracion volumétrica predicha por la Ec. para un proceso que inclu-
ye difusién, adsorcion y reaccién volumétrica. a) Poro sinusoidal con (L, 7, ) = (10,1.5,0.2)
en Ecs. (3.29). Consideramos dos situaciones: i) los sitios de adsorcién estdn en solo ciertos
lugares sobre la pared remarcados con lineas gruesas, y ii) los sitios activos estan dsitribuidos
homogéneamente sobre las dos paredes (linea punteada). b) La velocidad de adsorcién para
estos dos casos repp = 0.5C(z,t)y(x) ¥ Tepp = 0.5C(x,1) S, exp|—(z — k)?/o?]y(z), res-
pectivamente. c¢) Perfiles de concentraciéon predichos por Ec. , con Dy = 0.5, kf = 0.5,
y g dado por Ec. . Las lineas punteadas verticales corresponden a la posicién de sitios

activos en el caso discreto.
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porosos estructurados, hecho que permitiria que encontremos a prior: el mejor diseno para
un material. Este procedimiento se ilustra en el siguiente capitulo. Esta contribucion se suma
a la ventaja de facilitar el cdlculo de la solucién de la ecuacién proyectada unidimensional
cuando se compara con la solucion numérica de las ecuacién bidimensional. En la practica,
el modelo puede ser utilizado como una herramienta de prediccién en los problemas de los
reactores quimicos en los que la difusién interna dentro de los medios porosos o la cinética de
adsorciéon-desorcion son los procesos que limitan la velocidad. Nuestros calculos numéricos
nos permiten corroborar estas conclusiones tanto en equilibrio, asi como en situaciones de no
equilibrio, tanto para distribuciones continuas y discretas de sitios activos.

De nuestro andlisis, se deduce que la tortuosidad y la constriccién de los poros pueden
ser bien representados por un esquema reducido. En el caso de los procesos de adsorcion
y desorcién, hemos demostrado (analitica y numéricamente) que la longitud efectiva de las
paredes de los poros es la cantidad geométrica relevante en este tipo de reactores. Por lo
tanto, corroboramos que la curvatura local de las jaulas de un poro, asi como su constriccion
puede ser factores muy importantes en la fabricacién de tamices quimicos.

Ademas de los aspectos tedricos, creemos que la principal contribucion de este capitulo es
el hecho de que nos permitiria establecer una nueva base de comparacion entre un modelo de
campo medio, como el de nosotros, con trabajos relacionadas con la ingenieria quimica de los
reactores, ya que el esquema propuesto puede proporcionar relaciones con cantidades tales
como las tasas efectivas de adsorcién y los coeficientes de difusién efectivos [3.9, B.17, B.11]. En
este contexto, como hemos demostrado con la ayuda de ejemplos muy simplificados, el modelo
podria servir para comprender el rendimiento de reactor en una nueva diversidad de medios
porosos estructurados, donde la forma promedio del espacio vacio esta bien representada por
estructuras en forma de tubo. Ademads, creemos que este trabajo se puede extender a una
red interconectada de tubos, asi como a los medios granulares utilizando algin modelo del
tipo cilindro-en-celda [3.10].

Una idea muy interesante para explorar en el futuro es el hecho de que el rendimiento
efectivo de adsorciéon en un sitio activo determinado depende especificamente de la relacion de
ri/A;, donde A;(z,t) y r;(x,t) son los flujos en la Ec. (8.25), es decir entre la tasa del flujo de
difusién y la tasa de adsorcién cerca del sitio de adsorcion. Para determinar esta eficiencia, es
necesario conocer explicitamente la concentracién completa en dos dimensional C(z,y, t). Sin
embargo, ya que el modelo proyectado que utilizamos no contiene informacion especifica sobre
este perfil de concentraciéon de dos dimensiones, un estudio en el régimen de no equilibrio
tiene que ser realizado con el fin de conocer los valores especificos de la concentracion cerca
de las paredes del poro y, por lo tanto, poder establecer la eficacia de adsorcién en el interior

de un poro irregular con mas precision. En este sentido, nuestro modelo proporciona una
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primera aproximacién en términos de cantidades promediadas. Una segunda aproximacion
al problema consistiria en la obtencion de todo el perfil de concentracion a lo largo de lineas
similares a los de las Refs. [3.20, 3.30, B.12]. En principio, esto permitiria estimar el valor de
la concentracién cerca de la pared y, por lo tanto, las tasas de adsorcién/desorcién con més
precision. Sin embargo, estas aproximaciones sélo proporcionan el perfil de concentracién
de equilibrio. Debido a que estamos interesados también en situaciones de no equilibrio,
consideramos que es mas consistente el uso del perfil de concentracion promediado en el
tiempo que el perfil de equilibrio. Esta es la razén por la cual la utilizacién de cantidades
promediadas (como se explica en la seccién es crucial para la correcta interpretacion
de los resultados obtenidos.

Otra perspectiva de trabajo futuro esta relacionado con el coeficiente de difusién utilizado.
La obtencion de un coeficiente de difusion efectivo modificado que incluya la presencia de
barreras entropicos, asi como los efectos de las reacciones quimicas es un paso necesario con
el fin de incluir mecanismos de cinética quimica mas generales que los considerados en este
trabajo. En relaciéon con esto, al menos tres estrategias que utilicen el perfil de concentracion
de equilibrio determinado por la ecuacion se pueden adoptar: a) como una solucién
de orden cero de un esquema de proyeccién asintética [3.20] [3.30]; b) como la base de una
condicién inicial ficticia en el contexto de una teoria macro-transporte [3.43 3.45]; y c)
utilizando los perfiles de concentracion estacionarios predichos por la cinética quimica dentro

de un esquema auto-consistente de la termodindmica de no equilibrio [3.42, [3.41].
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Capitulo 4

Factor de efectividad y coeficiente de
transferencia de masa en poros
conicos utilizando un modelo
generalizado Fick-Jacobs

Resumen

En este capitulo se analiza el efecto que tie-
ne una geometria irregular sobre la eficiencia de
un proceso de adsorcion. Para llevar a cabo es-
te andlisis se utiliza una ecuacién de Fick-Jacobs
generalizada que tiene en cuenta la disminucién
del transporte por difusion debido a las irregu-
laridades geométricas del poro y el efecto que la
longitud de sus paredes tienen sobre la velocidad
de adsorcién. Para este analisis utilizamos poros
en forma de cunia y poros cénicos, debido a la
simplicidad del tratamiento y su importancia en
la elaboracion de un nuevo tipo de materiales ar-
tificiales. Hemos encontrado que el coeficiente de
transferencia de masa, asi como el factor de efi-
ciencia de un material compuesto por este tipo de
poros pueden ser mejorados o reducidos en una
manera precisa y predecible usando una teoria de campo medio. Comparamos los resultados
con los de los poros rectangulares y se discuten en detalle como la constriccion y la inclina-
cion del poro afectan el transporte eficaz a lo largo de una membrana compuesta por poros
conicos. Nuestro estudio concluye que la mejora o disminucién del coeficiente de transferencia
de masa o el factor de efectividad dependen de la tasa especifica de adsorcion, y por lo tanto,
predice la forma en la cual los poros tienen que ser construidos para alcanzar una eficiencia
especifica del material.
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4.1. Introduccion

Los estudios de difusion de masa y la adsorcion en diferentes geometrias han merecido una
amplia atencién debido a su importancia en una gran variedad de aplicaciones industriales y
tecnoldgicas [4.5] [4.38] 4.3 4.1], 4.2, [4.21]. Los aspectos més bésicos de este tipo de procesos en
reactores de geometrias simplificadas (como placas, esferas, cilindros, esferoides achatados)
estdn bien documentados en los libros de texto, véase, por ejemplo, Refs. [4.8 [£.9]. En
este caso, las velocidades de reaccion de la particula adsorbente se miden en promedio a lo
largo de todo el volumen y, por lo tanto, la adsorcién y difusiéon dependen de mediciones
estadisticas o experimentales de la porosidad superficial y volumétrica [4.11]. Por otro lado,
si uno estd interesado en la relacion de la eficiencia de la adsorciéon con la reaccién en la
pared de los poros, entonces es comun el uso de simulaciones tipo Monte Carlo y dindamica
molecular con el fin de relacionar la forma especifica de las particulas que constituyen el poro
con las probabilidades de la reaccién, véase por ejemplo Refs. [4.33], [4.37, [4.17). En ambos
enfoques, la existencia de irregularidades geométricas y obstaculos en la forma del poro
tiende a complicar la solucién del problema y, en términos generales, a oscurecer la relacion
cuantitativa entre las propiedades geométricas de los poros y las propiedades macroscopicas
de transporte quimico [4.§].

En este trabajo, presentamos un tratamiento sistematico para el estudio del coeficiente de
transferencia de masa y el factor de efectividad en una celda de poros que tiene en cuenta la
geometria especifica del espacio vacio. Por lo tanto, se presenta un estudio que se encuentra
en linea media entre el estudio de las cantidades macroscopicas en la ingenieria de diseno de
reactores y los estudios detallados de las estructuras moleculares de las particulas de gas y
de superficie. En este trabajo se utiliza una teoria de campo medio con el fin de estudiar la
adsorcion de las particulas de un gas ideal cuando se difunden dentro de un poro en forma
de cuna o en forma cénica incluyendo el caso en que sus paredes pueden adsorber particulas
(Fig . Este estudio considera un solo poro por celda de tal manera que la relacién entre
el volumen de ambos es representativa de la porosidad y tortuosidad del material poroso. En
esta forma los resultados para el transporte quimico en este tinico poro se puede extender
a una membrana compuesta por muchos poros similares. El esquema que utilizamos en este
trabajo es el modelo de Fick-Jacobs generalizado que nos permite estudiar los procesos de
difusién y adsorcién en un poro en términos de su geometria especifica [4.16]. Por lo tanto,
la escala de longitud caracteristica que considera este trabajo estd en linea media entre la
forma molecular de las particulas y la forma macroscopica del rector.

Para nuestro estudio hemos escogido un material poroso compuesto por poros conicos

por dos razones principales. La primera razon tiene que ver con la gran importancia que
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tiene esta geometria de poro en la elaboracién de una nueva clase de materiales artificiales
[4.13), 4.34, [4.12], [4.39, [4.22]. Este tipo de poros es una pieza fundamental en el desarrollo de
nuevas e importantes aplicaciones que van desde la quimica a la fisiologia [4.14) [4.35] 4.36],
4.4, 4.40], 4.1§]. Por otra parte, el estudio de este tipo de poros representan un campo actual
de la investigacion cuando se combina con proceso tales como la condensacion, la capilaridad
y la histéresis [4.23], 4.10 [4.24 4.47]. La segunda razén para la eleccién de estos poros es
la simplicidad matematica en su tratamiento. Como veremos a continuacion, la ecuacion de
Fick-Jacobs generalizada que utilizamos para el estudio de la difusiéon y adsorcién en estos
poros tienen soluciones analiticas para geometrias trapezoidales que nos permite calcular
el factor de efectividad y el coeficiente transferencia de masa de una manera rigurosa. No
obstante, hay que destacar que el modelo y la metodologia empleada en este trabajo se pueden
utilizar para estudiar geometrias més generales [4.16].

Dado que estamos interesados en la dependencia de la geometria del poro con cantidades
macroscopicas, vamos a enfocar nuestro estudio en una celda que contiene un solo poro
cénico. Consideraremos también poros donde la relacién de aspecto entre la anchura del
poro y su longitud nos permite utilizar esquemas de proyecccion como el modelo de Fick-
Jacobs para la difusién [4.26]. En el limite cuando la velocidad convectiva es despreciable (un
nimero muy bajo de Peclet), las propiedades de transporte pueden ser estudiadas utilizando
un esquema de Fick-Jacobs generalizado [4.32, [4.31] 4.16]. Este esquema permite no sélo
simplificar matematicamente la descripciéon en términos de un balance de masa efectivo a lo
largo de la direccion del poro, sino que, de manera mas importante, nos permite incorporar
explicitamente en la ecuacion los aspectos geométricos relevantes relacionados con la forma
del poro y la posicién de los sitios activos de adsorcion [4.16]. A diferencia de la ecuacién
original Fick-Jacobs, el modelo de Fick-Jacobs generalizado que utilizamos constituye una
ecuacion para la concentracion de particulas en el interior del poro y, por lo tanto, es mas
facil el relacionarlo con la reaccion de adsorcién que tiene lugar en las paredes de los poros .

Los perfiles de concentracién obtenidos para estos sistemas en este capitulo han permi-
tido calcular el flujo en la entrada del poro en un sistema de adsorcién-difusion y, a su vez,
encontrar la dependencia con la forma del poro de dos coeficientes importantes utilizados
comunmente en el diseno de reactores. El primero es el coeficiente de transferencia de
masa que mide el aumento en el transporte difusivo a través de una membrana debido a
la reaccién quimica en la superficie [4.11], [4.9]. La segunda cantidad es el factor de efecti-
vidad que representa el cociente entre la cantidad de material que entra en el reactor y el
material que se adsorbe [4.30, [4.7]. En ambos casos, nuestro estudio muestra la dependencia
matematica de estas dos cantidades con las longitudes de entrada y salida del poro y, de

manera mas importante, como dependen dichas cantidades con la velocidad de reaccion de
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adsorcién. Por lo tanto, este modelo nos permite realizar algunas afirmaciones concluyentes
con respecto al diseno de los materiales con poros cénicos utilizados en los procesos de adsor-
cion. En todo nuestro trabajo, estamos suponiendo que la reaccion de adsorcion quimica o la
difusion interna dentro del poro son los pasos que limitan la velocidad del proceso general.

La organizacion de este trabajo es la siguiente. En la seccién hacemos una breve
revision de las hipdtesis y alcances del esquema Fick-Jacobs generalizado que usamos. En
esta parte se explica la relacion del transporte difusivo con la anchura de los poros y su
tortuosidad, asi como la relacion de la eficiencia de la adsorcién con la longitud de las paredes
de los poros. En la seccién [£.3] fijamos la forma adimensional de esta ecuacién y proponemos
las definiciones apropiadas del coeficiente de transporte de masa y el factor de efectividad
para sistemas compuestos de un solo poro. En la seccién [.4] se obtiene el coeficiente de
transferencia de masa y el factor de efectividad para un poro rectangular que ilustra el
comportamiento general de estas dos cantidades. Estos resultados servirdan como piedra de
toque cuando comparemos los resultados de geometrias mas complejas. A continuacion, en la
seccién usamos el esquema de Fick-Jacobs generalizado con el fin de encontrar estas dos
cantidades en poros trapezoidales. Ademas, se realiz6 un analisis matematico de los resultados
obtenidos con el fin de ilustrar sus implicaciones geométricas. En la seccion discutimos
brevemente el tratamiento para poros inclinadas de anchura constante que son dificiles de
estudiar con el modelo presentado en la secciéon anterior. Por ultimo, en la seccién se
discuten los resultados, asi como sus ventajas y alcances en el diseno de materiales.

Antes de continuar, hay que remarcar que en este trabajo nos ocuparemos de un problema
bidimensional. Esto significa que estamos estudiando poros de forma conica o de cuna después
de promediar alguna coordenada, ver Fig. para obtener mas detalles. Esto se ha hecho
para evitar complicaciones matematicas innecesarias. Por lo tanto, como una nota, tenemos
que recordar que las dreas se miden en centimetros y los volimenes en cm?. Por ende, la

concentracién de particulas se da en mol/cm?.

4.2. Ecuacion generalizada Fick-Jacobs para la adsor-

Cclon

En esta seccion se presenta un resumen del modelo de campo medio que vamos a utilizar
en la descripcion de la difusion y adsorcion en los poros conicos. Este es el esquema de Fick-
Jacobs generalizado presentado en la Ref. [4.16] y en el capitulo anterior. En las siguientes
lineas se presenta un breve resumen de sus hipétesis, deduccion y la relacién con nuestro

problema.
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Figura 4.1: Geometria del poro. a) Seccién de un poro cénico (arriba) y de un poro en forma de
cuna (abajo). En el primer caso nuestro modelo es la proyeccién de la coordenada angular y |
en el segundo caso, es la proyeccién a lo largo de la coordenada de profundidad. b) Geometria
béasica de un poro: ancho w(x), linea media h(z), funciones de forma de las paredes w(z) y
wy(x), longitud de las paredes [; y Iy, y finalmente, la longitud de la membrana a lo largo de la
direccion de transporte L. El punto donde el poro se cerraria si ambas lineas se continuaran es
xo. La entrada de material ocurre en x = 0 y la salida estd en x = L. Todas estas cantidades
se pueden expresar en términos de las pendientes m; y mso y los y-interceptos by y by de las

dos lineas. Ver Ecs. (4.5)) y (4.6).
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Vamos a empezar con cualquier fluido que cumple con la ecuacion de difusion

(4.1)

o P\ T

oC (820 0°C )
donde Dj es el coeficiente de difusién de las particulas en el fluido (en cm 2/s) en un sistema
no-confinado. En un poro, este coeficiente de difusién tiene que ser modificado con el fin
de incorporar el efecto del confinamiento. La reduccién en la movilidad eficaz del fluido
se cuantifica a través de un coeficiente de difusién efectivo Dp;(z) dependiente de la
coordenada espacial. La forma particular de este coeficiente se ha deducido de diferentes
maneras para diferentes geometrias de poro [4.42, 4.28, [4.15], 4.6, 4.25, 4.27]. En términos
generales, este coeficiente depende de la anchura local del poro w(z) y la posicién de su linea
media h(z), véase Fig. [f.1]b. Algunos de estos ejemplos se discuten en la Ref. [4.27]. La
expresién particular que vamos a utilizar en esta trabajo para este coeficiente de difusion se
da en la Ref. [4.6]:

Do

D _ .
ri(®) =17 n2(x) + Sw?(x)

(4.2)

La eleccion de esta expresion en este capitulo obedece al balance de buenos resultados y
su simplicidad algebraica que probamos en el capitulo pasado y en Ref. [4.16]. Expresiones
mas precisas para los coeficientes de difusion en los poros cénicos se discuten en la Ref.
[4.26]. Como sera evidente a continuacién de las definiciones geométricas, véase la Fig. [4.1
este coeficiente de difusion efectivo establece como la constriccién (proporcional a w?) y la
tortuosidad de los poros (cuantificé principalmente a través de h2) reducen el transporte
efectivo a lo largo de la coordenada longitudinal .

Cuando las paredes de los poros son impermeables a la difusién y la longitud del poro es
mucho mayor que su anchura, el promediar la Ec. a lo largo de la direccién transversal
(que identificamos como y) da lugar a la conocida ecuacién de Fick-Jacobs [4.42]. Sin embargo,
como en nuestro caso, cuando las paredes de los poros no son totalmente reflectantes, sino que
las particulas se pueden unir a las paredes de los poros por adsorcion, entonces el resultado
de promediar a lo largo de y conduce a una ecuacién de Fick-Jacobs generalizado [4.16].
Si la tasa de flujo en las paredes de los poros es J(pared) = Rw(z)n, entonces la ecuacién

de Fick-Jacobs generalizada es:

g—(tj(x,t) = ﬁ% [DFJ(x)w(ﬁ)g—ﬂ +y(z)R. (4.3)

En esta ecuacién, r = Rw(x) es la velocidad de las particulas entrando a través de la pared

(en mol/cm s) y w(x) desempena el papel de un coeficiente de particién que relaciona la tasa
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volumétrica de reaccion R con la tasa superficial de adsorcion r. En los reactores quimicos,
estas tasas por lo general dependen de la concentracién misma [4.16]. La concentracién pro-
medio de C estd relacionada con la concentracién del original C' que aparece en la Ec. (4.1])

a través de la expresion

1

w(x)

Clat) = /  Clay iy (4.4)

Finalmente, el factor v(z) que aparece en la Ec. es la densidad de longitud de la pared.
Esto significa que cuando () se integra a lo largo de la direccién longitudinal, el resultado es
la longitud total de ambas paredes, fOL v(z)dx = Ly + Lo, véase Fig. . En el caso particular
de un poro rectangular esta integral tiene el valor minimo de 2L, esto es, dos veces la longitud
del poro a lo largo de la coordenada longitudinal.

La Ec. nos permite anticipar dos modificaciones importantes en el transporte quimico
debido al confinamiento dentro de poros trapezoidales (ya sea cénicos o en forma de cuna,
dependiendo de la simetria de los sistemas) en comparacién con el transporte en un poro
rectangular. En el caso de la difusion, el transporte en un poro trapezoidal se reduce por
la forma irregular de los poros por la relacion Dp;/Dy. En contraste, la adsorcién se ve
aumentada por el hecho de que la longitud de las paredes es mayor en el poro trapezoidal por
un factor de /2. Como veremos mas adelante, este hecho tendra consecuencias interesantes
en el valor del médulo de Thiele del material.

Aunque el esquema de aproximacién de la Ec. representa una cierta pérdida de in-
formacién respecto a la solucién directa de la ecuacién Ec. (ya que sélo representa la
dindmica de la concentracién media a lo largo de la coordenada transversal), la proyeccién
tiene ventajas importantes. La ventaja obvia es que el resultado del esquema proyectado es
una ecuacién unidimensional (Eq. que puede resolverse mas facilmente que la ecuacion
de balance de masas bidimensional [Eq. ] No obstante, el aspecto méas importante del
modelo proyectado es que introduce de manera explicita en la ecuacién los efectos entrépi-
cos debidos al confinamiento y, por lo tanto, se hace explicita la dependencia de los procesos
de adsorcién-difusién con la geometria del poro. Estos aspectos geométricos estéan estrecha-
mente relacionados con la constricciéon y la inclinacién del poro. Ademads, otra ventaja del
esquema reducido es que introduce de forma natural las condiciones de frontera relaciona-
das con las paredes activas directamente en la ecuacién, cambiando el problema heterogéneo
de la solucién de la Ec. (con sus particulares condiciones de frontera en las paredes)
en un problema homogéneo, Ec. donde las dos tunicas condiciones de frontera estdn
relacionados con los extremos del poro [4.9]. Por lo tanto, este esquema nos ha permitido

concentrarnos en las condiciones externas al material poroso que constituyen, por lo gene-
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ral, las condiciones que se pueden controlar en el experimento. La validez de este modelo
de Fick-Jacobs generalizado ha sido verificado por nosotros previamente para condiciones de
equilibrio y no equilibrio, ver Ref. [4.16] y el capitulo anterior.

De acuerdo con este modelo, si se cumplen las hipdtesis del modelo generalizado de Fick-
Jacobs, uno puede estudiar los principales aspectos del transporte debido a la difusion y
adsorcién en términos de sélo cuatro magnitudes geométricas. En un poro bidimensional, si
w1 (x) y wa(x) son las funciones de forma que definen las paredes inferior y superior del poro,
respectivamente, véase la figura 4.1}, entonces estas cantidades geométricas son el ancho del

poro, la linea media y la densidad de longitud de la pared definidas, respectivamente, por

w(zr) = we(x) — wy(x); (4.5a)
h(z) = Slon (@) + wn(o)] (4.5)
Ww) = 1+ wd, + 1+ i, (4.5¢)

Con estas propiedades geométricas, junto con el coeficiente de difusion efectivo Dpy(x) que
se definié en la Ec. y las condiciones de contorno en los dos extremos de los poros, se
tiene entonces toda la informacién necesaria para el estudio de los procesos de difusién y
adsorcion en el esquema de Fick-Jacobs generalizada.

Las dos restricciones importantes en el uso de este esquema son 1) que las paredes de los
poros deben ser funciones continuas y diferenciables, y 2) que la longitud del poro debe ser
mayor que su anchura caracteristica [4.16]. Vamos a suponer que estas dos hipGtesis se cum-
plen para los poros estudiados en este trabajo y, por lo tanto, en lo sucesivo, para simplificar
la notacion, cambiaremos C por C' en la Ec. . Con fines ilustrativos, supondremos que
la validez del régimen de Fick-Jacobs para la difusién en los poros cénicos estudiada en la
Ref. [4.27] se puede extender a sistemas en los que adsorcion tiene lugar. Esto es valido para
sistemas en los que el tiempo caracteristico de difusion a lo largo de x es menor que el tiempo
caracteristico de adsorcién, véase [4.16]. En la seccién se discute brevemente el rango de
aplicabilidad de nuestro modelo con algunos resultados preliminares de un trabajo futuro
donde se compararan las soluciones numéricas de las Ecs. y (4.3). En este capitulo nos

centramos en el modelo solamente.
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4.3. Definicion del coeficiente de transferencia de masa

y del factor de efectividad para un poro

En esta seccién, vamos a proporcionar definiciones para el coeficiente de transferencia
de masa y el factor de efectividad en sistemas de celdas compuestas de un solo poro. En
estas definiciones hacemos hincapié en las propiedades internas de los poros, excluyendo los
efectos de las porosidades volumétricos. Estas cantidades estan relacionadas con la disposicion
de multiples poros a lo largo de la membrana en todo el material y, por lo tanto, no se
puede derivar de un anélisis como el nuestro, donde sélo el interior del poro es relevante. Sin
embargo, en este estudio, proporcionamos también el puente para relacionar estas propiedades
intrinsecas del poro con las propiedades de las membranas en el siguiente capitulo. Para los
efectos de este trabajo, el poro y la celda se suponen representativos de todo el material.

Consideremos un poro trapezoidal como la de la Fig. definido por las funciones de

forma
wy(z) = myx + by, (4.6a)

wa(x) = max + bs. (4.6b)

En este caso, usando las Ecs. (4.2)) y (4.5]), obtenemos que las cuatro cantidades geométricas

relevantes para el transporte dentro del poro trapezoidal son:

wr(x) = (Mg —my)z + (by — by); (4.7a)
hT(ZE) _ (m1 + mz)ﬂ;—f— (bl + bg); (47b)
D
D, = - ’ . : (4.7c)
(3 +mi 4+ m3 +mims)
7= /1 +mi 41+ m3, (4.7d)

donde el subindice 7 indica que fueron calculados para poros trapezoidales (poros en forma
de cuna o embudo). En estos poros, tanto v, y D, no dependen de x. Cabe destacar que para
b1 y by fijos, todos los parametros geométricos pertinentes para el transporte se determinan
exclusivamente por las pendientes m, y mao, ver Ec. . Esto hace que nuestros resultados
sean muy adecuados para las comparaciones y las aplicaciones practicas. Por lo tanto, la Ec.
puede escribirse como
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%—f — ng% + DTW% +YR(C,2). (4.8)
En esta ecuacién, el primer término en el lado derecho representa la difusién longitudinal.
El dltimo término representa la reacciéon por unidad de volumen. El segundo sumando en
el centro es un término convectivo que resulta de la proyeccién en la direccion longitudinal

[4.19]. La velocidad efectiva de este proceso es

d[lnw, ()]
de

En los términos de la descripcién reducida, esto significa que si una particula se mueve en

Vpg = —D.,— (49)

la direccién de anchura creciente, la velocidad de flujo promedio de las particulas tiene que
disminuir. Esto no es un verdadero término de conveccion sino un término de correccién
que resulta del procedimiento de proyeccién [4.19]. Para explicar este término hay que notar
que, en equilibrio, hay mas particulas en las regiones mas amplias de los poros cuando se
mide sélo a lo largo x. Sin embargo, en el sistema real, donde se ha alcanzado el estado de
equilibrio, el nimero de particulas por unidad de volumen es el mismo. Desde un punto de
vista termodindmico, esta diferencia de concentracion reducida en algunas regiones se puede
ver como un proceso de conveccion, una diferencia de energia potencial o una fuerza entrépica
empujando las particulas de las regiones estrechas del poro [4.42, [4.29).

Con el fin de analizar el coeficiente de transferencia de masa y el factor de efectividad, es
necesario resolver la Ec. con las condiciones de contorno adecuadas en las terminales del
poro en el caso estacionario. Esto se hard en las Secciones .4y [4.5| para los poros rectangulares
y trapezoidales, respectivamente. En ambas definiciones, la longitud longitudinal del poro se
toma como L y la entrada de material se produce en z = 0, véase Fig. 4.1

En primer lugar, definimos el coeficiente de transferencia de masa k como la cons-
tante de proporcionalidad entre el flujo en la entrada y la diferencia de concentracion entre
los dos extremos del poro [4.9]. Por lo tanto, si C'(0) = Cy y C'(L) = 0 son las condiciones de

frontera en ambas terminales del poro, se tiene

J(z = 0) = k(Cy — 0), (4.10)

donde k tiene unidades de unidades de velocidad (cm/s) y J(z = 0) es el flujo en la entrada.
Si no se produce la adsorcion dentro del poro, este coeficiente tiene el valor de referencia de
ko = Do/ L para los poros rectangulares [4.9].

Cuando uno esta interesado en la eficiencia de adsorcion en el interior de un material
poroso este suele someterse a condiciones de saturacién. Una forma de hacer esto en materiales

tipo membrana es cerrar los poros por un extremo y medir la cantidad adsorbida [4.11]. En
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este caso, tenemos que resolver la Ec. usando C(0) = Cy y J(x = L) = 0. La primera
condicion se refiere a la concentracién fija en la entrada Cj, y la segunda condicion se refiere
al flujo nulo en la derecha del poro. En esta situacién, una medida préactica del proceso de
adsorcion es el factor de efectividad 7. Este coeficiente se define como el cociente entre la
cantidad de masa a la entrada del poro en comparacién con la masa que se adsorberia si todo
el interior del poro fuera expuesto a la concentracion externa, esto es, a la concentracion en
su superficie [4.11]. En otras palabras, y recordando que sélo estamos tratando con el caso

bidimensional, tenemos

_ Flujo en la entrada [:ﬁl] . Area en la entradalcm)] (4.11)

~ Reaccién por volumen [-2L] - Volumen del poro[cm?]

Debemos subrayar de nuevo que en las definiciones del coeficiente de transferencia de masa
y del factor de efectividad proporcionadas en este capitulo, solo el interior del poro se tiene
en cuenta. Con el fin de extender este estudio a toda la membrana, las tasa volumétricas de
reaccion tiene que ser multiplicada por la porosidad volumétrica ey y el flujo a la entrada
tiene que ser multiplicado por la porosidad de la superficie externa de eg, vea [4.11]. Estos
factores dependen de la disposicion de multiples poros.

Con el fin de calcular el coeficiente de transferencia de masa y el factor de eficiencia de-
finidos en Ecs. y (4.11)), respectivamente, es necesario encontrar el flujo en la entrada.
Esto se hace mediante el cdlculo de los perfiles de concentracion estacionarias con las condi-
ciones de contorno apropiadas para la Ec. , y luego calcular su derivada en z = 0 a la

entrada del poro. Esto es

J(x=0)= —DT%(QZ =0). (4.12)

En esta ecuacién para el flujo en x = 0 hemos supuesto que el nimero de Peclet en la
entrada del poro es lo suficientemente pequeno. En otras palabras, estamos asumiendo que
la entrada de material se determina basicamente por el ancho del poro y su inclinaciéon y no
se ve afectada de manera significativa por una resistencia externa hacia la membrana. Este
supuesto es valido para el caso en que la resistencia interna de la membrana es superior a la
resistencia externa de la celda, véase Ref. [4.9].

Una vez consideradas estas hipdtesis, es posible estudiar las soluciones de la Ec. (4.8))
para alguna reaccion que se produzca en las paredes del poro. Con fines ilustrativos, vamos

a estudiar la reaccion lineal

R = —kC, (4.13)
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donde k es la constante de velocidad de adsorcidn y tiene unidades de 1/s. La impor-
tancia del modelo de Fick-Jacobs generalizado presentado en la Ref. [4.16] radica en que nos
permite relacionar la informacién de la reaccién volumétrica con la tasa local de reaccién en
la superficie del poro r = —kw(x) C' (en mol / cm s) y donde queda claro el papel de w(z)
como constante de particién [4.16].

Una vez reunidos todos estos elementos, es posible establecer el modelo para este sistema
de reaccién particular, sobre la base de la Ec. . Con el fin de simplificar la descripcion
y hacer énfasis en las cantidades fisicas relevantes, definimos las variables adimensionales
Z =C/Cy, y u=x/L como la concentracién no dimensional y la distancia, respectivamente.
Utilizando estas definiciones, y sustituyendo la Ec. en Ec. , la ecuacion de Fick-
Jacobs generalizada para el caso estacionario en términos de variables adimensionales es

62—2 L o9z +¢Z =0, (4.14)

du?  u—ug Ou

En esta ecuacién, sélo dos coeficientes determinan todas las soluciones. En primer lugar,

tenemos un médulo de Thiele generalizado

¢r =1/ %gp. (4.15)

Este representa el cociente entre el tiempo caracteristico de reaccién y el de la difusién [£.9].

Como veremos méas adelante, este cociente es siempre mayor en un poro trapezoidal que en
un poro rectangular, dando como resultado una absorciéon mas eficiente en las paredes. La
segunda cantidad importante en la Ec. esta dada por
o = % (4.16)
que es un factor geométrico que determina la forma especifica de los poros. ug indica como
los tamanos de los dos extremos de los poros son diferentes . Para explicar esto, nétese que
xo se refiere al punto geométrico, donde el poro trapezoidal se cerraria si ambas rectas se
continuasen, véase la Fig. |4.1] Para |zg| — oo el poro tiende a ser rectangular. Por zy — 1
por la derecha o xy — 0 por la izquierda, el poro tiende a ser mucho més estrecho en el lado
respectivo que en el otro. Por lo tanto, como el poro no se puede cerrar en la entrada, los
valores permitidos de este pardmetro son ug € (—o0,0) U (1, +00), es decir, uy yace fuera del
dominio de la soluciéon 0 < u < 1. Esta discusion serd mas clara en los ejemplos numéricos.
En las dos secciones siguientes, vamos a resolver la FEc. para las dos condiciones
de contorno mencionadas antes, primero para un poro rectangular en la Seccién y luego

para una geometria trapezoidal en la Seccién [4.5]
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4.4. Poros rectangulares

En primer lugar se analiza el procedimiento general para obtener el coeficiente de trans-
ferencia de masa y el factor de efectividad de un poro de ancho constante wy y longitud L .
Para estos poros rectangulares wy = 0 y wy = wy=cte. Usando las Ecs. (4.2)) y , tenemos
w(z) = wy, h(x) =0, y(z) =2y Dpy(x) = Dy. Sustituyendo estos valores en la Ec.

tenemos

dz?
du?

donde el modulo de Thiele de referencia ¢, para un poro rectangular es

2k L2
¢s =1/ Dy (4.18)

En las dos 1ltimas ecuaciones, se ha utilizado el subindice s con el fin de destacar el hecho de

—¢2Z, =0, (4.17)

que estos resultados son para el poro cilindrico recto. Observe que en este caso el coeficiente
de difusién efectivo es el mismo que el molecular y que ~ tiene el valor minimo de 2 como se

ha explicado antes.

4.4.1. Coeficiente de transferencia de masa

En este caso de una membrana, las condiciones de contorno tipo Dirichlet para Eq (4.17))

son

Z(0) =1, Z(1)=0. (4.19)

Esto da el resultado

_ sinh[¢y(1 — u)]
~ sinhe¢y

Algunos perfiles de concentracién para estas condiciones de contorno se representan en la

Z(u) (4.20)

parte superior de la Fig. [£.2] Como de costumbre, a fin de encontrar el coeficiente de trans-

ferencia de masa, uno vuelve a las variables originales y calcula el flujo neto a la entrada
de acuerdo con Eq. (4.12). El resultado se compara con la definicién de la Ec. (4.10)) dando

como resultado un coeficiente de transferencia de masa para un poro rectangular dado por

ks
— = ¢4 coth ¢,. (4.21)
ko

Esta ecuacion predice que el coeficiente de transferencia de masa en presencia de una reaccion
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de adsorcion, k,, es mayor que el coeficiente de transferencia de masa en ausencia de adsorcion,
ko = Do/ L. Este resultado estd de acuerdo con la definicién convencional del coeficiente de

transferencia de masa de particulas reactivas, ver Ref. [4.9].

4.4.2. Factor de efectividad

Con el fin de calcular el factor de efectividad, necesitamos ahora calcular el drea expuesta

y el volumen interno del poro. El drea en la entrada es Ag = w(0) y el volumen total del
interior es V, = Lwy . Ademas, tenemos que la tasa volumétrica de reaccion a la entrada es
simplemente la tasa interna evaluada en Cj. En este caso, a partir de la Ec. tenemos
s = —JQ(: (;) O)wao (4.22)

El perfil de concentracién se obtiene mediante la resolucion de Ec. pero con las

condiciones de contorno de un poro cerrado a la derecha. Esto es

Z0)=1Z'(1)=0. (4.23)
En este caso, la solucién es

cosh[ps(1 — u)]
cosho,

Z(u) = (4.24)

Después de calcular el fluyjo con Ec. (4.12)) y sustituyendo en Ec. (4.22}) el factor de
efectividad de un poro rectangular es
1
ns = — tanh ¢;. (4.25)
s
La tltima ecuacién predice que el factor de efectividad se reduce cuando la velocidad de
reaccion en las paredes aumenta. Por lo tanto, nuestra definicién del factor de efectividad de
un poro también esta de acuerdo con la definicién dada para particulas reactivas, ver Ref.
[4.11].
En las Ecs. y hemos encontrado los valores de referencia de dos coeficientes
importantes en el estudio de reactores cataliticos para poros rectangulares. En la siguien-
te seccion, vamos a cambiar esta geometria basica para incluir también materiales porosos

formados por poros conicos.
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4.5. Solucién exacta para poros trapezoidales

En la primera parte de esta seccion ilustraremos como la presencia de un embudo o un
cuello de botella afecta al transporte dentro de un material poroso. En particular, consi-
deraremos el cambio en el médulo de Thiele efectivo. En la segunda parte de esta seccién
encontraremos como cambian el coeficiente de transferencia de masa y el factor de efectividad
debido a la irregularidad del poro.

La primera diferencia principal entre el transporte en un poro trapezoidal y un poro
rectangular esté en el valor del médulo de Thiele efectivo . El méodulo de Thiele general
de un poro trapezoidal, ver Ec. , puede relacionarse con el médulo de Thiele de un poro
rectangular, ver la Ec. (4.18), por medio del médulo de Thiele normalizado

@TE%: 1/%@, (4.26)

Esta ecuacion hace hincapié en que el médulo de Thiele de un poro trapezoidal es mayor que
el médulo de Thiele de un poro rectangular, ya que v, > 2y D,<Dy . En términos fisicos,
esto significa que la velocidad de reaccién quimica eficaz se ve aumentada por el aumento de
la pared efectiva en un poro trapezoidal, asi como por la reduccién en el transporte difusivo
efectivo debido a la irregularidad de la forma de los poros. En consecuencia, el médulo de
Thiele es més grande en los poros trapezoidales que en los rectangulares, siempre que ambos
tengan la misma longitud L.

Esta afirmaciéon acerca de los poros trapezoidales se puede ampliar con el fin de compren-
der los efectos locales de la forma del poro en geometrias méds complejas. Como cualquier
geometria de los poros puede ser vista como una serie de secciones trapezoidales, se puede
concluir que la presencia de embudos o cuellos de botella en el interior de un poro irregular
mejoran la eficiencia del proceso de adsorcion. Con el fin de poner esta afirmacion en términos
de cantidades geométricas, utilizamos que cualquier geometria en una secciéon pequena del
poro se puede ver como una forma trapezoidal. En este caso, podemos convertir las varia-
bles originales que involucran los interceptos y pendientes de las rectas de poros conicos en
variables que involucren el ancho w(x) y la linea media h(z) del poro en las Ecs. (4.7)). Susti-
tuyendo esta aproximacion en , y escribiendo esta ecuacion en términos de la anchura y
la linea media de , la ultima ecuacion para el modulo de Thiele efectivo se puede escribir
como

3 5

(z) = 1+—h2(x)+Ewm(x)+--- : (4.27)

4 x

donde hemos ignorado términos de orden cuatro en las derivadas. Esta expresion es valida
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para cualquier seccion de poro donde w, vy h, no varian mucho de cero. Esta ecuacién significa
que la relacién entre el tiempo caracteristico de la reaccién y el de difusiéon en el interior de
un poro irregular se ve afectada localmente por la tortuosidad local o la inclinacién del poro
[medido principalmente a través de la derivada de h(z)] y sélo ligeramente por la constriccién

de los poros [medido por el derivado de w(x)].

4.5.1. Coeficiente de transferencia de masa de un poro trapezoidal

La solucién a la Ec. (4.14]) con las condiciones de contorno indicadas en la Eq. (4.19)
puede ser obtenida con Mathematica en términos de funciones de Bessel modificadas de la
primera clase, y la funcién de Bessel de segunda especie, I y Yj, respectivamente. La forma

funcional de la solucion es

Z(u) _ IO[_¢T(UO — u)]YE)[wST(UO B 1)] - ]0[¢T(u0 - 1>]YO[2¢T(UO - U)]
Lo[pruo]Yolid (ug — 1)] — Io[dr(uo — 1)]Yo[idruo '

(4.28)

En esta expresion, ¢ = 4/—1 es el nimero imaginario. Volviendo esta solucién a las variables
originales, se calcula el flujo de la Ec. (4.12)) y, comparando el resultado con la definicién del
coeficiente de transferencia de masa en Ec. (4.10)), tenemos

k- D,

L =T, ). 4.29

o= ponfo(6) (4.29)
donde fp(¢,ug) es

Li[=¢ruo]Yolig-(uo — 1)] — Io[dr(uo — 1)]Y1[idruq]
Io[pruo]Yolid, (uog — 1)] — Io[pr(uo — 1)]Yolidrug]

El subindice D remarca el hecho de que esta diferencia de concentracion a la entrada depende

fp(¢,up) = — (4.30)

de las condiciones de contorno de Dirichlet para la membrana.

La Ec. especifica como el coeficiente de transferencia de masa depende de la forma
del poro trapezoidal y del médulo de Thiele del sistema. Dado que este parametro depende,
a su vez, de la geometria del poro, en las siguientes lineas se presenta un estudio de este
coeficiente centrado en la relacion de k. con las pendientes de las paredes del poro, m; y
mo v con la velocidad de adsorcion k. Por ello, de aqui en adelante, fijamos los valores del
coeficiente de difusién Dy = 1 cm?/s, el tamano de la entrada w(0) = by — by = lem y la
longitud L = 2c¢m , a menos que se indique expresamente lo contrario.

En la Fig. [1.3] mostramos las curvas de contorno del coeficiente de transferencia de masa

en términos de las pendientes m; y mo . Con el fin de hacer de esta figura, tenemos que volver

81



a 0.5 1

% Dirichlet BC |1 =
p ===
! T my = 1/6
ut G L my = 146
~ el st
| m=0
ny =0
1 iy -0

[e—

e—p—

CixyC,

Figura 4.2: Perfiles de concentracién del modelo generalizado de Fick-Jacobs, Ec. ({4.14])
usando las condiciones de frontera Dirichlet (arriba) y Neumann (abajo) de las Ecs. (4.19) y
(4.23)), respectivamente. El color de las soluciones estacionarias corresponde a los cinco poros

de la derecha. Cada grupo de soluciones corresponde a algin valor de x indicado dentro del
circulo.
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a las definiciones de los parametros adimensionales ug, ¢, a sus expresiones en términos de
D, y v, usando y, a continuacién, a las funciones geométricas en la Ec. usando
las Ecs. .

Para los valores de w(0) y L que hemos fijado, las curvas de nivel graficadas en términos
de las pendientes de los poros presenta varias regiones caracteristicas. La linea azul discon-
tinua representa a los poros simétricos (my = —mq). Evidentemente, todos los valores del
factor de efectividad y del coeficiente de transferencia de masa son simétricos respecto a esta
linea. Puesto que los poros no pueden estar cerrados en la entrada, hay una zona restringida
delimitada por ms > m; — w(0)/L que se representa en color marrén. No pueden existir
poros por debajo de esta linea. Por ultimo, la linea de my = m; corresponden a los poros
inclinadas de anchura constante. Un caso particular de esta linea es el origen my = m; =1
que corresponden al poro rectangular. Como hemos anticipado antes, esta linea y su vecindad
corresponden a las soluciones del modelo con uy — oo y, por lo tanto, tiene que ser estudiados

por separado. Esto se hard en la seccién |4.6]

-4 =2 0 2

Figura 4.3: Grafico de curvas de nivel del coeficiente de transferencia de masa normalizado
k,/ko definido en Ec. en funcion de la geometria del poro. m; y moy representan las
pendientes de las paredes del poro. El ancho de la entrada w(0) = 1 y la longitud del poro
L = 2 son fijas, ver Fig. 4.1l En verde se presenta el valor de algunas curvas de nivel. El punto
en rojo marca el lugar donde el coeficiente de transferencia de masa es maximo. La parte
inferior a la linea naranja establece el limite con las geometrias no permitidas. La linea de
color café marca los poros puramente inclinados y donde estas soluciones no son confiables.
Para esta regién de inestabilidad es mejor usar la aproximacion hecha en la secciéon
En esta figura se representan dos graficos del coeficiente de transferencia de masa para dos
distintos valores de la velocidad de reaccion x = 1.5 and 0.05, en el lado izquierdo y derecho,
respectivamente.
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La Fig. establece como el coeficiente de transferencia de masa se ve afectada por la
forma de los poros. En particular, la Fig. muestra que hay un valor especifico de m; y mo
donde el coeficiente de transferencia de masa es méximo. Este punto (trazado en rojo en la
Fig se encuentra en la linea de simetria mo = —my. Para todos los casos de k, el valor
optimo de moy es positivo, lo que confirma que un poro que es mas estrecho en la entrada
optimiza el transporte difusivo. Esto es debido al hecho de que los poros con geometria inversa
(es decir, el extremo de la salida més estrecho) tienden a acumular material. Esta afirmacién
se corrobora en la Fig. [£.4] donde el coeficiente de transferencia de masa se representa como
una funcion de la tasa de adsorcion k para cuatro poros simétricos. En esta grafica es evidente
que el coeficiente de transferencia de masa aumenta con k. Por lo tanto, la transferencia de
masa puede ser aumentada o disminuida mediante la seleccién de un poro cuyas paredes

tienen pendientes de un valor muy especifico.

1o
I5
s
1
0.01 0.1 1 5 10

K

Figura 4.4: Coeficiente de transferencia de masa definido en Ec. (4.29) como funcién de la
velocidad de adsorcién k para cuatro poros simétricos (my = —m;) dibujados en recuadro.
El valor de la pendiente my en Ecs. (4.6 es mostrado.

A partir de la comparacion de los dos curvas de contorno en la Fig. esta claro que
la dependencia geométrica del coeficiente de transferencia de masa depende, a su vez, de la
velocidad de reaccion k. Con el fin de estudiar esta dependencia, en la Fig. 4.5 representamos
graficamente el valor de la pendiente de poro mas eficiente para transferir masa en funcion
de la velocidad de reaccién k. En otras palabras, para cada valor de x, encontramos el poro
6ptimo para la transferencia de masa en funcién de la pendiente my = —m;. Como se puede

ver de la Fig. para todo el rango de los valores de x, la optimizacion de la transferencia
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de masa se produce para poros entre 45,8°y 55,7°. Estos resultados son validos para poros
cuya relacién de aspecto entre entrada y largo es w(0)/L = 1/2. Sin embargo, resultados
similares se obtienen cuando se cambia la longitud del poro, por ejemplo a L = 3, entonces
w(0)/L = 1/3. En este caso los resultados (no mostrados) son del todo similares resultando
en pendientes 6ptimas entre 46°y 56,5 °. La diferencia principal es que el angulo maximo se
alcanza a un valor menor de x cuando L = 3 que cuando L = 2. El recuadro de la Fig. 4.5
muestra la comparacion entre la transferencia de masa de un poro rectangular en la Ec (4.21))
con la transferencia de masa que resulta de utilizar el poro mas eficiente para cada valor de
la velocidad de reaccién k. Como se puede ver, la transferencia de masa se puede mejorar
de manera significativa mediante el uso de poros trapezoidales que son mas estrechos en la

entrada.
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Figura 4.5: Pendiente del poro simétrico que optimiza el valor del coeficiente de transferencia
de masa como funcion de la velocidad de adsorcion . En el recuadro, se grafica el coeficiente
de transferencia de masa obtenido de usar el poro mas eficiente para cada valor de k en la Ec.

(4.29)) (marcadores rojos). Se compara con el que se obtendria de usar un poro rectangular,
usando la Ec. (4.21]) (linea azul sélida).

4.5.2. Factor de efectividad

En el caso del poro trapezoidal definido en las Eqgs. (4.7)), el drea de la entrada es de
A = w(0) = by — by y el volumen del poro es de V; = L [(m2 —m1)L + (b; — by)]. En este

caso, el cociente entre el drea de entrada y el volumen interior de poro que aparece en la
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definicion de factor de efectividad, Ec. (4.11]), puede escribirse en términos de ug definido en
la Ec. (4.16)) como

(4.31)

4rea de entrada 1 [ 1 ]_1

volumen de la celda L 2ug

Ahora, calculamos la solucién de (4.14]) cuando las condiciones de contorno son aquellas

de la Ec. (4.23). En este caso, la solucién para la concentraciéon adimensional es

ilo[— @7 (ug — u)|Y1]io, (ug — 1)] + L1 [ (uo — 1)]Yoliopr (1o — U)]

Z(u) = ilo[¢ruolY1[idr (ug — 1)] + L1 [dr (uo — 1)]Yoigruo]

(4.32)

Algunos perfiles de concentracion se representan en la parte inferior de la Fig.[4.2] Calculando
el flujo de esta solucién de acuerdo a la Ec. (4.12)), y sustituyendo la tdltima ecuacién en Ec.
(4.15)), tenemos que el factor de efectividad de un poro trapezoidal es

—if (¢r,u0) 1_L_1 (4.33)
nT_(bq—N Ty W0 2'LLO ) :

donde fxn (o, ug) es

L [=ruplYilig-(uog — 1)] — Li[dr (ug — 1)]Y1[idruq]
LgruolYi [igr(uo — 1)) + ila[=¢r(uo — 1)]¥o[idruo]

El subindice N en este término hace hincapié en que esta solucién de la Ec. (4.14]) se calcula

mediante el uso de condiciones de contorno tipo Neumann a la derecha que corresponden al

fN<¢7 uO) =

(4.34)

flujo nulo.

Eq. establece el factor de efectividad para los poros trapezoidales en términos de
la geometria del poro y el médulo de Thiele generalizado. De la comparacion entre las Egs.
y , se puede deducir que la adsorcién en el interior de un poro irregular puede
ser reducida o aumentada de acuerdo con las longitudes relativas de la entrada y salida de los
poros. Para entender esta conexion, en las proximas lineas se presenta un estudio centrado
en la dependencia geométrica de este parametro con las pendientes de los poros. Esto se lleva
a cabo en lineas similares al estudio del coeficiente de transferencia de masa en el apartado
anterior.

Por lo tanto, de la misma manera que en la Fig. [4.3) con el fin de hacer el grafico de
contorno del factor de efectividad en la Eq. , cambiamos los valores de uy y ¢, en
funcién de las magnitudes geométricas relacionadas con la forma de los poros. Los resultados
para dos valores diferentes de velocidad de reaccién k se representan en la Fig. [£.6] Como se

puede ver en este grafico de contorno, el factor de efectividad aumenta a medida que el poro
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se hace maés estrecho en la salida, es decir, para valores bajos de mo y m; . Para expresar esta
dependencia de una manera més clara, en la Fig. [£.7] representamos graficamente el factor
de efectividad para cuatro poros simétricos que aparecen en el recuadro Ec. . Como
se puede deducir de esta figura, el factor de efectividad en los poros puede ser disminuido o
aumentado dependiendo de la relacion especifica entre la longitud de la entrada de los poros,
w(0), y la salida, w(L). Esto confirma que cuando la boca del poro es mas ancha que la

salida, se incrementa la eficiencia.

Figura 4.6: Gréfico de contorno del factor de efectividad 7, definido en Ec. en funcién
de las pendientes del poro m; y ms. Las indicaciones son las mismas que en la Fig. 4.3 Esta
figura presenta dos graficos de contorno correspondientes a dos valores para la velocidad de
reaccion kK = 1.0 y 0.1, del lado izquierdo y derecho, respectivamente.

En vista de estos resultados, podemos concluir que los poros en forma de embudo como
el rojo en la Fig. parecen ser las geometrias apropiadas para maximizar la cantidad de
material adsorbido en un material poroso compuesto de poros cénicos. Justificamos esta afir-
macién en términos de dos observaciones. En primer lugar, porque, como hemos demostrado,
la tasa efectiva de adsorcion en el interior del poro es mayor en una geometria de embudo
que en un poro rectangular debido al aumento del area efectiva de adsorcién. En segundo
lugar, como se puede ver de los sistemas de celdas esbozadas dentro de la Fig la relacién
entre el drea/volumen del poro rojo es mayor que, por ejemplo, en el poro azul, y, por lo
tanto, una serie de poros similares se puede disponer en forma mas compacta a lo largo de
una membrana. Recuerde que el tamano de la entrada fue fijado. Esta disposicién optimiza
el drea superficial externa eficaz (proporcional a €g), asi como el drea activa en el interior del

poro (proporcional a ey ).
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Figura 4.7: Factor de efectividad en Ec. (4.33]) como funcién de la velocidad de adsorcién &
para cuatro poros simétricos (my = —m;) dibujadas en el recuadro. El valor de la pendiente
ms en Ecs. (4.6) es mostrado.

En resumen, en esta seccién hemos proporcionado un modelo aproximado capaz de des-
cribir el comportamiento general del coeficiente de transferencia de masa y del factor de
efectividad en términos de la forma de poro para la mayoria de los posibles geometrias de po-
ros trapezoidales. Sin embargo, como hemos anticipado, el modelo presentado en esta seccion
no es apropiado para el estudio de los poros inclinados de anchura constante. Esta falla del
modelo puede verse como lineas negras en los graficos de contorno de las Figs. y Por
completez, en el siguiente apartado se procede a realizar una ampliacién de nuestro modelo

con el fin de incluir a estos poros representadas en el recuadro de la Fig.

4.6. Aproximacion de poros inclinadas de anchura cons-

tante

Un aspecto limitante sobre las soluciones analiticas de las Ecs. y en la
ecuaciéon general de Fick-Jacobs para poros trapezoidales dadas en la Eq. es de caracter
matematico. Como se puede ver en las Figs. y [£:6] cerca de la linea my = m; hay una
zona de rapida variabilidad que se ve en las figuras como regiones negras. Este error en las

soluciones se debe a la utilizaciéon de funciones de Bessel cerca del punto singular ugy. Por
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lo tanto, para los poros inclinados (mg = my) los valores de los coeficientes de transferencia
de masa y factor de eficacia encontrados en las Ecs. y , y representados en las
Figs. v [4.6] respectivamente, conducen a resultados poco fiables. Desde un punto de vista
matematico, esto es debido al hecho de que los poros inclinados de anchura constante se
obtienen como el limite de |ug| — oo. Por lo tanto, para la regién de los poros cilindricos
donde my ~ m; (incluyendo el poro rectangular estudiado por separado en la seccién es
mejor utilizar algin modelo aproximado como el que se presenta en esta seccion.

Para este tipo de poros, en lugar de resolver directamente (4.14]) vamos a utilizar que
para los poros inclinadas de anchura constante |u| <& uy donde uy = xo/L. Por lo tanto,
podemos aproximar la velocidad adimensional por su expansiéon de Taylor 1/(u — uy) ~

—(1/ug)[1 + (u/ug) + (u/ug)?...]. Usando sélo el término de orden cero y sustituyendo esto

en la Eq. (4.14), tenemos

82_2 — i@_Z — ¢ Z = 0. (4.35)
Esta ecuacién puede resolverse facilmente para la concentracion Z y las condiciones de fron-
tera indicadas en las Ecs. y (4.23) con software matemdtico estandar. Usando estas
soluciones y regresando a las variables originales, se calcula entonces el flujo en la entrada con
la Ec. (4.12)). Finalmente, comparando con las definiciones de las Ecs. y (4.11)), respec-
tivamente, se tiene que, para los poros puramente inclinados, el coeficiente de transferencia

de masa y el factor de efectividad son

k. D 1 1\2 1\2
oT_ T - 2 - th 2 _
ko Dy | 2ug ¢T * <2U0> «© ¢T * <2u0> 7
4 2
= Yo . (4.36)
2 1)? 2 1)?
(2up — 1) |1+ ugy/ P2 + (%) coth {/¢2 + (%>

Las implicaciones geométricas de estas dos ecuaciones se pueden entender mejor haciendo una
serie de Taylor de cada pardmetro en términos de 1/ug ~ 0 . Hasta orden cero, el coeficiente
de transferencia de masa y el factor de efectividad para los poros puramente inclinados se

pueden aproximar como

k. D,

&~ D ¢, coth(e,), (4.37)
1

nr ~ ¢— tanh (b.r. (438)
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Comparando las Ecs. (4.37) y (4.38) con las de un poro rectangular dada (4.21)) y (4.25)),

se puede justificar que el estudio del coeficiente de transferencia de masa y el factor de
efectividad para los poros puramente inclinados y poros rectangulares es bastante similar.
La diferencia radica en la magnitud del médulo de Thiele utilizado en ambos casos. Para
un poro rectangular, el médulo de Thiele es ¢, definido en la Ec. , y para los poros
inclinados, ¢, definido en la Ec. .

Con el fin de poner esta discusion en términos de cantidades mas simples, notamos que,
en un poro puramente inclinado mo =~ m; = m. Por lo tanto, de las Ecs. tenemos
D, = Dy/(1 +m?) y v, = 2¢/1+ m?2. Cambiando el médulo de Thiele en la Eq.
de acuerdo con estas expresiones e ignorando los términos de orden superior de uno en la
expansion alrededor 1/ug en las Egs. y , podemos obtener que el coeficiente de

transferencia de masa y el factor de efectividad para los poros puramente inclinados son:

b (1
1
I = ¢_ tanh ¢y, (440)

respectivamente, donde el subindice m en estas definiciones hace hincapié en el hecho de que
estas expresiones tiene que ser utilizadas sélo para poros inclinados de anchura constante. En

esta aproximacion, el modulo de Thiele normalizado de un poro inclinado se puede escribir

usando la Ec. (4.26]) como

Om _ (1 4+m?)¥/4, (4.41)
Ps
donde m es la pendiente de las dos paredes.

En la Fig. [4.§ representamos graficamente en colores célidos el valor del coeficiente de
transferencia de masa y el factor de efectividad definidos en las Eqgs. y (4.33)), respec-
tivamente, para una serie de poros que cumplen las relaciones entre las pendientes indicadas
en el recuadro de la izquierda. Esto significa que estamos considerando cortes en los gréaficos
de contorno de las Figs. y Como hemos comentado, cerca de la zona de my =~ my, la
solucion de las Egs. y no da resultados fiables y presentan la singularidad antes
mencionada. En la Figll.8| esto se ve como lineas verticales que cambian rapidamente cerca
de la zona donde my =~ m;. Por lo tanto, en estos casos, las soluciones encontradas en las
Ecs. (4.28) v del modelo matematico presentado en (4.14]) no son confiables.

Sin embargo, este defecto del modelo se puede superar mediante el uso en lugar del hecho
aproximada en la Ec. . Los valores para el coeficiente de transferencia de masa y el

factor de efectividad se dan en las Ecs. (4.39)) y (4.40]), y se representan como puntos negros
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en la misma Fig. 1.8 Como se puede ver, en todos los casos, las expresiones aproximadas para
poros inclinadas en las Ecs. (4.39) y (4.40) son consistentes con el comportamiento esperado
de las expresiones mas generales en las Ecs. (4.29)) y (4.33]) para los poros que no tienen la

singularidad.
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Figura 4.8: Coeficiente de transferencia de masa normalizado y factor de efectividad defini-
do en Ecs. y , respectivamente, como funcién de la pendiente my. Cada linea
representa una relacién especifica entre las dos pendientes my y m; que se especifica en la
figura. Por ejemplo, la linea magenta representa a los poros simétricos ms = my. En todos
los casos, la regién my &~ my (que corresponde a los poros puramente inclinados dibujados el
el recuadro de la derecha) presenta una singularidad. En esta zona, nuestros razonamientos
en esta secion permiten usar los esquemas aproximados de las Ecs. y (4.40) para estos
parametros. El resultado de estas expresiones se marca como un punto negro en cada linea
que, como puede verse, es consistente con el modelo general.

En conclusion, nuestro aproximacion permite estudiar todas las geometrias trapezoidales
desde un punto de vista muy general, desde los poros inclinados de anchura constante a
los poros de anchura variable con cualquier combinacién de inclinacién y anchura. Como se
ha comentado en la introduccién, la tnica limitacion de nuestro modelo tiene que ver con
las hipdtesis de la reduccién de Fick-Jacobs que comentaremos mas adelante en la siguiente

seccion.

4.7. Discusion y conclusiones

En este trabajo se ha utilizado un esquema generalizado de Fick-Jacobs que nos permite
describir la relacion de los procesos de difusion y adsorcion con la geometria de los poros desde
una perspectiva muy general. Este estudio nos ha permitido cuantificar y predecir los valores
de dos cantidades importantes en la comprension y el diseno de reactores compuestos de
poros en forma de cuna y cénicos. Estos dos parametros son el coeficiente de transferencia de

masa y el factor de efectividad para una reaccién de adsorcién de primer orden. En particular,
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Figura 4.9: Perfiles de concentracién obtenidos de la ecuacién generalizada de Fick-Jacobs
en Ec. (lineas) comparados con los obtenidos de resolver directamente la ecuacién
de balance de masa en dos dimensiones, Ec. (marcadores). En la parte de arriba se
representa el perfil estacionario para tres diferentes valores de k. Esto para poros simétricos
cumpliendo my = —m; = 0.5. En la parte baja presentamos la variacion de los perfiles
de concentracién en funciéon de las pendientes de cuatro poros simétricos. En este caso,
la constante de velocidad es fija k = 0.1. Los péneles izquierdo y derecho representan las

distintas condiciones de frontera de las Ecs. (4.19)) y (4.23)), respectivamente.
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este estudio nos permite demostrar que la transferencia de masa a través de una membrana
se puede mejorar mediante el uso de poros simétricos que son mas estrechos en la entrada
y cuyas paredes forman angulos de entre 45 °y 55°aproximadamente. El angulo particular
depende de la longitud del poro y la velocidad de reacciéon. Por el contrario, cuando uno
estd interesado en mejorar el proceso de adsorcion, nuestro estudio demuestra que los poros
en forma de embudo (cuya entrada es méds ancha que su salida) puede aumentar el valor del
factor de efectividad en una cantidad apreciable en comparacién con los poros rectangulares.

Las ventajas de este tipo de trabajo se encuentran en varios aspectos. En primer lugar, el
esquema de Fick-Jacobs generalizada proporciona soluciones que nos permiten conocer con
precision las dependencias de k y n con la geometria especifica del poro. En segundo lugar,
ya que este sistema proporciona un marco para estudiar el poro dentro de una celda, este
modelo nos permitiria estudiar en el capitulo siguiente la interrelacion de estas cantidades con
la disposicion de los poros en materiales reales. Esto significa que nuestro modelo permitiria
en el futuro tener en cuenta las porosidades externas y volumétricos para lograr minimizar
costos en los materiales de adsorcion. Estos dos aspectos combinados representan un marco
de referencia valioso para el diseno industrial de materiales con propiedades muy especificas
de adsorcion y de transferencia de masa en términos de la cantidad de poros, su geometria y
su arreglo.

De manera notable, la utilizaciéon de las definiciones y la metodologia encontrada en
este trabajo se puede extender a geometrias mas generales, siempre y cuando los poros que
forman el material poroso cumplan las hipétesis del esquema de Fick-Jacobs [4.16]. Por
ejemplo, creemos que el esquema de proyeccion utilizado aqui se puede aplicar en geometrias
sinusoidales semejantes a las zeolitas [4.20], [4.16], donde la presencia de cuevas y gargantas
constituye un factor clave en la eficiencia de la adsorcién de esos materiales .

Como hemos comentado en la introduccion, la validez de la ecuacion generalizada Fick-
Jacobs que utilizamos en este capitulo tiene que ser probada en un estudio riguroso cuyos
detalles superan la extensién de este trabajo. Esto requiere una comparacion detallada de las
soluciones del esquema de Fick-Jacobs generalizada y la solucién de la ecuacién de balance
de masa. En este trabajo, s6lo podemos anticipar algunos resultados preliminares. En la Fig.
4.9] se comparan los perfiles de la concentracion deducida directamente de la ecuacion de
balance de masa en la Eq. y el perfil de concentracion del régimen aproximada de la Ec.
[M.8l En esta figura, los diferentes perfiles de concentracién para varias constantes de velocidad
k y pendientes m se representan, con Dy, L y w(0) con los valores fijos como antes. Como
se puede ver, el esquema de Fick-Jacobs generalizado (lineas) tiende a sobre estimar el flujo
en la entrada cuando la reacciéon quimica tiene un valor mayor de x 2 1.5. Esto se esperaba

del esquema de Fick-Jacobs ya que, en estos sistemas, la hipétesis sobre la jerarquia de los
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tiempos caracteristicos de transporte difusivo y quimico discutida en la seccién [4.2| no se
cumple.

En la fila inferior de la Fig. |4.9] representamos graficamente las soluciones del sistema
proyectado cambiando la geometria del poro para un valor bajo de x. En este caso, los
resultados del modelo reducido estan en buen acuerdo con la solucién directa del problema
heterogéneo (marcadores). Por lo tanto, nuestro estudio preliminar muestra que la posible
sobreestimacién de flujo (y, por lo tanto, la sobreestimacién de k, y 7,) no cambian de manera
significativa las implicaciones geométricas de nuestro trabajo, por lo menos para el modulo
de Thiele ¢, < 5. Esto hace nuestro modelo muy conveniente para el estudio de sistemas
como los de las Refs. [4.13], 4.34], 4.12], [4.39, [4.22] en mecanismos donde la difusién interna o
la reaccién sean los pasos limitantes.

Como hemos sugerido antes en la Ref. [4.16], el rango de validez de la ecuacién de Fick-
Jacobs generalizada puede extenderse en trabajos futuros para cuando la relacién particular
entre coeficiente de difusion efectiva y la reaccién quimica en un esquema proyectado pueden
entenderse mejor. Por lo tanto, el uso de esta metodologia para valores mas altos de x de-
pendera de que conozcamos cémo el coeficiente de difusién eficaz es corregido por la reaccién
quimica, es decir, Dpj(x) — Dpj(z, k). Esto se hard en el ltimo capitulo de esta tesis.
Mientras tanto, nuestro trabajo en este capitulo establece un primer paso en el desarrollo de
nuevos esquemas de estudio en procesos de difusiéon-adsorcion en sistemas confinados para

mecanismos quimicos mas generales y geometrias mas complejas.
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Capitulo 5

Relacion entre la porosidad y
tortuosidad de una membrana
formada por poros irregulares
desconectados y el coeficiente de

difusién espacial del modelo
Fick-Jacobs

Resumen

En el estudio en medios porosos se acostum-
bra utilizar un coeficiente de difusién efectivo
con el fin de cuantificar la disminuciéon de flu-
jo a través de una membrana. Esta disminucién
estd relacionada con la porosidad y tortuosidad
del material. Ambas cantidades se relacionan con
la disminucion del volumen disponible dentro de
la membrana y, por lo tanto, pueden ser estudia-
das desde un punto de vista geométrico. En este
trabajo, se utiliza el modelo de reduccion de Fick-
Jacobs con el fin de estudiar la relacién entre el
coeficiente de difusion derivado del esquema de FJ que depende de la coordenada espacial y
el coeficiente de difusion macroscépica de una membrana. Este trabajo hace hincapié en la
relacién matemadtica entre los promedios sobre la forma microscépica de los poros y algunos
pardametros macroscopicos utilizados en la caracterizacion de medios porosos. Ademads, nues-
tro estudio generaliza una expresion cerrada para el coeficiente de difusién efectiva de un poro
que considera tanto poros periddicos como no periddicos, asi como poros con tortuosidad o
inclinacién.
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5.1. Introduccion

Si la difusién se lleva a cabo dentro de una membrana, el coeficiente de difusion efectiva D,,
es menor que el coeficiente de difusiéon molecular en ausencia de medio poroso Dy [5.39]. La
proporcién entre ambos coeficientes D/ Dy se llama la difusividad del medio poroso [5.19).
Varias expresiones para este coeficiente se han obtenido previamente basadas en correlaciones
empiricas, asi como en modelos tedricos, donde diversas simplificaciones de la geometria de
los poros tienen que ser asumidas para obtener una expresion sencilla para el flujo total
[5.306], 5.15] 5.10]. En la mayoria de estos modelos, es costumbre dividir la difusividad en tres
factores: el espacio vacio dentro del medio poroso, la longitud del camino promedio que la
particula tiene que viajar con el fin de cruzar el medio y, por tltimo, los cambios en la seccion
transversal de los poros que genera divergencias del flujo [5.39, 5.13]. Estos tres factores se
toman en cuenta usando tres parametros caracteristicos de los medios porosos: la porosidad
¢, tortuosidad 7 y el factor de constricciéon ¢, respectivamente. La representacion mas
comun para el coeficiente de difusién eficaz de una membrana porosa D,, en funcién de estos

pardametros es [5.21]

¢

La tdltima frase hace hincapié en el hecho de que no hay acuerdo respecto a la forma especifica
de esos parametros, debido a que, segin el modelo de poro especifico utilizado, cada pardmetro
depende de los otros dos en diferentes formas [5.37, [5.4]. Este obstaculo no ha impedido que
tales cantidades se sigan utilizando en la descripcion experimental de medios porosos. Algunos
ejemplos recientes de este punto estéan en las Refs. [5.17, 5.40, [5.18, [5.23| [5.24].

En términos generales, dos enfoques diferentes pueden llevarse a cabo en la modelacién
del flujo efectivo de difusién a través de un medio poroso. En el primero, el medio poroso
se visualiza como el espacio intersticial entre particulas solidas de formas precisas. En este
enfoque, los flujos difusivos y volumétricos a través de las particulas se calculan dentro de
una celda unitaria cuya porosidad se toma como representativa de todo el material [5.33]
5.32, 5.41]. Este enfoque es més conveniente para medios porosos granulares. En el segundo
enfoque, el medio poroso se describe como un manojo de tubos casi cilindricos donde el
flujo interno promedio se puede calcular facilmente [5.27, [5.28] [5.8] [5.16]. A continuacién,
una distribucion especifica que establece la geometria de los poros se asume con el fin de
promediar los flujos internos [5.29 [5.38, [5.31]. Estos modelos son mé&s convenientes para
describir un medio poroso no estructurado donde los efectos locales de las uniones de los
poros se pueden promediar [5.12]. Estos dos esquemas tradicionales para la descripcién de

la difusién en medios porosos se han confirmado en varios experimentos fisicos y numéricos
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para diferentes tipos de materiales porosos [5.36] 5.1, [5.12]. Ademds de estos modelos, varias
técnicas numéricas se han desarrollado en este sentido. Para una revision, ver Ref. [5.10].

La idea de este trabajo es combinar estos dos enfoques analiticos con el fin de describir
el coeficiente de difusién efectivo de un medio poroso compuesto por poros irregulares e
independientes. Por lo tanto, vamos a utilizar la idea de un sistema poro-celda de la primera
aproximacién y el proceso de promedio sobre el flujo interno de la segunda. Nuestro modelo
se asemeja a los esquemas utilizados en los modelos de capilares paralelos [5.27, 5.8, [5.16]. La
diferencia con estos enfoques citados es que en nuestro modelo, el flujo dentro de los poros
se puede calcular de manera muy precisa mediante el esquema de proyeccién del modelo de
Fick-Jacobs (FJ). Esta aproximaciéon de campo medio nos permitird establecer expresiones
cerradas para la porosidad, tortuosidad y el factor de constricciéon en términos de la anchura
del poro, su inclinacién y sus cambios de seccién transversal. Al utilizar el modelo FJ estamos
interesados sélo en el régimen de difusién, es decir, en procesos en los que la velocidad
volumétrica de las particulas que fluyen dentro del poro es despreciable.

En este enfoque de Fick-Jacobs, la ecuacién de difusién a través de un canal se promedia
a lo largo de la direccion transversal dando como resultado una ecuacién para el transporte
a lo largo de la coordenada longitudinal z [5.42]. Esta integracién supone que la sinuosidad
y corrugacion de los poros no es tan grande, de tal manera que la direcciéon de flujo no
se desvia mucho de la direccién de transporte [5.35, 5.7, 5.3]. Bajo estas restricciones, la

siguiente ecuacion es valida para la concentraciéon promedio Cpy(z,t) [5.25] 5.22]

ot :w(x)(‘?_x Dry(w)w(z) Ox

Figura 5.1: Geometria del sistema poro-celda. El espacio vacio (en blanco) tiene un ancho
local w(x) a y longitud interna Ly. Se muestra una rebanada de longitud [,, entre dos areas
adyacentes de medida w,, y w, 1. La celda completa tiene largo L y ancho W. Se muestran
los ejes coordenados con x la direccion de transporte. La coordenada z estda medida a lo largo
de la linea media del poro empezando desde el lado izquierdo.

donde w(z) representa el area transversal del poro y Dpy(z) es un coeficiente de difusién

efectivo que considera el efecto de las paredes sélidas en el flujo [5.20} 5.35] 5.34]. Varios
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métodos para la obtencién de este coeficiente efectivo se han proporcionado en funcién de
la geometria y la dimensionalidad del sistema. Estos modelos van desde argumentos semi-
empiricos [5.42] [5.35] hasta mecanismos de proyeccién complejos [5.20} (5.6, [5.26, 5.30] donde
la dependencia local de este coeficiente con los parametros geométricos se ha estimado en
varias 6rdenes de aproximacién. Para un sistema bidimensional, la mayoria de estos coefi-
cientes se puede reducir en cierta aproximacion [5.34] a la expresion que utilizaremos en este

trabajo sélo con fines ilustrativos [5.6]:

Do

_D p—
ri@) =17 n2(x) + Sw(z)’

(5.3)

donde h(z) representa la linea media del canal y el subindice x denota derivada respeto
x, ver Fig. [5.1 En la ultima expresion, la tortuosidad y constriccién del poro provocan
una disminucién local del flujo [5.42]. Por tanto, a diferencia de los modelos tradicionales
de tubo articulados [5.27], [5.16, 5.8], el enfoque FJ considera explicitamente la divergencia-
convergencia del flujo cerca de cuellos y embudos con el uso de condiciones de frontera
apropiadas [5.2], 5.3], 5.7].

En su estado actual, la aplicacion del régimen de FJ en la obtencion de un coeficiente de
difusion efectivo de todo el sistema se limita a los poros periddicos, donde este coeficiente D*

(Sh]

5 = (Do), o

Los paréntesis representan un promedio espacial durante un periodo de poro [5.14]. Hacemos
hincapié en el promedio espacial utilizando el subindice X. En poros periddicos, esta expresion
tedrica para el coeficiente de difusién efectivo de Festa y d’Agliano ha sido confirmada
comparando el coeficiente de difusiéon FJ con la dindmica Browniana [5.5] y la teoria de
macrotransporte [5.11].

El objetivo de este trabajo es estudiar la relacion que existe entre el bien conocido coe-
ficiente de difusiéon efectivo de las membranas definidas en la Eq. y el coeficiente de
difusion espacial derivado del enfoque FJ en la Eq. . Con el fin de hacer eso, vamos a
estudiar el medio poroso en tres niveles diferentes: en primer lugar, considerando solo el poro,
a continuacion, el poro dentro de una celda rectangular y, por ultimo, teniendo en cuenta un
sistema compuesto de varios poros.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la seccion [5.2.1|vamos a establecer
la resistencia efectiva de un poro basados sélo en argumentos de conservacion. En la seccion
[5.2.2] se compara el flujo del sistema poro-celda con el fin de obtener una generalizacién de la

Ec. (5.4) para poros no necesariamente periddicos y que pueden estar inclinados. En la seccion
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generalizamos este método para una celda de multiples poros con el fin de relacionar
el coeficiente de difusién Dpy(z) con D, en la Eq. (5.1)). En la seccién ilustramos cémo
comparar los resultados del método de FJ con aquellos de la teoria medio efectivo. Por ultimo,
en la seccién [5.4] se discuten los alcances y las perspectivas de nuestro trabajo.

Antes de continuar, queremos hacer hincapié en que este trabajo se centra en los aspectos
geométricos del transporte y, por lo tanto, se lleva a cabo en un sistema bidimensional con

el fin de evitar complicaciones matematicas innecesarias.

5.2. Coeficiente de difusion efectivo de una membrana

de poros no interconectados

En este trabajo vamos a considerar solamente los medios porosos del tipo de capilar-
paralelo . En este sistema, las siguientes condiciones se cumplen: 1) el material puede ser
visto como una coleccién de poros no interconectados, 2) todos los poros estéan abiertos por
ambos extremos de la membrana y no se conectan con ellos mismos, 3) las paredes internas de
los poros tienen geometrias que se puede aproximar por funciones continuas y diferenciables,
y 4) la anchura caracteristica del poro es mucho menor que la longitud del poro. Las dos
primeras hipdtesis permiten calcular promedios sobre el material de una manera simple. Las
ultimas dos hipétesis permiten establecer la validez del sistema de reduccion de Fick-Jacobs
en cada poro.

En esta seccion, primero vamos a utilizar el esquema de FJ con el fin de calcular la
resistencia a la difusién que un solo poro ejerce sobre el flujo de material. En este tratamiento,
cada seccion del poro es vista como una resistencia individual y, por lo tanto, la resistencia
total es la de un circuito en serie. A continuacién vamos a estudiar el sistema poro celda, donde
cada poro individual estd encerrado en una celda rectangular de tal manera que la disminucion
de volumen efectivo disponible es también tomada en cuenta. Este sistema de poro-celda es
especialmente conveniente para medios porosos artificiales donde la geometria de los poros
y la disposicién de multiples poros pueden ser controladas facilmente. Por tltimo, vamos a
ampliar estas ideas a los sistemas mas generales, donde el efecto de diversas geometrias se

puede considerar de forma simultanea.

5.2.1. La resistencia interna al flujo difusivo de un solo poro.

Consideremos un poro sencillo de longitud longitudinal L como el de la figura[5.1] Vamos
a suponer que el poro esta inicialmente vacio y a continuacién se llena debido a una diferencia

de concentracion en ambos lados del material AC' = C,, — Cy. El ntimero de particulas que
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atraviesan una seccién del poro puede medirse mediante el flujo total H dado por
H = /J -dw. (5.5)

donde w(x) es el drea del poro en cualquier punto x y J es el flujo por unidad de superficie
transversal. Ahora dividimos el poro en N rebanadas a lo largo de la direccion vertical, ver
Fig. 5.1} La idea es que cada rebanada presenta una resistencia individual para el flujo que
es simple de calcular. La anchura de esta subdivision se toma lo suficientemente corta como
para poder considerar que el area transversal de cada rebanada w,, = w(z,) es mas o menos
constante en el punto x,. La longitud entre cortes adyacentes se toma como [, y se puede
medir, en una primera aproximacion, como la longitud entre dos puntos centrales de dos
paredes, adyacentes w,, vy w,41. Esta longitud depende de la sinuosidad o la inclinacion del
canal. En el estado estacionario, se puede considerar que en cada uno de las IV resultante areas
transversales el niimero de particulas que fluyen por segundo es aproximadamente constante.

Esto significa que la Eq. (5.5)) es vélida para cualquier area transversal w,,. Por tanto

JJzi/Jﬁ~dwm (5.6)

Ahora, si el modelo FJ es valido en la geometria particular del poro, entonces el flujo a lo
largo de cada trapecio irregular obedece a una ley Fickeana de difusién. En este caso, el flujo
por unidad de area en la n-ésima rebanada es j, ~ —D,(C,+1 —C,)/l, donde D,, = Dp;(x,)
es el valor local del coeficiente de difusién Dp; cerca de la n -ésima rebanada. Es aqui donde
usamos el resultado del esquema reducido de Fick-Jacobs. Ahora vamos a suponer que las
desviaciones locales del flujo a lo largo de las coordenadas transversales no son comparables
con el cambio total de la concentracion a lo largo de la direccion longitudinal del poro. Esta
hipétesis es la misma que en el enfoque de FJ [5.42] [5.35]. En este caso, la integral anterior

€s

Dn W,

Az

H=— (Cst — C), n=1,...N. (5.7)
5o

En analogia con el lenguaje de los circuitos, la cantidad entre corchetes se puede ver como la

inversa de la resistencia local al flujo de cada rebanada, esto es

B Ax
- Dyw,’

Por lo tanto, p,, depende de la anchura, su longitud local y el coeficiente de difusién efectivo

P (5.8)

en una vecindad de la rebanada. La resistencia efectiva del poro p, se puede definir a
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través de la ecuacion

1
H=—(Cy ~ ). (5.9)

Con el fin de obtener una expresion para esta resistencia total p, en términos de las resistencias
individuales, es facil aplicar induccién matematica sobre las n rebanadas cumpliendo la Eq.
. El resultado es el mismo que para un circuito de resistencias conectadas en serie y, por
lo tanto, la resistencia total de un poro es la suma de las resistencias individuales de cada

rebanada. Esto es

N
Ps N an. (5.10)
n=1

En esta expresion, el simbolo de aproximacion significa el hecho de que el resultado depende
del nimero de rebanadas en que se divide el poro. Sustituyendo la Ec. para resistencias
individuales y el hecho de que [,, = \/% dx para dr = L/N en el limite de N — oo
(ver Figura , esta expresion se puede calcular en el limite de infinitas rebanadas. En este
caso, la suma sobre las N rebanadas se convierte en una integral a lo largo de la coordenada

espacial x, y tenemos

r 1
ps—/o mdm. (5.11)

En esta expresion, la longitud longitudinal del poro L, es decir, su longitud medida a lo
largo de la direccion de transporte x, no necesariamente es la misma que la longitud real del
poro L., ver Fig. |5.1| De acuerdo con estas dos longitudes caracteristicas del poro, la tultima
ecuacion se puede escribir de dos formas diferentes. La primera de ellas es en términos de un
promedio a lo largo de la coordenada longitudinal z. Si definimos el promedio espacial a lo

largo de x como (f(z))x = T fOL f(z)dz, la dltima ecuacién se puede escribir como

% =~ >12)

Esta expresion hace hincapié en que el promedio entre paréntesis tiene el significado de una
resistencia por unidad de longitud a lo largo de z. La segunda forma de expresar la Eq. (5.11])

es utilizando la coordenada auxiliar

z(z) = / V' 1+ h2(z")dx! (5.13)

0

Esta coordenada se mide a lo largo de la linea media del poro, véase la Fig. 5.1} Su valor en
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x =0 es cero y su valor en x = L es la longitud real del poro z(L) = L, . Utilizando la Eq.
(5.13), la relacién entre ambas longitudes puede ser escrito como

Y (VT R@)x (5.14)

En términos de la variable z, podemos definir el promedio a lo largo de la linea media como

(f(2)) 2 |3 f(2) dz. En estos términos, la Eq. (5.11) puede escribirse como

Ps _ 1 — h2(z)
() .

En este caso, el promedio entre paréntesis va tomada a lo largo de la linea media de los poros

y, por lo tanto, tiene el significado de resistencia por unidad de longitud interna o longitud
real del poro.

La importancia de las Ecs. y es que hacen hincapié en el caracter local del
término dentro de los corchetes. Estas expresiones, junto con la relacion dada en la Eq. ,
constituyen una herramienta eficaz para relacionar los aspectos geométricos microscépicos que
estan implicitos en los promedios de las Ecs. y y las cantidades macroscépicas

que se pueden medir facilmente en experimentos simples de adsorcion a través de la Ec. (5.9)).

5.2.2. Difusién efectiva de un sistema poro-celda

En esta seccion nos centraremos en la importancia del material solido alrededor del poro
y como afecta al transporte difusivo de una membrana. Con el fin de hacer esto, en esta
seccion vamos a considerar un sistema poro-celda como el representado en la Fig. |5.1, Este
sistema puede ser representativo de una membrana solo si la relacién entre el volumen vacio
de los poros y el de la celda es equivalente a la misma relacién medida en todo el material.
Consideremos el poro estudiado antes en el apartado interior dentro de una celda de longitud
L y la anchura W. Haciendo caso omiso de la forma particular del poro, el coeficiente de

difusién efectivo de esta celda D, se puede definir a través de la relacion

D.W
L

Un aspecto importante a destacar en esta ecuacién es que la longitud del poro es la misma

H=-

(Cy = Co). (5.16)

que la longitud de la celda con el fin de cumplir con la hipétesis de que el poro esta abierto
a ambos extremos. En esta definicion, el flujo total de particulas H debe ser el mismo que el
flujo en Eq. ya que las particulas que cruzan al otro lado deben ser las mismas [5.13].
En este caso, la comparacion entre las Ecs. y (5.16) da como resultado una relacién

entre el coeficiente de difusién efectivo de la celda y la resistencia del poro contenido en el
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interior:

L1
=¥

Esta ecuacion identifica dos tipos de dependencias en el coeficiente de difusion efectivo. El

D, (5.17)

primero tiene que ver con la estructura interna de los poros a través de la expresion ps. El
segundo aspecto tiene que ver con la relacién entre los tamanos relativos de los poros y la
celda. Para ver esto, vamos a definir la porosidad geométrica de la celda ¢. en la forma

habitual como la relacién entre el volumen vacio y el volumen de la celda [5.19, [5.39, 5.13].

Esto es
fOL w(zx) dx
=0 5.18
b= 1 (518)
Esta relacion se puede escribir en términos de las variables z y z como
1 Ly 5
6 = lwe))x = 7o (wVI= (). (5.19)

Ahora definimos la tortuosidad geométrica del poro como de costumbre, es decir, como
la relacién entre el cuadrado de la longitud real de los poros y la longitud a lo largo de la
coordenada longitudinal [5.9]. Utilizando la Ec. ((5.14]), esto es

= (%) =TT (5.20

Debe tenerse en cuenta que, por construccion, ¢, < 1y 7. > 1. En estos términos, usando
estas definiciones en Eq.(5.17)), el coeficiente de difusién eficaz de una celda se puede escribir
de dos formas equivalentes. La primera de ellas es utilizando ps como en Ec. (5.12)). En este

caso, Ec. (5.17) es

De la comparacién de esta ecuacion con la Ec. ([5.4)), es evidente que esta tltima ecuacién es un
caso particular de la ecuacién deducida por nosotros en Eq. ((5.21]). Sin embargo, a diferencia
de la Ec. ([5.4)), nuestra ecuacién es valida para los poros periddicos y no periddicos, asi como
para los poros horizontales e inclinados, siempre que el esquema de F'J sea valido para el poro.
Otra diferencia es que la Ec. (5.4) Se toma en cuenta s6lo el volumen interno del poro, ¢. = 1.
Como veremos mas adelante, en el contexto de transporte en medios porosos, esto significa
que el sentido fisico del término D* en la Ec. (5.4) est4 mas cerca del concepto de factor

de constriccién que al concepto de coeficiente de difusion efectivo. En este sentido, nuestra
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expresién constituye una generalizacién de la Eq. (5.4) que, a diferencia de la deduccién de
ésta, puede ser entendida en términos de argumentos simples de conservacion.
La segunda forma de escribir la Ec. (5.17)) es utilizando por ps Eq. (5.15)). En este caso,

ambas dependencias dada en las Ec. (5.18)) y (5.20)) se introducen de forma natural en la Ec.
(5.17) y tenemos

o [(VIEEDN i ey |
DC_TC [<DFJ(Z>w(Z)>Z< (2)v1 =i )>Z] ' (5:22)

Esta ecuacién relaciona el coeficiente de difusién medido de una celda D, y el coeficiente de
difusion efectivo D local.

Con el fin de entender mejor el significado fisico del término entre paréntesis, sustituimos
la Ec. en la tdltima ecuacion. En este caso, es posible escribir el coeficiente de difusion
efectivo de una celda como en la Eq. (5.1]), es decir, en la forma D, = (¢./7.) d., siempre que

el factor de contraccién de la célula individual sea

= (A (e vimEe), 523)

14 %ng(z)] w(z)

Este término mide el cambio de la anchura del poro medido a lo largo de la linea media.
Con el fin de aclarar su significado, vamos a considerar el caso particular un poro horizontal
y simétrico, h, = 0. En este caso, usando la Ec. (5.3 tenemos Dp;/Dy = 1 + w?/12, y el

factor de constriccion d.. estda dado por

1 1
m = <—DFJ<:C) (@) >X (w(x)) 5 - (5.24)

A partir de esta ecuacién es claro que el término de constricciéon considera las existencias

2

2 en el coeficiente de difusion local de Dp;(z).

de embudos o gargantas a través del factor w
Cuando la tltima ecuacion se compara con la Ec. , podemos concluir que el coeficiente de
difusién D* se puede interpretar como un factor de constriccion en el contexto de la difusion
en medios porosos. Por lo tanto, D * se relaciona con la resistencia intrinseca del poro a fluir.
De la forma funcional de la Ec, se espera que los efectos del factor de constriccion sean
notables sélo cuando el poro tiene un gran tortuosidad o inclinacién (medidas principalmente
a través de h2) o tiene cuevas y gargantas marcadas (medidas principalmente por w?).

Por 1ltimo, la Ec. demuestra que la divisién en tres aspectos diferentes de la
disminucién en el coeficiente efectivo de difusion en la Ec. constituye una separacion
mas bien artificial. Los aspectos relacionados con la anchura de los poros no pueden ser
separados de los aspectos relacionados con la inclinacion o la constriccién, por lo menos para

el tipo de poros que estamos considerando. Sin embargo, la importancia de este estudio es
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que permite relacionar con precisién los aspectos internos de la geometria de los poros con la
caracterizacion experimental de materiales mediante el uso de la porosidad, la tortuosidad y
el factor de constriccién que se han utilizado en gran medida en el estudio de los materiales

POrosos.

5.2.3. Membrana compuesta de miltiples poros

Los resultados obtenidos en la secciéon anterior para un sistema poro-celda sencillo se
pueden extender a las membranas con mas poros siempre y cuando todos los poros estén
abiertos a ambos extremos y no se conecten con otros. En este caso, el flujo total a través de
la membrana compuesta de P poros es simplemente la suma de todos los flujos individuales,
es decir, H; = Zi\il H,, donde hemos anadido un subindice p al flujo en la Eq. con el
fin de hacer hincapié en que el flujo es diferente para cada uno de los poros indexados por p.
En este caso, es facil demostrar que la conductividad total de la membrana 1/p, es la

suma de las conductividades individuales como en un circuito en paralelo:

1 1

(5.25)
Pp =] Psp

donde cada p,, viene dado por la Ec. . Si ahora suponemos que la membrana tiene una

anchura W y longitud L, el flujo total en este sistema estda dada por una ecuacion similar a

la Eq. pero con coeficiente de difusién efectiva D,,, para la membrana [5.13]. Por lo

tanto, podemos deducir una expresién equivalente a la Eq. , donde la conductividad

total es ahora la suma sobre todos los poros. En este caso,

LN 1

D,, = — : 5.26
0 Z ™ (5.26)

Para una membrana compuesta de P poros, la porosidad de la membrana es la suma de

todos los volumenes internos dividido por el volumen total. Utilizando la Ec. (5.18)), tenemos

il foL wy(z) dx

L-W ’

donde w, es la anchura de cada poro. Esta ecuacion se puede escribir en términos del promedio

¢m:

(5.27)
discreto sobre los poros (f(p))p = 1%25:1 f(p) como
6, = Lp@)x)p (5.28)

W/P
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En este caso, el uso de la ultima ecuacién en Ec. (5.26) resulta en

_ bm 1 -
Do = Taoe <DFJ,p<x>wp<x>>X | (5.29)

P
Esta ecuacién demuestra que la difusividad de una membrana depende del promedio de
la difusividad individual de los poros. En el caso de una membrana de infinitos poros, el
promedio discreto en los poros se puede cambiar por un promedio continuo a lo largo de
la direccién vertical, siempre que la funcién de distribucion de probabilidad de la geometria
interna se conozca en funcién de y. Se espera que los promedios a lo largo de las coordenadas
x y y no se pueden intercambiar, al menos que algunas simplificaciones se lleven a cabo.
Esto significa que, para este tipo de materiales, una funcion de distribucién de probabilidad
de la geometria interna solo en términos de longitudes y secciones transversales no parece
una herramienta apropiada en la descripcién de flujo efectivo. Sin embargo, en materiales
artificiales donde la forma de los poros y su arreglo especifico pueden ser controlados, esto
no es un problema, ya que el modelo que hemos estudiado aqui proporciona las herramientas
para estudiar la membrana cuando la geometria y el niimero de poros se conocen.

2 3 4 5 0 I 2 K} 4 5

D.=0275 ¢.=0401 D. = 0283 ¢.=0416

= =
= . Ps=755 T =112 e Ps =734 Te=127
o o, e, .
= ® Y., 8, =0.771 : . T... d, = 0.868
£ o Ty f 0.5 T T, ‘ 0.5
51 R W, A T
] A . a Yo, b, & T’""‘1’-..
,3 , - Vi, E A - '“v-u.,,'_
L} " .. .., L'} " L .
gy .9 !‘-, gy e, S
| D e—— e et ] "..............................‘...'.-..n.ma.-i..“- 0
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un
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Figura 5.2: Concentracion (arriba) y flujos totales (abajo) como funcién de la posicién y el
tiempo. El tiempo es representado por diferentes colores, siendo el rojo la condicion inicial
y azul el estado estacionario (f,q.). Valores intermedios en naranja y verde son t,,,,/10 y
tmaz /D, respectivamente. Cada columna corresponde al sistema poro-celda dibujado en el
recuadro. Los valores de referencia para el largo y ancho de la celda son W = 2.5 L = 5,
respectivamente. En la linea solida negra se dibuja la solucién estacionaria de la Ec. que
suele alcanzarse a timpos posteriores que la solucién real (linea azul punteada). Los tiempos
de estado estacionario (en azul) ¢,,,, = 25,25 y 15 respectivamente. El valor del coeficiente
de difusion en ausencia de confinamiento es fijado en Dy = 1.

111



5.3. Comparacion entre los flujos dados por diferentes

coeficientes de difusion

Con el fin de ejemplificar el uso del coeficiente de difusién eficaz y su relacién con el
coeficiente de difusion espacial del esquema de FJ en un sistema poro-celda, vamos a comparar
los flujos totales dadas por tres modelos diferentes. En todos los modelos, las condiciones de

contorno en los extremos de los poros son C(z =0) =Cyy C(x = L) = Cy = 0.

Ecuacién de difusion Primero resolvemos la ecuacion de difusion original

2 2
0Cap _ Do [8 Cop + 0 CZD} , (5.30)

ot Ox? Jy?
con condiciones de frontera de flujo nulo en las paredes de los poros. Una vez resuelta esta
ecuacién para Csop(x,y), se calcula la concentraciéon promedio en x usando Caop(z,t) =
ﬁ [, Can(x,y,t)dy [6.22]. En este caso, el flujo reducido por unidad de drea es de J =
—DydCuop/dx y el flujo total de particulas es Hop(z,t) = —Dyg w(x)dcdaw.

L

Modelo de Fick-Jacobs En esta aproximacion, se resuelve directamente la Ec. (5.2)).
El flujo por unidad de superficie se puede aproximar como J = —Dp;(x)dCg;/dx donde
Dpy(x) se da en la Eq. (5.3)) v el flujo total es

dCry

HFJ($,t) = —DFJ(a:)w(x) d .

(5.31)

Modelo de poro en celda Para el modelo poro en celda resolvemos para la concentracion

Cler cOMO:
ac(cell aQC(cell
=D —= 0.32
ot 0x? (5:32)
El flujo por unidad de &rea transversal es J = —Dc(x)%, donde D, estda dado por Ec.
(5.22) y el flujo total es entonces
dcce
Hoop(3,t) = —DW —<2. (5.33)

dx

En la solucion de los tres esquemas diferentes, se utilizaron métodos numéricos estandar.
Para los detalles, ver Ref. [5.22]. En la Fig. [.2representamos graficamente las concentraciones
y los flujos totales de los diferentes enfoques para los tres sistemas poro-celda diferentes
esbozadas en el recuadro de cada columna. En el panel superior de la Fig. [5.2] representamos

graficamente la concentracion. Se compara la concentracion de los modelos bidimensionales
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originales (marcadores), Eq. (5.30), y el esquema de FJ (lineas punteadas), Ec. (5.2). Cada
color corresponden a diferentes tiempos siendo el rojo la condicion inicial y en azul el estado
estacionario. Como se puede observar, la concentracion dentro de los tres poros irregulares se
describe bien con el esquema de FJ, incluso para tiempos transitorios [5.22]. Esto demuestra
la validez del régimen de FJ en el poro que hemos utilizado.

En la fila inferior de la Fig. [5.2] se comparan los flujos totales del esquema de FJ en las
Eqgs. y para los mismos cuatro tiempos que el panel superior. Como se puede ver,
el flujo macroscépico (lineas continuas) se puede estimar en alguna aproximacion de la Ec.
. Esta solucién da concentraciones mas altas en el principio del proceso debido al hecho
de que la concentracién en la celda se mide en todo el volumen. Sin embargo, cuando se ha
alcanzado el tiempo estacionario, el nimero total de particulas en el interior del poro (linea
azul discontinua) esta bien modelado por la descripcion efectiva (linea de color negro sélido).
De los ultimos ejemplos, se puede concluir que el uso de cantidades macroscépicas tales como
la porosidad, tortuosidad y el factor de constriccién en las membranas puede relacionarse con
las propiedades geométricas especificas de la estructura de poros utilizando el esquema que
se presenta en este trabajo a través de la Ec. . Para los tres ejemplos de sistemas poro-
celda, la resistencia interna, porosidad, tortuosidad, difusividad y el factor de constriccion que
se encuentran en las Ecs. (5.12)), (5.18), (5.20)), (5.21)) y (5.23)), respectivamente, se muestran

en la insercién de la parte superior fila.

5.4. Discusion y conclusiones

En este trabajo hemos encontrado la relacién que existe entre el coeficiente de difusion
local Dp;(x) del modelo de Fick-Jacobs y el coeficiente de difusion efectiva de una membrana
compuesta de poros paralelos de formas irregulares. Con este fin, hemos utilizado argumentos
de conservacién simples donde cada seccion del poro puede ser tratada de la misma manera
que una resistencia eléctrica. Esto nos ha permitido generalizar la expresion encontrada por
Festa y d'Agliano [5.14] que esta restringida para los poros periédicos y horizontales. Ademés,
nuestro enfoque nos ha permitido dar una expresién cerrada para el factor de constriccion
que, junto con la porosidad y tortuosidad, se emplean habitualmente en la caracterizacién de
materiales porosos.

El coeficiente de difusién efectivo que hemos encontrado permite obtener buenos resul-
tados para estimar el flujo estacionario de particulas. Este éxito se basa en el hecho de que
hemos relacionado la geometria interna del poro con cantidades macroscépicas de interés. A
partir de los resultados de la Fig. donde es claro que el flujo se estima mejor en los poros

horizontales que en los poros de alta sinuosidad, podemos concluir que un mayor orden de
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aproximacién en los argumentos de conservacion en la Ec. o en el coeficiente de difusion
en Ec. pueden ser considerados en el futuro con el fin de mejorar nuestros resultados.
Ademas, creemos que, de acuerdo con el razonamiento realizado en la Ec. , una mejor
aproximacién a la tortuosidad de los poros esbozados en la Fig. |5.2] es considerar la trayec-
toria minima a lo largo de un poro y no la tortuosidad geométrica descrito a través de la
linea media. Sin embargo, en términos generales, los resultados dados en este trabajo son
muy conveniente para poros cuya longitud es mucho mayor que su anchura.

Por 1ltimo, un aspecto interesante para estudiar en el futuro es la relacion entre la Eq.
y una posible distribucién de los poros a lo largo de todo el volumen. Esto es, nos
gustaria saber si las dos integrales de la Eq. , primero a lo largo de la direccién lon-
gitudinal de transporte (en x), y luego a lo largo de toda la distribucién vertical de poros
(en y) se pueden llevar a cabo de forma independiente. En otras palabras, queremos saber si,
bajo algunas suposiciones razonables, es posible utilizar una distribucién volumétrica de la
geometria de los poros como suele suponerse en los modelos de capilares paralelos [5.28] [5.§].
Estos modelos utilizan hipétesis sobre la direccionalidad de los poros, el flujo en las uniones
y la exclusién de poros cerrados que no necesariamente se cumplen en un sistema como el
nuestro. Sin embargo, con el fin de estudiar esta posibilidad, un estudio sobre la interconexion

de los poros utilizando el modelo FJ debe llevarse a cabo primero.
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Capitulo 6

Difusién superficial y catalisis dentro
de un poro irregular utilizando un
esquema de Fick-Jacobs

Resumen

Utilizando una ecuacién de balance
de masa, dedujimos una ecuacion efec-
tiva para la concentracion de particulas
adsorbidas que considera la difusién su-
perficial de particulas y un proceso de
adsorcién/desorcién dentro de un poro
de forma irregular. Esta ecuacién, jun-
to con la ecuacion generalizada de Fick-
Jacobs para la difusién en el bulk, nos
permiten cuantificar el aumento en el
flujo efectivo a través de un material po-
roso debido a la migracién de un gas a
lo largo de la superficie. Esta ecuacion para la concentracion superficial tiene una estructu-
ra similar a la bien conocida ecuacién de Fick-Jacobs y toma en cuenta la forma del poro
explicitamente en la ecuaciéon a través de la anchura y longitud de las paredes. Esto hace de
nuestro modelo una herramienta muy importante en la comprension de la interaccion de la
difusion y la adsorcion en materiales porosos donde la forma de los poros es conocida. En
este trabajo se predice el perfil de cobertura superficial en funcion de la geometria, los coe-
ficientes de difusion y la isoterma del proceso en varias situaciones ilustrativas que permiten
demostrar que los coeficientes de transferencia de masa efectivos aumentan con la difusion
superficial, que la difusién superficial puede dar lugar a flujos internos en direcciones opuestas
entre particulas del bulk y las adsorbidas y, finalmente, que la difusividad de las particulas
adsorbidas es mayor en las regiones estrechas del poro, en contraste con lo que sucede con
las particulas en el bulk.
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6.1. Introducciéon

La difusién superficial es la migraciéon de particulas en el estado adsorbido y es la
responsable de las inusuales tasas de transferencia de masa a través de medios porosos.
Este proceso causa un flujo mayor del que se observaria si sélo se produjera una difusién
en el bulk de particulas en un medio adsorbente [6.4]. En el tdltimo caso, las particulas
adsorbidas se estancan en las paredes y pueden dejar su posicion sélo por desorcién al bulk.
Sin embargo, bajo ciertas circunstancias del fluido y del sustrato, las particulas en el campo
de adsorcién pueden migrar a lo largo de la superficie produciendo un nuevo flujo que produce
una difusividad aparente mayor que la difusividad de un proceso en el que la fase adsorbida
es inmovil [6.20].

Este capitulo se centra en la distribucién de particulas para un poro irregular, tanto ad-
sorbidas y en el bulk, cuando el tamano de las particulas de fluido es insignificante comparado
con el ancho del poro. Consideraremos no sélo la difusién de las particulas en el bulk, sino
también la posible migracién de las particulas adsorbidas debido a la difusién superficial.
Este ultimo proceso es de gran importancia en los procesos de adsorcion debido a que en
algunas ocasiones puede ser el responsable de la mayor parte del flujo efectivo de fluidos a
través de medios porosos [6.21], [6.22], [6.23]. Este proceso se ha observado experimentalmente
en medios porosos mediante métodos de resonancia nuclear donde se ha demostrado que el
coeficiente de difusién superficial aumenta con la cobertura y la temperatura [6.28], 6.6].

La difusion de superficie se ha estudiado a nivel mesoscépico utilizando diferentes métodos
experimentales (por ejemplo, el lecho de adsorcién diferencial, el método de retardo temporal,
el flujo molar constante y el método de permeacién diferencial) [6.20]. En la mayoria de estos
experimentos, algin fluido pasa a través del medio poroso donde la reduccién del volumen
disponible debido a la fase sélida se tiene en cuenta usando los parametros de porosidad y
tortuosidad. A continuacion, se mide el flujo de particulas en funcion del tiempo. La diferencia
entre el flujo neto y el que se esperaria si sélo la difusion en el bulk estuviera presente es
atribuido al flujo de difusion superficial. Suponiendo una forma matemaética para este flujo
superficial y una isoterma particular para todo el proceso, es posible definir un coeficiente de
difusion superficial como el pardametro de ajuste de las curvas de flujo en funcién del tiempo.
Dos modelos caracteristicos para este experimento son el modelo de Kapoor-Yang [6.11] y
los modelos de Do y sus colaboradores [6.10, [6.5]. En ambos casos se supone que el sistema
es isotérmico, que las particulas adsorbidas estan en equilibrio local con las particulas del
bulk, y que los flujos del bulk y de superficie pueden distinguirse con diferentes coeficientes
de difusién con un valor constante a carga cero [6.20]. En todos los casos, el coeficiente de

difusion superficial mide la proporcionalidad entre el gradiente de concentracién a lo largo
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de la particula porosa y el exceso de flujo debido a la migracién superficial, es decir, el flujo
que no es debido a la difusion volumétrica. El problema con este tipo de enfoque es que la
forma del coeficiente de difusién superficial depende directamente de la forma matematica
asumida para el flujo en cierto experimento y, por lo tanto, la difusividad superficial parece
una cuestién de modelo mas que una cuestiéon de método, véase Ref. [6.20].

En este trabajo vamos a utilizar la idea de que el flujo volumétrico y superficial se pueden
estudiar por separado de acuerdo a su propia ecuacién. La gran diferencia con los esquemas
tradicionales antes mencionados es que estudiaremos las difusividades efectivas de bulk y
superficie a través de coeficientes de difusion que pueden medirse en el limite de carga cero a
partir de experimentos méas elementales de difusion de trazadores. Dado que estas mediciones
se pueden llevar a cabo independientemente por otros métodos, nuestro modelo para un solo
poro no depende en principio de la configuracion experimental particular. Como se vera, esto
significa que, mientras se conozca la forma del poro y el msd de las particulas adsorbidas a
carga cero sobre la superficie, nuestra metodologia permite estudiar con detalle la dependencia
de las concentraciones de bulk y superficiales con la geometria irregular del poro y la isoterma.

Para realizar este analisis en poros de forma irregular, seguiremos un procedimiento similar
al esquema de reduccién de Fick-Jacobs (FJ) para la difusiéon en el bulk y usaremos dos
ecuaciones reducidas de balance de masa para las concentraciones en el bulk y la superficie.
El principal objetivo de este trabajo es deducir una ecuacién reducida para la concentracion
superficial que considere la difusién superficial y la adsorcién/desorcién que ocurren en la
superficie del poro. Para la concentracion en el bulk, utilizaremos el enfoque FJ generalizado
deducido en la Ref. [6.19] y detallado en los capitulos previos que considera tanto la difusién
en el bulk como los intercambios quimicos con las paredes.

En el estudio de la difusion dentro de un poro irregular, el enfoque FJ considera que, si
el poro es suficientemente largo en comparacion con su anchura, solo la direccion a lo largo
del poro (la direccién longitudinal) es de interés para las propiedades efectivas de transporte
[6.30]. En este caso, los cambios de concentracién en las direcciones transversales del poro
se consideran despreciables en comparacién con los cambios en la coordenada longitudinal
[6.25]. Esto permite estudiar el proceso en términos de una sola ecuacién que incorpora
explicitamente los aspectos geométricos relevantes del transporte difusivo en la ecuacion de
FJ [6.30]. Sin embargo, cuando el gas dentro del poro también pueden intercambiar material
con las paredes del poro, la ecuacion de FJ generalizada deducida en el capitulo |3 y en la
Ref. [6.19] considera no sélo la difusiéon Fickeana de particulas del bulk, sino también la
adsorcién/desorcién de material a través de las paredes de poros irregulares. Esta ecuacién

para la concentracién promedio de una sustancia en el bulk Cj, es de la forma
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+ —1p. (61)

donde Dy(x) es el coeficiente de difusion efectivo (que depende de la coordenada longitudinal
z) y rp(Ch, x,t) es la tasa de adsorcion/desorcién justo en la superficie [6.19]. El subindice b
representa la concentracion en el bulk. La importancia de esta ecuacién generalizada de FJ
es que incorpora explicitamente en la ecuacion los tres factores geométricos relacionados con
el transporte efectivo de los procesos de difusion y adsorcién. En el caso de la difusién, los
pardmetros geométricos relevantes son el ancho de poro w(x) y la linea media h(z). El primer
parametro aparece directamente en la ecuacién de FJ generalizada, y ambos aparecen en el

coeficiente de difusién efectivo Dy(z) que puede ser aproximado como [6.1]

1 R2(2) + pu?

Db(l')

(6.2)

El subindice x significa aqui derivacién respecto a esta coordenada. Por otra parte, en el
caso de adsorcién, la cantidad geométrica relevante es la longitud de las paredes activas
en la superficie del poro. Esto se cuantifica a través del factor y(x) que aparece en la Ec.
1) Si l; y [y son las longitudes de las dos paredes del poro, entonces fOL y(z)dr =11 + 1y
donde L es la longitud efectiva del poro [6.19], véase la Fig. . La ecuacion constituye
una ecuacién generalizada de Fick-Jacobs cuyas consecuencias estudiadas en el capitulo [
y en Ref. [6.19] podrian resumirse como sigue: 1) el transporte difusivo de material puede
reducirse por la presencia de jaulas estrechas en el canal; y 2) si los sitios activos estdn
distribuidos homogéneamente a lo largo de las paredes de los poros y la fase adsorbida es
inmévil, entonces el material tiende a ser adsorbido/desorbido cerca de los cuellos de botella
del poro. En un sistema donde los tiempos caracteristicos de ambos procesos son del mismo
orden, los dos 1ltimos hechos plantean consecuencias interesantes sobre la distribucion de
material dentro de los poros con gargantas y jaulas, el factor de efectividad interna y el
coeficiente de transferencia de masa [6.18] 6.27, 6.26].

El propédsito de este trabajo es demostrar que la concentracién superficial dentro de un
solo poro obedece a una ecuaciéon muy similar a la ecuaciéon FJ generalizada, Ec. . Esta
nueva ecuacion para la concentracién superficial nos permitira cuantificar el intercambio
de material que ocurre entre la fase volumétrica y superficial dentro de un poro de forma
irregular. Por lo tanto, nuestro modelo es capaz de estudiar la interrelacion que se produce
entre la forma especifica del poro y la difusion superficial. Como veremos, esto a su vez
afecta la forma de las isotermas, la cobertura superficial y, lo que es m&as importante, el
coeficientes de difusion aparente que puede medirse mediante experimentos de adsorcién.

Dado que se conoce la estructura geométrica de diversas estructuras porosas tales como las
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Figura 6.1: Geometria de un poro de longitud L y ancho w(x) = ws — wy. Las dos paredes
del poro estan representadas por las funciones w; y wsy. La longitud de las paredes es 1 y la,
respectivamente. La coordenada z corre a lo largo de las paredes.

zeolitas, este estudio permite, en principio, predecir la concentracion del material dentro
de cada poro que ahora puede medirse mediante experimentos recientes de formacién de
imagenes [6.12], 6.8, 6.17, [6.29, [6.13].

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la seccion derivamos una ecua-
ciéon para la concentracion de particulas adsorbidas que tiene en cuenta los procesos de
adsorcién/desorcién, la difusién superficial y la irregularidad geométrica de un poro bidi-
mensional. Junto con la ecuacién generalizada de Fick-Jacobs para las particulas en el bulk,
estas dos ecuaciones nos permiten obtener toda la informacién relevante para la descripcion
reducida de los procesos de reaccién-difusion dentro del poro. En la seccion se establece
la relacion de estas dos ecuaciones con el coeficiente de difusién macroscopico que se puede
medir en una membrana y, por tanto, este trabajo establece como este coeficiente depende
de la difusién molecular del fluido y del coeficiente de difusion superficial. En la seccién
estudiamos algunos ejemplos ilustrativos que nos permiten establecer los alcances y ventajas
de nuestro modelo. Finalmente, en la seccién comentamos y discutimos las conclusiones

de este capitulo.

6.2. Ecuacién para la concentracién de particulas ad-

sorbidas: difusion superficial y adsorcion

En esta seccién se presenta como estudiar los diferentes procesos que ocurren en la su-
perficie de un poro irregular mediante el uso de un esquema de reducciéon donde todas las
propiedades de transporte se proyectan a la direccién principal del poro. Por lo tanto, la idea
de esta seccién es presentar la ecuacién del balance de masa para la concentracion superficial
que toma en cuenta la forma de las paredes y la difusion de particulas adsorbidas a lo largo

de la superficie.
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Para hacer esto es conveniente hacer una distinciéon entre los diferentes tipos de con-
centraciones que pueden medirse en un poro para particulas adsorbidas. Comencemos con
la concentracién volumétrica de una cantidad superficial C,(x,y,t). Esto mide la cantidad
de particulas adsorbidas por unidad de volumen de poro. Esta es una cantidad conveniente
para describir el proceso cuando sélo se conoce el volumen interno del poro. Dado que esta
cantidad es dificil de estimar espacialmente dentro de un poro, a veces es suficiente usar la
concentracion promedio a lo largo de x donde el detalle del perfil vertical es despreciable y
s6lo los cambios longitudinales son significativos. Si las paredes de los poros estan definidas

por las funciones ws y w; este promedio transversal toma la forma

wa ()
Cl,t) = — / Culr, . 1)y, (6.3)
w1 ()
donde w(x) = wq(z)—wi(x) es la anchura del poro [6.19], véase la Fig.|6.1} Esta concentracién
media transversal C es una cantidad representativa cuando la variacién de la concentracion
original C, es insignificante a lo largo de y [6.19]. El nimero de particulas adsorbidas se

obtiene integrando la concentracion sobre todo el volumen interno del poro:

L wa(z) L
N(t) :/ / C’a(x,y,t)dydm:/w(x)C’s(x,t)da:. (6.4)
0wy (x) 0

El uso de concentraciones volumétricas para particulas adsorbidas es un procedimiento gene-
ral porque permite estimar las constantes de reaccién cuando la forma del poro no se conoce,
sino sélo los volimenes internos y las concentraciones medias de alimentacion y salida del
material permeado.

Sin embargo, cuando uno esta interesado en una ecuaciéon de balance de masa para las
particulas adsorbidas, parece mas natural usar una ecuacién de balance de masa que use
una concentracién medida como particulas por unidad de superficie. Asi, el coeficiente de
difusién superficial se puede medir con experimentos de difusién de trazadores a lo largo
de la superficie adsorbida en el limite de carga nula. En este caso, el flujo superficial puede
establecerse directamente para medir la concentracién superficial (en mol /em de longitud
superficial), y el proceso se describe mejor con una coordenada que se extiende a lo largo de
la pared del poro. Con el fin de considerar esta irregularidad, vamos a definir para cada una

de las dos paredes numeradas por i, una coordenada que corre a lo largo de cada pared:

zi(x) = /%(x')dx’, (6.5)



con v; = 4/1+ wiz, la densidad de longitud de la superficie i, véase la Fig. . Definamos
si(z,t) como la concentracién superficial a lo largo de la pared i, es decir, como el nimero
de particulas adsorbidas por unidad de longitud a lo largo de la superficie ¢. Esto significa
que esta cantidad cuenta el nimero de moles a lo largo de cada superficie. El nimero de

particulas adsorbidas se puede obtener integrando s; a lo largo de la superficie i:

l;

:/&@ j&xt% (6.6)

0

donde l; = z;(L). Por lo tanto, para encontrar una relacién entre la concentraciéon volumétrica
C' y las concentraciones superficiales s;, se tiene que comparar con para ambas
superficies, ya que el numero de particulas debe ser el mismo en ambas representaciones. Por

lo tanto tenemos:

w(z)Cs(x,t) = Z si(@, 1) vi(w). (6.7)

En el caso particular de un poro simétrico (w}j = —w}) tenemos 71 = o = v/2. En estas
situaciones limitantes, también podemos asumir que s; = s, = s y, por lo tanto, podemos

eliminar el subindice 7 de la tltima ecuacién y encontrar que

ST = 'UJ(x) T
(28) = 2y Ol t), (6.8)

Esta ecuacién establece que la constante de particion entre las concentraciones volumétricas
y superficiales en un poro simétrico irregular es el factor w(zx)/v(z).

Para considerar los procesos superficiales de difusion y adsorcién podemos usar una sim-
ple ecuacién de conservacion de masa a lo largo de la superficie para s(x,t). Si Dy(2) es el
coeficiente de difusién superficial y 7(2) es la velocidad superficial de reaccién en cada su-
perficie (en mol/cm s), usamos que la ecuacién del balance de masa para las concentraciones

superficiales es

ds 0 s
5 = s {DS(Z)E} + 75 (6.9)

Esta ecuacién es valida para ambas superficies siempre y cuando el poro sea simétrico. Es
importante destacar que en este modelo el coeficiente de difusién Dy se mide como la constante
de proporcionalidad entre el flujo y la diferencia de concentracién a lo largo de z. Por lo tanto,
se puede estimar mediante la medicion directa del msd de las particulas a lo largo de la

superficie sélida en el limite de carga nula [6.24]. Tiene unidades de cm?/s. Creemos que este
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coeficiente de difusion superficial utilizado por nosostros en este modelo tiene un significado
fisico mas fundamental que el utilizado en los modelos tradicionales de transferencia de masa
[6.20].

Usando las Ecs. y , y teniendo en cuenta que para un poro simétrico la longitud

total de pared corresponde a la suma de sus dos paredes, tenemos

86’8_12 4Dg 0 [w Ts
v Ox

% wo 5 + 27 (6.10)
Esta ecuacién representa la concentracion superficial como una funcién de la posicién y
el tiempo para un poro simétrico donde la difusién superficial y los procesos de adsor-
cién/desorcién ocurren dentro del poro. Como puede verse, la forma funcional de esta ecua-
cion es similar a la de la Ec. . Tiene la ventaja de presentar la concentracion superficial
macroscopica en términos de la difusién de superficie (medida con Dy) y la reaccién local
en la pared del poro r,. Como en el caso de la velocidad de reaccion superficial en el bulk,
rs puede medirse como el flujo neto de particulas adsorbidas a través de la pared, es decir,
como ry = J - n donde 7 es el vector normal de la pared que apunta hacia afuera [6.19).
Utilizando argumentos similares a los utilizados antes o por comparacién directa de las
Ecs. y , queda claro que la relacién entre la tasa de reaccién volumétrica Ry (en

mol/cm?s) y la velocidad de reaccién justo en la superficie r, (en mol/cm s) es [6.19]

r(z,t) = R(z,t). (6.11)

Por lo tanto, en términos de tasas volumétricas, las Ecs. (6.1)) y (6.10) toman la forma

oC, 10 oG,
oCs 1 0 |4Dgs 0 [w(C

= —— — . 12
ot wox [ v Ox ( v )} T8 (6.12b)

El uso de las concentraciones volumétricas o superficiales para la fase adsorbida depende del
tipo de conocimiento que se tenga del sistema. Cuando se sabe la tasa de adsorcién/desorcién
de las particulas justo en la superficie (rs y 75), es mas conveniente usar directamente las Ecs.
y . Sin embargo, como esta velocidad es usualmente desconocida, uno tiene que
asumir una forma funcional para las tasas de reaccion volumétrica R, y R, y luego ajustar
el valor de los pardmetros en los perfiles transitorios de concentracién obtenidos usando
las Ecs. . En cualquier caso, la ecuacién reducida tiene en cuenta la irregularidad
del poro a través de los factores geométricos relacionados con la anchura del poro w(z)

y la densidad de longitud de pared y(z). En estas ecuaciones reducidas, el coeficiente de
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difusién superficial puede depender de la posicién considerando directamente el efecto de
deformaciones y defectos en la superficie [6.3] o indirectamente a través de la dependencia

del coeficiente de difusién sobre la cobertura en la superficie [6.9] 6.12].

6.3. Coeficiente de difusion aparente

En esta seccion vamos a establecer cémo la difusién superficial puede afectar la trans-
ferencia de masa a través del poro y cémo la difusion efectiva de particulas en el bulk y
la superficie son afectadas por la cobertura. En esta seccion, se supondra que se conoce la
isoterma de la reaccion.

Consideremos los cambios totales de concentraciéon del material de alimentacion. El flujo
total debe ser la suma de los flujos de bulk y superficie [6.10] [6.5, 6.11]. Dado que las con-
centraciones volumétricas se miden a lo largo del mismo volumen (el espacio vacio del poro),

esta hipotesis sobre los flujos se puede expresar en términos de concentraciones como:

C,=C,+C,, (6.13)

donde C; es la concentracién total del fluido dentro del poro, ya sea en el bulk o en fase

adsorbida en la superficie. El cambio temporal de esta cantidad obedece a % = % + 63625,

y por tanto las Ecs. (6.12)) se pueden combinar en

oc; 10 0C, 4Ds 0 [(wC;

—=——1D — . 6.14

ot w oz bwax * y 8m( y )] ( )
donde hemos utilizado que R, = —R, en una adsorcién/desorcién equimolar. Esto significa

que para cada reaccion de adsorcion una particula sale del bulk y entra en el campo de
adsorcion superficial, y lo contrario para la reaccion de desorcién. En esta tltima ecuacién,
el flujo difusivo total por unidad de érea J; puede obtenerse dividiendo por w(x) el término

entre paréntesis cuadrados, y por lo tanto

Jo = Jy+ J, (6.15)

donde los flujos en el bulk y superficial en este esquema reducido son

oC,
=D — 1
Jb b8$’ (6 6&)
4D, 0 [wC
= _ 75 - 5. .16b
ST 090( gl ) R
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Con el fin de relacionar estas cantidades con las macroscopicas, consideremos el flujo de

la concentracion total

90,
tax>

donde Dy es el coeficiente de difusién aparente. Debe observarse que esta expresion considera

J,=—D (6.17)

solamente la cantidad de fluido en ambos lados de una membrana sin consideracién de los
procesos internos, es decir, sin distinguir las particulas absorbidas de las del bulk. Por lo tanto,

estas son las cantidades que pueden ser mas facilmente medidas en experimentos. De las Ecs.

(6.15) vy (6.17)) sabemos que el coeficiente de difusién aparente depende de ambos flujos. Para

of _ 9f 9Cy
oxr ~ 0C; 0x °

Sustituyendo esta relacion en las derivadas parciales de la Ec. (6.16]) y comparando con la

estimar esta dependencia, utilicemos que para cualquier funcién f(z), tenemos

ecuacion (6.17)), tenemos que el coeficiente de difusién aparente se puede escribir como

aCh, N 4D, 0C,
3C't ’72 00,5

Si se conoce la isoterma de los procesos de reaccién de adsorcién/desorcién, Cy = Cy(Cy),

D, = Dy, (6.18)

entonces las derivadas parciales en la ecuacion anterior se pueden estimar a partir de la

velocidad de conversion

oC,
A= . 6.19
ac, (6.19)
En estos términos, y usando la ecuacién (6.13)), tenemos que
Di(\,x) = D} + D?, (6.20)
donde los coeficientes de difusion local son
DY = Dy (6.21a)
b — bl + )\’ .
4D, A
Dl=—F"_"——. 6.21b
s ,}/2 1+ by ( )

Suponiendo que A > 0, esta ecuacién establece que la difusién local de bulk Dy disminuye
con Ay, en contraste, la difusién efectiva superficial DY aumenta con la tasa de conversion.
La Eq. es muy importante porque relaciona el coeficiente de difusién medido a partir
de los experimentos con las difusividades en el bulk y la superficie, dadas a través de D, y Dy,
siempre y cuando la isoterma del proceso y la geometria interna del poro se conozcan. Por lo

tanto, si ambos procesos de difusién son mas lentos que el proceso de adsorcién/desorcién,
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es posible usar la isoterma para encontrar A y estimar D, de la Ec. . Maés importante
aun, la ecuacién (6.21)) muestra que la difusividad aparente definida en la ecuacién ((6.20))
depende de x en un poro irregular. Esta dependencia se da a través del coeficiente de difusién
en el bulk D, que depende a su vez de la porosidad, tortuosidad y constriccion del poro ,
y también a través de D, que se supone constante a carga cero pero que puede depender
localmente de la arquitectura especifica de los poros (curvatura, tensién, defectos, etc.). Esto
sera mas claro con los ejemplos ilustrativos de la seccion 6.4} Por ultimo, otro hecho a destacar
es el cardcter local de los coeficientes de difusiéon DY y DY en las Ecs. , ya que dependen

de los perfiles de concentracion y la geometria del poro.

6.3.1. Coeficiente de difusion de una membrana

Para entender la importancia del coeficiente de difusién aparente D;(x) definido en (/6.20)),
en esta seccién vamos a establecer como relacionarlo con el coeficiente de difusion efectivo de
una membrana que estudiamos en el capitulo

En ausencia de reacciones de adsorcién/desorcién, en el capitulo anterior, capitulo , se
demostré que el coeficiente de difusiéon local de un poro Dy, en Ec. puede estar relacionado
con el coeficiente macroscopico de una membrana D,, si la porosidad ¢ y la tortuosidad 7
de la membrana se conocen. Esto se da a través de la relacion D,, = DQ%&[) donde ¢ es el
factor de constriccién del poro y mide la resistencia intrinseca al flujo de un poro debido a
su corrugacién. En esta expresion Dy es el coeficiente de difusion molecular en ausencia de

confinamiento. Para un poro simétrico, este factor de constriccion viene dado por

1 1
Dody <Db(m) w(x)> (w(z)), (6.22)

donde los corchetes denotan el promedio espacial. Este resultado es valido para el caso en el

que soélo ocurre difusiéon en el bulk.

Sin embargo, en el caso del proceso general que estamos considerando aqui, donde la
adsorcién/desorcién y la difusién superficial estdn también presentes, estos resultados pueden
ser extendidos usando los mismos argumentos dados en el capitulo[5] Por lo tanto, si asumimos

que la difusividad efectiva de una membrana donde se producen estos procesos tiene la forma

¢

D,, = Dy=6,, (6.23)
T

entonces el factor de constriccion generalizado d; tiene la forma

1 1
Doy <Dt(l') w(x)> (w(z)). (6.24)
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esto es, en el caso general tenemos que reemplazar D, — D, en la Ec. (6.22). Usando las Ecs

(6.20) en la ecuacion (|6.24)) esto resulta en

(6.25)

L 14+ Az) e
Do, <[Db + M) 48] w(m)> (w()).

v
En el limite D A << Dy, el factor de constriccion generalizado puede dividirse artificialmente
en dos términos: uno que considere solamente la resistencia geométrica a través del factor
de constriccién 9, definido en la Ec. , y un segundo término que depende del tipo de
proceso de reaccién que ocurre en la pared y que llamamos d,. En este caso, ; puede escribirse
como

11,1 60
donde la contribucién mayoritaria estd dada por d, en la Ec. y 05 se puede encontrar

de las Ecs. (6.25)) y (6.26]) como:

ﬁ - <<Db2(:c)> (11+_AA)\>> (i) (6.27)

donde A = ,;é%b. Dado que esta constriccién 5 se debe al proceso de adsorcién/desorcién,

la Ec. (6.26) demuestra que la conductividad total de un poro donde se produce la difusién

y adsorcion es la suma de la conductividad intrinseca del poro 1/6,, debido a la corrugacién

geométrica del poro y la conductividad debida al proceso de adsorcién 1/0;.

Finalmente, si ambos procesos de difusién son los pasos méas lentos en el proceso de
adsorcion, la isoterma nos permite encontrar una soluciéon aproximada para la distribucién
de las concentraciones de bulk y superficie. Esto puede hacerse haciendo el lado derecho de
la Ec. igual a cero. En este caso tenemos que resolver

0 |p,uwdC  4Ds 0 (w@ﬂ — 0, (6.28)

ar " Ty o \
ya sea para Cj, o C conociendo la isoterma Cy(Cy). Esta es una ecuacién diferencial parcial
de segundo orden en z y, por lo tanto, puede ser resuelta para Cj,, C o C; usando Eq.
si las condiciones de frontera en los dos extremos del poro son conocidas. Se estudiara la
relacion de esta ecuacion con el coeficiente de permeabilidad superficial y la carga media en
un trabajo futuro. En el presente, sélo senalaremos el hecho de que esta ecuacion permite
encontrar un valor aproximado para la cobertura superficial promedio dentro de un poro
irregular.

En la siguiente seccion, ilustraremos los efectos que tienen la geometria irregular y la
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difusién superficial en el coeficiente de difusién aparente. Es importante mencionar que nin-
guno de los siguientes ejemplos es exhaustivo, pero todos ilustran las ventajas y el alcance

de nuestro modelo.

6.4. Ejemplos ilustrativos

6.4.1. Forma de los coeficientes de difusién en un poro rectangular

Primero ejemplificamos los efectos debido a la carga en los coeficientes de difusion locales
DY y D? definidos en la Ec. . Esto es, queremos ilustrar la importancia relativa de
la difusién superficial y volumétrica en funciéon de la adsorciéon en la pared. Por lo tanto,
consideramos primero un proceso de adsorcién/desorcién en un poro rectangular para dos
isotermas bien conocidas. En el caso de un poro rectangular, w(z) = cte, D, = Dy y 7 = 2
todos son constantes. En estos ejemplos, asumiremos que el coeficiente de difusion superficial
D, también es constante. Si suponemos que los pasos de reaccion son mas rapidos que los de

difusién, se puede usar directamente la isoterma del proceso para estimar A en la Ec. (6.19)).

Isoterma de Langmuir En este caso, la tasa volumétrica de adsorcion/desorcion estd da-

da por

Ry, = k7(C,Cy — K1.C5) (6.29)

donde Kpun, = k~/k* es la constante de equilibrio y C, = CY — C, la concentracién vo-

lumétrica de sitios vacantes. C? es la concentracién de saturacién. La isoterma Ry = 0 da

C?C,
K+ Ob.
El término A definido en la Ec. (6.19)) se puede escribir en el término de la ocupacién superficial

0

0 = C,/C? y el pardmetro a = %, resultando en A = a(1 — 0)% En este caso, el coeficiente

de difusién local definido en la Ec. (6.20) es

Ci(Gy) = (6.30)

1 a(l—06)?
Dy=Dy——— 4+ D—
T =02 T T r a1 =6y

(6.31)
Los tres coeficientes de difusién locales derivados de esta relacion y la Ec. (6.20]) se representan
graficamente en la Fig. en términos de la carga 6. En este caso, el coeficiente de difusion
volumétrica D) aumenta con la carga y la superficieal DY disminuye con 6. Esto significa
que la difusion superficial local dentro de una regién saturada de particulas adsorbidas a lo

largo de la pared no es relevante para el flujo efectivo definido en la Ec. (6.17) ya que, en el
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estado de carga completa, no hay cambios en la migracién neta de particulas. Esto constituye
una diferencia en la definicién de D? con el coeficiente de difusién superficial efectivo que
se mediria usando modelos Darken o HIO macroscépicos, donde el coeficiente de difusién

superficial neto aumenta con la carga [6.10] 6.9].
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Figura 6.2: Coeficientes de difusion local definidos en las ecuaciones (6.20]) y (6.21) para los
procesos a) Langmuir y b) lineal respectivamente. Se obtuvieron usando un poro rectangular
y los procesos de adsorcién/desorcién descritos en las ecuaciones (6.31]) y (6.35]) respecti-
vamente. Los diferentes colores corresponden a diferentes valores de D;/Dy. En el caso de
Langmuir, los coeficientes de difusién se representan en funcién de la carga y para el caso li-
neal en términos de la velocidad de reaccion. En ambas figuras, las lineas solidas, discontinuas
y punteadas corresponden a los coeficientes totales, de bulk y superficiales, respectivamente.
En los procesos de Langmuir, se fijé « =5/3, k™ =1,y K, = 0.3 en Eq.

Isotermas lineales y de Freundlich En este caso, la tasa volumétrica de adsorcién /desorcion

esta dada por

Ry — ki_(KchL — ey (6.32)

donde Kr = k™ /k~ es la inversa de la constante de equilibrio. En este proceso, la isoterma

se puede obtener estableciendo Rr = 0 y tenemos
Cs = KpCy, (6.33)

132



donde n es el orden del proceso. El caso particular n = 1 corresponde al proceso lineal. Ahora,
definiendo v = g_Z’ resulta claro de la Ec. 1) que A = nv y por lo tanto, la Ec. 1' da

1 ny

Dy=D D, . 6.34
! 1T+ nv * 14+ nv ( )
En el caso lineal n = 1, tenemos
Do + v(x) Dy
=—_ /s 6.35
t 1 + I/(.’L’) ( )

Por lo tanto, la difusién efectiva del bolk disminuye con v(x) mientras que lo contrario ocurre
con la difusién superficial. En condiciones de saturacion para este poro rectangular, se puede
esperar que v(x) ~ K, y por tanto Ec. es Dy = % recuperando un expresion
para el coeficiente de difusién efectivo obtenido antes en Ref. [6.2] utilizando la teorfa del
macrotransporte.

El efecto de la difusién superficial en el coeficiente de difusion total D, se ilustra en la
Fig. [6.2l Como puede verse, el coeficiente efectivo de difusién superficial aumenta con K,
en contraste con la isoterma de Langmuir trazada en la Fig. que disminuye con la carga
local. Esto se debe a que en el proceso lineal siempre hay superficie disponible para que las
particulas se adsorban y, por lo tanto, siempre hay espacio para la migraciéon de una region a
otra. Este comportamiento para el coeficiente de difusion superficial local se espera en el caso
de las isotermas del tipo II y III, mientras que algo similar al proceso de Langmuir deberia

ocurrir para isotermas de los tipos I, IV y V.

6.4.2. Dependencia en las condiciones de frontera

Con el fin de enfatizar el caracter local de los coeficientes de difusién definidos en la Ec.
y su influencia sobre el coeficiente de difusién efectivo para una membrana definido en
, consideramos ahora un proceso de adsorcién bajo dos condiciones de frontera (B.C. por
sus siglas en inglés) diferentes de gran importancia practica. En primer lugar, consideramos
un flujo neto de particulas entre ambos lados de la membrana y, en segundo lugar, un proceso
en condiciones de saturacién en las que el fluido entra a ambos lados del material. EI proceso
de adsorcién que estudiamos aqui es del tipo de Langmuir definido en la Ec. . Por lo
tanto, en las Ecs. , usamos Ry, = — R, = Ry, con las dos B.C. establecidas en la tabla
6.1 Asumimos un equilibrio rdpido de las concentraciones de bulk y superficie en la boca
de los poros, de tal manera que la concentracion en la superficie en los extremos del poro

[Cs(z =0) y Cs(x = L)] puede deducirse del valor de la concentracién en el bulk [Cy(x = 0)

y Cy(x = L)] usando las Ecs. (6.13) y (6.30).
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En la Fig. se muestra que el aumento en la difusién superficial aumenta a su vez
la cantidad de fluido que entra en el poro (proporcional a 0C;/0x). Esto cambia la forma
de la ocupacién superficial 6(z) que es proporcional a C. Esto se debe al hecho de que,
en ausencia de difusion superficial, las particulas adsorbidas estan confinadas al campo de
adsorcién de donde sélo pueden salir a través del proceso de desorcion hacia el bulk. No
obstante, en presencia de difusion superficial las particulas pueden dejar su posicién sobre
la superficie por difusién a lo largo la pared permitiéndole al poro adsorber otras particulas.
Esto aumenta la cantidad de material que tiene que entrar en el poro con el fin de lograr
el perfil estacionario. Dado que los coeficientes de difusién efectivos dependen de este perfil
de carga, en la parte inferior de la Fig. [6.3| se representa la dependencia espacial de estos
coeficientes con la posicion segin la Ec. (6.31)).

Este ejemplo nos permite demostrar que incluso en un poro rectangular donde no hay
efectos geométricos debidos a la corrugacién del poro, la carga dentro del poro puede depender
espacialmente debido a las B.C. Por lo tanto, el coeficiente de difusién efectivo representado en
la Fig. depende también de la posicion. Por lo tanto, el coeficiente de difusién macroscopico
de una membrana compuesta de este tipo de poros depende también de la B.C. Usando el
coeficiente D, para un proceso de Langmuir en un poro rectangular basados la Ec. (6.31)) y
sustituyendo esta expresion por las Ecs. y (6.23]), encontramos que esta dependencia

espacial se da a través de

D, [ 1+a[l —6(x)? -
Do¢p <1 + D[] — e(g;)]2> ' (6.36)

donde hemos utilizado el hecho de que la tortuosidad de un poro simétrico es 7 = 1. En la
Tabla , escribimos el valor de D,,,/(¢Dy) de acuerdo con para diferentes valores de
Dy y diferentes B.C. La segunda fila corresponde a condiciones de flujo neto a través de la
membrana [C}(0) # Cy(L)] y la tercera fila a las condiciones de saturacion [Cy(0) = Cy(L)].
Como se puede corroborar de la Tabla, el efecto neto de la difusién superficial en la difusividad

de una membrana depende de las B.C. en los extremos de los poros.

+B.C., D, — 0 0.5 2
Flujo neto | 0.65 | 0.81 | 1.36
Saturacién 0.85 1092 | 1.14

Cuadro 6.1: Valor de D,,/(¢Dy) usando Ec. (6.36]) para los procesos estudiados en Fig. 6.3
que corresponden a diferentes B.C. y diferentes valores de D.
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Figura 6.3: Influencia de la difusién superficial en la dinamica de adsorcion de poros rectan-
gulares de ancho constante w(z) = 1 y longitud L = 5 bajo dos diferentes B.C. Los colores
corresponden a diferentes valores de Ds/Dy. Los pardmetros en el proceso de Langmuir de
la Ec. son los mismos que en la Fig. . Arriba: Perfiles de concentracién resultantes
de la resolucién de Ec. con B.C. Cy(0) = 1, C4(L) = 0 en el caso del flujo neto y
C(0) = Cy(L) = 1 para las condiciones de saturaciéon. Abajo: Coeficientes de difusién local
de acuerdo con la Ec. para cada caso.

6.4.3. Poros trapezoidales.

En lineas similares al estudio exhaustivo realizado en el capitulo ] estudiamos aqui el
efecto que tiene un cuello de botella o una abertura del poro en la dindmica de adsor-
cién/desorcién, pero ahora incluyendo el caso cuando la difusion de superficie esta presente.
Como en el ejemplo anterior, hemos asumido aqui un proceso de Langmuir como en la Ec.
. Para ilustrar esta influencia, consideramos tres poros trapezoidales simétricos esbo-
zados en el recuadro de la Fig. [6.4l Los tres poros son estudiados con B.C. que corresponden
a flujo neto. El material se adsorbe en las dos paredes y se permite que las particulas se
difundan también a lo largo de la superficie con coeficiente de difusion constante D;.

La concentracién volumétrica asi como las concentraciones superficiales se representan
graficamente en la Fig. |6.4] de la misma manera que el caso estudiado en la Ref. [6.19]. El
flujo que entra en el poro es mayor en el poro abierto (rojo) que en el cerrado (azul), incluso
cuando en el primero algin material vuelve al lado derecho debido al flujo superficial. Por
lo tanto, el coeficiente de transferencia de masa es mayor en los poros abiertos de la misma
manera que lo fue en el caso de una fase adsorbida inmovilizada [6.18]. Ademas, la Fig. 6.4
muestra que el flujo total es siempre mayor cuando hay difusién superficial que cuando la

fase adsorbida es fija.
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Este ejemplo también es 1util para ilustrar la diferencia entre la concentracion volumétrica
de la fase adsorbida (Cy) trazada en la columna izquierda de la Fig. y la concentracion
superficial (s) graficada en la columna central. En estos poros, Cy es mayor para el poro
cerrado, pero menor para el segundo porque, de acuerdo con la Ec. , la primera depende
inversamente del ancho del poro (que es menor en el poro azul) mientras que la segunda sélo
depende de la longitud de la pared. Finalmente, al ver los flujos en la columna derecha de la
Fig. se puede ver que la difusién superficial permite que la fase adsorbida pueda migrar
incluso hacia el exterior. Por lo tanto, el perfil de la concentracion total es menos voluminoso

que cuando no hay difusién superficial.

Figura 6.4: Proceso de adsorcién/desorcién en tres poros trapezoidales cuando hay difusién
de superficie (abajo) y cuando la fase adsorbida estd fija (arriba). Los diferentes colores
corresponden a diferentes poros. Consideramos el proceso de Langmuir de la Ec. con los
mismos pardmetros de la Fig.[6.2] Izquierda: Perfiles de concentracién de las concentraciones
volumétricas totales, de bulk y superficiales obtenidas al resolver Ecs. con las mismas
B.C. de flujo neto que en la Fig. Centro: Concentracion de superficie obtenida a partir
de (s usando Ec. . Derecha: Los flujos en la entrada del poro utilizando Ecs. (6.15) y
(6.16). Los poros esbozados en la leyenda tienen anchura w(z) = 1+ 2ax donde a = —0.05,0
y 0.1 para el poro azul, naranja y rojo, respectivamente. La longitud de los poros es L = 5.
El valor de Dy es 1 en ambos casos y Dy = 1 en el segundo caso.

6.4.4. Distribucion de particulas de bulk y superficie.

Ahora consideramos los efectos conjuntos producidos por la irregularidad del poro y la di-
fusiéon superficial en la distribucién de particulas en el bulk y la superficie. Vamos a utilizar un
poro sinusoidal debido a la presencia de jaulas y cuellos de botella. En este ejemplo dejamos
el poro con una cantidad fija de fluido hasta que comienza el proceso de adsorcién/desorcion.

Para considerar solamente los aspectos internos usamos condiciones de contorno periodicas.
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Aunque este es un ejemplo poco realista para un proceso industrial que involucre materia-
les porosos, nos ayuda a entender los aspectos tedricos relacionados con la distribuciéon de
particulas causada por la difusién superficial. Utilizamos de nuevo el proceso de Langmuir
en la Ec. (6.29)).

En la parte superior de la Fig. [6.5] representamos gréficamente las concentraciones vo-
lumétricas y superficiales que muestran que las particulas en el bulk tienden a distribuirse de
forma homogénea a lo largo del volumen mientras que la fase adsorbida tiende a ser agregada
en las regiones mas anchas del poro. Es de esperar que en estas circunstancias se produzca un
proceso interno de contra-difusion entre particulas del bulk y las adsorbidas dentro del poro.
Esto puede corroborarse en la fila inferior de la Fig. [6.5] donde los flujos de bulk y superficie
por unidad de area definidos en las Ecs. es graficado. Como puede verse, el flujo efec-
tivo de particulas del bulk apunta a la regiéon mas ancha del poro, mientras que lo contrario
ocurre para el flujo superficial resultando en un flujo neto nulo en el estado estacionario. Este
efecto depende de la forma de la isoterma como se ilustrard en la seccién [6.4.5|

Dado que la difusion superficial no tiene efectos notables sobre la concentracion del bulk
para este proceso de adsorcion, las variaciones en la disposicion de la concentracién total vy,
por tanto, en el coeficiente de difusion efectivo sélo se deben a la diferente disposicion de las
particulas adsorbidas a lo largo de la superficie. Para el proceso de Langmuir usado aqui, la
difusividad local para las particulas en el bulk es mayor en los cuellos de botella, mientras
que la difusividad de las particulas adsorbidas es mayor en la regién mas ancha del poro,

como se ilustra en los coeficientes de difusion locales representados en la Fig. (6.5

6.4.5. Tipos de isoterma de adsorcién.

En la tltima seccién probamos que un proceso de Langmuir como el de la Ec. (6.29)
conduce a una concentracién de bulk aproximadamente constante y a una fase adsorbida
irregularmente distribuida sobre la superficie. En esta seccion estudiamos las condiciones que
son necesarias para formar una capa uniforme de particulas adsorbidas. Consideraremos dos
procesos lineales diferentes dentro de un poro irregular. En el primer caso consideramos un
proceso lineal tal y como se describe en la Ec. (6.32)) con n = 1. Por lo tanto

Y 1
Rl = k__(Kvab — Cs> (637&)
Este proceso se compara con otro proceso lineal, pero donde la isoterma depende de la

concentracion superficial. Esto es

1

R =

(K1,Cy — 5). (6.37b)
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Figura 6.5: Concentracion dentro de un poro sinusoidal con condiciones de frontera periddicas.
El proceso es del tipo Langmuir en Ec. con los mismos parametros que en Fig. m El
poro tiene longitud L = 5 y ancho w(x) = 14-0.4sin(6mx/L). Diferentes colores corresponden
a diferentes valores de D,/Dy. Izquierda: Concentraciones resultantes de resolver las Ecs.

(6.12) y coeficientes de difusién obtenidos de las Eqgs. (6.20)) y (6.21)). Centro: Concentracién

superficieal obtenida a partir de Ec. y flujos estacionarios como funcién de la posicién
usando Ecs. (6.15) y (6.16)). Derecha: Disposicién de particulas de bulk y adsorbidas en el

estado estacionario.

En ambos casos, las condiciones son las mismas que en el ultimo ejemplo, esto es, condiciones
de frontera periddicas en los extremos y un poro de concentracién fija al comienzo del proceso
de adsorcién/desorcién. Una vez més estamos asumiendo que Dy es una constante diferente
de cero.

En la Fig. trazamos los resultados para las concentraciones de bulk y superficie para
ambos tipos de procesos dados en Ecs. . En el primer caso, la isoterma tiende a hacer
homogénea la concentracion en el bulk y, en el segundo caso, a fijar un valor homogéneo de
la concentracién superficial. En términos efectivos, ambos procesos no son distinguibles ya
que la eleccion de los parametros utilizados en estas dos reacciones hacen que el coeficiente
de difusién efectivo D, sea el mismo, véase la Fig. [6.6] Por lo tanto, desde una perspectiva
macroscdpica, ambos esquemas de reaccion conducirian a los mismos resultados. Sin embargo,
en términos microscopicos, las diferencias entre R y Rj son claramente diferentes. Esto se
ilustra en la columna derecha de la Fig. En el primer caso, la primera reacciéon conduce
a contraflujos internos entre las particulas del bulk y las adsorbidas, mientras que la segunda
isoterma conduce a una capa homogénea de adsorcion.

Js

Para demostrar esta homogeneidad, observamos que % = &%. Dado que esta derivada

es cero para I3}, esto significa que
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J.
R a— 6.38
D.2 (6.38)

donde hemos utilizado que el flujo superficial en la Ec. es J, = —DS%. Por lo tanto,
dado que v # 0, la homogeneidad de s(x,t) para R} requiere que .J, = 0, y por lo tanto, s(z) =
cte. Como se puede ver en la Fig. [6.6], esta homogeneidad est4 ligada a la homogeneidad de la
reaccion superficial r. Por tanto, la presencia de una capa homogénea requiere que el tiempo
caracteristico de la reaccién superficial sea mucho mas corto que el tiempo caracteristico de

difusién superficial.

Figura 6.6: Comparacién de dos isotermas dadas en Ecs. usando K, = 0.3y K5 =
0.3 % (w(z)/~(x)) = 0.136. Otros pardmetros son Dy = 1, Dy = 1 y k= = 1. El poro usado
tiene longitud L = 5 y ancho w(z) = 14 0.5sin(4mz/L) +0.12sin(87x/L). Diferentes colores
corresponden a diferentes procesos. De arriba a abajo y de izquierda a derecha: a) Poro
trinquete; b) Concentracién de bulk resolviendo Egs. ; ¢) Flujo local como funcién de
la posicién usando Ecs. y ; d) Coeficientes de difusién usando Ecs. (6.20]) y (6.21));
e) Concentracién superficial y ) velocidades de reaccién obtenidas de las Ecs. (6.8)) y (6.11]),
respectivamente. Las lineas punteadas en las gréaficas de Cj, s y r corresponden a algunos
tiempos transitorios.

6.4.6. Catalisis heterogénea: reaccién de isomerizacion

Las dos Ecs. permiten estudiar procesos que implican difusién, adsorcion, desorcion
y conversion quimica en la pared sélida del poro. Por lo tanto, constituyen una herramienta
poderosa para describir la catalisis heterogénea dentro de poros irregulares como zeolitas
donde la forma geométrica de los poros es irregular y hay sitios activos en diferentes lugares
a lo largo de la pared. Para ilustrar esto, consideremos el ejemplo simple de una reaccion

de isomerizacién en las paredes de los poros. En este ejemplo esquemaético, las particulas
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de A entran en el poro, algunas se adsorben en la pared formando el reactivo AS que puede
reaccionar en las paredes de poro formando un producto BS. Este es el isomero B, pero unido
a la pared. Con el fin de obtener B de los poros, este complejo tiene que ser desorbido. Este
proceso puede ser descrito por dos conjuntos de ecuaciones como en Ecs. , uno para
A y As y otro conjunto para B y BS. La reaccion volumétrica total de estos procesos para
las cuatro especies es: Rq4 = —Rags, Ras = Rags — Reat, R = Rpes, Rps = —Rpes + Reat,

donde las tres reacciones elementales son [6.7]:

Rags = kags (CaCs — KadsCas) , (6.39a)
Reat = kcat (Cas — KeatCpsCp) , (6.39b)
RDes = kDes (CBS - KDesOBCS) 5 (639C>

y Cy = CY — Cy5 — Cpgs es la concentracion de sitios vacantes en la aproximacién Langmuir
Hinshelwood [6.7].

En la Fig. se estudia este proceso para el poro en forma de trinquete representado en
su interior. Esto se ha hecho para dos tipos de sistemas, primero suponiendo sélo la difusion
de particulas de bulk y luego considerando también la difusion superficial. Para cada una de
estas dos situaciones, hemos considerado tres opciones diferentes para la localizacion de sitios
activos de la reaccion Req, localizados en la jaula, el cuello de botella y la garganta del poro.
Como puede verse en la Fig. [6.7] los perfiles estacionarios de concentracién superficial son
muy similares en todas las situaciones. Sin embargo, las principales diferencias provienen de
la cantidad total de B que es producida por cada proceso. Para los dos valores del coeficiente
de difusion superficial considerado, la dindmica resultante de las Ecs. da mas producto
cuando los sitios de adsorcidon se localizan en la parte mas ancha de la jaula (circulos rojos) y
menos cuando estan localizados en las gargantas (circulos anaranjados). Mas notablemente,
la difusién superficial aumenta en todos los casos la cantidad de B producida. Esto se debe
al hecho de que la difusién superficial permite que las particulas migren a lo largo del campo
de adsorcién a regiones cercanas a sitios activos y a la salida del poro, aumentando a su vez

el nimero de particulas que son necesarias para alcanzar la concentracion de saturacion.

6.4.7. Perfiles espacio-temporales

En esta seccién ejemplificamos la forma en que las ecuaciones para las concentraciones
volumétricas dadas en Ecs. (6.12) pueden relacionarse con el coeficiente de difusién ma-
croscépico medido para las membranas que hemos encontrado en el capitulo 5} En analogia

con el caso donde sélo ocurre difusion en el bulk, este coeficiente de difusion es la soluciéon a
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Figura 6.7: Efecto que la localizacién de sitios activos tiene en la produccion de un producto
B para una reaccién catalitica llevada a cabo en la superficie de un poro irregular. Diferentes
colores corresponden a diferentes posiciones de sitios activos. El poro tiene la misma geometria
que en la Fig. Las condiciones de frontera corresponden a saturacion donde el reactivo
A entra en el poro por la izquierda y el poro esta cerrado por la derecha. Las reacciones en
el proceso catalitico heterogéneo estan dadas por las Ecs. con los parametros K445 =
Kcat = Kpes = 0,3, kags = kcar = kpes = 1. Trazamos los resultados cuando D/Dy son
0 y 0.1. Izquierda: Poros y flujos en la boca del poro usando las Ecs. y para
cada especie quimica. Derecha: Perfiles de concentracion superficial para los coeficientes de
difusién superficial considerados.
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la ecuacién diferencial

2
LA (6.40)
donde C} es la concentracién medida sélo con respecto al volumen interno del poro y d; es
el factor de constriccién generalizado encontrado en Ec. . Toma en cuenta de manera
indistinta tanto a las particulas del bulk como a las adsorbidas dentro del poro. Esta es
la ecuacion que usaremos en este trabajo ya que suponemos que la geometria interna es
conocida.
Sin embargo, desde una perspectiva mas general, donde sélo se conoce la porosidad y
tortuosidad de una membrana, el coeficiente de difusion fundado en Ec. es la solucion
para la misma ecuacion diferencial, pero donde la concentracién C' se mide sobre todo el

volumen del poro (espacio vacio y sélido). En este caso, uno tiene que resolver
oc 0*C
oxr " Oox?’

con D,, encontrado en la Ec. (6.23). De la misma manera que la Ec. (6.40)), esta ecuacion tiene

en cuenta las particulas tanto de bulk y superficie por lo que es particularmente importante

(6.41)

cuando el método experimental s6lo permite medir el flujo total en las entradas del poro
0, en otro caso, cuando el método experimental utilizado para medir la concentracion en el
interior del poro no permite distinguir entre ambos tipos de particulas. Creemos que la ultima
ecuacion puede usarse para modelar los experimentos realizados para la difusién y adsorcion
dentro de las zeolitas utilizando el método de visualizacién PFG NMR [6.14],16.16, [6.13], [6.15].
Esta posibilidad serd explorada en un trabajo futuro.

Por ahora, sélo ilustramos el uso del factor de constricciéon generalizado encontrado en
la Ec. . Utilizamos para este ejemplo el proceso de Langmuir en la Ec. para los
tres poros diferentes esbozados en la Fig. en condiciones de saturacién. Los coeficientes
de difusién y los parametros quimicos son los mismos en todos los casos. En la fila inferior
de la Fig. trazamos en lineas punteadas los perfiles de concentracion obtenidos para la
concentracion total que se obtiene resolviendo las Ecs. y la Ec. . En todos los
casos la concentraciéon aumenta hasta que el poro alcanza el méaximo de concentracion. Como
puede verse en la Fig. la geometria del poro cambia ligeramente la cantidad de material
adsorbido que puede cuantificarse a través de la carga promedio (#(z)).., donde los corchetes
representan el promedio espacial. Esta carga promedio es la cantidad que se puede conocer
de los experimentos de adsorcion.

En los mismos diagramas en la parte inferior de la Fig. [6.§ trazamos en lineas continuas el

resultado ahora de usar la ecuacién macroscopica en Ec. (6.40]) donde el factor de constriccion
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Poro —» |  HEE— SOCOOOEIN _ _ _ _ _
TD.JDo | 05 10 ] 0 | 0 10" ] 6 | 05 |0."] o
0 0.00 ] 0.12 1 0.88 | 0.84 |1 0.15] 0.71 || 0.72 ] 0.18 | 0.64
1 1.00 | 0.00 | 1.00 || 0.84 | 0.02 | 0.82 || 0.72 | 0.25 | 0.71

Cuadro 6.2: Factores de constriccion &, d; y d; ' obtenidos de usar Ecs. (6.22)), (6.24) y (6.26]),
respectivamente para los procesos descritos en Fig. [6.8]

d; se obtuvo utilizando la informacién microscopica de las Ecs. en la Ec. . En
este contexto, nos referimos como macroscopico a la informacién que se puede obtener de
la adsorcién de la membrana sin conocer la forma geométrica exacta de su poro, sélo la
porosidad y la tortuosidad del material, asi como la cantidad de material que entra y sale por
sus extremos. Como puede verse en todos los casos considerados aqui, el resultado de la Ec.
permite encontrar con precision un perfil de concentracién aproximado que se puede
utilizar para ajustar los datos de los métodos de PFG NMR.

En la Tabla resumimos los resultados de estos experimentos considerando las mismas
tres geometrias, y ambos casos para la movilidad de la fase adsorbida, es decir, el caso
cuando hay difusion superficial y cuando la fase adsorbida es fija. En todos los casos d; es
mayor cuando hay difusién superficial. Los perfiles temporales de concentracion cuando no
hay difusién de superficie (no mostrados) se asemejan a los trazados en la Fig. , con la

diferencia de que las curvas son mucho més suaves.

6.4.8. Coeficiente de difusion de una membrana

Usando la misma metodologia que la de la ultima seccién, estimamos el coeficiente de
difusién de dos membranas, una compuesta por poros rectangulares y una compuesta de
poros sinusoidales. En particular, se estudia la influencia de la carga en el coeficiente de
difusién efectiva para estos dos tipos de membranas.

Utilizamos de nuevo un proceso de Langmuir, y por lo tanto resolvemos las Ecs.
con una tasa volumétrica dada por la Ec. para encontrar las dependencias espaciales
de la cobertura fraccional 6(z). Esto lo sustituimos en el factor de constriccion d; de la Ec.
para los dos poros en varios procesos que implican diferentes constantes de adsorcion
K, enla Ec. . Al cambiar K, cambia también la cobertura fraccional promedio dentro
del poro. Puesto que los dos poros comparados en este apartado tienen la misma tortuosidad
(t = 1) y el mismo volumen interno, de acuerdo con la ecuacién (6.23), el coeficiente de
difusion efectivo de estos poros dentro de una membrana depende solamente de su factor de

constriccion generalizado d;. Por lo tanto, en la Fig. comparamos el valor de este factor
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Figura 6.8: Dinamica de adsorcién para tres poros distintos con el mismo volumen interno y
tortuosidad. Las condiciones de frontera son de saturacién. El tiempo méximo considerado
en todos los casos es t,,., = 50. La longitud de los tres poros es L = 10 y el ancho es w(x) = 1
(azul), w(z) = 1+0.4sin(127z/L) (naranja) y w(z) = 1+0.5sin(1272 /L) +0.12sin(247z /L)
(rojo). Las Ecs. se resuelven para obtener C; con Ec. (6.13). El proceso es de Langmuir
en Eq. con k¥ =0.1, CY = 0.5y K = 1.0. Arriba: Poros y su carga respectiva 0(x);
Coeficiente de difusién efectivo D; como funcién de la posicién usando Eq. (6.20). Abajo.
Perfiles de concentracion resultante de resolver Ecs. (lineas punteadas) y la solucién de
la Ec. (6.40) (linea continua). Para los tres casos, los coeficientes de difusién son Dy = Dy = 1.
La constriccién efectiva d; para cada caso se da en la Tabla[6.2] Algunos perfiles de tiempos
transitorios se grafican.

de constriccion en funcion de la cobertura superficial promedio.

En la Fig. [6.8 en lineas rojas hemos trazado el comportamiento de §; para un poro
rectangular y cuatro valores para el coeficientes de difusion superficiales diferentes. En este
caso, para valores bajos de D,/ Dy, el factor de constriccién generalizado disminuye primero
con la carga y luego aumenta, mientras que lo contrario sucede para D/ Dy > 1. Sin embargo,
para un poro irregular como el sinusoidal mostrado en azul en la Fig. el grafico del
coeficiente de difusion efectivo tiene mayores cambios con el aumento de la carga promedio.
En este caso, el coeficiente de difusiéon D,, puede tener formas diferentes de acuerdo con
el valor del coeficiente de difusién superficial. La razén de esto es que la disminucion del
coeficiente de difusién volumétrica causada por la irregularidad del poro aumenta a su vez la
eficacia del proceso de adsorcién porque aumenta la superficie efectiva de la pared. En este
caso, una alta cobertura fraccional depende de manera méas notable del valor de D,/ Dj.

Tenemos que mencionar que la forma del coeficiente de difusiéon efectivo D,,, como funcién
f mostrados en la Fig. no constituye todos los comportamientos esperados de usar (|6.25))
en la Ec. . La variedad de comportamientos depende de cual sea el proceso limitante.
Este estudio rebasa el alcance de este trabajo. Un estudio detallado de esta importante
aplicacion de las Ecs. en la obtencion de un coeficiente efectivo como en la Ec.

se hard en un trabajo futuro.
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Figura 6.9: Factor de constriccion generalizado 0; = D,,,/(Dy¢) como funcién de la carga
promedio para los dos poros descritos previamente en Figs. y El proceso es del tipo
Langmuir con los mismos parametros que en la Fig. excepto por la constante de equilibrio
K1, que hemos variado en el rango de 0.01 a 5 para poder obtener distintos valores de la carga
promedio (#(z)). Colores diferentes corresponden a los poros rectangular (red) y sinusoidal
(azul). Diferentes simbolos corresponden a diferentes valores de D/ Dj.
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6.5. Discusion y conclusiones

En este trabajo hemos deducido una ecuacién para la concentracién superficial que
nos permite establecer la dependencia de la difusion superficial y los procesos de adsor-
cién/desorcién con la irregularidad geométrica de un poro. Esta ecuacién, junto con la ecua-
cién de FJ generalizada para la concentracién del bulk permiten estudiar varios procesos
importantes que ocurren dentro de poros irregulares tales como las zeolitas. Estas dos ecua-
ciones nos han permitido esbozar algunas hipdtesis importantes sobre la interrelacion de la
difusién en el bulk y la superficie con diferentes procesos de adsorcién/desorciéon Més im-
portante ain, nos permiten relacionar las caracteristicas locales de los sistemas de geometria
irregular (como los coeficientes de difusién local, los flujos y las tasas de reaccién en la super-
ficie) con cantidades volumétricas que pueden medirse més facilmente en experimentos como
el coeficiente de difusién efectivo de una membrana y la carga media.

En la seccién hemos establecido que en un proceso lineal la influencia de la difusién
superficial en el coeficiente de difusién total aumenta con la carga y lo contrario ocurre con la
difusion en el bulk. En la seccion hemos demostrado que la carga dentro de cualquier po-
ro depende de las condiciones externas particulares en las que el medio poroso esta sumergido
y que estas condiciones de frontera cambian el coeficiente de difusion medido experimental-
mente. En la seccién [6.4.3] se establece que la difusién superficial incrementa el flujo neto
de particulas al poro en condiciones de no equilibrio. En probamos que en un proceso
regular de Langmuir, las particulas en el bulk tienden a distribuirse de forma homogénea a
lo largo del volumen mientras que la fase adsorbida tiende a distribuirse preferentemente en
las regiones mas anchas de un poro. Por esta razén, en ciertas condiciones facilitadas por
la difusién superficial, las particulas del bulk y las adsorbidas pueden migrar en direcciones
opuestas de cuellos de botella a jaulas o viceversa para anular el flujo neto. En la seccién [6.4.5
establecimos que la difusion local de particulas en el bulk es mayor en las regiones mas anchas
del poro mientras que lo contrario ocurre para las particulas adsorbidas. En la secciéon
se establece que la difusion superficial puede aumentar de manera significativa la produccién
de alguna especie de producto en un proceso de catalisis heterogénea. En la seccién [6.4.7]
se ejemplifica el como relacionar el coeficiente de difusién efectivo de una membrana que se
puede medir experimentalmente a partir de los perfiles transitorios de concentracion con el
modelo reducido que hemos probado en este trabajo. En la seccién bosquejamos algu-
nos graficos ilustrativos del coeficiente de difusion efectivo de una membrana con particular
énfasis en la forma en que estos se ven afectados por la difusion superficial.

En conclusion, creemos que el esquema de reduccion presentado aqui puede ser una herra-

mienta importante para describir la difusividad y la permeabilidad superficial en materiales
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Capitulo 7
Resumen y perspectivas de esta Tesis

En este trabajo se asentaron las bases para entender la interaccién entre los diversos
procesos relacionados con la catélisis heterogénea en un cierto tipo de medios porosos donde,
si bien el tamano de las particulas dentro de él puede considerarse despreciable comparado
con el ancho de los poros, las irregularidades geométricas de las paredes de los poro resultan
cruciales en la cantidad de productos derivados de la reacciéon y en el tiempo que le lleva
el material poroso lograr su estado de saturacion. Por ello, en este trabajo planteamos un
acercamiento de campo medio a los problemas de la difusién, la adsorciéon y la catélisis
superficial, donde se resaltara la relacién de estos procesos con la forma especifica del poro.

La base de este acercamiento tedrico se encontré en la conocida ecuacion de Fick-Jacobs
que esta fundamentada en la idea de que, si el transporte a lo largo de un poro es tal que
los cambios en la direccién del poro son mucho mas notables que los cambios en la direccion
transversal, entonces la difusiéon dentro del mismo puede estudiarse promediando la ecuacion
de difusién. Esta idea en términos de potenciales entrépicos la consolidé R. Zwanzig en
1992 y constituye el trabajo pionero acerca de la difusion efectiva en sistemas confinados.
El resultado de este procedimiento es una ecuaciéon para la concentracién promedio de las

particulas en el volumen del poro Cj, de la forma

oG, 1 0 801,] (7.1)

ot w(z) O {Db(m) w(af)%
donde la forma especifica del poro se especifica a través del ancho w(z). Esta ecuacién re-
ducida para el transporte difusivo a lo largo de un poro requiere que el transporte neto que
tendrian las particulas de fluido en ausencia de confinamiento D sea reducido mediante un
coeficiente efectivo Dy(x) que considere la reduccién de la dimensionalidad de la ecuacién de
difusién y la relacién de esta disminucion con la irregularidad geométrica del poro. Una de

las expresiones méas elementales para este coeficiente es la que obtuvo R.M. Bradley en 2009:
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14h2(x) + %w%’

Dy(x) (7.2)

donde h(x) representa la linea media del poro.

La reduccién en el flujo difusivo cuantificada por la difusividad D,/Dy esté claramente
ligada al incremento de la sinuosidad (proporcional a h2) y la corrugacién de las paredes del
poro (proporcional a w?), por lo que en nuestro trabajo estudiamos la posibilidad de que este
coeficiente pudiera estar relacionado con cantidades macroscopicas que miden el promedio
de estas dos caracteristicas geométricas de los poros y que son la tortuosidad 7 y el factor
de constriccién 0. En términos de estos parametros, es bien sabido en que la reduccién del
coeficiente de difusion macroscopico para la difusién en una membrana puede escribirse a

partir de estos parametros experimentales y la porosidad ¢ como

¢

Dy = Do 0. (7.3)

Dado que el enfoque de Fick-Jacobs nos permite cuantificar la proporcion por la que el flujo
de difusion se ve reducido por la irregularidad geométrica del poro y que la porosidad cuan-
tifica la reduccion del flujo debido al volumen sélido del material, a partir de razonamientos
muy elementales basados en la conservacién de masa, nosotros logramos demostrar que el
coeficiente de difusién de una membrana estd efectivamente dado por la Ec. . Por tan-
to, hemos probado que el enfoque microscépico de Fick-Jacobs que considera con detalle el
flujo del poro permite encontrar una expresion macroscopica acerca de la difusividad de una
membrana que puede medirse experimentalmente.

Ademas logramos demostrar que en un poro simétrico, el factor de constriccién 6 — o
que aparece en Ec. (7.3)) es

i&_<mémw>m@y (7.4)

En esta expresion hemos anadido el subindice b al factor de constriccién para enfatizar el
hecho de que es valida sélo para cuando solo ocurre difusion en el bulk del poro. Los brackets
representan un promedio espacial. Esta ultima expresion es sumamente importante puesto
que demuestra que el parametro experimental Dyd, que nosotros encontramos tiene el mismo
significado fisico que el coeficiente de difusién efectivo D* encontrado por Festa y d’Agliano
en 1978, es decir, que representa la resistencia intrinseca del poro a fluir debido a su co-
rrugacion. La gran ventaja de nuestro razonamiento es que nuestra expresién dada en Ec.
(7.4) no esta restringida sélo para poros periédicos como lo estd la validez para la deduccién

citada. Nuestra deduccién elemental es valida para cualquier poro donde sea también valido
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el enfoque de Fick-Jacobs.

En nuestro trabajo también logramos demostrar que la ecuaciéon de Fick-Jacobs dada en
Ec. puede también ser usada para condiciones de frontera de no equilibrio e incluso, bajo
algunas restricciones, para describir las perfiles temporales transitorios de la concentracion en
el bulk. Esto lo comprobamos comparando los resultados del modelo reducido de Fick-Jacobs
con simulaciones numéricas basadas en resolver directamente la ecuacién de difusién completa
en dos dimensiones. Esto es importante por dos razones, primero, porque usualmente se habia
supuesto que el esquema reducido sélo era valido en el caso de equilibrio y en el estado
estacionario y, segundo, porque los perfiles temporales de concentraciéon son usados para
determinar el coeficiente de difusiéon de una membrana D,,. Por lo tanto, una de las hipotesis
de nuestro trabajo es que el esquema reducido microscopico en Ec. junto con la relaciéon
macroscdpica que nosotros dedujimos en la Ec. nos permitiran describir los experimentos
realizados por el grupo de trabajo de J. Karger donde los perfiles de concentracion dentro de
zeolitas son medidos experimentalmente y una curva de ajuste que utiliza D,, es usada para

ajustar los perfiles transitorios.
Hasta aqui a lo que respecta a la difusién efectiva en el volumen del poro.

Ahora, dado que la catalisis heterogénea requiere no solo de la difusiéon volumétrica de
las particulas de reactivo y de producto, sino también de la adsorcién/desorcién de los cata-
lizadores en las paredes del poro, en nuestro trabajo extendimos la ecuacién de Fick-Jacobs
en Ec. para el caso en que las particulas de bulk podian también ser adsorbidas en la
pared. Por ende, partiendo de una ecuacion de balance de masa que considera ambos pro-
cesos, nosotros dedujimos que el intercambio con las paredes podia cuantificarse también a

través de una ecuacién reducida de la forma

% _ ﬁ% {Db(m)w(w)%} + ), (7.5)
donde la funcién y(z) mide la longitud de las paredes del poro, y r;, es justo la velocidad
de reaccién de adsorcién/desorcién en la superficie y cuantifica la velocidad con la que se
intercambia el material de bulk a través de las paredes por procesos de adsorcién/desorcion.

Al igual que para la ecuacion original de Fick-Jacobs, nosotros probamos que esta tltima
ecuacion resulta una excelente aproximacion para procesos de adsorcién lineales cuando el
tiempo caracteristico de reaccion es del mismo orden o menor al tiempo caracteristico de
difusién dentro del poro. Por ello, es una excelente herramienta en el entendimiento completo
de las propiedades de adsorcion de una nueva clase de membranas artificiales donde la forma
del poro puede disenarse ex profeso para liberar o adsorber algin reactivo con un ritmo

deseado.
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Para ilustrar este tipo de estudios, en esta tesis nosotros ejemplificamos un procedimiento
general para usar la Ec. (7.5]) en una clase de membranas que estdn constituidas por poros
trapezoidales. Este tipo de membranas son el objeto de estudio de los grupos de Z. Siwy y
D. Nicholson desde el punto de vista experimental y computacional, respectivamente.

La gran ventaja de usar nuestro esquema reducido es que las cantidades microscépicas que
refieren al detalle interno del flujo dentro del poro irregular pueden ser traducidas a variables
macroscopicas que pueden ser medidas en experimentos y que, generalmente, resultan de
importancia practica en la elaboraciéon de materiales. En el caso de este tipo de membranas
formadas por poros trapezoides, estas cantidades fueron el factor de transferencia de masa y
el factor de efectividad interna. Ambas se refieren a qué tanto cantidad de material se puede
introducir a una membrana bajo diferentes condiciones externas, el primero bajo flujo neto de
particulas y el segundo en condiciones de saturacion. Nosotros no solo realizamos la traduccion
de estos conceptos macroscopicos a nuestras membranas de poros trapezoidales, sino que
obtuvimos resultados analiticos que nos permiten hacer hipétesis muy concretas acerca del
funcionamiento 6ptimo de esta clase de materiales. Por ejemplo, nosotros concluimos que
en condiciones de flujo neto, la transferencia de masa de un lado a otro de la membrana se
optimiza si el poro tiene cierto angulo de apertura (de alrededor de 50°). Este valor depende
de la velocidad de adsorcién k. Por otro lado, en condiciones de saturacion, un poro que forme
un embudo o cuello de botella puede almacenar mas material adsorbido con respecto a su
volumen que un poro abierto, y por tanto, este tipo de geometria incrementa la efectividad
interna.

Al igual que en el caso macroscopico, el factor de efectividad interna y el coeficiente de
trasferencia de masa dependen del llamado moédulo de Thiele ® que mide el radio entre los
tiempos caracteristicos de difusion y de reaccién. Un valor de ® alto corresponde a un proceso
donde la difusién es el paso lento y, por el contrario, un valor bajo representa una reaccion
lenta. En el terreno puramente tedrico, nuestro trabajo logré demostrar que este coeficiente
puede depender de la irregularidad geométrica del poro como

3 5

— “p2 el
O(z) =Py |1+ -h (m)—|—48ww

1l () +...], (7.6)

donde &y = \/2kL?/Dy es el modulo de Thiele de un poro de la misma longitud L pero sin
irregularidades geométricas. La importancia de esta expresion es que indica como cambia la
importancia respectiva de los dos procesos, difusion y adsorcién, de manera local dentro del

poro.

Hasta aqui a lo que respecta a los procesos combinados de difusién y adsorcion efectiva

en el volumen del poro.
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La Ec. es pues una herramienta indispensable para estudiar los cambios de la con-
centracién dentro del volumen del poro cuando la difusién y la adsorciéon estan presentes.
Supone que las paredes del poro son fronteras a través de las cuales entra o sale material
en cada punto de la reacciéon de adsorcion. Por lo tanto, desde el punto de vista fisico, esto
es equivalente a suponer que la fase adsorbida esta inmovil a lo largo de la pared y que,
por lo tanto, el aumento en la concentracién de las particulas adsorbidas Cy corresponde
simplemente a la disminucién de las particulas de bulk para la adsorcién, y lo contrario para
la desorcién.

Si bien esta suposicién es razonable para muchos procesos, en muchos casos las particulas
en la fase adsorbida pueden migrar a lo largo de la superficie. Bajo ciertas circunstancias, este
proceso de difusion superficial puede ser responsable por aumentar en medida considerable
el flujo neto de particulas que se mide experimentalmente, comparado con el flujo que se
obtendria si solo la difusién en el bulk estuvieran presentes.

En este trabajo nos dimos a la tarea de encontrar una ecuacién para la concentraciéon de
las particulas adorbidas que tomara en cuenta no solo el aumento/disminucién de particulas
debido al intercambio con el bulk a través de los procesos de adsorcién/desorcién, sino que
considerara también que las particulas en la fase adsorbida pueden migrar a lo largo de la
superficie por difusién superficial. Partiendo de una ecuacion sencilla de balance de masa,
nosotros logramos demostrar que la concentracion de la fase adsorbida en presencia de estos

dos procesos dentro de un poro irregular y simétrico obedece:

9C, 1 0 [4D, 0 (wC\]
ot w(z) 8x{ v &'L‘( ¥ >] +w7ﬂ5<x’t)' (7.7)

donde D es el coeficiente de difusion superficial en el limite de carga nula y r, es la velocidad

con que entran o salen particulas de la superficie.

En un proceso de adsorcion equimolar, en el cual por cada particula adsorbida se pierde
una particula de bulk y viceversa se tiene que r, = —rs. Dado que ademas las particulas de
alguna especie quimica dentro del poro estdn en el volumen o en la superficie, la anterior
suposicién nos ha permitido demostrar que en el caso estacionario, el coeficiente de difusiéon

neto de ambos tipos de particulas (en el bulk y adsorbidas) tiene la siguiente forma funcional

1 +4D5 A
TrA 2@ T+

donde el factor de conversién A = 9C,/IC), puede estimarse para cualquier proceso de ad-

Dy(z) = Dy(x) (7.8)

sorcién si la isoterma del proceso Cs(C}) es conocida.
Por ejemplo, con la Ec. ([7.8]) utilizada para un proceso de Langmuir en las concentraciones

volumetricas, hemos podido establecer las siguientes hipdtesis acerca del comportamiento
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de las particulas de bulk y superficie dentro de un poro. Por ejemplo, si se supone que
el coeficiente de difusion superficial es aproximadamente constante, las particulas en el bulk
tienden a distribuirse homogéneamente dentro del volumen del poro en el estado estacionario,
mientras que las particulas adsorbidas lo hacen en las zonas mas anchas de un poro. Esto
hace que en ciertas circunstancias, ocurra un proceso de contraflujo dentro del poro de tal
manera que las particulas del bulk tienden a alejarse de los cuellos de botella mientras que
las particulas adsorbidas tienden hacia ellos.

Las ecuaciones demostradas por nosotros en las Fcs. y constituyen un modelo
completo para entender la distribucién y la movilidad de las particulas en el bulk y en la
superficie cuando los procesos de difusion en el bulk y la superficie, asi como las reacciones
de adsorcién y desorcion, se llevan a cabo simultdneamente dentro de un poro irregular. Por
tanto, dicho par de ecuaciones constituye un modelo muy poderoso en la descripcion de la
catalisis heterogénea donde todos estos procesos ocurren a la vez en la conversién de reactivos
en productos a través de una reaccion catalitica en la superficie. Si bien en esta tesis este
tipo de procesos se estudiaron sélo someramente, creemos que nuestro trabajo de modelacion
establece bases sumamente sélidas para entender y modelar este tipo de procesos de catélisis
heterogénea dentro de materiales porosos tales como las zeolitas.

No obstante, a nuestro parecer, la perspectiva mas prometedora de nuestro trabajo tiene
que ver con la medicion de la difusion efectiva de un material poroso como una zeolita a través
de experimentos de adsorcién/desorcion. En estos experimentos, un cierto gas se introduce
en un medio poroso hasta que se satura. Los perfiles de concentraciéon como funcién del
tiempo se pueden medir dentro del poro por medio de diversas técnicas de imagenologia
realizadas por el grupo de J. Karger. El coeficiente efectivo de dicho material poroso D,, se
obtiene ajustando a las curvas experimentales para la concentracion total C' la solucién de

la ecuacién
oc _, #C
ot Mox?’

Dependiendo de la intensidad de la reaccién en la superficie se obtiene un nivel de cobertura

(7.9)

superficial diferente, de tal manera que los perfiles de concentracion transitorios cambian con
la carga promedio dentro del poro y, por lo tanto, afectan el valor del coeficiente efectivo D,,.
Siguiendo los mismo razonamientos que utilizamos en la deduccién de Ec. , es posible
generalizar esta expresion para el caso en que no sélo la difusién volumétrica este presente,
sino también los procesos de adsorcién/desorcion y difusion superficial ocurran dentro del
poro como sucede en los experimentos. En este caso, la difusividad de la membrana conserva

la forma general de la Ec. ([7.3)), pero ahora se debe usar el factor de constriccion generalizado
0 — 04, donde
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1 1
Dby <Dt($)w(x)> {w(@)), (7.10)

y D, fue obtenido en la Ec. . Desde el punto de vista microscépico, este coeficiente
D; puede ser obtenido resolviendo las Ecs. y de nuestro modelo reducido. Por
tanto, nuestras ecuaciones permiten establecer relaciones perfectamente comparables entre
una cantidad macroscopica D,, y el detalle microscépico que involucra la geometria irregular
del poro y el valor de los coeficientes de difusién molecular Dy, y D.

En conclusién, en nuestra opinién, nuestro modelo permite estudiar todos los distintos
procesos que ocurren dentro de un poro en una reaccion catalitica en su superficie presentando
de manera explicita en la descripcién las cantidades geométricas relevantes para cuantificar
las concentraciones, los flujos y las difusividades del material poroso. Nuestro enfoque tiene la
ventaja de estar basado en cantidades fisicas fundamentales que no depende del dispositivo
experimental utilizado, por lo que el modelo funge como un puente entre la descripcion
detallada a nivel de poro y la descripcién macroscopica a nivel de membrana. Ademas, los
resultados derivados de nuestra descripcion permiten modelar cantidades relevantes desde el
punto de vista industrial como el factor de transferencia de masa y el factor de efectividad
interna de una manera directa en funcion de la geometria de los poros. Esto permitira en un
futuro contribuir en el diseno de materiales porosos tales como membranas con caracteristicas

fisico-quimicas realizadas a la medida.
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