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Resumen

En este trabajo se proponen dos estrategias de solucién basadas
en la de descomposicion de Benders y la relajacién Lagrangiana para
resolver problemas binivel lineales con variables binarias en el problema
lider y continuas en el seguidor, bajo el supuesto de cooperacion parcial
(enfoque optimista en problemas binivel).

El problema binivel discreto - continuo es reformulado como un
problema de un nivel utilizando las condiciones de Karush - Kuhn -
Tucker. Este modelo no lineal puede ser linealizado aprovechando la
estructura especial lograda con las variables binarias del problema lider
y resolverse a través de estrategias de descomposiciéon primal o dual.

Para aplicar el enfoque y mostrar la formulacion y el funcionamiento
de los métodos propuestos, se modelé un problema de localizacion
de instalaciones no deseadas. Las pruebas numéricas muestran que
el algoritmo propuesto puede resolver problemas grandes con buenos
resultados.
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cAapPiTuLO 1

Introducciéon

1.1. Motivacion

Los seres humanos toman decisiones constantemente. Al adoptar un
comportamiento optimizador, su deseo es llevar a cabo una determinada
tarea de la mejor manera posible con respecto a un criterio para
minimizar los costos o maximizar los beneficios.

El uso de las técnicas de optimizacién ha sido una parte
fundamental para la solucién de problemas. Sin embargo, los modelos
de programaciéon matematica mds comunes, son frecuentemente poco
adecuados para situaciones en donde se involucran méas de un objetivo
y més de un decisor.

En la mayoria de los casos, las decisiones sobre un proceso
determinado, son producto de una interaccién entre las preferencias de
un grupo de individuos, por lo que decidir basandose en un solo criterio
parece insuficiente, en particular cuando el proceso de toma de decisiones
se aplica a entornos complejos de organizacién.

Por lo que es mas realista procurar el logro de varios objetivos al
mismo tiempo. Esto implica que los problemas deben ser resueltos de
acuerdo con un criterio que satisfaga a todos los decisores en conjunto.
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En consecuencia, aparecerdn criterios que seran contradictorios y a
menudo inconmensurables, situacién que propicié el desarrollo de la
optimizaciéon multiobjetivo.

Los problemas de programacién multiobjetivo son ttiles para resolver
situaciones en donde se debe de cumplir con méas de un objetivo, atributo
o meta, pero no incorporan la interdependencia que existe entre ellos. Sin
embargo el incluir multiples criterios presenta grandes avances respecto
a la modelacién tradicional, ya que se puede incorporar una mayor
cantidad de alternativas para la toma de decisiones, aun cuando no se
considera interdependencia entre éstos.

Por otro lado, los problemas de optimizaciéon multinivel involucran
objetivos mdultiples y ademds consideran alguna interdependencia
entre ellos. Estos problemas incorporan algunas caracteristicas de los
problemas anteriores e incorporan el enfoque de la teoria de juegos,
en particular se les considera como la generalizacion al problema de
Stackelberg (Von Stackelberg (1934)) para juegos no cooperativos.

Las técnicas de optimizacion multinivel son tiles en sistemas donde
los decisores de un nivel son influenciados por el comportamiento de
los subordinados. Estos modelos particionan las variables de control de
acuerdo al nimero de niveles jerdrquicos y se tratan de problemas de
optimizacion que tienen otros problemas de optimizacién como parte de
sus restricciones.

El caso més sencillo de la programacién multinivel, son los modelos
binivel, donde se tienen un problema jerarquico con dos niveles (lider
y seguidor), esto es, problemas de optimizacién que tienen un segundo
problema de optimizacién como parte de sus restricciones.

El presente trabajo se enfocard a desarrollar una estrategia de
solucion para el problema de programacion binivel con variables binarias
en el problema lider y continuas en el seguidor, considerando la posible
aplicacién de la formulacién a diversos problemas de programacién
matematica, como problemas de localizacién y distribucion, asignacion y
ruteo, y otros que involucran a dos decisores en una relacién jerarquica.
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1.2. Objetivos de la Investigacion

1.2.1. Objetivo General

Resolver de forma eficiente el Problema de Programacion Binivel
Discreto - Continuo, a través de una estrategia de soluciéon basada en las
técnicas de descomposicién. Disenar algoritmos de solucién congruentes
con la estrategia y aplicar el enfoque a un modelo especifico para mostrar
su comportamiento.

1.2.2. Objetivos Especificos

Los objetivos especificos que permitiran lograr el objetivo principal
son:

1. Revisar el estado del arte sobre los problemas de programacién
binivel y binivel entero mixto, realizando una revision exhaustiva
de la literatura relacionada con el andlisis de este tipo de
problemas, sus modelos, formulaciones, aplicaciones y técnicas de
solucién.

2. Revisar el estado del arte sobre métodos de solucién para
problemas de programacion binivel discreto - continuo eficientes.

3. Proponer un modelo de programacién binivel en el que el problema
lider considere variables enteras.

4. Estudiar las propiedades matematicas de la variante binivel.

5. Disenar una estrategia para resolver el problema de programacién
binivel con la variante discreta - continua.

6. Analizar la estructura del problema propuesto para determinar las
condiciones bajo las cuales la estrategia de solucién propuesta es
eficiente.

7. Implementar la estrategia disenada en un compilador adecuado.

8. Analizar la eficiencia de la estrategia propuesta a través de un
estudio comparativo con resultados publicados.
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9. Identificar problemas que pudieran modelarse como un problema
de programacién binivel discreto - continuo.

10. Formular un problema conocido con el modelo propuesto y resolver
aplicando la estrategia de solucién propuesta para comparar los
resultados.

Esta investigacién esta estructurada de la siguiente manera: en el
capitulo 2 se presentan los conceptos relacionados con la programacion
binivel, las principales propiedades tedricas y la revisién de la literatura
referente al problema general. En el capitulo 3 se introduce el problema
binivel discreto - continuo, para el cual se presenta su formulacion, las
propiedades fundamentales y la revisién del estado del arte respecto a
la formulacién en especifico.

En el capitulo 4 se describe la estrategia de solucién basada en las
técnicas de descomposicién. Se presentan una técnica primal y una dual
(descomposicién de Benders y relajaciéon Lagrangiana) y su aplicacién
al problema binivel discreto - continuo, asi como algunos resultados
comparados con problemas resueltos. En el capitulo 5 se propone la
formulacion de un problema de localizacién de instalaciones no deseadas
con el enfoque binivel propuesto y se presenta la experimentaciéon con
los algoritmos planteados, mostrando la eficiencia de los mismos.



CAPITULO 2

El Problema de Programaciéon Binivel

2.1. Introduccion

Los problemas de optimizacion binivel son problemas que involucran
a dos programas matematicos en una sola estructura, uno de estos
problemas es parte de las restricciones del otro. Con base en esta relacién
jerarquica, el objetivo de mayor jerarquia es llamado “lider” y el objetivo
que restringe es llamado “seguidor”.

La formulacién general de un problema binivel (BLP) es la siguiente:

min F(z,y)
sujeto a: G(z,y) <0 51
min f(z,y) 21)
Y

sujetoa:  g(x,y) <0

donde x € R™ y y € R™2.

Los componentes del problema 2.1 se dividen en dos clases: x € R™,
F:R™ x R" — Ry el vector de funciones evaluadas G : R™ x R"2 —
R™! son llamados variables, funciéon objetivo y restricciones de nivel

5
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superior respectivamente; mientras que y € R™, f : R™ x R™ —
R y el vector de funciones evaluadas g : R™ x R" — R™2 gson
llamados variables, funcién objetivo y restricciones de nivel inferior
respectivamente.

La optimizaciéon multinivel est4 muy relacionada con el problema de
Stackelberg (1934) en la teoria de juegos. En este juego, se considera
un proceso de planeacién en el que se involucran agentes de dos niveles
distintos: un lider y un seguidor. En esta estructura el lider se anticipa a
la reaccion del seguidor, lo que le permite escoger su estrategia éptima.
De forma maés precisa, el lider escoge una estrategia x en un conjunto
X C R™ y el seguidor respondera con un conjunto de estrategias Y (z) C
R™ correspondientes a cada x € X. Se asume que el conjunto Y (z) es
cerrado y convexo.

Para esta formulacién, sus propiedades y conceptos fundamentales
han sido estudiados desde la década de 1970. Un gran ntumero de
referencias pueden consultarse en (L. N. Vicente y Calamai, 1994;
Dempe, 2003; Colson y cols., 2007).

2.2. Conceptos Basicos
Considerando el problema 2.1, el problema relajado asociado es:

min F(x,y)
sujeto a: G(z,y) <0 (2:2)
g(a,y) <0

y el valor éptimo de este problema es una cota inferior del valor 6ptimo
de 2.1.

La region factible relajada, o region de restricciones (Bard, 1998)
esta dada por el conjunto

Q={(z,y) e R" xR™ |z € X, G(z,y) <0, y g(x,y) <0} (2.3)

Para un vector z € X dado, la region factible de nivel inferior se
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define por

AUz) ={y e R™ | g(z,y) < 0} (2.4)

El conjunto de reaccién de nivel inferior o conjunto de reaccion
racional es

R(z) = {y e R™ [y € argmin{f(z,9) : § € Q(T)}} (2.5)

cada y € R(Z) es una respuesta racional del seguidor. Para una z dada,
R(zx) es una funcién evaluada definida implicitamente de = que puede
ser vacia para algunos valores del argumento.

El conjunto

IR={(z,y) e R" xR™ |z € X,G(z,y) <0,y € R(x)} (2.6)

corresponde al conjunto de puntos factibles del problema de
programacién binivel y se conoce como region inducida. Este conjunto
suele ser no convexo y puede estar desconectado o vacio en presencia de
restricciones de nivel superior.

Para mostrar gréaficamente la construccién de las regiones de
solucion, se utilizara el siguiente ejemplo:

min F= —x — 2
€T
sujeto a : min f= x — 2y
Y
sujeto a : x + y < 3
-z + y < 1 (2.7)
2z — y < =2
x — 3y < 0
r + 2y <2
z , y =2 0

La region factible relajada dada por el conjunto
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Q={(z,y) eR" xR™ |z € X, G(z,y) <0, y g(z,y) <0}

es el conjunto

Figura 2.1: Region factible relajada para el problema 2.7

El valor 6ptimo para el problema relajado se muestra en la figura
2.2.

Figura 2.2: Optimo para el problema relajado asociado al problema 2.7

Para un vector 1 € X, la region factible de nivel inferior se define
por

AUz) ={y e R™ | g(z,y) <0}
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y el conjunto de reaccién de nivel inferior o conjunto de reaccién racional
es

R(z) = {y e R™ [y € argmin{f(z,9) : § € UT)}

Figura 2.3: Conjunto de reaccién racional en el problema 2.7

La region inducida

IR = {(z,y) e R" xR™ |z € X,G(z,y) <0,y € R(z)}  (2.8)

es la regién

Figura 2.4: Region inducida para el problema 2.7
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por lo que la solucién éptima al problema 2.7 es

Figura 2.5: Region inducida para el problema 2.7

donde puede verse que incluso en un problema lineal con dos variables,
la regién inducida es no convexa.

Las regiones en un problema con restricciones en el nivel superior se
mostraradn con el siguiente ejemplo:

min F= r + 2y + =z
x
sujeto a : 2¢c + 2y 4+ 2z < 7
z > 0
min = - 2z
Yz / Y (2.9)
sujeto a : r + oy > 1
Tz + oy < 3
r + y + 2z < 5
y,2 =2 0

donde la region factible relajada dada por el conjunto

Q={(z,y) eER" xR™ |z € X, G(z,y) <0, y g(z,y) <0} (2.10)

es:
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(a) Regiones factibles lider (Ry) y seguidora (Rs)

(b) Q=R;,NRs

() @ = {(z,y) € R xR™ [z € X, G(z,9) <
0, y g(z,y) <0}

Figura 2.6: Regién factible relajada del problema 2.9
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El conjunto de reacciéon de nivel inferior o conjunto de reaccién
racional dado por

R(z) ={y e R™ |y € argmin{f(z,9) : y € UT)}} (2.11)

es la regién

Figura 2.7: Reaccién racional del problema seguidor en 2.9

Por lo que la regién inducida

IR={(z,y) e R xR™ |z € X,G(z,y) <0,y € R(z)} (2.12)

es la definida por
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Figura 2.8: Regién inducida del problema 2.9

Considerando el problema

min F= r + 2y + =z
€T
sujeto a : —r — 4y < =2
xr > 0
min = - 2z
vz f Y (2.13)
sujeto a : z + vy > 1
r + oy < 3
xr + y + 2z < 5
v,z =2 0

considerando la misma construccién, la regién inducida esta dada por
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(a) Regidn factible relajada

(b) Regién inducida

Figura 2.9: Regién inducida del problema 2.13

donde se muestra que ademas de ser una regiéon no convexa, la region
inducida puede no estar conectada.

Considérese el problema
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min F=x—y
x
. , —r+3y+15
sujeto a : min ——
Yy r+y+1
sujeto a : —3z+2y<1
J v= (2.14)
—r—4y <9
x—3y <2
20 +y <25
—x+ 3y < 12

La regién inducida para este problema se muestra en la figura 2.14.

Figura 2.10: Regién inducida del problema 2.14

Para x = 3, el seguidor tiene 6ptimos multiples: R(3) = [3,5] y
el problema para el decisor del primer nivel no estd bien definido: el
mejor valor para F es —2 obtenido en el punto (3,5), sin embargo, el
lider no puede forzar este valor, porque el seguidor es indiferente a cada

y € [3,5).
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Cuando existen soluciones Optimas alternativas en el conjunto de
reaccién R(z), puede ocurrir que el seguidor decida cooperar con el
lider y seleccionar la solucién que sea mejor para éste. Esto se conoce
como enfoque optimista o enfoque débil en programacién binivel. En
esta situacién, el punto (z*,y*) € R™ x R es una solucion optimista
al problema binivel 2.1 si:

es decir que debe resolverse el problema

min go(x)

donde

o(x) = min F(x,
(@) = min Fla.y)

Bajo el enfoque optimista, al menos una solucién del problema binivel
se obtiene en un punto extremo del poliedro definido por las restricciones
comunes.

En el ejemplo 2.14, una solucién optimista es el punto (3,5), donde
el lider obtiene el mejor valor posible para su funcién objetivo.

Cuando la cooperacion entre el lider y el seguidor no esta permitida
o si el lider es adverso al riesgo y desea limitar el dano resultante de
una solucién no deseada del seguidor se conoce como enfoque pesimista.
Entonces el punto (z*,y*) € R™ x R™ es una solucidn pesimista al
problema binivel 2.1 si:
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e X

G(z*,y*) <0

y" € R(z7)

F(z*,y*) > F(z",y) Yy € R(z")

es decir que debe resolverse el problema

min go(x)

donde

o - 3 F y
bo(T) b (z,y)

En el ejemplo 2.14, una solucién pesimista es el punto (3, %), donde
el lider obtiene el peor valor posible para su funcién objetivo.

De forma més completa, estos enfoques se describen en (Dempe,
2002).

Como puede verse, los problemas de programaciéon binivel son
dificiles de resolver, por lo que la mayor parte de la investigacién se
enfoca a los caso mas simples, es decir, los problemas con buenas
propiedades, como el problema lineal, cuadratico o convexo en la funcion
objetivo o en las restricciones.

En esta investigacion se trabaja con el problema binivel lineal
discreto en el nivel superior y continuo en el inferior, por lo que a manera
de introduccion, se presentaran las principales propiedades del problema
binivel lineal.

2.3. Propiedades Teodricas

Paraz e XCR™" ye YCR™2 F: X XY >Ry f: X xY =R,
el problema binivel lineal puede escribirse como:
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{ F = d
gél)fg (z,y) = iz + dry
sujeto a : Az + By <b

J 1, 1Y 1 (2'15)
min F(x,y) = cox + doy
yey

sujeto a:  Asx + Boy < b

Con esta estructura, las regiones de solucién pueden escribirse como:

La region factible relajada esta dada por el conjunto

Q:{(l‘,y) eXXxY | A1x+B1y§b1,A2$+B2y§b2} (216)

Para un vector z € X dado, la region factible de nivel inferior se
define por

Q(f) = {y ey ’ Boy < by — AQ:Z‘} (2.17)

El conjunto de reaccién de nivel inferior o conjunto de reaccion
racional es

R(z)={yeY |y €argmin{f(z,9):y € Qx)}} (2.18)

El conjunto

IR={(z,y) e X xY | (z,y) € Qy € R(x)} (2.19)

Los problemas binivel son dificiles de resolver, ya que son
genéricamente no convexos y no diferenciables.

Por algin tiempo se consideré que el problema binivel lineal era
NP—Hard con base en el resultado de Jeroslow (1985), quien probd
que el problema max-min lineal, un caso especial del binivel lineal,
es NP—Hard. Esta caracteristica puede verse al considerar que un
problema binivel puede no tener solucién, aun cuando F' y f sean
continuas y €2 compacto, como puede verse en el siguiente ejemplo:
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Considérese el siguiente problema (Galé, 2016):

mxl’n F= T + 2y + =z
sujeto a : zr + y + =z < 2
xr > 0
min f= y — 2z
Y,z
sujeto a : T + oy > 1
r + oy < 3
r + y + 2z < 5
v,z =2 0

La regién relajada es la que muestra la figura 2.11

(a) Regiones factibles lider (Ryr) y seguidora
(Rs)

(b) Q= RrNRs

Figura 2.11: Regién factible relajada del problema 2.20

19

(2.20)
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La reaccién racional del problema seguidor esta fuera de la regién
factible relajada, por lo que la regién inducida es vacia y el problema
binivel no tiene solucién.

De manera formal, se tiene que:

Proposicion 2.3.1 El problema binivel lineal es fuertemente N P-Hard
(strongly N P-Hard).

Este resultado fue demostrado por Hansen y cols. (1992); Blair
(1992).

Con esta consideraciéon y desde un punto de vista computacional,
lo que se busca es desarrollar algoritmos cuyos tiempos de proceso
sean acotados por un polinomio del tamafno del problema (nimero de
variables, restricciones, etcétera) que permita encontrar una solucién
e-Optima a un problema dado, sin embargo, eso no seria siempre posible.

En los siguientes teoremas, tomados de (Bard, 1998), se muestra que
cuando el problema binivel lineal se escribe como

min{F(z,y) | (z,y) € IR} (2.21)

la regién inducida resultante estd formada por caras de  y su
solucién ocurre en en un vértice. Por facilidad, se asumird que R(x)
toma valores tnicos para cada x dada y es acotado, €2 es acotado y no
vacloy Y =y > 0.

Teorema 2.3.1 La region inducida puede ser escrita de forma
equivalente como una restriccion de igualdad lineal por partes compuesta
por hiperplanos de soporte de 2.

Demostracion. La region inducida puede ser escrita explicitamente
como:

IR ={(z,y) € Q| doy = min[day : Bay < by — Agzx,y > 0]} (2.22)

Sea
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P(z) = min{dyy : Boy < by — Asz,y > 0} (2.23)

P(zx) es es un programa lineal parametrizado en z. De la teorfa de
dualidad, se tiene que:

méax{u(Asz — b2) | uBy > —da,u > 0} (2.24)
que tiene el mismo valor éptimo que 2.23 en el punto u*. Sea U =

{u | uBy > —da,u > 0}. La solucién a 2.24 ocurre en un vértice de U,
de donde se tiene el siguiente problema equivalente:

méx{u’ (Aoz — by) | v/ € U} (2.25)

lo que demuestra que P(x) es una funcién lineal por partes, por lo que
IR se puede reescribir como

IR ={(z,y) € Q| P(x) —doy = 0} (2.26)
|

Corolario 2.3.1 El problema de programacion binivel lineal 2.15 es
equivalente a minimizar F sobre una region lineal por partes compuesta
por una restriccion lineal de igualdad.

La funcién P(x) definida en 2.23 es convexa y continua. En general,
como se minimiza una funcién lineal F' = cjz + dyy sobre IR, y F es
acotada en () se puede concluir que:

Corolario 2.3.2 Una solucion del problema de programacion binivel
lineal ocurre en un vértice de la region inducida I R.

Este resultado fue probado por (Bialas y Karwan, 1984), de donde
se concluye que 2.21 puede ser escrito como

min{ciz + d1y |(z,y) € col R} (2.27)

donde col R es el casco convexo de la region inducida I R.
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Teorema 2.3.2 La solucion (x*,y*) del problema binivel lineal ocurre
en un vértice de €.

La prueba puede consultarse en (Bard, 1998).

Lo que lleva al siguiente

Corolario 2.3.3 Six es un punto extremo de IR, entonces es un punto
extremo de €.

Para resolver el problema binivel, una forma es encontrar
una representacion explicita de la regiéon inducida. Esto puede
lograrse al reemplazar el problema seguidor por sus condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker y agregar el sistema resultante al problema lider.

min c1x + dyy (2.28)
T,y

sujeto a : Az + Biy < by (2.29)

Aoz + Boy < by (230)

M (by — Az — Boy) =0 (2.31)

(dy + NT'By)y =0 (2.32)

z, Yy,A >0 (2.33)

del sistema anterior se tiene que

dby > =N Byy > X Agz — ATy (2.34)

para una seleccion dada del problema lider, el problema puede
ser reformulado relacionando las restricciones primales y duales y
requiriendo que la brecha de dualidad sea cero. Al incluir la ecuacién:

dfy = N Agz — My (2.35)

se garantiza la  satisfaccion de ambas restricciones de
complementariedad.
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Entonces, el problema (2.15) puede ser escrito como:

1"21’;1 car+dyy (2.36)
sujeto a : Az + By < by (2.37)
Aoz + Boy < by (2.38)
—AT'By < dy (2.39)
doy = N Agz — ATy (2.40)
x, Yy, A >0 (2.41)

Desde un punto de vista conceptual, (2.36-2.41) es un problema
matematico estandar relativamente facil de resolver, ya que todas sus
restricciones menos una son lineales, sin embargo, en la practica, la
restriccién 3.8 es dificil de resolver.

A partir de las definiciones presentadas en este capitulo, se presentard,
el modelo que se pretende resolver y las estrategias de solucién
propuestas en los capitulos siguientes.






CAPITULO 3

Problemas de Programacion Binivel
Lineales con Variables Discretas

En muchos problemas de optimizaciéon, un subconjunto de las
variables estd restringido a tomar valores discretos. Esta situacion puede
complicar los problemas e incluso hacerlos irresolubles.

Por ser el modelo de interés, en esta seccion se presentan las
propiedades de varios tipos de modelos binivel lineales binarios, donde
cada decisor controla todas las variables continuas o binarias segin sea
el caso.

3.1. El Estado del Arte

Considerando el problema binivel cuando un subconjunto de
variables esta restringido a tomar valores discretos, se tienen trabajos
a partir de la década de 1990 principalmente. Con estas caracteristicas,
Moore y Bard (1990a), U. Wen y Yang (1990) y Bard y Moore (1992)
propusieron algoritmos de ramificacién y acotamiento para problemas
enteros mixtos y binarios. Edmunds y Bard (1992) desarrollaron un
algoritmo de ramificacién y acotamiento para resolver problemas binivel
enteros mixtos no lineales.

25
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L. Vicente y cols. (1996a) presentan algunas propiedades del
problema binivel lineal discreto para diferentes conjuntos de variables
discretas. Analizan también la geometria de la regiéon inducida y se
discute la existencia de la solucién éptima. En este trabajo se proponen
equivalencias entre distintas clases de problemas binivel lineales discretos
y problemas multinivel particulares. Estas equivalencias se basan en
funciones concavas penalizadas, por lo que el enfoque se utiliza para
disenar métodos de funcién de penalizacién para la soluciéon de los
problemas.

U. Wen y Huang (1996) proponen una formulacién del problema
binivel entero mixto lineal en la que las decisiones binarias son
controladas por el decisor lider, mientras que las variables de decision del
seguidor pueden tomar valores reales. Los autores proponen un algoritmo
basado en la busqueda tabi y dos procedimientos variantes del mismo
con buenos resultados computacionales.

En el trabajo de Dempe (2003) se senala que los métodos de
ramificacion y acotamiento requieren funciones lineales o no lineales
convexas en el nivel inferior del problema binivel para ser funcionales.

Gilimiig y Floudas (2005) propusieron un algoritmo de reformulacién
y linealizacién para el problema general entero mixto binivel con
variables continuas en el seguidor utilizando la representacién de su casco
convexo.

Judice y cols. (2006) proponen una formulacién binivel con variables
discretas. El problema es transformado en un problema de matematico
con restricciones de equilibrio o de complementariedad (MPEC)
explotando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker del problema
seguidor. Se analiza un algoritmo para encontrar puntos estacionarios
correspondientes al MPEC y un algoritmo secuencial complementario
para encontrar el minimo global.

Faisca y cols. (2007) proponen un algoritmo para resolver el problema
binivel cuadrético y el entero mixto-lineal basado en la programacién
paramétrica. Més recientemente, Dominguez y Pistikopoulos (2010) usan
dos algoritmos usando programacion multiparamétrica para resolver
problemas binivel enteros con las variables enteras controladas por el
primer nivel. Koppe y cols. (2010) propusieron algoritmo basado en
la misma estrategia para problemas binivel enteros mixtos donde el
seguidor resuelve un problema entero.
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Mitsos (2010) presenta un algoritmo para la optimizacién global de
problemas binivel no lineales enteros mixtos que consiste en generar una
cota inferior convergente y una cota superior éptima. Xu y Wang (2014)
proponen un algoritmo exacto para el problema binivel entero mixto
lineal con algunas simplificaciones. Sharma y cols. (2014) considera
problemas binivel enteros con la funcién objetivo de primer nivel siendo
lineal-fraccional y la seguidora lineal; propone un algoritmo iterativo de
generacién de cortes para resolver el problema.

Utilizando como base algunas técnicas de descomposicién,
Saharidis y Ierapetritou (2009) proponen un algoritmo basado en la
descomposiciéon de Benders para resolver el problema binivel entero
mixto lineal; con este método se acotan los valores objetivo y se utilizan
las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para transformar el
problema en dos problemas de un nivel. Con base en la tltima propuesta,
Fontaine y Minner (2014) y Caramia y Mari (2015) proponen el uso de
la descomposicion de Benders con un subproblema continuo.

Con base en la descomposicién dual, Rahmani y MirHassani (2015)
proponen un método basado en la relajacién Lagrangiana, donde el
problema binivel entero mixto se resuelve el problema relajado para
encontrar las variables de nivel superior, fijando estos valores, se resuelve
el problema seguidor utilizando la relajaciéon lagrangiana. La funcion
dual se maximiza utilizando el método de subgradiente para generar los
cortes correspondientes.

3.2. Propiedades del BLP Lineal Binario

En esta seccién se presentan algunas propiedades del problema
binivel binario (L. Vicente y cols., 1996b). Debe destacarse que cualquier
variable entera puede ser escrita como una suma ponderada de variables
binarias, aunque esta transformacién no es eficiente desde el punto
de vista algoritmico, puede utilizarse cuando no hay otras opciones
disponibles.

Sea el problema
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; F — d

min (z,y) = e1e + duy

sujeto a : Az + By < by 31
min F(z,y) = cox + day (3.1)
yey

sujeto a: Asx + Boy < by

dondez e X CR"M, yc Y CR™ F: XXY >Ry f:XxY —=R,las
regiones de solucién definidas en la seccién 2.3 y las siguientes regiones

QL(y) = {$ eX | Aoz < by — Bgy} (3.2)

para todos los valores de y, y

Qu(y) ={(z,y) | A1z + By < b1} (3.3)

Para cada x € X se asumira que la solucién éptima de nivel inferior
en tnica. Con base en el problema binivel lineal (LBLP), donde X = R™
y Y = R" pueden considerarse tres modelos:

» Problema binivel discreto lineal (DLBLP), donde cada X = B™
vY = B™.

= Problema binivel lineal discreto-continuo (DCLBLP), donde X =
BMyY =R,

» Problema binivel lineal continuo-discreto (CDLBLP), donde X =
R™ yY = B,

Si Qu = R™ ™2 entonces IR es no vacia si ) es no vacfa. Si Qp #
R"™*72 entonces IR es no vacia si existe una € X tal que (Z,y) € Q.

Esta propiedad es valida para el LBLP, DLBLP, DCLBLP vy
CDLBLP y puede confirmarse para los casos mas generales donde
X =7Z" yY = Z™. En todos los casos, la existencia de soluciones
Optimas para estos problemas depende de la presencia de restricciones
de nivel superior.
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Las regiones inducidas asociadas con estos problemas implican dos
relaciones simples que pueden ser usadas para calcular cotas inferiores
y superiores:

Las regiones inducidas de DCLBLP y DLBLP estan incluidas en las
regiones inducidas de LBLP y CDLBLP. Esta propiedad puede verse
con el siguiente ejemplo.

Seanny =ng=1,g=4,Sy =R?,¢0 =0,dy =1,

1 2

—1 1 2

Ap = sl Be= | v 2=
-5 —4 10

Para el LBLP, siendo €2 un conjunto acotado, es decir un politopo, si
Qu = R entonces LBLP, DLBLP, y DCLBLP tienen una solucién
6ptima si Q # 0. Si Qpy # R™ T2 entonces LBLP, DLBLP, y DCLBLP
tienen una solucién éptima si existe una z € X tal que (z,y) € Q.

Esta propiedad establece que si 2 es acotado, las condiciones
suficientes para la existencia de soluciones coinciden con las condiciones
bajo las cuales la regién inducida es no vacia, el inico tipo de problema
para el que no se cumple la propiedad es el CDLBLP, para el que I R esta
compuesta por la unién finita de conjuntos cuasi-poliédricos, es decir, un
conjunto cuya cerradura es un conjunto poliédrico.

El problema abordado en este trabajo es un problema binivel
lineal discreto continuo. Considerando las propiedades anteriores, en la
siguiente seccién se definira el problema de estudio.
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(a) LBLP (b) DLBLP

(¢) DCLBLP (d) CDLBLP

Figura 3.1: Regiones inducidas para distintas versiones del BLP lineal

3.3. Definicion del Problema

En esta seccion se formulara el problema binivel lineal discreto -
continuo lineal (DCLBLP), donde se asume una cooperaciéon parcial
(o enfoque optimista) (Dempe, 2002), en la que, si el seguidor tiene
soluciones 6ptimas alternativas, elegird la que resulte mejor para el lider.

Considerando el problema
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min

sujeto a :

x?y

cix + diy
Az + By < by

Agz + Boy < by
2By < dy

doy = AT Agz — My
z e {0,1}, y,A >0
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obtenido en la seccién 2.3, el término Az = p = [p1..., tin, |, donde p;
es la i-ésima columna de p puede linelizarse (Fontaine y Minner, 2014;
Saharidis y Ierapetritou, 2009; Cao y Chen, 2006) y la restriccién (3.8)

puede reescribirse para obtener el siguiente problema equivalente:

min
x?y
sujeto a :

c1x + diy

Arx + By < by
Aoz + Bay < by
—\'By < dy

ni
doy =y Agi — XTh
=1

i > A — M(1— ;) l=1,

pl < Mz l=1,.
u=0

xz € {0,1}, y,A >0

donde M es un nimero positivo grande.

@y, T =101

-4

Con las restricciones (3.15)-(3.18) se asegura que las variables py;
toman valor cero si z; =0y valor \;jsix; =1, 1 =1,...,n1,1=1,...,q.

Para esta formulacién, se propone el uso de dos estrategias basadas
en las técnicas de descomposicién: una primal que toma como base la
descomposiciéon de Benders y una dual que se basa en la relajacion
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Lagrangiana. Ambas estrategias se presentan y describen en los capitulos
siguientes.



capriTuLo 4

Estrategias de Solucién para Problemas
Binivel Discretos-Continuos Lineales

4.1. Estrategia Basada en la Descomposicién de
Benders

La Descomposicién de Benders (1962) es una técnica popular para
resolver algunas clases de problemas complicados, como problemas
estocdsticos y problemas enteros mixtos no lineales, donde se tiene un
conjunto de variables que son consideradas complicadas. En esta seccion
se describird la técnica que posteriormente sera utilizado para resolver
un problema binivel discreto-continuo, que resultard en un problema
entero mixto.

Considérese el siguiente problema:

min f=cx+dy

T,y

sujeto a : Ax+ By >b (4.1)
yey
x>0

33
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Si y son las variables complicadas, el problema completo de
minimizacién puede ser escrito como

in |d { Az >b—B 4.2
miy y+minfer | Az > y} (4.2)

El problema dual del programa lineal interior es

mAx (b— By)lu
u
sujeto a : ATu<e (4.3)
u>0

En la estructura de descomposicién de Benders se resuelven dos tipos
de problemas: un problema maestro restringido con la forma

min z
Y

sujeto a : zzfy—i-(b—By)Tﬂk, k=1,...,.K
b—Bylay, 1=1,..L
yey

(4.4)

donde las primeras K restricciones de este problema se denominan
cortes de Benders o cortes de optimalidad y forman una aproximacién
exterior de la funcién correspondiente al subproblema. Como el niimero
de vértices de la regién factible (soluciones duales del subproblema de
Benders) es finito, esta aproximacién es una funcién convexa por partes.

El problema maestro propone una solucion del conjunto de variables
complicadas que posteriormente se fijan en un subproblema de la forma

max ffy+ (b - Bj)Tu
u
sujeto a : ATu<e (4.5)
u>0

para generar los cortes de Benders. Cuando la solucién propuesta por
el problema maestro resulta en un problema que no es factible, debe
modificarse el algoritmo para construir un otro tipo de corte: un corte
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de factibilidad, que elimina la solucién propuesta por el maestro. Estos
cortes estan indicados con el indice [ en el problema 4.4.

Esta divisién induce un algoritmo de solucion iterativo, en el que los
problemas asociados a las variables del problema maestro y los asociados
a las variables del subproblema son resueltos consecutivamente. Este
método recibe el nombre de descomposicién primal porque el maestro
fija variables del problema primal.

El algoritmo de descomposicién de Benders resuelve un problema
maestro relajado en cada iteracién y pasa el valor de las variables
complicadas y al subproblema. Al resolver el subproblema de Benders
se obtiene el valor de las variables duales u que se usan para generar un
nuevo corte al problema maestro.

En cada iteracion, el valor obtenido por la funcién objetivo del
problema maestro z es una cota inferior del problema completo 4.1. La
sucesion de estas cotas inferiores es monotona creciente dado que en cada
iteracién el problema maestro tiene un mayor niimero de restricciones.
Por otro lado, una cota superior z del valor 6ptimo de la funcién objetivo
del problema original 4.1 est4 dada en cada iteracion por (ca’ + dy’)
siendo 27 y 97 soluciones factibles en el maestro y el subproblema en la
iteracién j. El criterio de paro para el algoritmo es la coincidencia de
ambas cotas con una tolerancia relativa e.

Dado que el conjunto de posibles valores duales es finito, el
algoritmo de descomposicién de Benders converge en un nimero finito
de iteraciones.

4.1.1. Descomposicion de Benders para Resolver el
Problema Binivel Discreto - Continuo

La descomposicién de Benders (Benders, 1962) consiste en
descomponer el problema en un problema maestro y un subproblema
y resolverlos iterativamente. Las variables de decisién se dividen en
variables complicadas, que en este caso son las variables binarias que
conforman el vector x, y un conjunto de variables faciles, o las variables
continuas entradas de los vectores y, A, 4. En cada iteracién, el problema
maestro determina una posible decisién, que es usada por el subproblema
para generar cortes de optimalidad y soluciones factibles para cortes de
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factibilidad que se agregan al problema maestro.

Considerando el problema (3.10 - 3.19) y fijando x en Z, el
subproblema de Benders puede construirse como:

min 1z +dyy (4.6)
y
sujeto a: Biy<b — AT (4.7)
By < by — A (4.8)
- M'B, < dy (4.9)
ny
doy — )\Tbg + Z M?Agi =0 (410)
i=1
)\lflLL“' SM(l*J_?Z) lil,...,q, 1= 1,...,n1 (411)
—A+u; <0 1=1,..,m (4.12)
ul < Mz I=1,...q (4.13)
YA >0 (4.14)

Con las variables duales como los vectores renglén a; € RP, as € RP,
B € R™_ el escalar v y las matrices d1, 02, 03 € R9*™ el subproblema
dual puede escribirse como:

q
max ay(by — A1Z) + az(by — AsT) + o+ (Su(M(1 — 7)) + 53 M2)
=1
4.15)
sujeto a: ay1By+ asB2+ vdy < dy (4.16)
— Bof" — by + Z(Csu —024) <0 (4.17)
i=1
YAz — 61+ 02+ 03 <0 (4.18)
OZ1,C¥2,§,(51,(52,63§0 (419)

Si este problema es factible para af, o3, 8*,v*, 07, 05, 03, se agrega al
problema maestro el corte de optimalidad
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q
cre+ai (b —Arz)+as(ba—Agx)+do ST+ (57 (M (1—2))+05 M) <n

=1
(4.20)

Si el subproblema es no acotado, se le agrega una nueva restriccién
que acota a la funcién objetivo con un nimero M, suficientemente
grande para acotar sélo a los rayos extremos:

a
ay (b — A1Z) + ag(by — AoZ) + doBT + ) (0u(M(1— 7)) + 63 Mz) < M,

=1
(4.21)

La solucién a este problema genera el siguiente corte de factibilidad
para el problema maestro:

q
crx+ai (b —Alx)+a’2‘(bg—Agx)—l—dzﬁ*T—l—Z(&i‘l(M(l—a:))+5§lM:L‘) <0

=1
(4.22)

El problema maestro puede definirse como:

min

c1xr+n

q

i (b — Arz) + a3 (by — Agz) + do8™ + Y (67(M (1 — ) + 65 Mx) <
=1

v(aiaa;7ﬁ*77*7(sf76;’6§) € CO

q
a1m + af (b — Arz) + a3 (by — Agw) + doB" + ) (65(M (1 — x)) + 65, Mx) <0
=1
V(ai, a3, 8%,9%,01,03,035) € Cy
(4.23)

donde C, es el conjunto de soluciones que corresponden a cortes de
optimalidad y C} es el conjunto de soluciones que corresponde a cortes
de factibilidad.
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4.1.1.1. Algoritmo de Benders

La estructura principal de un algoritmo de Benders es la siguiente:

Paso 0 Inicializaciéon. Establecer la cota superior UB = oo. Fijar T en
una solucion factible de x.

Paso 1 Resolver el subproblema para x = I. Sea z; el valor optimo
del subproblema y actualizar la cota superior como UB =
min{UB, zs}. Si el subproblema es acotado, agregar un corte de
optimalidad al problema maestro, en otro caso, agregar un corte
de factibilidad al problema maestro.

Paso 2 Resolver el problema maestro para obtener una nueva solucién z.
Sea zjs la solucién 6ptima del problema maestro.

Paso 3 Si UB — z)s < € parar, en otro caso, ir al paso 2.

4.1.2. Resultados

Existen algunos articulos en la literatura que consideran el mismo
tipo de problemas que en este trabajo, que fueron utilizados para probar
el desempeno del algoritmo que se propone.

Los experimentos numéricos se realizaron en una PC Intel Core i7 a
2.5 GHz con 8.0 GB en RAM, compilando en GAMS 24.7.3 de 64 bit
para Windows con el solver CPLEX. La tabla 4.1 muestra los resultados
obtenidos al utilizar el algoritmo y su comparacién con los trabajos
publicados.

Con base en los resultados obtenidos a partir de los ejemplos, el
algoritmo alcanza resultados cercanos al éptimo en muy poco tiempo y
con pocas iteraciones: 3, 4, 3 y 5 respectivamente. Debe destacarse que
el algoritmo,en general, no alcanza el éptimo en problemas pequenos,
pero los resultados con instancias més grandes son méas cercanos a la
mejor solucién.
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Cuadro 4.1: Comparacion de resultados
' Tiempo de
No. Variables . Resultados Resultados ejecucién
No. Referencia .
Lider Seguidor Referencia Benders (s)
U-P. Wen y Yang _ F = —1,011,67 __F = —988,44
1 4 3 (1990) f=—4,67334  f = —4202,64 2.912
Tuy y Ghannadan F=-325 F=-325
22 2 (1998) f=—6 F=—6 384l
Moore y Bard F=13 F =13
3 1 1 (1990b) Fo1 Fo1 2.511
Saharidis y F = —961,69 F = —-92328
4 ! 2 Ierapetritou (2009) f = —4,673,36 f = —4021,48 5.378
. . . »
4.2. Estrategia Basada en la Relajacion
Lagrangiana
Considerando un problema de la forma
min f(x)
sujetoa: g(x) <0 (4.24)
zes

donde f : R — R son funciones continuas y S C R™ es un conjunto

arbitrario.

Dado u > 0, una relajaciéon Lagrangiana de 4.24 se define por:

inf L(z,u) = f(z) + vl g(z)

sujetoa:x €S

(4.25)

También se define la funcién dual w(u) como evaluacién del siguiente

problema, conocido como subproblema de Lagrange:

w(u) =min  f(z) +ulg(x)
res

De la funcién anterior, se tiene que para toda u > 0

w(u) < f(")

(4.26)

(4.27)
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Entonces, los valores de la funcién dual son cotas inferiores del valor
optimo de 4.41. El problema dual consiste en encontrar el vector de
multiplicadores u para el cual la cota inferior dada por la funciéon dual
es maxima:

max w(u)
v (4.28)
sujetoa:u > o

De la definicién del Lagrangiano, se tiene la brecha de dualidad:

f(@™) —w(ux) >0 (4.29)

Si el problema 4.28 es no convexo, la brecha de dualidad es
usualmente mayor que cero. Sin embargo, para problemas convexos, la
brecha de dualidad desaparece (Bertsekas, 1999).

4.2.1. Relajacién Lagrangiana para Resolver el Problema
Binivel Discreto - Continuo

Para evitar el uso de variables binarias, el problema (3.10 - 3.19) se
puede transformar en el siguiente modelo equivalente:
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min cix +diy (4.30)
T,y
sujeto a: Ajx+ Biy < by (4.31)
Aox + Boy < by (432)
—M'By < dy (4.33)
ni
doy = Z il Agi — AT'by (4.34)
i=1
Mg > )\l*M(lfl‘i) l= 1,...,(_[, 1= 1,...,77,1 (435)
i <A i=1,..,m (4.36)
pi < Mz I=1,...q (4.37)
uw>0 (4.38)
r < a2 (4.39)
0<z<1, y4,A>0 (4.40)

La restriccién (4.39) es considerada como restriccién complicada, por
lo que puede ser dualizada. A partir de esta idea, en la seccién siguiente
se propone una estrategia de soluciéon para el DCBLP.

Considerando el problema (4.30 - 4.40), la restriccién 4.39 y dado
u > 0, una relajaciéon Lagrangiana se define por:

min ax +diy + u(z — 2?)
m7y

sujeto a: Aix+ By < by
Aox + Boy < by

~A'By < dy
ni

day = Z; i Ay = N'by (4.41)
=

> AN — M(1— ;) l=1,...,q,i=1,....m

i <A 1=1,....m

pf < Mz I=1,...q

pu=>0

O0<z<1, yA=0
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donde la funcién dual w(u) se define como el subproblema de Lagrange:

w(u) =mim ez + diy + u(z — 2°)

I7y
sujeto a :

Ajx+ Biy < by
Asx + Boy < bsy
— 2By < dy

ni
de = Z ,u;TFAzi — )\TbQ
=1

,U/liz)\l_M(l_xi) lZl,...,(],’iZl,...

wi <A i=1,...,m1
,u,;‘FSMx l=1,....q
p>0

0<z<1, y,A>0

De la funcién anterior, se tiene que para toda u > 0

w(u) < erz™ + diy*

(4.42)

(4.43)

Entonces, los valores de la funcién dual son cotas inferiores del valor
6ptimo de (4.30 - 4.40). A partir de esta definicién, se tiene la brecha de

dualidad:

cax* +diy" —w(ux) >0

(4.44)

Para resolver el problema, se busca reducir la brecha de dualidad,
considerando que si el problema (4.6) - (4.16) es no convexo, la brecha
de dualidad es usualmente mayor que cero. Sin embargo, para problemas
convexos, la brecha de dualidad desaparece (Bertsekas, 1999).

Por lo que el problema dual consiste en encontrar el vector de
multiplicadores u para el cual la cota inferior dada por la funciéon dual

es maximas:
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() (4.45)

sujeto a:u >0

Si se pudiera disponer de forma explicita del conjunto de soluciones
factibles de la region factible de 4.42, el problema podria ser resuelto
mediante la enumeracién de todas ellas como

w(u) = min 12’ 4+ diy® +u(x® — (%)%, s=1,..,r (4.46)
x7y

Para resolver el problema, se propone un algoritmo de
descomposicién dual, para el que se utiliza un método de planos
de corte duales. En este método, se maximiza una aproximacién de la
funcién dual y tiene propiedades de convergencia similares a las del
método de subgradiente (Nowak, 2006).

La funcién dual es céncava y el problema puede reformularse como
el siguiente problema denominado problema maestro de la relajacion
Lagrangiana (Nowak, 2006; Cerisola Lopez De Haro y cols., 2004):

max w(u)
u

sujeto a: w < cizt +diyt + u(:):1 — (:):1)2)
(4.47)

w < ex” +diy" + u(z” — (27)?)

donde cada restricciéon es un corte de Lagrange.

La optimizacién del problema dual consiste en la resolucion iterativa
del problema maestro cuyo nimero de cortes de Lagrange aumenta con
cada iteracion.

Con la soluciéon de cada problema maestro se obtiene un nuevo
valor del multiplicador u, el cual, al ser evaluado en el subproblema
de Lagrange, genera un nuevo corte para el problema maestro.

Cuando el multiplicador genera subproblemas no acotados, se debe
introducir una restriccién en el problema maestro que elimine al
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multiplicador. Este corte se conoce como corte de acotamiento y se
obtiene al resolver el subproblema de acotamiento

w(u) =min ez + diy + u(z — 2?)
x7y

sujeto a : Ajx+ By <0
Aoz + Boy <0
~A'By <o

n1
dgy = Z ,u;TFAQi — )\TbQ

i=1
,U/lz'—)\l—MﬂfiZO l= ,...,q,z’zl,...,nl
IU,ZS)\ Z: yeeey N1
,ulTSM:c l=1,..,.q

p>0
0<z<1, 1,A>0
(4.48)

Si la soluciéon éptima es un valor negativo, se debe introducir un
corte de acotamiento en el problema maestro de la forma:

0 <ecrz” +dy" +u(z” — (z")?) (4.49)

De esta manera, el algoritmo de relajacién Lagrangiana itera entre
un problema maestro formado por cortes de Lagrange y de acotamiento
y un subproblema que evalia los multiplicadores propuestos.

4.2.2. Algoritmo de Relajacion Lagrangiana

La estructura del algoritmo de la relajacién Lagrangiana
considerando la interpretacion anterior se describe a continuacion:

Paso 0 Inicializacién. k =0, e = 1076

Paso 1 Resolver el problema maestro de la relajaciéon Lagrangiana
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max w(u)
u

sujeto a: w < cxf + diy* + u(z® — (2F)?)

st u¥ genera un corte de Lagrange (4.50)

0 < ez + diy® + u(z® — (2%)?)

si ¥ genera un corte de acotamiento

Obtener el valor de u* e ir al paso 2.

Paso 2 Resolver el problema de acotamiento 4.48. Si w*(u) > 0 ir al paso 3.
En otro caso, obtener la solucién z*, formar el corte de acotamiento
correspondiente e ir al paso 1.

Paso 3 Resolver el subproblema de Lagrange 4.42. Obtener la solucién z*,

formar el corte de Lagrange correspondiente e ir al paso 4.

Paso 4 Si |u* — u* — 1| < € parar. En otro caso, ir al paso 1.

4.2.3. Resultados

Existen algunos articulos en la literatura que consideran el mismo
tipo de problemas que en este trabajo que fueron utilizados para probar
el desempeno del algoritmo que se propone.

Los experimentos numéricos se realizaron en una PC Intel Core i7 a
2.5 GHz con 8.0 GB en RAM, compilando en GAMS 24.7.3 de 64 bit
para Windows con los solvers CPLEX y LINDO. La tabla 4.2 muestra
los resultados obtenidos al utilizar el algoritmo y su comparacién con
los trabajos publicados.

Cuadro 4.2: Comparacion de resultados

No. Variables

Resultados en la

Resultados del

Tiempo de

No Lider  Seguidor Referencia referencia algoritmo ejecucion (s)

U.-P. Wen y Yang F=-1,011,67 F=-1,011,67

! 4 3 (1990) f=-4,673,34 f=—-4,673,34 2.204
Tuy y Ghannadan F=-325 F=-325

2 2 2 (1998) F=—6 f——6 3.247

3 1 1 Moore y Bard (1990b)?f113 f:fllg’ 2.169

4 1 9 Saharidis y Ierapetritolf = —961,69 F = -960 1.94
(2009) f=—-4,673,36 f=—-4,616
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Con base en los resultados obtenidos a partir de los ejemplos, el
algoritmo alcanza el 6ptimo en muy poco tiempo y con pocas iteraciones:
2, 4, 3 y 4 respectivamente.

La estrategia de solucién para problemas binivel discretos-continuos
basada en la relajacién lagrangiana es la principal aportacién en el
trabajo de investigacion, ya que este enfoque no ha sido reportado en la
literatura para resolver problemas binivel.



CAPITULO D

El Problema de Localizacion de
Instalaciones No Deseadas Como
Problema Binivel

5.1. Introduccion

La mayor parte de la literatura sobre Teoria de Localizacién estd
enfocada a la ubicacién de instalaciones deseables para los decisores,
tales como escuelas, hospitales o servicios de emergencia, donde se busca
que los usuarios estén lo mas cerca posible de ellos. Sin embargo, hay
instalaciones que pueden ser molestas (no deseadas) para la poblacion,
pero son necesarias para el desarrollo de las comunidades, como plantas
eléctricas, rellenos sanitarios e incluso aeropuertos o estadios deportivos.

Esta molestia se vuelve una oposicion de la poblacién para
la localizacién de servicios no deseados cerca de ellos. Sobre este
problema, algunos autores han distinguido entre instalaciones peligrosas
e instalaciones desagradables Erkut y Neuman (1989), sin embargo
pueden sélo considerarse como instalaciones no deseadas Colebrook y
Sicilia (2007).

Los altos costos de instalacién, transporte y operaciéon de
estas instalaciones, asi como las consideraciones sobre emisién de

47
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contaminantes y la oposicién de la poblacién a la apertura de las mismas,
hacen que las decisiones se tomen al resolver un problema con diversos
objetivos. Ademas deben considerarse aspectos como la seguridad en
el manejo de materiales y la forma de distribucién (o recoleccién) y
transporte para cada nueva instalacién.

Por ejemplo, la seleccién de los lugares adecuados para la disposicion
final de residuos de las actividades humanas y el transporte eficiente
de los mismos, minimiza la exposicién de la poblacion a factores
contaminantes y la contaminacién ambiental, reduciendo los riesgos
asociados a la misma.

5.2. Revision de la Literatura

No existen muchos trabajos dedicados a la localizacion de
instalaciones no deseadas o molestas en redes. Este concepto surgié
en la década de 1970, pero comenz6 a cobrar importancia debido a la
posible consideracién de aspectos medio ambientales. Estos problemas
son opuestos a los modelos cldsicos de centros (minimax) y medianas
(minisum) y usualmente se modelan como problemas con criterios
mazximin y mazisum. Melachrinoudis (2011); Colebrook y Sicilia (2013)
presentan revisiones sobre este tipo de modelos.

La literatura en localizacién de instalaciones no deseadas inicia a
finales de la década de 1980. En 1988 Ratick y White (1988) propuso un
modelo de la localizacién de instalaciones no deseadas con tres objetivos.
Rahman y Kuby (1995) tratan problemas considerando minimizar costos
y la oposicion de la poblacién para la localizacién de una estacién de
transferencia de residuos sélidos.

Giannikos (1998) presenta un modelo multiobjetivo para localizar
sitios de disposiciéon para residuos peligrosos y la transportacién de
los mismos a lo largo de una red. Rakas y cols. (2004) desarrollan un
modelo para determinar la localizacion de instalaciones no deseadas
considerando objetivos en conflicto; utilizan un método de solucion
considerando que algunos parametros son inciertos resolviéndolo con
programacién difusa.

Hamacher y Drezner (2002) presentan un algoritmo de tiempo
polinémico para la localizacién de instalaciones semi molestas en redes.
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Yapicioglu y cols. (2007) proponen un modelo para la localizacién de
instalaciones semi molestas, el modelo se compone de una funcion
minisum ponderada que representa los costos de transporte y de una
funcién basada en la distancia para representar los efectos nocivos de la
instalacion; resuelven el problema utilizando un método de enjambre
de particulas. Alcada-Almeida y cols. (2009) introducen un modelo
multiobjetivo entero mixto para identificar las ubicaciones y capacidades
de un tipo de instalacién no deseada. El enfoque incorpora un modelo
de dispersién de Gauss y un modelo de optimizacién multiobjetivo.

Song y cols. (2013) examinan las caracteristicas del fenémeno no
en mi patio (not in my backyard, NIMBY) y sugieren dos alternativas
de optimizacién matematica para minimizar el grado total de oposicion
de este tipo; proponen algoritmos genéticos para resolver los modelos
obtenidos. Finalmente, Boyer y cols. (2013) desarrollan un modelo de
programacién entera mixta para la localizacién y ruteo de desechos
peligrosos con dos objetivos.

Considerando algunos de los objetivos utilizados en los trabajos
anteriores, en esta seccidon se propone un modelo que involucra a dos
decisores con una relacién jerarquica: un lider y un seguidor. En el
modelo, el lider decide sobre la localizacién de las instalaciones y
su capacidad, considerando los costos y la oposicién de la poblacion
asociados a la instalaciéon, mientras el seguidor estd a cargo de la
satisfaccién de la demanda de los clientes a través de la distribucion
del servicio (recoleccién de residuos, por ejemplo).

Para el modelo, se asume que el lider sélo puede abrir mas
instalaciones para que el seguidor pueda atender a més clientes, mientras
el seguidor reacciona atendiendo a los usuarios que la capacidad del
sistema le permite. El problema puede ser modelado como un problema
binivel discreto-continuo.

5.3. Formulacion del Problema de Localizacion

de Instalaciones No Deseadas Como un
Modelo Binivel

Los modelos de localizacién para instalaciones deben indicar al
menos cuantos servicios deben ser instalados, dénde y cémo deben
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atender a los clientes, considerando la minimizacién de costos pero
ademas afectando lo menos posible al entorno.

En este sentido, las afectaciones pueden considerarse como el impacto
social, que puede medirse como un grado de oposicién, la contaminacion,
afectaciones al terreno, etcétera. En nuestro modelo, la poblacién mas
cercana a la instalacién absorbera los costos de las afectaciones, en
consecuencia, la oposicién se medird en funcién de alguna caracteristica
de la poblacion.

Para este problema, el principal objetivo consiste en determinar el
namero y localizacion de instalaciones no deseadas a costo minimo,
minimizando simultaneamente el grado de oposicién a las instalaciones
en una red.

Si se considera la demanda de los centros de poblacién (nodos), la
oposicion puede ser estimada como un valor inversamente proporcional
a la demanda de cada nodo o alguna raiz de la misma:

0; =D;* (5.1)

donde D; es la demanda del centro de poblacién en el nodo i, para
localizar instalaciones lejos de centros de poblacién con poca demanda
(Rodriguez y cols., 2006).

Ademsds, en el modelo, se impone una restriccién de distancia
maxima, es decir, un radio de atencién para cada instalacién y los nodos
fuera de ese radio no podréan ser atendidos por la misma.

Dados un conjunto de clientes y de sitios candidatos para localizar
instalaciones, un decisor (lider) selecciona un conjunto de instalaciones
para abrir, con el objetivo de minimizar el costo de inversién y la
afectacion al entorno. Una vez que las instalaciones han sido designadas
para ser abiertas, el seguidor define como atenderd a los clientes con el
objetivo de minimizar sus costos. El lider no puede exigir al seguidor
que atienda a todos los clientes, sin embargo, es posible garantizar un
nivel de servicio equitativo con un porcentaje de la demanda atendida
de cada cliente.

El problema binivel de instalaciones no deseadas (BFNDL) puede
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formularse como:

N
min F = Z(S] —+ Oj)xj (52)
zj =
N
sujeto a : ij <p (5.3)
j=1
M M N
S50 D 54)
j=1 i=1 j=1
z; € {0,1} j=1,...,N (5.5)
M N
- F=3°3 D 59
Yij i=1 j=1
sujeto a : Yij < Tj Vi=1,..M, 7=1,...
(5.7)
N
>y >\ i=1,..,M (5.8)
j=1
N
Sy <t Vi=1,..,M(5.9)
j=1
M
ZDiyi]’ < Cj Vi=1,..,N
i=1
(5.10)
Ly < R Vil M, § =1
(5.11)
yij € (0,1) (5.12)

La funcién objetivo (5.2) consiste en minimizar el costo de instalacién
de los servicios y la oposicién de la poblaciéon de cada centro de demanda
a la instalacién de los mismos simultdneamente.

La restriccion (5.3) asegura que no se abran més instalaciones que el
maximo establecido. La restriccion (5.4)asegura que se abran suficientes
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instalaciones para satisfacer la demanda.

En la funcién objetivo (5.6)se busca minimizar el costo de transporte
desde la instalacién localizada en j al centro de demanda i.

La restriccién (5.7) establece que s6lo pueden atenderse centros
de demanda desde instalaciones abiertas. Con la restriccién (5.8) se
garantiza la equidad estableciendo un nivel minimo de servicio por
cliente. La ecuacién (5.9) permite que no se satisfaga la demanda
totalmente. La restriccién (5.10) evita que se exceda la capacidad de
cada sitio j. La desigualdad (5.11) limita la distancia entre los nodos
candidatos y los centros de demanda. Las restricciones (5.5) y (5.12) a
ser binarias y continuas entre cero y uno respectivamente.

Con esta formulacion, el problema puede ser resuelto utilizando las
estrategias presentadas anteriormente, por lo que en la seccién siguiente
se presenta la aplicacion de las mismas a problemas de prueba de
distintas dimensiones.

5.4. Analisis Computacional de las Estrategias

El enfoque jerarquico para resolver problemas de localizacién
de instalaciones no deseadas considerado en este trabajo, no ha
sido considerado en la literatura, por lo que no hay problemas de
comparacién. Con el fin de mostrar el desempenio del algoritmo sugerido,
se utilizé un conjunto de problemas prueba (Ferndndez-Aréizaga, s.f.).

Los experimentos numéricos se realizaron en una PC Intel Core i7 a
2.5 GHz con 8.0 GB en RAM, compilando en GAMS 24.7.3 de 64 bit
para Windows con los solvers CPLEX e IPOPT.

Los datos originales proporcionan la siguiente informacién:

Siendo I = {1,..,m} y J = {1,..,n} conjuntos de clientes y plantas
respectivamente, se tiene:

» Numero de clientes (m).

» Ndmero de plantas (n).

» Matriz de m x n de costos de distribucién.
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L] C:[CZ‘]‘] 1el, jed

Vector de demanda de clientes D = (D;) i€ [

Vector de costos fijos de apertura de plantas S = (S;) j € J

Vector de capacidades de las plantas C' = (C;j) j e J

A partir de esta informacién, se construyeron los problemas de
prueba, agregando la oposicién en funcién de la distancia a la planta
y la demanda del cliente como

Oi = (DZ . Cl'j)_l (5.13)

La demanda minima que debe ser satisfecha A\; se asigné
aleatoriamente como un valor entre % y 1. Sin pérdida de generalidad, la
distancia maxima que debe recorrerse, igual para todos los casos. Como
criterio de paro, se consideraron 100 iteraciones o una tolerancia de 1076
entre las cotas de los problemas o los multiplicadores propuestos.

El tamano de los problemas prueba se muestra en el cuadro 5.1.

Cuadro 5.1: Tamano de los problemas

Dimensiones del Problema

No. Y7 1 No. Restricciones  Numero de Variables Binarias
1 10 10 230 10
2 20 10 450 10
3 30 15 975 15
4 40 20 1700 20
5 50 20 2120 20
6 60 30 3750 30
7 75 30 4680 30
8 90 30 5610 30

Fueron probados 61 problemas, para los que se presentan las
soluciones para el lider, el seguidor con la resolucion de cada problema. El
desempeno del algoritmo fue medido utilizando el tiempo de ejecucién
y comparando las soluciones obtenidas con las correspondientes a la
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reformulaciéon de un solo nivel con las condiciones de Karush - Kuhn -
Tucker. Los resultados se muestran en los cuadros 5.2 y 5.3.

Cuadro 5.2: Resultados del Uso del Algoritmo Basado en la
Descomposicién de Benders para los Problemas Prueba

No Dimensiones Descomposicién de Benders Reformulacién KKT Gap
’ m n F f Iter F f F i
1 10 10 306.47 2,269.00 9 306.47 2,269.00 0% 0%
2 10 10 909.40 2,762.33 10 927.51 2,773.00 2% 0%
3 10 10 1,103.49 3,428.83 8 1,163.50 4,025.00 5% 15 %
4 10 10 1,340.58 2,643.50 8 1,340.58 2,643.50 0% 0%
5 10 10 944.81 3,549.00 9 971.58 5,561.33 3% 36 %
6 10 10 351.36 2,240.50 12 351.36 2,240.50 0% 0%
7 20 10 513.18 5,253.20 11 513.18 5,253.20 0% 0%
8 20 10 1,610.17 3,009.75 13 1,610.18 3,009.75 0% 0%
9 20 10 2,292.32 4,113.50 10 2,295.18 4,147.76 0% 1%
10 20 10 2,550.18 3,5632.08 9 2,550.18 3,532.08 0% 0%
11 20 10 1,703.24 7,706.87 10 1,718.11 6,150.88 1% 25%
12 20 10 777.19 4,380.38 13 790.16 3,684.99 2% 19%
13 30 15 1,157.13 5,987.44 4 1,198.10 4,948.68 3% 21%
14 30 15 543.18 4,124.39 5 543.18 4,124.39 0% 0%
15 30 15 5,849.27 3,460.85 15 6,082.28 3,975.15 1% 13%
16 30 15 943.27 4,347.81 52 943.27 4,347.81 0% 0%
17 30 15 903.42 4,956.27 4 903.42 4,956.27 0% 0%
18 30 15 888.45 5,283.63 4 888.45 5,283.63 0% 0%
19 30 15 3,419.58 2,551.00 20 3,419.58 2,551.00 0% 0%
20 30 15 3,740.09 7,628.00 4 3,740.09 7,628.00 0% 0%
21 30 15 5,131.58 4,250.93 20 5,131.58 4,250.93 0% 0%
22 40 20 5,825.34 5,556.16 33 5,935.33 6,363.58 2% 13%
23 40 20 6,430.21 6,572.37 18 6,430.21 6,572.37 0% 0%
24 40 20 6,928.32 5,5638.12 14 7,220.27 5,136.57 1% 8%
25 40 20 2,356.58 5,518.22 18 2,356.58 5,518.22 0% 0%
26 40 20 1,133.39 5,732.85 9 1,133.39 5,732.85 0% 0%
27 40 20 2,333.29 7,119.51 8 2,333.29 7,119.51 0% 0%
28 40 20 2,475.88 11,645.44 10 2,522.43 10,102.97 2% 15%
29 40 20 3,847.12 6,800.22 9 3,847.12 6,800.22 0% 0%
30 50 20 1,311.29 8,350.58 8 1,338.33 7,373.71 2% 13%
31 50 20 3,728.11 11,075.72 7 3,728.11 11,075.72 0% 0%
32 50 20 3,815.26 5,090.92 9 3,815.26 5,090.92 0% 0%
33 50 20 3,835.23 8,310.91 11 3,841.12 11,339.22 0% 27 %
34 50 20 3,707.73 7,351.04 14 3,728.59 7,159.00 1% 3%
35 50 20 1,475.59 9,909.30 12 1,475.59 9,909.30 0% 0%
36 50 20 3,843.16 11,984.36 8 3,843.16 11,984.36 0% 0%
37 50 20 13,837.80 7,336.03 7 14,074.76  6,437.17 2% 14 %
38 60 30 1,412.17 14,478.16 13 1,412.17 14,478.16 0% 0%
39 60 30 1,805.20 12,727.47 17 1,805.20 12,727.47 0% 0%
40 60 30 5,5632.23 10,142.18 11 5,532.23 10,142.18 0% 0%
41 60 30 4,360.17 11,872.56 7 4,360.17 11,872.56 0% 0%
42 60 30 16,001.42 6,427.46 13 16,756.41 6,474.39 5% 1%
43 60 30 9,920.34 8,052.89 12 9,920.34 8,052.89 0% 0%
44 60 30 16,771.39 7,237.25 16 16,771.39 7,237.25 0% 0%
45 60 30 5,5631.08 15,332.03 13 5,531.08 15,332.03 0% 0%

Continta.
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No Dimensiones Descomposicién de Benders Reformulacién KKT Gap
) m n F f Iter F f F i

46 75 30 1,919.33 14,873.52 8 1,922.32 14,125.37 0% 5%
47 75 30 1,343.28 16,366.56 16 1,343.28 16,366.56 0% 0%
48 75 30 10,985.44  6,621.44 9 11,575.40  6,964.15 5% 5%
49 75 30 3,424.21 13,601.99 9 3,424.21 13,601.99 0% 0%
50 75 30 12,695.25  10,322.29 11 12,695.25  10,322.29 0% 0%
51 75 30 18,669.36  8,159.24 9 18,669.36  8,159.24 0% 0%
52 75 30 17,900.19  17,024.66 7 18,775.35  15,501.92 5% 10%
53 75 30 25,847.39 7,971.68 7 22,905.34  10,100.69 | 13% 21%
54 90 30 1,483.22 19,054.17 10 1,483.22 19,054.17 0% 0%
55 90 30 1,685.39 15,134.05 8 1,685.39 15,134.05 0% 0%
56 90 30 8,989.28 14,219.70 12 8,989.28 14,219.70 0% 0%
57 90 30 8,250.28 12,937.81 8 8,250.28 12,937.81 0% 0%
58 90 30 8,310.21 16,188.55 8 8,310.21 16,188.55 0% 0%
59 90 30 17,180.38  13,055.07 14 18,069.39  11,571.30 5% 13%
60 90 30 18,941.24  17,045.73 9 18,941.24  17,045.73 0% 0%
61 90 30 14,911.22  18,798.15 8 14,911.22  18,798.15 0% 0%

Fuente: Elaboracién propia

Los resultados obtenidos por el algoritmo son muy cercanos a las
soluciones obtenidas resolviendo el problema reformulado directamente
como problemas enteros mixtos no lineales. En el 70 % de los casos, la
solucién del problema lider coincide con exactitud, mientras que esta
coincidencia ocurre en el 67% en el objetivo seguidor. Las soluciones
se encuentran en un numero razonable de iteraciones, de acuerdo con
el tamano de los problemas, y el tiempo de ejecuciéon no excedio los 10
minutos, por lo que el método es bueno.

Cuadro 5.3: Resultados del Uso del Algoritmo Basado en la Relajacion

Lagrangiana para los Problemas Prueba

Dimensiones Relajacién Lagrangiana Reformulacién KKT Gap
No. "m = F ] T, 8| F i Tn) | F T
1 10 10 306.5 2,269.0 2.40 306.5 2,269.0 7.80 0% 0%
2 10 10 909.4 2,762.3 3.22 927.5 2,773.0 7.07 2% 0%
3 10 10 1,103.5 3,428.8 1.97 1,163.5 4,025.0 6.15 5% 15%
4 10 10 1,340.6 2,643.5 1.57 1,340.6 2,643.5 6.86 0% 0%
5 10 10 944.8 3,549.0 3.27 971.6 5,561.3 7.32 3% 36%
6 10 10 351.4 2,240.5 2.06 351.4 2,240.5 14.26 0% 0%
7 20 10 513.2 5,253.2 2.71 513.2 5,253.2 19.12 0% 0%
8 20 10 1,610.2 3,009.8 1.96 1,610.2 3,009.8 10.16 0% 0%
9 20 10 2,292.3 4,109.3 2.79 2,295.2 4,147.8 9.12 0% 1%
10 20 10 2,550.2 3,532.1 1.81 2,550.2 3,532.1 6.81 0% 0%
11 20 10 1,703.2 7,706.9 2.87 1,718.1 6,150.9 9.17 1%  25%

Continta.
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Dimensiones Relajacién Lagrangiana Reformulacién KKT Gap

No. [™m n F f Tr (s) F i Tg (5) F i

12 20 10 T77.2 4,380.4 3.49 790.2 3,685.0 11.22 2% 19%
13 30 15 1,157.1 5,987.4 7.87 1,198.1 4,948.7 9.59 3% 21%
14 30 15 543.2 4,124.4 8.52 543.2 4,124.4 18.41 0% 0%
15 30 15 5,849.3 3,460.9 13.88 6,082.3 3,975.2 29.43 4% 13%
16 30 15 943.3 4,347.8 47.13 943.3 4,347.8 108.89 0% 0%
17 30 15 903.4 4,956.3 6.85 903.4 4,956.3 15.06 0% 0%
18 30 15 888.5 5,283.6 9.30 888.5 5,283.6 10.22 0% 0%
19 30 15 3,419.6 2,551.0 23.08 3,419.6 2,551.0 28.36 0% 0%
20 30 15 3,068.4 11,849.7 2.84 3,740.1 7,628.0 3.78 18% 55%
21 30 15 5,131.6 4,250.9 23.47 5,131.6 4,250.9 76.04 0% 0%
22 40 20 5,825.3 5,556.2 44.29 5,935.3 6,363.6 138.13 2% 13%
23 40 20 6,430.2 6,572.4 34.48 6,430.2 6,572.4 119.56 0% 0%
24 40 20 6,928.3 5,5638.1 28.03 7,220.3 5,136.6 68.50 1% 8%
25 40 20 2,356.6 5,518.2 23.29 2,356.6 5,518.2 81.49 0% 0%
26 40 20 1,133.4 5,732.9 50.78 1,133.4 5,732.9 107.61 0% 0%
27 40 20 2,333.3 7,119.5 33.21 2,333.3 7,119.5 73.53 0% 0%
28 40 20 2,475.9 11,645.4 72.63 2,522.4 10,103.0 160.15 2% 15%
29 40 20 3,847.1 6,800.2 19.50 3,847.1 6,800.2 47.71 0% 0%
30 50 20 1,311.3 8,350.6 154.95 1,338.3 7,373.7 357.26 2% 13%
31 50 20 3,728.1 11,075.7 10.49 3,728.1 11,075.7 25.04 0% 0%
32 50 20 3,815.3 5,090.9 43.69 3,815.3 5,090.9 134.74 0% 0%
33 50 20 3,835.2 8,310.9 122.67 3,841.1 11,339.2 395.10 0% 27%
34 50 20 3,707.7 7,351.0 54.91 3,728.6 7,159.0 175.81 1% 3%
35 50 20 1,475.6 9,909.3 66.21 1,475.6 9,909.3 218.25 0% 0%
36 50 20 3,843.2 11,984.4 83.78 3,843.2 11,984.4 97.89 0% 0%
37 50 20 13,837.8 7,336.0 50.93 14,074.8 6,437.2 54.82 2% 14%
38 | 60 30 1,412.2 14,4782 379.88 | 1,412.2 14,4782  850.87 0% 0%
39 60 30 1,805.2 12,727.5 410.84 1,805.2 12,727.5 556.22 0% 0%
40 60 30 5,632.2 10,142.2  328.60 5,5632.2 10,142.2 433.72 0% 0%
41 60 30 4,360.2 11,872.6  135.99 4,360.2 11,872.6 193.87 0% 0%
42 60 30 16,001.4 6,427.5 109.91 | 16,756.4 6,474.4 283.10 5% 1%
43 60 30 9,920.3 8,052.9 60.78 9,920.3 8,052.9 222.42 0% 0%
44 60 30 16,771.4 7,237.3 125.85 | 16,771.4 7,237.3 456.05 0% 0%
45 60 30 5,631.1 15,332.0 71.05 5,631.1 15,332.0 245.28 0% 0%
46 75 30 1,919.3 14,873.5  315.11 1,922.3 14,125.4  1,086.47 0% 5%
47 75 30 1,343.3 16,366.6  107.92 1,343.3 16,366.6 473.05 0% 0%
48 75 30 10,985.4 6,621.4 375.47 | 11,575.4 6,964.1 810.50 5% 5%
49 75 30 3,424.2 13,602.0 403.66 3,424.2 13,602.0 674.92 0% 0%
50 75 30 12,695.3 10,322.3 318.97 | 12,695.3 10,322.3 787.03 0% 0%
51 75 30 18,669.4 8,159.2 219.40 18,669.4 8,159.2 303.77 0% 0%
52 75 30 17,900.2 17,024.7 540.50 | 18,775.4 15,501.9  1,440.16 5% 10%
53 75 30 25,847.4 7,971.7 272.26 | 22,905.3 10,100.7 689.48 13% 21%
54 90 30 1,483.2 19,054.2  282.20 1,483.2 19,054.2 986.27 0% 0%
55 90 30 1,685.4 15,134.1  620.83 1,685.4 15,134.1  2,133.65 0% 0%
56 90 30 8,989.3 14,219.7  587.01 8,989.3 14,219.7 699.35 0% 0%
57 90 30 8,250.3 12,937.8  415.65 8,250.3 12,937.8  1,046.03 0% 0%
58 90 30 8,310.2 16,188.5  219.47 8,310.2 16,188.5 327.21 0% 0%
59 90 30 17,180.4 13,055.1 715.95 | 18,069.4 11,571.3 2,197.41 5% 13%
60 | 90 30 18,941.2 17,0457 516.11 | 18,941.2 17,045.7 1,254.83 | 0% 0%
61 90 30 14,911.2  18,798.1  428.71 14,911.2  18,798.1 648.31 0% 0%

Fuente: Elaboracién propia
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Los resultados computacionales del enfoque muestran que el
algoritmo obtiene buenos resultados, alcanzando el éptimo en el 69 %
de los problemas resueltos, en tiempos relativamente cortos, siendo
12 minutos el tiempo méaximo necesario para encontrar una solucién,
correspondiente a un problema con 30 variables binarias en el problema
lider, 2700 variables en el seguidor, dos restricciones en el lider y 5,610
en el seguidor.

Una aportacion adicional del trabajo de investigacion es la
formulacion del problema de localizacién de instalaciones no deseadas
como un problema binivel, considerando como lider o decisor de nivel
superior a quien decide sobre la localizaciéon de las instalaciones y como
seguidor o decisor de nivel inferior, a quien se encarga de la recoleccién.
Si bien la formulacién ha sido mencionada en la literatura, el problema
no ha sido resuelto con esta estructura.

La resolucion del problema con las instancias propuestas muestra que
ambas estrategias de descomposicién son eficientes en cuanto a tiempos
de solucién y cercania a las soluciones exactas.






CAPITULO O

Conclusiones

El problema de programacién binivel es una formulaciéon que ha
sido estudiada de manera reciente. Tomando como base el juego de
Stackelberg, se considera la relacién jerarquica de dos objetivos, donde
uno de ellos es parte de las restricciones del otro. En estos problemas,
el decisor principal, también llamado lider o decisor de nivel superior,
busca optimizar su funcién objetivo fijando las variables sobre las que
tiene control; ante esta decision, el decisor secundario, seguidor o decisor
de nivel inferior reacciona, decidiendo para optimizar su propio objetivo.

Con este proceso de decisién, los problemas toman caracteristicas que
los vuelven complicados, incluso en sus versiones més simples, ya que la
regién donde se toma la decisién final, conocida como regiéon inducida,
puede ser no convexa, no conectada o vacia, incluso en los casos mas
sencillas, como el problema binivel lineal. Esta situacién se complica si
ademads el problema lider tiene sus propias restricciones.

Al resolver estos problemas, ademés debe considerarse la posibilidad
de existencia de soluciones alternativas para el problema seguidor para
alguna solucién del lider. Esto da origen a dos enfoques importantes
dentro del area: el enfoque optimista, que asume una cooperacion entre
los decisores y que el seguidor seleccionara el punto que optimice el
objetivo del lider; y el enfoque pesimista en el que se asume que no puede
haber cooperaciéon entre los decisores y para una seleccién del decisor

99
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de nivel superior, el seguidor seleccionara el valor que menos beneficie
al lider. En esta investigacién se consider6 el enfoque optimista.

Una caracteristica importante del problema binivel convexo es la
posibilidad de sustituir el nivel inferior por sus condiciones de Karush
- Kuhn - Tucker para encontrar una soluciéon. Este enfoque ha dado
origen a muchos algoritmos y es el que se utiliza para la propuesta de los
métodos utilizados en este trabajo. Desde el punto de vista conceptual,
esta reformulacién parece facil de resolver, sin embargo, la restriccion
no lineal se vuelve complicada, por lo que es necesario manipular el
problema para poder resolverlo.

En algunos problemas binivel, es necesario considerar restricciones en
algin conjunto de variables. Con este supuesto, los principales resultados
tedricos se han desarrollado desde principios de 1990, sin embargo, la
literatura al respecto no es muy abundante debido a lo complicado
que resulta encontrar la regién inducida. Mayoritariamente, la teoria
se ha desarrollado con los problemas binivel lineales continuos, con
restricciones de integralidad en alguno de los niveles, principalmente el
lider; problemas binivel no lineales convexos y considerando multiples
objetivos en alguno de los niveles. Respecto a los algoritmos de
solucion, los métodos heuristicos son los més desarrollados actualmente,
destacando los algoritmos genéticos por la forma de bisqueda por
poblaciones.

En este trabajo se proponen dos estrategias de soluciéon para
el problema binivel discreto - continuo basadoas en las técnicas de
descomposicién, particularmente la descomposicion de Benders y la
relajacion Lagrangiana. Los algoritmos desarrollados con base en estas
técnicas obtienen resultados muy cercanos al 6ptimo en tiempos cortos
(méximo 12 minutos). En este enfoque se aplican las descomposiciones a
la reformulacién del problema, considerando las condiciones de Karush
- Kuhn - Tucker del problema seguidor.

Para probar la eficiencia de los algoritmos desarrollados con base
en las estrategias presentadas, se utiliz6 un modelo de localizacion de
servicios no deseados, el cual fue formulado como problema binivel. Se
utilizaron datos de problemas de localizacién de servicios para construir
63 problemas prueba modificados, de los cuales 2 resultaron no tener
solucién binivel.

Considerando el conjunto de problemas prueba, los resultados
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computacionales del enfoque muestran que los algoritmos obtiene buenos
resultados, alcanzando el 6ptimo en el 70 % de los problemas resueltos
en el caso del enfoque primal y en 69% con la descomposicién dual,
en tiempos relativamente cortos, siendo 12 minutos el tiempo maximo
necesario para encontrar una solucién, correspondiente a un problema
con 30 variables binarias en el problema lider, 2700 variables en el
seguidor, dos restricciones en el lider y 5,610 en el seguidor.

La estrategia de solucién para problemas binivel discretos-continuos
basada en la relajacion Lagrangiana es la principal aportacion en el
trabajo de investigacion, ya que este enfoque no ha sido reportado en la
literatura para resolver problemas binivel.

Una aportaciéon adicional del trabajo de investigacion es la
formulacion del problema de localizacién de instalaciones no deseadas
como un problema binivel, considerando como lider o decisor de nivel
superior a quien decide sobre la localizacion de las instalaciones y como
seguidor o decisor de nivel inferior, a quien se encarga de la recoleccién.
Si bien la formulacién ha sido mencionada en la literatura, el problema
no ha sido resuelto con esta estructura.

La resolucién del problema con las instancias propuestas muestra
que ambas estrategias de descomposicion (de Benders y relajacién
Lagrangiana) son eficientes en cuanto a precisién y tiempos de solucion.

Como trabajo futuro, se utilizara la estrategia de descomposicion sin
considerar la reformulacién del problema binivel y la consideracién de
mas de un objetivo en la funcién lider.






APENDICE A

Método de Solucion Para Problemas
Binivel Discretos-Continuos Basado en
La Descomposiciéon de Benders en

GAMS

Sets

i variables lider /1*m/

j variables seguidor /1xn/

k restricciones lider /1x2/

1 restricciones seguidor /1*(2(m X n) + 2n + m)/

Scalar
M /1.0e6/
tcomp
texec
telapsed;

Parameters

c1(i) Coeficientes variable lider problema lider
/

$ondelim

$include cl.csv

$offdelim

63
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/

d1(j) Coeficientes variable seguidora problema lider
/

$ondelim

$include dil.csv

$offdelim

/

c2(i) Coeficientes variable lider problema seguidor
/

$ondelim

$include c2.csv

$offdelim

/

d2(j) Coeficientes variable seguidora problema seguidor
/
$ondelim
$include d2.csv
$offdelim
/

b_1(k) Lados derechos restricciones lider
/

$ondelim

$include bl.csv

$offdelim

/

b-2(1) Lados derechos restricciones seguidor
/

$ondelim

$include b2.csv

$offdelim

/5

Table Al(k,i)
$ondelim
$include Al.csv
$offdelim

I



Table Bi(k,j)
$ondelim
$include B_1.csv
$offdelim

b

Table

A2(1,1)
$ondelim
$include A2.csv
$offdelim

)

Table

B2(1,j)
$ondelim
$include B_2.csv
$offdelim

b

Variables

F ’Objetivo del lider’

f_s ’0Objetivo del seguidor’
Positive variables

y(3),
mu(i,l),
lambda (1)

I

BINARY VARIABLES

Equations

objlidersp
objsegsp
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reslidersp(k)
ressegsp (1)
complsp(j)
comp2sp
enterolsp(i,l)
entero2sp(i,l)
entero3sp(i,l)
enterodsp(i,l);

objlidersp.. F =e= sum(i,cl(i)*x.1(i)) + sum(j,
d1(G)*y(G));

objsegsp.. f_s =e= sum(ii, c2(ii)*x.1(ii)) + sum(jj,
d2(3j*y(3ji));

reslidersp(k).. sum(iii, A1(k,iii)*x.1(iii)) + sum(jjj,
B1(k,j33)*y(j3j)) =1= b 1(k);

ressegsp(1l).. sum(iv, A2(1,iv)*x.1(iv)) + sum(jv,
B2(1,jv)*y(jv)) =1= b_2(1);
complsp(vj)..sum(1l,-lambda(11)*B2(11,vj)) =1= d2(vj);
comp2sp.. sum(vjj,d2(vjj)*y(vjj)) =e=

sum((111,vi) ,mu(vi,111)*A2(111,vi)) -
sum(1lv,lambda(lv)*b_2(1v));

enterolsp(vii,vl).. mu(vii,vl) =g= lambda(vl) -
M*(1-x.1(vii));

entero2sp(viii,vll).. mu(viii,vll) =1= lambda(vll);
entero3sp(ix,v11l).. mu(ix,v11l) =1= M*x.1(ix);

Model subproblemaprimal /objlidersp, reslidersp, ressegsp,
complsp, comp2sp, enterolsp, entero2sp, entero3sp,
objsegsp/

Variables

z ’objetivo subproblema’

gamma ’dual complementariedad 2’
Negative variables

alphal(k) ’dual restricciones lider’
alpha2(1l) ’dual restricciones seguidor’
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beta(j) ’dual complementariedad 1’
deltal(i,1l) ’dual integralidad 1’
delta2(i,1) ’dual integralidad 2’
delta3(i,1l) ’dual integralidad 3’

b

Equations
objsub,
dualy(j),
duallambda(l),
dualmu(i,l)

’
*para encontrar subproblemas no acotados

Scalar noacotado /1.0e20/;
z.up = noacotado;

objsub.. z =e= sum(k,alphal(k)*(b_1(k)-sum(i,A1(k,i)*x.1(i))))
+ sum(1l, alpha2(1)*(b_2(1)-sum(ii,A2(1,ii)*x.1(ii))))

+ sum(j,d2(j)*beta(j)) + sum((11l,iii),
deltal(iii,11)*(M*(1-x.1(iii)))+delta3(iii,11)*M*x.1(iii));
dualy(jj).. sum(kk,alphal(kk)*B1(kk,jj)) +
sum(111,alpha2(111)*B2(111,jj)) + gamma*d2(jj) =1= di1(jj);
duallambda(lv).. sum(jjj,-B2(1v,jjj)*beta(jjj)) -

gamma*b 2(1v) + sum(iii, deltal(iii,lv) - delta2(iii,1lv))
=1= 0;

dualmu(iv,vl).. gamma*A2(vl,iv) - deltal(iv,vl) +
delta2(iv,vl) + delta3(iv,vl) =1= 0;

Model subproblema /objsub,dualy,duallambda,dualmu/;
subproblema.solprint=2;
*Subproblema modificado para encontrar rayos no acotados

Equations
cotarayo;

cotarayo.. sum(kk,alphal(kk)*(b_1(kk)-sum(ii,A1(kk,ii)*x.1(ii))))
+ sum(1l, alpha2(11)*(b_2(11)-sum(iii,A2(11,1iii)#*x.1(iii))))

+ sum(jj,d2(jj)*beta(jj)) + sum((11l1,iv),
deltal(iv,111)*(M*(1-x.1(iv)))+deltal3(iv,111)*M*x.1(iv))
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Model subproblemamodificado /objsub,cotarayo,dualy,duallambda,dualmu/;

subproblemamodificado.solprint=2;

Variable
dummy ’variable objetivo auxiliar’

Equations
edummy ;

edummy.. dummy =e= O;

Model fact/edummy,reslider,resseg/;

Set iter /iteril*iter100/;
Set conjcorte(iter);
conjcorte(iter)=no;

Set conjcortenoac(iter);
conjcortenoac(iter)=no;

Variable eta ’objetivo maestro’;

Parameters

constcorteal (iter,k) ’Constantes en los cortes’
constcortea2(iter,1)

constcorteb(iter, j)

constcorteadl(iter,i,l)

constcortead3(iter,i,1)

Equations
*objmaster

optimalidad(iter) ’Corte de Benders’
factibilidad(iter) ’Corte para subproblemas no acotados’



69

*objmaster.. eta =e= sum(i,cl(i)#*x(i))+ theta;
optimalidad(conjcorte) .. sum(i,cl(i)*x(i))+

sum(k, constcorteal(conjcorte,k) *(b_1(k)-sum(i,Al(k,i)*x(i))))

+ sum(1l, constcortea2(conjcorte,l)*(b_2(1)-sum(i,A2(1,i)*x(i))))
+ sum(j,d2(j)*constcorteb(conjcorte,j)) + sum((11l,ii),
constcorteadl(conjcorte,ii,11)*(Mx(1-x(ii)))+
constcortead3(conjcorte,ii,11)*M*x(ii)) =1= eta;
factibilidad(conjcortenoac).. sum(i,cl(i)*x(i))+
sum(k,constcorteal(conjcortenoac,k)*(b_1(k)-sum(i,Al1(k,i)*x(i))))
+ sum(1l, constcortea2(conjcortenoac,l)*(b_2(1)-sum(i,A2(1,i)*x(i))))
+ sum(j,d2(j)*constcorteb(conjcortenoac,j)) + sum((1l,ii),
constcorteadl(conjcortenoac,ii,1l)* (M*(1-x(ii)))+
constcortead3(conjcortenoac,ii,1l)*M*xx(ii)) =1= O;

Model maestro /optimalidad,factibilidad/;

*maestro.solprint=2;

*Inicializacién

Scalar UB ’Cota superior’ /INF/;
Scalar LB ’Cota inferior’ /-INF/;

Solve fact minimizing dummy using mip;
Display ’’Valores iniciales’’, x.1;
*Algoritmo de Benders

Scalar converged /0/;
Scalar iteration;
Scalar cota;

Parameter xmejor(i);
Parameter log(iter,*) ’Informacién de proceso’;

loop(iter$(not converged),
*Resolver subproblema
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solve subproblema maximizing z using lp;
Display ’’Solucién al subproblema’’, z.1l, x.1;

*Resultados
abort$(subproblema.modelstat >= 4)
’’E]l subproblema es infactible’’

*Subproblema no acotado
if (subproblema.modelstat = 3,
solve subproblemamodificado maximizing z using 1lp;

*Revisar resultados
abort$ (subproblemamodificado.modelstat>=2)
’?’El problema modificado no alcanza la optimalidad’’;

*Agregar corte de factibilidad al maestro
conjcortenoac(iter)=yes;

*E]1l problema es no acotado

*resolver el problema modificado

else

*el problema es acotado
cota=sum(i,cl(i)*x.1(i))+z.1;
if (cota <UB,

UB=cota;

xmejor (i)=x.1(i);

display xmejor;

)3

*Agregar corte de Benders
conjcorte(iter)=yes;

)

*Constantes de Cortes
constcorteal(iter,k) = alphal.l(k);
constcortea2(iter,l) = alpha2.1(1);
constcorteb(iter,j) = beta.l(j);
constcorteadl(iter,i,1) = deltal.1(i,l);
constcortead3(iter,i,1l) = delta3.1(i,1);

*Resolver el problema maestro

option optcr=0;
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solve maestro minimizing eta using mip;
*Resultados

abort$ (maestro.modelstat=4)
’?’El problema maestro es infactible’’;

*xabort$ (maestro.modelstat>=2)
*’’E]l problema maestro no alcanza la optimalidad’’;

*Actualizar cota inferior
LB=eta.l;

log(iter,’LB’)=LB;
log(iter,’UB’)=UB;
log(iter,’eta’)=eta.l;

iteration=ord(iter);
Display iteration, LB, UB, eta.l;
converged$ ((UB-LB)<0.1)=1;

Display$converged ’’El problema converge’’;

)

subproblemaprimal.solprint=2;
solve subproblemaprimal minimizing F using lp;

Display 1log;
abort$(not converged) ’’El problema no converge’’;

*Solucion

x.fx(i) = xmejor(i);

*kkt.solprint=2;

*solve kkt minimizing F using mip;

*abort$ (kkt.modelstat>2) ’’KKT no alcanza la optimalidad’’
tcomp = TimeComp;

texec = TimeExec;

telapsed = TimeElapsed;

Display ’’Solucién’’, x.1, z.1, F.1, £s.1, y.1, tcomp,
texec, telapsed






APENDICE B

Método de Solucion Para Problemas
Binivel Discretos-Continuos Basado en
La Relajacion Lagrangiana en GAMS

OPTION OPTCR = O

Sets

iter /iterl*iter100/

corte LR(iter) subconjunto de Indices

corte AC(iter) subconjunto de Indices

i variables lider /1*m/

j variables seguidor /1*n/

k restricciones lider /1x2/

1 restricciones seguidor /1*(2(m X n) + 2n + m)/

* Datos del problema

Parameters

c1(i) Coeficientes variable lider problema lider
/

$ondelim

$include cl.csv

$offdelim

/

73
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d1(j) Coeficientes variable seguidora problema lider
/

$ondelim

$include dl.csv

$offdelim

/

c2(i) Coeficientes variable lider problema seguidor
/

$ondelim

$include c2.csv

$offdelim

/

d2(j) Coeficientes variable seguidora problema seguidor
/

$ondelim

$include d2.csv

$offdelim

/

b_1(k) Lados derechos restricciones lider
/

$ondelim

$include bl.csv

$offdelim

/

b_2(1) Lados derechos restricciones seguidor
/

$ondelim

$include b2.csv

$offdelim

/3

Table Al1(k,i)
$ondelim
$include Al.csv
$offdelim

I

Table B1(k,j)
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$ondelim
$include B_1.csv
$offdelim

I

Table

A2(1,1)
$ondelim
$include A2.csv
$offdelim

I

Table

B2(1,3)

$ondelim
$include B_2.csv
$offdelim

I

Scalar

TOL tolerancia relativa / le-6 /
Z_INF cota inferior / -INF /
Z_SUP cota superior / INF /
Delta O para subproblema de acotamiento 1 para Lagrange
DIF diferencia en iteraciones

M /1.0e6/

tcomp

texec

telapsed

iteration;

PARAMETERS

w_it(iter) funcién objetivo del problema dual en la
iteracién iter

x_it(i,iter) valores de las variables lider en la iteracién
iter

y-it(j,iter) valores de las variables lider en la iteracién
iter

*Delta_it(iter) tipo de corte (acotacién O éptimo 1) de la
iteracién iter

Rho_it(i,iter) multiplicadores en la iteracién iter
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Variables

F ’Variable objetivo primal (subproblema)’
F_1id ’Objetivo del lider’

f_s ’0Objetivo del seguidor’

w ’variable dual’

I

Positive variables

y(j) ’variables’,
mu(i,l),

lambda(l),

Rho(i) ’multiplicador’,
x(i) ‘’variables’

* Ecuaciones
Equations

objlider

evallider

objseg

reslider (k)

resseg(l)

comp1(j)

comp?2

enterol(i,l)

entero2(i,l)

entero3(i,l)

entero4(i,l)

Rel(i) restricciones que se relajan
Cortes_LR(iter) cortes de Relajacién Lagrangiana
Cortes_AC(iter) cortes de Acotamiento
Corte RE corte redundante

mini (1)

objlider.. F =e= sum(i,c1(i)*x(i)) + sum(j, d1(j)*y(G)) +
sum(xi,rho.1(xi)*(x(xi)-sqr(x(xi))));

evallider.. F_1lid =e= sum(i,c1(i)*x(i)) + sum(j,
d1(§)*y(3));

objseg.. f_s =e= sum(ii, c2(ii)*x(ii)) + sum(jj,
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d2(i*y(3id));

reslider(k).. sum(iii, A1(k,iii)*x(iii)) + sum(jjj,

B1(k,jjj)*y(jjj)) =1= Deltaxb_ 1(k);

resseg(1l).. sum(iv, A2(1,iv)*x(iv)) + sum(jv,

B2(1,jv)*y(jv)) =1= Deltaxb_2(1);
compl(vj)..sum(1l,-lambda(11)*B2(11,vj)) =1= Deltaxd2(vj);

comp2.. sum(vjj,d2(vjjl*y(vjj)) =e=

sum((111,vi) ,mu(vi,111)*A2(111,vi)) -

sum(1v,lambda(1lv)*b_2(1v));

enterol(vii,vl).. mu(vii,vl) =g= lambda(vl) - M*x(1-x(vii));
entero2(viii,vl1l).. mu(viii,vll) =1= lambda(vll);

entero3(ix,v111).. mu(ix,v11l) =1= Delta*M#*x(ix);

Rel(xiii).. x(xiii) =e= sqr(x(xiii));

Cortes_LR(corte_LR).. w =1= sum(i,c1(i)*x_it(i,corte_LR)) +

sum(j, d1(j)*y_it(j,corte LR)) + SUM(i,rho(i)*(x_it(i,corte LR)-((x_it(i,
Cortes_AC(corte_AC).. 0 =1= sum(i,cl(i)*x_it(i,corte_AC)) +

sum(j, d1(j)*y_it(j,corte_AC)) + SUM(i,rho(i)*(x_it(i,corte_AC)-((x_it(i,
Corte RE.. w =1= 1000000;

mini(xiv).. x(xiv) =1= 1;

Model Maestro_ LR / Cortes_LR , Cortes_AC, Corte_RE, mini/ ;
Maestro_LR.solprint=2;

Model Subproblema LR / objlider, evallider, objseg,
reslider, resseg, compl, comp2, enterol, entero2, entero3,
mini/ ;

Subproblema_LR.solprint=2;

Model Completo / objlider, objseg, reslider, resseg, compl,
comp2, enterol, entero2, entero3, Rel, mini/ ;
Completo.solprint=2;

* inicializacién de par-metros del problema
corte_LR(iter) = NO;

corte_AC(iter) = NO;

*Delta = 0;

x_it(i,iter) 0;

y-it(j,iter) = 0;

*Cotas multiplicador

Rho.LO(i) = O;

Rho.UP(i) = 10;

DIF = INF;
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* Algoritmo
Loop(iter $(DIF>TOL),
iteration=ord(iter);
Display iteration;

* Resolucién del problema maestro de Relajacién Lagrangiana
If (ORD(iter) >1,

Solve Maestro_LR using qcp maximizing w;

w_it(iter) = w.1;

display w.1l;

ELSE

Rho.1(i) = 0;

)

Rho_it(i,iter) = Rho.1(i);

* Resolucién del subproblema de acotamiento

Delta = 0;
Solve Subproblema LR using nlp minimizing F;
Display F.1l, ’’Subproblema de acotamiento’’;

* Si la solucién es negativa, generar un corte de
acotamiento
IF(F.1 <O,

x_it(i,iter) = x.1(i);
y-it(j,iter) = y.1(j);
corte_AC(iter) = YES;

* En caso contrario resolver el subproblema de Relajacién

Lagrangiana
ELSE
Delta = 1 ;

Solve Subproblema LR using nlp minimizing F;
x_it(i,iter) = x.1(1) ;

corte_LR(iter) = YES;

Display F.1l, ’’Subproblema de Lagrange’’

)

* Actualizacién de la diferencia de multiplicadores
If (ORD(iter)>1,
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DIF = SUM(i, MAX(Rho_it(i,iter)-Rho_it(i,iter-1),
Rho_it(i,iter-1)-Rho_it(i,iter))) ;

Display DIF;

)

)

[y
-

*x.up(i) =
*Rho .FX (i)
*Delta = 1 ;

1]
o

tcomp = TimeComp;
texec TimeExec;
telapsed = TimeElapsed;

Display ’’Solucién’’, x.1, F.1, F.1lid.1l, f£s.1, y.1, rho.1l,
tcomp, texec, telapsed;
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