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Resumen

Se realizó un estudio de sistemas no conservativos tanto a nivel clásico como
a nivel cuántico. Se introdujo un nuevo tiempo como parámetro y el tiem-
po original pasó a ser una nueva variable; de esta manera se estudiaron las
simetŕıas de un sistema clásico en particular, el del oscilador armónico amor-
tiguado, en un espacio fase extendido. Para tener un estudio general a nivel
clásico fue necesario modificar el principio de acción para sistemas de esta
ı́ndole.

El proceso de cuantización tuvo un primer enfoque dentro del estudio del
método de Dirac para sistemas con constricciones. Pero el proceso completo
se llevó a cabo usando la integral de trayectoria con la implementación de
las transformaciones canónicas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El tema central de este trabajo es estudiar sistemas no conservativos; es decir,
aquellos que intercambian o disipan enerǵıa con respecto a otro mientras el
movimiento se lleva a cabo. Las propiedades irreversibles y disipativas apa-
recen en la mayoŕıa de los fenómenos f́ısicos de la vida diaria y aún aśı sigue
siendo un problema en cuestión. En este trabajo se realizó un estudio de
sistemas no conservativos a nivel clásico como cuántico. A nivel clásico, toda
la información acerca del sistema se encuentra contenida en la acción, pa-
ra la descripción de sistemas no conservativos necesitamos un Hamiltoniano
dependiente del tiempo; no obstante, el principio de Hamilton en general no
puede describir procesos genéricos que incluyan procesos irreversibles, tales
como la disipación de la enerǵıa, el amortiguamiento, etc.

Comenzamos el estudio clásico usando el método de Dirac, donde un ejemplo
particular fue el del oscilador armónico amortiguado. Lo resolvimos clásica-
mente, teniendo presente que otro objetivo seŕıa cuantizar este sistema, lo
que nos sugirió de manera natural hacer uso de las transformaciones canóni-
cas. Lo anterior nos llevó a encontrar la constricción del sistema y a encontrar
también un problema de ordenamiento que nos motivó a utilizar la integral
de trayectoria para cuantizarlo.

Se estudiaron las simetŕıas del sistema no conservativo encontrando la carga
de Noether. Estudiamos la conservación del flujo Hamiltoniano en un espacio
fase extendido, donde lo que inicialmente era un parámetro t ahora es una
nueva variable.

A nivel clásico realizamos una modificación al principio de acción en base
a la formulación realizada por Galley en [2]; ya que en esta formulación se
impońıan condiciones de borde tanto en los momentos como en las coorde-
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VIII INTRODUCCIÓN

nadas, lo cual no nos pareció natural en un principio variacional y por ello
nosotros modificamos el principio de acción para que los bordes quedaran
fijos únicamente para q. Sin embargo, esto nos fue útil solamente en la teoŕıa
clásica.

A nivel cuántico, retomando la motivación del Caṕıtulo 2, estudiamos la in-
tegral de trayectoria y la usamos como herramienta para la cuantización del
oscilador armónico amortiguado, implementando a su vez las transformacio-
nes canónicas. Se encontró que la solución a dicho sistema es consistente con
los resultados ya conocidos.



Caṕıtulo 2

Método de Dirac

2.1. Introducción

Las teoŕıas que poseen un significado f́ısico fundamental tienden a ser teoŕıas
de norma. El análisis de Dirac muestra que las teoŕıas de norma son sistemas
Hamiltonianos con constricciones, en consecuencia podŕıamos considerar que
la formulación Hamiltoniana es una formulación fundamental y por ello es
importante establecer su estudio como punto de partida [12]. Para llegar
al formalismo Hamiltoniano, es importante resaltar que procederemos de la
manera usual, a partir de una acción escrita en términos de un lagrangiano,
como se muestra a continuación.

2.2. El principio de acción

Comenzamos con el principio de acción en su forma Lagrangiana, el cual
contiene información acerca de la dinámica de un sistema y que además es
independiente del sistema de coordenadas que se elija; o bien, los sistemas
que describe son invariantes ante transformaciones de coordenadas.

S(qn, q̇n) =

∫ t2

t1

L(qn, q̇n)dt. (2.1)

Imponemos las condiciones de frontera sobre las coordenadas,

q(t1) = q1,

q(t2) = q2.
(2.2)

1



2 CAPÍTULO 2. MÉTODO DE DIRAC

Al variar la acción e imponer que sea estacionaria, obtenemos las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇n

)
− ∂L

∂qn
= 0, (2.3)

en donde n = 1, ..., N .

Las ecuaciones (2.3) se pueden reescribir de la siguiente manera,

∂2L

∂q̇i∂q̇n
q̈i +

∂2L

∂q̇n∂qi
q̇i +

∂2L

∂q̇n∂t
− ∂L

∂qn
= 0,

∂2L

∂q̇i∂q̇n
q̈i =

∂L

∂qn
− ∂2L

∂q̇n∂qi
q̇i − ∂2L

∂q̇n∂t
.

(2.4)

De aqúı definimos la matriz Hin como

Hin =
∂2L

∂q̇i∂q̇n
. (2.5)

Podemos notar que las ecuaciones de movimiento pueden determinar las ace-
leraciones q̈i del sistema, siempre y cuando la matriz Hin (de nxn) sea inver-
tible; es decir, que el determinante de dicha matriz sea diferente de cero,

det(Hin) 6= 0, (2.6)

de lo contrario, las aceleraciones no pueden ser uńıvocamente determinadas
por las ecuaciones de movimiento. Si (2.6) es igual a cero, se dice que el
Lagrangiano es singular y ocurre que no todas las velocidades se pueden ob-
tener como función de los momentos y de las coordenadas. Todos los sistemas
reales son sistemas de norma, los cuales cumplen esta igualdad.
Utilizando la definición usual del momento canónico
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pn =
∂L

∂q̇n
, (2.7)

podemos reescribir la ec.(2.6) utilizando (2.7)

det(Hin) = det

(
∂Pn
∂q̇i

)
6= 0. (2.8)

Cuando el determinante de la matriz Hin es cero, se puede observar de la
ec.(2.8), la existencia de relaciones entre los momentos y las coordenadas.
Estas relaciones son llamadas constricciones primarias y se denotan por

φm(q, p) = 0, (2.9)

con m = 1, ...,M . Usamos el sub́ındice m para distinguir las diferentes rela-
ciones independientes de este tipo. Entonces, si M es el número de ecuaciones
independientes entre (2.9), se cumple que M = N−Rango(Hin).

La ec. (2.9) define una hipersuperficie que se conoce como una superficie
de constricción primaria, la cual es una subvariedad dentro del espacio fase
completo, cuya dimensión es (2N−M), sobre la cual se encuentra restringida
la dinámica del sistema.

2.2.1. Principio de acción en su forma hamiltoniana

Trabajar en el formalismo Hamiltoniano nos permite representar la dinámica
por medio de 2N coordenadas independientes, donde no solo podemos hacer
transformaciones sobre las qn, sino también sobre las pi. Para introducir este
formalismo, realizamos la transición entre L(qn, q̇n, t) y H(qn, pn, t) utilizan-
do la transformada de Legendre, y definiendo a Hc como el Hamiltoniano
canónico.

Hc = q̇npn − L. (2.10)

Como Hc es una función que depende de las coordenadas y los momentos,
la transformada de Legendre ec. (2.10) posee la propiedad de que las q̇n se
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incorporan al Hamiltoniano a través de la combinación de p(q,q̇). Esto puede
ser verificado tomando la variación δHc como se muestra a continuación:

δHc = q̇nδpn + δq̇npn −
∂L

∂q̇n
δq̇n − ∂L

∂qn
δqn,

= q̇nδpn + δq̇npn − pnδq̇n −
∂L

∂qn
δqn,

= q̇nδpn −
∂L

∂qn
δqn.

(2.11)

Podemos observar que la variación del Hamiltoniano canónico Hc depende
tanto de la variación de los momentos como de las coordenadas, pero no está
involucrada la variación de las velocidades. Sin embargo, el Hamiltoniano
definido por (2.10) no se encuentra uńıvocamente determinado, ya que las
variaciones de sus coordenadas no son todas independientes entre śı, pues
deben de preservar las constricciones primarias (2.9). De esta manera, pode-
mos decir que Hc está bien definido solo sobre la superficie de la constricción.
Si queremos extender la teoŕıa de manera arbitraria a todo el espacio fase,
podemos trabajar con un Hamiltoniano total de la forma

HT = Hc + λmφm, (2.12)

donde λm es un multiplicador de Lagrange arbitrario, que puede ser cualquier
función de qn y pn.

Por lo anterior requerimos que las constricciones primarias sean cantidades
conservadas sobre la superficie de constricción; es decir, que cualquier punto
sobre esta superficie debe permanecer dentro de ella ante la evolución tem-
poral de dicho punto,

φ̇m = {φm, HT} ≈ 0. (2.13)

Por otro lado, volviendo a la ec.(2.11), observamos que ésta se cumple para
cualquier variación de qn y pn, sujetas a la condición de que se preserve la
constricción (2.9), es por ello las qn y pn no pueden variar de manera inde-
pendiente. Los métodos de cálculo de variaciones empleados para obtener las
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ecuaciones de movimiento deducen lo siguiente:

q̇n =
∂HT

∂pn
=
∂Hc

∂pn
+ λm

∂φm
∂pn

, (2.14)

ṗn = −∂HT

∂qn
= −∂Hc

∂qn
− λm∂φm

∂qn
, (2.15)

φm(q, p) = 0. (2.16)

Y aśı las ecs.(2.14 y 2.15) serán las ecuaciones de movimiento que describen
el cambio de q y p en el tiempo, y que además involucran coeficientes λm

arbitrarios.

2.3. Paréntesis de Poisson

Resulta conveniente introducir un formalismo que nos permita escribir las
ecuaciones de movimiento ecs. (2.14) y (2.15) en un manera más compacta,
para ello utilizaremos el formalismo de los paréntesis de Poisson. Con la
ayuda de estos paréntesis, las ecuaciones de movimiento que fueron derivadas
a partir del principio variacional también se pueden escribir de la siguiente
manera:

Ḟ =
∂F

∂qn
q̇n +

∂F

∂pn
ṗn, (2.17)

en donde F (q, p) es una función arbitraria de las variables canónicas. Si sus-
tituimos los valores de (2.14) y (2.15) para qn y pn, expresamos a (2.17) como

Ḟ = {F,H}+ λm{F, φm}, (2.18)

o bien,
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Ḟ = {F,H}+ λm{F, φm} = {F,H + λmφm}. (2.19)

Aśı las ecuaciones de movimiento son escritas de manera concisa usando el
formalismo de los paréntesis de Poisson, los cuales se definen como

{F,G} =
∂F

∂qn
∂G

∂pn
− ∂F

∂pn

∂G

∂qn
, (2.20)

donde G(q, p) es otra función arbitraria. Los paréntesis de Poisson cumplen
con las siguientes propiedades:

(I) Antisimetŕıa: {F,G} = −{G,F}.

(II) Linealidad: {c1F + c2G,B} = c1{F,B} + c2{G,B},
con c1 y c2 constantes.

(III) Elemento neutro: {c, F} = 0,
con c una constante.

(IV) Identidad de Jacobi: {F,{G,B}} + {G,{B,F}} + {B,{F,G}}=0.

(V) Regla de Leibnitz: {FG,B} = F{G,B} + {F,B}G.

Algo importante que debemos de tomar en cuenta en el formalismo de los
paréntesis de Poisson es que las ecuaciones de constricción (2.9) no se deben
de usar antes de realizar un paréntesis de Poisson.

2.3.1. Constricciones primarias

Son las constricciones que relacionan las variables dinámicas de la teoŕıa
Hamiltoniana (momentos y coordenadas), estas restringen la dinámica en el
espacio fase a una hipersuperficie llamada superficie de constricción primaria.
Las constricciones primarias tienen la forma,

φm(qn, pn) ≈ 0. (2.21)
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Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones débiles, o constricciones que son
débilmente cero. Las cuales solo pueden ser usadas después de haber traba-
jado todos los paréntesis de Poisson de la forma mostrada en la ec.(2.19),
hasta que tengamos la posibilidad de obtener las ecuaciones de movimiento
de una manera concisa,

Ḟ ≈ {F,HT}. (2.22)

2.4. Algoritmo de Dirac-Bergmann

2.4.1. Constricciones secundarias

Ahora veamos algunas de las consecuencias de las ecuaciones de movimiento
(2.19). Como primer requisito para la consistencia del método es asegurarnos
de que la superficie de constricción (2.21) se preserve bajo la operación del
paréntesis de Poisson, i.e. que se preserve en el tiempo, para ello se requiere
que

φ̇m = {φm, HT} ≈ 0. (2.23)

En este proceso pueden aparecer nuevas constricciones φk, llamadas constric-
ciones secundarias. Con k = M + 1, ...,M +K, y en donde K es el número
total de constricciones secundarias. Si durante el proceso vuelven a obte-
nerse más constricciones, tenemos que imponer la condición de que éstas se
preserven en el tiempo φ̇k ≈ 0. Debemos de verificar si pueden surgir otras
generaciones de constricciones al repetir el proceso, hasta que ya no se en-
cuentren nuevas constricciones.

2.4.2. Ecuaciones débiles y fuertes

Antes de continuar cabe mencionar que hemos introducido el śımbolo ≈ para
denotar una igualdad débil en la ecuación de constricción. Ésta cantidad está
restringida numéricamente a ser 0. Sin embargo, no es idénticamente cero a
través del espacio fase. Esto significa que su paréntesis de Poisson con las
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variables canónicas no es cero.

Por otro lado, una ecuación que se mantiene a través del espacio fase y no
solo en la subvariedad φj ≈ 0 es llamada fuerte y se utiliza el śımbolo = en
este caso.

2.4.3. Constricciones de primera clase y segunda clase

Después de obtener las constricciones primarias y secundarias, definimos una
clasificación diferente de constricciones, o bien, de funciones definidas en el
espacio fase. Lo cual nos llevará al concepto de funciones de primera clase y
de segunda clase.

Cantidad de primera clase: Una función F (q, p) es de primera clase si
su paréntesis de Poisson con cada constricción es débilmente cero

{F, φA} ≈ 0, (2.24)

con A=1, ..., J . En donde J=j1 + j2 + ...+ jN , siendo jN el número de cons-
tricciones de n-ésima generación.

Si F es de primera clase, entonces {F, φA} tiene que ser fuertemente igual a
alguna función lineal de φB. Aśı tenemos que las ecuaciones fuertes son

{F, φA} = fBA (q, p)φB. (2.25)

Cantidad de segunda clase: F (q, p) de segunda clase no satisface (2.24)
ni (2.25). Se dice que es de segunda clase si existe al menos una constricción
tal que su paréntesis de Poisson con F no se hace cero. Ahora podemos definir
las constricciones de primera clase y las constricciones de segunda clase.

Constricción de primera clase: Son todas aquellas constricciones Ga

que satisfacen

{Ga, φB} = CC
aB(q, p)φC ≈ 0, (2.26)
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con a= 1, ..., I, donde I el número de constricciones de primera clase. En este
caso no es posible determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a las
constricciones ya que son parámetros arbitrarios que aparecen en la solución
de las ecuaciones de movimiento.

Constricción de segunda clase: En el caso de las constricciones de se-
gunda clase nos es posible determinar los multiplicadores de Lagrange gracias
a la existencia de la matriz Cαβ = {χα, χβ}, formada por los paréntesis de
Poisson de las constricciones de segunda clase. Esta matriz cumple con la
caracteŕıstica de que su determinante es diferente de cero sobre la superficie
de constricción, lo cual hace que la matriz Cαβ sea invertible.

Para constricciones de segunda clase χα y χβ tenemos

{χα, χβ} = Cα,β. (2.27)

Las caracteŕısticas de Cαβ nos permiten mostrar que todos los multiplicado-
res de Lagrange asociados a las constricciones de segunda clase, pueden ser
determinados. Las constricciones de segunda clase no pueden ser interpre-
tadas como generadores de norma, por ello las transformaciones canónicas
generadas por estas constricciones no preservan todas las constricciones φj
≈ 0.

2.4.4. Constricciones de primera clase como generado-
res de transformaciones de norma

La presencia de funciones arbitrarias λm en el hamiltoniano total nos dice
que a pesar de que un estado f́ısico esté uńıvocamente definido una vez que
es dado el conjunto de q’s y p’s, el postulado inverso no es cierto. Ya que hay
más de un conjunto de valores de las variables canónicas que representan un
estado f́ısico. Si damos un conjunto inicial de variables canónicas a un tiempo
t1, estas definen completamente el estado f́ısico a ese tiempo, y esperaŕıamos
que las ecuaciones de movimiento determinen totalmente el estado f́ısico a
otros tiempos.

Los coeficientes λm son funciones arbitrarias del tiempo, lo cual significa que
el valor de las variables canónicas en t2 dependerá de la elección de λm en el
intervalo de tiempo t1≤t≤t2. La diferencia entre los valores de una variable
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dinámica F a un tiempo t2 corresponde a dos diferentes elecciones de dos fun-
ciones arbitrarias λm, λ̃m a un tiempo t1, con δλm= λ̃m−λm, de tal forma que

δF = δλm{F, φm}. (2.28)

Como la transformación (2.28) no altera el estado f́ısico a un tiempo t2, po-
demos decir que las constricciones de primera clase generan transformaciones
de norma. Aunque en general las transformaciones del tipo ec.(2.28) no son
las únicas que no cambian el estado f́ısico. Los dos siguientes resultados son
válidos.

1.- El paréntesis de Poisson {φm,φ̃m} de dos constricciones de primera clase
cualesquiera, genera una transformación de norma. Es decir, las transforma-
ciones generadas por las constricciones de primera clase preservan todas las
constricciones tanto de primera como de segunda clase, y por lo tanto mapean
un estado permitido en otro estado permitido.

2.- El paréntesis de Poisson {φm,H ′} de cualquier constricción primaria
de primera clase φm con un hamiltoniano de primera clase H ′ genera una
transformación de norma. Aśı, el paréntesis de Poisson de dos generadores
de norma permanece como un generador de norma.

2.4.5. Constricciones de segunda clase y el paréntesis
de Dirac

Las constricciones de segunda clase no pueden ser interpretadas como genera-
dores de norma, por ende las transformaciones canónicas generadas por una
constricción de segunda clase χ no preserva todas las constricciones φj≈0.
Como no son generadores de simetŕıas, mapean estados permitidos en esta-
dos no permitidos.

Las constricciones de segunda clase siempre pueden ser tratadas como las de
primera clase si uno incluye variables adicionales al problema tal que Cαβ no
sea invertible. Consideremos el ejemplo más sencillo de una teoŕıa con cons-
tricciones de segunda clase, con N pares de coordenadas canónicas en donde
el primer par (q1,p1) está constreñido a ser cero, tal que las constricciones
son las siguientes:
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χ1 = q1 ≈ 0, (2.29)

χ2 = p1 ≈ 0. (2.30)

En donde vemos que son de segunda clase ya que

{χ1, χ2} = 1 6≈ 0. (2.31)

Por las ecuaciones (2.29) y (2.30) vemos que los primeros grados de liber-
tad no son importantes, por lo cual podemos descartarlos y trabajar con los
paréntesis de Poisson modificados

{F,G}∗ =
N∑
n=2

(
∂F

∂qn
∂G

∂pn
− ∂G

∂qn
∂F

∂pn

)
. (2.32)

El trabajar con (2.32) de dos constricciones (2.29) y (2.30) significa que pode-
mos fijar χα igual a cero antes de evaluar el paréntesis (usamos el paréntesis
* en vez de el paréntesis de Poisson); es decir, podemos fijar el conjunto de
constricciones de segunda clase fuertemente igual a cero. Las ecuaciones de
movimiento para (n≥2) grados de libertad permanecen invariantes si reem-
plazamos el paréntesis de Poisson original por el paréntesis modificado.

Paréntesis de Dirac: Dirac propuso la generalización (2.31) para un con-
junto arbitrario de constricciones de segunda clase. Debido a que Cαβ es una
matriz invertible, su inversa está dada por Cαβ tal que:

CαβCβγ = δαγ . (2.33)

Y aśı queda definido el Paréntesis de Dirac como

{F,G}∗ = {F,G} − {F, χα}Cαβ{χβ, G}, (2.34)
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el cual tiene las propiedades de los paréntesis de Poisson:

(I) Antisimetŕıa: {F,G}∗ = − {G,F}∗.

(II) Linealidad: {c1F1 + c2F2, G}∗ = c1{F1, G}∗ + c2 {F2, G}∗.

(III) Regla de Leibnitz: {F1F2, G }∗ = F1{F2, G}∗ + F2{F1, G }∗.

(IV) Identidad de Jacobi: {F,{G,R}∗}∗+{R,{F,G}∗}∗+{G,{R,F }∗}∗=0.

(V) Elemento neutro: {χα, F}∗=0.

2.5. Ejemplos

Ejemplo 1 Consideremos la acción clásica de una part́ıcula

S =

∫ t2

t1

dt

(
1

2
mq̇2 − V (q(t))

)
. (2.35)

Ahora parametrizamos a t tal que t 7→ τ(t), ahora t ya no es un parámetro,
sino una variable de la que depende el lagrangiano. Al parametrizar t obte-
nemos

dt =

(
dt

dτ

)
dτ, (2.36)

dt = ṫdτ. (2.37)

Mientras que para q(t) = q(τ) obtenemos
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dq

dt
=

(
dq

dτ

)(
dτ

dt

)
= q̇

(
dτ

dt

)
=
q̇

ṫ
. (2.38)

La acción bajo esta parametrización se ve como

S =

∫ τ2

τ1

dτ

(
dt

dτ

)[
1

2
m

(
dq

dτ

)(
dq

dτ

)(
dτ

dt

)2

− V (q(τ))

]
,

S =

∫ τ2

τ1

dτ

[
1

2
m

(
dq

dτ

)(
dq

dτ

)(
dτ

dt

)
− V (q(τ))

(
dt

dτ

)]
,

S =

∫ τ2

τ1

dτ

[
1

2
m
q̇2

ṫ
− V (q(τ))ṫ

]
.

(2.39)

Aśı, el lagrangiano del sistema parametrizado es

L =
1

2
m
q̇2

ṫ
− V (q(τ))ṫ. (2.40)

Obtenemos las ecuaciones de movimiento.

Para q:

d

dτ

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0,

d

dτ

(
mq̇

ṫ

)
+
∂V

∂q
ṫ = 0,

m

(
ṫq̈ − q̇ẗ
ṫ2

)
+
∂V

∂q
ṫ = 0,

m

(
q̈

ṫ
− q̇ẗ

ṫ2

)
+
∂V

∂q
ṫ = 0.

(2.41)

En donde el momento generalizado asociado a q es:
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Pq =
∂L

∂q̇
=
mq̇

ṫ
. (2.42)

Para t:

d

dτ

(
∂L

∂ṫ

)
− ∂L

∂t
= 0,

d

dτ

(
−mq̇

2

2ṫ
− V (q(τ))

)
− ∂L

∂t
= 0,

d

dτ

(
−mq̇

2

2ṫ2
− V (q(τ))

)
= 0,

−m
2

(
2ṫ2q̇q̈ − 2q̇2ṫẗ

ṫ4

)
− ∂V

∂q
q̇ = 0,

−m
(
q̇q̈

ṫ2
− q̇2ẗ

ṫ3

)
− ∂V

∂q
q̇ = 0,

−m
(
q̇q̈

ṫ
− q̇2ẗ

ṫ2

)
+
∂V

∂q
q̇ṫ = 0,

m

(
q̈

ṫ
− q̇ẗ

ṫ2

)
− ∂V

∂q
ṫ = 0.

(2.43)

En donde el momento generalizado asociado a t es

Pt =
∂L

∂ṫ
= −

P 2
q

2m
− V (q(τ)),

Pt +
P 2
q

2m
+ V (q(τ)) = 0.

(2.44)

Aśı vemos que hemos llegado a una expresión que nos dice que los momentos
generalizados del sistema no son independientes entre śı, este resultado como
producto de la parametrización del tiempo t nos definirá una constricción en
el sistema de la forma

G(Pt, Pq, q, t) = Pt +
P 2
q

2m
+ V (q(τ)),

G(Pt, Pq, q, t) ≈ 0.

(2.45)
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Usamos la transformada de Legendre para construir el Hamiltoniano canóni-
co, el cual tiene la siguiente forma:

Hc = Pq q̇ + Ptṫ− L. (2.46)

A partir de la forma de (2.46) podemos usar el teorema de Euler sobre fun-
ciones homogéneas. Observamos que el primer sumando es una función ho-
mogénea de orden Ω=1 en las velocidades; entonces,

Pq q̇ + Ptṫ =
∂L

∂q̇
q̇ +

∂L

∂ṫ
ṫ = ΩL = L, (2.47)

Y aśı (2.46) nos quedaŕıa como

∂L

q̇
q̇ +

∂L

∂ṫ
ṫ− L = ΩL− L = L− L = 0. (2.48)

De esta manera se puede ver de inmediato que el Hamiltoniano canónico es
0. Ahora bien, si queremos calcular expĺıcitamente Hc usando la constricción
obtenemos lo siguiente:

Hc = Pq q̇ + Ptṫ− L,

= Pq q̇ + Ptṫ−
1

2
m
q̇2

ṫ
+ V (q)ṫ,

= Pq q̇ + Ptṫ−
P 2
q ṫ

2m
+ V (q)ṫ,

=
P 2
q ṫ

m
+ Ptṫ−

P 2
q ṫ

2m
+ V (q)ṫ,

= Ptṫ+
P 2
q ṫ

2m
+ V (q)ṫ,

= ṫ

(
Pt +

P 2
q

2m
+ V (q)

)
= 0.

(2.49)
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Y como HT = Hc + λG, en este caso tenemos que

HT = λG,

HT = λ

(
Pt +

P 2
q

2m
+ V (q)

)
.

(2.50)

Sean qi = (t, q) y Pi = (Pt, Pq), entonces calculamos:

Ṗq = {Pq, HT},

=
∂Pq
∂qi

∂HT

∂Pi
− ∂Pq
∂Pi

∂HT

∂qi
,

= −∂Pq
∂Pi

∂HT

∂qi
,

= −∂Pq
∂Pq

∂HT

∂q
,

= −λ∂V
∂q

.

(2.51)

Lo mismo para Ṗt :

Ṗt = {Pt, HT} = −∂HT

∂t
= 0. (2.52)

Realizamos el mismo procedimiento para las coordenadas del sistema:

q̇ = {q,HT},

=
∂HT

∂Pq
,

= λ
Pq
m
.

(2.53)

ṫ = {t,HT},

=
∂HT

∂Pt
,

= λ.

(2.54)
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Ahora para comprobar el método de Dirac utilizamos el multiplicador de
Lagrange λ y las ecuaciones anteriores. Cabe destacar que ṫ = dt

dτ
y q̇ = dq

dτ
,

mientras que q′ = dq
dt

. Aśı, del resultado de la ecuación (2.53)

Pq
m

=
q̇

ṫ
=
dq

dt
= q′. (2.55)

Y usando el resultado de la ecuación (2.51) y la ec. (2.54) obtenemos lo si-
guiente:

−∂V
∂q

=
Ṗq

ṫ
=
dPq
dt

= P ′q. (2.56)

Notemos que al derivar Pq con respecto a t de la ecuación (2.55) y al sustituir
el resultado en la ecuación (2.56) obtenemos

mq′′ +
∂V

∂q
= 0. (2.57)

Y aśı se observa claramente que hemos recuperado la ecuación de movimiento
de Euler-Lagrange del sistema sin parametrizar. Al recuperar las ecuaciones
hemos comprobado el método de Dirac para este ejemplo.

Ahora, a nivel cuántico debemos promover las constricciones de primera clase,
en este caso (2.45), al nivel de operadores en el espacio de Hilbert. Podemos
ver a nuestra constricción como un operador unitario, o bien, como el gene-
rador de una simetŕıa que deja invariante al estado f́ısico |ψ〉

eiεĜ |ψ〉 ≡ |ψ〉 , (2.58)

en donde ε es un parámetro real infinitesimal, y Ĝ es el generador de una
transformación infinitesimal. De esta manera podemos hacer una expansión
de la transformación de la siguiente manera:
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(1 + iεĜ) |ψ〉 = |ψ〉 ,
|ψ〉+ iεĜ |ψ〉 = |ψ〉 ,

iεĜ |ψ〉 = 0,

Ĝ |ψ〉 = 0.

(2.59)

Podemos extender el resultado de la ec.(2.59) para un conjunto de constric-
ciones Ĝa, en donde a = 1, ...n, con n el número de constricciones

Ĝa |ψ〉 = 0. (2.60)

La ec.(2.60) representa la versión cuántica de las constricciones, las cuales
ya han sido promovidas a operadores, y que además operan sobre un estado
f́ısico |ψ〉 de tal manera que lo aniquilan. Esto proviene de pedir que los es-
tados en el espacio de Hilbert sean invariantes de norma (2.58).

Volviendo a (2.59), ahora escribimos la constricción Ĝ en una base que de-
pende de q y t en el formalismo de Heisenberg, en donde proyectamos a ψ en
la base de q, t:

〈q, t| Ĝ |ψ〉 = G(P̂q, P̂t, q̂, t̂) 〈q, t|ψ〉 ,

= G

(
−ih̄ ∂

∂q
,−ih̄ ∂

∂t
, q, t

)
〈q, t|ψ〉 .

(2.61)

De esta manera podemos decir que ψ = ψ(q, t). Y además las coordenadas
se promueven a operadores bajo las siguientes prescripciones:

Pt 7→ P̂t = −ih̄ ∂
∂t
,

Pq 7→ P̂q = −ih̄ ∂
∂q
,

q(τ) 7→ q̂(τ), t→ t̂.

(2.62)
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Reescribimos la Ec(2.45) y la hacemos actuar sobre una función de onda ψ
que depende de q y t

− h̄2

2m

∂2ψ(q, t)

∂q2
− ih̄∂ψ(q, t)

∂t
+ V (q)ψ(q, t) = 0. (2.63)

Reconocemos que el Hamiltoniano es el momento asociado el tiempo Pt, y
aśı llegamos a la ecuación de Schrödinger.

Hψ = ih̄
∂ψ(q, t)

∂t
=

[
− h̄2

2m

∂2

∂q2
+ V (q)

]
ψ(q, t). (2.64)

En este ejemplo realizamos una parametrización del tiempo sistema, añadien-
do un nuevo parámetro τ y promoviendo a nuestro tiempo original a una
variable más. Encontramos la constricción del sistema, la cual nos permi-
tió calcular el Hamiltoniano total y por ende la evolución temporal de las
coordenadas y momentos. Comprobamos el método al encontrar la ecuación
de movimiento que depende del parámetro inicial; es decir, la ecuación de
movimiento del sistema sin parametrizar. Posteriormente, para el proceso de
cuantización, promovimos las coordenadas a operadores, aśı como también
promovimos la constricción del sistema clásico a un operador en particular,
un operador que actúa como generador de una simetŕıa sobre el estado f́ısico
|ψ〉. Y finalmente logramos expresar la versión cuántica de la part́ıcula clási-
ca parametrizada, mediante la ecuación de Schrödinger; el haber realizado
inicialmente la parametrización del tiempo, nos permitió poder llegar a es-
ta ecuación de una manera directa, considerando también a la constricción
clásica como un operador importante a nivel cuántico.

Ejemplo 2 Consideremos ahora el problema clásico de un rotor ŕıgido bi-
dimensional, cuyo movimiento se ve constreñido a moverse en un ćırculo de
radio a. El lagrangiano del sistema es

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− λ(r − a). (2.65)

Calculamos los momentos generalizados:
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Pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, (2.66)

Pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇, (2.67)

Pλ =
∂L

∂λ̇
= 0. (2.68)

Al calcular el hamiltoniano total obtenemos:

HT = Hc + µPλ = Prṙ + Pθθ̇ + Pλλ̇− L+ µPλ,

= Prṙ + Pθθ̇ + Pλλ̇−
1

2
mṙ2 − 1

2
mr2θ̇2 + λ(r − a) + µPλ,

= Pr

(
Pr
m

)
+ Pθ

(
Pθ
mr2

)
− 1

2
m

(
Pr
m

)2

− 1

2
mr2

(
Pθ
mr2

)2

+ λ(r − a) + µPλ,

=
P 2
r

2m
+

P 2
θ

2mr2
+ λ(r − a) + µPλ.

(2.69)

Notemos que la ec. (2.68) nos define ya una constricción del sistema, evolu-
cionamos esta constricción calculando Ṗλ y encontrando que,

Ṗλ = {Pλ, HT},

=
∂Pλ
∂λ

∂HT

∂Pλ
− ∂Pλ
∂Pλ

∂HT

∂λ
,

= −∂HT

∂λ
= −(r − a).

(2.70)

Como la evolución temporal de Pλ nos dio como resultado algo diferente de
cero, se trata de una constricción secundaria que renombramos como φ1 .
Ahora nosotros imponemos que ésta se debe preservar en el tiempo; es decir,
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que se cumpla que Ṗλ ≈ 0; entonces,

φ1 = r − a ≈ 0. (2.71)

Evolucionamos la constricción secundaria para ver si encontramos nuevas
constricciones:

φ̇1 = {φ1, HT} = {(r − a), HT},

=
∂φ1

∂r

∂HT

∂Pr
− ∂φ1

∂Pr

∂HT

∂r
,

=
∂HT

∂Pr
=
Pr
m
.

(2.72)

Al pedir que la constricción secundaria se preserve imponemos φ̇1 = Pr
m
≈ 0.

Lo cual ha dado lugar a una constricción terciaria de la forma:

φ2 = Pr ≈ 0. (2.73)

Evolucionamos en el tiempo a nuestra constricción terciaria:

φ̇2 = {φ2, HT},

=
∂φ2

∂r

∂HT

∂Pr
− ∂φ2

∂Pr

∂HT

∂r
,

= −∂HT

∂r
=

P 2
θ

mr3
− λ.

(2.74)

Como en la evolución de la constricción terciaria obtuvimos el multiplicador
de Lagrange λ, podemos establecer en este punto, la igualdad estricta, de tal
manera que

φ̇2 =
P 2
θ

mr3
− λ = 0. (2.75)
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Y facilmente evaluar el multiplicador de Lagrange,

λ =
P 2
θ

mr3
. (2.76)

Por lo tanto, podemos clasificar a nuestro par de constricciones (2.71) y (2.73)
como constricciones de segunda clase, y aśı las renombramos como

χ1 = φ1 = r − a,
χ2 = φ2 = Pr.

(2.77)

Entonces, la matriz Cαβ es

Cαβ =

(
{χ1, χ1} {χ1, χ2}
{χ2, χ1} {χ2, χ2}

)
. (2.78)

Calculamos las entradas de la matriz:

{χ1, χ1} ={r − a, r − a} = 0,

{χ2, χ2} ={Pr, Pr} = 0,

{χ1, χ2} ={r − a, Pr} = 1,

{χ2, χ2} ={Pr, r − a} = −1.

(2.79)

Por lo tanto Cαβ y su inversa son:

Cαβ =

(
0 1
−1 0

)
, (2.80) Cαβ =

(
0 −1
1 0

)
. (2.81)

En este momento podemos calcular el paréntesis de Dirac de la siguiente
manera:
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{A,B}∗ = {A,B} − {A,χα}Cαβ{χβ, B},
{r, Pr}∗ = {r, Pr} − {r, χ2}C21{χ1, Pr},
{r, Pr}∗ = {r, Pr} − {r, Pr}C21{r − a, Pr},
{r, Pr}∗ = 1− 1(1)(1) = 1− 1 = 0.

(2.82)

Y aśı promovemos estos paréntesis a conmutadores para poder realizar el
proceso de cuantización,

[r, Pr] = 0. (2.83)

Ejemplo 3 Consideremos ahora el oscilador armónico amortiguado, cuyo
lagrangiano correspondiente es

L = ebt/m
(
m

2
q̇(t)2 − k

2
q(t)2

)
, (2.84)

con la ecuación de movimiento

mq̈ + bq̇ + kq = 0. (2.85)

En donde F = −bq̇ es una fuerza de fricción. Entonces, la acción de este
sistema no conservativo es

S =

∫ tf

ti

ebt/m
(
m

2
q̇2 − k

2
q2

)
dt. (2.86)

En esta ejemplo vamos a realizar la parametrización del tiempo t 7→ τ(t),
donde
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dt = dτ ṫ,
dq

dt
=
q̇

ṫ
. (2.87)

Bajo estos cambios la acción se vuelve

S =

∫ tf

ti

dτ

[
ebt/m

(
m

2

q̇2

ṫ
− k

2
q2ṫ

)]
. (2.88)

Identificamos al lagrangiano parametrizado como

L = L(q, q̇, t, ṫ; τ) = ebt/m
(
m

2

q̇2

ṫ
− k

2
q2ṫ

)
. (2.89)

Calculamos los momentos generalizados:

Pq =
∂L

∂q̇
= ebt/m

(
mq̇

ṫ

)
, (2.90)

Pt =
∂L

∂ṫ
= ebt/m

(
−m

2

q̇2

ṫ2
− k

2
q2

)
. (2.91)

De la ec.(2.90) podemos obtener la siguiente relación:

q̇

ṫ
=
Pq
m
e−bt/m. (2.92)

Ahora sustituimos q̇
ṫ

en la ec. (2.91) y obtenemos
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Pt = ebt/m

[
−m

2

(
Pq
m
e−bt/m

)2

− k

2
q2

]
,

Pt = −
P 2
q

2m
e−bt/m − k

2
q2ebt/m.

(2.93)

Aśı, podemos ver a la constricción del sistema como

φ = Pt +
P 2
q

2m
e−bt/m +

kq2

2
ebt/m ≈ 0. (2.94)

Promovemos las coordenadas a operadores bajo las siguientes prescripciones:

Pt 7→ P̂t = −ih̄ ∂
∂t
,

Pq 7→ P̂q = −ih̄ ∂
∂q
,

P 2
q 7→ −h̄2 ∂

2

∂q2
,

q 7→ q̂ = q.

(2.95)

Entonces la expresión cuántica de (2.94) está escrita de la siguiente forma,

−Ĥψ(q, t) = −ih̄∂ψ(q, t)

∂t
=

h̄2

2m
e−bt/m

∂2ψ(q, t)

∂q2
− k

2
ebt/mq2ψ(q, t). (2.96)

De la ecuación anterior observamos que al realizar la cuantización no obtuvi-
mos como resultado directo la ecuación de Schrödinger, debido a los términos
con exponenciales presentes. Lo cual da pie a que posteriormente proceda-
mos haciendo uso de las transformaciones canónicas. Ahora, calculemos el
hamiltoniano canónico del sistema:
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Hc = Pq q̇ + Ptṫ− L,

Hc = ebt/m
(
mq̇2

ṫ

)
+ ebt/m

(
−mq̇

2

2ṫ
− k

2
q2ṫ

)
− ebt/m

(
mq̇2

2ṫ
− k

2
q2ṫ

)
,

Hc = 0.

(2.97)

Aśı el hamiltoniano total queda definido por la constricción,

HT = Hc + λφ = λφ,

HT = λ

(
Pt +

P 2
q

2m
e−bt/m +

kq2

2
ebt/m

)
.

(2.98)

Calculamos la evolución temporal de las coordenadas y momentos del siste-
ma:

Ṗq = {Pq, HT} = −∂HT

∂q
= −λ

(
kqebt/m

)
, (2.99)

Ṗt = {Pt, HT} = −∂HT

∂t
= λ

(
− bPq

2m2
e−bt/m +

bkq2

2m
ebt/m

)
, (2.100)

q̇ = {q,HT} =
∂HT

∂Pq
= λ

(
Pq
m
e−bt/m

)
, (2.101)

ṫ = {t,HT} =
∂HT

∂Pt
= λ. (2.102)

Notemos que de la ec.(2.99) podemos obtener

Ṗq

ṫ
=
dPq
dt

= −kqebt/m. (2.103)

Análogamente, de la ec.(2.100) obtenemos
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Ṗt

ṫ
=
dPt
dt

=
bkq2

2m
ebt/m − bPq

2m2
e−bt/m. (2.104)

A partir de (2.102) ya podemos determinar el multiplicador de Lagrange λ,
el cual sustituimos en la ec. q̇ (2.101) y obtenemos

q̇ = ṫ

(
Pq
m
e−bt/m

)
,

q̇

ṫ
=
dq

dt
=
Pq
m
e−bt/m.

(2.105)

Finalmente, derivamos esta última expresión con respecto a t, sustituimos Pq
y P ′q=

dPq
dt

.

q′′ − 1

m

(
−bPq
m

e−bt/m + P ′qe
−bt/m

)
= 0,

mq′′ + bq′ + kq = 0.

(2.106)

Aśı recuperamos la ecuación de movimiento del oscilador armónico amorti-
guado en el tiempo original, por lo cual el método es consistente.

Volviendo al Lagrangiano de la ec.(2.84), y haciendo uso de transformacio-
nes canónicas, podemos obtener la solución clásica. Primero construimos el
Hamiltoniano con la transformada de Legendre, en donde el momento y la
velocidad son:

p =
∂L

∂q̇
,

= ebt/m
(
m

2
q̇2 − k

2
q2

)
,

(2.107) q̇ =
p

m
e−bt/m. (2.108)
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H = pq̇ − L,

=
p2

2m
e−bt/m +

k

2
q2ebt/m.

(2.109)

Mientras que las ecuaciones de movimiento de Hamilton son las siguientes:

q̇ =
∂H

∂p
,

=
p

m
e−bt/m,

(2.110)
ṗ = −∂H

∂q
,

= −kqebt/m.
(2.111)

Ahora hacemos uso de las siguientes transformaciones canónicas, las cua-
les nos ayudarán a simplificar el hamiltoniano, eliminando la dependencia
expĺıcita del tiempo:

Q = qebt/2m, (2.112) P = pe−bt/2m. (2.113)

La función generadora de las transformaciones canónicas es de tipo 2, ya que
depende de q, P y t:

F2(q, P, t) = ebt/2mqP. (2.114)

Aśı, nuestro nuevo hamiltoniano escrito en términos de las transformaciones
canónicas es una función K que depende de Q, P y t:

K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
,

=
P 2

2m
+
k

2
Q2 +

b

2m
qPebt/2m,

=
P 2

2m
+
k

2
Q2 +

b

2m
PQ.

(2.115)
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Notemos que K no depende expĺıcitamente del tiempo, por lo tanto para
este nuevo hamiltoniano la enerǵıa se conserva. Ahora resolvemos las ecua-
ciones de movimiento para (2.115) utilizando la ecuación de Hamilton-Jacobi

1

2m

(
∂S

∂Q

)2

+
k

2
Q2 +

b

2m
Q

(
∂S

∂Q

)
+
∂S

∂t
= 0, (2.116)

como K no depende expĺıcitamente del tiempo, K = α1 = cte, tal que

S = W − α1t, (2.117)

y aśı la ecuación de Hamilton-Jacobi se puede escribir como

1

2m

(
∂W

∂Q

)2

+
k

2
Q2 +

b

2m
Q

(
∂W

∂Q

)
= α1,(

∂W

∂Q

)2

+mkQ2 + bQ

(
∂W

∂Q

)
= 2mα1.

(2.118)

Como la ecuación anterior es una ecuación cuadrática en el término ∂W
∂Q

, la
resolvemos de la siguiente manera,

∂W

∂Q
= − b

2
Q± 1

2

√
(b2 − 4mk)Q2 + 8mα1, (2.119)

esta expresión puede integrarse de manera directa,

W (Q,α1) = − b
4
Q2 ± 1

2

∫
dQ
√

(b2 − 4mk)Q2 + 8mα1. (2.120)

Ahora derivamos con respecto a α1,
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Q̃ =
∂W

∂α1

= t+ β1,

= ±2m

∫
dQ√

(b2 − 4mk)Q2 + 8mα1

,

= ± 2m√
4mk − b2

arcsin

(√
4mk − b2

8mα1

Q

)
.

(2.121)

Suponemos que 4mk > b2:

ω2
0 =

4mk − b2

4m2
,

4mk − b2

8m
=
k

2
− b2

8m
,

=
m

2

(
k

m
− b2

4m2

)
,

=
m

2
ω2

0.

(2.122)

Entonces,

t+ β1 =
1

ω0

arcsin

(√
m

2α1

ω0Q

)
. (2.123)

Finalmente, la solución al sistema, en términos de la coordenada transforma-
da Q es

Q(t) = ± 1

ω0

√
2α

m
sin[ω0(t+ β1)]. (2.124)

En términos de la coordenada q original, la solución se ve como

q(t) = Q(t)e−bt/2m =
1

ω0

√
2α1

m
e−bt/2msin[ω0(t+ β1)], (2.125)
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en donde las constantes α1 y β1 son determinadas por las condiciones iniciales.

En este ejemplo nos dimos cuenta que para cuantizar el sistema tendŕıamos
que hacer uso de la ec.(2.94). Sin embargo, la misma forma de la ecuación
nos sugiere el uso de transformaciones canónicas, ya que la correspondencia
con la ecuación de Schrödinger no es directa, como se muestra en (2.96).

En el ejemplo de la part́ıcula parametrizada consideramos a las constriccio-
nes como generadores de simetŕıas del sistema. Y recordemos que en el caso
clásico, el grupo más grande de simetŕıas es el de las transformaciones canóni-
cas. Si usamos las transformaciones (2.112) y (2.113), podemos reescribir la
acción en términos de estas nuevas coordenadas.

S =

∫
Ldt,

=

∫
dt(PQ̇−K).

(2.126)

En donde K es el nuevo hamiltoniano de la ec.(2.115); entonces,

S =

∫
dt

(
PQ̇− P 2

2m
− k

2
Q2 − b

2m
PQ

)
. (2.127)

Ahora tomamos la variación de la acción con respecto a P ;

δS

δP
=

∫
dt

(
Q̇− P

m
− bQ

2m

)
,

0 = Q̇− P

m
− bQ

2m
,

P = mQ̇− b

2
Q.

(2.128)

Sustituimos P en K de la ec.(2.126) y obtenemos que
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K =
1

2m

(
mQ̇− bQ

2

)2

+
k

2
Q2 +

bQ

2m

(
mQ̇− bQ

2

)
. (2.129)

Entonces, la acción se ve como

S =

∫
dt

[
Q̇

(
mQ̇− b

2
Q

)
− 1

2m

(
mQ̇− b

2
Q

)2

− k

2
Q2 − b

2m
Q

(
mQ̇− b

2
Q

)]
,

=

∫
dt

[
m

2
Q̇2 − b

2
QQ̇− k

2
Q2 +

b2

8m
Q2

]
.

(2.130)

Aśı, el nuevo Lagrangiano es

L̃ =
m

2
Q̇2 − b

2
QQ̇−

(
k

2
− b2

8m

)
Q2. (2.131)

Calculamos la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange para (2.131):

d

dt

(
∂L̃

∂Q̇

)
− ∂L̃

∂Q
= 0,

mQ̈+Q

(
k − b2

4m

)
= 0.

(2.132)

Sustituimos Q = qebt/2m y derivamos dos veces. Sustituimos en las ecuaciones
de Euler-Lagrange y observamos que obtenemos la ya conocida ecuación de
movimiento del oscilador armónico amortiguado

mq̈ + bq̇ + kq = 0. (2.133)

Notemos que el término − b
2
QQ̇ de la ec.(2.131) es una derivada total, por lo

cual no afecta las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, no vamos a des-
cartarlo, ya posteriormente veremos que es importante en la teoŕıa cuántica.
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Ahora bien, podemos parametrizar el tiempo (como en los ejemplos anterio-
res) en la acción dada por la ecuación (2.130) de tal forma que

t 7→ τ,

dt = dτ ṫ,

dQ

dτ
= Q̇,

dQ

dt
=
Q̇

ṫ
.

(2.134)

Entonces, definomos una nueva acción S̃,

S̃ =

∫ τf

τi

dτ ṫ

[
m

2

(
Q̇

ṫ

)
− b

2
Q

(
Q̇

ṫ

)
− kQ2

2
+
b2Q2

8m

]
,

=

∫ τf

τi

dτ

[
m

2

Q̇2

ṫ
− b

2
QQ̇− kQ2

2
ṫ+

b2Q2

8m
ṫ

]
.

(2.135)

Con el lagrangiano correspondiente,

L̃′ =
m

2

Q̇2

ṫ
− b

2
QQ̇− kQ2

2
ṫ+

b2Q2

8m
ṫ. (2.136)

Calculamos los momentos PQ y Pt:

PQ =
∂L̃′

∂Q̇
= m

Q̇

ṫ
− b

2
Q, (2.137)

Pt =
∂L̃′

∂ṫ
= −mQ̇

2

ṫ2
− k

2
Q2 +

b2Q2

8m
. (2.138)
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Se puede verificar rápidamente con el teorema de Euler para funciones ho-
mogéneas que el Hamiltoniano canónico se anula, debido a que

Hc = PQQ̇+ Ptṫ− L̂′ =
∂L

∂Q̇
Q̇+

∂L

∂ṫ
ṫ− L̂′ = L̂′ − L̂′ = 0. (2.139)

Para encontrar la constricción del sistema φ, expresamos (2.138) en términos

de los momentos, sustituyendo la cantidad Q̇
ṫ

=
PQ
m

+ bQ
2m

; entonces,

Pt = −m
2

[
PQ
m

+
bQ

2m

]2

− kQ2

2
+
b2Q2

8m
,

Pt = −
P 2
Q

2m
− k

2
Q2 − b

2m
PQQ = −H.

(2.140)

Por lo tanto, la constricción del sistema es

φ =
P 2
Q

2m
+
k

2
Q2 +

b

2m
PQQ+ Pt ≈ 0. (2.141)

Notemos que el término PQQ en (2.140) conlleva un problema de ordenamien-
to para hacer la cuantización. Lo cual nos motiva a abordar posteriormente
la cuantización de este sistema utilizando la integral de trayectoria.



Caṕıtulo 3

Simetŕıas del sistema no
conservativo

3.1. Introducción

El concepto de simetŕıa en sistemas f́ısicos conlleva una invariancia de las
ecuaciones de movimiento, cuando un grupo de transformaciones continuas
son aplicadas al Lagrangiano o al Hamiltoniano del sistema. El teorema de
Noether relaciona estos conceptos por medio de una dependencia rećıproca
entre las simetŕıas de una teoŕıa con la existencia de cantidades (cargas y
corrientes de Noether) f́ısicas que ser conservan.

En este caṕıtulo se calcula la carga de Noether asociada al oscilador armónico
amortiguado. A pesar de que se trata de un sistema no conservativo debi-
do a la dependencia expĺıcita del tiempo t en el Lagrangiano, tenemos una
cantidad conservada, la cual resulta ser el Hamiltoniano del sistema, escrito
en términos de las transformaciones canónicas que nos permiten eliminar la
dependencia temporal expĺıcita.

3.2. Principio variacional

3.2.1. Variaciones virtuales

Cuando fijamos el tiempo en una variación ( δ̃t = 0 ), pero variamos las
posiciones tenemos lo que son las variaciones virtuales, definidas como

δ̃qa = q′a − qa. (3.1)

35
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Al tomar la variación de la acción obtenemos:

δ̃S = δ̃

∫ t2

t1

dt L(q, q̇, t) =

∫ t2

t1

dt δ̃L(q, q̇, t),

=

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qa
δ̃qa +

∂L

∂q̇a
δ̃q̇a
)
.

(3.2)

Debemos resaltar que la variación virtual conmuta con la derivada total,

δ̃q̇a = δ̃
dqa

dt
=

d

dt
δ̃qa. (3.3)

Entonces, al aplicar esto en la acción e integrando por partes, obtenemos

δ̃S =

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a

)
δ̃qa +

[
δL

δq̇a
δ̃qa
∣∣∣∣t2
t1

,

=

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a

)
δ̃qa = 0.

(3.4)

Imponiendo que las variaciones virtuales se anulan en los extremos

δ̃qa(t1) = δ̃qa(t2) = 0. (3.5)

Por lo tanto, para variaciones virtuales de la acción, se obtienen las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa
= 0. (3.6)
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Además, definimos

E = δ̃L =

(
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a

)
δ̃qa +

d

dt

(
∂L

∂q̇a
δ̃qa
)
. (3.7)

3.2.2. Variaciones reales

En este tipo de variaciones se vaŕıan tanto el tiempo como las posiciones,

δqa = q′a(t′)− qa(t). (3.8)

La variación de la acción es la acción en las coordenadas transformadas me-
nos la acción original,

δS =

∫ t2

t1

dt′L′(q′, q̇′, t′)−
∫ t2

t1

dtL(q, q̇, t). (3.9)

De donde se tienen las siguientes relaciones de las variaciones:

δt = t′ − t, (3.10)

δqa = δ̃qa + δtq̇a, (3.11)

δq̇a = δtq̈a + δ̃q̇a. (3.12)

Sustituyendo estas variaciones en la variación de la acción (3.9), obtenemos
que δL es

δL = L′ − L =
∂L

∂qa
δqa +

∂L

∂q̇a
δq̇a +

∂L

∂t
δt. (3.13)
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Entonces, al desarrollar obtenemos:

δL =
∂L

∂qa
δqa +

∂L

∂q̇a
δq̇a +

∂L

∂t
δt,

=
∂L

∂qa

(
δ̃qa + δtq̇a

)
+
∂L

∂q̇a

(
δ̃q̇a + δtq̈a

)
+
∂L

∂t
δt,

=

(
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a

)
δ̃qa +

d

dt

[(
∂L

∂q̇a

)
δ̃qa
]

+

(
∂L

∂qa
q̇a +

∂L

∂q̇a
q̈a +

∂L

∂t

)
δt,

= δ̃L+
dL

dt
δt.

(3.14)

Por lo tanto, la variación real del Lagrangiano se puede escribir en términos
de su variación virtual:

δL = L′ − L = δ̃L+
dL

dt
δt. (3.15)

Sustituyendo estos resultados en la acción (3.9), ésta adquiere la siguiente
forma,

δS =

∫ t2

t1

dt

(
1 +

d

dt
δt

)
(L+ δL)−

∫ t2

t1

dtL,

=

∫ t2

t1

dt

(
δL+

dδt

dt
L

)
,

=

∫ t2

t1

dt

(
δ̃L+ δt

dL

dt
+
dδt

dt
L

)
,

=

∫ t2

t1

dt

[
δ̃L+

d

dt
(δtL)

]
.

(3.16)

Ahora usamos el resultado de la ec.(3.7) en la ecuación anterior, y suponien-
do que se cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos
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δS =

∫ t2

t1

dt

[(
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a

)
δ̃qa +

d

dt

(
∂L

∂q̇a
δ̃qa
)

+
d

dt
(δtL)

]
,

=

∫ t2

t1

dt
d

dt

(
∂L

∂q̇a
δ̃qa + δtL

)
.

(3.17)

En este punto es conveniente introducir la deducción variacional del teorema
de Noether, para comenzar con el estudio de las simetŕıas de un sistema
clásico.

3.2.3. Teorema de Noether

Debido a que queremos estudiar las simetŕıas de las ecuaciones de movimien-
to, debemos encontrar la carga de Noether, para ello comenzamos propo-
niendo que la variación de una acción dada por S =

∫ t2
t1
L(q, q̇, t) tenga la

siguiente estructura

δS = −
∫ t2

t1

dt
dδΩ

dt
. (3.18)

Del resultado anterior tenemos que

δL = L′ − L = −dδΩ
dt

,

⇒ L′ = L− dδΩ

dt
.

(3.19)

De esta manera, la acción se ve como:

δS =

∫ t2

t1

dt
dδΩ

dt
=

∫ t2

t1

d

dt

(
∂L

∂q̇a
δ̃qa + δtL

)
dt,

⇒
∫ t2

t1

dt
d

dt

(
∂L

∂q̇a
δ̃qa + δtL+ δΩ

)
= 0,∫ t2

t1

dt
d

dt

(
∂L

∂q̇a
(δqa − δtq̇a) + δtL+ δΩ

)
= 0.

(3.20)
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Y entonces definimos la siguiente cantidad Q,

Q =
∂L

∂q̇a
δq̇a − δt

(
∂L

∂q̇a
q̇a − L

)
+ δΩ. (3.21)

La cual satisface que dQ
dt

= 0, por lo cual Q es una cantidad conservada,
se trata de la carga de Noether que proviene de las simetŕıas δq y δt, de
las ecuaciones de movimiento. A partir de esta expresión nosotros podemos
conocer las cantidades f́ısicas que se conservan en un sistema f́ısico con si-
metŕıas, posteriormente la utilizaremos para analizar nuestro sistema clásico
en el espacio fase extendido.

3.2.4. Teorema de Liouville

En el caso de un sistema que no depende expĺıcitamente del tiempo, se formu-
la el teorema de Liouville, para sistemas cuya evolución preserva elementos
de volumen en el espacio fase; es decir, sistemas donde el flujo fase preserva
volúmenes. Las variables canónicas (q, p) a un tiempo t1 se relacionan con
las variables (Q,P ) a un tiempo t2 mediante una transformación canónica
en particular. La ec.(3.22) nos dice que el elemento de volumen en el espacio
fase es invariante bajo transformaciones canónicas; es decir, no vaŕıa con el
tiempo. Lo anterior, en términos de fluidos, se puede interpretar como un
fluido incompresible:∫

dq1...dqn dp1...dpn =

∫
dQ1...dQn dP1...dPn. (3.22)

El tamaño de los elementos de volumen de las coordenadas originales y las
transformadas se encuentran relacionados por medio del determinante de la
matriz Jacobiana |J |,

(dq)(dp) = |J | (dQ)(dP ). (3.23)

En donde (dq) = dq1 dq2...dqn y (dp) = dp1...dpn se transforman en los
nuevos elementos de volumen: (dQ) = dQ1 dQ2...dQn y (dP ) = dP1...dPn.
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Además la matriz Jacobiana es

J =



∂Q1

∂q1
... ∂Q1

∂qn
... ∂Q1

∂p1
... ∂Q1

∂pn
∂Q2

∂q1
... ∂Q2

∂q2
... ∂Q2

∂p1
... ∂Q2

∂pn

. .

. . .

. . .
∂Pn
∂q1

... ∂Pn
∂q2

... ∂Pn
∂p1

... ∂Pn
∂pn


.

Cuando se trata de una transformación canónica el valor absoluto del de-
terminante de la matriz Jacobiana es 1, y con ello se prueba la invariancia
canónica del elemento de volumen en el espacio fase.

Cuando tenemos un flujo que preserva volúmenes en el espacio fase y que
además es suficientemente bien comportado, el flujo satisface las ecuaciones
de movimiento, a dicho flujo se le llama flujo Hamiltoniano.

En base a la demostración que se hace en [15], del teorema de Liouville, lo
verificamos para nuestro problema en el espacio fase extendido. Veamos el
caso de una función Hamiltoniana del tipo H = H(q, t, p, pt), donde las ecua-
ciones de Hamilton son las correspondientes a la part́ıcula parametrizada del
Ejemplo 1, que se encuentra en la sección (2.5).

ṗ = −∂λG
∂q

, (3.24)

ṗt = −∂λG
∂t

, (3.25)

q̇ =
∂λG

∂p
, (3.26)

ṫ =
∂λG

∂pt
. (3.27)

Estas ecuaciones definen un campo vectorial, a cada punto (p, pt, q, t, ) del
espacio fase le corresponde un vector 4-dimensional (−∂H

∂q
,−∂H

∂t
, ∂H
∂p
, ∂H
∂pt

).

El flujo fase es un grupo de transformaciones del espacio fase dado por
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gτ : (p(0), pt(0), q(0), t(0))→ (p(τ), pt(τ), q(τ), t(τ)); (3.28)

donde p(τ), pt(τ), q(τ) y t(τ) son soluciones al sistema de ecuaciones de Ha-
milton.

El teorema de Liouville establece que el flujo fase preserva volúmenes para
cualquier región D; es decir,

volumen de gτ D = volumen de D.

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
dadas por: ẋ = f(x), x = (p, pt, q, t). Sea

gτ (x) = x+ f(x)τ +O(τ 2), (3.29)

con τ→0.

Y D(0) una región en el espacio y v(0) su volumen, entonces v(τ) es el volu-
men de D(τ) de tal manera que D(τ) = gτD(0).

Por otro lado, si divf = 0, entonces gτ preserva volúmenes; i.e. v(τ) = v(0),
para demostrar esto proseguimos de la siguiente manera.

(
dv

dτ

)
τ=0

=

∫
D(0)

divf dx, (3.30)

en donde dx = dp dpt dq dt; entonces,

v(τ) =

∫
D(0)

det
∂gτx

∂x
dx. (3.31)

Sabemos que en general

detA = etr lnA, (3.32)



3.2. PRINCIPIO VARIACIONAL 43

en donde

A = Id+ ∂f τ, (3.33)

que en términos de sus componentes se ve como

Aij = δij +
∂fi
∂xj

τ, (3.34)

aproximando el logaritmo, en el espacio extendido tenemos

lnAij ≈
∂fi
∂xj

τ,

⇒ tr lnA =tr
∂fi
∂xj

τ =
∂fi
∂xi

τ.

(3.35)

Para (3.32) obtenemos

detA = exp

(
∂fi
∂xi

τ

)
. (3.36)

Calculamos ∂gτx
∂x

a partir de (3.29),

∂gτx

∂x
= Id+

∂f

∂x
τ +O(τ 2). (3.37)

Entonces, el determinante de esta expresión es:
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det
∂gτx

∂x
= 1 + τ tr

∂f

∂x
+O(τ 2),

= 1 + τ

4∑
i=1

∂fi
∂xi

+O(τ 2),

= 1 + τ divf +O(τ 2).

(3.38)

Por lo tanto,

v(τ) =

∫
D(0)

=
[
1 + τ divf +O(τ 2)

]
dx. (3.39)

Por otro lado, en base a (3.30), si divf = 0; entonces dv
dτ

= 0. De esa manera,
de las ecuaciones de Hamilton (3.24) − (3.27) se obtiene que

divf =
∂

∂p

(
−∂λG

∂q

)
+

∂

∂pt

(
−∂λG

∂t

)
+

∂

∂q

(
∂λG

∂p

)
+
∂

∂t

(
∂λG

∂pt

)
= 0.

(3.40)

Tomando en cuenta que λ = λ(τ) y que las demás variables son indepen-
dientes entre śı. Con esto mostramos que la demostración del teorema de
Liouville de [15] se cumple para sistemas dependientes del tiempo en el es-
pacio fase extendido, cuya acción es invariante ante reparametrizaciones del
tiempo. Ahora podemos proceder a realizar el ejemplo del oscilador armónico
amortiguado.

3.3. Ejemplo

Consideremos el Lagrangiano del oscilador armónico amortiguado,

L(q, q̇, t) = ebt/m
(
m

2
q̇2 − k

2
q2

)
. (3.41)
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En el Caṕıtulo 1 vimos que asociado a este sistema existe una cantidad que
llamamos K(q, p, t):

K(q, p, t) =
p2

2m
e−bt/m +

kq2

2
ebt/m +

b

2m
pq. (3.42)

La carga conservada (3.42) puede ser reescrita como

K(Q,P ) =
P 2

2m
+
k

2
Q2 +

b

2m
PQ. (3.43)

Hay que recordar las transformaciones canónicas que utilizamos:

P = p e−bt/2m, (3.44) Q = q ebt/2m. (3.45)

Ahora calculamos las variaciones de q y p generadas por K; δq y δp, utili-
zando (3.42) y tomando un parámetro infinitesimal ε:

δq = {q, εK} = ε
∂K

∂p
= ε

(
p

m
e−bt/m +

bq

2m

)
, (3.46)

δp = {p, εK} = −ε∂K
∂q

= −ε
(
qkebt/m +

bp

2m

)
, (3.47)

δt = {t, εK} = 0. (3.48)

En seguida calculamos la variación del Lagrangiano (3.41) y sustituimos
(3.46) y (3.47):
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δL =
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂t
δt =

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇,

δL = ebt/m (mq̇ δq̇ − kq δq) .
(3.49)

Para sustituir δq y δq̇ en (3.49) reescribimos (3.46) usando p = ∂L
∂q̇

= mq̇

ebt/m; entonces,

δq = ε

(
q̇ +

bq

2m

)
, (3.50) δq̇ = ε

(
q̈ +

bq̇

2m

)
. (3.51)

Sustituimos estos resultados en (3.49) y obtenemos:

δL = εebt/m
[
mq̇

(
q̈ +

bq̇

2m

)
− kq

(
q̇ +

bq

2m

)]
,

= ε
bq̇2

2
ebt/m + εmq̇q̈ ebt/m − εkbq

2

2m
ebt/m − εkqq̇ ebt/m,

= ε
bq̇2

2
ebt/m + ε

d

dt

(
mq̇2

2
ebt/m

)
− εbq̇2

2
ebt/m − εkbq

2

2m
ebt/m − ε d

dt

(
kq2

2
ebt/m

)
+ ε

kbq2

2m
ebt/m,

= −ε d
dt

(
kq2

2
ebt/m − mq̇2

2
ebt/m

)
,

δL = − d

dt
δΩ.

(3.52)

En donde la cantidad δΩ es

δΩ = ε

(
kq2

2
ebt/m − mq̇2

2
ebt/m

)
. (3.53)

Utilizando (3.53) y el Lagrangiano (3.41), calculamos la carga de Noether:
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Q =
∂L

∂q̇i
δqi + δΩ,

Q = εmq̇2ebt/m + ε
bqq̇

2
ebt/m + ε

kq2

2
ebt/m − εmq̇

2

2
ebt/m.

(3.54)

Sustituimos q̇ = p
m
e−bt/m y obtenemos lo siguiente:

Q = ε

(
p2

2m
e−bt/m +

bpq

2m
+
kq2

2
ebt/m

)
,

Q = ε

(
P 2

2m
+
kQ2

2
+

b

2m
PQ

)
,

Q = εK.

(3.55)

Veamos que nuestra carga de Noether es el Hamiltoniano de la ec.(2.115)
escrito en términos de las nuevas coordenadas encontradas por medio de las
transformaciones canónicas, las cuales se usaron para eliminar la dependen-
cia expĺıcita del tiempo. Siendo aśı K la enerǵıa conservada en el espacio fase
extendido, representado por las coordenadas originales y las transformadas:
(q, p, t, pt) → (Q,P, T, PT ), con la función generadora F2. Encontramos las
ecuaciones de transformación por medio de las siguientes relaciones genera-
das por F2:

F2(qi, Pi) = F2(q, Pq, t, Pt) = qiPi = qPq + tPT = ebt/2mq P + t PT , (3.56)

Pq =
∂F2

∂q
= ebt/2mP, (3.57)

pt =
∂F2

∂t
= PT +

b

2m
qPebt/2m

pt = PT +
b

2m
PQ,

(3.58)
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Q =
∂F2

∂P
= qebt/2m, (3.59) T =

∂F2

∂PT
= t. (3.60)

Recordemos que de las ecuaciones (2.93) y (2.109) obtuvimos que pt = −H
y aśı podemos comprobar de la ec.(3.58) que

PT = −H − b

2m
PQ = −K. (3.61)

En base a la ec.(3.23), la relación entre los elementos de volumen de las coor-
denadas originales y las transformadas es la siguiente,

dp dq dpt dt = |J | dP dQ dPT dT. (3.62)

En donde la matriz Jacobiana es

J =


∂Q
∂q

∂Q
∂t

∂Q
∂pt

∂Q
∂p

∂T
∂q

∂T
∂t

∂T
∂pt

∂T
∂p

∂PT
∂q

∂PT
∂t

∂PT
∂pt

∂T
∂p

∂P
∂q

∂P
∂t

∂P
∂pt

∂P
∂p


,

J =


ebt/2m qb

2m
ebt/2m 0 0

0 1 0 0

0 −
(
b

2m

)2
ebt/2m 1 0

e−bt/2m − pb
2m
e−bt/2m 0 e−bt/2m

 = 1.

Por lo tanto, la transformación es canónica. La carga de Noether que encon-
tramos nos dice que el flujo Hamiltoniano en este nuevo espacio fase extendido
es conservado, en donde K es el generador de las simetŕıas de las ecuaciones
de movimiento. En este ejemplo mostramos como podemos llevar a nuestro
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sistema original no conservativo a un espacio fase extendido, con una di-
mensión temporal extra, y tratar a ese sistema como uno que śı conserva la
enerǵıa, solamente dentro del espacio extendido.



Caṕıtulo 4

Principio variacional para
sistemas no conservativos

4.1. Introducción

En mecánica clásica el principio de Hamilton se basa en una formulación La-
grangiana o Hamiltoniana de un sistema que supone una dinámica conserva-
tiva; sin embargo, descripción de sistemas no conservativos. En este caṕıtulo
se estudiará la formulación de Galley [2] para sistemas en donde no se con-
serva la enerǵıa, y se introducirá un nuevo principio de acción modificando
el principio de Galley en las condiciones de borde.

4.2. Principio de Hamilton

El principio de acción de Hamilton es el punto de partida para el estudio del
movimiento de las part́ıculas. El cual afirma que para cada sistema mecáni-
co existe una integral S llamada acción, que toma su valor extremo de tal
forma que su variación es cero. Es decir, establece que la trayectoria clásica
que toma una part́ıcula es tal que la acción es estacionaria (puede tomar un
valor máximo, se puede tratar de un punto silla o de un mı́nimo). La acción
se puede representar como la integral con respecto al tiempo de la función
Lagrangiana del sistema mecánico en cuestión,

S =

∫ t2

t1

dtL. (4.1)

50
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El principio de Hamilton nos permite derivar las ecuaciones de movimiento
que determinan la dinámica del sistema dado. Cabe destacar que este prin-
cipio descansa en una formulación ya sea Lagrangiana o Hamiltoniana que
supone una dinámica conservativa y que en general no describe sistemas no
conservativos.

La configuración inicial, la evolución dinámica y la configuración final de
sistemas no conservativos se deben determinar a partir de las condiciones
iniciales, las cuales son usadas para resolver las ecuaciones de movimiento
derivadas a partir del principio de Hamilton, el cual es formulado con condi-
ciones de borde en el tiempo y no usando condiciones iniciales.

Esta sutileza ha dado lugar a complicaciones en ciertos casos y en consecuen-
cia ha dado pie a formulaciones Lagrangianas y Hamiltonianas para sistemas
no conservativos. En [2] y [3] muestran un ejemplo en donde el tratamiento
clásico del principio de Hamilton en un sistema no conservativo expone al-
gunas incongruencias en un ejemplo espećıfico de dos osciladores acoplados,
que más adelante explicaremos.

Para tratar este problema se propone un nuevo principio variacional, el cual
involucra la variación de dos conjuntos de trayectorias. Se define una nueva
acción, como la integral con respecto al tiempo de la función Lagrangiana
a lo largo de cada camino tal que las coordenadas y velocidades de los dos
caminos sean iguales entre śı al tiempo final, sin que estén fijas en un valor
particular, ya que se requiere que el principio de Hamilton sea consistente
con una formulación que involucre condiciones iniciales en vez de condiciones
de frontera.

El doblar los grados de libertad trae como consecuencia el que se pueda
incluir una función K arbitraria, la cual acopla las dos trayectorias. Esta
función es la responsable de generar fuerzas generalizadas arbitrarias en las
ecuaciones de Euler-Lagrange, además de determinar la ganancia o pérdida
de enerǵıa del sistema.

4.3. Formulación de Galley para sistemas no

conservativos

El ejemplo que toman en [2] para mostrar la motivación de duplicar los gra-
dos de libertad para sistemas no conservativos es el siguiente.
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Sea un oscilador armónico con amplitud q(t), masa m y frecuencia ω, el cual
se encuentra acoplado con una fuerza λ a otro oscilador armónico cuya am-
plitud es Q(t), masa M y frecuencia Ω. Notemos que el sistema total conserva
la enerǵıa, ya que el Lagrangiano no depende expĺıcitamente del tiempo t.
La acción del sistema es

S(q,Q) =

∫ tf

ti

dt

[
m

2
(q̇2 − ω2q2) + λqQ+

M

2
(Q̇2 − Ω2Q2)

]
. (4.2)

No obstante, si solo estamos interesados en conocer la dinámica de q(t), debi-
do a que no conocemos o no tenemos acceso a la dinámica Q(t), entonces q(t)
se puede ver como un sistema que se encuentra abierto e intercambia enerǵıa
con Q, entonces q(t) gana o pierde enerǵıa de una manera no conservativa.

Para tomar en cuenta el efecto que tiene el oscilador Q(t) en la evolución de
q(t) debemos encontrar las soluciones a las ecuaciones de movimiento de Q
y sustituirlas en la acción. La ecuación de movimiento de Q es

Q̈(t) + Ω2Q(t) =
λq(t)

M
, (4.3)

en donde la función de Green para este problema, es la función GR(t, t′) que
satisface

(
d2

dt2
+ Ω2

)
GR(t, t′) = LtGR(t, t′) = δ(t− t′). (4.4)

Podemos resolver para GR(t, t′) escribiendo la función Delta en términos de
sus transformada de Fourier:

δ(t− t′) =

∫
dω

2π
eiω(t−t′). (4.5)

Proponemos que GR(t, t′) sea de la forma
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GR(t, t′) =

∫
dω
G(ω)

2π
eiω(t−t′). (4.6)

Sustituyendo GR en la ec. (4.4) se obtiene

[
d2

dt2
+ Ω2

] ∫
dω

2π
G(ω)eiω(t−t′) = δ(t− t′),∫

dωG(ω)eiω(t−t′)[Ω2 − ω2] =

∫
dω

2π
G(ω)eiω(t−t′),

G(ω) =
1

Ω2 − ω2
.

(4.7)

Aśı GR nos queda como

GR(t, t′) =
1

2π

∫
dω eiω(t−t′) 1

Ω2 − ω2
. (4.8)

Entonces, volviendo a la ec.(4.4), la solución particular de (4.3) en términos
de la función de Green es

Qp(t) =
λ

M

∫ tf

ti

GR(t, t′)q(t′)dt′. (4.9)

Entonces,

LtQ(t) =
λ

M

∫ tf

ti

LtGR(t, t′)q(t′)dt′,

=
λ

M

∫ tf

ti

δ(t− t′)q(t′)dt′,

=
λ

M
q(t).

(4.10)

De tal modo que la solución Q(t) está dada por la suma de la solución a la
ecuación homogénea y la solución particular:
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Q(t) = QH +Qp = QH +
λ

M

∫ tf

ti

GR(t, t′)q(t′)dt′. (4.11)

Antes de sustituir la solución Q(t) veamos que el siguiente término de la
acción (4.2) lo podemos integrar por partes y obtener lo siguiente:

∫ tf

ti

M

2
Q̇2 =

M

2

[
Q̇Q
]tf
ti
− M

2

∫ tf

ti

QQ̈dt. (4.12)

Entonces, (4.2) nos queda como

S(q,Q) =

∫ tf

ti

dt

[
m

2
(q̇2 − ω2q2) + λqQ− M

2

(
QQ̈+ Ω2Q2

)]
+
M

2

[
Q̇Q
]tf
ti
,

=

∫ tf

ti

dt

[
m

2
(q̇2 − ω2q2) + λqQ− M

2
Q

(
d2

dt2
+ Ω2

)
Q

]
+
M

2

[
Q̇Q
]tf
ti
.

(4.13)

Por otro lado desarrollamos el siguiente término:
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∫ tf

ti

dt

[
−M

2
Q

(
d2

dt2
+ Ω2

)
Q

]
=

∫ tf

ti

dt

[
−M

2
QLtQ

]
,

= −M
2

∫ tf

ti

dt [(Qh +Qp)Lt(Qh +Qp)] ,

= −M
2

∫ tf

ti

dt [(Qh +Qp)Lt(Qp)] ,

= −M
2

∫ tf

ti

dt

[
Qp

(
λ

M

)∫ tf

t0

dt′LtGR(t, t′)q(t′)

]
,

= −M
2

∫ tf

ti

dt

[
Qp

(
λ

M

)∫ tf

t0

dt′δ(t− t′)q(t′)
]
,

= −M
2

∫ tf

ti

dt

[
Qp

(
λ

M
q(t)

)]
,

= −M
2

∫ tf

ti

dt

[(
λ

M

∫ tf

ti

dt′GR(t, t′)q(t′)

)(
λ

M
q(t)

)]
.

(4.14)

Por lo tanto,

∫ tf

ti

dt

[
−M

2
Q

(
d2

dt2
+ Ω2

)
Q

]
= − λ2

2M

∫ tf

ti

GR(t, t′)q(t′)q(t)dt′dt. (4.15)

Ahora esta solución la sustituimos en la acción total del sistema, obtenemos
la siguiente expresión para lo que será nuestra acción efectiva:

Seff (q) =

∫ tf

ti

dt

[
m

2
(q̇2 − ω2q2) + λq(t)Qh(t) +

λ2

2M

∫ tf

ti

dt′q(t)GR(t, t′)q(t′)

]
.

(4.16)

En donde Qh(t) es la solución homogénea y GR(t− t′) es la función de Green
retardada para el oscilador Q. Cabe destacar que en el último término de
(4.16) tenemos dos integrales temporales y tenemos también el producto de
q(t)q(t′), éste producto es simétrico en el tiempo t↔t′ y se acopla solo en la
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parte simétrica temporal de la función de Green retardada. Aśı, el segundo
término de (4.16) lo podemos expresar en términos de la función avanzada
de Green,

λ2

2M

∫ tf

ti

dtdt′q(t)

[
GRet(t, t

′) +GAdv(t, t
′)

2

]
q(t′). (4.17)

La ecuación de movimiento resultante es

mq̈ +mω2q = λQh(t) +
λ2

2M

∫ tf

ti

dt′ [GRet(t, t
′) +GAdv(t, t

′)] q(t′). (4.18)

Se hace énfasis en que la función de Green avanzada implica soluciones que no
evolucionan causalmente. Por otro lado, el kernel de la integral es simétrico
en el tiempo, lo cual significa que la integral describe interacciones conserva-
tivas entre q y Q. Y es por ello que (4.18) no toma en cuenta la disipación;
sin embargo, se trata de un proceso antisimétrico en el tiempo.

La función de Green avanzada que se encuentra en (4.17) y en (4.18), apa-
rece debido a que el factor q(t)q(t′) se acopla solo en la parte simétrica en el
tiempo de la función de Green retardada. Lo que Galley propone en [2], es
introducir dos variables q1 y q2, para romper esta simetŕıa, lo cual implica
que q1(t)q2(t′) se acoplarán en la función de Green retardada no solo en la
parte simétrica. Variando con respecto a q1 y estableciendo q2=q1 después de
haber hecho la variación, nos dará la fuerza generalizada correcta. El proce-
dimiento para sistemas no conservativos en general se muestra a continuación.

Sean q ≡ {qi}Ni=1 y q̇ ≡ {q̇i}Ni=1 conjuntos de N coordenadas generalizadas y
velocidades de un sistema dinámico en general. Duplicamos ambos conjuntos
tales que, q → (q1, q2) y q̇ → (q̇1, q̇2). La interpretación de la duplicación
de los grados de libertad es que la variable q1 evoluciona desde algún valor
inicial q1i desde el tiempo t = ti hasta un tiempo final, donde q1f es un valor
determinado por la evolución de q1i, en lugar de que sea especificado por el
problema. Lo mismo para q2, que evoluciona desde un valor inicial q2i.

La nueva acción S para las variables duplicadas es la siguiente
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S[q1, q2] =

∫ tf

ti

dtL(q1, q̇1, t)−
∫ ti

tf

dtL(q2, q̇2, t),

=

∫ tf

ti

dt [L(q1, q̇1, t)− L(q2, q̇2, t)] .

(4.19)

Como se puede observar, q1 y q2 se encuentran desacopladas una de la otra,
podemos añadir una función arbitraria K(q1, q2, q̇1, q̇2, t) que acople estas va-
riables duplicadas, tal que la acción (4.19) esté dada por

S[q1, q2] =

∫ tf

ti

dt [L(q1, q̇1, t)− L(q2, q̇2, t) +K(q1, q2, q̇1, q̇2, t)] . (4.20)

Entonces, definimos el Lagrangiano que considera los grados de libertad du-
plicados como

Λ = L(q1, q̇1, t)− L(q2, q̇2, t) +K(q1, q2, q̇1, q̇2, t). (4.21)

Sabemos que si añadimos una derivada total temporal al lagrangiano, las
ecuaciones de movimiento permanecen invariantes. Entonces, añadimos lo
que llamaremos como “factor de corrección”, de tal forma que el lagrangiano
que usaremos será el siguiente,

Λ̃(q1, q2, q̇1, q̇2, t) = Λ̃(qa, q̇a, t) = Λ(qa, q̇a, t)−
d

dt
B(qa, q̇a, t). (4.22)

En donde a = 1, 2. Entonces, al variar la acción tendremos una variación en el
lagrangiano Λ̃. Considerando que la variación de q̇a conmuta con la derivada
obtenemos

δΛ̃ =
∂Λ̃

∂qa
δqa +

∂Λ̃

∂q̇a
δq̇a −

d

dt
δB,

=
∂Λ̃

∂qa
δqa +

∂Λ̃

∂qa

d

dt
δqa −

d

dt
δB.

(4.23)
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Aśı, la variación de la acción

S̃ =

∫ tf

ti

dtΛ̃, (4.24)

queda como:

δS̃ =

∫ tf

ti

dt(δΛ̃) =

∫ tf

ti

dt

[
δΛ− d

dt
δB

]
,

=

∫ tf

ti

dt

[
d

dt

(
∂Λ

∂q̇a
δqa

)
+
∂Λ

∂qa
δqa − δqa

d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)
− d

dt
δB

]
,

=

∫ tf

ti

dt

[
d

dt

(
∂Λ

∂q̇a
δqa

)]
+

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)]
δqa −

∫ tf

ti

dt

[
d

dt
δB

]
,

=

[
∂Λ

∂q̇a
δqa

]tf
ti

− δB|tfti +

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)]
δqa,

=
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa(tf )−
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
ti

δqa(ti)− δB
∣∣∣∣tf
ti

+

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)]
δqa.

(4.25)

Imponemos las siguientes condiciones:

δqa(ti) = 0, (4.26) δq1(tf ) = δq2(tf ). (4.27)

Entonces,

δS̃ =
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa(tf )− δB|
tf
ti +

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)]
δqa. (4.28)

Para que (4.28) recupere las ecuaciones de movimiento ordinarias de Euler-
Lagrange, proponemos que el término de borde B sea

B =
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

qa(t). (4.29)
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Y de esta manera,

δB

∣∣∣∣tf
ti

=
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa|
tf
ti ,

=
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

(δqa(tf )− δqa(ti)).
(4.30)

Y tomando en cuenta (4.26), la ec. (4.28) nos queda como

δS =
∂Λ

∂q̇1

∣∣∣∣
tf

δq1(tf ) +
∂Λ

∂q̇2

∣∣∣∣
tf

δq2(tf )−

[
∂Λ

∂q1

∣∣∣∣
tf

δq1(tf ) +
∂Λ

∂q̇2

∣∣∣∣
tf

δq2(tf )

]
,

+

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)]
δqa,

=

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)]
δqa = 0,

∂Λ

∂qa
− d

dt

(
∂Λ

∂q̇a

)
= 0.

(4.31)

Por lo cual, vemos que al agregar el término de borde B como un término
de corrección a nivel de la acción, las ecuaciones de movimiento permanecen
invariantes. En contraste con la formulación de Galley [2], en donde se im-
pone la condición de que los momentos coincidan en tf , en nuestro caso solo
fue necesario imponer las condiciones (4.26) y (4.27). Debido a que en un
principio variacional no es natural imponer condiciones de borde sobre las
coordenadas y los momentos. Introducimos un término de corrección en la
forma de una derivada total en el tiempo, la cual no afecta a las ecuaciones
de movimiento, e impusimos condiciones de borde únicamente en las coorde-
nadas.

Para obtener las ecuaciones de movimiento, tomamos el lagrangiano (4.22),
aśı las ecuaciones de movimiento serán
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d

dt

∂Λ̃

∂q̇a
− ∂Λ̃

∂qa
= 0. (4.32)

Para q1 se obtiene:

d

dt

∂L

∂q̇1
− ∂L

∂q1
+

[
d

dt

∂K

∂q̇1
− ∂K

∂q1

]
PL

= 0. (4.33)

Y para q2 tenemos:

d

dt

∂L

∂q̇2
− ∂L

∂q2
=

[
d

dt

∂K

∂q̇2
− ∂K

∂q2

]
PL

. (4.34)

Ahora, para que las ecuaciones de movimiento sean f́ısicas, debemos tomar
el ĺımite f́ısico dado por (4.35) y (4.36):

q1 = q2 = q, (4.35) q̇1 = q̇2 = q̇. (4.36)

4.4. Ejemplo

Basándonos en la formulación de Galley para sistemas no conservativos, cons-
truiremos la acción para un oscilador armónico amortiguado,

Λ = L+K, (4.37)

en donde L es nuestro lagrangiano conservativo de la forma: L = 1
2
mẋ2−1

2
kx2

y K es el potencial no conservativo definido como

K = −λ(q1 − q2)

(
q̇1 + q̇2

2

)
. (4.38)
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Entonces,

Λ̃ = L(q1, q̇1, t)− L(q2, q̇2, t) +K(q1, q2, q̇1, q̇2, t)−
dB

dt
,

=
1

2
mq̇2

1 −
1

2
kq2

1 −
1

2
mq̇2

2 +
1

2
kq2

2 − λ(q1 − q2)

(
q̇1 + q̇2

2

)
− dB

dt
,

(4.39)

en donde Λ es

Λ = L(q1, q̇1, t)− L(q2, q̇2, t) +K(q1, q2, q̇1, q̇2, t). (4.40)

Aśı, la acción es

S[q1, q2] =

∫ tf

ti

dtΛ(q1, q2, q̇1, q̇2, t)−
dB

dt
,

=

∫ tf

ti

dt

[
1

2
mq̇2

1 −
1

2
kq2

1 −
1

2
mq̇2

2 +
1

2
kq2

2 − λ(q1 − q2)

(
q̇1 + q̇2

2

)
− dB

dt

]
,

(4.41)

Donde B es

B =
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

qa(t) =
∂Λ

∂q̇1

∣∣∣∣
tf

q1(t) +
∂Λ

∂q̇2

∣∣∣∣
tf

q2(t), (4.42)

que a nivel de las ecuaciones de movimiento interviene como
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δB

∣∣∣∣tf
ti

=
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa

∣∣∣∣tf
ti

=
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa(tf )−
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa(ti),

=
∂Λ

∂q̇1

∣∣∣∣
tf

δq1(tf ) +
∂Λ

∂q̇2

∣∣∣∣
tf

δq2(tf )−
∂Λ

∂q̇1

∣∣∣∣
tf

δq1(ti)−
∂Λ

∂q̇2

∣∣∣∣
tf

δq2(ti),

=

[
mq̇1 −

λ

2
(q1 − q2)

]
tf

δq1(tf ) +

[
−mq̇2 −

λ

2
(q1 − q2)

]
tf

δq2(tf ),

−
[
mq̇1 −

λ

2
(q1 − q2)

]
tf

δq1(ti)−
[
−mq̇2 −

λ

2
(q1 − q2)

]
tf

δq2(ti).

(4.43)

Para calcular las ecuaciones de movimiento tomamos la variación de la acción:

δS =

∫ tf

ti

dtδΛ̃ = 0,

=
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa(tf )−
∂Λ

∂q̇a

∣∣∣∣
tf

δqa(ti)− δB
∣∣∣∣tf
ti

+

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

∂Λ

∂q̇a

]
δqa = 0,

= −
[
mq̇1 −

λ

2
(q1 − q2)

]
tf

δq1(ti)−
[
−mq̇2 −

λ

2
(q1 − q2)

]
tf

δq2(ti)− δB
∣∣∣∣tf
ti

+∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

∂Λ

∂q̇a

]
δqa = 0.

(4.44)

Sustituimos el resultado de (4.43) en la ecuación anterior (4.44) y aśı obte-
nemos

∫ tf

ti

dt

[
∂Λ

∂qa
− d

dt

∂Λ

∂q̇a

]
δqa = 0,

∂Λ

∂qa
− d

dt

∂Λ

∂q̇a
= 0.

(4.45)
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Aśı las ecuaciones de movimiento para q1 y q2 son:

mq̈1(t) + kq1(t) + λ

(
q̇1 + q̇2

2

)
= 0,

mq̈2(t) + kq2(t) + λ

(
q̇1 + q̇2

2

)
= 0.

(4.46)

Las cuales en el ĺımite f́ısico satisfacen la ecuación de movimiento del oscila-
dor armónico amortiguado

mq̈(t) + λq̇(t) + kq(t) = 0. (4.47)

Ahora, nos interesa cuantizar este sistema, para utilizar el método de Dirac
debemos encontrar la constricción del sistema. Comenzamos parametrizando
el tiempo como t → τ(t); entonces, dq

dt
= q̇

ṫ
. Bajo esta parametrización la

acción adquiere la siguiente forma:

S[q1, q2] =

∫ τf

τi

dτ Λ̃(q1, q2, t, q̇1, q̇2, ṫ; τ),

S[q1, q2] =

∫ τf

τi

dτ

[
1

2
m
q̇2

1

ṫ
− 1

2
kq2

1 ṫ−
1

2
m
q̇2

2

ṫ
+
k

2
q2

2 ṫ− λ(q1 − q2)

(
q̇1 + q̇2

2

)]
.

(4.48)

Calculamos las ecuaciones de movimiento. Para q1 tenemos:

d

dτ

∂Λ̃

∂q̇1

− ∂Λ̃

∂q1

= 0,

d

dτ

[
m
q̇1

ṫ
− λ

2
(q1 − q2)

]
+ kq1ṫ+ λ

(
q̇1 + q̇2

2

)
= 0.

(4.49)

En donde el momento generalizado asociado a q1 es
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Pq1 = m
q̇1

ṫ
− λ

2
(q1 − q2). (4.50)

La ecuación de movimiento para q2 es

d

dτ

∂Λ̃

∂q̇2

− ∂Λ̃

∂q2

= 0,

d

dτ

[
−mq̇2

ṫ
− λ

2
(q1 − q2)

]
− kq2ṫ− λ

(
q̇1 + q̇2

2

)
= 0.

(4.51)

En donde el momento generalizado asociado a q2 es

Pq2 = −mq̇2

ṫ
− λ

2
(q1 − q2). (4.52)

La ecuación de movimiento para t es

d

dτ

∂Λ̃

∂ṫ
− ∂Λ̃

∂t
= 0,

d

dτ

[
m

1

2

q̇2
2

ṫ2
−m1

2

q̇2
1

ṫ2
− 1

2
kq2

1 +
1

2
kq2

2

]
= 0.

(4.53)

En donde el momento generalizado asociado a t es

Pt = m
1

2

q̇2
2

ṫ2
−m1

2

q̇2
1

ṫ2
− 1

2
kq2

1 +
1

2
kq2

2. (4.54)

Ahora reescribimos la ecuación de Pt en términos de los momentos y las coor-
denadas, reemplazando las siguientes cantidades:
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q̇1

ṫ
=

1

m

[
Pq1 +

λ

2
(q1 − q2)

]
, (4.55)

q̇2

ṫ
=

1

m

[
−Pq2 −

λ

2
(q1 − q2)

]
.

(4.56)

Entonces,

Pt =
1

2

[
P 2
q2

+ λ(q1 − q2)Pq2 +
λ2

4
(q1 − q2)2

]
− 1

2m

[
P 2
q1

+ λPq1(q1 − q2) +
λ2

4
(q1 − q2)2

]
,

− 1

2
k(q2

1 − q2
2).

Φ =
P 2
q1

2m
−
P 2
q2

2m
+

λ

2m
Pq1(q1 − q2)− λ

2m
Pq2(q1 − q2) + Pt −

1

2
k(q2

2 − q2
1) = 0.

(4.57)

Notemos que la ec. (4.57) se anula al tomar el limite f́ısico, lo cual resulta ser
un problema sustancial al querer cuantizar y resolver el problema siguiendo
el método de Dirac, esto motiva a realizar el proceso de cuantización por
medio de la integral de trayectoria, en donde ya no tomaremos en cuenta el
principio de acción de Galley.

El método de Galley modificado ayuda a realizar una reformulación del prin-
cipio de Hamilton para sistemas no conservativos; en donde se rompe la
simetŕıa temporal de las funciones de Green que aparecen en las ecuaciones
de movimiento, introduciendo dos coordenadas distintas evaluadas a tiem-
pos distintos, aśı como también añadiendo un término de borde desde el
Lagrangiano, imponiendo las condiciones de frontera únicamente sobre las
coordenadas. Esta reformulación nos permite tener un principio de Hamilton
consistente para sistemas no conservativos; sin embargo, al tratar de utilizar
el método de Dirac para realizar la cuantización, el resultado obtenido no
nos permitió proseguir en esta dirección, por lo cual decidimos abordar este
problema con la integral de trayectoria de Feynman.



Caṕıtulo 5

Integral de trayectoria

5.1. Introducción

En este caṕıtulo usaremos la integral de trayectoria como alternativa al pro-
ceso de cuantización La formulación de la mecánica cuántica dada por la
integral de trayectoria, generaliza el principio de acción que conocemos de
la mecánica clásica, reemplazando la noción clásica de que el sistema se-
guirá una única trayectoria, por un sistema representado por una integral
funcional, la cual es la suma sobre todos los posibles caminos. El objeto fun-
damental que nos interesa calcular es la amplitud de transición, la cual nos
da la probabilidad de que el sistema transite entre dos estados, por ejemplo
si el sistema se encuentra en un estado en el cuadro de Schrödinger |ψ, ta〉 a
un tiempo ta, entonces la amplitud de transición al estado|φ, tb〉 a un tiempo
tb se define como

K(ψ, φ) = 〈ψ, tb|φ, ta〉 . (5.1)

La integral de trayectoria la podemos ver como la suma de todos los caminos
continuos a pedazos de un punto qa a qb en el intervalo de tiempo tb-ta, en
donde cada camino tiene un factor de peso dado por la exponencial de la
acción clásica a lo largo de esa trayectoria. De esta manera, cada trayectoria
continua por pedazos representa una posible historia del movimiento de la
part́ıcula.

66
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5.2. Ordenamiento

La transición de la mecánica clásica a la mecánica cuántica, en el formalismo
Hamiltoniano, se hace promoviendo las coordenadas a operadores, los cua-
les no necesariamente conmutan. Cuando en el Hamiltoniano clásico están
involucrados productos de x y p, el orden del producto de estos términos
carece de importancia. Sin embargo, en la mecánica cuántica el orden de los
operadores juega un papel crucial, desafortunadamente no hay un principio
bien definido que especifique el orden de los operadores cuando pasamos de
la descripción clásica a la cuántica de una teoŕıa. Algunas prescripciones que
normalmente se utilizan son las siguientes.

El ordenamiento normal, el cual consiste en ordenar los productos de x y p de
tal forma que los momentos permanecen a la izquierda de las coordenadas.
Y el ordenamiento de Weyl, en donde se simetriza el producto de operadores
en todas sus posibles combinaciones.

Un resultado importante de la integral de trayectoria es el hecho de que el
problema de ordenamiento carece de importancia, si nosotros usáramos el
ordenamiento normal o el de Weyl, los resultados que obtendŕıamos seŕıan
los mismos.

5.3. Integral funcional

El primer paso para derivar la integral de trayectoria es construir los eigenes-
tados |q, t〉 y |p, t〉 de los operadores Q(t) y P (t) en el cuadro de Heisenberg,
definidos como

|q, t〉 = eiHt/h̄ |q〉 , (5.2) |p, t〉 = eiHt/h̄ |p〉 . (5.3)

Estos estados cumplen con la relación de completez,

∫ ∞
−∞

dq |q, t〉 〈q, t| = exp(iHt/h̄)

(∫ ∞
−∞

dq |q〉 〈q|
)
exp(−iHt/h̄) = 1. (5.4)
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El estado | q, t〉 es un eigenestado del operador Q(t) en el cuadro de Heisen-
berg, en el sentido de que se cumple

Q(t) |q, t〉 = q |q, t〉 . (5.5)

Mientras que en un estado |ψ, t〉 en el cuadro de Schrödinger cumple

〈q|ψ, t〉 = ψ(q, t). (5.6)

Estos estados pueden usarse para derivar la integral de trayectoria para la
transición entre estados en el cuadro de Schrödinger, nos ayudarán a calcular
el objeto de nuestro interés, la amplitud de transición K, que está definida
como el producto interior de eigenestados instantáneos a distintos tiempos,

K(qa, ta; qb, tb) = 〈qb, tb|qa, ta〉 , (5.7)

donde tb>ta. De (5.6) nos podemos dar cuenta de que una vez que especifi-
camos los estados iniciales y finales del sistema, éste se propaga en el tiempo
desde ψ hasta φ a través de la función K. Por esta razón (5.7) a veces se le
identifica con el propagador o el ”kernel”, ya que contiene toda la informa-
ción con respecto a la evolución temporal del sistema.

Lo que sigue es hacer N particiones del intervalo de tiempo [tb, ta] en N+1
pedazos infinitesimales, cuya duración es de ε = tb−ta

N+1
. Tomando el ĺımite de

N → ∞, y añadiendo a K el conjunto completo de eigenestados intermedios
instantáneos obtenemos

K(qa, ta; qb, tb) =

∫ ∞
∞

dq1 · · · dqN 〈qb, tb|qN , tN〉 〈qN , tN |qN−1, tN−1〉 · · · 〈q1, t1|qa, ta〉 .

(5.8)

De esta forma podemos ver que el j-ésimo término está dado por
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〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 = 〈qj+1| e−
iε
h̄
Ĥ(P,Q) |qj〉 ,

= 〈qj+1| e−
i∆t
h̄
Ĥ(P,Q) |qj〉 ,

= e−
i
h̄
tj+1H e

i
h̄
tjH ,

= e−
i
h̄

(tj+1−tj)H .

(5.9)

Para poder aplicar el operador Hamiltoniano Ĥ = T̂ + V̂ (q), hacemos una
expansión en Taylor de la exponencial de la siguiente manera, trabajando en
el espacio de momentos.

〈qj+1| e
−1
h̄

∆tĤ |qj〉 =

∫ ∞
−∞

dpj 〈qj+1|pj〉 〈pj| e
−i
h̄

∆tĤ |qj〉 ,

=

∫ ∞
−∞

dpj 〈qj+1|pj〉 〈pj| 1−
i

h̄
∆tĤ |qj〉 ,

=

∫ ∞
−∞

dpj
2πh̄

e
i
h̄
pj(qj+1−qj)

(
1− i

h̄
∆tH(qj; pj)

)
,

=

∫ ∞
−∞

dpj
2πh̄

e
−i
h̄

∆tH(qj ;pj)+
i
h̄
pj(qj+1−qj).

(5.10)

En donde H(qj; pj) representa el Hamiltoniano ya evaluado, y donde simpli-
ficamos el elemento infinitesimal de la siguiente manera,

〈qj+1|pj〉 〈pj|qj〉 =
1

2πh̄
eipj(qj+1−qj)/h̄. (5.11)

El hecho de que qj es el valor de la coordenada asociada con el estado q en
el tiempo tj nos permite hacer la siguiente identificación,

ĺım
∆t→0

1

∆t
(qj+1 − qj) =

dqj
dt

:= q̇j. (5.12)

Usando esto, podemos escribir
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〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 ≈
∫ ∞
−∞

dpj
2πh̄

e−
i
h̄
ε[pj q̇j−H(pj ,qj)],

=

∫ ∞
−∞

dpj
2πh̄

e[
i
h̄
εL(pj ,qj)].

(5.13)

Donde L (pj, qj) = pj q̇j−H(pj − qj) es la densidad lagrangiana en la formu-
lación hamiltoniana del sistema clásico.

Los elementos finitos de K se pueden escribir como el producto de N ele-
mentos de la forma:

〈qb, tb|qa, ta〉 = ĺım
N→∞

∫ ∞
−∞

dp0

2πh̄
· · · dpN

2πh̄
dq1 · · · dqNe

i
h̄
pN (q−qN )e

i
h̄
pN−1(qN−qN−1) · · ·

· · · e
i
h̄
p1(q2−q1)e

i
h̄
p0(q1−q0)e

−i
h̄

∆tH(qN ;pN ) · · · e
−i
h̄

∆tH(q0;p0),

= ĺım
N→∞

∫ ∞
−∞

dq1 · · · dqN
dp0 · · · dpN
(2πh̄)N+1

e
i
h̄

N∑
j=0

pj(qj+1−qj)
e
− i
h̄

∆t
N∑
j=0

H(qj ;pj)

,

(5.14)

donde q0=qa y qN=qb. Al desarrollar qj+1 en una expansión con respecto a tj
tenemos

qj+1 = q(tj+1) = q(tj + ∆t),

= q(tj) + ∆tq̇(tj),

= qj + ∆tq̇j.

(5.15)

Por otro lado,

ĺım
N→∞

e
i
h̄

N∑
j=0

(pj q̇j−H(qj ;pj))

= e
i
h̄

∫ tb
ta
dt(pq̇−H(q,p)) = e

i
h̄

∫ tb
ta
dtL(p,q) = e

i
h̄
S[p(t),q(t),ta,tb].

(5.16)
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De esta manera es como aparece la acción clásica en el elemento de transi-
ción. Por otro lado, la medida de la integral de trayectoria de la ec. (5.14) se
escribe como

ĺım
N→∞

dq1 · · · dqN = Dq,

ĺım
N→∞

dp0 · · · dpN
(2πh̄)N+1

= Dp.
(5.17)

Sustituyendo los resultados anteriores (5.15), (5.16) y (5.17) en la ec. (5.14),
obtenemos que el Kernel K, o bien, la amplitud de transición está dada por

〈qb, tb|qa, ta〉 =

∫ q(tb)=qb

q(ta)=qa

DqDp e
i
h̄
S, (5.18)

la cual es la integral de trayectoria de Feynman para la amplitud de transi-
ción en la mecánica cuántica. Cabe mencionar que una parte esencial para
el entendimiento de la integral de trayectoria consiste en comprender el sig-
nificado de la medida DqDp.

En esta integral los puntos extremos se encuentran fijos y solo los puntos
intermedios son integrados sobre todo el espacio, aśı cualquier configuración
de puntos intermedios da lugar a trayectorias entre los puntos iniciales y fina-
les. Es por ello que integrar sobre todas estas configuraciones es equivalente
a sumar sobre todos los caminos que conectan los puntos iniciales y finales;
por ende la integral de trayectoria de Feynman simplemente nos dice que la
amplitud de transición entre un estado inicial y un estado final es la suma
sobre todos los caminos que conectan estos dos puntos, con un factor de peso
e
i
h̄
S. Este factor de peso es algo que en la mecánica cuántica usual no se

consideraba, clásicamente sabemos que la acción determina la dinámica del
sistema, mientras que en la mecánica cuántica lo que se encuentra es que
todas las posibles trayectorias contribuyen a la amplitud de transición.



72 CAPÍTULO 5. INTEGRAL DE TRAYECTORIA

5.4. Ejemplo

En este ejemplo calcularemos el Kernel de la part́ıcula libre utilizando el
método de la integral de trayectoria,

K(q2, t2; q1, t1) = 〈q2, t2|q1, t1〉 =

∫ q2

q1

DpDq e
i
h̄
S. (5.19)

Sabemos que para el caso de la part́ıcula libre S =

∫ t2

t1

dt
(
pq̇ − p2

2m

)
; en-

tonces,

〈q2, t2|q1, t1〉 =

∫ q2

q1

DpDq e
∫ t2
t1
dt i

h̄

(
pq̇− p2

2m

)
,

=

∫ q2

q1

dq1 ... dqN
dp0

(2πh̄)
...

dpN
(2πh̄)

e
i
h̄

∑N
j=0 ∆t(pj q̇j−

p2j
2m

).

(5.20)

En donde,

N∑
j=0

∆t pj q̇j =
N∑
j=0

∆t Pj
∆qj
∆t

=
N∑
j=0

∆qj pj =
N∑
j=0

pj (qj+1 − qj) ,

= p0(q1 − q0) + p1(q2 − q1) + ...+ pn−1(qn − qn−1) + pn(q − qn),

= p0q1 − p0q0 + p1q2 − p1q1 + ...+ pn−1 qn − pn−1 qn−1 + pnq − pnqn,
= −p0q0 + q1(p0 − p1) + q2(p1 − p2) + ...+ qn(pn−1 − pn) + pnq,

= pnq − p0q0 +
N∑
j=0

qj(pj−1 pj).

(5.21)

Sustituimos (5.21) en (5.20); entonces,

〈q2, t2|q1, t1〉 =

∫ q2

q1

dq1 ... dqN
dp0

(2πh̄)
...

dpN
(2πh̄)

e
i
h̄

[pnq−p0q0+
∑N
j=0 qj(pj−1 pj)−

p2j
2m

)].

(5.22)
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Aparte tenemos el siguiente término,

∫ ∞
−∞

dqj
(2πh̄)

e
i
h̄
qj(pj−1−pj) = 〈pj−1|pj〉 = δ(pj−1 − pj). (5.23)

Sustituimos (5.23) en (5.22) y en el tercer renglón usamos que ∆t= t−t0
n+1

= T
n+1

⇒ T = ∆t(n+ 1), y obtenemos lo siguiente:

〈q2, t2|q1, t1〉 =

∫ ∞
−∞

dp0

(2πh̄)
...

dpn
(2πh̄)

δ(p0 − p1)...δ(pn−1 − pn)e
i
h̄

[pnq−p0q0−
∑N
j=0 ∆t

p2j
2m

],

=

∫ ∞
−∞

dpn
(2πh̄)

e
i
h̄

[pnq−pnq0−
p2n
2m

∆t(n+1)],

=

∫ ∞
−∞

dpn
(2πh̄)

e
i
h̄

[pn(q−q0)− p2n
2m

T ],

=

∫ ∞
−∞

dpn
(2πh̄)

e−
iT

2mh̄
[p2
n− 2m

T
pn(q−q0)],

=

∫ ∞
−∞

dpn
(2πh̄)

e−
iT

2mh̄
[p2
n− 2m

T
pn(q−q0)+m2

T2 (q−q0)2−m
2

T2 (q−q0)2],

=

∫ ∞
−∞

dpn
(2πh̄)

e−
iT

2mh̄
[pn−mT (q−q0)]2 e

im
2Th̄

(q−q0)2

,

= e
im
2Th̄

(q−q0)2

∫ ∞
−∞

dpn
(2πh̄)

e−
iT

2mh̄
[pn−mT (q−q0)]2 .

(5.24)

Observemos que se tenemos una integral Gaussiana, cuyo resultado es

∫ ∞
−∞

dpn e
− iT

2mh̄
[pn−mT (q−q0)]2 =

√
2mπh̄

iT
. (5.25)

Por lo tanto, el Kernel de la part́ıcula libre es
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Kpart.libre(q2, t2; q1, t1) = 〈q2, t2; q1, t1〉 = e
im
2Th̄

(q−q0)2

√
2mπh̄

iT (2πh̄)2
,

= e
im
2Th̄

(q−q0)2

√
m

iT2πh̄
.

(5.26)

El conocer el Kernel de la part́ıcula libre nos permitirá calcular parte de
la solución cuántica del oscilador armónico amortiguado. Siguiendo un pro-
cedimiento similar, en el siguiente caṕıtulo realizamos el cálculo, en donde
haremos uso de transformaciones canónicas que escondan la dependencia
expĺıcita del tiempo.



Caṕıtulo 6

Cuantización del oscilador
armónico amortiguado

En este caṕıtulo trabajaremos el ejemplo del oscilador armónico amortigua-
do, haciendo uso de la integral de trayectoria para encontrar su solución. Se
va a mostrar que la integral de trayectoria, o kernel del oscilador armónico
amortiguado tiene la forma

K(q2, t2; q1, t1) = 〈q2, t2|q1, t1〉 =

∫ q2

q1

DpDq e
i
h̄
S = e

i
h̄
SclKOAA(0, t2; 0, t1).

(6.1)

En donde la acción S, la cual al realizar las transformaciones canónicas se ve
como

S =

∫ t2

t1

dt (pq̇ −H),

S =

∫ t2

t1

dt

[
PQ̇−K +

d

dt
F1(q,Q, t)

]
.

(6.2)

Otra forma de generar las transformaciones canónicas, en contraste con la
función generadora que utilizamos en el Ejemplo 3 del Caṕıtulo 1, es utilizar

F3(p,Q, t) = −pQe−bt/2m = −pq, (6.3)

75
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en donde

q = −∂F3

∂P
= Qe−bt/2m, (6.4) P = −∂F3

∂Q
= pe−bt/2m. (6.5)

Entonces F1 se escribe como

F1(q,Q, t) = pq + F3(p,Q, t). (6.6)

Aśı, la función F1 que aparece en el principio de acción resulta ser F1 = 0
y por ende la acción S no se ve afectada por el término de la derivada total
que incluye a F1, por lo cual (6.2) se puede escribir simplemente como

S =

∫ t2

t1

dt
(
PQ̇−K

)
. (6.7)

Ahora debemos calcular la acción S, para ello retomamos la ec.(2.130) del
Caṕıtulo 1, proponemos una Q = Qcl + Qq conformada por una parte clásica
y otra parte cuántica, con las siguientes condiciones de frontera:

Qcl(t1) = q1,

Qcl(t2) = q2,
(6.8)

Qq(t1) = 0,

Qq(t2) = 0.
(6.9)

Notemos que los bordes son clásicos, es decir Qcl es una trayectoria fija. Al
desarrollar términos, la acción (2.130) queda como
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S =

∫ t2

t1

dt

[
mQ̇2

2
− bQQ̇

2
−
(
k

2
− b2

8m

)
Q2

]
,

=

∫ t2

t1

dt

[
m

2
(Q̇cl + Q̇q)

2 − b

2
(Qcl +Qq)(Q̇cl + Q̇q)−

(
k

2
− b2

8m

)
(Qcl +Qq)

2

]
,

= Scl + Sq +

∫ t2

t1

dt

[
mQ̇clQ̇q −

b

2
(QclQ̇q + Q̇clQq)−KQclQq

]
,

(6.10)

en donde K = k − b2

4m
. Integrando por partes obtenemos una derivada total

en el tiempo que por los términos de borde se hace cero, aśı

S = Scl + Sq +

∫ t2

t1

dt

[
mQ̇clQ̇q −

b

2
(QclQ̇q + Q̇clQq)−KQclQq

]
,

= Scl + Sq +

∫ t2

t1

dt

[
mQ̇clQ̇q −

b

4

d

dt
(Q2

cl) +
b

2
QqQ̇cl −

b

2
Q̇clQq −KQclQq

]
,

= Scl + Sq +

∫ t2

t1

dt
[
mQ̇clQ̇q −KQclQq

]
,

= Scl + Sq +

∫ t2

t1

dt

[
d

dt

(
mQ̇clQ̇q −mQ̈clQq

)
−KQclQq

]
,

= Scl + Sq −
∫ t2

t1

dt
[
mQ̈clQq +KQclQq

]
,

= Scl + Sq −
∫ t2

t1

dt
[
mQ̈cl +KQcl

]
Qq.

(6.11)

Y con base en el resultado de la ecuación de movimiento (1.132), la acción
nos queda como

S = Scl + Sq. (6.12)

Al resolver la acción Scl obtenemos que
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Scl =

∫ t2

t1

dt

(
m

2
Q̇2
cl −

K

2
Q2
cl −

b

2
Q̇clQcl

)
,

=

∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q̇2
cl −

K

2
Q2
cl −

b

4

d

dt
(Q2

cl)

]
,

=

∫ t2

t1

dt

[
m

2

d

dt
(Q̇clQcl)−

m

2
Q̈clQcl −

K

2
Q2
cl −

b

4

d

dt
(Q2

cl)

]
,

=

∫ t2

t1

dt

[
m

2

d

dt
(Q̇clQcl)−

b

4

d

dt
(Q2

cl)

]
,

=

[
m

2
Q̇clQcl −

b

4
Q2
cl

]t2
t1

=
m

2

[
Q̇cl(t2)Qcl(t2)− Q̇cl(t1)Qcl(t1)

]
− b

4

[
Q2
cl(t2)−Q2

cl(t1)
]
.

(6.13)

Ahora proponemos una solución del tipo

Qcl(t) = A cos(ωt) +B sen(ωt); (6.14)

sean

A = C sen(α),

B = C cos(α).
(6.15)

Tomamos Qcl y al argumento de seno le sumamos un cero de la forma ωt1-
ωt1, aśı Qcl nos queda como

Qcl = C sen(α) cos(ωt) + C cos(α) sen(ωt) = C sen(ωt+ α),

= C sen(ωt+ ωt1 − ωt1 + α) = C sen[ω(t− t1) + (ωt1 + α)],

= C sen[ω(t− t1)] cos(ωt1 + α) + C cos[ω(t− t1)] sen(ωt1 + α),

= C cos(ωt1 + α) sen[ω(t− t1)] + C sen(ωt1 + α) cos[ω(t− t1)].

(6.16)

Notemos que para el caso en el que Qcl se encuentra evaluada en el tiempo
t1, tenemos lo siguiente:
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Qcl1 = Qcl(t1) = C sen(ωt1 + α),

⇒ Q̇cl1 = Q̇cl1(t1) = ωC cos(ωt1 + α).
(6.17)

De esta manera usando (6.17), la ec.(6.16) nos queda como

Qcl(t) =
Q̇cl1

ω
sen[ω(t− t1)] +Qcl1 cos[ω(t− t1)]. (6.18)

De la misma manera, usando la solución propuesta inicialmente en (6.14) y
las condiciones (6.15), pero ahora sumando en el argumento de seno un cero
de la forma ωt2-ωt2 obtenemos

Qcl = C sen[ωt+ ωt2 − ωt2 + α] = C sen[ω(t− t2) + (ωt2 + α),

= C sen[ω(t− t2)] cos(ωt2 + α) + C cos[ω(t− t2)] sen(ωt2 + α),

=
Q̇cl2

ω
sen[ω(t− t2)] +Qcl2 cos[ω(t− t2)].

(6.19)

En donde usamos que Qcl evaluada en el tiempo t2 es

Qcl2 = Qcl(t2) = C sen(ωt2 + α),

⇒ Q̇cl2 = Q̇cl2(t2) = ωC cos(ωt2 + α).
(6.20)

Ahora, si evaluamos en t = t2 la ecuación (6.18), obtenemos lo siguiente:

Qcl2 = Qcl(t2) =
Q̇cl1

ω
sen[ω(t2 − t1)] +Qcl1 cos[ω(t2 − t1)],

⇒ Q̇cl1 =
ω(Qcl2 −Qcl1 cos[ω(t2 − t1)])

sen[ω(t2 − t1)]
=

ω

sen(ωT )
[Qcl2 −Qcl1 cos(ωT )],

(6.21)
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en donde T = t2 − t1.

De la misma manera para el resultado de la ecuación (6.19) evaluamos t =
t1 y obtenemos

Qcl1 = Qcl(t1) =
Q̇cl2

ω
sen[ω(t1 − t2)] +Qcl2 cos[ω(t1 − t2)],

⇒ Q̇cl2 =
ω(Qcl1 −Qcl2 cos[ω(t1 − t2)])

sen[ω(t1 − t2)]
=

−ω
sen(ωT )

[Qcl1 −Qcl2 cos(ωT )].

(6.22)

Finalmente sustituimos los resultados de las ecuaciones (6.21) y (6.22) en la
acción clásica de la siguiente manera:

Scl =
m

2
[Q̇cl2Qcl2 − Q̇cl1Qcl1]− b

4
[Q2

cl2 −Q2
cl1],

=
m

2

{
− ω

sen(ωT )
[Qcl1 −Qcl2 cos(ωT )]Qcl2 −

ω

sen(ωT )
[Qcl2 −Qcl1 cos(ωT )]Qcl1

}
− b

4
[Q2

cl2 −Q2
cl1],

=
m

2

[
−2ωQcl1Qcl2

sen(ωT )
+
ω cos(ωT )

sen(ωT )
(Q2

cl2 +Q2
cl1)

]
− b

4
(Q2

cl2 −Q2
cl1),

=
mω

2 sen(ωT )
[cos(ωT )(Q2

cl2 +Q2
cl1)− 2Qcl1Qcl2]− b

4
(Q2

cl2 −Q2
cl1).

(6.23)

Sustituimos Qcl = q ebt/2m. Por lo tanto, nuestra acción clásica es

Scl =
mω

2 sen(ωT )

[
cos(ωT )

(
q2

2e
bt2/m + q2

1e
bt1/m

)
− 2q1q2e

b
2m

(t1+t2)
]

− b

4

(
q2

2e
bt2
m − q2

1e
bt1
m

)
,

Scl =
mω

2 sen(ωT )

[
cos(ωT )

(
Q2

2 +Q2
1

)
− 2Q1Q2

]
− b

4

(
Q2

2 −Q2
1

)
.

(6.24)
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Ahora trabajaremos con la parte cuántica de la integral de trayectoria dada
por Sq,

Sq =

∫ t2

t1

dt

(
m

2
Q̇2
q −

K

2
Q2
q −

b

2
Q̇qQq

)
,

=

∫ t2

t1

dt

(
m

2
Q̇2
q −

K

2
Q2
q −

b

4

d

dt
(Q2

q)

)
,

=

∫ t2

t1

dt

(
m

2
Q̇2
q −

K

2
Q2
q

)
.

(6.25)

De esta manera KOAA(0, t; 0, t0) queda como

KOAA(0, t2; 0, t1) =

∫ Q2=0

Q1=0

DQDP exp

(
i

h̄

∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q

(
d2

dt2
−K

)
Q

])
,

KOAA(0, t2; 0, t1) =

∫ Q2=0

Q1=0

DQDP exp

(
i

h̄

∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q

(
d2

dt2
− k

m
+

b2

4m2

)
Q

])
,

=

∫ Q2=0

Q1=0

DQDP exp

(
i

h̄

∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q

(
d2

dt2
− ω(t)

)
Q

])
,

(6.26)

en donde ω(t) = k
m
− b2

4m2 .

Sea ψ(t) una eigenfunción del operador del oscilador y consideremos la ecua-
ción diferencial (6.27), imponiendo las condiciones iniciales (6.28) y haciendo
uso del teorema de Gelfand obtenemos

(
+
d2

dt2
− ω(t)

)
ψ(t) = λψ(t),

(6.27)

ψ(t1) = 0,

ψ̇(t1) = 1.
(6.28)

Entonces,
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det
(
d2

dt2
− ω(1)(t)− λ

)
det
(
d2

dt2
− ω(2)(t)− λ

) =
ψ(1)(t2)

ψ(2)(t2)
.

Si λ=0, entonces

det
(
d2

dt2
− ω(1)(t)

)
ψ

(1)
0 (t2)

=
det
(
d2

dt2
− ω(2)(t)

)
ψ

(2)
0 (t2)

= cte.

(6.29)

Para el caso siguiente tenemos

(
d2

dt2
− ω0

)
ψ0(t) = 0,

d2

dt2
ψ0(t) = ω0ψ0(t).

(6.30)

Cuya solución es

ψ0(t) = A sen(ω0t) +B cos(ω0t). (6.31)

Usando las condiciones iniciales del teorema de Gelfand:

ψ0(t1) = A sen(ω0t1) +B cos(ω0t1) = 0,

ψ̇0(t1) = Aω0 cos(ω0t1)−Bω0 sen(ω0t1) = 1.
(6.32)

Resolviendo el sistema de ecuaciones de (6.32):

A sen(ω0t1) = −B cos(ω0t1),

A =
−B cos(ω0t1)

sen(ω0t1)
,

(6.33)
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sustituyendo A en ψ0(t1) obtenemos:

−B cos(ω0t1)

sen(ω0t1)
ω0 cos(ω0t1)−B ω0 sen(ω0t1) = 1,

B = − 1

ω0

[
sen(ω0t1)

cos(ω0t1)2 + sen(ω0t1)2

]
,

B = − 1

ω0

[sen(ω0t1)].

(6.34)

Y ahora sustituimos B en (6.33); entonces,

A = −cos(ω0t1)

sen(ω0t1)

(
−1

ω0

)
[sen(ω0t1)] ,

A =
cos(ω0t1)

ω0

.

(6.35)

Ahora sustituimos las constantes A y B de (6.34) y (6.35) en la solución de
(6.31), y aśı ψ0 nos queda como

ψ0(t) =
1

ω0

sen[ω0(t− t1)]. (6.36)

Finalmente sustituimos este resultado en el teorema de Gelfand (6.29):

det
(
d2

dt2
− ω(t)

)
ψ0(t)

= cte = C,

⇒ det

(
d2

dt2
− ω(t)

)
=

c

ω0

sen[ω0(t− t1)].

(6.37)

Usando el resultado de (6.26), la integral del argumento de la exponencial la
podemos expresar como
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∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q

(
d2

dt2
− ω(t)

)
Q

]
=

∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q

(
d2

dt2
− ω(t)

)∑
n

anψn(t)

]
,

=

∫ t2

t1

dt

[
m

2
Q
∑
n

anλnψn(t)

]
,

=

∫ t2

t1

dt

[
m

2

∑
n

amψm(t)
∑
n

anλnψn(t)

]
,

=
m

2

∑
n

a2
nλn,

(6.38)

en donde Q(t)=
∑

n anψn(t) y an=〈ψnQ(t)〉.

Sean Q(t) = an y DQ(t) = J Πdan, donde suponemos que J = 1 ya que se
trata de una transformación canónica; sin embargo, más adelante veremos
que la implementación de una transformación canónica conlleva detalles que
deben desarrollarse más minuciosamente, para que aśı la información obte-
nida pueda utilizarse en el ĺımite semiclásico.

Suistituimos los resultados anteriores en la ecuación de la parte cuántica del
kernel (6.26), obtenemos lo siguiente:

KOAA =

∫ Q2

Q1

JΠdane
im
2h̄

∑
n a

2
nλn ,

= JΠ

√
2πi

mλn
= C2Π

√
1

λn
=

C2√
det
[
d2

dt2
− ω(t)

] . (6.39)

Usando el resultado del determinante (6.29) obtenemos

KOAA(0, t2; 0, t1) =
c2√

c
ω0

sen[ω0(t2 − t1)]
,

= c3

√
ω0

sen[ω0(t2 − t1)]
.

(6.40)
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Usando el kernel de una part́ıcula libre,

KPL =

√
m

(t2 − t1)2πih̄
=

√
m

T2πih̄
, (6.41)

obtenemos que la parte cuántica del kernel del oscilador armónico amorti-
guado es

KOAA(0, t2; 0, t1) =

√
mω

2πih̄ sen(ωT )
. (6.42)

No obstante, cabe resaltar que la medida de la integral también cambia al ha-
cer la transformación canónica, al considerar esto vamos a obtener un término
extra en el kernel del oscilador armónico amortiguado. A continuación abor-
daremos este problema.

6.1. Transformación de la medida de la trans-

formación canónica

En base a las transformaciones canónicas que realizamos (6.4) y (6.5). Si-
guiendo el método para calcular la transformación de la medida de la integral
que se hace en [5], partimos de hacer un análisis al rededor del punto fijo Q,
para ello tomemos ∆Qj = Qj−Qj−1, en donde

Qj = Q̄j +
∆Qj

2
, (6.43) Qj−1 = Q̄j −

∆Qj

2
. (6.44)

En caso de que las transformaciones no nos fuesen dadas, podemos suponer
que nos es posible generar una función tal que q = f(Q), de manera general.

Expandimos f(Qj) y f(Qj−1) alrededor del punto medio Q̄j =
Qj+Qj−1

2
de la



86 CAPÍTULO 6. OSCILADOR ARMÓNICO AMORTIGUADO

siguiente manera:

qj = f(Qj) = f(Q̄j +
∆Qj

2
),

= f(Q̄j) +
1

2
f ′(Q̄j)∆Qj +

1

8
f ′′(Q̄j)(∆Qj)

2 +
1

48
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)

3 + ...

(6.45)

y

qj−1 = f(Qj−1) = f(Q̄j −
∆Qj

2
),

= f(Q̄j)−
1

2
f ′(Q̄j)∆Qj +

1

8
f ′′(Q̄j)(∆Qj)

2 − 1

48
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)

3 + ...

(6.46)

Por otro lado, para los momentos podemos usar

pj = Pj
∆Qj

∆qj
. (6.47)

Ahora calculamos ∆qj:

∆qj = qj − qj−1 = f(Q̄j) +
1

2
f ′(Q̄j)∆Qj +

1

8
f ′′(Q̄j)(∆Qj)

2 +
1

48
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)

3 + ...

−
[
f(Q̄j)−

1

2
f ′(Q̄j)∆Qj +

1

8
f ′′(Q̄j)(∆Qj)

2 − 1

48
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)

3 + ...

]
,

= f ′(Q̄j)∆Qj +
1

24
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)

3 + ...

(6.48)

Sustituimos el resultado anterior en (6.47):
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pj = Pj
∆Qj

f ′(Q̄j)∆Qj + 1
24
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)3 + ...

,

= Pj
1

f ′(Q̄j) + 1
24
f ′′′(Q̄j)(∆Qj)2 + ...

,

= Pj

[
1

f ′(Q̄j)
− 1

24

f ′′′(Q̄j)

[f ′(Q̄j)]2
(∆Qj)

2 + ...

]
.

(6.49)

Por lo tanto,

pj = Pj
1

f ′(Q̄j)

[
1− 1

24

f ′′′(Q̄j)

f ′(Q̄j)
(∆Qj)

2

]
. (6.50)

Ahora veamos que pasa con la transformación de la medida, partiremos de

qj = f(Qj)⇒ dqj =
∂f

∂Qj

dQj = f ′(Qj)dQj; (6.51)

entonces,

N−1∏
j=1

dqj = dq1...dqN−1 = f ′(Q1)f ′(Q2)...f ′(QN)dQ1dQ2...dQN−1. (6.52)

Reescribimos el resultado anterior como

N−1∏
j=1

dqj =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

√
f ′(Q1)f ′(Qa)

√
f ′(Q2)f ′(Q1)...√

f ′(QN−1)f ′(QN−2)
√
f ′(Qb)f ′(QN−1)dQ1dQ2...dQN−1,

(6.53)

en donde
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f ′(Qb) = f ′(QN), (6.54) f ′(Qa) = f ′(Q0). (6.55)

Por lo tanto, obtenemos lo siguiente,

N−1∏
j=1

dqj =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

N∏
j=1

[√
f ′(Qj)f ′(Qj−1)

]N−1∏
j=1

(dQj) , (6.56)

en donde el término 1√
f ′(Qb)f ′(Qa)

es un factor de normalización que elimina

los términos de borde. Ahora expandimos f ′(Qj) y f ′(Qj−1) alrededor de Q̄j:

N−1∏
j=1

dqj =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

N∏
j=1

[√
f ′(Q̄j) +

1

4

f ′′(Q̄j)√
f ′(Q̄j)

∆Qj +
1

8

(
1

2

f ′′′(Q̄j)√
f ′(Q̄j)

− 1

4

[f ′′(Qj)]
2

3
√
f ′(Qj)

)
(∆Qj)

2

]
[√

f ′(Q̄j)−
1

4

f ′′(Q̄j)√
f ′(Q̄j)

∆Qj +
1

8

(
1

2

f ′′′(Q̄j)√
f ′(Q̄j)

− 1

4

[f ′′(Qj)]
2

3
√
f ′(Qj)

)
(∆Qj)

2

]
N−1∏
j=1

dQj

(6.57)

Lo cual, al desarrollar y al considerar únicamente los términos de hasta se-
gundo orden en ∆Qj, obtenemos

N−1∏
j=1

dqj =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

N∏
j=1

f ′(Q̄j)

(
1− 1

8
λ(Q̄j)(∆Qj)

2

)N−1∏
j=1

dQj, (6.58)

donde

λ(Q̄j) =

(
f ′′(Q̄j)

f ′(Q̄j)

)2

− f ′′′(Q̄j)

f ′(Q̄j)
. (6.59)
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Y ahora, de (6.50) obtenemos

dqj = dQj
1

f ′

[
1− 1

24

f ′′′

f ′
(∆Pj)

2

]
. (6.60)

Combinamos (6.58) y (6.60) de la siguiente forma:

N∏
j=1

dpj
(2πh̄)N

N−1∏
j=1

dqj =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

N∏
j=1

f ′(Q̄j)

[
1− 1

8
λ(Q̄j)(∆Qj)

2

]
N−1∏
j=1

dQj ·
N∏
j=1

dPj
(2πh̄)N

1

f ′(Q̄j)

[
1− 1

24

f ′′′(Q̄j)

f ′(Q̄j)
(∆Qj)

2

]
,

=
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

N∏
j=1

dPj
(2πh̄)N

N−1∏
j=1

dQj

[
1− 1

8
λ(Q̄j)(∆Qj)

2 − 1

24

f ′′′(Q̄j)

f ′(Q̄j)
(∆Qj)

2 + ...

]
,

(6.61)

si despreciamos los términos de segundo orden en ∆Qj obtenemos

N∏
j=1

dpj
(2πh̄)N

N−1∏
j=1

dqj =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)

N∏
j=1

dPj
(2πh̄)N

N−1∏
j=1

dQj. (6.62)

Para el caso continuo consideramos

DQ =
N−1∏
j=1

dQj, (6.63)

DP =
N∏
j=1

dPj
(2πh̄)N

, (6.64)

Dq =
N−1∏
j=1

dqj, (6.65)

Dp =
N∏
j=1

dpj
(2πh̄)N

. (6.66)
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De esta manera la transformación de la medida de la integral se puede obte-
ner de la siguiente relación,

DqDp =
1√

f ′(Qb)f ′(Qa)
DQDP. (6.67)

Como sabemos que q = f(Q) debe existir para el caso general en donde no
conocemos las transformaciones canónicas expĺıcitamente; en nuestro caso śı
las conocemos, aśı la función f(Q) es

q = f(Q) = Qe−bt/2m,

⇒f ′(Q) = e−bt/2m,
(6.68)

donde f ′(Qa) = e−bt1/2m y f ′(Qb) = e−bt2/2m.

Por lo tanto, la transformación de la medida de nuestro ejemplo es

DqDp =
1√

e−bt1/2m e−bt2/2m
DQDP = eb(t1+t2)/4mDQDP. (6.69)

Finalmente, podemos escribir el kernel (6.1) de manera completa, agregando
el término que resulta de la transformación de la medida de la integral. Jun-
tando los resultados (6.69), (6.42) y (6.24) obtenemos

KOAA(q2, t2; q1, t1) =eb(t1+t2)/4m exp{ i
h̄

(
mω

2 sen(ωT )

)
[cos(ωT )(q2

2 e
bt2/m + q2

1 e
bt1/m)

− 2q1q2 e
b

2m
(t1+t2)]

b

4
(q2

2 e
bt2/m − q2

1 e
bt1/m)}

√
mω

2πih̄ sen(ωT )
.

(6.70)

Resultado que comparamos con el que ya ha sido previamente obtenido en
[4] por otro método, obteniendo el mismo resultado.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

Este trabajo se centró en el estudio de sistemas no conservativos desde dos
perspectivas; la versión clásica y la cuantización de este sistema. En la parte
clásica trabajamos particularmente con el oscilador armónico amortiguado.
En primera instancia utilizamos el método de Dirac, entendiéndolo como
un enfoque preliminar a la cuantización, durante el desarrollo de este méto-
do introducimos la idea de la reparametrización del tiempo para estudiar
la constricción del sistema y además esconder la dependencia expĺıcita del
tiempo en el Lagrangiano. Sin embargo, nos encontramos con un problema
de ordenamiento y que el Hamiltoniano total se haćıa cero debido a que éste
coincid́ıa con la constricción de sistema. Lo cual nos motivó a proseguir en
la cuantización por medio del método de la integral de trayectoria.

Posteriormente continuamos con el tratamiento clásico, dando cierta impor-
tancia a la reparametrización del tiempo que realizamos inicialmente; ya que
el introducir una nueva dimensión temporal al sistema dio lugar a un espacio
fase extendido. Analizamos las simetŕıas del sistema no conservativo en este
espacio extendido, donde el tiempo original t se promovió a una nueva varia-
ble y se introdujo un tiempo nuevo τ como parámetro. Esto permitió llevar
al sistema no conservativo al espacio extendido de tal manera que éste se
volvió conservativo, ya que el flujo Hamiltoniano en este nuevo espacio fase
se preservaba a lo largo del nuevo parámetro de tiempo. Un punto importan-
te a destacar es que al calcular la carga de Noether, la cantidad conservada
resultó ser el nuevo Hamiltoniano inducido por la transformación canónica.

Por otro lado, realizamos una generalización del principio de acción de Ha-
milton a los sistemas no conservativos, basándonos en la formulación hecha
inicialmente por Galley en [2]. Modificamos el principio variacional en los
términos de borde, donde las variaciones se hicieron únicamente sobre q.

91
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Esta reformulación nos permite tener un principio de acción consistente y
general para los sistemas no conservativos.

Volviendo a la motivación de la cuantización por la integral de trayectoria,
proseguimos sobre esta ĺınea, implementando el uso de las transformaciones
canónicas para quitar la dependencia expĺıcita del tiempo. Al realizar estas
transformaciones, surgió un término extra proveniente de la transformación
de la medida de la integral. Al comparar el resultado que obtuvimos con el
que previamente ya se hab́ıa encontrado mediante un método diferente, ob-
servamos que los resultados eran los mismos. De esta manera comprobamos
la validez del método utilizado en este trabajo.

Finalmente, los resultados obtenidos motivan a hacer un estudio posterior
en diversos aspectos; uno de ellos seŕıa por ejemplo, el estudio geométrico
del espacio fase visto como una variedad simpléctica, a su vez podŕıamos
realizar un estudio del espacio fase original y extendido a nivel cuántico. El
método que utilizamos bien podŕıa implementarse en las teoŕıas de campo
con parámetros dependientes del tiempo, por ejemplo un campo escalar en
una métrica de FRW, dicho problema se reduce al usar un tiempo conforme
al de un campo escalar con masa dependiente del tiempo [16].
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