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Introducción

La presente tesis tiene como propósito principal usar herramientas de la teoría
de polinomios ortogonales para analizar espectralmente cierto tipo de proceso esto-
cástico. En concreto, el objetivo particular es dar una expresión para la distribución
estacionaria de un proceso modulado en términos de autovalores y autofunciones
ortogonales asociados a los generadores del proceso.

Se dice que un proceso estocástico es un proceso cuyo comportamiento es no de-
terminista. Un proceso modulado, es un proceso cuyo comportamiento depende del
comportamiento de un proceso estocástico. En la presente tesis se utiliza como pro-
ceso modulador una cadena de nacimiento y muerte, que es una cadena de Markov
a tiempo continuo en la que las únicas transiciones son entre estados adyacentes.

Las cadenas de nacimiento y muerte son importantes en teoría de colas en el
sentido en que pueden ser vistas como un modelo que describe el número de clientes
en un sistema de colas donde los nacimientos representan las llegadas y las muer-
tes representan las salidas. Para describir y analizar su comportamiento, es posible
asociarle una matriz cuyo tamaño depende del número de estados, y que contiene
información sobre las intensidades de nacimiento y de muerte en cada estado. A esta
matriz se le denomina operador o generador infinitesimal asociado al proceso.

Los procesos modulados por una cadena de Markov cobran importancia en el
campo de las telecomunicaciones ya que se usan para modelar la dinámica de señales
enviadas a servidores. En este contexto, se cuenta con un servidor que recibe señales
a altas velocidades, por lo que su comportamiento se puede modelar con una cadena
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de nacimiento y muerte. Dado que el servidor recibe y procesa grandes cantidades
de información en tiempos cortos, su comportamiento puede ser tratado como el
comportamiento de un fluido. En otras palabras, aunque la cantidad de información
se pueda medir en unidades discretas, comparando su tamaño con el tráfico total
puede ser modelado como si fuese continuo.

Por lo anterior, el objeto principal de estudio es un proceso de fluido modulado
por una cadena de Markov, que consiste en un contenedor con fluido, el cual crece
o decrece a cierta tasa constante (positiva o negativa) y estas tasas van cambiando
dependiendo del estado en el que se encuentre la cadena de Markov.

Una de las principales herramientas utilizadas, además de la teoría para cadenas
de nacimiento y muerte, es la teoría de polinomios ortogonales que es clave en el
análisis espectral del proceso. Los polinomios ortogonales tienen propiedades que, en
cierto sentido, son parecidas a las propiedades de las cadenas de nacimiento y muer-
te, por lo que usando resultados conocidos en la teoría de polinomios ortogonales se
pueden encontrar resultados para el proceso modulado en cuestión.

Como se mencionó antes, se busca presentar una expresión para la distribución
estacionaria, pues en este tipo de proceso es importante saber qué va a ocurrir con
la cantidad de fluido cuando el tiempo sea grande. Podría suceder, por ejemplo, que
el fluido sea infinito, en cuyo caso, habría problemas si se cuenta con un contenedor
finito; si la cantidad de fluido se hace cero habría problemas si el fluido se usa para ali-
mentar algún sistema. En general es preferible que la cantidad de fluido se estabilice,
y es importante conocer las probabilidades de que el fluido no rebase cierta cantidad.

A lo largo del Capítulo 2 se presenta el modelo matemático y los supuestos sobre
el proceso. Ciertos supuestos que involucran las tasas de crecimiento y las tasas de
nacimiento y muerte del proceso modulador son necesarias para que exista la distri-
bución estacionaria. Un supuesto importante en este Capítulo es que el espacio de
estados de la cadena de nacimiento y muerte es finito, supuesto que simplifica la ex-
presión de la distribución estacionaria pues se cuenta con un generador infinitesimal
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de tamaño finito asociado al proceso.

Dicha hipótesis cambia en el Capítulo 3 y se sustituye por hipótesis más abiertas,
en el sentido de que se permite que el espacio de estados sea infinito restringiendo
sólamente el número de estados asociados a tasas positivas o el número de estados
asociados a tasas negativas.

Al hacer el análisis del proceso con espacio de estados infinito, cuando se tienen
estados asociados a tasas de crecimiento negativas, es posible encontrar una expre-
sión más o menos simple para la distribución estacionaria. Intuitivamente esto se
debe a que al haber un número finito de estados asociados a tasas de crecimiento
positivas, la cantidad de fluido en el contenedor no será infinita, pues hay infinitos
estados en los que el fluido disminuye y finitos estados en los que el fluido crece. Esto,
por supuesto, está sujeto a ciertas condiciones de estabilidad, que de no cumplirse,
podrían causar que la tasa de crecimiento sea lo suficientemente grande como para
crecer más de lo que disminuye.

El caso más complicado analizado en este trabajo, es el caso en el que se cuenta
con una cantidad infinita de estados asociados a tasas de crecimiento positivas. Este
caso resulta más complicado ya que hay que tratar con cuidado las condiciones de
estabilidad, pues al haber infinitos estados con tasas de crecimiento positivas es muy
fácil que la cantidad de fluido en el contenedor aumente rápidamente.

Finalmente, se ha tratado de ejemplificar el comportamiento de los procesos en
los tres casos de la manera más simple (pero ilustrativa) utilizando el lenguaje de
programación Julia para simular trayectorias de cada proceso. Se han utilizado los
resultados de cada sección para encontrar las distribuciones estacionarias y se han
comparado esos resultados con los obtenidos por medio de simulación. Es importante
notar que, a pesar de su existencia, el cálculo de las distribuciones estacionarias para
estos procesos modulados podría resultar bastante complicado. Sin embargo, y gra-
cias al análisis espectral usando polinomios ortogonales, es posible en algunos casos
obtener expresiones explícitas de las correspondientes distribuciones estacionarias.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se presentan resultados importantes tanto en el área de pro-
cesos estocásticos como en la teoría de polinomios ortogonales con la finalidad de
que faciliten, en capítulos posteriores, la presentación de teoremas y procesos más
complejos.

1.1. Polinomios Ortogonales

Los polinomios ortogonales juegan un papel muy importante en este trabajo ya
que aparecen en el análisis de ecuaciones diferenciales y en diferencias relacionadas
con procesos estocásticos, en particular, con cadenas de nacimiento y muerte. En
esta sección se enuncian algunas definiciones y teoremas importantes que serán de
utilidad para el desarrollo de resultados en capítulos posteriores.

Definición 1.1. Sea ψ una medida positiva sobre R. Se define el espacio de Lebesgue
ponderado L2

ψ(R) como:

L2
ψ(R) = {f : 〈f, f〉ψ :=

∫
R |f(x)|2 dψ(x) <∞}.

Este espacio, junto con 〈·, ·〉ψ es un espacio de Hilbert.

En general una sucesión de polinomios ortogonales forma una base ortogonal pa-
ra un espacio de Hilbert, por lo que se definen con respecto a una medida o función
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2 Capítulo 1. Preliminares

de peso.

Definición 1.2. Sea ψ una medida positiva sobre R tal que las integrales∫
R |x|

ndψ(x), n ≥ 0

(momentos de orden n) existen y son todas finitas. Un conjunto de polinomios
{Pn(x)}n≥0 en x tal que Pn(x) es de grado n y

〈Pm, Pn〉ψ =

∫
R
Pm(x)Pn(x)dψ(x) = knδmn

donde δmn es la delta de Kronecker definida como

δmn =

{
1 si m = n

0 si m 6= n
,

kn > 0, m,n ≥ 0, es un conjunto de polinomios ortogonales para la medida ψ. Se
define 〈Pn, Pn〉ψ = ||Pn||2ψ la norma de Pn.

Cuando el coeficiente principal de cada polinomio es igual a 1, se dice que es una
sucesión de polinomios ortogonales mónica. Cuando la norma de cada polinomio es
1 se dice que es una sucesión de polinomios ortonormales.

Algunas propiedades importantes de los polinomios ortogonales son

Pn(x) tiene n ceros reales simples y están contenidos en el soporte de la medida
ψ con respecto a la cual son ortogonales.

Pn(x), n ≥ 0 satisface la fórmula de recurrencia

xP0(x) = B0P0(x) + A0P1(x)

xPn(x) = CnPn−1(x) +BnPn(x) + AnPn+1(x), n ≥ 1

donde An =
〈xPn,Pn+1〉ψ
||Pn+1||2ψ

, Bn =
〈xPn,Pn〉ψ
||Pn||2ψ

, Cn =
〈xPn,Pn−1〉ψ
||Pn−1||2ψ

, por lo que siempre se
cumple que Bn ∈ R y An, Cn+1 ≥ 0.



1.1. Polinomios Ortogonales 3

Cuando la sucesión es ortonormal, se tiene que Cn = 〈xPn, Pn−1〉ψ = 〈Pn, xPn−1〉ψ =

〈xPn−1, Pn〉ψ = An−1 y An > 0, por lo que la relación a tres términos es de la forma

xPn(x) = An−1Pn−1(x) +BnPn(x) + AnPn+1(x), (1.1)

donde n ≥ 0, An > 0, Bn ∈ R y P−1(x) = 0.

En forma matricial con P = (P0(x), P1(x), . . .)T , donde T denota al vector trans-
puesto, se escribe como xP = JP donde J es la matriz tridiagonal simétrica

J =


B0 A0 0 0 . . .

A0 B1 A1 0 . . .

0 A1 B2 A2 . . .
...

... . . . . . . . . .

 (1.2)

llamada matriz de Jacobi.

La matriz de Jacobi resulta ser muy similar al generador infinitesimal de una
cadena de nacimiento y muerte que es una matriz tridiagonal con propiedades simi-
lares. Esto resulta conveniente ya que es posible estudiar las propiedades del proceso
usando resultados conocidos para la matriz de Jacobi.

Tomando la ecuación (1.1) y multiplicando por Pn(y), se tiene que

xPn(x)Pn(y) = An−1Pn−1(x)Pn(y) +BnPn(x)Pn(y) + AnPn+1(x)Pn(y).

Tomando la misma ecuación evaluada en y y multiplicando por Pn(x), se tiene
que

yPn(x)Pn(y) = An−1Pn−1(y)Pn(x) +BnPn(y)Pn(x) + AnPn+1(y)Pn(x).
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Restando las dos ecuaciones anteriores

(x− y)Pn(x)Pn(y) = An−1[Pn−1(x)Pn(y)− Pn−1(y)Pn(x)]

+ An[Pn+1(x)Pn(y)− AnPn+1(y)Pn(x)],

sumando todos los polinomios, del lado derecho se conserva sólo el último sumando

n∑
j=0

(x− y)Pj(x)Pj(y) = An[Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)],

dividiendo entre x− y se tiene que

n∑
j=0

Pj(x)Pj(y) =
An[Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)]

x− y
(1.3)

conocida como la fórmula de Christoffel-Darboux. Tomando el límite cuando x tiende
a y se obtiene

ĺım
x→y

n∑
j=0

Pj(x)Pj(y) = ĺım
x→y

An[Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)]

x− y
,

entonces

n∑
j=0

P 2
j (x) = An ĺım

x→y

Pn(y)[Pn+1(x)− Pn+1(y)]− Pn+1(y)[Pn(x)− Pn(y)]

x− y
,

y finalmente
n∑
j=0

P 2
j (x) = An[Pn(x)P ′n+1(x)− Pn+1(x)P ′n(x)] (1.4)

conocida como la fórmula confluente de Christoffel-Darboux.

Para una sucesión de polinomios ortogonales mónica {P̂n(x)}n≥0 la relación de
recurrencia está dada por

P̂0(x) = 1 P̂1(x) = x− α0

xP̂n(x) = βnP̂n−1(x) + αnP̂n(x) + P̂n+1(x)
(1.5)
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donde αn−1 ∈ R, βn > 0 para n ≥ 1. Se denotará a la norma de los polinomios
ortogonales mónicos como ||P̂n||2ψ = ζn.

Definición 1.3. Se dice que un conjunto de m ≥ 1 números reales η1 ≤ η2 ≤ . . . ≤
ηm está separado por un conjunto de m+ 1 números reales distintos ξ1 < ξ2 < . . . <

ξm+1 si
ξi ≤ ηi ≤ ξi+1, i = 1, 2, . . . ,m.

Teorema 1.4. Sea {Pn(x)} una sucesión de polinomios ortonormales y xn,k el k-
ésimo cero de Pn(x), k = 1, . . . , n. Entonces los ceros de Pn(x) y los de Pn+1(x) se
separan mutuamente, es decir

xn+1,i < xn,i < xn+1,i+1 i = 1, 2, . . . , n.

Demostración. Obsérvese primero que como {Pn(x)} es una sucesión de polinomios
ortonormales, el polinomio Pn(x) tiene coeficiente principal positivo. Entonces para
todo x > xn,n, Pn(x) > 0 y para todo x < xn,1 signo(Pn(x)) = (−1)n, entonces en
cada intervalo (xn,k−1, xn,k), P ′n(x) tiene un cero, por lo que P ′n(xn,k) cambia de signo
cada k con k = 1, . . . , n. Como P ′n(x) también tiene coeficiente principal positivo,
P ′n(xn,n) > 0 y entonces signo(P ′n(xn,k)) = (−1)n−k.

Recordando que la confluente de Christoffel-Darboux (1.4) es una suma de cua-
drados, debe ser positiva. Como se sabe que An > 0, entonces Pn(x)P ′n+1(x) −
Pn+1(x)P ′n(x) > 0.

Evaluando en el k-ésimo cero de Pn+1(x), xn+1,k se tiene que

Pn(xn+1,k)P
′
n+1(xn+1,k)− Pn+1(xn+1,k)P

′
n(xn+1,k) = Pn(xn+1,k)P

′
n+1(xn+1,k) > 0

(1.6)
y por el párrafo anterior signo(P ′n+1(xn+1,k)) = (−1)n+1−k.

De igual manera, evaluando en xn+1,k+1 se tiene que

Pn(xn+1,k+1)P
′
n+1(xn+1,k+1) > 0 y signo(P ′n+1(xn+1,k+1)) = (−1)n−k+2 (1.7)
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Por lo que Pn(xn+1,k) y Pn(xn+1,k+1) tienen signos distintos, entonces Pn tiene un
cero en el intervalo (xn+1,k, xn+1,k+1).

Corolario 1.5. Para toda k ≥ 1, la sucesión {xn,k}∞n=k es decreciente y la suce-
sión {xn,n−k+1}∞n=k es creciente. En particular los límites ξi = ĺımn→∞ xn,i y ηj =

ĺımn→∞ xn,n−j+1, i, j = 1, 2, . . . existen y son reales.

Proposición 1.6. Sea ξi como en el corolario anterior y se definen

σ =

{
−∞ si ξi = −∞ para toda i

ĺımi→∞ ξi si ξp > −∞ para alguna p

y

τ =

{
+∞ si ηj = +∞ para toda j

ĺımj→∞ ηj si ηq < +∞ para alguna q

de manera que si ξ0 = −∞ y η0 = +∞ se tiene que

−∞ = ξ0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ . . . ≤ σ ≤ τ ≤ . . . ≤ η2 ≤ η1 ≤ η0 = +∞.

Si ξp = ξp+1 para alguna p, entonces ξp = σ. Nótese que esto implica que ξp = ξp+k,
k = 1, 2, . . .

La demostración de la Proposición anterior se puede encontrar en el Capítulo IV
de [4].

Proposición 1.7. Sea {P̂n(x)}n≥0 una sucesión de polinomios ortogonales mónica
que cumplen la relación de recurrencia (1.5) y ψ la medida con respecto a la cual
son ortogonales, entonces ||P̂n||2ψ = β0 · · · βn.

Demostración.

||P̂n||2ψ =

∫
R
P̂n(x)P̂n(x)dψ(x)

=

∫
R
P̂n(x)[(x− αn−1)P̂n−1(x)− βn−1P̂n−2(x)]dψ(x)

=

∫
R

(
xP̂n(x)P̂n−1(x)− αn−1P̂n(x)P̂n−1(x)− βn−1P̂n(x)P̂n−2(x)

)
dψ(x).
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Como
∫
R αn−1P̂n(x)P̂n−1(x)dψ(x) = 0 y

∫
R βn−1P̂n(x)P̂n−2(x)dψ(x) = 0, pues los

polinomios son ortogonales, ocurre que

||P̂n||2ψ =

∫
R
xP̂n(x)P̂n−1(x)dψ(x)

=

∫
R
[P̂n+1(x) + βnP̂n−1(x) + αnP̂n(x)]P̂n−1(x)dψ(x)

=

∫
R
βnP̂n−1(x)P̂n−1(x)dψ(x)

= βn||P̂n−1||2ψ
= βnβn−1||P̂n−2||2ψ
= βnβn−1 · · · βn−k+1||P̂n−k||2ψ
= βnβn−1 · · · β0.

Nótese que para que una sucesión de polinomios ortogonales sea ortonormal, debe
tener norma uno. Para que un polinomio P̂n(x) tenga norma uno, se tiene que dividir
entre su norma, de manera que su coeficiente principal será 1√

ζn
.

Por la relación (1.1), el coeficiente principal de los polinomios ortonormales
xPn(x) debe ser igual al de AnPn+1(x), es decir

√
1
ζn

= An
√

1
ζn+1

por lo que pa-

ra sucesiones de polinomios ortonormales se tiene que An =
√

ζn+1

ζn
.

Si en la sucesión de polinomios (1.5) se cambian las condiciones iniciales y se
despeja el término de mayor grado de la ecuación de recurrencia se tiene que

p0(x) = 0 p1(x) = β0

pn+1(x) = (x− αn)pn − βnpn−1(x) n = 1, 2, 3, . . .

Para n = 1 es claro que β−10 p1 es un polinomio mónico de grado cero. Supóngase
que se cumple para k < n que β−10 pk es un polinomio mónico de grado k−1. Entonces
para k = n

β−10 pn = β−10 (x− αn−1)pn−1 − β−10 βn−1pn−2(x)
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donde el término de mayor grado es el que se obtiene del producto β−10 xpn−1(x). Por
hipótesis β−10 pn−1(x) es un polinomio mónico de grado n− 2, entonces el coeficiente
principal de β−10 pn es xn−1 por lo que es un polinomio mónico de grado n− 1.

Definiendo P (1)
n = β−10 pn+1 cumple la recurrencia

P
(1)
−1 (x) = 0 P

(1)
0 (x) = 1

P (1)
n (x) = (x− αn)P

(1)
n−1(x)− βnP (1)

n−2(x) n = 1, 2, . . .
(1.8)

Los polinomios {P (1)
n (x)}n≥0 son llamados polinomios numeradores mónicos o po-

linomios mónicos de segunda especie asociados a {Pn(x)}n≥0.

Como la relación entre los polinomios mónicos y los ortonormales está dada por
P̂n(x) =

√
ζnPn(x), tomando n = N−1 las ecuaciones (1.3) y (1.4) se pueden escribir

para polinomios mónicos como

N−1∑
k=0

1

ζk
P̂k(x)P̂k(y) =

AN−1[P̂N(x)P̂N−1(y)− P̂N(y)P̂N−1(x)]

(x− y)
√
ζNζN−1

,

entonces
N−1∑
k=0

1

ζk
P̂ 2
k (x) =

AN−1[P̂N−1(x)P̂ ′N(x)− P̂N(x)P̂ ′N−1(x)]√
ζN−1ζN

. (1.9)

Sea {P̂n(x)}n≥0 una sucesión de polinomios ortogonales mónica, entonces para N
los ceros de P̂N−1 separan a los ceros de P̂N . Sean xN,j con j = 1, 2, . . . , N las raíces
en orden decreciente. Como los polinomios son mónicos, P̂N(x) > 0 para x > xN,j se
cumple que (−1)j−1P̂ ′N(xN,j) > 0 y usando (1.9) se tiene que (−1)j−1P̂N−1(xN,j) > 0,
entonces la sucesión

ρ(xN,j) =
ζN−1

P̂ ′N(xN,j)P̂N−1(xN,j)
, 1 ≤ j ≤ N

toma valores positivos. Evaluando las fórmulas de Christoffel-Darboux en xN,s y xN,r
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ceros de P̂N se obtiene que si r 6= s

N−1∑
k=0

1

ζk
P̂k(xN,r)P̂k(xN,s) =

AN−1[P̂N(xN,r)P̂N−1(xN,s)− P̂N(xN,s)P̂N−1(xN,r)]

(xN,r − xN,s)
√
ζNζN−1

= 0,

(1.10)
y si r = s

N−1∑
k=0

1

ζk
P̂ 2
k (xN,r) =

AN−1[P̂N−1(xN,r)P̂
′
N(xN,r)− P̂N(xN,r)P̂

′
N−1(xN,r)]√

ζN−1ζN

=
AN−1[P̂N−1(xN,r)P̂

′
N(xN,r)]√

ζN−1ζN

=

√
ζN
ζN−1

[P̂N−1(xN,r)P̂
′
N(xN,r)]√

ζN−1ζN

=
[P̂N−1(xN,r)P̂

′
N(xN,r)]

ζN−1

= ρ−1(xN,r).

(1.11)

Por lo que, de las dos ecuaciones anteriores

ρ(xN,r)
N−1∑
k=0

1

ζk
P̂k(xN,r)P̂k(xN,s) = δr,s.

Se define ahora la matriz U con entradas

(U)i,j =
√
ρ(xN,j)

P̂i−1(xN,j)√
ζi−1

, 1 ≤ i, j ≤ N.

Entonces, se tiene que

(UTU)i,j =
N∑
m=1

(U)m,i(U)m,j

=
N∑
m=1

√
ρ(xN,i)

P̂m−1(xN,i)√
ζm−1

√
ρ(xN,j)

P̂m−1(xN,j)√
ζm−1
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=
√
ρ(xN,i)ρ(xN,j)

N−1∑
m=0

P̂m−1(xN,i)P̂m−1(xN,j)

ζm−1
.

Ahora, si i = j usando (1.11)

(UTU)i,i = ρ(xN,i)(ρ(xN,i))
−1 = 1,

y si i 6= j usando (1.10)
(UTU)i,j = 0.

Por lo que UTU = I, y transponiendo se tiene que UUT = I, es decir

(UUT )i,j =
N∑
m=1

(U)i,m(U)j,m

=
N∑
m=1

√
ρ(xN,m)

P̂i−1(xN,m)√
ζi−1

√
ρ(xN,m)

P̂j−1(xN,m)√
ζj−1

=
N∑
m=1

ρ(xN,m)
P̂i−1(xN,m)P̂j−1(xN,m)√

ζi−1ζj−1

= δj−1,i−1.

Concluimos que

N∑
m=1

ρ(xN,m)P̂i−1(xN,m)P̂j−1(xN,m) = ζi−1δj−1,i−1 i, j = 1, . . . N, (1.12)

que es una relación de ortogonalidad discreta entre los polinomios P̂N(x) restringien-
do su soporte a los correspondientes ceros y ρ(xN , j) es la correspondiente magnitud
de los saltos en cada cero. Además si en la última relación se toma i = j = 1 se tiene
que

∑N
m=1 ρ(xN,m) = 1.

Teorema 1.8. Principio de selección de Helly. Sea {ψn(x)} una sucesión de
funciones uniformemente acotadas. Entonces existe una subsucesión de funciones
{ψkn(x)} que converge a una función acotada y no decreciente ψ. Además, si para
cada n los momentos

∫
R x

mdψn(x) existen para todo m ∈ N, entonces los momentos
de ψ existen y

∫
R x

mdψnk(x) converge a
∫
R x

mdψ(x).
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Véase demostración en Sección 3 de la Introducción de [21].

Para enunciar el Teorema de Favard (Favard, 1935) o Teorema espectral, es nece-
sario definir una sucesión de funciones escalera continuas por la derecha {ψN} como
sigue

ψN(−∞) = 0 ĺım
x→x+N,j

ψN(x)− ĺım
x→x−N,j

ψN(x) = ρ(xN,j). (1.13)

Teorema 1.9. Teorema de Favard. Dada una sucesión de polinomios {P̂n}n≥0
generada por la relación de recurrencia a tres términos (1.5) con αn−1 ∈ R y βn > 0

para toda n ≥ 1, se tiene que existe una función de distribución ψ tal que∫
R
P̂n(x)P̂m(x)dψ(x) = ζnδnm. (1.14)

Demostración. Obsérvese que las funciones ψN son funciones escalonadas con saltos
en xN,j de valor ρ(xN,j), y además

1 = ζ0 = ||P̂0||2ψ =

∫
R
dψN(x) = ψN(∞)− ψN(−∞).

Por lo que las funciones ψN son uniformemente acotadas y
∑N

r=1 ρ(xN,r) = 1. Por
el principio de selección de Helly, existe una subsucesión {ψNk} de {ψN} que converge
a la distribución ψ. Como xn se puede expresar como combinación lineal de P̂j(x), j =

0, . . . n, las integrales
∫
R x

mdψN existen, y de nuevo por el principio de selección de
Helly, los momentos de ψ existen y

∫
R x

mdψNk(x) converge a
∫
R x

mdψ(x). Finalmente,
como los ceros xN,m definen una partición que se va refinando al aumentar N y
ρ(xN,m) es la longitud de los saltos, la expresión (1.12) es una suma de Riemann.
Entonces al tomar el límite cuandoN tiende a infinito se obtiene la integral requerida.

Teorema 1.10. Si las sucesiones αn y βn están acotadas, entonces la medida de
ortogonalidad ψ del Teorema 1.9 es única.

El teorema espectral es mucho más general en la teoría de operadores lineales en
espacios de Hilbert dotados de un producto interno donde identifica una clase de ope-
radores lineales que pueden ser modelados mediante operadores de multiplicación,
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en particular los operadores autoadjuntos. En el contexto de polinomios ortogonales,
dicho operador se identifica con la matriz de Jacobi tridiagonal simétrica J definida
en (1.2), que es autoadjunto (simétrico) en el espacio de Hilbert H = `2(N), donde
`2(N) = {(x1, x2, . . .)|

∑∞
i=1 |xi|2 <∞}, es decir, todas las sucesiones de números na-

turales con norma 2 finita.

Para citar algunos resultados importantes y más generales sobre polinomios or-
togonales que se encuentran en [6] son necesarias las siguientes definiciones.

Definición 1.11. Sea {P̂n}n≥0 una sucesión de polinomios ortogonales mónica. Si
en la relación (1.5) el coeficiente βn 6= 0 para toda n ≥ 1, se llama a ésta una suce-
sión de polinomios ortogonales generalizada (SPOG).

Definición 1.12. Sea {P̂n(x)} una SPOG que satisface (1.5), se dice que {P̂n(x)} ∈
C si αn 6= 0 para toda n ≥ 1 y la sucesión {an}∞n=1 definida por an = βn+1

αnαn+1
constitu-

ye una sucesión de cadenas (en inglés, chain sequence), es decir, existe una sucesión
{gn}∞n=1 tal que g0 = 0, 0 < gn < 1 y an = (1 − gn−1)gn para n ≥ 1. Los elemen-
tos de C se llaman polinomios de la sucesión de cadenas (en inglés, chain-sequence
polynomials).

Definición 1.13. Sea {P̂n(x)} ∈ C , se define

P̂ ∗n(x) = x−1

(
P̂n+1(x)− P̂n+1(0)P̂n(x)

P̂n(0)

)
. (1.15)

La sucesión {P̂ ∗n(x)}∞n=0 es llamada polinomios núcleo (en inglés, kernel polynomials)
asociada a {P̂n(x)}.

En [6] se presentan y demuestran los siguientes resultados sobre SPOG relaciona-
dos con la medida con respecto la cual los polinomios son ortogonales y los ceros de
dichos polinomios. Estos son de particular importancia pues ayudarán en capítulos
posteriores al análisis de una sucesión de polinomios ortogonales.
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Teorema 1.14. Sea {P̂n(x)} una SPOG que satisface (1.5), entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1){P̂n(x)} ∈ C

2) Existe una única sucesión de números reales {γn}∞n=1 tal que para toda n ≥ 1,
γ1 = 0, αn−1 = γ2n−1 + γ2n, βn = γ2nγ2n+1 y γ2n−1γ2n > 0.

3) Para toda n ≥ 1 se tiene que γn+1αnαn+1 > 0 y (−1)nα1α2 . . . αnP̂n(0) > 0.

Usando el Teorema 1.14, se puede reescribir la ecuación (1.5) como

P̂0(x) = 1 P̂1(x) = x− γ2
P̂n(x) = (x− γ2n−1 − γ2n)P̂n−1(x)− γ2n−2γ2n−1P̂n−2(x), n > 1

(1.16)

Proposición 1.15. P̂n(0) = (−1)nγ2γ4 . . . γ2n para n ≥ 1.

Demostración. Por inducción.

Para n = 1 se tiene que P̂1(0) = −γ2.

Supóngase que se cumple para k < n.

Por demostrar que se cumple para n. Usando la fórmula de recurrencia de P̂n(x)

se tiene que

P̂n(0) =(−γ2n−1 − γ2n)P̂n−1(0)− γ2n−2γ2n−1P̂n−2(0)

=(−γ2n−1 − γ2n)((−1)n−1γ2 . . . γ2(n−1))− γ2n−2γ2n−1((−1)n−2γ2 . . . γ2(n−2))

=(−1)nγ2 . . . γ2n−4γ2n−2γ2n−1 + (−1)nγ2 . . . γ2n−2γ2n + (−1)n−1γ2 . . . γ2n−4γ2n−2γ2n−1

=(−1)nγ2 . . . γ2n−2γ2n.
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Proposición 1.16. Los polinomios núcleo asociados satisfacen la recurrencia

P̂ ∗0 (x) = 1

P̂ ∗1 (x) = x− γ2 − γ3
P̂ ∗n(x) = (x− γ2n − γ2n+1)P̂

∗
n−1(x)− γ2n−1γ2nP̂ ∗n−2(x), n > 1

(1.17)

Demostración. Usando la definición del n-ésimo polinomio núcleo, la Proposición
1.15 y (1.16) con n > 1, se tiene que

P̂ ∗n(x) =x−1

(
P̂n+1(x)− P̂n+1(0)P̂n(x)

P̂n(0)

)
=x−1

(
P̂n+1(x) + γ2(n+1)P̂n(x)

)
=x−1[

(
x− γ2(n+1)−1 − γ2(n+1)

)
P̂n(x)− γ2(n+1)−2γ2(n+1)−1P̂n−1(x) + γ2n+2P̂n(x)]

=x−1[(x− γ2n+1)P̂n(x)− γ2nγ2n+1P̂n−1(x)]

=x−1{(x− γ2n+1)[(x− γ2n−1 − γ2n)P̂n−1(x)− γ2n−2γ2n−1P̂n−2(x)]− γ2nγ2n+1P̂n−1(x)}

=x−1{x2P̂n−1(x)− xγ2n−1P̂n−1(x)− xγ2nP̂n−1(x)− xγ2n−2γ2n−1P̂n−2 − xγ2n+1P̂n−1(x)

+ γ2n−1γ2n+1P̂n−1(x) + γ2n+1γ2n−1γ2n−2P̂n−2(x)}

=x−1{x2P̂n−1(x)− xγ2n−1P̂n−1(x)− xγ2nP̂n−1(x)− xγ2n−2γ2n−1P̂n−2 − xγ2n+1P̂n−1(x)

+ γ2n−1γ2n+1P̂n−1(x) + γ2n+1γ2n−1γ2n−2P̂n−2(x)

+ γ2n−1γ2n(P̂n−1(x) + γ2n−2P̂n−2(x))− γ2n−1γ2n(P̂n−1(x) + γ2n−2P̂n−2(x))}

=x−1{x2P̂n−1(x)− xγ2n−1P̂n−1(x)− xγ2nP̂n−1(x)− xγ2n−2γ2n−1P̂n−2
+ γ2n−1γ2nP̂n−1(x) + γ2n−1γ2nγ2n−2P̂n−2(x))

− xγ2n+1P̂n−1(x) + γ2n−1γ2n+1P̂n−1(x) + γ2n+1γ2n−1γ2n−2P̂n−2(x)

− γ2n−1γ2n(P̂n−1(x) + γ2n−2P̂n−2(x))}

=x−1{x2P̂n−1(x)− xγ2n−1P̂n−1(x)− xγ2nP̂n−1(x)− xγ2n−2γ2n−1P̂n−2
− xγ2nP̂n−1(x) + γ2n−1γ2nP̂n−1(x) + γ2nγ2nP̂n−1(x) + γ2n−1γ2nγ2n−2P̂n−2(x))

− xγ2n+1P̂n−1(x) + γ2n−1γ2n+1P̂n−1(x) + γ2nγ2n+1P̂n−1(x) + γ2n+1γ2n−1γ2n−2P̂n−2(x)

+ xγ2nP̂n−1(x)− γ2nγ2nP̂n−1(x)− γ2nγ2n+1P̂n−1(x)

− γ2n−1γ2n(P̂n−1(x) + γ2n−2P̂n−2(x))}

=x−1{(x− γ2n − γ2n+1)(P̂n(x) + γ2nP̂n−1(x))− γ2n−1γ2n(P̂n−1(x) + γ2n−2P̂n−2(x))}
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=(x− γ2n − γ2n+1)x
−1

(
P̂n(x)− P̂n(0)P̂n−1(x)

P̂n−1(0)

)

− γ2n−1γ2nx−1
(
P̂n−1(x)− P̂n−1(0)P̂n−2(x)

P̂n−2(0)

)
=(x− γ2n − γ2n+1)P̂

∗
n−1(x)− γ2n−1γ2nP̂ ∗n−2.

Obsérvese que en la séptima y novena igualdad de la demostración, se agregó un
cero para obtener el resultado requerido.

Dado que γ2n−1γ2n > 0, para toda n > 0, se sigue que {P̂ ∗n(x)} constituye un
sucesión de polinomios ortogonales, por lo que existe una medida positiva de orto-
gonalización ψ∗ para {P̂ ∗n(x)}.

Existe una relación importante entre la medida de ortogonalización de {Pn(x)} y
la medida de ortogonalización de su correspondiente sucesión de polinomios núcleo
{P ∗n(x)} que se muestra en los siguientes teoremas.

Teorema 1.17. Sean µn los momentos de la sucesión {P̂n(x)} ∈ C y µ∗n los momen-
tos de la sucesión de polinomios núcleo {P̂ ∗n(x)}, entonces se cumple que µ∗n−1 = µn

∀ n > 0.

La demostración de Teorema 1.17 se encuentra en la Sección 1.7 de [4].

Teorema 1.18. Sea ψ∗ una medida positiva de ortogonalización con momento finito
de orden -1 para los polinomios núcleo {P̂ ∗n(x)} asociados a {P̂n(x)} ∈ C (en el
sentido de que ψ∗({0}) = 0 y las integrales

∫
(−∞,0) x

−1dψ∗(x) y
∫
(0,∞)

x−1dψ∗(x)

convergen), entonces {P̂n(x)} es una SPOG con respecto a una medida signada ψ
definida por

dψ(x) = x−1dψ∗(x), x 6= 0

ψ({0}) = 1−
∫ ∞
−∞

x−1dψ∗(x).
(1.18)

Demostración. Sean µ∗n =
∫∞
−∞ x

ndψ∗(x) los momentos de la sucesión de polinomios
núcleo {P̂ ∗n(x)} asociada a {Pn(x)} ∈ C con momentos µn, por el Teorema 1.17,
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µ∗n−1 = µn, para toda n > 0.

Se define µψn =
∫∞
−∞ x

ndψ(x). Entonces usando (1.18)

µψn =

∫ ∞
−∞

xndψ(x) =

∫ ∞
−∞

xnx−1dψ∗(x) = µ∗n−1 = µn ∀n > 0.

Cuando n = 0 se tiene que

µψ0 =

∫ ∞
−∞

x0dψ(x) = 1 = µ0.

Entonces µψn = µn para toda n.

Además en x 6= 0 y por la condición sobre el momento de orden -1 se tiene que

1 =

∫
R
dψ(x) =

∫
R\{0}

x−1dψ∗(x) + ψ({0}) =

∫ ∞
−∞

x−1dψ∗(x) + ψ({0})

por lo que se tiene que

ψ({0}) = 1−
∫ ∞
−∞

x−1dψ∗(x).

Teorema 1.19. Sean {P̂n(x)} ∈ C y {P̂ ∗n(x)} los polinomios núcleo asociados, y
sean xn,k y x∗n,k con k = 1, 2, . . . , n los ceros reales de P̂n y P̂ ∗n respectivamente y
asumiendo que están en orden creciente. Entonces el número de ceros positivos o
negativos de P̂n(x) es igual al número de elementos positivos o negativos respectiva-
mente del conjunto {α0, α1, . . . , αn−1} y se tiene que para k = 1, 2, . . . , n+ 1

xn+1,k < xn,k < xn+1,k+1 si xn+1,k > 0 y

xn+1,k−1 < xn,k < xn+1,k si xn+1,k < 0

Tomando [a, b]+ = max{a, b} y [a, b]− = min{a, b} se puede generalizar el resul-
tado anterior como sigue.
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Teorema 1.20. Para todo n = 1, 2, . . . y k = 1, 2, . . . , n− 1 se tiene que

[xn,k, xn+1,k]
+ < x∗n,k < [xn,k+1, xn+1,k+1]

− si αn > 0 y

[xn,k−1, xn+1,k]
+ < x∗n,k < [xn,k, xn+1,k+1]

− si αn < 0.

Demostración. Por la demostración de la Proposición 1.15 se tiene que

γ2n = − P̂n(0)

P̂n−1(0)
.

Sustituyendo este resultado en la definición de polinomios núcleo (1.15) se tiene
que

xP̂ ∗n(x) = P̂n+1(x) + γ2n+2P̂n(x). (1.19)

Evaluando xn,k en la ecuación (1.19)

P̂n+1(xn,k) = xn,kP̂
∗
n(xn,k), k = 1, . . . , n.

y evaluando xn,k+1

P̂n+1(xn,k+1) = xn,k+1P̂
∗
n(xn,k+1).

Como los ceros de P̂n+1 separan a los ceros de P̂n, se tiene que

signo(P̂n+1(xn,k)) 6= signo(P̂n+1(xn,k+1)),

por lo que
signo(xnkP̂

∗
n(xnk)) 6= signo(xn,k+1P̂

∗
n(xn,k+1)).

Por el Teorema 1.14 se sabe que αn−1 = γ2n−1 + γ2n y γ2n−1γ2n > 0. Entonces si
αn−1 > 0 se tiene que xn+1,k > 0 y por el Teorema 1.19 xnk > 0, por lo que se debe
cumplir que xn,k+1 > 0, entonces

signo(P̂ ∗n(xn,k)) 6= signo(P̂ ∗n(xn,k+1)).

Entonces P̂ ∗n(x) debe tener una raíz ente xn,k y xn,k+1, es decir

xn,k < x∗n,k < xn,k+1, k = 1, . . . , n. (1.20)
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De la misma forma si αn−1 < 0 se tiene que xn+1,k < 0. Por el Teorema 1.19
ocurre que xn,k < 0, entonces xn,k−1 < 0 por lo que

signo(P̂ ∗n(xn,k−1)) 6= signo(P̂ ∗n(xn,k)).

Entonces P̂ ∗n(x) debe tener una raíz ente xn,k−1 y xn,k, es decir

xn,k−1 < x∗n,k < xn,k, k = 1, . . . , n. (1.21)

Ahora, evaluando xn+1,k en (1.19) se obtiene

xn+1,kP̂
∗
n(xn+1,k) = γ2n+2P̂n(xn+1,k), (1.22)

y evaluando xn+1,k+1

xn+1,k+1P̂
∗
n(xn+1,k+1) = γ2n+2P̂n(xn+1,k+1). (1.23)

Siguiendo el mismo razonamiento que se usó para llegar a la ecuación (1.21) pero
partiendo de las ecuaciones (1.22) y (1.23), se obtiene que se cumple la siguiente
desigualdad

xn+1,k < x∗n,k < xn+1,k+1, k = 1, . . . , n+ 1. (1.24)

Finalmente como (1.20), (1.21) y (1.24) se deben cumplir simultáneamente, to-
mando [a, b]+ = max{a, b} y [a, b]− = min{a, b} se tiene que si αn > 0

[xn,k, xn+1,k]
+ < x∗n,k < [xn,k+1, xn+1,k+1]

−

y si αn < 0

[xn,k−1, xn+1,k]
+ < x∗n,k < [xn,k, xn+1,k+1]

−.

1.1.1. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev son un ejemplo clásico de familia de polinomios or-
togonales que será muy útil para ejemplificar algunos casos particulares de procesos
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de fluido modulados por una cadena de Markov en el Capítulo 3.

Usualmente se denota a los polinomios de Chebyshev de primer tipo como Tn(x)

y a los de segundo tipo como Un(x).

Definición 1.21. El polinomio de Chebyshev de primer tipo Tn(x) es un polinomio
en x definido por la relación

Tn(x) = cos(nθ) x = cos(θ).

Si el rango de la variable x es el intervalo [−1, 1], el rango de θ es [0, π]. La relación
fundamental que cumplen los polinomios de Chebyshev de primer tipo es

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) n = 2, 3, . . .

Teorema 1.22. Los polinomios de Chebyshev de primer tipo son ortogonales con
respecto a la medida (1− x2)−1/2.

Demostración. Sean Tn(x) y Tm(x) polinomios de Chebyshev de primer tipo, enton-
ces haciendo el cambio de variable x = cos(θ) se tiene que∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)

1√
1− x2

dx =

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ)√
1− cos2(θ)

sen (θ)dθ

=

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ)dθ

=

∫ π

0

cos (θ(n+m)) + cos(θ(n−m))

2
dθ.

La última igualdad se obtiene usando la identidad trigonométrica del producto
de cosenos: cos(x) cos(y) = cos(x+y)+cos(x−y)

2
.

Si m = n = 0 se tiene que∫ 1

−1
T0(x)T0(x)

1√
1− x2

dx =

∫ π

0

1 + 1

2
dθ = π.
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Si m = n 6= 0∫ 1

−1
Tn(x)Tn(x)

1√
1− x2

dx =

∫ π

0

cos 2nθ

2
dθ +

∫ π

0

1

2
dθ =

π

2
.

Si m 6= n∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)

1√
1− x2

dx =

∫ π

0

cos (θ(n+m))

2
dθ +

∫ π

0

cos (θ(n−m))

2
dθ = 0.

Por lo que la sucesión de polinomios {Tn(x)} es ortogonal con respecto a la medida
(1− x2)−1/2.

Definición 1.23. El polinomio de Chebyshev de segundo tipo Un(x) es un polinomio
en x de grado n definido por

Un(x) =
sin((n+ 1)θ)

sin(θ)
x = cos(θ)

donde x y θ tienen el mismo rango que para los polinomios de primer tipo.

Los polinomios de Chebyshev de segundo tipo cumplen la relación de recurrencia

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x) n = 2, 3, . . .

Teorema 1.24. Los polinomios de Chebyshev de segundo tipo son ortogonales con
respecto a la medida (1− x2)1/2.

Demostración. Sean Un(x) y Um(x) polinomios de Chebyshev de segundo tipo, ha-
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ciendo el cambio de variable x = cos(θ), se tiene que∫ 1

−1
Un(x)Um(x)

√
1− x2dx =

∫ π

0

sen(θ(n+ 1)) sen(θ(m+ 1))

sen2(θ)

√
1− cos2(θ) sen θdθ

=

∫ π

0

sen(θ(n+ 1)) sen(θ(m+ 1))dθ

=

∫ π

0

cos(θ(n−m))− cos(θ(n+m+ 2))

2
dθ.

Si m = n, se tiene que∫ 1

−1
Un(x)Un(x)

√
1− x2dx =

∫ π

0

1

2
dθ −

∫ π

0

cos(2(n+ 1)θ)

2
dθ =

π

2
.

Si m 6= n se tiene que∫ 1

−1
Un(x)Um(x)

√
1− x2dx =

∫ π

0

cos(θ(n−m))

2
dθ −

∫ π

0

cos(θ(n+m+ 2))

2
dθ = 0.

Por lo que la sucesión {Un(x)} es ortogonal con respecto a la medida (1− x2)1/2.

Perturbación de los polinomios de Chebyshev

En esta sección de estudiará una perturbación de los polinomios de Chebyshev y
su medida de ortogonalización desarrollada por Chihara en [5]. El análisis resultará
útil para el desarrollo de ejemplos en capítulos posteriores.

En [5], se define la sucesión de polinomios ortogonales {Pn(x)}

P0(x) = 1,

P1(x) = x+ b1,

Pn(x) = (x+ bn)Pn−1(x)− λnPn−2(x) n = 2, 3, . . .

y su correspondiente sucesión de polinomios co− recursivos asociada {P ?
n(x)} de la
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siguiente manera:

P ?
0 (x) = 1,

P ?
1 (x) = P1(x)− c,

P ?
n(x) = (x+ bn)P ?

n−1(x)− λnP ?
n−2(x) n = 2, 3, . . . .

con c una constante real.

Su correspondiente sucesión de polinomios numeradores {Q(1)
n (x)} está dada por

Q
(1)
−1(x) = 0,

Q
(1)
0 (x) = 1,

Q(1)
n (x) = (x+ bn+1)Q

(1)
n−1(x)− λn+1Q

(1)
n−2(x) n = 1, 2, . . .

definida en (1.8).

Se encuentra que se cumple que

P ?
n(x) = Pn(x)− cQ(1)

n−1(x) n = 0, 1, . . . (1.25)

donde c es la constante que aparece en la definición de polinomios co− recursivos.

Además, si se definen ψ(x), ψ?(x) y ψ(1)(x) las soluciones al problema de momen-
tos (las respectivas medidas de ortogonalización de Pn(x), P ?

n(x) y Q(1)
n (x)) asociadas

a F (z), F ?(z) y F (1)(z) las respectivas transformadas de Stieltjes de la forma

F (z) =

∫ ∞
−∞

(z − u)−1dψ(u) (z ∈ C \ R),

se cumple que
F (z) = [z + b1 − λ2F (1)(z)]−1 (1.26)

F ?(z) = [z + b1 − c− λ2F (1)(z)]−1. (1.27)
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Despejando F (1) de (1.26) y sustituyéndola en (1.27) se tiene que

F ?(z) = F (z)/[1− cF (z)]. (1.28)

Un resultado importante y no trivial que se muestra en [5] es que si además, la
extensión analítica de F ?(z) es regular en [x0, x], entonces

ψ?(x)− ψ?(x0) =
1

π

∫ x0

x

Im
F (u)

1− cF (u)
du, (1.29)

y si ψ(x) es constante en un intervalo (α, β) y F (ξ) = 1
c
, α < ξ < β, entonces en

general ψ?(x) tiene un salto en ξ que puede ser determinado (se puede demostrar
usando el teorema del residuo) por

ψ?(x)− ψ?(x0) = Resz=ξF
?(z). (1.30)

Al igual que en el Teorema 1.4, en [5] se definen xn,k con k = 1, . . . , n los ceros
del polinomio Pn(x) en orden ascendiente y se muestra que si [a, b] es el intervalo
de ortogonalidad de {Pn(x)}, es decir, que si a = ĺımn→∞ xn,1 y b = ĺımn→∞ xn,n,
entonces los ceros de P ?

n(x) están todos en el interior del mismo intervalo si y sólo si

A ≤ c ≤ B, (1.31)

donde
A := ĺım

n→∞

Pn(a)

Q
(1)
n−1(a)

y B := ĺım
n→∞

Pn(b)

Q
(1)
n−1(b)

. (1.32)

Es importante mencionar los resultados anteriores ya que los polinomios de
Chebyshev de segundo tipo se pueden expresar en términos de Pn(x) de la siguiente
manera

Pn(x) = 2−nUn(x), b1 = bn = 0, λn =
1

4
,

y se cumple además que Pn(x) = Q
(1)
n (x). Como F (x) = F1(x), usando (1.26) se

tiene que

F (z) = [z − 1

4
F (z)]−1,
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desarrollando
1

4
F (z)2 − zF (z) + 1 = 0

y despejando F (z) se tiene que

F (z) = 2[z −
√
z2 − 1].

Finalmente, multiplicando por z+
√
z2−1

z+
√
z2−1 el lado derecho de la igualdad anterior se

obtiene que

F (z) =
2

z +
√
z2 − 1

.

Además por (1.25), como Pn(x) = Q
(1)
n (x)

P ?
n(x) = Pn(x)− cPn−1(x),

y como Pn(x) = 2−nUn(x) se tiene que

P ?
n(x) = 2−nUn(x)− 2−(n−1)cUn−1(x)

= 2−n[Un(x)− 2cUn−1(x)].

Por (1.29), sustituyendo el valor encontrado para F (z) se tiene que

ψ?(x)− ψ?(x0) =
1

π

∫ x0

x

Im

(
2

u+
√
u2 − 1− 2c

)
du.

Desarrollando la función dentro de la integral, y como u ∈ (−1, 1) se tiene que

Im

(
2

u+
√
u2 − 1− 2c

)
= Im

(
2

u+ i
√

1− u2 − 2c

)

= Im

 u−2c
2
− i

√
1−u2
2(

u−2c
2

)2
+
(√

1−u2
2

)2


=
−
√
1−u2
2(

u−2c
2

)2
+
(√

1−u2
2

)2 =
−2
√

1− u2
4c2 + 1− 4cu

.

(1.33)
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Por lo que finalmente se tiene que

ψ?(x)− ψ?(x0) =
1

π

∫ x0

x

−2
√

1− u2
1 + 4c2 − 4cu

du

=
2

π

∫ x

x0

√
1− u2

1 + 4c2 − 4cu
du − 1 < x0 < x < 1.

(1.34)

En este caso se tiene que el intervalo de ortogonalización de {Pn(x)} es [−1, 1],
por (1.32) se tiene que como Pn(x) = Q

(1)
n (x) y Pn(x) = 2−nUn(x)

A = ĺım
n→∞

Pn(−1)

Pn−1(−1)
=

2−nUn(−1)

2−(n−1)Un−1(−1)

y B = ĺım
n→∞

Pn(1)

Pn−1(1)
=

2−nUn(1)

2−(n−1)Un−1(1)
.

Sustituyendo ahora la definición de Un(x) con x = cos(θ), se tiene que cuando
x = −1 entonces θ = π y cuando x = 1 entonces θ = 0, por lo que

A = ĺım
n→∞

2−n sen ((n+ 1)π)

2−(n−1) sen (nπ)
= ĺım

n→∞

cos ((n+ 1)π)

2 cos (nπ)
= −1

2
,

y B = ĺım
x→0

2−n sen (x)

2−(n−1) sen (x)
=

1

2
,

por lo que −1
2
≤ c ≤ 1

2
. Según [5], se cumple que ψ? es constante en los intervalos

(−∞,−1] y [1,∞) excepto cuando |c| > 1/2, en cuyo caso tiene un salto en 4c2+1
4c

=

c+ 1
4c

cuya magnitud se puede determinar a partir de (1.30) y resulta ser 1− 1
4c2

.

Lema 1.25. Sea {Wn(x)}n≥0 una sucesión de polinomios tales que

W0(x) = 1

W1(x) = 2x− b

Wn(x) = 2xWn−1(x)−Wn−2(x) n = 2, 3, . . .

(1.35)

entonces la función de peso con respecto a la cual la sucesión {Wn(x)}n≥0 es ortogonal
está dada por

ψW (x) =
1

2π

∫ x

−1

(1− t2)1/2

1 + b2 − 2bt
dt, −1 ≤ x ≤ 1, (1.36)
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mientras ψW (x) es constante en (−∞,−1] y en [1,∞) excepto cuando |b| > 1 en
cuyo caso la medida ψW tiene un único salto en el punto b

2
+ 1

2b
de tamaño 1− 1

b2
.

Demostración. Nótese que la sucesión {Wn(x)} es una sucesión de polinomios que
satisfacen la recurrencia de Chebyshev, es decir, se puede ver como los polinomios
de Chebyshev perturbados, de hecho están relacionados con los polinomios P ?

n(x).
Cuando c = b

2
se cumple que Wn(x) = 2nP ?

n(x) por lo que usando la ecuación (1.34)
y fijando x0 = −1 se tiene que la medida de ortogonalización de la sucesión {Wn(x)}
es

ψW (x) =
2

π

∫ x

−1

√
1− t2

1 + 4c2 − 4ct
dt =

1

2π

∫ x

−1

(1− t2)1/2

1 + b2 − 2bt
dt, −1 ≤ x ≤ 1 (1.37)

y que ψW (x) es constante en (−∞,−1] y en [1,∞) excepto cuando |c| > 1
2
, es

decir, |b| > 1. En ese último caso la medida ψW tiene un único salto en el punto
c+ 1

4c
= b

2
+ 1

2b
de tamaño 1− 1

4c2
= 1− 1

b2
.

1.2. Procesos estocásticos

Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias X = {Xt : t ∈
T}. Usualmente se interpreta a t como el tiempo y se llama a Xt el estado del proceso
a tiempo t, T es el espacio parametral y E el conjunto en el que toman valores las
variables aleatorias llamado espacio de estados.

Si el espacio parametral es a lo más numerable, se dice que X es un proceso
estocástico a tiempo discreto y usualmente se usa la letra n para indexar a las
variables aleatorias. Si el espacio parametral es continuo, se dice que X es un proceso
estocástico a tiempo continuo y se usa t para indexar a las variables aleatorias.

1.2.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Sea X = {Xn : n = 0, 1, ...} un proceso estocástico a tiempo discreto. Si Xn = i

se dice que el proceso está en el estado i a tiempo n. Suponiendo que existe la
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probabilidad de que el proceso esté en el estado j a tiempo n+ 1 y se cumple que

P{Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X1 = i1, X0 = i0} = P{Xn+1 = j|Xn = i}
(1.38)

para todos los estados i0, i1, ..., in−1, i, j y para todo n ≥ 0, entonces se dice que el
proceso es una cadena de Markov si el conjunto de posibles estados es numerable,
en caso contrario se dice que es un proceso de Markov. A la ecuación (1.38) se le
conoce como propiedad de Markov. La interpretación de la propiedad de Markov
es que la distribución condicional de cualquier estado futuro Xn+1, dado que se se
conocen estados pasados X0, X1, ..., Xn−1 y el estado presente Xn, es independiente
de los estados pasados y depende únicamente del estado presente. Si además esta
distribución no depende de n, se dice que es una cadena homogénea en el tiempo.
Supondremos en adelante que tenemos una cadena homogénea y definimos

Pi,j := P{Xn+1 = j|Xn = i}.

Cuando el espacio de estados es E = N, se tiene que

Pij ≥ 0, i, j ≥ 0,
∞∑
j=0

Pij ≤ 1, i = 0, 1, . . .

Sea P la matriz

P =


P00 P01 · · ·
P10 P11

... . . .

 .

Si
∑

j∈E Pi,j = 1 para cada i en E, entonces P es una matriz estocástica llamada
matriz de probabilidades de transición a un paso.

De la misma forma se define P (n)
ij como la probabilidad de ir del estado i al estado

j en n pasos, es decir

P
(n)
ij = P{Xn+m = j|Xm = i}, n ≥ 0, i, j ≥ 0
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y se cumplen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

P
(n)
ij =

∞∑
k=0

P
(m)
ik P

(n−m)
kj , n > m ≥ 0, i, j ≥ 0.

Si el espacio de estados es finito, en forma matricial las ecuaciones anteriores se
pueden reescribir como P (n) = P (m)P (n−m), donde P (n) es la matriz de probabilida-
des de transición a n pasos con entradas P (n)

ij .

Dada una matriz de transición P , si existe π(i), i ∈ E un vector de probabilidad,
es decir

π(i) ≥ 0, i ∈ E,
∑
i∈E

π(i) = 1,

tal que ∑
i∈E

π(i)Pij = π(j), j ∈ E,

entonces se dice que π es una distribución invariante para la cadena Xn (también
se conoce como distribución estacionaria). En forma matricial πP = π. Usando las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se puede probar que se cumple que∑

i∈E

π(i)P
(n)
ij = π(j).

Se dice que el estado j es accesible desde el estado i (i → j) si P (n)
ij > 0 para

alguna n. Dos estados se comunican si son accesibles entre sí (i↔ j). La relación de
comunicación es una relación de equivalencia ya que es reflexiva, simétrica y transi-
tiva.

Se consideran clases de equivalencia con respecto a la relación de comunicación,
éstas son llamadas clases de comunicación y están formadas por estados que se
comunican. Si todos los estados de una cadena se comunican entre sí, es decir, hay
una sola clase de comunicación, se dice que la cadena es irreducible.

Sea τij = mı́n{n ≥ 1 : Xn = j,Xh 6= j, h = 1, . . . , n− 1|X0 = i} el tiempo de pri-
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mera visita al estado j partiendo del estado i. Se dice que un estado i es recurrente si
la probabilidad de regresar a ese estado dado que se parte de él mismo, es uno, es decir

P[τii <∞] = 1.

Se dice que un estado es transitorio si no es recurrente, es decir, la probabilidad
de regresar a él mismo es estrictamente menor a uno:

P[τii <∞] < 1.

Se dice que un estado es absorbente en el sentido usual si

P[τii = 1] = 1.

Se define al tiempo medio de pasaje de un estado j partiendo de un estado i,
como la esperanza µij = E[τij]. Si el estado de partida y llegada es el mismo estado
recurrente i, µii es el tiempo medio de recurrencia de i y se denota como µi.

Si para un estado recurrente i, ocurre que µi =∞ se dice que es un estado recu-
rrente nulo. Si para un estado recurrente i, pasa que µi <∞ se dice que es un estado
recurrente positivo. Si todos los estados de una cadena son recurrentes positivos, se
dice que la cadena es recurrente positiva. Es posible demostrar que una cadena de
Markov irreducible con número de estados finito es recurrente positiva.

Teorema 1.26. Sea {Xn, n ∈ N} una cadena de Markov irreducible y recurrente
positiva, entonces tiene una única distribución estacionaria dada por

π(i) =
1

µi
, i ∈ E.

Corolario 1.27. Sea {Xn, n ∈ N} una cadena de Markov irreducible, entonces es
recurrente positiva si y sólo si tiene distribución estacionaria.

Corolario 1.28. Sea {Xn, n ∈ N} una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados finito, entonces tiene una única distribución estacionaria.
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Definición 1.29. Sea i ∈ E con P
(n)
ii > 0 para algún n ≥ 1, se define al período

como el m.c.d.{n ≥ 1 : P
(n)
ii > 0} donde m.c.d. denota al máximo común divisor del

conjunto. Si el periodo es 1, se dice que la cadena es aperiódica.

Un estado recurrente positivo y aperiódico se llama estado ergódico. Si todos los
estados de una cadena de Markov son ergódicos, ésta es una cadena ergódica. Una
cadena irreducible con estados finitos y aperiódicos es ergódica.

Teorema 1.30. Sea P la matriz de transición de probabilidad de una cadena de
Markov irreducible y recurrente positiva con distribución estacionaria π, si la cadena
es aperiódica

ĺım
n→∞

P
(n)
ij = πj, i, j ∈ E,

si la cadena es periódica con periodo d, entonces para cada par i, j en E existe un
entero r, con 0 ≤ r < d, tal que P (n)

ij = 0 a menos que n = md+ r para algún entero
no negativo m y

ĺım
m→∞

P
(md+r)
ij = dπj.

La demostración del resultado anterior se puede encontrar en la sección 2.8 de [11].
Obsérvese que en el caso de una cadena aperiódica, si la cadena tiene estados finitos,
entonces resulta ser una cadena ergódica y tiene una única distribución invariante.

1.2.2. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Sea X = {Xt, t ≥ 0} un proceso estocástico a tiempo continuo, se dice que X es
una cadena de Markov a tiempo continuo si para todo t ≥ 0, s ≥ u ≥ 0,

P[Xt+s = j|Xs = i,Xu = xu] = P [Xt+s = j|Xs = i],

cuya interpretación es la misma que para las cadenas a tiempo discreto, es decir, la
distribución condicional del estado del proceso al tiempo futuro t+s dado el estado a
tiempo presente s y los estados a tiempos pasados, depende sólo del estado presente
y es independiente de los estados pasados.
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En este caso se define a la función Pij(t) := P[Xt = j|X0 = i] como la función de
transición del proceso. Si se cumple que P[Xt+s = j|Xs = i] es independiente de s se
dice que la cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo.

Dada una función de transición Pij(t), se puede probar que Pii(t) es diferenciable
en t = 0 (puede ser +∞) y que Pij(t) es diferenciable en t = 0 y finita para todo
j ∈ E y se define

qi = ĺım
t→0

1− Pii(t)
t

qij = ĺım
t→0

Pij(t)

t
.

Esto implica que P ′ii(0) = −qi y que qi = 0 si Pii(t) = 1.

El valor de qi se puede interpretar como la tasa con la que el proceso permanece
en el estado i y qij la tasa con la que el proceso cambia a j en tiempo infinitesimal,
por lo que la probabilidad de transición del estado i al estado j se puede escribir
como Pij =

qij
qi

.

Sea τi la cantidad de tiempo que el proceso permanece en el estado i, entonces

P[τi > t+ s|τi > s] = P [τi > t], s, t ≥ 0,

es decir, τi tiene pérdida de memoria por lo que debe tener distribución exponencial.
Como qi representa la tasa con la que el proceso permanece en el estado i, es justa-
mente la media de la variable aleatoria τi. Si para algún estado ocurre que qi = ∞,
éste se llama estado instantáneo, y si por el contrario qi = 0 es un estado absorbente.
Para el estudio de este tipo de proceso se asume que 0 ≤ qi ≤ ∞ para toda i.

La matriz Q cuya entrada (i,j) es qij se llama Q-matriz asociada a la matriz de
transición P o matriz del operador infinitesimal del proceso. Las entradas de la dia-
gonal de Q son no positivas (pueden ser infinitas), las entradas fuera de la diagonal
son finitas no negativas y la suma por renglones es menor o igual a cero. Si todas las
entradas de la diagonal son finitas, se dice que Q es estable y si

∑
j∈E qij = 0 se dice
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que Q es conservativa.

Para el estudio de cadenas de Markov a tiempo continuo es importante la noción
de distribución estacionaria. Se dice que una medida de probabilidad en E, que se
denotará como π = (π1, π2 . . .), es estacionaria o invariante para el proceso {Xt, t ≥
0} si se cumple que

πQ = 0, (1.39)

si se cumple que
∑

i∈E πi = 1, entonces se dice que es una distribución estacionaria
o invariante. Definiendo pi = πi∑

j∈E πj
, entonces (p1, p2, . . .) es una distribución esta-

cionaria que resulta de normalizar a la medida estacionaria π.

A partir la propiedad de Markov se pueden derivar las siguientes ecuaciones:

Pij(t+ h) =
∞∑
k=0

Pik(h)Pkj(t)

que es la versión continua de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. También se
puede expresar como

Pij(t+ h)− Pij(t) =
∑
k 6=i

Pik(h)Pkj(t)− [1− Pii(h)]Pij(t).

Dividiendo entre h y tomando el límite cuando h→ 0, se obtiene que

P ′ij(t) =
∑
k 6=i

qikPkj(t)− qiPij(t) =
∑
i∈E

qikPkj(t),

que es la ecuación de retroceso de Kolmogorov. También se puede escribir como

Pij(t+ h) =
∞∑
k=0

Pik(t)Pkj(h),

de donde se sigue que

Pij(t+ h)− Pij(t) =
∑
k 6=i

Pik(t)Pkj(h)− [1− Pjj(h)]Pij(t),
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dividiendo entre h y tomando de nuevo el límite cuando h→ 0, se obtiene

P ′ij(t) =
∑
k 6=i

Pik(t)qkj − Pij(t)qj =
∑
k∈E

Pik(t)qkj

que es la ecuación de evolución de Kolmogorov.

Un tipo importante de cadenas de Markov a tiempo continuo son las cadenas
de nacimiento y muerte donde el espacio de estados es {0, 1, ...} y qij = 0 si
|i− j| > 1, esto quiere decir que en cada transición la cadena sólo puede cambiar a
estados vecinos. Las cadenas de nacimiento y muerte son comúnmente utilizadas pa-
ra modelar poblaciones. Cuando el estado incrementa se dice que hay un nacimiento
y cuando disminuye se dice que hay una muerte.

Sean λi = qi,i+1 y µi = qi,i−1, llamadas tasa de nacimiento y tasa de muerte
respectivamente. Se dice que el proceso es de nacimiento puro si µi = 0 para toda i.
Por ejemplo el proceso Poisson en el que λi = λ y µi = 0 para toda i.

Para una cadena de nacimiento y muerte el generador infinitesimal, si es conser-
vativo, está dado por

Q =



−λ0 λ0 0 0 0 · · ·
µ1 − (λ1 + µ1) λ1 0 0 · · ·
0 µ2 − (λ2 + µ2) λ2 0 · · ·
0 0 µ3 − (λ3 + µ3) λ3 · · ·
...

...


(1.40)

y la medida estacionaria que resuelve el sistema (1.39), definiendo π0 = 1, está
dada por

πn =


1 si n = 0
λ0λ1 . . . λn−1
µ1µ2 . . . µn

si n ≥ 1
. (1.41)

Obsérvese que para n ≥ 0
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λnπn = λn

(
λ0 . . . λn−1
µ1 . . . µn

)
=

(
λ0 . . . λn−1λn
µ1 . . . µnµn+1

)
µn+1 = µn+1πn+1, (1.42)

que será de utilidad un poco más adelante.

Definición 1.31. Una función de transición Pij(t) se dice que es débilmente simé-
trica, si existe un conjunto {mi, i ∈ E} de números estrictamente positivos tales que

miPij(t) = mjPji(t), t ≥ 0, i, j ∈ E.

Teorema 1.32. Sea Pij(t) débilmente simétrica. Para cada i, j ∈ E existe una
medida signada finita γi,j en [0,∞) tal que

Pi,j(t) =

(
mj

mi

)1/2 ∫ ∞
0

e−txdγi,j(x), t ≥ 0,

en particular, si i = j, γi,i es una medida de probabilidad en [0,∞].

Véase Sección 1.6 de [1].

Defínase {Qn(x)}n≥0 la sucesión de polinomios por

Q0(x) = 1,

−xQ0(x) = −λ0Q0(x) + λ0Q1(x),

−xQk(x) = µkQk−1 − (λk + µk)Qk(x) + λkQk+1(x), k ≥ 1

(1.43)

que en forma matricial se puede escribir como QQ(x) = −xQ(x). Donde Q es el
generador infinitesimal definido en (1.40) y Q(x) = (Q0(x), Q1(x), . . .)T .

Teorema 1.33. Sea Q el generador infinitesimal de una cadena de nacimiento y
muerte irreducible dado en (1.40) y sea Pij(t) una función de transición débilmente
simétrica que satisface la ecuación de retroceso y de evolución de Kolmogorov, enton-
ces existe una función de distribución de probabilidad ψ(x) con soporte en [0,+∞)
tal que

Pmn(t) = πn

∫ ∞
0

e−txQm(x)Qn(x)dψ(x), n,m ≥ 0, t ≥ 0. (1.44)
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Demostración. Por el Teorema 1.32 se tiene que

P00(t) =

(
m0

m0

)1/2 ∫ ∞
0

e−txdψ(x) =

∫ ∞
0

e−txdψ(x), t ≥ 0, (1.45)

donde ψ(x) es una medida de probabilidad en [0,∞].

Se verá primero que (1.44) se cumple cuando n = 0.

Por inducción sobre m, cuando m = 0 es simplemente (1.45).

Supongamos que se cumple para toda m ≤ k que

Pm0(t) =

∫ ∞
0

e−txQm(x)Q0(x)dψ(x), m ≥ 0, t ≥ 0.

Por demostrar que se cumple para k + 1. Por hipótesis de inducción se tiene que

Pk0(t) =

∫ ∞
0

e−txQk(x)Q0(x)dψ(x), t ≥ 0,

derivando con respecto de t se obtiene

P ′k0(t) = −
∫ ∞
0

xe−txQk(x)Q0(x)dψ(x).

Usando la ecuación de retroceso de Kolmogorov y sustituyendo la ecuación anterior,

λkPk+1,0(t) = P ′k,0(t)− µkPk−1,0(t) + (λk + µk)Pk,0(t)

= −
∫ ∞
0

xe−txQk(x)Q0(x)dψ(x)

− µk
∫ ∞
0

e−txQk−1(x)Q0(x)dψ(x)

+ (λk + µk)

∫ ∞
0

e−txQk(x)Q0(x)dψ(x)

=

∫ ∞
0

e−tx[−xQk(x)− µkQk−1(x) + (λk + µk)Qk(x)]Q0(x)dψ(x).
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Usando (1.43) se obtiene que

λkPk+1,0(t) =

∫ ∞
0

e−tx[λkQk+1(x)]Q0(x)dψ(x),

y finalmente dividiendo entre λk

Pk+1,0(t) =

∫ ∞
0

e−txQk+1(x)Q0(x)dψ(x).

Ahora, se sabe que (1.44) se cumple para n = 0, supóngase que se cumple para
n ≤ k. Por demostrar que se cumple para n = k + 1. Derivando (1.44) con respecto
de t para n ≤ k:

P ′mk(t) = −πk
∫ ∞
0

xe−txQm(x)Qk(x)dψ(x).

Usando ahora la ecuación de evolución de Kolmogorov y sustituyendo se tiene que

µk+1Pm,k+1(t) = P ′m,k(t) + (λk + µk)Pm,k(t)− λk−1Pm,k−1(t)

= −πk
∫ ∞
0

xe−txQm(x)Qk(x)dψ(x)

+ (λk + µk)

∫ ∞
0

e−txQm(x)Qk(x)dψ(x)

− λk−1
∫ ∞
0

e−txQm(x)Qk−1(x)dψ(x)

=

∫ ∞
0

e−tx[−xπkQk(x) + (λk + µk)πkQk(x)− λk−1πk−1Qk−1(x)]Qm(x)dψ(x).

Usando (1.42)

µk+1Pm,k+1(t) =

∫ ∞
0

e−tx[−xπkQk(x) + (λk + µk)πkQk(x)− µkπkQk−1(x)]Qm(x)dψ(x)

= πk

∫ ∞
0

e−tx[−xQk(x) + (λk + µk)Qk(x)− µkQk−1(x)]Qm(x)dψ(x).
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Usando ahora (1.43)

µk+1Pm,k+1(t) = πk

∫ ∞
0

e−tx[λkQk+1(x)]Qm(x)dψ(x).

Usando de nuevo (1.42)

µk+1Pm,k+1(t) = πkµk+1

∫ ∞
0

e−txQk+1(x)Qm(x)dψ(x),

y finalmente, dividiendo entre µk+1,

Pm,k+1(t) = πk

∫ ∞
0

e−txQm(x)Qk+1(x)dψ(x).

La medida de probabilidad ψ se llama medida espectral de Pmn(t).

Dado que λm es estrictamente positivo, el polinomio Qn(x) es de grado n.

Sustituyendo t = 0 en (1.44) se obtiene que∫ ∞
0

Qm(x)Qn(x)dψ(x) =
δmn
πn

, m,m ≥ 0,

por lo que los polinomios Qn(x), n ≥ 0 son ortogonales con respecto a ψ.

Es importante notar que las cadenas de nacimiento y muerte tienen un generador
infinitesimal que es una matriz tridiagonal, lo que resulta conveniente pues como se
muestra a continuación, es semejante a una matriz simétrica, por lo que es posible
aplicar diferentes resultados de Álgebra Lineal para matrices simétricas u operadores
autoadjuntos.
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Teorema 1.34. Sea M una matriz tridiagonal

M =



α1 δ1 0 · · · 0

β1 α2 δ2 0
...

0
. . . . . . . . . 0

... 0 βk−2 αk−1 δk−1

0 · · · 0 βk−1 αk


.

Si δi 6= 0 y δiβi > 0, entonces M es semejante a una matriz simétrica tridiagonal
M̃ , es decir, existe una matriz invertible D tal que D−1MD = M̃ .

Demostración. Sea D la matriz diagonal con entradas

D1,1 = 1 y D2
i,i =

βi−1 · · · β1
δi−1 · · · δ1

i = 2, . . . , k.

Se tiene que

D−1MD =


1 0 0 0

0
√

δ1
β1

0
. . .

0 0
√

δ1δ2
β1β1

0

... . . . . . . . . .



α1 δ1 0 0

β1 α2 δ2 0

0
. . . . . . . . .

0 0 βk−1 αk

D

=



α1 δ1 0 · · · 0
√
β1δ1

α2
√
δ1√
β1

δ2
√
δ1√
β1

0
...

0
√
δ1δ2β2√
β1

α3
√
δ1δ2√

β1β2

δ3
√
δ1δ2√
β1β2

...
... . . . . . . . . . 0

0 0 0

√
δ1···δk−1βk−1√
β1···βk−2

αk
√
δ1···δk−1√

β1···βk−1


D

=



α1

√
β1δ1 0 · · · 0

√
β1δ1 α2

√
β2δ2 0

...

0
√
β2δ2 α3

√
β3δ3

...
... . . . . . . . . . 0

0 0 0
√
βk−1δk−1 αk


= M̃.
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Por lo que M es similar a M̃ que es tridiagonal y simétrica.

El Teorema 1.34 es importante en el análisis de cadenas de nacimiento y muer-
te, pues no sólo garantiza la existencia de una matriz semejante, sino que también
da una forma fácil de encontrarla, lo que resulta útil pues dos matrices semejantes
tienen el mismo polinomio característico. Así, si se buscan los valores propios de
un generador infinitesimal que sea una matriz tridiagonal, el cálculo es más sencillo
utilizando su matriz similar simétrica.

Teorema 1.35. Sea A una matriz real simétrica, entonces los valores propios de A
son reales.

Demostración. Sean λ1, . . . , λn los n valores propios de A. Para algún i ∈ {1, . . . , n}
sea λi valor propio de A y v su correspondiente vector propio, entonces como A es
real

Av = Av = Av = λiv = λiv.

Como A es real, se tiene que

vTA = vTAT = (Av)T = (λiv)T = λiv
T ,

entonces
λi(v

Tv) = vT (λiv) = vTAv = λiv
Tv = λi(v

Tv).

Ahora, como v es vector propio, v 6= 0, por lo que vTv 6= 0. Entonces se tiene que
λi = λi, por lo tanto λi es real.

Un resultado de Álgebra Lineal que será importante es una especie de Teorema
espectral para matrices simétricas y se enuncia a continuación.

Teorema 1.36. Toda matriz real de n×n es ortogonalmente diagonalizable si y sólo
si es simétrica.

Demostración. Primero, la condición necesaria se cumple pues si A es una matriz
ortogonalmente diagonalizable, entonces existen D matriz diagonal y U matriz orto-
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gonal tal que
A = UDU−1 = UDUT .

Entonces
AT = (UDUT )T = UDTUT = UDUT = A,

por lo tanto, A es simétrica.

La suficiencia se demuestra por inducción.

Para matrices de 1× 1 se tiene que, sea A = [a], entonces A = [1][a][1] = UAUT .

Suponiendo que se cumple que toda matriz simétrica de (n − 1) × (n − 1) es
ortogonalmente diagonalizable, hay que demostrar que se cumple para toda matriz
diagonal de n× n.

Sea A una matriz simétrica de n× n, con n > 1, v1 un vector propio asociado al
valor propio λ1 que, por el Teorema 1.35, es real. Entonces v1 se puede normalizar
y se puede completar una base para Rn. Usando el proceso de ortogonalización de
Gram-Schmidt se puede ortogonalizar dicha base β = {v1, . . . , vn}.

Sea P la matriz que tiene por columnas los vectores de β, entonces P es la matriz
de cambio de base asociada a β. Como P es ortogonal, P−1 = P T .

Nótese que P−1AP es simétrica, pues

(P−1AP )T = (P TAP )T = P TATP = P−1AP.

Además su primera columna es

P−1APe1 = P−1Av1 = P−1λ1v1 = λ1P
−1v1 = λ1[v1]β = λ1


1

0
...
0

 =


λ1

0
...
0

 .
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donde el vector resultante tiene n coordenadas.

Por simetría, se tiene que P−1AP es una matriz que por bloques se ve como(
λ1 0
0T B

)
donde 0 es un vector fila de tamaño n − 1 y B es una matriz simétrica

de tamaño (n − 1) × (n − 1), que por la hipótesis de inducción es ortogonalmente
diagonalizable.

Entonces, existe una matriz Q de (n−1)×(n−1) ortogonal tal que B = QD′Q−1

con D′ diagonal. Sea

R =

(
1 0
0T Q

)
entonces

(
1 0
0T Q

)(
1 0
0T Q−1

)
=

(
1 0
0T I

)

es decir, R es invertible y R−1 =

(
1 0
0T Q−1

)
. Sea U = PR una matriz ortogonal,

pues el producto de matrices ortogonales es ortogonal, entonces

U−1AU = R−1P−1APR = R−1

(
λ1 0
0T B

)
R

=

(
1 0
0T Q−1

)(
λ1 0
0T Q

)(
1 0
0T Q

)
=

(
λ1 0
0T Q−1B

)(
1 0
0T Q

)

=

(
λ1 0
0T Q−1BQ

)
=

(
λ1 0
0T D′

)
= D.

Entonces A = UDU−1 = UDUT , por lo que A es ortogonalmente diagonalizable.

A continuación se presenta una proposición que relaciona los resultados anterio-
res con las cadenas de nacimiento y muerte y que será útil mas adelante.

Proposición 1.37. Sea Q el generador infinitesimal de una cadena de nacimiento
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y muerte definido en (1.40), entonces todos los valores propios de Q son menores o
iguales que cero.

Demostración. Como Q es un generador infinitesimal, la suma por renglones es igual
a cero, entonces se tiene que

Qe = 0T ,

donde e = (1, . . . , 1)T , i.e., e es el vector propio de Q asociado al valor propio 0.

Sea c = máxi{λi + µi}, entonces se tiene que 1
c
Q tiene entradas en la diagonal

entre −1 y 0 pero la suma por renglones sigue siendo igual a cero. Además las en-
tradas fuera de la diagonal están entre 0 y 1.

Sea I + 1
c
Q, que es una matriz que tiene entradas entre 0 y 1, por lo que todas la

entradas de la matriz son no negativas. Obsérvese además que la suma por renglones
de I + 1

c
Q es igual a uno, por lo que es una matriz estocástica.

Por el Teorema de Perron-Frobenius (véase Sección 15.4 de [15]), los valores pro-
pios de una matriz no negativa están en el circulo con radio igual al radio espectral
de la matriz, que en este caso es uno, i.e., los valores propios están dentro del círculo
unitario.

Como además I + 1
c
Q es tridiagonal, por el Teorema 1.34 es semejante a una

matriz simétrica, y por el Teorema 1.35 tiene valores propios reales. Por lo tanto, los
valores propios de I + 1

c
Q están en el intervalo [−1, 1].

Sea v vector propio de I + 1
c
Q asociado al valor propio λ, entonces(

I +
1

c
Q

)
v = λv, λ ∈ [−1, 1],

entonces
Iv +

1

c
Qv = λv,
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por lo que
1

c
Qv = (λ− 1)v,

lo que implica que
Qv = c(λ− 1)v.

Entonces c(λ − 1) es valor propio de Q. Pero λ − 1 ≤ 0, entonces c(λ − 1) ≤ 0.
Por lo tanto los valores propios de Q son menores iguales que 0.

Finalmente, se presenta un teorema que resultará útil para demostraciones pos-
teriores conocido como Ley de Inercia de Sylvester que habla sobre el signo de los
valores propios de una matriz.

Teorema 1.38. (Ley de inercia de Sylvester). Sea f : V ×V → R una forma bilineal
simétrica. Entonces V posee una base tal que la matriz asociada a f es diagonal y
cualquier otra matriz diagonal asociada a f posee el mismo número de elementos
positivos y el mismo número de elementos negativos.

La demostración del Teorema (1.38) se encuentra en [16].
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Capítulo 2

Procesos de Fluido Modulados por
una cadena de Markov (N <∞).

Un proceso de fluido modulado por una cadena de Markov involucra un depósito
cuyo contenido es modulado por una cadena de Markov a tiempo continuo. Este tipo
de proceso ha sido muy estudiado en el campo de las telecomunicaciones ya que se
usa para modelar la dinámica de señales como voz, videos o imágenes enviadas a
servidores que pueden ser tratados como fluidos (continuos) pues su tamaño es muy
pequeño en comparación con el tráfico total.

Las ideas detrás de este tipo de proceso se remontan a trabajos de Hersh y Grie-
go y otros autores como M. Pinsky, quienes los denominaron evoluciones aleatorias
(random evolution).

Este proceso puede ser visto como un sistema de colas ya que cuenta con líneas
de ingreso, espera, servicio, y salida y podemos describirlo usando la notación de
Kendall [12] A/B/s/m donde A es la distribución del tiempo de llegadas, B la distri-
bución de los tiempos de servicio, s el número de servidores y m el máximo número
de clientes que pueden ser acomodados en el sistema. Por convención la letra M se
usa para procesos markovianos, y en ese caso se escribe A = M o B = M , depen-
diendo del sistema que estemos analizando.

45
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En este capítulo se analiza el modelo de fluidos modulado por una cadena de
Markov en el que el proceso modulador es una cadena de nacimiento y muerte (Xt)
y las tasas de crecimiento del fluido en el depósito (Ct) son constantes que dependen
del estado de la cadena. Se estudia el proceso en el caso en que el espacio de estados
de la cadena de Markov es finito.

2.1. Trabajos previos

En 1969 Hersh y Griego publicaron [9] en el que presentan un proceso llamado
“evolución aleatoria” como una generalización de un sistema que ya se había estu-
diado antes: un proceso de Markov definido por el movimiento de una partícula en
linea recta con velocidad aleatoria. En su artículo presentan teoremas de existencia,
representación y fórmulas asintóticas. En 1974, Hersh publica [10] donde presenta
un resumen de su trabajo sobre evoluciones aleatorias.

Hersh y Griego encuentran que en física, una evolución aleatoria es un sistema
dinámico cuya ecuación de estado está sujeta a una variación aleatoria, mientras que
en lenguaje matemático es un operador M que satisface la ecuación diferencial

dM

ds
(s, t) = −V (x(s))M(s, t),

donde V es un operador que depende del parámetro x que es estocástico. Con su
análisis del proceso encontraron relaciones entre conceptos de física y conceptos de
probabilidad y comenzaron a desarrollar teoría sobre los procesos modulados por
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cadenas de Markov.

Una referencia importante sobre los procesos de fluidos modulados por cadenas
de Markov es [2] publicado por D. Anick, D. Mitra y M. M. Sondhi en 1982. Los au-
tores analizan el modelo para un sistema manejador de datos que recibe mensajes de
N fuentes de información independientes que pueden estar encendidas por periodos
exponenciales por lo que las tasas que regulan el fluido ri están moduladas por un
proceso de nacimiento y muerte con espacio de estados {0, 1, ..., N}.

Se supone que los periodos de encendido tienen distribución exponencial, se toma
como unidad de tiempo el promedio de los periodos de encendido y bajo esa unidad
de tiempo se denota al promedio de tiempos de apagado como 1/λ. Así, a largo plazo
la fracción de tiempo de encendido tenc. es tal que tenc. + 1

λ
tenc. = 1, por lo que la

fracción de tiempo de encendido es λ/(1 + λ).

Como unidad de información se toma la cantidad generada por una fuente en un
periodo promedio. Bajo estos supuestos, si r fuentes están encendidas, la tasa ins-
tantánea de transmisión es r, además se considera c la tasa de salida del contenedor.
Mientras el contenedor no esté vacío, la tasa instantánea de cambio del contenedor
es r − c. Si el contenedor está vacío se mantendrá así mientras r ≤ c.

Se asume que el contenedor es infinito y que la intensidad de tráfico es menor a
uno (condición de estabilidad):

Nλ

c(1 + λ)
< 1.

En [2] se busca analizar los problemas relacionados con el tamaño del contenedor
para cierto número de fuentes o el número máximo de fuentes que puede soportar
un sistema con ciertas características. Para poder estudiar el efecto que causa el
número de fuentes, se asume N finito. Se analiza también la intensidad de tráfico y
su relación con la probabilidad de sobrepasar la capacidad del contenedor.

Un aspecto importante del problema es la estabilidad numérica. En el modelo
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matemático se cumplen las condiciones de estabilidad, sin embargo, al buscar las
soluciones de forma computacional existen errores inevitables que, sin importar que
tan pequeños sean pueden causar que el sistema no sea estable y que la solución
crezca de manera exponencial, es decir, no se podría encontrar la solución aunque
exista de forma teórica.

Sea Pi(t, x) la probabilidad de que a tiempo t haya i fuentes de información en-
cendidas y el contenido no exceda una cantidad x.

Asumiendo que el proceso alcanza el equilibrio, i.e. ∂Pi
∂t
→ 0 cuando t → ∞ , se

obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales dado por

(i− c)dFi
dx

= (N − i+ 1)λFi−1 − {(N − i)λ+ i}Fi + (i+ 1)Fi+1,

donde Fi(x) = ĺımt→∞ Pi(t, x) es la probabilidad de que, en el sistema en equilibrio,
i fuentes estén encendidas y el contenido no exceda x cantidad. En forma matricial
se puede ver como D d

dx
F (x) = MF (x), x > 0 con

D = diag{−c, 1− c, 2− c, ..., N − c}

M =



−Nλ 1

Nλ −{(N − 1)λ+ 2} 2

(N − 1)λ −{(N − 2)λ+ 2} 3
. . . . . . . . .

2λ −{(λ+ (N − 1))} N

λ −N


.

Cuando t → ∞ y x → ∞, la probabilidad de que i fuentes estén encendidas
y la cantidad no exceda x es simplemente la probabilidad de que i fuentes estén
encendidas. Como cada fuente sólo puede estar encendida o apagada, la probabilidad
de que i de N fuentes estén encendidas es la suma de N variables aleatorias Bernoulli,
que tiene distribución Binomial (N, λ

1+λ
) evaluada en i:
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Fi(∞) = ĺım
x→∞

Fi(x) =

(
N

i

)(
λ

1 + λ

)i(
1− λ

1 + λ

)N−i

=

(
N

i

)(
λ

1 + λ

)i(
1

1 + λ

)N−i
=

(
N

i

)
1

(1 + λ)N
λi 0 ≤ i ≤ N.

Por lo que, usando el teorema del binomio se tiene que

∑N
i=0 Fi(∞) =

∑N
i=0

(
N

i

)
1

(1+λ)N
λi = 1

(1+λ)N

∑N
i=0

(
N

i

)
λi = 1

(1+λ)N
(1+λ)N = 1,

lo que da una condición de acotamiento.

Para resolver el sistema se muestra un procedimiento para calcular los valores
propios y sus correspondientes vectores propios, además se define la probabilidad de
desbordamiento asumiendo un contenedor finito. Se encuentra su expresión asintóti-
ca y se dan algunos resultados numéricos sobre la calidad de dicha aproximación.

En [14], V.G. Kulkarni analiza el modelo con diferentes tipos de procesos mo-
duladores. Considera un proceso Ct modulado por Xt que puede ser una cadena
de Markov a tiempo continuo, una cadena de Markov a tiempo continuo con ruido
blanco o un proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Suponiendo un contenedor finito, Kulkarni obtiene una representación espectral
de la distribución estacionaria en cada caso y analiza un modelo en el que la tasa de
cambio del proceso depende de Xt y Ct simultáneamente.

Kosten en [13] generaliza el modelo analizando el caso en el que el tiempo y el
número de fuentes N tiende a infinito. Mientras que en [3] se aproxima un modelo de
tráfico para cajeros automáticos con una cadena de nacimiento y muerte que regula



50Capítulo 2. Procesos de Fluido Modulados por una cadena de Markov (N <∞).

un fluido de un depósito.

Una referencia importante para este trabajo es [7] donde se analiza un sistema
en el que la tasa de crecimiento del fluido depende únicamente del estado de una
cadena de nacimiento y muerte. Se asume un contenedor infinito y una tasa de creci-
miento constante ri en el intervalo de tiempo que la cadena de nacimiento y muerte
se encuentre en el estado i. De igual forma, se asume que la cantidad de fluido no
puede ser negativa.

Se asume que hay un estado k tal que ri < 0 para i ≤ k y ri > 0 para k < i ≤ N

y para asegurar que la distribución límite de la cantidad de fluido en el contenedor
Ct existe, se asume que la suma de las tasas de crecimiento ponderada por las proba-
bilidades por estado debe ser negativa. Usando teoría de polinomios ortogonales se
encuentran los vectores propios y sus correspondientes valores propios con los cuales
se escribe de manera explícita la distribución estacionaria de Ct.

El análisis espectral del sistema M/M/1 se puede encontrar en la referencia prin-
cipal de este trabajo [22], donde se encuentra la distribución estacionaria del sistema
con diferentes condiciones utilizando teoría de polinomios ortogonales y se introduce
la idea de retroalimentación en colas de fluidos, la cual es muy diferente a la idea
tradicional de retroalimentación en sistemas de colas.

En los modelos de fluidos con retroalimentación que se estudian en [22], se tiene
que la velocidad de cambio en el depósito depende del estado actual del proceso Xt,
pero este proceso ya no es autónomo pues depende del estado actual del contenido en
el depósito de manera que ahora la dependencia entre los procesos Ct y Xt se da en
ambos sentidos. Este nuevo proceso tiene características en común con los modelos
de fluidos modulados por una cadena de Markov y también es posible encontrar una
expresión para su distribución estacionaria usando teoría de polinomios ortogonales.

En cuanto a las principales aplicaciones en sistemas de telecomunicaciones, en [8]
se usa el modelo con flujo continuo para aproximar el flujo de paquetes de datos y de



2.1. Trabajos previos 51

voz que es discreto, asumiendo que el tráfico tiene distribución Poisson. Se estudia
el ancho de banda que se debe reservar para el uso exclusivo de datos y el que se
puede compartir con paquetes de voz.

En [8] se aborda ese problema ya que el sistema que se analiza permite reservar
espacio para paquetes de voz mientras los datos pueden usar el espacio restante in-
cluyendo espacios vacíos reservados para paquetes de voz. Por su parte, los paquetes
de voz no pueden ocupar espacios vacíos reservados para paquetes de datos, de ma-
nera que si llega un paquete de voz y no hay espacio reservado específicamente para
paquetes de voz, éste se perderá.

En el sistema, los paquetes de voz tiene prioridad pues se pierden si no hay es-
pacio en el sistema mientras que los paquetes de datos pueden esperar en una cola,
por lo que se analizan principalmente dos factores: la tasa de pérdida del tráfico de
paquetes de voz y el tiempo medio de espera en la cola de paquetes de datos.

Con el objetivo de modelar la dinámica de servidores que reciben diferentes ti-
pos de paquetes de cada fuente se generalizó la idea incorporando más de un proceso
para modular el contenido del depósito. Estos procesos cumplen con ser independien-
tes entre sí pero cada uno cuenta con diferente número de estados y pueden no ser
idénticamente distribuidos. En [17] se hace el análisis de un sistema de colas donde
cada fuente es un proceso modulado por una cadena de Markov MMFP (en inglés
Markov Modulated Fluid Process), el sistema es equivalente a un MMFP/MMFP/1,
se aproxima con un sistema más sencillo y se prueba la eficiencia del método usando
resultados numéricos.

Dado que en la realidad, aún con un número pequeño de fuentes, el número de
estados totales del proceso modulado crece de manera exponencial, se estudiaron
aproximaciones. En [18] se presenta un método de aproximación para resolver nu-
méricamente el modelo general de fluidos modulados por una cadena de Markov. Se
muestra como la superposición de un grupo heterogéneo de fuentes se puede aproxi-
mar con un modelo de Markov de una dimensión que modula la cantidad de fluido.



52Capítulo 2. Procesos de Fluido Modulados por una cadena de Markov (N <∞).

2.2. Modelo Matemático

Para este modelo, se supone un contenedor con cierto fluido. El fluido en el con-
tenedor puede crecer o decrecer dependiendo del estado en que se encuentre una
cadena de Markov a tiempo continuo e independiente del contenedor.

Se denotará la cantidad de fluido a tiempo t con Ct, el proceso de Markov a
tiempo continuo Xt con espacio de estados finito E = {0, . . . , N}, de manera que la
tasa de crecimiento del fluido es ri ∈ R si Xt está en el estado i. Para este modelo,
se supone también que la tasa de crecimiento es constante, es decir, la tasa ri se
mantiene constante mientras la cadena de Markov permanece en el estado i.

Es importante notar que el fluido puede decrecer tanto como sea físicamente po-
sible, es decir, hasta que el contenedor está vacío. Si en algún tiempo t el contenedor
está vacío, se mantendrá vacío mientras la tasa siga siendo negativa. Para descartar
el caso en el que el contenedor está siempre vacío se supone que existe al menos una
i para la cual ri > 0.

Dado que el proceso Ct está modulado por el proceso Xt, se estudia el proceso
bidimensional (Xt, Ct) en el que el estado en tiempo t+h, con h infinitesimal, depen-
de únicamente del estado a tiempo t, por lo que resulta ser una cadena de Markov a
tiempo continuo.

Teorema 2.1. Sea (Q)ij = qij el generador infinitesimal del proceso Xt y E =

{0, 1, . . . , N} el espacio de estados, R = diag[r0, r1, . . . , rN ] la matriz diagonal de
tasas y

F (t, y, i;x, j) = P [Xt = i, Ct ≤ y|X0 = j, C0 = x],

la probabilidad de que a tiempo t, el proceso se encuentre en el estado i con una
cantidad de fluido en el contenedor menor que y, dado que se sabe que la cantidad
de fluido a tiempo cero era x y el proceso modulador estaba en el estado j.
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Entonces si se denota

F (t, y;x) = [F (t, y, i;x, j)]j,i∈E,

se cumple que
∂F (t, y;x)

∂t
+
∂F (t, y;x)

∂y
R = F (t, y;x)Q.

Demostración. Bajo las condiciones del teorema se tiene que, dado que a tiempo cero
el proceso estaba en el estado j y la cantidad de fluido era igual a x, si a tiempo t el
proceso modulador está en el estado i y la cantidad de fluido es menor a y, entonces
al transcurrir un periodo infinitesimal h puede ocurrir que

En t + h el proceso Xt+h se encuentra en i + k , k ∈ N, con probabilidad
qi,i+kh+ o(h).

En t+ h el proceso Xt+h se encuentra en i− k con probabilidad qi,i−kh+ o(h).

En t+ h el proceso Xt+h se encuentra en i con probabilidad 1 + qiih+ o(h),

donde qii = −
∑

j 6=i qij y o(h) la probabilidad de que ocurra más de un cambio de
estado en el intervalo h, y es tal que limh→0

o(h)
h

= 0 , de forma que:

F (t, y, i;x, j) =
i∑

k=1

F (t, y − hri, i− k;x, j)(qi−k,ih+ o(h))

+
N−i∑
k=1

F (t, y − hri, i+ k;x, j)(qi+k,ih+ o(h))

+ F (t, y − hri, i;x, j)[1 + qi,ih+ o(h)].

El último término de la suma anterior puede ser interpretado como la probabili-
dad de que no haya cambios de estado. Como el fluido crece a tasa ri en el estado i,
si en el periodo h no hay cambio de estado, entonces la cantidad de fluido a tiempo
t + h es Ct+h = Ct + hri, por lo que la probabilidad de que Ct+h ≤ y es igual a la
probabilidad de que Ct ≤ y − hri. En otras palabras, sin cambios de estado lo único
que puede pasar entre t y t+ h es que el fluido crezca en cantidad hri.
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Los primeros dos términos son las probabilidades de ir a un estado más peque-
ño o más grande respectivamente e incluyen las probabilidades de hacer más de un
cambio de estado durante el periodo h pero terminar en i−k o i+k respectivamente.

Tomando la derivada parcial con respecto del tiempo,

∂F (t, y, i;x, j)

∂t
= ĺım

h→0

F (t+ h, y, i;x, j)− F (t, y, i;x, j)

h

= ĺım
h→0

∑i
k=1 F (t, y − hri, i− k;x, j)(qi−k,ih+ o(h))

h

+

∑N−i
k=1 F (t, y − hri, i+ k;x, j)(qi+k,ih+ o(h))

h

+
F (t, y − hri, i;x, j)[1 + qi,ih+ o(h)]− F (t, y, i;x, j)

h

= ĺım
h→0

i∑
k=1

qi−k,iF (t, y − hri, i− k;x, j)

+
i∑

k=1

F (t, y − hri, i− k;x, j) ĺım
h→0

o(h)

h

+ ĺım
h→0

N−i∑
k=1

qi+k,iF (t, y − hri, i+ k;x, j)

+
N−i∑
k=1

F (t, y − hri, i+ k;x, j) ĺım
h→0

o(h)

h

+ qi,i ĺım
h→0

F (t, y − hri, i;x, j) + ĺım
h→0

F (t, y − hri, i;x, j)(o(h))

h

+ ĺım
h→0

F (t, y − hri, i;x, j)− F (t, y, i;x, j)

h

=
i∑

k=1

qi−k,iF (t, y, i− k;x, j) +
N−i∑
k=1

qi+k,iF (t, y, i+ k;x, j)

+ qi,iF (t, y, i;x, j) + ĺım
s→0

F (t, y + s, i;x, j)− F (t, y, i;x, j)
s
−ri

=
i∑

k=1

qi−k,iF (t, y, i− k;x, j) +
N−i∑
k=1

qi+k,iF (t, y, i+ k;x, j)

+ qi,iF (t, y, i;x, j)− ri
∂F (t, y, i;x, j)

∂y
.
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Notando que las sumas se pueden expresar como una sola se tiene que

∂F (t, y, i;x, j)

∂t
=

N∑
k=0

qk,iF (t, y, k;x, j)− ri
∂F (t, y, i;x, j)

∂y
,

por lo que para i = {0, . . . , N} ocurre que

∂F (t, y, i;x, j)

∂t
+ ri

∂F (t, y, i;x, j)

∂y
=

N∑
k=0

qk,iF (t, y, k;x, j),

que en forma matricial se puede escribir como

∂F (t, y;x)

∂t
+
∂F (t, y;x)

∂y
R = F (t, y;x)Q.

Como la solución a la ecuación diferencial del teorema anterior resulta ser muy
complicada de encontrar, es usual que se busque la distribución estacionaria, de ma-
nera que la ecuación no dependa de el estado inicial del proceso.

Se supone que el contenedor es infinito, por lo que el fluido podría crecer hasta
infinito. Para que exista la distribución estacionaria de la cantidad de fluido es nece-
sario que se cumpla una condición de estabilidad. Y para que exista la distribución
invariante de Xt se asume que es una cadena ergódica.

Sea π la medida estacionaria del procesoXt, entonces la probabilidad estacionaria
para el estado i ∈ E es la probabilidad de estar en el estado i entre la probabilidad
de estar en cualquiera de los otros estados (casos favorables entre casos totales), es
decir,

pi =
πi∑
j∈E πj

,

de manera que el vector p = (p1, p2, . . .) es la distribución estacionaria del proceso Xt.

Lo que se busca, es una expresión para la distribución estacionaria del proceso Ct,
y para que exista es necesaria una condición de regularidad. En este caso se asume
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que la suma de las tasas de crecimiento del fluido ponderada por las probabilidades
estacionarias por estado es negativa,

∑
i∈E

piri < 0, (2.1)

pues de no cumplirse, cuando t→∞ la cantidad de fluido sería infinita.

Se denotará como

Fi(t, y) = P [Xt = i, Ct ≤ y], i ∈ E y ≥ 0

a la distribución conjunta o la probabilidad de que a tiempo t la cadena de Markov
esté en el estado i y la cantidad de fluido sea menor a y.

Analizando las probabilidades de transición en tiempo infinitesimal, al igual que
cuando la probabilidad depende del estado inicial, se observa que si el proceso se
encuentra en el estado i a tiempo t, al transcurrir un periodo infinitesimal h pueden
ocurrir tres cosas:

En t + h el proceso Xt+h se encuentra en i + k , k ∈ N, con probabilidad
qi,i+kh+ o(h),

En t+ h el proceso Xt+h se encuentra en i− k con probabilidad qi,i−kh+ o(h),

En t+ h el proceso Xt+h se encuentra en i con probabilidad 1 + qiih+ o(h),

donde qii = −
∑

j 6=i qij y o(h) la probabilidad de que ocurra más de un cambio de
estado en el intervalo h, y es tal que limh→0

o(h)
h

= 0 , de forma que la distribución
conjunta en t+ h se puede escribir de la siguiente manera:

Fi(t+ h, y) = P [Xt+h = i, Ct+h ≤ y]

=
i∑

k=1

Fi−k(t, y − hri)(qi−k,ih+ o(h)) +
N−i∑
k=1

Fi+k(t, y − hri)(qi+k,ih+ o(h))

+ Fi(t, y − hri)[1 + qi,ih+ o(h)].
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Tomando la derivada parcial con respecto del tiempo

∂Fi(t, y)

∂t
= ĺım

h→0

Fi(t+ h, y)− Fi(t, y)

h

= ĺım
h→0

∑i
k=1 Fi−k(t, y − hri)(qi−k,ih+ o(h))

h

+

∑N−i
k=1 Fi+k(t, y − hri)(qi+k,ih+ o(h))

h

+
Fi(t, y − hri)[1 + qi,ih+ o(h)]− Fi(t, y)

h

= ĺım
h→0

i∑
k=1

qi−k,iFi−k(t, y − hri) +
i∑

k=1

Fi−k(t, y − hri) ĺım
h→0

o(h)

h

+ ĺım
h→0

N−i∑
k=1

qi+k,iFi+k(t, y − hri) +
N−i∑
k=1

Fi+k(t, y − hri) ĺım
h→0

o(h)

h

+ qi,i ĺım
h→0

Fi(t, y − hri) + ĺım
h→0

Fi(t, y − hri)(o(h))

h
+ ĺım

h→0

Fi(t, y − hri)− Fi(t, y)

h

=
i∑

k=1

qi−k,iFi−k(t, y) +
N−i∑
k=1

qi+k,iFi+k(t, y) + qi,iFi(t, y)

+ ĺım
s→0

Fi(t, y + s)− Fi(t, y)
s
−ri

=
i∑

k=1

qi−k,iFi−k(t, y) +
N−i∑
k=1

qi+k,iFi+k(t, y) + qi,iFi(t, y)− ri
∂Fi(t, y)

∂y
.

Como se asume que el sistema está en equilibrio cuando t es muy grande, se puede
tomar a la distribución conjunta estacionaria Fi(y) = ĺımt→∞ Fi(t, y) y ∂Fi(t,y)

∂t
= 0,

entonces haciendo t→∞ en la ecuación anterior se obtiene la siguiente expresión

riF
′
i (y) =

i∑
k=1

qi−k,iFi−k(y) + qiiFi(y) +
N−i∑
k=1

qi+k,iFi+k(y), (2.2)

que es una ecuación diferencial en y de primer orden y en diferencias en i de segundo
orden.

En forma matricial se puede escribirRF ′(y) = QTF (y) dondeR = diag[r0, r1, r2, . . .]
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y T indica la matriz transpuesta. Asumiendo queR es no singular (ri 6= 0 para toda i ∈
E) se puede escribir

F ′(y) = R−1QTF (y), (2.3)

que es la ecuación de evolución de Kolmogorov o de Fokker-Plank para el proceso
(Xt, Ct).

El problema reside ahora en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ante-
rior. Es claro que la complejidad de la solución dependerá de la forma y tamaño de
la matriz R−1QT , pues para encontrar la solución es necesario encontrar los vectores
propios y sus correspondientes valores propios.

En [22] se muestra el procedimiento para resolver el sistema en el caso en que Xt

es una cadena de nacimiento y muerte con espacio de estados finito y con espacio de
estados infinito. En ambos casos se hace uso de teoría de polinomios ortogonales para
encontrar los vectores propios asociados a la matriz R−1QT . En el caso de espacio de
estados infinito, se consideran dos casos, uno en el que los estados asociados a tasas
de crecimiento positivas son finitos y otro en el que los estados asociados a tasas de
crecimiento negativas son finitos.

2.3. Cadenas de nacimiento y muerte.

Estudiaremos un proceso de fluido modulado por una cadena de Markov en el que
el número de fuentes encendidas Xt es una cadena de nacimiento y muerte a tiempo
continuo con espacio de estados finito. Sean λi y µi las tasas de nacimiento y muerte
en el estado i respectivamente, entonces el generador infinitesimal del proceso se ve
de la siguiente forma
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Q =



−λ0 λ0 0 0 · · ·
µ1 −(µ1 + λ1) λ1 0 · · ·

0
. . . . . . . . .

... 0 µN−1 −(µN−1 + λN−1) λN−1
... 0 µN −µN


. (2.4)

Es importante notar que de esta manera, la ecuación (2.2) se simplifica en el
sentido de que desaparecen todas las probabilidades de ir a un estado con k > 1 pues
la cadena de nacimiento y muerte permite dar un sólo salto en cada paso, es decir,
si a tiempo t el proceso estaba en i, a tiempo t+ h el proceso puede estar sólamente
en i+ 1, en i− 1 o en i. Para resolver el sistema (2.3) se trabaja con la matriz

R−1QT =



−λ0
r0

µ1
r0

0 0 · · ·
λ0
r1

−(µ1+λ1)
r1

µ2
r1

0 · · ·

0
. . . . . . . . .

· · · 0 λN−2

rN−1

−(µN−1+λN−1)

rN−1

µN
rN−1

· · · 0 λN−1

rN

−µN
rN


, (2.5)

que es una matriz tridiagonal de dimensión (N + 1)× (N + 1), por los Teoremas 1.34
y 1.35, es equivalente a una matriz simétrica que se puede diagonalizar y que tiene
valores propios reales.

Sustituyendo los valores de las tasas de nacimiento y muerte del proceso Xt, (2.2)
se reduce a

riF
′
i (y) = λi−1Fi−1(y)− (λi + µi)Fi(y) + µi+1Fi+1(y). (2.6)

Como se busca resolver un sistema deN+1 ecuaciones diferenciales en y de primer
orden donde la matriz tiene valores propios reales; la solución es una combinación
lineal de exponenciales que puede escribirse como

F (y) =
N∑
i=0

cie
ξiyv(i), (2.7)
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donde ξi es el valor propio asociado al vector propio v(i) y ci constantes que pueden
ser determinadas a partir de condiciones iniciales. En [3] se aborda el problema del
cálculo de las constantes ci que puede no ser sencillo dependiendo de las condiciones
iniciales del sistema.

2.4. Espacio de estados finito

En la Sección 2.3 se introdujo el caso en que el proceso modulador es una cadena
de nacimiento y muerte con espacio de estados finito E = {0, 1, ..., N}. Para encon-
trar la distribución estacionaria se debe hallar la solución a (2.3) que es de la forma
(2.7), donde ξi es el valor propio asociado al vector propio v(i) y ci constantes que
pueden ser determinadas a partir de condiciones iniciales.

Para encontrar los valores y vectores propios, primero se definen los conjuntos:

N+ = {i ∈ E|ri > 0}, N+ = |N+|,

N− = {i ∈ E|ri < 0}, N− = |N−|,
(2.8)

de esta forma, el número total de estados es N + 1 = N+ +N−.

Obsérvese que para los estados en los que la tasa de crecimiento del fluido es
positiva, la probabilidad de que el contenido sea menor igual a cero es cero, pues
mientras Xt se encuentre en ese estado, la cantidad de fluido estará siempre aumen-
tando, lo que arroja una primera condición inicial

Fi(0) = 0, i ∈ N+. (2.9)

Además, si y es muy grande, la probabilidad de que Xt se encuentre en el estado
i ∈ E y el contenido Ct sea menor que y es simplemente la probabilidad de que Xt

esté en el estado i, lo que arroja la segunda condición del problema

ĺım
y→∞

Fi(y) = pi, (2.10)
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donde pi = πi∑
j∈E πj

es la probabilidad estacionaria por estado para la cadena de
nacimiento y muerte y para este caso, como en (1.41), se tiene que

πi =
i−1∏
j=0

λj
µj+1

. (2.11)

La condición de regularidad (2.1) para este caso es

N∑
i=0

piri < 0

que, como pi = πi∑N
j=0 πj

, es equivalente a

N∑
i=0

πiri < 0. (2.12)

El problema es cada vez más particular, pues ahora se busca resolver el sistema
(2.3) que es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneo sujeto
a las condiciones iniciales (2.9) y (2.10). Dichas condiciones iniciales ayudarán a sim-
plificar la solución del sistema y a encontrar las constantes correspondientes. Primero
se debe hallar los valores y vectores propios, tomando v(x) = [v0(x), v1(x), ..., vN(x)]T

y desarrollando R−1QTv(x) = xv(x) se tiene que

v0(x) = 1,

µ1

r0
v1(x) = x+

λ0
r0
,

µi
ri−1

vi(x) =

(
x+

λi−1 + µi−1
ri−1

)
vi−1(x)− λi−2

ri−1
vi−2(x) 2 ≤ i ≤ N − 1,(

x+
µN
rN

)
vN(x)− λN−1

rN
vN−1(x) = 0.

(2.13)

Nótese que {vi(x)}Ni=0 son las entradas del vector propio asociado al valor propio
x de dimensión N + 1.

Se busca hacer estos polinomios mónicos para poder aplicar resultados conocidos.
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Para que los polinomios sean mónicos hay que hacer que el coeficiente principal sea
1, por lo que sólo hay que multiplicarlos por una constante conveniente.

Se define
∆i(x) =

µ1 · · ·µi
r0 · · · ri−1

vi(x),

ya que entonces se tiene que los polinomios ∆i(x) son mónicos y cumplen con la
siguiente relación de recurrencia

∆0(x) = 1,

∆1(x) = x+
λ0
r0
,

∆i(x) =

(
x+

λi−1 + µi−1
ri−1

)
∆i−1(x)− λi−2µi−1

ri−2ri−1
∆i−2(x) 2 ≤ i ≤ N − 1,(

x+
µN
rN

)
∆N(x)− λN−1µN

rN−1rN
∆N−1(x) = 0.

(2.14)

Por otra parte, se sabe que dada una matriz tridiagonal, su determinante puede
ser calculado de forma recurrente como se muestra a continuación

fn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 0 · · ·
c1 a2 b2 0 · · ·

0
. . . . . . . . .

cn−2 an−1 bn−1

0 cn−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= anfn−1 − cn−1bn−1fn−2.

Si se toma la submatriz de i× i de xI − R−1QT , que es una matriz tridiagonal,
y se calcula su determinante para cada i se obtiene

f0(x) = 1,

f1(x) = x+
λ0
r0
,

fi(x) =

(
x+

λi−1 + µi−1
ri−1

)
fi−1(x)− λi−2µi−1

ri−2ri−1
fi−2(x) 2 ≤ i ≤ N − 1,

fN =

(
x+

µN
rN

)
fN−1(x)− λN−1µN

rN−1rN
fN−2(x),
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que es la misma relación de recurrencia que (2.14), por lo que ∆i puede ser visto
como el determinante de la submatriz de i× i de xI −R−1QT .

Además, como la sucesión {∆i(x)}Ni=0 es una sucesión de polinomios ortogonales
mónica, se puede definir {∆∗i (x)}Ni=0 a los polinomios núcleo asociados, que por la
Definición (1.13) son

∆∗i (x) = x−1
(

∆i+1(x)− ∆i+1(0)∆i(x)

∆i(0)

)
.

Por el segundo inciso del Teorema 1.14, existe una sucesión de números reales {γi}Ni=1

tales que para toda i ≥ 1 γ1 = 0

−λi−1 + µi−1
ri−1

= γ2i−1 + γ2i y
λi−1µi
ri−1ri

= γ2iγ2i+1

con γ2i+1γ2i+2 > 0.

De esta forma se cumple que

γ2i = −λi−1
ri−1

y γ2i+1 = −µi
ri
.

Usando este resultado y la Proposición 1.16 se obtiene que los polinomios de la
sucesión {∆∗i }

N
i=0 cumplen la relación de recurrencia siguiente

∆∗0(x) = 1

∆∗1(x) = x+
λ0
r0

+
µ1

r1

∆∗i (x) =

(
x+

λi−1
ri−1

+
µi
ri

)
∆∗i−1(x)− λi−1µi−1

r2i−1
∆∗i−2(x) 2 ≤ i ≤ N.

(2.15)

Usando la fórmula de recurrencia (2.15) en el polinomio i = N , y sustituyendo
la definición de polinomio núcleo, es posible ver que

x∆∗N(x) =

(
x+

µN
rN

)
∆N(x)− λN−1µN

rN−1rN
∆N−1(x),
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que es el polinomio caracteristico de la matriz R−1QT , es decir

det[xI −R−1QT ] =

(
x+

µN
rN

)
∆N(x)− λN−1µN

rN−1rN
∆N−1(x).

Por el Teorema 1.9, como la sucesión {∆∗i }
N
n=0 cumple con la ecuación de re-

currencia a tres pasos, entonces representa los primeros N + 1 polinomios de una
sucesión de polinomios ortogonales, en particular tienen raíces reales y simples.

D. Mitra en [19] mostró un resultado sobre el número de valores propios y sus
signos. Para R−1QT definida en (2.5), se puede demostrar que tiene exactamente N+

valores propios negativos, N− − 1 positivos y el cero como sigue.

Teorema 2.2. Sea Q el generador infinitesimal de una cadena de nacimiento y
muerte y R una matriz diagonal de tasas, N+ y N− como en (2.8). Entonces R−1QT

tiene N+ valores propios negativos, N− − 1 positivos y el cero.

Demostración. Se buscan vectores v tal que R−1QTv = xv donde v = (v0, . . . , vN)T .
Como R es diagonal con entradas en la diagonal distintas de cero, existe R−1, por lo
que se busca resolver el sistema

QTv = Rxv,

que es equivalente a
vTQ = xvTR.

ComoQ es tridiagonal, por el Teorema 1.34, es semejante a una matriz tridiagonal
simétrica Q̃, y como las matrices semejantes tienen el mismo polinomio característico,
se puede trabajar con

vT Q̃ = xvTR. (2.16)

De hecho, el Teorema 1.34 dice que
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Q̃ =



−λ0
√
λ0µ1 0 0 · · · 0

√
λ0µ1 − (λ1 + µ1)

√
λ1µ2 0 · · · ...

0
√
λ1µ2 − (λ2 + µ2)

√
λ2µ3

. . . 0

0 0
. . . . . . . . . 0

...
... 0

√
λN−2µN−1 − (λN−1 + µN−1)

√
λN−1µN

0 · · · 0 0
√
λN−1µN − (λN + µN)


,

de esta manera, x = 0 y v∗ = (
√
π0,
√
π1, . . . ,

√
πN) es solución del sistema. Entonces,

por la Proposición 1.37, existe una matriz K no singular, tal que

KQ̃KT =

(
0 0
0 T −I

)
.

Sea

A = KRKT =

(
e w
wT M

)
, (2.17)

donde e = A(1,1), w un vector fila de tamaño N y M la matriz que resulta de quitar
la primera fila y la primera columna de A.

Nótese que, como KQ̃KT tiene al 0 en la esquina superior izquierda, el primer
renglón de K y, por lo tanto, la primera columna de KT es v∗. Entonces

e = (
√
π0r0,

√
π1r1, . . . ,

√
πNrN) ∗ (

√
π0,
√
π1, . . . ,

√
πN)T =

N∑
i=0

πiri,

que es la condición de regularidad (2.12), entonces se tiene que cumplir que e < 0.

Multiplicando I = K−1K y KT en (2.16), se tiene que

vTK−1KQKT = xvTK−1KRKT . (2.18)

Sea ϕ = vTK−1, entonces, sustituyendo en la ecuación (2.18)
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ϕ

(
0 0
0 T −I

)
= xϕ

(
e w
wT M

)
. (2.19)

Sea ϕ(0) la primera entrada de ϕ y ϕ(1) el resto de las entradas, es decir, ϕ =

(ϕ(0), ϕ(1)), desarrollando el producto de la ecuación (2.19) se tiene que

(0,−ϕ(1)) = (xϕ(0)e+ xϕ(1)wT , xϕ(0)w + xϕ(1)M),

por lo que
xϕ(0)e+ xϕ(1)wT = 0,

entonces
ϕ(0) = −1

e
ϕ(1)wT , (2.20)

y
−ϕ(1) = xϕ(0)w + xϕ(1)M. (2.21)

Sustituyendo (2.20) en (2.21) se tiene que

ϕ(1) = −xϕ(1)

(
M − 1

e
wTw

)
. (2.22)

Ahora se tiene que los recíprocos negativos de los valores propios de M − 1
e
wTw

serán las soluciones a x de la ecuación (2.22).

Considérese la matriz

L =

(
1 0

−1
e
wT I

)
,

y sea
B = LALT ,

donde A es la matriz definida en (2.17), por lo que

B =

(
e 0
0T M − 1

e
wTw

)
.

Como A y B resultan de cambiar la magnitud de los valores propios diferentes
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de cero de la matriz R que es no singular, entonces los valores propios de estas dos
matrices tienen los mismos signos que los de R, que son N+ positivos y N− negativos
(Véase Teorema 1.38).

Entonces, como B tiene N+ valores propios positivos y N− negativos, si e es
menor a 0, por la forma de B se tiene que M − 1

e
wTw tiene N+ valores propios

positivos y N− − 1 negativos. Es importante notar que el cero ya se excluyó de los
valores propios de esta matriz.

Finalmente, tomando el recíproco negativo de los valores propios de M − 1
e
wTw,

se tiene que la solución a (2.22) consta de N+ elementos negativos y N−−1 positivos,
por lo que R−1QT tiene N+ valores propios positivos y N− − 1 negativos.

Definiendo ξi, i ∈ E, los valores propios de R−1QT , en orden creciente se tiene
que ξi < 0 para i = 0, 1, . . . , N+ − 1, ξN+ = 0 y ξi > 0 para i = N+ + 1, . . . , N.

Retomando ahora la ecuación (2.13), se denotará como v(j) al vector propio aso-
ciado al j-ésimo valor propio, es decir v(j) = v(ξj), con v

(j)
i a la i-ésima entrada de

dicho vector, i, j = 0, . . . , N . Entonces según (2.13) se tiene la siguiente relación de
recurrencia

v
(j)
0 = 1,

µ1v
(j)
1 = r0ξj + λ0,

µiv
(j)
i = (ri−1ξj + λi−1 + µi−1) v

(j)
i−1 − λi−2v

(j)
i−2 i = 2, 3, . . . , N.

(2.23)

Sabiendo ahora que el polinomio característico de R−1QT tiene N raíces reales y
simples de las cuales N+ son negativas, N−− 1 son positivas y una es cero, se puede
decir que la solución es de la forma (2.7).

Considerando la forma de la solución al sistema y la condición inicial (2.10) se
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tiene que

pi = ĺım
y→∞

Fi(y) = ĺım
y→∞

N∑
j=0

cje
ξjyv

(j)
i .

Si pasara que cj > 0 para algún ξj > 0 el límite anterior sería infinito, pero como
pi ∈ [0, 1] pues es una probabilidad, eso no puede pasar, por lo que las constantes
asociadas a los valores propios positivos deben ser cero, es decir

cj = 0 para todo ξj > 0.

Con lo anterior, se pueden eliminar de la solución los términos con valores propios
positivos, por lo que la solución ahora se ve como

F (y) =

N+−1∑
j=0

cje
ξjyv(j) + cN+e

ξN+
yv(N+), y ≥ 0, (2.24)

donde se conservan los términos asociados a valores propios negativos y al cero. En
(2.24), ξN+ representa al valor propio cero, considerando de nuevo la condición inicial
(2.10) aplicando el límite a cada entrada de la solución

pi = ĺım
y→∞

Fi(y)

= ĺım
y→∞

N+−1∑
j=0

cje
ξjyv

(j)
i + cN+e

ξN+
yv

(N+)
i

= cN+e
ξN+

yv
(N+)
i

= cN+v
(N+)
i ,

por lo que finalmente, la solución por estado puede expresarse como

Fi(y) = pi +

N+−1∑
j=0

cje
ξjyv

(j)
i , y ≥ 0, (2.25)

o en forma matricial

F (y) = P +

N+−1∑
j=0

cje
ξjyv(j), y ≥ 0.
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Donde P = (p0, p1, . . . pN)T , cj constantes que pueden ser determinadas a partir
de la condición inicial (2.9) que por estado se puede expresar como

pi +

N+−1∑
j=0

cjv
(j)
i = 0 para toda i ∈ N+, (2.26)

ξj los valores propios de la matriz R−1QT que también se pueden determinar a través
de los ceros del polinomio ∆∗N(x) y v(j) sus correspondientes vectores propios que
también se pueden determinar a partir de la fórmula (2.23).

2.4.1. Ejemplo.

El objetivo ahora es observar un ejemplo práctico del comportamiento de la distri-
bución estacionaria P [Xt = i, Ct ≤ y]. Para ello se tomará una cadena de nacimiento
y muerte con espacio de estados finito y una matriz de tasas que cumplan las con-
diciones necesarias. Se calculará la distribución estacionaria utilizando el método
descrito en el principio de esta sección.

Para ver si los resultados se ajustan al comportamiento del proceso, se utilizará
el lenguaje de programación Julia para realizar una simulación del proceso y se hará
una estimación de la distribución estacionaria para i y y fijas y se comparará con los
resultados obtenidos antes.

Con fines prácticos se tomará una cadena de nacimiento y muerte cuyo espacio
de estados sea lo mas pequeño que se pueda conservando las propiedades necesarias
para el cálculo de la distribución estacionaria. La razón es que la complejidad de los
cálculos utilizando el método descrito antes podría causar problemas, además de que
el método utilizado para estimar la distribución estacionaria por medio de simulación
resulta no ser muy eficaz en tiempo al aumentar tanto el número de estados como el
número de simulaciones.

Se considera una cadena de nacimiento y muerte con 4 estados, cuyo generador
infinitesimal Q es una matriz de 4×4 y la matriz de tasas R como sigue
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Q =


−1 1 0 0

2 −3 1 0

0 4 −6 2

0 0 6 −6

 y R =


−2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 5

 .

Obsérvese que para este caso el conjunto de estados E = {0, 1, 2, 3} está formado
de la siguiente manera

N+ = {1, 3}, N+ = |N+| = 2,

N− = {0, 2}, N− = |N−| = 2,

E = N+ ∪N− y |E| = N+ +N−.

Lo que significa que hay dos estados (0 y 2) que tienen asociadas tasas de creci-
miento negativas (decrecimiento) y dos estados (1 y 3) que tienen asociadas tasas de
crecimiento positivas (crecimiento).

Para la validez del ejemplo, es importante notar que estas matrices cumplen con
la condición de regularidad (2.1). Analizando primero el generador del proceso Xt se
tiene que

π0 = 1 π1 =
1

2
π2 =

1

8
π3 =

1

24
,

p0 =
3

5
p1 =

3

10
p2 =

3

40
p3 =

1

40
,

que son las distribuciones estacionarias de la cadena de nacimiento y muerte, de
manera que al multiplicarlas por las respectivas tasas ri se tiene que

3∑
i=0

piri =

(
3

5

)
(−2) +

(
3

10

)
(1) +

(
3

40

)
(−1) +

(
1

40

)
(5) = −17

20
< 0.

Esto asegura que la cantidad de fluido del contenedor no es infinita al aumentar
el tiempo.

Haciendo una simulación del proceso usando estas matrices, en un periodo corto,
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digase t = 10, gráficamente el proceso se ve de la siguiente forma:

Obsérvese que, efectivamente, mientras el proceso Xt se mantiene en algún estado
con tasa positiva (1 y 3), la cantidad de fluido en el contenedor C aumenta, y durante
los periodos que el proceso Xt se encuentra en algún estado con tasa negativa (0 y 2)
la cantidad de fluido disminuye. Además, si la cantidad de fluido es cero y el proceso
Xt se mantiene en un estado con tasa negativa, la cantidad de fluido también se
mantiene en cero.

Ahora, se calculan los valores propios de la matriz a partir de los ceros del polino-
mio x∆∗3(x), para el cual se necesita calcular los primeros polinomios de la sucesión
{∆∗n(x)} definida en (2.15) que se ven de la siguiente manera
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∆∗0(x) = 1

∆∗1(x) = x+
3

2

∆∗2(x) = x2 − 3

2
x− 13

2

∆∗3(x) = x3 − 23

10
x2 − 133

10
x− 34

5
.

Según los resultados descritos en esta sección, el polinomio característico de la
matriz R−1QT puede verse como x∆∗3(x), por lo que los valores propios de la matriz
son los ceros de dicho polinomio, es decir

det[xI −R−1QT ] = x∆∗3(x).

Claramente una de las raíces del polinomio característico es cero, las demás raíces
serán calculadas con ayuda de Julia. Se obtiene que los ceros del polinomio caracte-
rístico en este caso, ya en orden creciente y agregando el cero, son

ξ0 ≈ −2,257365,

ξ1 ≈ −0,585711,

ξ2 = 0,

ξ3 ≈ 5,143077.

Obsérvese que esto concuerda con uno de los resultados principales que dice que
los valores propios de la matriz R−1QT son reales y simples, más aún, hay exacta-
mente N+ valores propios negativos, N− − 1 valores propios positivos y el cero.

Siguiendo con el procedimiento, para tener la expresión de la distribución estacio-
naria del proceso conjunto, se necesita tener los vectores propios y ciertas constantes
que hagan que se cumplan las condiciones iniciales como se muestra a continuación.

Como la suma de la ecuación (2.25), en este caso, va de cero a 1, basta con
calcular los vectores propios asociados a los valores propios negativos ξ0 y ξ1. Para
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este fin, se utiliza la fórmula de recurrencia (2.23), obteniendo para ξ0

v
(0)
0 = 1,

v
(0)
1 = −ξ0 +

1

2
≈ 2,757365,

v
(0)
2 =

(ξ0 + 1 + 2) v
(0)
1 − v

(0)
0

4
≈ 0,2619289392,

v
(0)
3 =

(−ξ0 + 2 + 4) v
(0)
2 − v

(0)
1

6
≈ −0,09908702416,

por lo tanto

v(0) = (1, 2,757365, 0,2619289392,−0,09908702416).

Para ξ1

v
(1)
0 = 1,

v
(1)
1 = −ξ1 +

1

2
≈ 1,085711,

v
(1)
2 =

(ξ1 + 1 + 2) v
(1)
1 − v

(1)
0

4
≈ 0,40530503112,

v
(1)
3 =

(−ξ1 + 2 + 4) v
(1)
2 − v

(1)
1

6
≈ 0,2639184669,

por lo tanto
v(1) = (1, 1,085711, 0,40530503112, 0,2639184669).

El siguiente paso es calcular las constantes c0 y c1 a partir de la ecuación (2.26)
obteniendo el sistema

p1 + c0v
(0)
1 + c1v

(1)
1 = 0,

p3 + c0v
(0)
3 + c1v

(1)
3 = 0,

cuya solución es

c0 ≈ −0,06229235184,

c1 ≈ −0,1181136134.
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Con lo que finalmente, para i y y fijas, es posible calcular la distribución estacio-
naria

Fi(y) = pi + c0e
yξ0v

(0)
i + c1e

yξ1v
(1)
i .

Sustituyendo los valores de pi, ci y v
(j)
i encontrados antes se encuentra que las

distribuciones estacionarias por estado son:

F0(y) =
3

5
− 0,06229235184e−2,257365y − 0,1181136134e−,0,585711y

F1(y) =
3

10
− 0,1717627507e−2,257365y − 0,1282372493e−,0,585711y

F2(y) =
3

40
− 0,01631616964e−2,257365y − 0,04787204175e−,0,585711y

F3(y) =
1

40
+ 0,00617236377e−2,257365y − 0,03117236377e−,0,585711y.

La gráfica de estas funciones de distribución es la siguiente:

La gráfica de la suma de estas distribuciones es:
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que representa la P [Ct ≤ y].

Es claro que al hacer crecer la cantidad de fluido y, las distribuciones estacionarias
por estado convergen a su correspondiente probabilidad, es decir

ĺım
y→∞

Fi(y) = pi ∀i ∈ N.

Analizando un poco las gráficas de las distribuciones se puede observar que la
probabilidad de que en un tiempo grande con y fija, la probabilidad de estar en el
estado cero es siempre mayor que la probabilidad de estar en cualquier otro estado,
de hecho, la probabilidad decrece conforme aumenta el estado.

Este hecho se puede ver analizando en un principio el generador infinitesimal Q
del proceso Xt y la matriz de tasas R. El generador infinitesimal siempre tiene tasas
de nacimiento menores a las tasas de muerte, y de hecho las tasas de muerte son el
doble de las tasas de nacimiento. Esto provoca que la cadena de nacimiento y muerte
permanezca más tiempo en los primeros estados, más aún, al ir a los estados mayores
el proceso regresará al estado cero rápidamente.

Aunado a esto, considerando el hecho de que el estado 0 tiene la menor tasa,
es decir, la tasa con la que el contenido decrece más rápidamente, mientras que el
estado 3 tiene la tasa de crecimiento más alta, se puede deducir que la cantidad de
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fluido no se alejará mucho del cero pues el proceso permanecerá más tiempo en el
estado con la tasa de decrecimiento más alta y menos tiempo en el estado con la tasa
de crecimiento más alta.

Además, al sumar las cuatro distribuciones se obtiene una función que se puede
interpretar como la probabilidad de que la cantidad de fluido sea menor a y, que a
partir de 10 ya es muy cercana a uno.

Derivando la expresión para las distribuciones estacionarias, es posible calcular
las respectivas densidades por estado. La gráfica es la siguiente:

Tomando en cuenta que las expresiones para las distribuciones estacionarias son
combinaciones de exponenciales, tiene sentido que las respectivas densidades tengan
la forma de densidades exponenciales y se puede observar que decrecen rápidamente.

Una trayectoria del proceso con t = 10, 000 se ve como sigue
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En la gráfica podemos observar que efectivamente el proceso sólo rebasa la cantidad
de 10 unidades tres veces y por un periodo de tiempo muy corto. Además de que
el contenido siempre se queda cerca de cero y cuando crece, regresa rápidamente a
cantidades bajas.
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Capítulo 3

Procesos de Fluido Modulado por
una cadena de Markov (N =∞)

En este capítulo se analiza el modelo de fluido modulado por una cadena de Mar-
kov en el que el proceso modulador Xt es una cadena de nacimiento y muerte con
espacio de estados infinito y las tasas de crecimiento del fluido en el depósito Ct son
constantes que dependen del estado de la cadena.

Se divide el estudio de este proceso en dos casos generales, el primero en el que
el número de estados asociados a una tasa de crecimiento positiva es finito y después
el caso en el que el número de estados asociados a una tasa de crecimiento negativa
es finito.

79
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3.1. Espacio de estados infinito con N+ <∞

En esta sección se analizará el caso en el que el espacio de estados E = {0, 1, 2, . . .}
es infinito con N+ < ∞, es decir, el número de estados asociados a tasas de creci-
miento positivas es finito. De igual forma que en la sección anterior, se busca resolver
el sistema (2.3) sujeto a las condiciones iniciales (2.9) y (2.10) ya que para este caso,
las dos condiciones tienen sentido.

Para resolver el sistema, como N+ < ∞, es posible aproximar la solución trun-
cando el espacio de estados hasta N suficientemente grande y posteriormente tomar
el límite cuando N tiende a infinito.

Sea N natural tal que N > max{N+}, y supondremos que se cumple la condición
de regularidad equivalente a (2.1), que en este caso es∑

i∈E

piri < 0.

Como pi = πi∑
j∈E πj

, para n > N se cumple que

n∑
i=0

πiri < 0. (3.1)

Entonces el espacio de estados de la cadena de nacimiento y muerte Xt es
E = {0, 1, . . . , N} y se define λN = 0 de tal forma que el N -ésimo estado sea
reflectante.

Obsérvese que bajo estas condiciones se cumple lo mismo que en el caso finito,
por lo que, para el sistema con espacio de estados truncado, la solución es de la
forma (2.25). Considerando que se tiene una expresión para la solución al sistema,
pero esta solución depende del valor de N , se reescribe la solución con notación que
lo indique de la siguiente manera
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FN
i (y) = p

(N)
i +

N+−1∑
j=0

c
(N)
j eξ

(N)
j yv

(N,j)
i , y ≥ 0 i = 0, . . . , N. (3.2)

Como se tomó N > max{N+}, la suma no depende de ella, lo que permite to-
mar el límite cuando N tiende a infinito. Teniendo en cuenta que se asumió que la
distribución estacionaria de la cadena de nacimiento y muerte existe, se cumple que∑

j∈E πj <∞, por lo que se tiene que

p
(∞)
i = ĺım

N→∞
p
(N)
i = ĺım

N→∞

πi∑N
i=0 πj

= pi i ∈ E.

Recordando que los polinomios ∆∗i (x) cumplen la ecuación de recurrencia (2.15),
y eliminando la condición de i ≤ N , se tiene que {∆∗i (x)}∞i=0 es una sucesión infinita
de polinomios ortogonales. Entonces el polinomio ∆∗N(x) es uno de los elementos
de dicha sucesión, y tiene N raíces reales que se denotarán en orden creciente por
ξ
(N)
0 , ξ

(N)
1 , . . . ξ

(N)
N .

Por el Corolario 1.5, para cualquier N fija, la sucesión {ξ(N)
i }∞N=i es decrecien-

te y ĺımN→∞ ξ
(N)
i existe (es posible que sea −∞). Sea ξ

(∞)
i = ĺımN→∞ ξ

(N)
i para

i = 1, . . . , N y ξ(∞)
0 = −∞, la Proposición 1.6 dice que si ξ(∞)

i = ξ
(∞)
i+1 para alguna

i ≥ 0, entonces ξ(∞)
i = ξ

(∞)
i+k , k = 1, 2, . . ..

Considerando además que se sabe que ∆∗N(x) tiene N raíces reales de las cuales,
en orden creciente, las primeras N+ son negativas, entonces los límites

ξ
(∞)
i = ĺım

N→∞
ξ
(N)
i i = 0, . . . , N+ − 1 existen y

−∞ < ξ
(∞)
0 < ξ

(∞)
1 < . . . < ξ

(∞)
N+−1 < 0.

Ahora es posible tomar el límite cuantoN tiende a infinito en v(j)i = ĺımN→∞ v
(N,j)
i .

Entonces el sistema (2.23) se transforma en
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v
(j)
0 = 1

µ1v
(j)
1 = r0ξ

(∞)
j + λ0

µiv
(j)
i = (ri−1ξ

(∞)
i + λi−1 + µi−1)v

(j)
i−1 − λi−2v

(j)
i−2 i > 1.

(3.3)

Para las constantes, se define c(N)
j como las constantes que dependen del número

de estados N y c(∞)
j = ĺımN→∞ c

(N)
j que, como son constantes, existen y son la única

solución del sistema (2.26) con los vectores v(j)i que se obtuvieron a partir de (3.3).
Con lo que se tiene lo necesario para tomar el límite en la solución del sistema con
número de estados infinito.

Como se cuenta con una expresión para el sistema con espacio de estados trun-
cado y se sabe que los límites de todos sus factores existen, mas aún, se conocen
expresiones para ellos, se puede encontrar una solución para el sistema con número
de estados infinito (no debe perderse de vista que un supuesto importante es que
N+ <∞) tomando el límite cuando N tiende a infinito en (3.2).

Con lo cual se obtiene que la distribución estacionaria de la cantidad de fluido en
el contenedor de un proceso de fluido modulado por una cadena de Markov, donde
la cadena tiene espacio de estado E infinito y N+ <∞ es

P [X = i, C ≤ y] = Fi(y) = pi +

N+−1∑
j=0

cjv
(j)
i eξ

(∞)
j y. (3.4)

3.1.1. Ejemplo.

Para ejemplificar el caso analizado en esta sección, al igual que en el Capítulo 2
se buscará un caso que simplifique los cálculos. El caso más sencillo que se puede
analizar con espacio de estados infinito, es cuando N+ = 1, es decir, sólo existe un
estado con tasa de crecimiento positiva. Se hará primero un análisis general de este
caso y después un ejemplo numérico.
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Considerese el caso en el que

r0 = r+ > 0 ri = −r− < 0 i = 1, 2, . . . (3.5)

es decir, N+ = 1 y N− =∞.

De la misma forma, ya que el espacio de estados es infinito, el caso más sencillo
para la cadena de nacimiento y muerte es tomar λ y µ constantes, es decir,

λi = λ µi+1 = µ i = 0, 1, . . . . (3.6)

Obsérvese que es este caso se tiene que la medida estacionaria de la cadena de
nacimiento y muerte es

πi =

(
λ

µ

)i
.

Por cuestiones de notación, se define

ρ =
λ

µ

y
σ =

r+
r+ + r−

,

con lo que se tiene que
πi = ρi.

Por la condición de ergodicidad
∑

i∈E πi < ∞, se tiene que ρ < 1. Además, con
la condición de estabilidad (3.1) que es

∑
i∈N πiri < 0, se tiene que

∑
i∈E

πiri = r+ − r−
∞∑
i=1

ρi < 0,

como
∑∞

i=1 ρ
i = ρ

1−ρ , se tiene que

r+ − r−
(

ρ

1− ρ

)
< 0,
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si y sólo si
r+ < ρ(r− + r+),

lo que implica que
r+

r− + r+
< ρ,

por lo tanto,
σ < ρ < 1. (3.7)

Para este caso, el problema principal radica en encontrar ξ(∞)
0 , pues la suma que

aparece en la solución general del sistema consta únicamente del sumando asociado
al único valor propio negativo (véase (3.4)). También se tendrá que encontrar el vec-
tor propio asociado y la constante c0.

Nótese que ξ(∞)
0 = ĺımN→∞ ξ

(N)
0 donde ξ(N)

0 es el cero mas pequeño de ∆∗N(x).

Lema 3.1. La sucesión {ξ(N)
0 }∞N=1 constituye una sucesión estrictamente decreciente

con límite

ξ
(∞)
0 = ĺım

N→∞
ξ
(N)
0 = − λ

r+
+

µ

r+ + r−
. (3.8)

Demostración. Sea

Ti(x) =

(
r−√
λµ

)i
∆∗i

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)
. (3.9)

donde, por en (2.15), la sucesión {∆∗i }
N
i=0 cumple la relación de recurrencia siguiente

∆∗0(x) = 1

∆∗1(x) = x+
λ

r+
+

µ

r−

∆∗i (x) =

(
x+

λ

r−
+

µ

r−

)
∆∗i−1(x)− λµ

r2−
∆∗i−2(x) 2 ≤ i ≤ N.

(3.10)
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Por (3.10), se tiene que

T0(x) =

(
r−√
λµ

)0

∆∗0

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)
= 1.

T1(x) =

(
r−√
λµ

)
∆∗1

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)
=

(
r−√
λµ

)(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−
+

λ

r+
− µ

r−

)
= 2x+

√
ρ+

√
ρ−1 +

√
ρ
r−
r+
−
√
ρ−1

= 2x+

√
ρ

σ
.

T2(x) =

(
r−√
λµ

)2

∆∗2

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)
=

(
r−√
λµ

)2 [(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−
− λ

r−
− µ

r−

)
∆∗1

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)]
−
(

r−√
λµ

)2 [
λµ

r2−
∆∗0

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)]
= 2x

(
r−√
λµ

)
∆∗1

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)
+

[
λ+ µ

r−
− λ

r−
− µ

r−

](
r−√
λµ

)2

∆∗1

(
2x
√
λµ+ λ+ µ

r−

)
− λµ

r2−

(
r−√
λµ

)2

= 2xT1(x)− T0(x).

De manera recurrente se obtiene que

T0(x) = 1

T1(x) = 2x+

√
ρ

σ

Ti = 2xTi−1(x)− Ti−2(x), i = 2, 3, . . .

(3.11)
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Como además se cumple, por (3.7), que

ρ < 1,

se tiene que
√
ρ < 1,

entonces
1
√
ρ
> 1.

Y como
σ < ρ,

entonces
σ
√
ρ
<
√
ρ,

lo que implica que √
ρ

σ
>

1
√
ρ
> 1,

por lo tanto
∣∣∣√ρσ ∣∣∣ > 1.

Por el Lema 1.25, b = −
√
ρ

σ
, y como |

√
ρ

σ
| > 1, la medida con respecto a la cual

los polinomios {Ti(x)} son ortogonales tiene un único salto de magnitud 1 − σ2

ρ
en

el punto −1
2

(√
ρ

σ
+ σ√

ρ

)
.

Según el Capítulo II, Sección 4 de [4], si se define la sucesión {ζi}∞i=1 donde ζi
es el cero mas pequeño de Ti(x) se cumple que la sucesión de ceros es estrictamente
decreciente y el límite cuando i tiende a infinito coincide con el punto de masa de la
medida con respecto a la cual son ortogonales.

Por lo cual el límite es el punto −1
2

(√
ρ

σ
+ σ√

ρ

)
para Ti(x).

Como Ti(x) y ∆∗i (x) están relacionados por la ecuación (3.9), es posible encontrar
el límite ξ(∞)

0 para ∆∗i (x) sustituyendo −1
2

(√
ρ

σ
+ σ√

ρ

)
en 2x

√
λµ+λ+µ
r−

. De esta manera
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se obtiene que

ξ
(∞)
0 =

2
(
−1

2

(√
ρ

σ
+ σ√

ρ

))√
λµ+ λ+ µ

r−
=
−
√
ρλµ
σ
− σ

√
λµ√
ρ

+ λ+ µ

r−

=
−λ
σ
− σµ+ λ+ µ

r−
=
−λ
(
1−σ
σ

)
+ µ (1− σ)

r−

=
−λ
(
r−
r+

)
+ µ

(
r−

r+−r−

)
r−

= − λ

r+
+

µ

r+ + r−
.

Para encontrar el único vector propio involucrado en la solución, que es el vector
propio asociado al único valor propio negativo, se sustituye ξ(∞)

0 del Teorema 3.1 en
(3.3) obteniendo

v
(0)
0 = 1,

v
(0)
1 = σ,

v
(0)
2 =

(
λ

µσ
+ σ

)
v
(0)
1 −

λ

µ
v
(0)
0 = σ2,

v
(0)
i =

(
λ

µσ
+ σ

)
v
(0)
i−1 −

λ

µ
v
(0)
i−2 = σi.

Para la constante c0 se debe resolver la ecuación p0 + c0v
(0)
0 = 0, por lo que

c0 = −p0. Donde además pi =
(

1− λ
µ

)(
λ
µ

)i
= (1− ρ)ρi.

Finalmente sustituyendo estos valores en (3.4) se tiene que

Fi(y) = (1− ρ)ρi − p0σie
(
− λ
r+

+ µ
r+−r−

)
y

= (1− ρ)ρi − (1− ρ)σie

(
− λ
r+

+ µ
r+−r−

)
y

= (1− ρ)

(
ρi − σie

(
− λ
r+

+ µ
r+−r−

)
y
)
.

(3.12)

Para el ejemplo numérico, se eligen tasas de muerte y de nacimiento grandes, con
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el fin de que el proceso haga cambios de estado rápidos. Ya que el único estado con
tasa de crecimiento positiva es el cero, se usará una tasa que haga que el fluido crez-
ca en mayor proporción que la tasa con la que el fluido decrece en todos los demás
estados.

Tomando λ = 50, µ = 60, r0 = 5 y r1 = −2 se tiene que, usando la notación
descrita arriba,

σ =
5

7
, ρ =

5

6
y σ < ρ < 1,

por lo que se cumple la condición de estabilidad. Una trayectoria de este proceso se
ve de la siguiente forma
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En las gráficas anteriores se puede ver que en los periodos donde la cadena de
nacimiento y muerte está en estados mayores a cero por mucho tiempo, el contenido
disminuye y se hace cero, mientras que en los intervalos en los que la cadena de na-
cimiento y muerte permanece saltando constantemente al estado cero, el contenido
aumenta rápidamente.

El proceso modulador se mantiene cerca del cero siempre ya que la tasa de naci-
miento es más pequeña que la tasa de muerte, lo que provoca que la cadena regrese
a los estados iniciales.

Ahora, para calcular las distribuciones estacionarias, se sustituyen los valores
necesarios en (3.12) y se encuentra que la distribución estacionaria por estado del
proceso conjunto en este caso esta dada por

Fi(y) =

(
1− 5

6

)((
5

6

)i
−
(

5

7

)i
e−

10
7
y

)
. (3.13)

La gráfica de las distribuciones estacionarias para los primeros estados es la si-
guiente

En la gráfica anterior se observa como al aumentar el estado, la distribución es-
tacionaria se va acercando al eje horizontal. Esto es porque al aumentar el estado
la probabilidad de estar en ese estado es muy pequeña cuando t es grande, pues la
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cadena permanece cerca del estado cero.

Si se hace la suma de Fi(y) sobre todos los estados, se obtiene la distribución
marginal del proceso Ct, es decir, la probabilidad de que el contenido sea menor a y,
la gráfica de la suma de las primeras distribuciones es la siguiente:

Se puede ver que en cero es muy cercana a 0.4. Se observa también que la pro-
babilidad aumenta rápidamente, de manera que al llegar a 4 es casi uno, lo que
quiere decir que la cantidad de fluido en el contenedor será siempre pequeña, pues la
probabilidad de ser menor a 5 es casi uno. Esto tiene sentido considerando que sólo
el primer estado tiene tasa de crecimiento positiva, y que el proceso modulador se
mantiene cerca del primer estado.

La siguiente es la gráfica de las densidades que se obtienen al derivar las expre-
siones encontradas para las distribuciones estacionarias por estado.
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Se puede observar que al igual que las distribuciones, las densidades van de-
creciendo conforme aumenta el estado, además de que también tienen la forma de
densidades exponenciales y decrecen rápidamente.

Una trayectoria del proceso Ct con t = 200 es la siguiente:

donde se puede observar que el proceso nunca rebasa la cantidad de tres unidades
de fluido.

3.2. Espacio de estados infinito con N− <∞

En esta Sección se considerará el caso en el que la cadena de nacimiento y muerte
que regula las tasas de crecimiento tiene espacio de estados infinito E = {0, 1, . . .} y
N− <∞, es decir, los estados asociados a tasas de crecimiento negativas son finitos,
lo que implica que los estados asociados a tasas de crecimiento positivas son infinitos,
esto es, N+ =∞.

Se presentará una aproximación a la solución del sistema (2.3) encontrando una
solución que sea única para cada estado y después se buscará una combinación lineal
de estas soluciones que satisfagan las condiciones iniciales del sistema original (2.9)
y (2.10).
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Se debe solucionar el sistema (2.3) que consta de un número infinito de ecuaciones,
como se busca una solución para cada estado j ∈ E, y además se supondrá que dicha
solución es única, entonces cada solución está sujeta a la condición

F
(j)
i (0) = δi,j i ∈ E, (3.14)

donde precisamente F (j)
i representa la solución para el estado j.

Sea F(y) la matriz con entrada (i, j) igual a F (j)
i (y) con i, j ∈ E, es decir, la

matriz que tiene en sus columnas las soluciones por estado para el sistema (2.3).
Entonces el sistema a resolver para este caso es

F ′(y) = R−1QTF(y),

donde R = diag(r0, r1, . . .) y Q el generador infinitesimal del proceso Xt con espacio
de estados infinito que se ve de la siguiente manera

Q =


−λ0 λ0 0 0 0 · · ·
µ1 −(µ1 + λ1) λ1 0 0 · · ·
0 µ2 −(µ2 + λ2) λ2 0 · · ·

0 0
. . . . . . . . . . . .

 .

Como se busca una solución única por estado, por (3.14) la condición inicial que
se debe satisfacer es

F(0) = I,

donde I representa a la matriz identidad.

Dada la forma del sistema a resolver, una primera forma de la solución es

F(y) = eyR
−1QT =

∞∑
k=0

(
R−1QT

)k yk
k!
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que entrada a entrada es

F
(j)
i (y) = eyR

−1QT =
∞∑
k=0

(
R−1QT

)k
i,j

rk

k!
i, j ∈ E. (3.15)

Por otro lado, se puede considerar los polinomios Pi(x) que cumplen la ecuación
xP (x) = P (x)R−1QT , y entrada a entrada, si

P (x) = (P0(x), P1(x), P2(x), . . .),

se cumple que
xPi(x) =

∑
j∈E

(
R−1QT

)
ji
Pj(x) i ∈ E.

Además cumplen la ecuación de recurrencia siguiente

P0(x) = 1,

λ0
r1
P1(x) = x+

λ0
r0
,

λi−1
ri

Pi(x) =

(
x+

λi−1 + µi−1
ri−1

)
Pi−1(x)− µi−1

ri−2
Pi−2(x) i = 2, . . .

(3.16)

Al igual que para el caso finito, se puede demostrar por inducción que

xnPi(x) =
∑
j∈E

(
R−1QT

)n
ji
Pj(x) i ∈ E, para toda n = 0, 1, . . .

Usando la fórmula anterior y la expresión en serie de Taylor alrededor del cero
de la función exponencial se tiene que

exyPi(x) =
∞∑
n=0

(xy)n

n!
Pi(x) =

∞∑
n=0

yn

n!
xnPi(x)

=
∞∑
n=0

yn

n!

∑
j∈E

(
R−1QT

)n
ji
Pj(x) =

∞∑
n=0

∑
j∈E

(
R−1QT

)n
ji

yn

n!
Pj(x).

Obsérvese que, como la matriz R−1QT es tridiagonal, la suma sólo tiene tres
sumandos, por lo que es convergente de manera que las sumas se pueden intercambiar
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y usando la forma de la solución que se obtuvo en (3.15) se obtiene

exyPi(x) =
∑
j∈E

∞∑
n=0

(
R−1QT

)n
ji

yn

n!
Pj(x) =

∑
j∈E

F
(i)
j (y)Pj(x). (3.17)

Además, como se muestra en el Lema siguiente, la sucesión {Pi(x)}∞i=0 está en C ,
es decir, constituye una sucesión de polinomios asociados a una sucesión de cadenas.

Se puede encontrar la sucesión de polinomios núcleo asociada a {Pi(x)}∞i=0 que
resulta ser la sucesión {∆∗i (x)} definida en (2.15) con N = ∞. Esta sucesión es
ortogonal con respecto al producto interior

〈f, g〉 =

∫ ∞
−∞

f(x)g(x)ψ∗(dx), (3.18)

donde ψ∗ es una medida positiva en R (véase Teorema 1.18).

El siguiente Lema brinda un resultado importante sobre los polinomios Pi(x),
pues se puede encontrar una igualdad que los dota de una especie de ortogonalidad
bajo las condiciones antes mencionadas.

Lema 3.2. Si la sucesión {∆∗i (x)}∞i=0 es ortogonal con respecto a una única medida
positiva con momento de orden finito -1 (en el sentido de que ψ∗({0}) = 0 y las
integrales

∫ 0−

−∞ x
−1ψ∗(dx) y

∫∞
0+
x−1ψ∗(dx) convergen) entonces existe una medida

signada ψ de masa total 1 tal que∫ ∞
−∞

Pi(x)Pj(x)ψ(dx) =
ri
r0πi

δij i, j ∈ E.

Si r0 < 0, la masa de ψ en el eje positivo es positiva y la masa en el eje negativo
es negativa. Lo contrario si r0 > 0.

Demostración. Con N = ∞ se tiene que la sucesión {∆i(x)} definida en (2.14)
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cumple la siguiente relación

∆0(x) = 1 = P0(x),

∆1(x) = x+
λ0
r0

=
λ0
r1
P1(x),

∆2(x) =

(
x+

λ1 + µ1

r1

)
P1(x)− λ0µ1

r0r1
P0(x) =

λ0λ1
r1r2

P2(x),

∆i(x) =

(
x+

λi−1 + µi−1
ri−1

)
Pi−1(x)− λi−2µi−1

ri−2ri−1
Pi−2(x) =

i∏
k=1

λk−1
rk

Pi(x).

(3.19)

Entonces

Pi(x) =
i∏

k=1

rk
λk−1

∆i(x). (3.20)

Por el Teorema 1.14 la sucesión infinita {∆i(x)}∞i=0 está en C , es decir, es una
sucesión de polinomios asociada a una sucesión de cadenas, por lo que la sucesión
{Pi(x)}∞i=0 también lo es y {∆∗i (x)}∞i=0 su correspondiente sucesión de polinomios
núcleo asociados que satisface la relación de recurrencia (2.15).

Por hipótesis, la sucesión {∆∗i (x)}∞i=0 es ortogonal con respecto a una única me-
dida positiva ψ∗. Cuando r0 < 0, la medida ψ∗ se normaliza del tal forma que tenga
masa total −λ0

r0
que, por hipótesis tiene momento finito de orden -1, por lo que por el

Teorema 1.18 existe una medida signada ψ respecto a la cual lo polinomios {∆i(x)}
son ortogonales. En consecuencia los polinomios {Pi(x)} también son ortogonales
con respecto a ψ.

Cuando r0 > 0, haciendo la misma normalización de ψ∗, resulta ser una medi-
da negativa, por lo que se puede aplicar el mismo Teorema 1.18 con el signo contrario.

Por la Proposición 1.7 se sabe que

∫ ∞
−∞

∆i(x)∆j(x)ψ(dx) =
i∏

k=1

λk−1µk
rk−1rk

δij,

por lo que sustituyendo en (3.20) se tiene que
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∫ ∞
−∞

Pi(x)Pj(x)ψ(dx) =

∫ ∞
−∞

i∏
k=1

rk
λk−1

∆i(x)

j∏
m=1

rm
λm−1

∆j(x)ψ(dx)

=
i∏

k=1

rk
λk−1

j∏
m=1

rm
λm−1

∫ ∞
−∞

∆i(x)∆j(x)ψ(dx)

=
i∏

k=1

rk
λk−1

j∏
m=1

rm
λm−1

i∏
n=1

λn−1µn
rn−1rn

δij.

Obsérvese que el caso en el que i 6= j el resultado es cero, por lo que interesa
saber el valor de la constante cuando i = j

∫ ∞
−∞

Pi(x)Pi(x)ψ(dx) =
i∏

k=1

rk
λk−1

rk
λk−1

λk−1µk
rk−1rk

δii

=
i∏

k=1

rkµk
rk−1λk−1

=
r1 . . . riµ1 . . . µi

r0 . . . ri−1λ0 . . . λi−1

=
riµ1 . . . µi
r0λ0 . . . λi−1

=
ri

r0
λ0...λi−1

µ1...µi

=
ri
r0πi

.

Con lo que se tiene que∫ ∞
−∞

Pi(x)Pj(x)ψ(dx) =
ri
r0πi

δij i, j ∈ E.

Nótese que el Lema 3.2 habla sobre un producto interior 〈·, ·〉 con respecto al cual
los polinomios {Pi(x)} son ortogonales. Usando propiedades del producto interior y
la ecuación (3.17) se tiene que
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〈exyPj(x), Pi(x)〉 =

〈∑
k∈E

F
(i)
k (y)Pj(x), Pi(x)

〉
=
∑
k∈E

F
(i)
k (y) 〈Pj(x), Pi(x)〉

=
∑
k∈E

F
(i)
k (y)

ri
r0πi

δij.

Como dicho producto interior está definido por la integral del Lema 3.2, entonces∫ ∞
−∞

exyPj(x)Pi(x)ψ(dx) = F
(j)
i

ri
r0πi

y despejando F (j)
i

F
(j)
i =

r0πi
ri

∫ ∞
−∞

exyPj(x)Pi(x)ψ(dx) y ≥ 0, i ∈ E,

que es la solución al sistema para el estado j ∈ E. Como lo que se busca es una solu-
ción al sistema general, sin depender de un estado, se agregan las condiciones iniciales
originales (2.9) y (2.10). Entonces se busca una expresión para la solución que sea
combinación lineal de las soluciones por estado, por lo que se buscan constantes aj,
i ∈ E tal que

Fi(y) =
∑
j∈E

ajF
(j)
i (y) i, j ∈ E y ≥ 0. (3.21)

Con (3.21) y agregando la condición (3.14) sobre cada estado se tiene que

Fi(0) = ai i ∈ E.

Además por la condición (2.9) se tiene que

Fi(0) = ai = 0 i ∈ N+. (3.22)

Como se está analizando el caso en que N+ = ∞, por (3.22) se tiene que en
(3.21) todas las constantes ai, i ∈ N+ se anulan, lo que hace que Fi(y) sea finita y
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sustituyendo las soluciones por estado

Fi(y) =
∑
j∈N−

ajF
(j)
i (y)

=
∑
j∈N−

aj
r0πi
ri

∫ ∞
−∞

exyPj(x)Pi(x)ψ(dx)

=
r0πi
ri

∫ ∞
−∞

exyPi(x)

∑
j∈N−

ajPj(x)

ψ(dx) y ≥ 0, i ∈ E.

Ahora el problema es encontrar las constantes aj, que puede no ser sencillo. Se tiene
el siguiente Lema.

Lema 3.3. La parte de la medida ψ concentrada en el eje positivo consiste de N−−1

puntos de masa aislados.

Demostración. Dado que existe una relación entre el soporte de una medida positiva
y los ceros de los polinomios que son ortogonales con respecto a dicha medida, se
analizarán los ceros de los polinomios {∆∗i (x)} para obtener información sobre el
soporte de la medida ψ∗ que está estrechamente relacionada con ψ.

Sea i ≥ max{N−}, xij el j-ésimo cero del polinomio ∆i(x) y x∗ij el j-ésimo cero
de ∆∗i (x), j = 0, . . . , i. Por el Teorema 1.19, el polinomio ∆i(x) tiene N− raíces
positivas, más aún, en orden creciente se tiene que

xi,1 < xi,2 < . . . < xi,i−N− < 0 < xi,i−N−+1 < . . . < xi,i

y por el Teorema 1.20, los ceros de ∆∗i (x) están separados por lo ceros de ∆i(x), es
decir

xi,j−1 < x∗i,j < xi,j j = 1, . . . , i

donde xi,0 = −∞.

Obsérvese que como ∆∗i (x) es un polinomio mónico, entonces ĺımx→∞∆∗i (x) =∞.
Supóngase que N− es un número par. Si ∆∗i (0) < 0, como ĺımx→∞∆∗i (x) =∞ el poli-
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nomio ∆∗i (x) debe cruzar la parte positiva del eje x un número impar de veces, como
hay N− ceros de ∆i(x) en la parte positiva y estos separan a los ceros de ∆∗i (x),
entonces hay N− − 1 ceros de ∆∗i (x) en la parte positiva del eje x, entonces el cero
i− (N− − 1) está en la parte negativa, es decir, x∗i,i−N−+1 < 0.

Por el contrario, si x∗i,i−N−+1 < 0, entonces quiere decir que hay N− − 1 ce-
ros de ∆∗i (x) en la parte positiva del eje x, como ĺımx→∞∆∗i (x) = ∞, debe pasar
que ∆∗i (0) < 0. Siguiendo el mismo razonamiento, si N− es un número impar y
x∗i,i−N−+1 < 0 implica que ∆∗i (0) > 0 y viceversa.

Por lo que x∗i,i−N−+1 < 0 si y sólo si signo(∆∗i (0)) es igual a (−1)N−−1. Es posible
probar por inducción que signo(∆∗i (0)) = (−1)N−signo(

∑i
k=0 πkrk).

Como i ≥ max{N−}, es posible encontrar i suficientemente grande tal que

x∗i,1 < . . . < x∗i,i−N−+1 < 0 < x∗i,i−N−+2 < . . . < x∗i,i,

por lo que ∆∗i (x) tiene N−−1 ceros positivos. Sea sop(ψ∗) el soporte de ψ∗, ζN− =∞
y los límites ζj = ĺımi→∞ x

∗
i,i−N−+j+1, j = 1, . . . , N−−1 que por el Teorema 1.4 existen

en R+ ∪ {∞}. Por el Corolario 1.5 se sabe que la sucesión {x∗i,i−k+1}∞k=0 es creciente,
y de hecho

0 < ζ1 < . . . < ζN−−1 < ζN− =∞, (3.23)

y por la Proposición 1.6 si ζk = ζk+1 para alguna k, entonces ζk = ĺımi→∞ x
∗
i,i−N−+1

lo que no puede pasar pues no se cumpliría (3.23).

En el Capítulo 2, Sección 4 de [4] se muestra que sop(ψ∗)∩R+\{ζ0, . . . , ζN−−1} = ∅
y que al menos un punto del soporte de ψ∗ está en el intervalo (x∗i,j, x

∗
i,j+1), j = 1, . . . , i

con x∗i,i+1 = ∞. Entonces sop(ψ∗)∩R+={ζ0, . . . , ζN−−1}. Por el Teorema 1.18, el
sop(ψ) = sop(ψ∗)∪ {0}, entonces ψ tiene N− − 1 puntos de masa en el eje positivo.

Con el Lema 3.3, como los puntos de masa ζ1, . . . ζN−−1 de la medida ψ están en
el eje positivo y Fi(y) es una probabilidad, los límites de la integral en la expresión
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de Fi(y) deben ser −∞ y 0, mientras que las constantes aj deben ser tales que

∑
j∈N−

ajPj(ζk) = 0 k = 1, . . . N− − 1.

Además, como se busca que la cantidad de fluido esté en equilibrio, debe pasar
que la cantidad de fluido que entra sea igual a la cantidad de fluido que sale. Esto
se puede representar con la siguiente ecuación∑

j∈N+

pjrj = −
∑
j∈N−

(pj − aj)rj,

donde el lado izquierdo de la igualdad representa la cantidad de fluido que entra pues
se cuenta sobre N+, que es el conjunto de estados con tasas de crecimiento positivas,
mientras que el lado derecho representa la cantidad de fluido que sale pues cuenta
sobre N− que es el conjunto de estados con tasas negativas.

Despejando y sustituyendo la definición de pi en la ecuación anterior∑
j∈N−

ajrj =
∑
j∈N+

pjrj +
∑
j∈N−

pjrj

=
∑
j∈E

pjrj

=
∑
j∈E

πjrj∑
k∈E πk

=

∑
j∈E πjrj∑
k∈E πk

.

(3.24)

Proposición 3.4. Sea Pi(y) definida como en (3.16), entonces Pi(0) = ri
r0

para toda
i ∈ N .

Demostración. Por inducción. Para i = 1 es claro pues P0(0) = 1 = r0
r0
.

Supóngase que se cumple para i < k que Pi(0) = ri
r0
.

Por demostrar que se cumple para i = k. Se tiene que
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Pk(0) =
rk
λk−1

[(
λk−1 + µk−1

rk−1

)
rk−1
r0
−
(
µk−1
rk−2

)
rk−2
r0

]
=

rk
λk−1

[
λk−1 + µk−1

r0
− µk−1

r0

]
=

rk
λk−1

[
λk−1
r0

]
=
rk
r0
.

Regresando a (3.24), por la Proposición 3.4 se tiene que rj = r0Pj(0), entonces

∑
j∈N−

ajrj = r0
∑
j∈N−

aj
r0Pj(0)

r0
= r0

∑
j∈N−

ajPj(0),

por lo que

r0
∑
j∈N−

ajPj(0) =

∑
j∈E πjrj∑
k∈E πk

. (3.25)

Teorema 3.5. Bajo las condiciones del Lema 3.2, la medida ψ∗ bajo la cual los
polinomios {∆∗i (x)}∞i=0 son ortogonales cumple∫ ∞

−∞
x−1ψ∗(dx) = 1− r0∑∞

j=0 rjπj
.

Demostración. Sea ψ∗ la medida con respecto a la cual la sucesión {∆∗i (x)}∞i=0 es una
sucesión de polinomios ortogonales, donde {∆∗i (x)}∞i=0 cumple la ecuación de recu-
rrencia (2.15). Entonces existe una medida positiva con masa total igual a 1 con res-
pecto la cual son ortogonales, de hecho esta medida resulta ser φ(dx) = − r0

λ0
ψ∗(dx),

ya que ψ∗ está parametrizada de manera que tenga masa total −λ0
r0
.

Para n = 1, 2, . . . se construye una medida discreta φn de manera que su k-ésimo
momento sea igual al k-ésimo momento de φ, k = 0, . . . , 2n − 1. En particular se
define a φn en los puntos de masa de φ como 1/

∑n−1
j=0 ∆̃∗j(xnk), k = 1, . . . , n, donde

{∆̃∗j(x)}∞j=0 es la sucesión de polinomios ortonormales asociados a {∆∗j(x)}∞j=0 y xnk
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el k-ésimo cero del polinomio ∆∗n(x).

Por el método de momentos del Capítulo 2, Sección 6 de [4], se sabe que φn
converge débilmente a φ cuando n tiende a infinito. Entonces para s /∈ sop(φ) se
tiene ∫ ∞

−∞

φ(dx)

s− x
= ĺım

n→∞

∫ ∞
−∞

φn(dx)

s− x
. (3.26)

Por el Teorema 4.3 de la Sección 3 de [4] (Teorema de Markov)

∫ ∞
−∞

φn(dx)

s− x
=

∆̃
∗(1)
n−1(s)

∆̃∗n(s)
=

∆
∗(1)
n−1(s)

∆∗n(s)
(3.27)

donde {∆̃∗(1)n (x)}∞n=0 y {∆
∗(1)
n (x)}∞n=0 son los correspondientes polinomios numerado-

res definidos en (1.8) asociados a {∆̃∗n(x)}∞n=0 y {∆∗n(x)}∞n=0 respectivamente.

Lema 3.6. Sea {∆∗i (x)}∞i=0 la sucesión de polinomios ortogonales definida en (2.15),
entonces se cumple que

∆∗n(0) =
µ1 · · ·µn
r0 · · · rn

n∑
i=0

riπi , para toda n = 1, 2, . . . .

Demostración. Por inducción. Para n=1 se tiene que

∆∗1(0) =
µ1

r1
+
λ0
r0

=
µ1

r0r1

[
r0 +

r1λ0
µ1

]
=

µ1

r0r1

1∑
i=0

riπi.

Supóngase que para k < n se cumple que

∆∗k(0) =
µ1 · · ·µk
r0 · · · rk

k∑
i=0

riπi.

Por demostrar que se cumple para n

∆∗n(0) =

(
λn−1
rn−1

+
µn
rn

)
∆∗n−1(0)− λn−1µn−1

r2n−1
∆∗n−2(0),
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usando la hipótesis de inducción se tiene que

∆∗n(0) =

(
λn−1
rn−1

+
µn
rn

)
µ1 · · ·µn−1
r0 · · · rn−1

n−1∑
i=0

riπi,−
λn−1µn−1
r2n−1

µ1 · · ·µn−2
r0 · · · rn−2

n−2∑
i=0

riπi

=
µ1 · · ·µn−1
r0 · · · rn−1

[
λn−1
rn−1

n−1∑
i=0

riπi +
µn
rn

n−1∑
i=0

riπi −
λn−1
rn−1

n−2∑
i=0

riπi

]

=
µ1 · · ·µn−1
r0 · · · rn−1

[
λn−1πn−1 +

µn
rn

n−1∑
i=0

riπi

]

=
µ1 · · ·µn−1
r0 · · · rn−1

[
µn
rn
rnπn +

µn
rn

n−1∑
i=0

riπi

]

=
µ1 · · ·µn
r0 · · · rn

n∑
i=0

riπi.

En la quinta igualdad se usa la definición de πn desarrollada como

πn =
n−1∏
j=0

λj
µj+1

=
λn−1
µn

n−2∏
j=0

λj
µj+1

=
λn−1
µn

πn−1. (3.28)

Lema 3.7. Sea {∆∗i (x)}∞i=0 como en el Lema 3.6 y {∆∗(1)i (x)}∞i=0 su correspondiente
sucesión de polinomios numeradores, entonces

∆
∗(1)
n−1(0) =

µ1 · · ·µn
λ0r1 · · · rn

n∑
i=1

riπi, para toda n = 1, 2, . . . .

Demostración. Para n = 2 se tiene que

∆
∗(1)
1 (0) =

µ2

r2
+
λ1
r1

=
µ1µ2

λ0r1r2

[
r1λ0
µ1

+
r2λ0λ1
µ1µ2

]
=

µ1µ2

λ0r1r2

2∑
i=1

riπi.

Supóngase que se cumple para k < n− 1 que

∆
∗(1)
k (0) =

µ1 · · ·µk+1

λ0r1 · · · rk+1

k+1∑
i=1

riπi.
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Entonces para n− 1 se tiene que

∆
∗(1)
n−1(0) =

(
λn−1
rn−1

+
µn
rn

)
∆
∗(1)
n−2(0)− λn−1µn−1

r2n−1
∆
∗(1)
n−3(0)

=

(
λn−1
rn−1

+
µn
rn

)
µ1 · · ·µn−1
λ0r1 · · · rn−1

n−1∑
i=1

riπi −
λn−1µn−1
r2n−1

µ1 · · ·µn−2
λ0r1 · · · rn−2

n−2∑
i=1

riπi

=
µ1 · · ·µn−1
λ0r1 · · · rn−1

[
λn−1
rn−1

n−1∑
i=1

riπi +
µn
rn

n−1∑
i=1

riπi −
λn−1
rn−1

n−2∑
i=1

riπi

]

=
µ1 · · ·µn−1
λ0r1 · · · rn−1

[
λn−1πn−1 +

µn
rn

n−1∑
i=1

riπi

]

=
µ1, . . . , µn−1
λ0r1, . . . , rn−1

[
µn
rn
rnπn +

µn
rn

n−1∑
i=1

riπi

]

=
µ1 · · ·µn
λ0r1 · · · rn

n∑
i=1

riπi.

Donde se utiliza (3.28) para obtener la quinta igualdad.

Volviendo al problema principal, se tiene que como φ tiene masa total igual a
uno y tomando s = 0 en (3.26)∫ ∞

−∞

ψ∗(dx)

x
= −λ0

r0

∫ ∞
−∞

φ(dx)

x

=
λ0
r0

∫ ∞
−∞

φ(dx)

−x

=
λ0
r0

ĺım
n→∞

∫ ∞
−∞

φn(dx)

−x

y sustituyendo en (3.27)

∫ ∞
−∞

ψ∗(dx)

x
=
λ0
r0

ĺım
n→∞

∆
∗(1)
n−1(0)

∆∗n(0)
,

entonces finalmente usando los Lemas 3.6 y 3.7
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∫ ∞
−∞

ψ∗(dx)

x
=
λ0
r0

ĺım
n→∞

µ1···µn
λ0r1···rn

∑n
i=1 riπi

µ1···µn
r0···rn

∑n
i=0 riπi

=
λ0
r0

ĺım
n→∞

r0
∑n

i=1 riπi
λ0
∑n

i=0 riπi

= ĺım
n→∞

∑n
i=0 riπi − r0π0∑n

i=0 riπi
.

= ĺım
n→∞

[
1− r0π0∑n

i=0 riπi

]
.

Por lo tanto, ∫ ∞
−∞

ψ∗(dx)

x
= 1− r0π0∑∞

i=0 riπi
. (3.29)

Ahora que se cuenta con los elementos necesarios, se puede enunciar el teorema
principal de la sección.

Teorema 3.8. Bajo las mismas condiciones del Lema 3.2, cuando N− <∞ la dis-
tribución conjunta estacionaria Fi(y) = P [Xt = i, Ct ≤ y], i ∈ E, E = {0, 1, 2, . . .}
y r ≥ 0 del proceso (Xt, Ct) se puede expresar como

Fi(y) = pi +
πi
ri

∫ 0−

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx),

donde Pi(x), i ∈ N son los polinomios definidos en (3.16), y ψ la medida con respecto
a la cual estos polinomios son ortogonales definida en el Lemma 3.2. R(x) está
definido como

R(x) = r0
∑
j∈N−

ajPj(x),

y entonces R(0) tiene la forma de (3.25):

R(0) =

∑
j∈E πjrj∑
j∈E πj

,
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y R(ζj) = 0, j = 1, . . . , N− − 1 con ζ1, . . . ζN−1 los puntos del soporte de ψ en el eje
positivo.

Demostración. Sea Fi(y) = πi
ri

∫ 0−

−∞ e
xyPi(x)R(x)ψ(dx), sustituyendo en la fórmula

(2.6) se tiene

λi−1Fi−1(y)− (λi + µi)Fi(y) + µi+1Fi+1(y) =
λi−1πi−1
ri−1

∫ 0−

−∞
exyPi−1(x)R(x)ψ(dx)

− (λi + µi)πi
ri

∫ 0−

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx)

+
µi+1πi+1

ri+1

∫ 0−

−∞
exyPi+1(x)R(x)ψ(dx)

=

∫ 0−

−∞
exy
[
λi−1πi−1
ri−1

Pi−1(x)− (λi + µi)πi
ri

Pi(x) +
µi+1πi+1

ri+1

Pi+1(x)

]
R(x)ψ(dx).

Sustituyendo (2.11) se tiene que

λi−1πi−1
ri−1

=
λi−1

∏i−2
j=0

λj
µj+1

ri−1
=
µiπi
ri−1

y de igual manera
µi+1πi+1

ri+1

=
µi+1

∏i
j=0

λj
µj+1

ri+1

=
λiπi
ri−1

.

Regresando a la ecuación diferencial, se tiene que por lo anterior y por la ecuación
(3.16) ocurre que

λi−1Fi−1(y)− (λi + µi)Fi(y) + µi+1Fi+1(y)

=

∫ 0−

−∞
exy
[
µiπi
ri−1

Pi−1(x)− (λi + µi)πi
ri

Pi(x) +
λiπi
ri+1

Pi+1(x)

]
R(x)ψ(dx)

=

∫ 0−

−∞
exyπixPi(x)R(x)ψ(dx)

= ri
πi
ri

∫ 0−

−∞
xexyPi(x)R(x)ψ(dx)

= riF
′
i (y).
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Por lo tanto Fi(y) cumple la ecuación diferencial (2.6). Además se tiene que por
el Lema 3.2

Fi(0) =
r0πi
ri

∫ 0+

−∞
Pi(x)R(x)ψ(dx) =

r0πi
ri

∫ 0+

−∞
Pi(x)

∑
j∈N−

ajPj(x)

ψ(dx)

=
r0πi
ri

∑
j∈N−

aj

∫ 0+

−∞
Pi(x)Pj(x)ψ(dx)

=
r0πi
ri

∑
j∈N−

aj

(
ri
r0πi

δij

)
=
∑
j∈N−

ajδij = 0, para toda i ∈ N+.

Por lo que Fi(y) cumple la condición inicial (2.9). Ahora tomando el límite cuando
y tiende a infinito

ĺım
y→∞

Fi(y) = ĺım
y→∞

πi
ri

∫ 0−

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx)

=
πi
ri

ĺım
y→∞

∫ 0−

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx)

=
πi
ri

∫ 0−

−∞
ĺım
y→∞

exyPi(x)R(x)ψ(dx)

=
πi
ri
Pi(0)R(0)ψ({0}).

(3.30)

Como se está trabajando bajo el supuesto de que ψ∗ está normalizada de ma-
nera que su masa total sea −λ0

r0
por el Teorema 1.18 se tiene que ψ({0}) = 1 −∫∞

−∞ x
−1ψ∗(dx) y por el Teorema 3.5

∫∞
−∞ x

−1ψ∗(dx) = 1− r0∑∞
j=0 rjπj

.

Entonces sustituyendo Pi(0) de la Proposición 3.4 y el valor de ψ({0}) en la
ecuación (3.30) se tiene que

ĺım
y→∞

Fi(y) =
πi
ri

(
ri
r0

)(∑∞
j=0 rjπj∑∞
j=0 πj

)(
r0∑∞

j=0 rjπj

)
=

πi∑∞
j=0 πj

= pi,
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por lo tanto, Fi(y) satisface la segunda condición inicial (2.10). Finalmente se tiene
que la distribución conjunta estacionaria de (Xt, Ct) está dada por

Fi(y) =
πi
ri

∫ 0+

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx)

=
πi
ri
Pi(0)R(0)ψ({0}) +

πi
ri

∫ 0−

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx)

= pi +
πi
ri

∫ 0−

−∞
exyPi(x)R(x)ψ(dx).

3.2.1. Ejemplo.

Al igual que en la sección anterior, para ejemplificar este proceso se analizará el
caso más sencillo. Como se requiere que N− sea finito, se definirá un sistema donde
únicamente el primer estado tendrá asociada una tasa de crecimiento negativa y to-
dos los demás estados tendrán asociada una tasa de crecimiento positiva.

Para el análisis general, considere las tasas

r0 = −r− y ri = r+ i = 1, 2, . . .

y las tasas de nacimiento y muerte constantes

λi = λ µi+1 = µ i = 0, 1, . . .

Si definimos ρ = λ
µ
y σ = r−

r++r−
se tiene que la medida estacionaria de la cadena

de nacimiento y muerte es
πi = ρi,

de esta manera se tiene que
∑

i∈E πi = 1
1−ρ , por lo que pi = πi∑

j∈E πj
= (1− ρ)ρi.

Como se debe cumplir la condición de estabilidad
∑

i∈E πiri < 0, se tiene que

ρ < σ.
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Además, como P0(x) = 1 se tiene que el polinomio R(x) es de la siguiente forma

R(x) = r0a0P0(x) = r0a0 = R(0) =

∑
j∈E πjrj∑
i∈E πi

=
−r−π0 +

∑
j∈E πjr+ − r+π0∑
i∈E πi

= r+ −
π0(r− + r+)∑

i∈E πi
.

Como π0 = 1 y
∑

i∈E πi = 1
1−ρ se tiene que

R(x) = r+ − (r− + r+)(1− ρ) = r+ − r− + r−ρ− r+ + r+ρ

= −r− + r−ρ+ r+ρ = −r− + ρ(r− + r+) = −r−
(

1− ρr+ + r−
r−

)
= −r−

(
1− ρ

σ

)
.

Para los polinomios Pi(x) se tiene que sustituyendo en (3.16)

P0(x) = 1

P1(x) =
r+
λ
x− r+

r−

P2(x) =
(r+
λ
x+ 1 +

µ

λ

)
P1(x) +

µr+
λr−

Pi(x) =
(r+
λ
x+ 1 +

µ

λ

)
Pi−1(x)− µ

λ
Pi−2(x) i = 3, 4, . . .

y para los ∆∗i (x), sustituyendo en (2.15)

∆∗0(x) = 1

∆∗1(x) = x− λ

r−
+

µ

r+

∆∗i (x) =

(
x+

λ+ µ

r+

)
∆∗i−1(x)− λµ

r2+
∆∗i−2(x) i = 2, 3, . . .

Lema 3.9. La medida ψ∗ con respecto a la cual la sucesión de polinomios {∆∗i (x)}i≥0
es ortogonal, normalizada de tal forma que tenga masa total igual a λ

r−
es
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ψ∗(dx) =

√
4ρ−

(
r+x
µ

+ ρ+ 1
)2

2π
(
ρ
σ
− r−x

µσ
− 1
) dx.

Demostración. Si definimos la transformación

Ti(x) =

(
r+√
λµ

)i
∆∗i

(
2x
√
λµ− λ− µ
r+

)
,

entonces la sucesión de polinomios {Tn(x)}n≥0 es una sucesión perturbada de poli-
nomios de Chebyshev que cumple

T0(x) = 1,

T1(x) = 2x−
√
ρ

σ
,

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) n = 2, 3, . . .

Por el Lemma 1.25 de la Sección 1.1 del Capítulo 1, se tiene que b =
√
ρ

σ
y se sabe

que la sucesión es ortogonal con respecto a la medida de masa total 1 dada por

ψT (x) =
2

π

√
1− x2

1 + ρ
σ2 −

2x
√
ρ

σ

dx

y tiene un salto en el punto
√
ρ

2σ
− σ

2
√
ρ
de tamaño 1− ρ

σ2 .

Se tiene entonces que

δij =
2

π

∫ 1

−1
Ti(x)Tj(x)

√
1− x2

1 + ρ
σ2 −

2x
√
ρ

σ

dx+

(
1− σ2

ρ

)
Ti

(√
ρ

2σ
− σ

2
√
ρ

)
Tj

(√
ρ

2σ
− σ

2
√
ρ

)
.

Como nos interesa el caso en el que no es cero, se toma i = j, entonces

1 =
2

π

∫ 1

−1

(
r+√
λµ

)2i

∆∗i

(
2x
√
λµ− λ− µ
r+

)2 √
1− x2

1 + ρ
σ2 −

2x
√
ρ

σ

dx, (3.31)
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haciendo y = 2x
√
λµ−λ−µ
r+

se tiene que

dy =
2
√
λµ

r+
dx, x =

yr+ + λ+ µ

2
√
λµ

y para los límites, si x = 1 entonces y = −µ(1−√ρ)2
r+

y si x = −1 entonces y =

−µ(1+
√
ρ)2

r+
. Por lo que la integral (3.31) se ve de la siguiente manera

1 =
2

π

∫ −µ(1−√ρ)2
r+

−µ(1+
√
ρ)2

r+

(
r+√
λµ

)2i

∆∗i (y)2

√
1−

(
yr++λ+µ

2
√
λµ

)2
1 + ρ

σ2 −
2
(
yr++λ+µ

2
√
λµ

)√
ρ

σ

dy

=
1

2π

∫ −µ(1−√ρ)2
r+

−µ(1+
√
ρ)2

r+

(
r+√
λµ

)2i

∆∗i (y)2

√
4ρ−

(
yr+
µ

+ ρ+ 1
)2

λ
r+

+ λρ
σ2r+
− yρ

σ
− λρ

σr+
− µρ

σr+

dy,

como la medida con respecto a la cual la sucesión {∆∗i (x)} es ortogonal debe estar
normalizada de forma que tenga masa total λ

r−
se tiene que

λ

r−
=

1

2π

∫ −µ(1−√ρ)2
r+

−µ(1+
√
ρ)2

r+

(
r+√
λµ

)2i

∆∗i (y)2

√
4ρ−

(
yr+
µ

+ ρ+ 1
)2

r−
λ

(
λ
r+

+ λρ
σ2r+
− yρ

σ
− λρ

σr+
− µρ

σr+

)dy

=
1

2π

∫ −µ(1−√ρ)2
r+

−µ(1+
√
ρ)2

r+

(
r+√
λµ

)2i

∆∗i (y)2

√
4ρ−

(
yr+
µ

+ ρ+ 1
)2

ρ
σ
− yr−

σµ
− 1

dy.

Por lo tanto la medida de ortogonalizacion de la sucesión {∆∗i (x)} normalizada
de forma que tenga masa total igual a λ

r+
es

ψ∗(dx) =

√
4ρ−

(
xr+
µ

+ ρ+ 1
)2

2π
(
ρ
σ
− xr−

µσ
− 1
) dx.

Ahora, por el Teorema 1.18 se tiene que la medida de ortogonalización asociada
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a los polinomios {∆i(x)}i≥0 y por lo tanto a los polinomios {Pi(x)}i≥0 está dada por

ψ(dx) = x−1ψ∗(dx) x 6= 0,

con lo que se tiene que la medida de ortogonalización para {Pi(x)}i≥0 está dada por

ψ(dx) =

√
4ρ−

(
r+x
µ

+ ρ+ 1
)2

2πx
(
ρ
σ
− r−x

µσ
− 1
) dx

para −µ(1+
√
ρ)2

r+
≤ x ≤ −µ(1−√ρ)2

r+
.

Por lo que finalmente se tiene que la distribución estacionaria del proceso conjunto
(Xt, Ct) es

Fi(x) = (1− ρ)ρi − (σ − ρ)ρir−
σri

∫ −µ(1−√ρ)2
r+

−µ(1+
√
ρ)2

r+

exyPi(x)

√
4ρ−

(
r+x
µ

+ ρ+ 1
)2

2πx
(
ρ
σ
− r−x

µσ
− 1
) dx.

(3.32)

Para ejemplificar numéricamente este proceso, se eligen tasas de nacimiento y
muerte

λ = 10 y µ = 70

y tasas de crecimiento

r0 = −10 y ri = 1 i = 1, 2, . . . ,

entonces
r− = 10 y r+ = 1,

de manera que

ρ =
1

7
y σ =

10

11
(3.33)

donde se cumple que ρ < σ.
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Una trayectoria del proceso, con t = 20 es

donde se puede ver que la cadena de nacimiento y muerte regresa siempre al estado
cero que tiene tasa de crecimiento negativa, ya que la tasa de muerte es mucho más
grande que la tasa de nacimiento. Como consecuencia, la cantidad de fluido en el
contenedor es siempre muy cercana a cero.

Para encontrar la distribución estacionaria, se sustituyen los valores necesarios
en (3.32) y se obtiene que la distribución estacionaria por estado es

F0(y) =
6

7
+

59

14π

∫ −80+20
√
7

−80−20
√
7

exy

√
4
7
−
(
x
70

+ 8
7

)2
x
(
11
70

(1− x)− 1
)dx

Fi(y) =
6

7

(
1

7

)i
−

59
(
1
7

)i
14π

∫ −80+20
√
7

−80−20
√
7

exyPi(x)

√
4
7
−
(
x
70

+ 8
7

)2
x
(
11
70

(1− x)− 1
)dx i = 1, 2, . . .

(3.34)

Para poder observar el comportamiento de las distribuciones estacionarias, se
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han graficado para los primeros 5 estados. Para poder resolver la integral de forma
explícita con ayuda de Mathematica, se ha tomado la expansión en serie de Taylor
de exy alrededor del cero hasta el quinto término, y eso para cada estado. La gráfica
para los primeros 5 estados es la siguiente.

En la gráfica de las distribuciones estacionarias de los primeros 5 estados se puede
observar que la probabilidad de estar en el estado cero es notablemente mayor que
para los otros estados.

Derivando las expresiones halladas para las distribuciones estacionarias, se pueden
encontrar las densidades por estado que también se pueden graficar.
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Se puede ver que las densidades para los estados 0 y 1 son mucho mayores que
para los demás estados, lo cual es consistente con las tasas de nacimiento y muerte
del proceso. Considerando que para los estados 3 y 4 la gráfica esta pegada al eje
horizontal, se puede decir que lo mismo pasará para estados mayores. Además tie-
nen forma de densidades exponenciales, lo que tiene sentido pues no se debe perder
de vista que en un principio las distribuciones son exponenciales aunque se usó un
polinomio para aproximarlas.

Una trayectoria de la cantidad de fluido con un tiempo mas grande se muestra
en la siguiente gráfica

donde es muy claro que la cantidad de fluido se mantiene cercana a cero.
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