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Introduccion

La presente tesis tiene como proposito principal usar herramientas de la teoria
de polinomios ortogonales para analizar espectralmente cierto tipo de proceso esto-
castico. En concreto, el objetivo particular es dar una expresion para la distribuciéon
estacionaria de un proceso modulado en términos de autovalores y autofunciones

ortogonales asociados a los generadores del proceso.

Se dice que un proceso estocastico es un proceso cuyo comportamiento es no de-
terminista. Un proceso modulado, es un proceso cuyo comportamiento depende del
comportamiento de un proceso estocastico. En la presente tesis se utiliza como pro-
ceso modulador una cadena de nacimiento y muerte, que es una cadena de Markov

a tiempo continuo en la que las tinicas transiciones son entre estados adyacentes.

Las cadenas de nacimiento y muerte son importantes en teoria de colas en el
sentido en que pueden ser vistas como un modelo que describe el nimero de clientes
en un sistema de colas donde los nacimientos representan las llegadas y las muer-
tes representan las salidas. Para describir y analizar su comportamiento, es posible
asociarle una matriz cuyo tamano depende del ntimero de estados, y que contiene
informacion sobre las intensidades de nacimiento y de muerte en cada estado. A esta

matriz se le denomina operador o generador infinitesimal asociado al proceso.

Los procesos modulados por una cadena de Markov cobran importancia en el
campo de las telecomunicaciones ya que se usan para modelar la dinadmica de senales
enviadas a servidores. En este contexto, se cuenta con un servidor que recibe senales

a altas velocidades, por lo que su comportamiento se puede modelar con una cadena

IX
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de nacimiento y muerte. Dado que el servidor recibe y procesa grandes cantidades
de informaciéon en tiempos cortos, su comportamiento puede ser tratado como el
comportamiento de un fluido. En otras palabras, aunque la cantidad de informacion
se pueda medir en unidades discretas, comparando su tamano con el trafico total

puede ser modelado como si fuese continuo.

Por lo anterior, el objeto principal de estudio es un proceso de fluido modulado
por una cadena de Markov, que consiste en un contenedor con fluido, el cual crece
o decrece a cierta tasa constante (positiva o negativa) y estas tasas van cambiando

dependiendo del estado en el que se encuentre la cadena de Markov.

Una de las principales herramientas utilizadas, ademas de la teoria para cadenas
de nacimiento y muerte, es la teoria de polinomios ortogonales que es clave en el
analisis espectral del proceso. Los polinomios ortogonales tienen propiedades que, en
cierto sentido, son parecidas a las propiedades de las cadenas de nacimiento y muer-
te, por lo que usando resultados conocidos en la teoria de polinomios ortogonales se

pueden encontrar resultados para el proceso modulado en cuestion.

Como se menciond antes, se busca presentar una expresion para la distribucion
estacionaria, pues en este tipo de proceso es importante saber qué va a ocurrir con
la cantidad de fluido cuando el tiempo sea grande. Podria suceder, por ejemplo, que
el fluido sea infinito, en cuyo caso, habria problemas si se cuenta con un contenedor
finito; si la cantidad de fluido se hace cero habria problemas si el fluido se usa para ali-
mentar algin sistema. En general es preferible que la cantidad de fluido se estabilice,

y es importante conocer las probabilidades de que el fluido no rebase cierta cantidad.

A lo largo del Capitulo 2 se presenta el modelo matematico y los supuestos sobre
el proceso. Ciertos supuestos que involucran las tasas de crecimiento y las tasas de
nacimiento y muerte del proceso modulador son necesarias para que exista la distri-
bucién estacionaria. Un supuesto importante en este Capitulo es que el espacio de
estados de la cadena de nacimiento y muerte es finito, supuesto que simplifica la ex-

presion de la distribuciéon estacionaria pues se cuenta con un generador infinitesimal
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de tamano finito asociado al proceso.

Dicha hipotesis cambia en el Capitulo 3 y se sustituye por hipétesis mas abiertas,
en el sentido de que se permite que el espacio de estados sea infinito restringiendo
s6lamente el nimero de estados asociados a tasas positivas o el nimero de estados

asociados a tasas negativas.

Al hacer el anélisis del proceso con espacio de estados infinito, cuando se tienen
estados asociados a tasas de crecimiento negativas, es posible encontrar una expre-
sibn mas o menos simple para la distribucién estacionaria. Intuitivamente esto se
debe a que al haber un numero finito de estados asociados a tasas de crecimiento
positivas, la cantidad de fluido en el contenedor no sera infinita, pues hay infinitos
estados en los que el fluido disminuye y finitos estados en los que el fluido crece. Esto,
por supuesto, esta sujeto a ciertas condiciones de estabilidad, que de no cumplirse,
podrian causar que la tasa de crecimiento sea lo suficientemente grande como para

crecer més de lo que disminuye.

El caso més complicado analizado en este trabajo, es el caso en el que se cuenta
con una cantidad infinita de estados asociados a tasas de crecimiento positivas. Este
caso resulta mas complicado ya que hay que tratar con cuidado las condiciones de
estabilidad, pues al haber infinitos estados con tasas de crecimiento positivas es muy

facil que la cantidad de fluido en el contenedor aumente rapidamente.

Finalmente, se ha tratado de ejemplificar el comportamiento de los procesos en
los tres casos de la manera mas simple (pero ilustrativa) utilizando el lenguaje de
programacion Julia para simular trayectorias de cada proceso. Se han utilizado los
resultados de cada seccién para encontrar las distribuciones estacionarias y se han
comparado esos resultados con los obtenidos por medio de simulacién. Es importante
notar que, a pesar de su existencia, el calculo de las distribuciones estacionarias para
estos procesos modulados podria resultar bastante complicado. Sin embargo, y gra-
cias al analisis espectral usando polinomios ortogonales, es posible en algunos casos

obtener expresiones explicitas de las correspondientes distribuciones estacionarias.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan resultados importantes tanto en el area de pro-
cesos estocasticos como en la teoria de polinomios ortogonales con la finalidad de
que faciliten, en capitulos posteriores, la presentacién de teoremas y procesos mas

complejos.

1.1. Polinomios Ortogonales

Los polinomios ortogonales juegan un papel muy importante en este trabajo ya
que aparecen en el analisis de ecuaciones diferenciales y en diferencias relacionadas
con procesos estocasticos, en particular, con cadenas de nacimiento y muerte. En
esta seccidon se enuncian algunas definiciones y teoremas importantes que seran de

utilidad para el desarrollo de resultados en capitulos posteriores.

Definiciéon 1.1. Sea ¥ una medida positiva sobre R. Se define el espacio de Lebesgue

ponderado L3(R) como:

LER) = {f : {f, [}y = Jp |f ()" dio(z) < o0},

Este espacio, junto con (-, ) , s un espacio de Hilbert.

En general una sucesion de polinomios ortogonales forma una base ortogonal pa-

ra un espacio de Hilbert, por lo que se definen con respecto a una medida o funcion
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de peso.

Definicion 1.2. Sea ¥ una medida positiva sobre R tal que las integrales

Jelz[*dv(x),n =0
(momentos de orden n) existen y son todas finitas. Un conjunto de polinomios

{P,(z)}n>0 en x tal que P,(x) es de grado n y

(Prns Pa)y = / P(x)P,(x)d(x) = kpmn

R

donde d,,, es la delta de Kronecker definida como

5o 1 stm=mn
" 0 sim#n

k, >0, m,n > 0, es un conjunto de polinomios ortogonales para la medida ). Se
define (P, Pn),, = ||Pall% la norma de P,.

Cuando el coeficiente principal de cada polinomio es igual a 1, se dice que es una
sucesion de polinomios ortogonales monica. Cuando la norma de cada polinomio es

1 se dice que es una sucesion de polinomios ortonormales.

Algunas propiedades importantes de los polinomios ortogonales son

= P,(z) tiene n ceros reales simples y estéan contenidos en el soporte de la medida

1) con respecto a la cual son ortogonales.

» P,(z),n > 0 satisface la formula de recurrencia

JIP()(SL’) = B()P(](QZ) + A0P1($>
zP,(x) =C,P,_1(x) + B,P,(x) + ApPryi(x), n>1

(xPpn,Pn—1) .
, Cp, = =" por lo que siempre se

anyanrl an7Pn>¢
=1

( ) (
donde A, = = Bu =g,

Pl [
cumple que B, e Ry A,,C,+1 > 0.
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Cuando la sucesion es ortonormal, se tiene que C,, = (zF,,, P,—1) v = (Pn,xP, 1) v =

(xP,_1, Pp) = A,_1y A, >0, por lo que la relaciéon a tres términos es de la forma

2Py (x) = Ay 1Poq1(z) + By Py(z) + ApPoia (), (1.1)

donden >0, A, >0, B, e Ry P_y(z) =0.

En forma matricial con P = (Py(z), Pi(z),...)T, donde T denota al vector trans-

puesto, se escribe como P = JP donde J es la matriz tridiagonal simétrica

By Ay 0 0
Ay B A 0 ...
J= |7 7t (1.2)

0 Al B2 AQ
llamada matriz de Jacobi.

La matriz de Jacobi resulta ser muy similar al generador infinitesimal de una
cadena de nacimiento y muerte que es una matriz tridiagonal con propiedades simi-
lares. Esto resulta conveniente ya que es posible estudiar las propiedades del proceso

usando resultados conocidos para la matriz de Jacobi.

Tomando la ecuacion (1.1) y multiplicando por P,(y), se tiene que

2P (1) Po(y) = An 1 Po1(2) Po(y) + BuPo(2) Pa(y) + AnPra(2) Poa(y).

Tomando la misma ecuacion evaluada en y y multiplicando por P,(x), se tiene

que

YL () Pu(y) = A1 Pu1(y) Pou() + BrPo(y) Pu() + An Py (y) Pa(2).
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Restando las dos ecuaciones anteriores

(= y)Pu(2) Pa(y) = A1 [Pao1(2) Pa(y) — P (y) Pa()]
+ An[Pn-I—l(x)Pn(y) - Anpn-i-l(y)Pn(J:)]a

sumando todos los polinomios, del lado derecho se conserva sélo el dltimo sumando

n

Z (x = y)Pj(2) Pi(y) = Ap[Puia(2) Pa(y) — Pasa(y) Pa(2)],

J=0
dividiendo entre x — y se tiene que

Po1(2)Po(y) — Poia(y) Pu()]
r—=y

n An[
> Pi(x)Py(y) = (1.3)
§=0

conocida como la formula de Christoffel-Darbouz. Tomando el limite cuando x tiende

a 1y se obtiene

lim i P](l’)PJ(y) — lim Ap[Poia(2) Pa(y) — Pn+1(y)Pn(ac)]7

Ty T —1y

entonces

)

Zn: Pz(x) — A, lim Pou(y)[Posi(7) = Pupi(y)] = Poa(y)[Pu(z) — Pa(y)]

Ty T—y

y finalmente

Y Pa) = Au[Pu(2) Py (x) = Para(2) Py ()] (1.4)
§=0
conocida como la férmula confluente de Christoffel-Darboux.
Para una sucesién de polinomios ortogonales monica {P,(z)}no la relacion de
recurrencia esta dada por

Pyz)=1 P(z)=z—
) ) . . (1.5)
2P, (x) = B, Pu_1(x) + anPp(x) + Pyy1(2)
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donde a,,_1 € R, 5, > 0 para n > 1. Se denotara a la norma de los polinomios

ortogonales monicos como ||f’n||i = (.

Definicion 1.3. Se dice que un conjunto de m > 1 numeros reales n; < my < ... <
Nm estd separado por un conjunto de m + 1 numeros reales distintos & < & < ... <
Em+1 St

E<m <&y, 1=12...,m.
Teorema 1.4. Sea {P,(z)} una sucesion de polinomios ortonormales y , el k-
ésimo cero de P,(x), k = 1,...,n. Entonces los ceros de P,(x) y los de P,y 1(z) se

separan mutuamente, es decir
Tt < Trg < Tptlitl 1=1,2,...,n.

Demostracion. Obsérvese primero que como { P, ()} es una sucesion de polinomios
ortonormales, el polinomio P,(x) tiene coeficiente principal positivo. Entonces para
todo > ., Pu(z) > 0y para todo = < x,,; signo(P,(z)) = (—1)", entonces en
cada intervalo (z,, x—1, Znk), Py () tiene un cero, por lo que P;(x, ;) cambia de signo
cada k con k = 1,...,n. Como P/(x) también tiene coeficiente principal positivo,

P! (z,,) > 0y entonces signo(P.(z,x)) = (—1)"7*.

Recordando que la confluente de Christoffel-Darboux (1.4) es una suma de cua-
drados, debe ser positiva. Como se sabe que A, > 0, entonces P,(x)P,, (x) —
P,i1(z)P(z) > 0.

Evaluando en el k-ésimo cero de P, 1(x), 41 se tiene que

PN($n+1,k)P72+1<xn+1,k) - Pn+1 ("En-l-l,k)Pr/z(xn—&-l,k) = Pn(xn-l-l,k)P;H-l (In-&-l,k) >0
(1.6)

y por el parrafo anterior signo(Py_,(zn41x)) = (—1)"T7F.

De igual manera, evaluando en z,,1; ;41 se tiene que

Po(Tnt141) Ppyy (Tngi ) > 0y signo(Pyq (Tng1p41)) = (=) (1.7)
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Por lo que P, (2p41%) ¥ Po(@nt1,+1) tienen signos distintos, entonces P, tiene un

cero en el intervalo (%11 k, Tnt1k+1)- O

Corolario 1.5. Para toda k > 1, la sucesion {x,;}>, es decreciente y la suce-
$i0n {Tpn—kt1}00, €s creciente. En particular los limites & = M, oo Tn; Y 1, =

limy, oo Tpp—jy1, 4,5 = 1,2, ... existen y son reales.

Proposicion 1.6. Sea & como en el corolario anterior y se definen

{—oo st & = —o0 para toda i

lim; o0 & 81 §p > —00 para alguna p

Yy
~+00 sim; =400 para toda j
T =
lim;_ oo m; st ng < +00 para alguna q
de manera que st g = —00 y 1y = +00 se tiene que

—00=§<E<E <. <o <7 S <y <1 = +o0.

Si &y = Ept1 para alguna p, entonces &, = 0. Notese que esto implica que & = Epip,
k=1,2,...

La demostracion de la Proposicion anterior se puede encontrar en el Capitulo IV
de [4].

Proposicién 1.7. Sea {pn(x)}nzo una sucesion de polinomios ortogonales monica
que cumplen la relacion de recurrencia (1.5) y ¢ la medida con respecto a la cual

son ortogonales, entonces H]-:’nHi =By Pn.

Demostracion.
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Como [y vt Pa() Pus (2)di () = 0y [ B Palir) Pra()dih () = 0, pres los

polinomios son ortogonales, ocurre que

12 = [ aPu@)Prs(a)ivta)
—/mmu+5ﬁ<>+%zmﬁﬂwww
/@1n1 L (2)d(a)

= Bul| Paall?

= BuBur|| Puall?

= BaBat "+ Bl Paill?
= BBt o

]

Notese que para que una sucesion de polinomios ortogonales sea ortonormal, debe
tener norma uno. Para que un polinomio P, (z) tenga norma uno, se tiene que dividir
entre su norma, de manera que su coeficiente principal sera ﬁ

n

Por la relacion (1.1), el coeficiente principal de los polinomios ortonormales
xP,(x) debe ser igual al de A, P, 1(x), es decir ‘/CLn = A,

ra sucesiones de polinomios ortonormales se tiene que A,, = 4/ Snt1

Si en la sucesiéon de polinomios (1.5) se cambian las condiciones iniciales y se

despeja el término de mayor grado de la ecuacion de recurrencia se tiene que

po(r) =0 pi(z) =5
pn+1('r) = (l’ - an)pn - ﬁnpnfl<x> n= 17 27 37 e
Para n =1 es claro que 3 1y, es un polinomio moénico de grado cero. Supongase
que se cumple para k < n que 3; 'py, es un polinomio ménico de grado k— 1. Entonces
para k =n

By o = By (= an1)pn1 — By Br1Pn—2(x)
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donde el término de mayor grado es el que se obtiene del producto 85 xp,_1(z). Por
hipotesis 3, 'pn_1(x) es un polinomio ménico de grado n — 2, entonces el coeficiente

principal de j3; Yy, es ™1 por lo que es un polinomio moénico de grado n — 1.

Definiendo P\ = By 'pny1 cumple la recurrencia

PY(z)=0 PP(z)=1

PO (2) = (z — )PV (2) = B PYy(z) n=1,2,...

(1.8)
Los polinomios {P,gl)(x)}nzo son llamados polinomios numeradores monicos o po-

linomios monicos de sequnda especie asociados a {P,(x)}n>0.

Como la relacion entre los polinomios moénicos y los ortonormales estd dada por
P,(z) = v/GyP,(z), tomando n = N —1 las ecuaciones (1.3) y (1.4) se pueden escribir

para polinomios moénicos como

= l b () F _ AN—l[PN(x)PN—1<y) - PN(y)pN—l(x)]
k=0 G Mkl (z —y)v/Cvva ’
entonces
= i A,f(x) _ ANfl[PNfl(m)p],V(x) — Py(2)Py_(2)] (1.9)

Sea {P,(x)}nso una sucesion de polinomios ortogonales ménica, entonces para N
los ceros de Py_; separan a los ceros de Py. Sean xyjcon j=1,2,..., N las raices
en orden decreciente. Como los polinomios son monicos, Py(x) > 0 para x > xy,; se
cumple que (=171 P} (zy ;) > 0y usando (1.9) se tiene que (—=1)7' Py_;(zy,;) > 0,

entonces la sucesion

plan;) = v , 1<j<N

P(vn ;) Pyoi ()

toma valores positivos. Evaluando las formulas de Christoffel-Darboux en xn sy Zn
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ceros de Py se obtiene que si r # s

N-1

L2 ~ Axa[Py(ang)Pya(ens) = Py(ene) Pyoa(en,)]
—Pi(xn.) P :L‘NVS) = =0,
= Gk (TN, — 2Ns)/CNCN-1
(1.10)

ysir=s

~

NZ: i $N _ AN—l[pN—1($N,r)p]Iv($N,r) - PN(xN,r)pJI\/—l(xN,r)]
— G g Vn-1Cn
AN—l[pN—1($N,r)pjlv($N,r)]

B NGRS

_V CN 1[PN 1( Nﬂ")p]/\f(xN,r)] (111)
Vn-1Cn

[Py_1(zn,) Py(an,)]

(N1

=p H(zny).

Por lo que, de las dos ecuaciones anteriores
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N-1 - -
=\/pani)p(zN ;) Z Pml(mNZ)Prlnl(xN’j).
m=0 m—

Ahora, si i = j usando (1.11)

(UTU)ii = plen)(p(zng) ' =1,

y si i # j usando (1.10)
(UTU);; = 0.

Por lo que UTU = I, y transponiendo se tiene que UUT = I, es decir

m=1
N A A~
P_1(zNnm P:_1(xnm
= Z /O(xN,m) 1< Ak ) P(iCN,m) J 1( ol )
— Gi-1 Ci—1

N
Z P(ﬂCN,m)pi—1(9€N,m) j—1(9€N,m) = Q‘—15j—1,i—1 i,j=1,... N, (1-12>

que es una relacion de ortogonalidad discreta entre los polinomios Py () restringien-
do su soporte a los correspondientes ceros y p(xy, j) es la correspondiente magnitud

de los saltos en cada cero. Ademas si en la dltima relaciéon se toma i = j = 1 se tiene
N
que > p(xnm) = 1.

Teorema 1.8. Principio de seleccion de Helly. Sea {1, (x)} una sucesion de
funciones uniformemente acotadas. Entonces existe una subsucesion de funciones
{tp, ()} que converge a una funcion acotada y no decreciente 1p. Ademds, si para
cada n los momentos [, x™di,(x) existen para todo m € N, entonces los momentos
de ¢ existen y [, x™dipy,, (x) converge a [, x™dy(x).
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Véase demostracion en Seccion 3 de la Introduccion de [21].

Para enunciar el Teorema de Favard (Favard, 1935) o Teorema espectral, es nece-
sario definir una sucesion de funciones escalera continuas por la derecha {¢n} como
sigue

(o) =0 lim uin(a) = lim (o) = plan) (1.13)
Teorema 1.9. Teorema de Favard. Dada una sucesion de polinomios {pn}nZO
generada por la relacion de recurrencia a tres términos (1.5) con o, 1 € R y 5, >0

para toda n > 1, se tiene que existe una funcion de distribucion 1 tal que

/R Po(2) B (2)d06 () = Cabim. (1.14)

Demostracion. Obsérvese que las funciones 1y son funciones escalonadas con saltos

en xy; de valor p(zy;), y ademés
1= = 1Aalf = [ i) = vlo0) — vv(-o0).
R

Por lo que las funciones 1y son uniformemente acotadas y Zfil p(xn,) = 1. Por
el principio de seleccion de Helly, existe una subsucesion {¢y, } de {¢)x} que converge
a la distribucién ¢. Como x™ se puede expresar como combinacion lineal de 13](1’), 7=
0,...n, las integrales fR x™dyn existen, y de nuevo por el principio de seleccion de
Helly, los momentos de 1 existen y [, 2™ diy, (x) converge a [, 2™ dip(x). Finalmente,
como los ceros xy,, definen una particion que se va refinando al aumentar N y
p(znm) es la longitud de los saltos, la expresion (1.12) es una suma de Riemann.
Entonces al tomar el limite cuando NV tiende a infinito se obtiene la integral requerida.

]

Teorema 1.10. Si las sucesiones «, y (B, estdn acotadas, entonces la medida de

ortogonalidad i) del Teorema 1.9 es unica.

El teorema espectral es mucho mas general en la teoria de operadores lineales en
espacios de Hilbert dotados de un producto interno donde identifica una clase de ope-

radores lineales que pueden ser modelados mediante operadores de multiplicacion,
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en particular los operadores autoadjuntos. En el contexto de polinomios ortogonales,
dicho operador se identifica con la matriz de Jacobi tridiagonal simétrica J definida
en (1.2), que es autoadjunto (simétrico) en el espacio de Hilbert H = ¢*(N), donde
2(N) = {(z1, 22, .. )| Doy J@i|* < 00}, es decir, todas las sucesiones de nimeros na-

turales con norma 2 finita.

Para citar algunos resultados importantes y mas generales sobre polinomios or-

togonales que se encuentran en 6] son necesarias las siguientes definiciones.

Definiciéon 1.11. Sea {pn}nz() una sucesion de polinomios ortogonales monica. St
en la relacion (1.5) el coeficiente (3, # 0 para toda n > 1, se llama a ésta una suce-

sion de polinomios ortogonales generalizada (SPOG).

Definicion 1.12. Sea {P, ()} una SPOG que satisface (1.5), se dice que {P,(z)} €
€ sia, # 0 para todan > 1 y la sucesion {a, }5°, definida por a, = afg—:; constitu-
ye una sucesion de cadenas (en inglés, chain sequence), es decir, existe una sucesion
{gn}52, tal que go = 0,0 < g, <1 ya, = (1 — go_1)gn para n > 1. Los elemen-
tos de € se llaman polinomios de la sucesion de cadenas (en inglés, chain-sequence

polynomials).

Definicion 1.13. Sea {P,(z)} € €, se define
P (x) =z (]5”+1(x) — M) . (1.15)

La, sucesion {P* ()}, es llamada polinomios nicleo (en inglés, kernel polynomials)
asociada a {P,(z)}.

En [6] se presentan y demuestran los siguientes resultados sobre SPOG relaciona-
dos con la medida con respecto la cual los polinomios son ortogonales y los ceros de
dichos polinomios. Estos son de particular importancia pues ayudaran en capitulos

posteriores al anélisis de una sucesion de polinomios ortogonales.
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Teorema 1.14. Sea {P,(z)} una SPOG que satisface (1.5), entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:
I{P,(x)} €€

2) Existe una unica sucesion de niumeros reales {v,}>2, tal que para todan > 1,
Y =0, an1 = Y2n-1+ Y20, Bn = Y20 V2041 Y V201720 > 0.

3) Para toda n > 1 se tiene que V100011 >0y (—=1)"as ... a, P,(0) > 0.

Usando el Teorema 1.14, se puede reescribir la ecuacion (1.5) como

Po(:v) =1 pl(x) = —"

R R . (1.16)
Pn($) = (iU — VY2n-1 — P)/Qn)Pnfl(]:) - 72n7272n71Pn72<x>7 n>1

Proposicién 1.15. P,(0) = (—1)™y974 . . . Yan paran > 1.
Demostracion. Por induccion.

Para n = 1 se tiene que P;(0) = —7s.

Supodngase que se cumple para k < n.

Por demostrar que se cumple para n. Usando la férmula de recurrencia de Pn(x)

se tiene que

Po(0) =(=Yan-1 = Yan) Pa-1(0) = Yan—2Y2m-1Pn2(0)
=(=720-1 = 720) (=1)" "2 .- Yo(n-1)) = Y2n—2720-1((=1)" "2 - Y2(n-2)
=(—1)"2 ... Y2n-1Van-272n-1 + (=1)" 2. . . Y2n-2%2n + (—1)" 12 - . . Yon—a72n—27V2n-1
=(—=1)"y2 ... Y2n-272n-
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Proposicion 1.16. Los polinomios nicleo asociados satisfacen la recurrencia

1

5 ()
]5 (@) =2—7—"7 (1.17)
(55) (7 — yon — 72n+1>p;71(x) - 72n7172np;:72(x)7 n>1

Demostracion. Usando la definicién del n-ésimo polinomio ntcleo, la Proposicion

1.15y (1.16) con n > 1, se tiene que

:x_l <pn+1(x) + 72(n+1)pn $)>

A ~

:-75_1[(37 — Y2(n+1)-1 — ’Yz(n+1)) Po(x) — 72(n+1)72ﬁ)/2(n+1)71pnfl(x) + ’Y2n+2pn(i€)]
=27 (2 = Yan 1) Pa(®) = YanYans1 Po1 ()]
=2 (& = 22001 (T = Y201 = Y2n) Pa-1 (%) = Y2n-2Y20-1Pr2(2)] — Y2072 11 Pa1 ()}
=$_1{$2Pn—1($) — $72n—1pn—1($) — $72n15n—1(x) — x%n—ﬂ%—lpn—z — 9372n+1pn—1(x)
+ 72n—172n+1pn—1($) + 72n+172n—172n—213n—2($)}
Zx_l{xzpn—1($) — 9072n—1pn—1($) - 3772npn—1(90) — $72n—272n—1pn—2 — 9072n+115n—1($)
+ ’Y2n—172n+115n—1(33) + 72n+172n—172n—2pn—2($)
+ 72n7172n(15n71(95) + 72n72pn72(3:)) - 7271717271(?7171(1)) + ’72n72]5n72(x))}
:5’571{552?%1(%) - x%n—lpnq(%) - fL"anpnq(iU) - x72n7272n71pn72
+ 72n—172npn—1($) + 72n—172n72n—2pn—2(96))
— 27an11Pa 1 (%) + Yon— 172011 Pa1(2) + Yont17on—172n—2Pr_a(2)
- 72n—172n(pn—1(90) + 72n_2pn—2($))}
:x_l{xQPn 1() — Y0 . 1(z) — f%npn—l(x) - $72n—2’72n—1pn—2
— 27920 Pa1(2) 4 Yan-172n Pao1(%) + Y2nY2n Pa1(2) + Yan-1720Y2m -2 Paa(2))
- 3772n+1pn 1(2) + Y2n— 172n+1pn 1(2) + 202041 Pt (%) + Yont172n-1Y2n—2 P2 ()
+ Y20 Pr1(2) — Yony2n Poo1(7) — 72n72n+1pn71(x)
- 72n—172n(Pn—1($) + 72n—2pn—2($))}
=2 H{(z = Yan = Y2041) (BPu(@) + Y20 Pr1(2)) — Yon—1720 (P (%) + Yon—aPaa(@))}
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:($ — Yon — 72n+1)x_1 ( n(l’) -

>
:'p>
e
:"cp
L
S

N——

R P,_
- 721171’72711‘71 (Pnl<x) - ~

=(x =20 — Vant1) 1 (2) — Yon—1720 P o
Obsérvese que en la séptima y novena igualdad de la demostracion, se agregd un

cero para obtener el resultado requerido. O]

Dado que 72,_172, > 0, para toda n > 0, se sigue que {15;‘(:5)} constituye un
sucesion de polinomios ortogonales, por lo que existe una medida positiva de orto-

gonalizacion ¢* para { P*(z)}.

Existe una relacion importante entre la medida de ortogonalizacion de {P,(x)} y
la medida de ortogonalizacién de su correspondiente sucesion de polinomios niicleo

{P*(z)} que se muestra en los siguientes teoremas.

Teorema 1.17. Sean pi, los momentos de la sucesion {P,(x)} € € y jii, los momen-

tos de la sucesion de polinomios micleo {P*(x)}, entonces se cumple que ji_, = juin
vV n>0.

La demostracion de Teorema 1.17 se encuentra en la Seccion 1.7 de [4].

Teorema 1.18. Sea * una medida positiva de ortogonalizacion con momento finito
de orden -1 para los polinomios nicleo {P*(x)} asociados a {P,(z)} € € (en el
sentido de que ¥*({0}) = 0 y las integrales f(foo,O) 7 dy*(z) y f(O,oo) r iy ()
convergen), entonces {P,(z)} es una SPOG con respecto a una medida signada 1

definida por

di(x) = 2 tdy*(z), x#0
w(p =1~ [ v (a).

—0o0

(1.18)

.z o0 ., . .
Demostracion. Sean pf = [ x"dy*(x) los momentos de la sucesion de polinomios

nicleo {P*(x)} asociada a {P,(z)} € € con momentos fi,, por el Teorema 1.17,
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[y = [n, para toda n > 0.
Se define p¥ = [ x"dy(x). Entonces usando (1.18)

w = [ o) = [t @) = = s

o0 o0

Cuando n = 0 se tiene que

1y = / 22di(x) = 1 = pp.

—00

Entonces p;) = u,, para toda n.

Ademés en = # 0 y por la condiciéon sobre el momento de orden -1 se tiene que

1:Ammwzé§mxww@ymmwnz/fxlww@+wam>

[e.9]

por lo que se tiene que

wqmuzl—/mx*ww@.

— 00

]

Teorema 1.19. Sean {P,(x)} € € y {P*(x)} los polinomios micleo asociados, y
sean Tny Y Ty con k = 1,2,... n los ceros reales de B, Y ﬁ; respectivamente y
asumiendo que estan en orden creciente. Entonces el nimero de ceros positivos o
negativos de Pn(x) es iqual al nimero de elementos positivos o negativos respectiva-

mente del conjunto {ag, o, ..., a1} y se tiene que para k =1,2,... ,n+1

Tntlhe < Tngk < Tppik+1 St Tpp1ke >0y

Tn+1,k—1 < T,k < Tn+1,k st Tn41,k <0

Tomando [a,b]" = maz{a,b} y [a,b]” = min{a,b} se puede generalizar el resul-

tado anterior como sigue.
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Teorema 1.20. Para todon=1,2,... yk=1,2,...,n— 1 se tiene que

+ * - e
[T Ty k] < Thg < [Tnpst, Tnprpaa]” 80 an >0y

+ x E—
[Tnp—1, T k] < Top < [Tog Tuprppa]” st an <O0.
Demostracion. Por la demostracion de la Proposicion 1.15 se tiene que

P,(0)
Yon = T % .
P, 1(0)

Sustituyendo este resultado en la definicion de polinomios nucleo (1.15) se tiene
que

Evaluando z, en la ecuacion (1.19)

~

Pn+1 (xn,k) = xn,kp;(xn,k), k= 1,... , n.

y evaluando z,, j41

~

P
Pn+1<xn,k+l) = xn,kJran (l‘n,kJrl)'
Como los ceros de P, separan a los ceros de P,, se tiene que

A A

sz’gno( n+1 (xn,k)) 7A SignO(PnJrl (xn,kJrl))a

por lo que

$igno(a P (war)) # 5ign0(Tn i Bl (@nin).

Por el Teorema 1.14 se sabe que a1 = Yon—1 + Yon Y Yon—17Y2n > 0. Entonces si
ay,—1 > 0 se tiene que z,41% > 0y por el Teorema 1.19 z,,;, > 0, por lo que se debe

cumplir que z, ;+1 > 0, entonces
signo( P, (znk)) # signo(L; (Tnk+1))-
Entonces P;f (z) debe tener una raiz ente Z, j ¥ Tp 41, €s decir

Tk < Thp < Tnpr1, k=1,...,n. (1.20)
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De la misma forma si a,—; < 0 se tiene que z,41, < 0. Por el Teorema 1.19

ocurre que ,; < 0, entonces z, ;1 < 0 por lo que
signo( P (2n4-1)) # signo(B(wu).
Entonces 15;‘ (x) debe tener una raiz ente ;1 y Tp, €s decir
Tpp1 < Tpp < Tpp, k=1,...,n. (1.21)

Ahora, evaluando x,11 en (1.19) se obtiene

xn—&-l,kpr: (xn—l—l,k) = 72n+2pn<xn+1,k)a (122)
y evaluando ;41 k+1
Tost ko1 P (Tog1 k1) = Voo P (T o). (1.23)

Siguiendo el mismo razonamiento que se us6 para llegar a la ecuacion (1.21) pero
partiendo de las ecuaciones (1.22) y (1.23), se obtiene que se cumple la siguiente
desigualdad

Tk < Tpp < Tpgprprr, k=1,...,n+1 (1.24)

Finalmente como (1.20), (1.21) y (1.24) se deben cumplir simultaneamente, to-

mando [a, b]t = max{a,b} y [a,b]” = min{a, b} se tiene que si a,, >0

[ e Trgrk] T < Ty g < [Togr1, Tnor k]

ysia, <0

[xn,kflaxn+1,k]+ < SCZ,k < [ilin,k,%ﬂ,kﬂ]*-

1.1.1. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev son un ejemplo cléasico de familia de polinomios or-

togonales que sera muy tutil para ejemplificar algunos casos particulares de procesos
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de fluido modulados por una cadena de Markov en el Capitulo 3.

Usualmente se denota a los polinomios de Chebyshev de primer tipo como T,,(z)

y a los de segundo tipo como U, (z).

Definiciéon 1.21. El polinomio de Chebyshev de primer tipo T, (x) es un polinomio

en x definido por la relacion
T, (z) = cos(nf) x = cos(h).

Si el rango de la variable z es el intervalo [—1, 1], el rango de 6 es [0, 7]. La relacion

fundamental que cumplen los polinomios de Chebyshev de primer tipo es

To(z) = 22T, 1(x) — Tha(x) n=2,3,...

Teorema 1.22. Los polinomios de Chebyshev de primer tipo son ortogonales con

respecto a la medida (1 — z%)~/2.

Demostracion. Sean T, () y T,,(x) polinomios de Chebyshev de primer tipo, enton-

ces haciendo el cambio de variable = cos(f) se tiene que

T ()T () ™ cos(nf) cos(mb)

1
1
/ ——dx = sen
1 V1—a? 0o +/1—cos?(0)

- / cos(nf) cos(mb)do

_ /7r cos (6(n +m)) + cos(O(n — m))dé’
0 2 '

(6)do

La ultima igualdad se obtiene usando la identidad trigonométrica del producto
cos(z+y)+cos(z—y)
5 :

de cosenos: cos(z) cos(y) =

Sim =n = 0 se tiene que

1 1 141
To(x)Ty(x) ——=dzx = —df = .
/1 () Tollr)——— / :
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Sim=n#0

! 1 ™ cos 2nd ™1 T
T, ()T, (x) ———=dx = df +/ —df = —.
/1 (@)Tn() V1 — 2 ’ /0 2 0 2 2

Sim#n

/11 Tn(x)Tm(m)\/%ﬂdx _ 0“ cos (9(2 +m))d0 N /07r cos (f(n — m>)d0 _o.

Por lo que la sucesion de polinomios {7},(x)} es ortogonal con respecto a la medida
(1 —a?)71/2,
O

Definiciéon 1.23. El polinomio de Chebyshev de sequndo tipo U, (x) es un polinomio

en x de grado n definido por

U, (x) = sin(S(gl(;)l)Q)

x = cos(0)

donde x y 0 tienen el mismo rango que para los polinomios de primer tipo.

Los polinomios de Chebyshev de segundo tipo cumplen la relaciéon de recurrencia

Uo(ﬂf) =1
Up(z) =2z
Un(x) = 22U, _1(x) — Up_o(x) n=2,3,

Teorema 1.24. Los polinomios de Chebyshev de sequndo tipo son ortogonales con

respecto a la medida (1 — x%)"/2.

Demostracion. Sean Uy, (x) y U, (x) polinomios de Chebyshev de segundo tipo, ha-
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ciendo el cambio de variable z = cos(#), se tiene que

/1 Un(2)Up(2)V1 — 22dx = /7r sen(f(n + 1)) sen(6(m + 1)) 1 — cos?(#) sen 6db

. 0 sen?(0)
= /0 sen(f(n + 1)) sen(f(m + 1))dd

_ /7r cos(6(n —m)) — cos(6(n +m +2))
; 2

de.

Si m = n, se tiene que

/_ U @)U (VT Tz = /0 310~ /0 By -

T
1 2

Sim # n se tiene que

/ U () U () VT~ = / T eosln=m)) 4y / Teosllntmt2)

1 0 2 2

1/2.

]

Por lo que la sucesion {U, ()} es ortogonal con respecto a la medida (1 — z?)

Perturbacién de los polinomios de Chebyshev

En esta seccion de estudiard una perturbacion de los polinomios de Chebyshev y
su medida de ortogonalizacion desarrollada por Chihara en [5]. El analisis resultara

util para el desarrollo de ejemplos en capitulos posteriores.

En [5], se define la sucesion de polinomios ortogonales { P, (z)}

Py(z) =1,
Pl(LC) =+ bl,
Py(z) = (x4 b,)Prq(x) — NP a(x) n=2,3, ...

y su correspondiente sucesion de polinomios co — recursivos asociada { P} (x)} de la
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siguiente manera:
F(z) =1,

Pi(x) = Pi(z) — ¢,
Pr(x)=(x+b,)P_(x) = AP 5(x) n=2.3,....

con ¢ una constante real.

Su correspondiente sucesion de polinomios numeradores {Qg)(:c)} esta dada por

QW () = (z + buy) Q1 (1) = A1 Q45(x) n=1,2,...

definida en (1.8).

Se encuentra que se cumple que
Pr(x) = Po(z) — Q" (x) n=0,1,... (1.25)

donde ¢ es la constante que aparece en la definicion de polinomios co — recursivos.

Ademaés, si se definen 9(z), ¥*(z) y 1™ (2) las soluciones al problema de momen-
tos (las respectivas medidas de ortogonalizacion de P,(x), Pr(x) y Qg)(x)) asociadas

a F(z), F*(2) y FM(2) las respectivas transformadas de Stieltjes de la forma

e - [ T (z—u)ldg(u) (z€C\R),

o0

se cumple que
F(2)=[z+b — MFY ()] (1.26)

F*(2) =24 b —c— MFY(2)] L (1.27)
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Despejando F() de (1.26) y sustituyéndola en (1.27) se tiene que

F*(z) = F(2)/[1 — cF(2)]. (1.28)

Un resultado importante y no trivial que se muestra en [5| es que si ademas, la

extension analitica de F™*(z) es regular en [z, x|, entonces

L[ F(u)
“(2) — (o) = — | Im——t 1.2
y si ¢(z) es constante en un intervalo (o, 3) y F(§) = 1, a < £ < 3, entonces en

general ¢*(z) tiene un salto en £ que puede ser determinado (se puede demostrar

usando el teorema del residuo) por

P*(x) — Y™ (o) = Res,—eF*(2). (1.30)

Al igual que en el Teorema 1.4, en [5] se definen z,,, con k = 1,...,n los ceros
del polinomio P,(z) en orden ascendiente y se muestra que si [a,b] es el intervalo
de ortogonalidad de {P,(z)}, es decir, que si a = lim, oo 1 ¥y b = iMoo Ty s

entonces los ceros de P’ (z) estan todos en el interior del mismo intervalo si y sélo si

A<c<B, (1.31)
donde P P (b
A= lim %M) y B := lim (171)( ) . (1.32)
oo Qn—l(a) nee Qn—l(b)

Es importante mencionar los resultados anteriores ya que los polinomios de
Chebyshev de segundo tipo se pueden expresar en términos de P, (z) de la siguiente

manera

P,(x)=2""U,(z), bi=0b,=0, N\, =-

y se cumple ademés que P,(x) = Q%l)(x). Como F(z) = Fi(x), usando (1.26) se

tiene que
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desarrollando .
Z—LF(Z)Q —2F(2)+1=0

y despejando F'(z) se tiene que

Finalmente, multiplicando por Z\/—i szj el lado derecho de la igualdad anterior se

obtiene que
2

o= vm=

Ademas por (1.25), como P, (z) = Q,(ql)(x)
By(a) = Po(w) = cPya(2),

y como P,(z) =27"U,(x) se tiene que

P*(z) = 27Uy (z) — 27" Ve, (2)
= 27" Up(x) — 2¢U,_1(x)].

Por (1.29), sustituyendo el valor encontrado para F'(z) se tiene que

O A e e L

Desarrollando la funcién dentro de la integral, y como u € (—1,1) se tiene que

2 2
Im =Im
<u+\/u2—1—20> (u—{—i\/l—u?—Qc)

=Im

(u—22c)2+< 12—u2>2 (1.33)

- 12_“2 V1T -?
(u—_%)2_|_< 1—u2>2 4¢2 +1 — 4eu’
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Por lo que finalmente se tiene que

1 [ —2y/1—u2
0 (2) = 0 (a0) = = / e

) %/ i (1.34)

1+4CQ—4cudu —l<zy<z<l

En este caso se tiene que el intervalo de ortogonalizacion de {P,(z)} es [—1,1],
por (1.32) se tiene que como P,(x) = Q%l)(a:) y Py(x) =27"U,(z)
Po(=1) _ 27"Un(-1)

A= 1 n _
b Py (—1)  2-(-Dy,  (—1)

o Pa(1) 27"Un(1)
B =1 = .
y nioe Py (1) 20D, (1)
Sustituyendo ahora la definicion de U, (x) con x = cos(f), se tiene que cuando

x = —1 entonces # = 7 y cuando x = 1 entonces ¢ = 0, por lo que

A= lm 27"sen ((n+ 1)) ~ m cos ((n+1)m) _ 1

n—oo 2-(=Dgen (nmw)  n—oo  2cos(nm) 2’

27" sen (z) 1
B =1 = —
Y 750 2= gen (x) 2

por lo que —% <c< % Segun [5], se cumple que ¥* es constante en los intervalos
(—o0, —1] y [1,00) excepto cuando |c| > 1/2, en cuyo caso tiene un salto en % =
c+ 4%: cuya magnitud se puede determinar a partir de (1.30) y resulta ser 1 — ﬁ.

Lema 1.25. Sea {W,(2)}n>0 una sucesion de polinomios tales que

W(](‘f) =1
Wi(x) =2z —b (1.35)
W (x) = 22W,_1(z) = Wy o(z) n=2,3,...

entonces la funcion de peso con respecto a la cual la sucesion {W,(x)},>o es ortogonal
estd dada por

Y (x) = ! /m (1_t2)1/2dt —1<z<1 (1.36)
= o T — o™ == '
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mientras Yy (x) es constante en (—oo, —1] y en [1,00) excepto cuando |b] > 1 en
1

cuyo caso la medida Yy tiene un unico salto en el punto g + % de tamano 1 — 5.
Demostracion. Notese que la sucesion {W,,(z)} es una sucesion de polinomios que
satisfacen la recurrencia de Chebyshev, es decir, se puede ver como los polinomios

de Chebyshev perturbados, de hecho estan relacionados con los polinomios P’(x).

Cuando ¢ = £ se cumple que W,,(z) = 2"P*(z) por lo que usando la ecuacion (1.34)
y fijando zy = —1 se tiene que la medida de ortogonalizacion de la sucesion {W,,(x)}
es

2 [T V11 1" (1—)?
Uw () = —/ —————dt ( ) dt, —1<z<1 (137)
TJ

1+4c2 —det  2m )  1+0b2— 20t

y que Yy (z) es constante en (—oo,—1] y en [1,00) excepto cuando |c| > %, es

decir, |b] > 1. En ese ultimo caso la medida vy tiene un tnico salto en el punto
1 _ b 1 ~ 1 1

c+ ;=35 + 5 detamano 1 — ;5 =1 — .

]

1.2. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias X = {X; : t €
T'}. Usualmente se interpreta a t como el tiempo y se llama a X, el estado del proceso
a tiempo t, T" es el espacio parametral y E el conjunto en el que toman valores las

variables aleatorias llamado espacio de estados.

Si el espacio parametral es a lo mas numerable, se dice que X es un proceso
estocéstico a tiempo discreto y usualmente se usa la letra n para indexar a las
variables aleatorias. Si el espacio parametral es continuo, se dice que X es un proceso

estocastico a tiempo continuo y se usa t para indexar a las variables aleatorias.

1.2.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Sea X = {X,, :n=0,1,...} un proceso estocastico a tiempo discreto. Si X,, =1

se dice que el proceso esta en el estado ¢ a tiempo n. Suponiendo que existe la
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probabilidad de que el proceso esté en el estado j a tiempo n + 1 y se cumple que

P{X,1=J|Xn=10Xn1=tn1,...., X1 = i1, X0 =tp} = P{ X1 = j| X\, = i}

(1.38)
para todos los estados ig, 21, ...,%,_1,%,J Yy para todo n > 0, entonces se dice que el
proceso es una cadena de Markov si el conjunto de posibles estados es numerable,
en caso contrario se dice que es un proceso de Markov. A la ecuacion (1.38) se le
conoce como propiedad de Markov. La interpretacion de la propiedad de Markov
es que la distribuciéon condicional de cualquier estado futuro X, .1, dado que se se
conocen estados pasados Xy, X1, ..., X;,_1 v el estado presente X,,, es independiente
de los estados pasados y depende tnicamente del estado presente. Si ademas esta
distribucién no depende de n, se dice que es una cadena homogénea en el tiempo.

Supondremos en adelante que tenemos una cadena homogénea y definimos
b= P{ X1 = j| X, = i}

Cuando el espacio de estados es F = N, se tiene que

Py>0, 4,j>0, Y P;<1, i=0,1,...
j=0

Sea P la matriz
Poo  Poi

P=1PFPy Pu

Si ) iep Fij =1 paracada i en E, entonces P es una matriz estocdstica llamada

matriz de probabilidades de transiciéon a un paso.

De la misma forma se define Pi(j") como la probabilidad de ir del estado 7 al estado

J en n pasos, es decir

PS = P{Xupm = j1Xm =i}, 020, i,j>0
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y se cumplen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
PV =>"PMPET™  n>m >0, ij>0.
k=0

Si el espacio de estados es finito, en forma matricial las ecuaciones anteriores se
pueden reescribir como P™ = P p(=m) donde P™ es la matriz de probabilida-

des de transicién a n pasos con entradas Pi(f).

Dada una matriz de transicion P, si existe (i), ¢ € E un vector de probabilidad,

es decir

n(i) >0, i€E, Y w(i)=1,

tal que
Y w(@i)Py=7(j), jEE
i€k
entonces se dice que 7 es una distribuciéon invariante para la cadena X,, (también

se conoce como distribucion estacionaria). En forma matricial 7P = 7. Usando las

ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se puede probar que se cumple que

i€l

Se dice que el estado j es accesible desde el estado i (i — j) si Pi(;l) > 0 para
alguna n. Dos estados se comunican si son accesibles entre si (i <+ j). La relacion de
comunicacion es una relacion de equivalencia ya que es reflexiva, simétrica y transi-

tiva.

Se consideran clases de equivalencia con respecto a la relacion de comunicacion,
éstas son llamadas clases de comunicacion y estan formadas por estados que se
comunican. Si todos los estados de una cadena se comunican entre si, es decir, hay

una sola clase de comunicacién, se dice que la cadena es irreducible.

Sea 7;; =min{n >1: X, =5, X, #j,h=1,...,n—1|Xy =i} el tiempo de pri-
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mera visita al estado j partiendo del estado 7. Se dice que un estado 7 es recurrente si

la probabilidad de regresar a ese estado dado que se parte de él mismo, es uno, es decir

Se dice que un estado es transitorio si no es recurrente, es decir, la probabilidad

de regresar a él mismo es estrictamente menor a uno:
Plri; < oo] < 1.
Se dice que un estado es absorbente en el sentido usual si
Plr; =1] = 1.

Se define al tiempo medio de pasaje de un estado j partiendo de un estado ¢,
como la esperanza p;; = E[r;;]. Si el estado de partida y llegada es el mismo estado

recurrente ¢, ju; es el tiempo medio de recurrencia de i y se denota como p;.

Si para un estado recurrente i, ocurre que u; = oo se dice que es un estado recu-
rrente nulo. Si para un estado recurrente 7, pasa que pu; < oo se dice que es un estado
recurrente positivo. Si todos los estados de una cadena son recurrentes positivos, se
dice que la cadena es recurrente positiva. Es posible demostrar que una cadena de

Markov irreducible con nimero de estados finito es recurrente positiva.

Teorema 1.26. Sea {X,,n € N} una cadena de Markov irreducible y recurrente

positiva, entonces tiene una unica distribucion estacionaria dada por

Corolario 1.27. Sea {X,,n € N} una cadena de Markov irreducible, entonces es

recurrente positiva si y solo si tiene distribucion estacionaria.

Corolario 1.28. Sea {X,,,n € N} una cadena de Markov irreducible con espacio de

estados finito, entonces tiene una unica distribucion estacionaria.
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Definiciéon 1.29. Sea 1 € E con Pl(ln) > 0 para algin n > 1, se define al periodo
como el m.c.d{n >1: PZ(Z”) > 0} donde m.c.d. denota al mdzimo comin divisor del

congunto. Si el periodo es 1, se dice que la cadena es aperiddica.

Un estado recurrente positivo y aperiddico se llama estado ergddico. Si todos los
estados de una cadena de Markov son ergodicos, ésta es una cadena ergddica. Una

cadena irreducible con estados finitos y aperiodicos es ergodica.

Teorema 1.30. Sea P la matriz de transicion de probabilidad de una cadena de
Markov irreducible y recurrente positiva con distribucion estacionaria w, si la cadena
es aperiodica

lim P =m;, i,j€E,

n—oo Zj
st la cadena es periddica con periodo d, entonces para cada par i,7 en E existe un
n -
entero r, con 0 < r < d, tal que PZ(J ) =0 a menos que n = md+r para algun entero

no negativo m y
lim P = dn;.

1,
m—r0o0 J

La demostracion del resultado anterior se puede encontrar en la seccion 2.8 de [11].
Obsérvese que en el caso de una cadena aperiddica, si la cadena tiene estados finitos,

entonces resulta ser una cadena ergddica y tiene una tnica distribucion invariante.

1.2.2. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Sea X = {X;,t > 0} un proceso estocastico a tiempo continuo, se dice que X es

una cadena de Markov a tiempo continuo si para todo t > 0, s > u > 0,
P[Xt+5 = j|Xs = Z,Xu = f['u] = P[Xt+5 = j|Xs = Z],

cuya interpretacion es la misma que para las cadenas a tiempo discreto, es decir, la
distribucion condicional del estado del proceso al tiempo futuro t+ s dado el estado a
tiempo presente s y los estados a tiempos pasados, depende sélo del estado presente

y es independiente de los estados pasados.
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En este caso se define a la funcion Pj;(t) := P[X,; = j| X, = ¢] como la funcion de
transicion del proceso. Si se cumple que P[X;,, = j| X = 7] es independiente de s se

dice que la cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo.

Dada una funcion de transicion P;;(t), se puede probar que P;(t) es diferenciable
en t = 0 (puede ser +00) y que P;(t) es diferenciable en ¢ = 0 y finita para todo
j € E y se define

1—P;(t
4 = 1im L= L)
t—0 t
. Py(t)
=

Esto implica que P}(0) = —¢; y que ¢; = 0 si Py(t) = 1.

El valor de ¢; se puede interpretar como la tasa con la que el proceso permanece
en el estado i y ¢;; la tasa con la que el proceso cambia a j en tiempo infinitesimal,

por lo que la probabilidad de transicién del estado i al estado j se puede escribir
4ij

como Fj; = o

Sea 7; la cantidad de tiempo que el proceso permanece en el estado i, entonces
Plr; > t+ s|m > s] = P[m > t], s,t>0,

es decir, 7; tiene pérdida de memoria por lo que debe tener distribucién exponencial.
Como ¢; representa la tasa con la que el proceso permanece en el estado ¢, es justa-
mente la media de la variable aleatoria 7;. Si para algin estado ocurre que ¢; = oo,
éste se llama estado instantaneo, y si por el contrario ¢; = 0 es un estado absorbente.

Para el estudio de este tipo de proceso se asume que 0 < ¢; < co para toda 1.

La matriz ) cuya entrada (7,j) es ¢;; se llama Q-matriz asociada a la matriz de
transicion P o matriz del operador infinitesimal del proceso. Las entradas de la dia-
gonal de ) son no positivas (pueden ser infinitas), las entradas fuera de la diagonal
son finitas no negativas y la suma por renglones es menor o igual a cero. Si todas las

entradas de la diagonal son finitas, se dice que @) es estable y si jer @ij = 0 se dice
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que () es conservativa.

Para el estudio de cadenas de Markov a tiempo continuo es importante la nociéon
de distribucién estacionaria. Se dice que una medida de probabilidad en E, que se
denotara como ™ = (7, Ty .. .), es estacionaria o invariante para el proceso { Xy, t >
0} si se cumple que

mQ =0, (1.39)

si se cumple que ) .., m = 1, entonces se dice que es una distribucion estacionaria

o invariante. Definiendo p; = ﬁ, entonces (py, pa, . ..) es una distribucion esta-
jeE Tj

cionaria que resulta de normalizar a la medida estacionaria .

A partir la propiedad de Markov se pueden derivar las siguientes ecuaciones:

Py(t+h) = Pu(h)Py;(t)
k=0

que es la version continua de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. También se

puede expresar como

Py(t + h) = Pu(h)Pi;(t) — [1 = Pu(h)] Py ().
k#i

Dividiendo entre h y tomando el limite cuando h — 0, se obtiene que

= Z i Prj (t) — @i Pi(t) = Z GirPr; (1)

ki i€E

que es la ecuacion de retroceso de Kolmogorov. También se puede escribir como
oo
P(t+h) = E Py (t)Pyi(h
k=0

de donde se sigue que

B](t+h szk Pk’] [1_ij(h)]Pij(t)a
k#i
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dividiendo entre h y tomando de nuevo el limite cuando i — 0, se obtiene

PL(t) =Y Pu(t)ar; — Py(t)a; = > Put)a;

ki keE

que es la ecuacion de evolucion de Kolmogorov.

Un tipo importante de cadenas de Markov a tiempo continuo son las cadenas
de nacimiento y muerte donde el espacio de estados es {0,1,...} y ¢;; = 0 si
li — j| > 1, esto quiere decir que en cada transicion la cadena solo puede cambiar a
estados vecinos. Las cadenas de nacimiento y muerte son comtnmente utilizadas pa-
ra modelar poblaciones. Cuando el estado incrementa se dice que hay un nacimiento

y cuando disminuye se dice que hay una muerte.

Sean \; = ¢i+1 Y i = Gii—1, llamadas tasa de nacimiento y tasa de muerte
respectivamente. Se dice que el proceso es de nacimiento puro si pu; = 0 para toda .

Por ejemplo el proceso Poisson en el que \; = Ay y; = 0 para toda .

Para una cadena de nacimiento y muerte el generador infinitesimal, si es conser-

vativo, estd dado por

—Xo Ao 0
pr — (At ) A1
Q=10 o — (A2 + p2) A U (1.40)
0 s — (A3 +pu3) A3

y la medida estacionaria que resuelve el sistema (1.39), definiendo my = 1, esta

dada por
1 s2 n=0
Tn =9 Ao ... Ay . 1.41
LA n>1 ( )
Hipho - iy

Obsérvese que para n > 0
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Ao A Ao An_1 A,
>\n7rn = >\n (¥> = (¥) Mnt+1 = Hn+1Tn1, (142)
M1 ... fn M1 o fng

que sera de utilidad un poco mas adelante.

Definicién 1.31. Una funcion de transicion P;(t) se dice que es débilmente simé-

trica, si existe un conjunto {m;,i € E} de nimeros estrictamente positivos tales que

Teorema 1.32. Sea P;j(t) débilmente simétrica. Para cada i,j € E existe una

medida signada finita v; ; en [0,00) tal que

1/2 oo
Pt =24 ey (), t>0
2,7 m 0 ,-)/17] ) - Y

en particular, sii=j, v;; es una medida de probabilidad en [0, co].

Véase Seccion 1.6 de [1].

Definase {Q,(7)}»>0 la sucesion de polinomios por

Qo(fl?) =1,
—2Qo(r) = —MQo(x) + MQ1(z), (1.43)
—2Qk(x) = Q-1 — (M + 1) Qi (z) + MeQrp1(z), k>1

que en forma matricial se puede escribir como QQ(x) = —zQ(z). Donde Q es el
generador infinitesimal definido en (1.40) y Q(z) = (Qo(), Q:1(x),...)T.

Teorema 1.33. Sea ) el generador infinitesimal de una cadena de nacimiento y
muerte irreducible dado en (1.40) y sea P;;(t) una funcion de transicion débilmente
simétrica que satisface la ecuacion de retroceso y de evolucion de Kolmogorov, enton-
ces existe una funcion de distribucion de probabilidad () con soporte en [0,+0o0)

tal que

Pon(t) =m, /000 e Qum(2)Qn(x)d(z), n,m >0, t>0. (1.44)
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Demostracion. Por el Teorema 1.32 se tiene que

Poo(t) = (@)W /0 " e () = /0 T e tdple), >0, (1.45)

mo

donde 9 (z) es una medida de probabilidad en [0, co].
Se vera primero que (1.44) se cumple cuando n = 0.
Por induccién sobre m, cuando m = 0 es simplemente (1.45).

Supongamos que se cumple para toda m < k que

Poo(t) /0 0 (2)Qo(@)db(x), m >0, >0,

Por demostrar que se cumple para k + 1. Por hipétesis de induccion se tiene que

Paolt) = / T e Qu(@) Qola)dia), >0,

derivando con respecto de t se obtiene

Pio(t) == [ ae Qu()Qo(a)di (o).
0
Usando la ecuaciéon de retroceso de Kolmogorov y sustituyendo la ecuaciéon anterior,

AePrr10(t) = Pro(t) = e Pi-1.0(t) + (A + 1) Preo (t)

—— [ Q@) dua)
i [ Q)
FOwt ) [ et QuoQuedvte)
= [ e aQuo) — i Quca () + O+ ) Qu ()] Qo(a) ).
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Usando (1.43) se obtiene que

MPrsrolt) = / e AN Qo ()] Qo) @),

y finalmente dividiendo entre \;

Pesiolt) = / " 0y () Qo) ().

Ahora, se sabe que (1.44) se cumple para n = 0, supéngase que se cumple para
n < k. Por demostrar que se cumple para n = k + 1. Derivando (1.44) con respecto

de t para n < k:

Pout) == [~ a7 Qu(a)Qua)i(o).

Usando ahora la ecuaciéon de evolucion de Kolmogorov y sustituyendo se tiene que

st P (8) = Py (8) + O 16 Ponie) = Nt P (1)
i [ ae Qule)Qua)dv(a)
Ot ) [ Q@) i)
i [ e Qu@) Q@i
= [ e e Que) + O+ ) @ale) — N s@us(2)]Qn () (2).

Usando (1.42)

fie1 P o1 (8) = /000 e [—ampQu (@) + (M + 1) e Qr () — p Tk Qp—1 ()] Qun () di) ()

= T, /000 e [—xQp(x) + (M + 1) Qr (@) — 1 Qr—1(2)]Qu (x)dip ().
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Usando ahora (1.43)
P (®) =7 [ € NQua (@))Qn(a)du(a).
0
Usando de nuevo (1.42)

ot P (£) = ot / € Qo (2) Qo ()t (1),

y finalmente, dividiendo entre i1,

Prn(t) = [ " Qo () Qp () ).

0

La medida de probabilidad v se llama medida espectral de Py, (t).
Dado que )\, es estrictamente positivo, el polinomio @, (z) es de grado n.

Sustituyendo ¢t = 0 en (1.44) se obtiene que

/OOO e NCr P p——

T

por lo que los polinomios @,(x),n > 0 son ortogonales con respecto a 1.

Es importante notar que las cadenas de nacimiento y muerte tienen un generador
infinitesimal que es una matriz tridiagonal, lo que resulta conveniente pues como se
muestra a continuacién, es semejante a una matriz simétrica, por lo que es posible
aplicar diferentes resultados de Algebra Lineal para matrices simétricas u operadores

autoadjuntos.
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Teorema 1.34. Sea M una matriz tridiagonal

a0 0 e 0
Bz 02 0 :
M=10 . . 0
0 Br2 ar1 Ok
0 -+ 0 B

Si6; 0 y 6;8; > 0, entonces M es semejante a una matriz simétrica tridiagonal

M, es decir, existe una matriz invertible D tal que DM D = M.

Demostracion. Sea D la matriz diagonal con entradas

6@'71 to ﬁl .
D prmy 1 D2 e —— — 2 o k'
1,1 Y i 510y ) e
Se tiene que
1 0 0 0 o .
0 /& 0 s
D'MD = B — B .2 .2 .
00 /B oo
.. .. . 0 0 ﬂkfl an
a1 01 0 . 0
oy %ﬁi %?1 0 :
_ 0 \/m asm 53)@ : D
a Vo V162 V/B1B2 :
: A - 0
0 0 0 \/51..15;@7151@71 ak\/51"~5k,1

N /BB

o \/m 0 - 0
VBio V202 0 :
- 0 V202 o VB3d3 | =M.

0 0 0 V Br—10k—1
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Por lo que M es similar a M que es tridiagonal y simétrica. O

El Teorema 1.34 es importante en el analisis de cadenas de nacimiento y muer-
te, pues no so6lo garantiza la existencia de una matriz semejante, sino que también
da una forma facil de encontrarla, lo que resulta 1til pues dos matrices semejantes
tienen el mismo polinomio caracteristico. Asi, si se buscan los valores propios de
un generador infinitesimal que sea una matriz tridiagonal, el célculo es més sencillo

utilizando su matriz similar simétrica.

Teorema 1.35. Sea A una matriz real simétrica, entonces los valores propios de A

son reales.

Demostracion. Sean i, ..., A, los n valores propios de A. Para algtin ¢ € {1,...,n}
sea \; valor propio de A y v su correspondiente vector propio, entonces como A es

real

AT = AT = Av = \ju = \;D.

Como A es real, se tiene que
7T A =0T AT = (AD)T = (\o) = N0,

entonces

(T 0) = o1 (A\w) =07 Av = Aot v = \(07 ).

Ahora, como v es vector propio, v # 0, por lo que v v # 0. Entonces se tiene que

Ai = A;, por lo tanto \; es real.
O

Un resultado de Algebra Lineal que sera importante es una especie de Teorema

espectral para matrices simétricas y se enuncia a continuacion.

Teorema 1.36. Toda matriz real de n X n es ortogonalmente diagonalizable si y sélo

St es simétrica.

Demostracion. Primero, la condicién necesaria se cumple pues si A es una matriz

ortogonalmente diagonalizable, entonces existen D matriz diagonal y U matriz orto-
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gonal tal que
A=UDU ' =UDU".

Entonces
AT = (UDUNT =UD"UT =UDUT = A,

por lo tanto, A es simétrica.

La suficiencia se demuestra por induccion.

Para matrices de 1 x 1 se tiene que, sea A = [a], entonces A = [1][a][1] = UAUT.

Suponiendo que se cumple que toda matriz simétrica de (n — 1) x (n — 1) es
ortogonalmente diagonalizable, hay que demostrar que se cumple para toda matriz
diagonal de n X n.

Sea A una matriz simétrica de n X n, con n > 1, v; un vector propio asociado al
valor propio A; que, por el Teorema 1.35, es real. Entonces v; se puede normalizar

y se puede completar una base para R"™. Usando el proceso de ortogonalizacién de

Gram-Schmidt se puede ortogonalizar dicha base f = {vy,...,v,}.

Sea P la matriz que tiene por columnas los vectores de 3, entonces P es la matriz

de cambio de base asociada a 3. Como P es ortogonal, P~! = PT.

Notese que P~' AP es simétrica, pues
(PT'AP)" = (PTAP)" = PTA"P = P71 AP.

Ademas su primera columna es

0
P_IAPel = P_lAvl = P_l)\ll)l = )\1P_1’Ul = )\1[1)1]/3 = /\1 . =
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donde el vector resultante tiene n coordenadas.

Por simetria, se tiene que P~'AP es una matriz que por bloques se ve como
A0
(O; B) donde 0 es un vector fila de tamano n — 1 y B es una matriz simétrica
de tamano (n — 1) x (n — 1), que por la hipétesis de induccion es ortogonalmente

diagonalizable.

Entonces, existe una matriz @ de (n—1) x (n—1) ortogonal tal que B = QD'Q™!

con D’ diagonal. Sea

1 0 1 0 1 0 1 0
R = or 0 entonces o o) \or o o7

1 0
es decir, R es invertible y R™! = (OT Q_1>. Sea U = PR una matriz ortogonal,
pues el producto de matrices ortogonales es ortogonal, entonces

ol B
_<1 0)()\1 0)(1 0)_()\1 0 )(1 0)
OT Qfl OT Q OT Q OT Qle OT Q
(o o) = (¢ )
OT QleQ OT D/

=D.

U'AU = R'P'APR = R <A1 0) R

Entonces A = UDU~! = UDU?, por lo que A es ortogonalmente diagonalizable.
]

A continuacion se presenta una proposicion que relaciona los resultados anterio-

res con las cadenas de nacimiento y muerte y que seré tutil mas adelante.

Proposicion 1.37. Sea @) el generador infinitesimal de una cadena de nacimiento



42 Capitulo 1. Preliminares

y muerte definido en (1.40), entonces todos los valores propios de Q) son menores o

1quales que cero.

Demostracion. Como () es un generador infinitesimal, la suma por renglones es igual

a cero, entonces se tiene que

Qe =07,

donde e = (1,...,1)T, i.e., e es el vector propio de Q asociado al valor propio 0.

Sea ¢ = max;{\; + p;}, entonces se tiene que %Q tiene entradas en la diagonal
entre —1 y 0 pero la suma por renglones sigue siendo igual a cero. Ademas las en-

tradas fuera de la diagonal estan entre 0 y 1.

Sea I + %Q, que es una matriz que tiene entradas entre 0 y 1, por lo que todas la
entradas de la matriz son no negativas. Obsérvese ademés que la suma por renglones

de I + %Q es igual a uno, por lo que es una matriz estocéastica.

Por el Teorema de Perron-Frobenius (véase Seccion 15.4 de [15]), los valores pro-
pios de una matriz no negativa estan en el circulo con radio igual al radio espectral
de la matriz, que en este caso es uno, i.e., los valores propios estan dentro del circulo

unitario.

Como ademas I + %Q es tridiagonal, por el Teorema 1.34 es semejante a una
matriz simétrica, y por el Teorema 1.35 tiene valores propios reales. Por lo tanto, los

valores propios de I 4+ @ estan en el intervalo [—1, 1].

Sea v vector propio de I + %Q asociado al valor propio A, entonces

([—l— %Q) v=2A, Xe€[-1,1],

entonces 1
Iv+ -Qu = v,
c
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por lo que
1Qv =(A—1)v,
c

lo que implica que
Qu=c(A—1)v.

Entonces ¢(\ — 1) es valor propio de @). Pero A — 1 < 0, entonces ¢(A — 1) < 0.

Por lo tanto los valores propios de () son menores iguales que 0.

Finalmente, se presenta un teorema que resultara util para demostraciones pos-
teriores conocido como Ley de Inercia de Sylvester que habla sobre el signo de los

valores propios de una matriz.

Teorema 1.38. (Ley de inercia de Sylvester). Sea f : V xV — R una forma bilineal
simétrica. Entonces V' posee una base tal que la matriz asociada a f es diagonal y
cualquier otra matriz diagonal asociada a f posee el mismo niumero de elementos

positivos y el mismo nimero de elementos negativos.

La demostracion del Teorema (1.38) se encuentra en [16].
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Capitulo 2

Procesos de Fluido Modulados por

una cadena de Markov (N < o0).

Un proceso de fluido modulado por una cadena de Markov involucra un depésito
cuyo contenido es modulado por una cadena de Markov a tiempo continuo. Este tipo
de proceso ha sido muy estudiado en el campo de las telecomunicaciones ya que se
usa para modelar la dindmica de senales como voz, videos o imégenes enviadas a
servidores que pueden ser tratados como fluidos (continuos) pues su tamano es muy

pequeno en comparacion con el trafico total.

Las ideas detras de este tipo de proceso se remontan a trabajos de Hersh y Grie-
go y otros autores como M. Pinsky, quienes los denominaron evoluciones aleatorias

(random evolution).

Este proceso puede ser visto como un sistema de colas ya que cuenta con lineas
de ingreso, espera, servicio, y salida y podemos describirlo usando la notaciéon de
Kendall [12] A/B/s/m donde A es la distribucion del tiempo de llegadas, B la distri-
bucion de los tiempos de servicio, s el ntimero de servidores y m el maximo ntimero
de clientes que pueden ser acomodados en el sistema. Por convencion la letra M se
usa para procesos markovianos, y en ese caso se escribe A = M o B = M, depen-

diendo del sistema que estemos analizando.

49
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En este capitulo se analiza el modelo de fluidos modulado por una cadena de
Markov en el que el proceso modulador es una cadena de nacimiento y muerte (X3)
y las tasas de crecimiento del fluido en el deposito (C;) son constantes que dependen
del estado de la cadena. Se estudia el proceso en el caso en que el espacio de estados

de la cadena de Markov es finito.

ﬁﬁ\ﬁ A T s ke

2.1. Trabajos previos

En 1969 Hersh y Griego publicaron [9] en el que presentan un proceso llamado
“evolucion aleatoria” como una generalizacion de un sistema que ya se habia estu-
diado antes: un proceso de Markov definido por el movimiento de una particula en
linea recta con velocidad aleatoria. En su articulo presentan teoremas de existencia,
representacion y formulas asintoticas. En 1974, Hersh publica [10] donde presenta

un resumen de su trabajo sobre evoluciones aleatorias.

Hersh y Griego encuentran que en fisica, una evoluciéon aleatoria es un sistema
dindmico cuya ecuacion de estado esta sujeta a una variacion aleatoria, mientras que

en lenguaje matematico es un operador M que satisface la ecuacion diferencial

O (5.8) = ~V{als)) M(s,1),

donde V' es un operador que depende del parametro x que es estocéstico. Con su
analisis del proceso encontraron relaciones entre conceptos de fisica y conceptos de

probabilidad y comenzaron a desarrollar teoria sobre los procesos modulados por
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cadenas de Markov.

Una referencia importante sobre los procesos de fluidos modulados por cadenas
de Markov es [2] publicado por D. Anick, D. Mitra y M. M. Sondhi en 1982. Los au-
tores analizan el modelo para un sistema manejador de datos que recibe mensajes de
N fuentes de informacién independientes que pueden estar encendidas por periodos
exponenciales por lo que las tasas que regulan el fluido r; estan moduladas por un

proceso de nacimiento y muerte con espacio de estados {0, 1, ..., N}.

Se supone que los periodos de encendido tienen distribucién exponencial, se toma
como unidad de tiempo el promedio de los periodos de encendido y bajo esa unidad
de tiempo se denota al promedio de tiempos de apagado como 1/\. Asi, a largo plazo
la fraccion de tiempo de encendido t.,. es tal que t.,. + %tenc, = 1, por lo que la

fraccion de tiempo de encendido es A\/(1 + A).

Como unidad de informacion se toma la cantidad generada por una fuente en un
periodo promedio. Bajo estos supuestos, si r fuentes estan encendidas, la tasa ins-
tantanea de transmision es r, ademaés se considera c la tasa de salida del contenedor.
Mientras el contenedor no esté vacio, la tasa instantanea de cambio del contenedor

es r — c¢. Si el contenedor estd vacio se mantendra asi mientras r» < c.

Se asume que el contenedor es infinito y que la intensidad de trafico es menor a

uno (condicion de estabilidad):

N

— < 1.
1t A)

En [2] se busca analizar los problemas relacionados con el tamano del contenedor
para cierto nimero de fuentes o el nimero maximo de fuentes que puede soportar
un sistema con ciertas caracteristicas. Para poder estudiar el efecto que causa el
numero de fuentes, se asume N finito. Se analiza también la intensidad de trafico y

su relacion con la probabilidad de sobrepasar la capacidad del contenedor.

Un aspecto importante del problema es la estabilidad numérica. En el modelo
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mateméatico se cumplen las condiciones de estabilidad, sin embargo, al buscar las
soluciones de forma computacional existen errores inevitables que, sin importar que
tan pequenos sean pueden causar que el sistema no sea estable y que la solucion
crezca de manera exponencial, es decir, no se podria encontrar la solucién aunque

exista de forma teorica.

Sea P;(t,x) la probabilidad de que a tiempo t haya i fuentes de informacion en-

cendidas y el contenido no exceda una cantidad zx.

Asumiendo que el proceso alcanza el equilibrio, i.e. 681'; — 0 cuando t — oo , se
obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales dado por
. dF; : : : .
(2 — C) dr = (N — 1+ 1))\Fz_1 - {(N — Z)/\ + Z}E + (Z + 1)Fi+1,

donde F;(x) = lim;_,» P;(t,x) es la probabilidad de que, en el sistema en equilibrio,
1 fuentes estén encendidas y el contenido no exceda x cantidad. En forma matricial

se puede ver como D-LF(z) = MF(z), z > 0 con

D = diag{—c,1 —¢,2—¢,...,N — ¢}

~NA 1
NXA  —{(N—1r+2} 2
(N —1)A —{(N=2)A+2} 3

oA —{(\+(N-1)} N
A N

Cuando t — oo y © — o0, la probabilidad de que ¢ fuentes estén encendidas
y la cantidad no exceda z es simplemente la probabilidad de que i fuentes estén
encendidas. Como cada fuente solo puede estar encendida o apagada, la probabilidad
de que i de N fuentes estén encendidas es la suma de N variables aleatorias Bernoulli,

que tiene distribucion Binomial (N,25) evaluada en i:
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Ny 1
= — )\ <7< N.
(i>(1+>\)N Vsis

Por lo que, usando el teorema del binomio se tiene que

N ‘ N\ ..
N N 1 P 1 N i 1 _
>io Fi(00) = 2050, (z) (1+/\)N>‘ - a+)F im0 (z) A" = (1+A)N(1+>\)N =1,
lo que da una condicién de acotamiento.

Para resolver el sistema se muestra un procedimiento para calcular los valores
propios y sus correspondientes vectores propios, ademas se define la probabilidad de
desbordamiento asumiendo un contenedor finito. Se encuentra su expresion asintoti-

ca y se dan algunos resultados numéricos sobre la calidad de dicha aproximacion.

En [14], V.G. Kulkarni analiza el modelo con diferentes tipos de procesos mo-
duladores. Considera un proceso C; modulado por X; que puede ser una cadena
de Markov a tiempo continuo, una cadena de Markov a tiempo continuo con ruido

blanco o un proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Suponiendo un contenedor finito, Kulkarni obtiene una representacion espectral
de la distribucion estacionaria en cada caso y analiza un modelo en el que la tasa de

cambio del proceso depende de X; y C; simultdneamente.

Kosten en [13] generaliza el modelo analizando el caso en el que el tiempo y el
namero de fuentes N tiende a infinito. Mientras que en [3| se aproxima un modelo de

trafico para cajeros automaticos con una cadena de nacimiento y muerte que regula
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un fluido de un depdésito.

Una referencia importante para este trabajo es 7] donde se analiza un sistema
en el que la tasa de crecimiento del fluido depende tnicamente del estado de una
cadena de nacimiento y muerte. Se asume un contenedor infinito y una tasa de creci-
miento constante r; en el intervalo de tiempo que la cadena de nacimiento y muerte
se encuentre en el estado i. De igual forma, se asume que la cantidad de fluido no

puede ser negativa.

Se asume que hay un estado k tal que r; < Oparai < kyr; >0parak <i <N
y para asegurar que la distribucion limite de la cantidad de fluido en el contenedor
C; existe, se asume que la suma de las tasas de crecimiento ponderada por las proba-
bilidades por estado debe ser negativa. Usando teoria de polinomios ortogonales se
encuentran los vectores propios y sus correspondientes valores propios con los cuales

se escribe de manera explicita la distribucion estacionaria de Cj.

El analisis espectral del sistema M/M /1 se puede encontrar en la referencia prin-
cipal de este trabajo [22], donde se encuentra la distribucion estacionaria del sistema
con diferentes condiciones utilizando teoria de polinomios ortogonales y se introduce
la idea de retroalimentaciéon en colas de fluidos, la cual es muy diferente a la idea

tradicional de retroalimentaciéon en sistemas de colas.

En los modelos de fluidos con retroalimentacion que se estudian en [22], se tiene
que la velocidad de cambio en el deposito depende del estado actual del proceso X,
pero este proceso ya no es autonomo pues depende del estado actual del contenido en
el deposito de manera que ahora la dependencia entre los procesos C; v X; se da en
ambos sentidos. Este nuevo proceso tiene caracteristicas en comtuin con los modelos
de fluidos modulados por una cadena de Markov y también es posible encontrar una

expresion para su distribucion estacionaria usando teoria de polinomios ortogonales.

En cuanto a las principales aplicaciones en sistemas de telecomunicaciones, en [§]

se usa el modelo con flujo continuo para aproximar el flujo de paquetes de datos y de
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voz que es discreto, asumiendo que el trafico tiene distribucion Poisson. Se estudia
el ancho de banda que se debe reservar para el uso exclusivo de datos y el que se

puede compartir con paquetes de voz.

En [8] se aborda ese problema ya que el sistema que se analiza permite reservar
espacio para paquetes de voz mientras los datos pueden usar el espacio restante in-
cluyendo espacios vacios reservados para paquetes de voz. Por su parte, los paquetes
de voz no pueden ocupar espacios vacios reservados para paquetes de datos, de ma-
nera que si llega un paquete de voz y no hay espacio reservado especificamente para

paquetes de voz, éste se perdera.

En el sistema, los paquetes de voz tiene prioridad pues se pierden si no hay es-
pacio en el sistema mientras que los paquetes de datos pueden esperar en una cola,
por lo que se analizan principalmente dos factores: la tasa de pérdida del trafico de

paquetes de voz y el tiempo medio de espera en la cola de paquetes de datos.

Con el objetivo de modelar la dinamica de servidores que reciben diferentes ti-
pos de paquetes de cada fuente se generaliz6 la idea incorporando mas de un proceso
para modular el contenido del depésito. Estos procesos cumplen con ser independien-
tes entre si pero cada uno cuenta con diferente niimero de estados y pueden no ser
idénticamente distribuidos. En [17] se hace el anélisis de un sistema de colas donde
cada fuente es un proceso modulado por una cadena de Markov MMFP (en inglés
Markov Modulated Fluid Process), el sistema es equivalente a un MMFP/MMFP/1,
se aproxima con un sistema mas sencillo y se prueba la eficiencia del método usando

resultados numeéricos.

Dado que en la realidad, atin con un niimero pequeno de fuentes, el nimero de
estados totales del proceso modulado crece de manera exponencial, se estudiaron
aproximaciones. En [18] se presenta un método de aproximacion para resolver nu-
méricamente el modelo general de fluidos modulados por una cadena de Markov. Se
muestra como la superposicion de un grupo heterogéneo de fuentes se puede aproxi-

mar con un modelo de Markov de una dimensiéon que modula la cantidad de fluido.
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2.2. Modelo Matematico

Para este modelo, se supone un contenedor con cierto fluido. El fluido en el con-
tenedor puede crecer o decrecer dependiendo del estado en que se encuentre una

cadena de Markov a tiempo continuo e independiente del contenedor.

Se denotara la cantidad de fluido a tiempo t con C;, el proceso de Markov a
tiempo continuo X; con espacio de estados finito £ = {0,..., N}, de manera que la
tasa de crecimiento del fluido es r; € R si X; esté en el estado i. Para este modelo,
se supone también que la tasa de crecimiento es constante, es decir, la tasa r; se

mantiene constante mientras la cadena de Markov permanece en el estado i.

Es importante notar que el fluido puede decrecer tanto como sea fisicamente po-
sible, es decir, hasta que el contenedor esta vacio. Si en algin tiempo t el contenedor
esta vacio, se mantendra vacio mientras la tasa siga siendo negativa. Para descartar
el caso en el que el contenedor esta siempre vacio se supone que existe al menos una

¢ para la cual r; > 0.

Dado que el proceso C; estd modulado por el proceso X;, se estudia el proceso
bidimensional (X}, C}) en el que el estado en tiempo ¢+ h, con h infinitesimal, depen-
de tinicamente del estado a tiempo ¢, por lo que resulta ser una cadena de Markov a

tiempo continuo.

Teorema 2.1. Sea (Q);; = qi; el generador infinitesimal del proceso Xy y E =
{0,1,..., N} el espacio de estados, R = diag[rog,r1,...,rN] la matriz diagonal de
tasas y

F(t,y,i;2,7) = P X; =1,Cy < y|Xog = 7,Co = x|,

la probabilidad de que a tiempo t, el proceso se encuentre en el estado © con una
cantidad de flurdo en el contenedor menor que y, dado que se sabe que la cantidad

de fluido a tiempo cero era x y el proceso modulador estaba en el estado j.
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Entonces si se denota
F(t7 Y; I) = [F(t7 Y, Z; X, j)]j,iEEa
se cumple que

OF(t,y; ) N OF(t,y; )
ot oy

R=F(ty;2)Q.

Demostracion. Bajo las condiciones del teorema se tiene que, dado que a tiempo cero
el proceso estaba en el estado j y la cantidad de fluido era igual a z, si a tiempo ¢ el
proceso modulador esté en el estado 7 y la cantidad de fluido es menor a y, entonces

al transcurrir un periodo infinitesimal h puede ocurrir que

= En ¢t + h el proceso X,y se encuentra en i + k , k € N, con probabilidad
qiﬂkh -+ O(h)

» En t+ h el proceso X,y se encuentra en ¢ — k con probabilidad ¢; ;—xh + o(h).

» En ¢+ h el proceso X;,j se encuentra en i con probabilidad 1+ ¢;;h + o(h),

donde ¢; = — Zj 2i%ij Y o(h) la probabilidad de que ocurra més de un cambio de
estado en el intervalo h, y es tal que limhﬁo@ =0, de forma que:

k=1

N—q

+ Y F(ty — hriyi+ ki 2, §)(qisrih + o(h)

k=1

El dltimo término de la suma anterior puede ser interpretado como la probabili-
dad de que no haya cambios de estado. Como el fluido crece a tasa r; en el estado i,
si en el periodo h no hay cambio de estado, entonces la cantidad de fluido a tiempo
t+hes Cyp = Cy + hry, por lo que la probabilidad de que Cyy; < y es igual a la
probabilidad de que C; < y — hr;. En otras palabras, sin cambios de estado lo tinico

que puede pasar entre t y t 4+ h es que el fluido crezca en cantidad hr;.
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Los primeros dos términos son las probabilidades de ir a un estado mas peque-
no o més grande respectivamente e incluyen las probabilidades de hacer mas de un

cambio de estado durante el periodo h pero terminar en i — k o i+ k respectivamente.

Tomando la derivada parcial con respecto del tiempo,

OF(ty,i;x,j) _ . Fl+hyiej) = Fyiz,))
ot 0 h
— Y 2221 F(tv Yy — hriui - ku Iu])(%—k,zh + 0<h))
= lfm
h—0 h
fcvz_f F(t,y — hri,i + k; 2, 7)(@ivrih + o(h))
h
h

— 1 R . e .
hl—I;((l);ql ki (tay hrul k’,fl?,])

: ok
—f-;F(t,y—hri,z—k,x,])}lLﬂT
N—i
+ %%;QZ-F&ZF(L y— hT’hZ + k7 l‘m])
N—i
. ~ .. o(h)
+;F(t,y—hn,z+k,x,j)lll1_)r%7
, . . P F(ta Yy — h’f‘“'l, {L‘,j)(O(h))
+Qz,z}1L1£>%F<t7y_hr’HZax7j)+}1L11>I%) h
h—0 h
i N—i
=Y G kiF (i —kim, ) + Y qiniF (G y, i+ k; 2, )
k=1 k=1

F(t>y+87i;$7j) —F(t,y,i;w,j)

+ ¢, F(t,y,i;2,7) + lim
s—0

—r;

A N—1i
=Y G kiF(ty, i —kix, §) + Y quriF (L y, i+ ks 2, )
k=1 k=1
OF(t,y,i; 7, j)

+qiiF(ty,i52,7) — 1y
G (t,y, 051, 5) a9y
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Notando que las sumas se pueden expresar como una sola se tiene que

8Fty,z:vj aFt,y,i;x,j
Y
por lo que para i = {0,..., N} ocurre que
OF (t,y,i;x,5) = OF(t, y,z ,5)
ot +7; Zka ty,]{?l‘])
que en forma matricial se puede escribir como
OF (t,y;x OF(t,y;x
by:e) | OFU >R=F(t7y;x)62-

ot oy

O

Como la solucién a la ecuacion diferencial del teorema anterior resulta ser muy
complicada de encontrar, es usual que se busque la distribucién estacionaria, de ma-

nera que la ecuacién no dependa de el estado inicial del proceso.

Se supone que el contenedor es infinito, por lo que el fluido podria crecer hasta
infinito. Para que exista la distribucion estacionaria de la cantidad de fluido es nece-
sario que se cumpla una condicién de estabilidad. Y para que exista la distribuciéon

invariante de X; se asume que es una cadena ergodica.

Sea 7 la medida estacionaria del proceso X, entonces la probabilidad estacionaria
para el estado ¢ € E es la probabilidad de estar en el estado i entre la probabilidad
de estar en cualquiera de los otros estados (casos favorables entre casos totales), es

decir,
T

bi===—"—
% Z]EE 7Tj’

de manera que el vector p = (py, pe, . . .) es la distribucién estacionaria del proceso X;.

Lo que se busca, es una expresion para la distribuciéon estacionaria del proceso Cy,

y para que exista es necesaria una condiciéon de regularidad. En este caso se asume
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que la suma de las tasas de crecimiento del fluido ponderada por las probabilidades

estacionarias por estado es negativa,
Zpﬂ"z' <0, (2.1)

el

pues de no cumplirse, cuando ¢t — oo la cantidad de fluido seria infinita.

Se denotara como
Fi(ty)=PX,=i,C;<y|, i€E y>0

a la distribucion conjunta o la probabilidad de que a tiempo t la cadena de Markov

esté en el estado ¢ y la cantidad de fluido sea menor a y.

Analizando las probabilidades de transicién en tiempo infinitesimal, al igual que
cuando la probabilidad depende del estado inicial, se observa que si el proceso se
encuentra en el estado ¢ a tiempo ¢, al transcurrir un periodo infinitesimal h pueden

ocurrir tres cosas:

= En t + h el proceso X, se encuentra en ¢ + k£ , £ € N, con probabilidad
Giivkh + o(h),

» En ¢+ h el proceso X;.p se encuentra en ¢ — k con probabilidad ¢; ;—xh + o(h),

» En t+ h el proceso X,y se encuentra en i con probabilidad 1+ ¢;;h + o(h),

donde ¢; = — Zj 2i%ij Y o(h) la probabilidad de que ocurra més de un cambio de

estado en el intervalo h, y es tal que limhﬁg@ = 0, de forma que la distribucion

conjunta en t 4+ h se puede escribir de la siguiente manera:

Fi(t+hy) = P[Xipn =14, Cron <y

7 N—1i
= Fiklt,y = hri)(@irsh+o(h) + > Fir(t,y — hri) (ginih + o(h))
k=1 k=1

+ Fi(t,y — hri)[1 + qiih + o(h)].
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Tomando la derivada parcial con respecto del tiempo

OF(t,y) .. F(t+hy) —F(ty)
—— 72 = lim
ot h—0 h
o Sk Bkl — e b+ o(h)
fm
h—0 h
n ot Frn(t,y — 1) (isnil + o(h))
h
h

o(h
_hquZ k@ i— k(ty h?”z —|—ZE kty h?"l)hm (h)

k=1

o(h
+ hm Z%-‘rkz z—i—k(t Yy — hrz + Z E+k t Y — hrz) }LE}% (h )

Fi(t, y = hri)(o(h)) Fi(t,y — hri) = Fi(t,y)

+ Gii | hm Fi(t,y — hr;) + hr% ; + }111{)% .
N—i
_ZQZ k:z i— kt y +Z%+k‘z H—k(t y)+QHF(t y)
k=1 k=1
Fi(t, — Fi(t,
+ lim (y+32 (t.y)
s—0 —
N—i
—Zqz Bkt ) + 3 dinaFien(t,y) + aiiFi(ty) - —gy )
k=1 k=1

Como se asume que el sistema esta en equilibrio cuando ¢ es muy grande, se puede
tomar a la distribucion conjunta estacionaria Fj(y) = limy o F;(t,y) y M =0,

entonces haciendo ¢ — oo en la ecuacion anterior se obtiene la siguiente expresu’)n

T’LF, ZQZ kz i— k +qu z +ZQH—I€Z z+k (22)

que es una ecuacion diferencial en y de primer orden y en diferencias en i de segundo

orden.

En forma matricial se puede escribir REF'(y) = QT F(y) donde R = diag(rg, r1,72, . . .]
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y T indica la matriz transpuesta. Asumiendo que R es no singular (r; # 0 para toda
E) se puede escribir

F'(y) = R'Q"F(y), (2.3)

que es la ecuacion de evolucion de Kolmogorov o de Fokker-Plank para el proceso

(X, C).

El problema reside ahora en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ante-
rior. Es claro que la complejidad de la solucién dependera de la forma y tamano de
la matriz R~'Q7, pues para encontrar la solucion es necesario encontrar los vectores

propios y sus correspondientes valores propios.

En [22]| se muestra el procedimiento para resolver el sistema en el caso en que X;
es una cadena de nacimiento y muerte con espacio de estados finito y con espacio de
estados infinito. En ambos casos se hace uso de teoria de polinomios ortogonales para
encontrar los vectores propios asociados a la matriz R~'Q?. En el caso de espacio de
estados infinito, se consideran dos casos, uno en el que los estados asociados a tasas
de crecimiento positivas son finitos y otro en el que los estados asociados a tasas de

crecimiento negativas son finitos.

2.3. (Cadenas de nacimiento y muerte.

Estudiaremos un proceso de fluido modulado por una cadena de Markov en el que
el nimero de fuentes encendidas X; es una cadena de nacimiento y muerte a tiempo
continuo con espacio de estados finito. Sean \; y p; las tasas de nacimiento y muerte
en el estado 7 respectivamente, entonces el generador infinitesimal del proceso se ve

de la siguiente forma

1€
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e 0
mo —(m+A) A
o=1| o ' ‘ (2.4)
: 0 pn—1 —(N—1+ An-1) Anoa
: 0 mN —HUN

Es importante notar que de esta manera, la ecuacion (2.2) se simplifica en el
sentido de que desaparecen todas las probabilidades de ir a un estado con k£ > 1 pues
la cadena de nacimiento y muerte permite dar un sélo salto en cada paso, es decir,
si a tiempo t el proceso estaba en 7, a tiempo ¢ + h el proceso puede estar sdlamente

eni+1,eni—1o0en i Pararesolver el sistema (2.3) se trabaja con la matriz

=X 158 0
70 T0
Xo —(mtM) P2
T1 T1 1
RleT: 0 .. . .. (2 5)
. . . , .

0 An—2  —(uN—1F+AN—1) un

TN-1 TN-1 TN-1

0 AN—1 —UN

TN TN

que es una matriz tridiagonal de dimension (N +1) x (N 4 1), por los Teoremas 1.34
y 1.35, es equivalente a una matriz simétrica que se puede diagonalizar y que tiene

valores propios reales.

Sustituyendo los valores de las tasas de nacimiento y muerte del proceso X3, (2.2)

se reduce a

riF (y) = NiciFici(y) — (N + 1) Fi(y) + i Fia (). (2.6)

Como se busca resolver un sistema de N+1 ecuaciones diferenciales en y de primer
orden donde la matriz tiene valores propios reales; la solucién es una combinacién

lineal de exponenciales que puede escribirse como

N

F(y) = Z c; by

1=0
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donde &; es el valor propio asociado al vector propio v y ¢; constantes que pueden
ser determinadas a partir de condiciones iniciales. En [3] se aborda el problema del
calculo de las constantes ¢; que puede no ser sencillo dependiendo de las condiciones

iniciales del sistema.

2.4. Espacio de estados finito

En la Secciéon 2.3 se introdujo el caso en que el proceso modulador es una cadena
de nacimiento y muerte con espacio de estados finito F = {0, 1, ..., N}. Para encon-
trar la distribucion estacionaria se debe hallar la solucion a (2.3) que es de la forma
(2.7), donde &; es el valor propio asociado al vector propio v® v ¢; constantes que

pueden ser determinadas a partir de condiciones iniciales.

Para encontrar los valores y vectores propios, primero se definen los conjuntos:

N*={i€ Elr; >0}, N,=|N*|,

(2.8)
N-={i€Elr; <0}, N_=|N"|,

de esta forma, el nimero total de estados es N +1 = N, + N_.

Obsérvese que para los estados en los que la tasa de crecimiento del fluido es
positiva, la probabilidad de que el contenido sea menor igual a cero es cero, pues
mientras X; se encuentre en ese estado, la cantidad de fluido estara siempre aumen-

tando, lo que arroja una primera condiciéon inicial

F(0)=0, ieN*. (2.9)

Ademas, si y es muy grande, la probabilidad de que X; se encuentre en el estado
1 € E y el contenido C; sea menor que y es simplemente la probabilidad de que X;

esté en el estado 7, lo que arroja la segunda condiciéon del problema

lim Fi(y) = i, (2.10)

Yy—00



2.4. Fspacio de estados finito

61

s

donde p;, =

nacimiento y muerte y para este caso, como en (1.41), se tiene que

T, =

o Mo+t

La condicion de regularidad (2.1) para este caso es

N
me' <0
i—0

es equivalente a

e
N
2 =0T ’

que, como p; =

N
Z mr; < 0.
1=0

S ©S la probabilidad estacionaria por estado para la cadena de
jeE ™)

(2.11)

(2.12)

El problema es cada vez mas particular, pues ahora se busca resolver el sistema

(2.3) que es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneo sujeto

a las condiciones iniciales (2.9) y (2.10). Dichas condiciones iniciales ayudaran a sim-

plificar la solucion del sistema y a encontrar las constantes correspondientes. Primero

se debe hallar los valores y vectores propios, tomando v(z) = [vo(z), vi(2), ..., vx(x)]"

y desarrollando R~'Qv(x) = zv(x) se tiene que

vo(x) =1,
A
&Ul(a:) =+ —0,
To To
% )\i— i— /\i— .
K vi(z) = ($+$> vi—1(x) — 2%72@) 2<i<N-—1,
ri—1 Tri—1 ri—1
AN_

( + M—N> on(z) — XL oy 4 (x) =0

N rn

(2.13)

Notese que {v;(x)}Y, son las entradas del vector propio asociado al valor propio

z de dimension N + 1.

Se busca hacer estos polinomios moénicos para poder aplicar resultados conocidos.
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Para que los polinomios sean moénicos hay que hacer que el coeficiente principal sea

1, por lo que s6lo hay que multiplicarlos por una constante conveniente.

Se define

Ai(z) = M%(@’

o Ti-1
ya que entonces se tiene que los polinomios A;(z) son moénicos y cumplen con la

siguiente relacion de recurrencia

AQ(.CE) = 1,

A
Al(x) =T+ _07

To

. . L 2.14
Ai(z) = (m+ M) Aiy(z) = DA 0y 9 < i< N1, (2.14)
Ti1 Ti—2Ti—1
AN_
(:1: + ”—N) An(z) — 2NENA (@) = 0.
Y 'N-1TN

Por otra parte, se sabe que dada una matriz tridiagonal, su determinante puede

ser calculado de forma recurrente como se muestra a continuacion

aq bl 0
C1 a9 bg 0
fn: o . - :anfnfl _Cnflbnflfnfl

Cp—2 Qp—1 bn—l

0 Cn—1 anp,

Si se toma la submatriz de i x i de 1 — R7'Q?, que es una matriz tridiagonal,

y se calcula su determinante para cada i se obtiene

filx) = (w + M) fica(z) — Mfi—ﬂx) 2<i1<N-—-1,
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que es la misma relacion de recurrencia que (2.14), por lo que A; puede ser visto

como el determinante de la submatriz de 7 x i de I — R7'Q”.

Ademas, como la sucesion {A;(x)}Y, es una sucesion de polinomios ortogonales
monica, se puede definir {A*(z)}Y, a los polinomios niicleo asociados, que por la
Definicion (1.13) son

\ S Ai1(0)A(x)
Af(x) ==z (Aiﬂ(x) - JFAT) :

Por el segundo inciso del Teorema 1.14, existe una sucesion de ntimeros reales {~; }¥,
tales que para toda¢t>1~ =0
e R i1 fi

———— =21tV Y ——— = V221
ri—1 ri—17;

con Yo 417%2i42 > 0.

De esta forma se cumple que

i1 M
Yy Y2+l = ——-
Ti—1 i

Y2i = —

Usando este resultado y la Proposiciéon 1.16 se obtiene que los polinomios de la

sucesion {Af}.., cumplen la relacién de recurrencia siguiente

Aj(z) =1

* _ )‘0 M1
Aj(r)=a+ 2412 (2.15)

Ti—1 T

iz i i1 i .
Aj(z) = (x +2= “—) A (z) — ZHELAY (1) 2<i < N

Usando la formula de recurrencia (2.15) en el polinomio ¢ = N, y sustituyendo

la definicién de polinomio ntcleo, es posible ver que

AN_
o) = (04 20) Axa) = VA (o)
N
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que es el polinomio caracteristico de la matriz R~1Q7, es decir

det[x] — R'Q"] = (:1: + M—N) An(z) — MAN_l(a:).

N N-1TN

. N .
Por el Teorema 1.9, como la sucesion {Aj} "~ cumple con la ecuacién de re-
currencia a tres pasos, entonces representa los primeros N + 1 polinomios de una

sucesion de polinomios ortogonales, en particular tienen raices reales y simples.

D. Mitra en [19] mostré un resultado sobre el niimero de valores propios y sus
signos. Para R71QT definida en (2.5), se puede demostrar que tiene exactamente N,

valores propios negativos, N_ — 1 positivos y el cero como sigue.

Teorema 2.2. Sea () el generador infinitesimal de una cadena de nacimiento y
muerte y R una matriz diagonal de tasas, N, y N_ como en (2.8). Entonces R71QT

tiene N wvalores propios negativos, N_ — 1 positivos y el cero.

Demostracidon. Se buscan vectores v tal que R~'QTv = zv donde v = (vy, ..., vn)T.
Como R es diagonal con entradas en la diagonal distintas de cero, existe R~*, por lo

que se busca resolver el sistema
Qv = Rav,

que es equivalente a
v'Q = 20" R.

Como () es tridiagonal, por el Teorema 1.34, es semejante a una matriz tridiagonal
simétrica (), y como las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico,

se puede trabajar con
v'Q = 20" R. (2.16)

De hecho, el Teorema 1.34 dice que
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0 VAL — (A2 + p2) VAo pls 0

: : 0 VAN-atino1 —(Avo1tin-1) VAN
0 e 0 0 VAN—1IN — (AN + 1n)

de esta manera, x = 0y v* = (\/Tg, \/T1, - - -, \/Tn) €s solucion del sistema. Entonces,

por la Proposicion 1.37, existe una matriz K no singular, tal que
~ 0 0
KQK" = :

- T e W
A= KRK _< . ) (2.17)

LaY
I

Sea

w

donde e = A(; 1y, w un vector fila de tamano N y M la matriz que resulta de quitar

la primera fila y la primera columna de A.

Notese que, como KQK? tiene al 0 en la esquina superior izquierda, el primer

renglén de K vy, por lo tanto, la primera columna de K7 es v*. Entonces

N
e = (\/7T0’l“0, V1T, .oty \/ﬂ'NTN) Xx (w/7T0, VT, ..., 1/7TN)T = Zﬂ'i?"i’
1=0

que es la condicion de regularidad (2.12), entonces se tiene que cumplir que e < 0.

Multiplicando I = K~'K y K7 en (2.16), se tiene que
v K'KQK' = 20" K'KRK™. (2.18)

Sea p = vT K1, entonces, sustituyendo en la ecuacién (2.18)
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(e o) oo v 219

Sea ¢ la primera entrada de ¢ y ¢ el resto de las entradas, es decir, ¢ =

(¢, ™M), desarrollando el producto de la ecuacion (2.19) se tiene que

(0, =) = (2 Ve + 2o VW", 2pOw + 2oV M),

por lo que
xgp(o)e + xgp(l)wT =0,
entonces .
O = ——pWwT, (2.20)
e
y
—oW = 2pOw + 2o M. (2.21)

Sustituyendo (2.20) en (2.21) se tiene que

1
eV = —gpM) (M - —WTW> . (2.22)
e

Ahora se tiene que los reciprocos negativos de los valores propios de M — éWTW

seran las soluciones a x de la ecuacion (2.22).

Considérese la matriz

y sea
B=LAL",

donde A es la matriz definida en (2.17), por lo que

B e 0
~\oT M—%WTW .

Como A y B resultan de cambiar la magnitud de los valores propios diferentes
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de cero de la matriz R que es no singular, entonces los valores propios de estas dos
matrices tienen los mismos signos que los de R, que son /N, positivos y N_ negativos
(Véase Teorema 1.38).

Entonces, como B tiene N, valores propios positivos y N_ negativos, si e es
menor a 0, por la forma de B se tiene que M — —W w tiene NN, valores propios
positivos y N_ — 1 negativos. Es importante notar que el cero ya se excluy6 de los

valores propios de esta matriz.

Finalmente, tomando el reciproco negativo de los valores propios de M — %WTW,

se tiene que la solucion a (2.22) consta de N, elementos negativos y N_ —1 positivos,

por lo que R7'QT tiene N, valores propios positivos y N_ — 1 negativos.

Definiendo &;, i € E, los valores propios de R7'QT, en orden creciente se tiene
que §; <Oparai=0,1,..., Ny —1,&v, =0y § >0parac= Ny +1,...,N.

Retomando ahora la ecuacion (2. 13) se denotard como v\ al vector propio aso-

ciado al j-ésimo valor propio, es decir v\ = = v(¢;), con v; U) 4 la i-ésima entrada de
dicho vector, i,7 = 0,..., N. Entonces segun (2.13) se tiene la siguiente relacion de
recurrencia

v((]j ) = 1,

[L1’U§J = 7“()5] + )\0, (223)

v = (ria& + Ny + ) v = e, =23, N.

Sabiendo ahora que el polinomio caracteristico de R~1Q7 tiene N raices reales y
simples de las cuales N, son negativas, N_ — 1 son positivas y una es cero, se puede

decir que la solucion es de la forma (2.7).

Considerando la forma de la solucion al sistema y la condicion inicial (2.10) se
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tiene que

Y—00

N

= lfm F.(y) = I ity )

pi = lim Fi(y) ylgr;o Eocjea (s
=

Si pasara que ¢; > 0 para algun &; > 0 el limite anterior serfa infinito, pero como
pi € [0,1] pues es una probabilidad, eso no puede pasar, por lo que las constantes

asociadas a los valores propios positivos deben ser cero, es decir
c; =0 paratodo & > 0.

Con lo anterior, se pueden eliminar de la solucién los términos con valores propios

positivos, por lo que la soluciéon ahora se ve como

Ny—1
F(y) = Z ¢; €590 4 ey N vy > 0, (2.24)

j=0
donde se conservan los términos asociados a valores propios negativos y al cero. En
(2.24), &N, representa al valor propio cero, considerando de nuevo la condicién inicial

(2.10) aplicando el limite a cada entrada de la soluciéon

pi = lim Fi(y)

y*)OO
Ny—1
_ 1 &y, () En_y, (N4)
= > et +en ey
i=0
(N4)

)

= cN+e§N+yv
(N+)

- CN+ UZ 9
por lo que finalmente, la solucién por estado puede expresarse como

Ny—1
F(y)=pi+ Y e, y >0, (2.25)
§=0

o en forma matricial

Ny—1

F(y)=P+ Z ;eS| oy > 0.
=0
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Donde P = (po, p1, - - - pN)T, c; constantes que pueden ser determinadas a partir

de la condicion inicial (2.9) que por estado se puede expresar como

Ny—1
pi+ Z cjvim =0 paratodaie NT, (2.26)
=0

&; los valores propios de la matriz R™'Q” que también se pueden determinar a través
de los ceros del polinomio A% (x) y vU) sus correspondientes vectores propios que

también se pueden determinar a partir de la formula (2.23).

2.4.1. Ejemplo.

El objetivo ahora es observar un ejemplo préactico del comportamiento de la distri-
bucién estacionaria P[X; = i, C; < y|. Para ello se tomara una cadena de nacimiento
y muerte con espacio de estados finito y una matriz de tasas que cumplan las con-
diciones necesarias. Se calculara la distribucién estacionaria utilizando el método

descrito en el principio de esta seccion.

Para ver si los resultados se ajustan al comportamiento del proceso, se utilizaréa
el lenguaje de programacion Julia para realizar una simulaciéon del proceso y se hara
una estimacion de la distribucion estacionaria para i y y fijas y se compararé con los

resultados obtenidos antes.

Con fines practicos se tomara una cadena de nacimiento y muerte cuyo espacio
de estados sea lo mas pequeno que se pueda conservando las propiedades necesarias
para el calculo de la distribucion estacionaria. La razon es que la complejidad de los
calculos utilizando el método descrito antes podria causar problemas, ademas de que
el método utilizado para estimar la distribucion estacionaria por medio de simulacién
resulta no ser muy eficaz en tiempo al aumentar tanto el nimero de estados como el

numero de simulaciones.

Se considera una cadena de nacimiento y muerte con 4 estados, cuyo generador

infinitesimal () es una matriz de 4x4 y la matriz de tasas R como sigue
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-1 1 0 0 -2 0 0
2 =3 1 0 0 1 0
pu— R pu—
@ 0 4 -6 2 Y 0 0 -1 0
0O 0 6 -6 0 0 0 5

Obsérvese que para este caso el conjunto de estados £ = {0, 1,2, 3} esta formado

de la siguiente manera

Nt ={1,3}, N,=|N*|=2,
N-={0,2}, N_=|N"|=2,
E=NTUN~ y |E|=N,+N._.

Lo que significa que hay dos estados (0 y 2) que tienen asociadas tasas de creci-
miento negativas (decrecimiento) y dos estados (1 y 3) que tienen asociadas tasas de

crecimiento positivas (crecimiento).

Para la validez del ejemplo, es importante notar que estas matrices cumplen con

la condicion de regularidad (2.1). Analizando primero el generador del proceso X; se

tiene que
1 1 1
T =1 m=g5 M=g M=o,
3 3 3 1
]90—5 pl—lo p2—40 p3—407

que son las distribuciones estacionarias de la cadena de nacimiento y muerte, de

manera que al multiplicarlas por las respectivas tasas r; se tiene que

gpm = (g) (—2) + (1—30) (1) + (%) (-1) + <%) (5) = _;_g < 0.

Esto asegura que la cantidad de fluido del contenedor no es infinita al aumentar

el tiempo.

Haciendo una simulacion del proceso usando estas matrices, en un periodo corto,
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digase t = 10, graficamente el proceso se ve de la siguiente forma:

Proceso X.
3
w 2
Q
=
i
i
1
0
0 5 10
t
Proceso C.
25
2.0
[=]
5 15
c
g 1.0
§ ‘
0.5
0.0
0 5 10

Obsérvese que, efectivamente, mientras el proceso X; se mantiene en algtn estado
con tasa positiva (1 y 3), la cantidad de fluido en el contenedor C' aumenta, y durante
los periodos que el proceso X; se encuentra en algin estado con tasa negativa (0 y 2)
la cantidad de fluido disminuye. Ademas, si la cantidad de fluido es cero y el proceso

X; se mantiene en un estado con tasa negativa, la cantidad de fluido también se

mantiene en cero.

Ahora, se calculan los valores propios de la matriz a partir de los ceros del polino-
mio xA%(x), para el cual se necesita calcular los primeros polinomios de la sucesion

{A¥(z)} definida en (2.15) que se ven de la siguiente manera
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Aj(z) =1
. 3
Al(a:) =x+ 5
3 13
Ai(z) =a2% — 0 — —
S(x)==x Zx 5
23 133 34
* _ 3 2 _
Ai(z)==x AT AR

Segun los resultados descritos en esta secciéon, el polinomio caracteristico de la
matriz R7*Q” puede verse como xAj(z), por lo que los valores propios de la matriz

son los ceros de dicho polinomio, es decir
det[z] — R™'Q"] = xAj(x).

Claramente una de las raices del polinomio caracteristico es cero, las demaés raices
seréan calculadas con ayuda de Julia. Se obtiene que los ceros del polinomio caracte-

ristico en este caso, ya en orden creciente y agregando el cero, son

€4 A —2,257365,
¢ ~ —0585711,
& =0,

€4 ~ 5,143077.

Obsérvese que esto concuerda con uno de los resultados principales que dice que
los valores propios de la matriz R~'Q7 son reales y simples, mas atn, hay exacta-

mente NV, valores propios negativos, N_ — 1 valores propios positivos y el cero.

Siguiendo con el procedimiento, para tener la expresion de la distribucion estacio-
naria del proceso conjunto, se necesita tener los vectores propios y ciertas constantes

que hagan que se cumplan las condiciones iniciales como se muestra a continuacion.

Como la suma de la ecuacion (2.25), en este caso, va de cero a 1, basta con

calcular los vectores propios asociados a los valores propios negativos &y y &;. Para
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este fin, se utiliza la formula de recurrencia (2.23), obteniendo para &

U(()O) =1,
0) 1
v ==+ 5 = 2757365,

(G +1+2)v” — o
4
o _ o244 o
o _
6

o -

~ (0,2619289392,

~ —0,09908702416,

por lo tanto

v = (1,2,757365, 0,2619289392, —0,09908702416).

Para &

v(()l) =1,

1
o = —g 5 ~ 108571,

o
14+2)0) -
o0 = G IFD0 =0 g ea050311,

2 4
ey
o= (SEH2 6)”2 UL~ 0,2639184669),

por lo tanto

v = (1,1,085711, 0,40530503112, 0,2639184669).

El siguiente paso es calcular las constantes ¢y y ¢; a partir de la ecuacion (2.26)

obteniendo el sistema

P+ COU§O) + Clvf) =0,

p3 + covéo) + clvél) =0,

cuya solucion es

co &~ —0,06229235184,
¢ ~ —0,1181136134.
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Con lo que finalmente, para 7 y y fijas, es posible calcular la distribucién estacio-

naria

Fiy) = pi + coe?®0l” + ¢ e¥roV.

Sustituyendo los valores de p;, ¢; y vl-(j ) encontrados antes se encuentra que las

distribuciones estacionarias por estado son:

Foly) = g — 0,06229235184¢ 225730 _ () 1181136134¢ 058571y

1
—~
Neagd
S—
I

3
1~ O 1717627507675 — 0,1282372493¢ 051y
3
Fa(y) = 15 = 0.01631616964¢ 270 0,04787204175¢ 0555711y
1
F3(y) = o7 0,00617236377¢ 2257365 _ () 03117236377 "5y

La grafica de estas funciones de distribucién es la siguiente:

Distribucion estacionaria por estado.

0.6
0.5
04 Estados.
W i=0
F o3 o o ) >
'/
0.1
A —
0 | |

La grafica de la suma de estas distribuciones es:
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Suma de las distribuciones estacionarias.
1.0
0.9

0.8

0.6
0.5

0.4

que representa la P[C; < y].

Es claro que al hacer crecer la cantidad de fluido ¥, las distribuciones estacionarias
por estado convergen a su correspondiente probabilidad, es decir
lim F(y) =p; Vi€ N.
Yy—00
Analizando un poco las graficas de las distribuciones se puede observar que la
probabilidad de que en un tiempo grande con y fija, la probabilidad de estar en el

estado cero es siempre mayor que la probabilidad de estar en cualquier otro estado,

de hecho, la probabilidad decrece conforme aumenta el estado.

Este hecho se puede ver analizando en un principio el generador infinitesimal ()
del proceso X; y la matriz de tasas R. El generador infinitesimal siempre tiene tasas
de nacimiento menores a las tasas de muerte, y de hecho las tasas de muerte son el
doble de las tasas de nacimiento. Esto provoca que la cadena de nacimiento y muerte
permanezca mas tiempo en los primeros estados, més atn, al ir a los estados mayores

el proceso regresara al estado cero rapidamente.

Aunado a esto, considerando el hecho de que el estado 0 tiene la menor tasa,
es decir, la tasa con la que el contenido decrece més rapidamente, mientras que el

estado 3 tiene la tasa de crecimiento mas alta, se puede deducir que la cantidad de
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fluido no se alejara mucho del cero pues el proceso permanecerd méas tiempo en el
estado con la tasa de decrecimiento més alta y menos tiempo en el estado con la tasa

de crecimiento mas alta.

Ademés, al sumar las cuatro distribuciones se obtiene una funcion que se puede
interpretar como la probabilidad de que la cantidad de fluido sea menor a y, que a

partir de 10 ya es muy cercana a uno.

Derivando la expresion para las distribuciones estacionarias, es posible calcular

las respectivas densidades por estado. La gréfica es la siguiente:

Densidades por estado.

0.5
0.4
Estados.
0.3 \ mi=0
F N i=1
0.2 i
mi=3
0.1
00 — e ——— —
0 1 2 3 4 5

Tomando en cuenta que las expresiones para las distribuciones estacionarias son
combinaciones de exponenciales, tiene sentido que las respectivas densidades tengan

la forma de densidades exponenciales y se puede observar que decrecen rapidamente.

Una trayectoria del proceso con ¢ = 10, 000 se ve como sigue
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Cantidad de fluido en el contenedor.

15

10

0 5.0x10° 1.0x10*

En la grafica podemos observar que efectivamente el proceso sélo rebasa la cantidad
de 10 unidades tres veces y por un periodo de tiempo muy corto. Ademéas de que
el contenido siempre se queda cerca de cero y cuando crece, regresa rapidamente a

cantidades bajas.
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Capitulo 3

Procesos de Fluido Modulado por

una cadena de Markov (N = o0)

En este capitulo se analiza el modelo de fluido modulado por una cadena de Mar-
kov en el que el proceso modulador X; es una cadena de nacimiento y muerte con
espacio de estados infinito y las tasas de crecimiento del fluido en el depdsito C; son

constantes que dependen del estado de la cadena.

Se divide el estudio de este proceso en dos casos generales, el primero en el que
el niimero de estados asociados a una tasa de crecimiento positiva es finito y después
el caso en el que el niimero de estados asociados a una tasa de crecimiento negativa

es finito.

(g% I;'isi X, =1
%MJ“\TEJUM |

X,

79
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3.1. Espacio de estados infinito con N, < oo

En esta seccion se analizara el caso en el que el espacio de estados £ = {0, 1,2,...}
es infinito con N, < oo, es decir, el numero de estados asociados a tasas de creci-
miento positivas es finito. De igual forma que en la seccién anterior, se busca resolver
el sistema (2.3) sujeto a las condiciones iniciales (2.9) y (2.10) ya que para este caso,

las dos condiciones tienen sentido.

Para resolver el sistema, como N, < 0o, es posible aproximar la solucién trun-
cando el espacio de estados hasta IV suficientemente grande y posteriormente tomar

el limite cuando N tiende a infinito.

Sea N natural tal que N > max{N*}, y supondremos que se cumple la condicion

de regularidad equivalente a (2.1), que en este caso es

ek

T4

Como p; = oo, baran > N se cumple que
n
> mri < 0. (3.1)
i=0

Entonces el espacio de estados de la cadena de nacimiento y muerte X; es
E = {0,1,...,N} y se define Ay = 0 de tal forma que el N-ésimo estado sea

reflectante.

Obsérvese que bajo estas condiciones se cumple lo mismo que en el caso finito,
por lo que, para el sistema con espacio de estados truncado, la solucion es de la
forma (2.25). Considerando que se tiene una expresion para la solucion al sistema,
pero esta solucion depende del valor de NV, se reescribe la solucién con notacién que

lo indique de la siguiente manera
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E¥y) =™+ 3 eV 50 i=o0, N, (3.2)

Como se tomé N > max{N7'}, la suma no depende de ella, lo que permite to-
mar el limite cuando N tiende a infinito. Teniendo en cuenta que se asumi6 que la
distribucion estacionaria de la cadena de nacimiento y muerte existe, se cumple que

Z].GE mj < 00, por lo que se tiene que

pgoo) = lim pEN) = lim —
N—o0

— =p;, 1€F.
N pZ
N .
Y o™
Recordando que los polinomios Af(z) cumplen la ecuacion de recurrencia (2.15),
y eliminando la condiciéon de i < N, se tiene que {Af(x)}:2, es una sucesion infinita
de polinomios ortogonales. Entonces el polinomio A% (z) es uno de los elementos
de dicha sucesion, y tiene NN raices reales que se denotaran en orden creciente por

N N N
e, 0.

Por el Corolario 1.5, para cualquier N fija, la sucesion {§§N)}§’V°:i es decrecien-

te y limpy_oo fi(N) existe (es posible que sea —o0). Sea fi(oo) = limy_ fz-(N) para

i=1,...,Ny & = —c0, la Proposicion 1.6 dice que si &> = 51.(?3 para alguna
i > 0, entonces ffoo) = fi(f;), k=1,2,....

Considerando ademas que se sabe que A} (z) tiene N raices reales de las cuales,

en orden creciente, las primeras /N, son negativas, entonces los limites

5500) = lim £§N) i=0,...,N; — 1 existen y

N—o0

—oo<£é°°)<§§°°)<...<§§V°jll<0.

()

i

(V)

Ahora es posible tomar el limite cuanto N tiende a infinito en v;”’ = limy_,o v;

Entonces el sistema (2.23) se transforma en
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v(()j) =1

() — pg(00) oy 33
vy =1o&; "+ Ao (3.3)
Hiv (]) = (ri1 5( + Ao+ Mi—l)vfj)l i gvz(])z 1> 1.

Para las constantes, se define cg»N)

de estados N y c§°o)

como las constantes que dependen del nimero
, N . L.
=limy_ 00 c(- ) que, como son constantes, existen y son la tnica

) que se obtuvieron a partir de (3.3).

solucion del sistema (2.26) con los vectores v;
Con lo que se tiene lo necesario para tomar el limite en la solucién del sistema con

numero de estados infinito.

Como se cuenta con una expresion para el sistema con espacio de estados trun-
cado y se sabe que los limites de todos sus factores existen, mas atn, se conocen
expresiones para ellos, se puede encontrar una solucién para el sistema con ntmero
de estados infinito (no debe perderse de vista que un supuesto importante es que

N, < o0) tomando el limite cuando N tiende a infinito en (3.2).

Con lo cual se obtiene que la distribucién estacionaria de la cantidad de fluido en
el contenedor de un proceso de fluido modulado por una cadena de Markov, donde

la cadena tiene espacio de estado E infinito y N, < oo es

Ny—1

PX =i,C<y]= pl+ch )5y,

3.1.1. Ejemplo.

Para ejemplificar el caso analizado en esta seccion, al igual que en el Capitulo 2
se buscard un caso que simplifique los calculos. El caso més sencillo que se puede
analizar con espacio de estados infinito, es cuando N, = 1, es decir, s6lo existe un
estado con tasa de crecimiento positiva. Se hara primero un anélisis general de este

caso y después un ejemplo numérico.
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Considerese el caso en el que
ro=ry >0 rm=—-r_<0 i=12,... (3.5)

es decir, Nt =1y N_ = co.

De la misma forma, ya que el espacio de estados es infinito, el caso mas sencillo

para la cadena de nacimiento y muerte es tomar \ y p constantes, es decir,

Obsérvese que es este caso se tiene que la medida estacionaria de la cadena de

- )

Por cuestiones de notacion, se define

nacimiento y muerte es

A
p=-
]
y
'+
o = s
Ty +r_
con lo que se tiene que
T, — pZ

Por la condicién de ergodicidad ), ,m; < 00, se tiene que p < 1. Ademas, con

la condicion de estabilidad (3.1) que es ). mr; < 0, se tiene que

[e.9]
E Ty =Ty —1r_ g p' <0,
i€l i=1
como Y 2, pt = 155, se tiene que

Ty —T_ (L) <0,
L—p
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si y solo si
ry < p(r- +r14),
lo que implica que

'+
r_+4+ry

<p,

por lo tanto,
o<p<l. (3.7)

Para este caso, el problema principal radica en encontrar 5(()00), pues la suma que
aparece en la solucion general del sistema consta tnicamente del sumando asociado
al tinico valor propio negativo (véase (3.4)). También se tendra que encontrar el vec-

tor propio asociado y la constante cg.

Notese que 5800) = limpy 00 féN) donde £SN) es el cero mas pequeno de A% (x).

., N . -, . .
Lema 3.1. La sucesion {f’é )}j’\,ozl constituye una sucesion estrictamente decreciente

con limite

o) o A
9 = 1m ¢ = -2 4 L (3.8)

N300 reoory+r.

Demostracion. Sea

(3.9)

- (G s (252222)

donde, por en (2.15), la sucesion {A;}Y , cumple la relacion de recurrencia siguiente
Aj(x) =1

e T_ (3.10)
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Por (3.10), se tiene que

- () (2252
- () (22522
)

(21‘\/ +)\—|—u+ A _ﬂ)
=2z

I
=

r_ Ty o T—

N R N

\/_

=2x+

. <2x\/ w4+ A+ ,u)
A,

r_

Tz(x):(
_ [(Qx\/_-f-)\—i-u i—£>A”{<2xm+)\+M>}

)
()
() [ ()]

T_ T_ r_

_ oy (= A: 20/ A+ A+ p

I et s
P () ()
- (%)

De manera recurrente se obtiene que

To(z) =1

Ti(z) = 20+ P (3.11)

o
ﬂ = Zxﬂ—l(x) - 7“%—2<"E)7 1= 27 37 s
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Como ademés se cumple, por (3.7), que
p <1,

se tiene que

entonces 1
—>1
VP
Y como
o <p,
entonces

lo que implica que

YOS — >,
o P
por lo tanto ’%ﬁ‘ > 1.
Por el Lema 1.25, b = —\/7’3, y COmo \‘/75| > 1, la medida con respecto a la cual

los polinomios {7;(z)} son ortogonales tiene un tnico salto de magnitud 1 — % en

el punto —% <*/7’5 + \%) .

Segun el Capitulo II, Seccion 4 de [4], si se define la sucesion {¢;}3°, donde (;
es el cero mas pequeno de T;(x) se cumple que la sucesion de ceros es estrictamente
decreciente y el limite cuando ¢ tiende a infinito coincide con el punto de masa de la

medida con respecto a la cual son ortogonales.

Por lo cual el limite es el punto —% (\/7’3 + \/iﬁ) para T;(z).

Como T;(x) y Af(z) estan relacionados por la ecuacion (3.9), es posible encontrar

el limite f(()oo) para Af(z) sustituyendo —3 (‘/7’3 + \/Lﬁ) en W# De esta manera
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se obtiene que

N/
r_ r_

6(@)_2(—% (%’3+§5)>\/AM+A+M_ — VP A N g
(o) _ -

2 —op+ i+ A(E2)+u(l-o)

g

O

Para encontrar el tinico vector propio involucrado en la solucién, que es el vector
propio asociado al tinico valor propio negativo, se sustituye féoo) del Teorema 3.1 en
(3.3) obteniendo

v(()o) =1,
v§0) =0,
o _ (A © _A©_ o
Uy Lo + 0) vy U o,
A A
0! = (— —1—0) v! )1 — —’UZO)Q =0
wo
Para la constante ¢y se debe resolver la ecuacion po + cov(()o) = 0, por lo que
co = —po. Donde ademés p; = (1 — 3) (3) = (1—p)p'.
Finalmente sustituyendo estos valores en (3.4) se tiene que
. N Iz}
Fi(y) = (1 =p)p' - poaze< At
. N 2]
= (= pyf = (1= ppote A 3,12

=) (- el ArEEN),

Para el ejemplo numérico, se eligen tasas de muerte y de nacimiento grandes, con



88 Capitulo 3. Procesos de Fluido Modulado por una cadena de Markov (N = o0)

el fin de que el proceso haga cambios de estado rapidos. Ya que el tinico estado con
tasa de crecimiento positiva es el cero, se usara una tasa que haga que el fluido crez-
ca en mayor proporcion que la tasa con la que el fluido decrece en todos los demés

estados.

Tomando A = 50, u = 60, ro = 5y r; = —2 se tiene que, usando la notaciéon
descrita arriba,

5
o=z p:6y0<p<1,

7 7
por lo que se cumple la condicién de estabilidad. Una trayectoria de este proceso se

ve de la siguiente forma

Proceso X.
15

w 10 | w
3 J | III.II |
ﬁ | | | |
s | { | ﬂ.l
i \ A |
| Il | I
|/ ‘IIIIII‘IIIIIIII'IMII| | |||||I| - ’IIIII / “
0 5 10
tiempo
Proceso C
4
. 3
S
g 2
c
S
1
0 |
0 5 10

tiempo
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En las graficas anteriores se puede ver que en los periodos donde la cadena de
nacimiento y muerte esta en estados mayores a cero por mucho tiempo, el contenido
disminuye y se hace cero, mientras que en los intervalos en los que la cadena de na-
cimiento y muerte permanece saltando constantemente al estado cero, el contenido

aumenta rapidamente.

El proceso modulador se mantiene cerca del cero siempre ya que la tasa de naci-
miento es mas pequena que la tasa de muerte, lo que provoca que la cadena regrese

a los estados iniciales.

Ahora, para calcular las distribuciones estacionarias, se sustituyen los valores
necesarios en (3.12) y se encuentra que la distribucion estacionaria por estado del

proceso conjunto en este caso esta dada por

Fi(y) = (1 - g) (g) - (g)ie?y . (3.13)

La grafica de las distribuciones estacionarias para los primeros estados es la si-

guiente

Distribucién estacionaria por estado.

0.20 Estados.
mi=0 i=11
mi=l mi=12

i=2 i=13

W i=3 i=14

W i=4 i=15

F o10 — ' mi=5 mi=16
i=6 MWi=17

Hi=7 MWi=18

——— =8 Wi=19

mi=9 mi=20

= i=10

0.05

0.00

En la grafica anterior se observa como al aumentar el estado, la distribucion es-
tacionaria se va acercando al eje horizontal. Esto es porque al aumentar el estado

la probabilidad de estar en ese estado es muy pequena cuando t es grande, pues la
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cadena permanece cerca del estado cero.

Si se hace la suma de F;(y) sobre todos los estados, se obtiene la distribuciéon
marginal del proceso (Y, es decir, la probabilidad de que el contenido sea menor a y,

la grafica de la suma de las primeras distribuciones es la siguiente:

Suma de las distribuciones estacionarias.

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Se puede ver que en cero es muy cercana a 0.4. Se observa también que la pro-
babilidad aumenta rapidamente, de manera que al llegar a 4 es casi uno, lo que
quiere decir que la cantidad de fluido en el contenedor sera siempre pequena, pues la
probabilidad de ser menor a 5 es casi uno. Esto tiene sentido considerando que sélo
el primer estado tiene tasa de crecimiento positiva, y que el proceso modulador se

mantiene cerca del primer estado.

La siguiente es la grafica de las densidades que se obtienen al derivar las expre-

siones encontradas para las distribuciones estacionarias por estado.

Densidad por estado.

0.25 Estados.
0.20 Wil mi=12

015 %\ mi=3 mi=14

0.05

0.00
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Se puede observar que al igual que las distribuciones, las densidades van de-
creciendo conforme aumenta el estado, ademas de que también tienen la forma de

densidades exponenciales y decrecen rapidamente.

Una trayectoria del proceso C; con t = 200 es la siguiente:

Proceso C

Contenido.

| I i|
1 Jk 'V|||| |r|| ~||I|l} | | |||[[|

ll Hl\ l| Ll ain”ﬁl}l. .I LA IHIHI |..'|1H|w| RN} l|f \ huhl‘

50 100 150 200
tiempo

donde se puede observar que el proceso nunca rebasa la cantidad de tres unidades
de fluido.

3.2. Espacio de estados infinito con N_ < oo

En esta Seccion se considerara el caso en el que la cadena de nacimiento y muerte
que regula las tasas de crecimiento tiene espacio de estados infinito £ = {0,1,...} y
N_ < 00, es decir, los estados asociados a tasas de crecimiento negativas son finitos,
lo que implica que los estados asociados a tasas de crecimiento positivas son infinitos,

esto es, Ny = oo.

Se presentara una aproximacion a la solucion del sistema (2.3) encontrando una
solucion que sea tnica para cada estado y después se buscard una combinacion lineal

de estas soluciones que satisfagan las condiciones iniciales del sistema original (2.9)

y (2.10).
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Se debe solucionar el sistema (2.3) que consta de un ntmero infinito de ecuaciones,
como se busca una solucién para cada estado j € F, y ademas se supondra que dicha

soluciéon es tnica, entonces cada solucion esté sujeta a la condicion
FP0) =6, i€k, (3.14)

donde precisamente ﬂ(j ) representa la soluciéon para el estado j.

Sea F(y) la matriz con entrada (i,7) igual a Fi(j)(y) con i,j € E, es decir, la
matriz que tiene en sus columnas las soluciones por estado para el sistema (2.3).

Entonces el sistema a resolver para este caso es
Fly) = RQ"F(y),

donde R = diag(ro,71,...) y @ el generador infinitesimal del proceso X; con espacio

de estados infinito que se ve de la siguiente manera

—Xo Ao 0 0 O

J75 —(,u1 + )\1) A 0 0

@=1 12 (2t X)) Ay O
0 0 . .

Como se busca una solucién tnica por estado, por (3.14) la condicion inicial que

se debe satisfacer es

donde I representa a la matriz identidad.

Dada la forma del sistema a resolver, una primera forma de la soluciéon es

o

R1QT —-1AT kY
Fly) =™ =3 (RQ)" 53

k=0
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93
que entrada a entrada es
00 k
. —1AT r ..
e S R T N
k=0

Por otro lado, se puede considerar los polinomios P;(z) que cumplen la ecuacion
xP(z) = P(x)R'Q", y entrada a entrada, si

P(z) = (Py(x), Pi(z), Py(z),...),

se cumple que

vP(x) =) (R'Q"), Pi(x) i€E.

JjeE

Ademas cumplen la ecuaciéon de recurrencia siguiente

P()(ZL‘) = 1,
Ao o
20 p 20
S @) =2+ (3.16)
A N+ o .
Lpy(z) = (x—f— ﬁ) Poa(e) =B L) i=2,. ..
T Tri—1 Ti—2

Al igual que para el caso finito, se puede demostrar por inducciéon que

1" Pi(r) = Z (R_lQT); Pi(z) i€ E,paratodan=0,1,...

JEE

Usando la féormula anterior y la expresion en serie de Taylor alrededor del cero
de la funcién exponencial se tiene que

P(a) =Y "”jf"a(@ - Larpa

n=0 n=0
0

g

% IQT ZZ 1QT ?J_' ().

]EE n=0 jeFE

n=

Obsérvese que, como la matriz R~'Q7 es tridiagonal, la suma soélo tiene tres

sumandos, por lo que es convergente de manera que las sumas se pueden intercambiar
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y usando la forma de la solucion que se obtuvo en (3.15) se obtiene

P = X3 (B L@ - S FOWP @, 3

jEE n=0 jeE

Ademas, como se muestra en el Lema siguiente, la sucesion { P;(z)}2, esta en €,

es decir, constituye una sucesion de polinomios asociados a una sucesion de cadenas.

Se puede encontrar la sucesion de polinomios niicleo asociada a {F;(z)}2, que
resulta ser la sucesion {Af(x)} definida en (2.15) con N = oo. Esta sucesion es

ortogonal con respecto al producto interior

(f,q) = / " f@)g(a)e(do), (3.18)

donde ¢* es una medida positiva en R (véase Teorema 1.18).

El siguiente Lema brinda un resultado importante sobre los polinomios P;(x),
pues se puede encontrar una igualdad que los dota de una especie de ortogonalidad

bajo las condiciones antes mencionadas.

Lema 3.2. Si la sucesion {Af(x)}2, es ortogonal con respecto a una unica medida
positiva con momento de orden finito -1 (en el sentido de que *({0}) = 0 y las
integrales ff;o rY*(dz) y foof x~Y*(dz) convergen) entonces existe una medida

signada 1) de masa total 1 tal que

/ " P(2)Py(2)v(de) = sy ij e E.

—co ToT;

Sirg <0, la masa de ¥ en el eje positivo es positiva y la masa en el eje negativo

es negativa. Lo contrario si rg > 0.

Demostracion. Con N = oo se tiene que la sucesion {A;(z)} definida en (2.14)
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cumple la siguiente relacion
A()(.Z') =1= Po(x),
A A
A(z) = r—s = T—fmx),
A A Ao
Ao(z) = (w—l- 1+,U1) Pu(z) — o,ulpo _ 20N p ), (3.19)
Tl o 172
Nio1 + i Aiofti_ L Ak
Az(x):< n 1+ p 1)3_1()_ 244 1B_g(x): klpi()
i1 Ti—2Ti—1 ey 'K
Entonces ,
Pi(z) = U ;k Ay() (3.20)

Por el Teorema 1.14 la sucesion infinita {A;(z)}5°, estd en €, es decir, es una

sucesion de polinomios asociada a una sucesion de cadenas, por lo que la sucesiéon

{P;(x)}2, también lo es y {Al(z)}°, su correspondiente sucesion de polinomios

nucleo asociados que satisface la relacion de recurrencia (2.15).

Por hipoétesis, la sucesion {Af(x)}2, es ortogonal con respecto a una tunica me-

dida positiva 1*. Cuando ry < 0, la medida 1* se normaliza del tal forma que tenga

masa total —;\—8 que, por hipoétesis tiene momento finito de orden -1, por lo que por el

Teorema 1.18 existe una medida signada 1) respecto a la cual lo polinomios {A;(z)}

son ortogonales. En consecuencia los polinomios {P;(z)} también son ortogonales

con respecto a .

Cuando ry > 0, haciendo la misma normalizacién de 1*, resulta ser una medi-

da negativa, por lo que se puede aplicar el mismo Teorema 1.18 con el signo contrario.

Por la Proposicion 1.7 se sabe que

i

| A = [T 2222,

T—1T
iy Th=1Tk

por lo que sustituyendo en (3.20) se tiene que
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Obsérvese que el caso en el que @ # j el resultado es cero, por lo que interesa

saber el valor de la constante cuando i = j

o =1 A1 Th—1Tk

_ H Tk
Th—1Ak—1

/OO Py(z) Pi(x)y(dx) = ﬁ /\rk i )\k_lukfgm'
- k=1

k=1
_ LA RS ) ¥ Ry V7
To.. .7“7;_1)\0. . -)\i—l
_ iy .- Wy
T[)/\() .. /\i—l
Ao Ai—1
70w
T
- rom;
Con lo que se tiene que
> T o
Pi(2) Py (2)(da) = ——6; i,j € E.
—c0 ToT;

Notese que el Lema 3.2 habla sobre un producto interior (-, -) con respecto al cual

los polinomios {P;(x)} son ortogonales. Usando propiedades del producto interior y

la ecuacion (3.17) se tiene que
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(e Py(x), Pi()) = <Z F(y) Pi(x), H-(SC)>

keE

= > ) (Py(a), R(a)

keE

i Ti
- ZFli )(y)—5ij-

roT;
keE 0

Como dicho producto interior esté definido por la integral del Lema 3.2, entonces

/_oo exyl:)j<x>Pl(x)1/1(dw) - F,L.(j)l

0 o7
y despejando Fl.(j )

ToT;

Fo) / ™ Py(z)Py(x)(dx) y >0, i€E,

T

que es la solucion al sistema para el estado j € E. Como lo que se busca es una solu-
cion al sistema general, sin depender de un estado, se agregan las condiciones iniciales
originales (2.9) y (2.10). Entonces se busca una expresion para la solucién que sea
combinacion lineal de las soluciones por estado, por lo que se buscan constantes a;,

jeE
Con (3.21) y agregando la condicion (3.14) sobre cada estado se tiene que
Fi0)=a; i€E.
Ademaés por la condicion (2.9) se tiene que

F0)=a;=0 ieN™. (3.22)

Como se esta analizando el caso en que Ny = oo, por (3.22) se tiene que en

(3.21) todas las constantes a;, i € NT se anulan, lo que hace que F;(y) sea finita y
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sustituyendo las soluciones por estado

Fy) =Y o;F)(y)

JEN—
= Z aj ToT; / exyP]<x>Pl(x>w(d$)
jEN- Ti J-co
romi [ 4, |
T /_Ooe (@) | Y a;Pi(x) | d(da) y>0,i€

JEN—

Ahora el problema es encontrar las constantes a;, que puede no ser sencillo. Se tiene

el siguiente Lema.

Lema 3.3. La parte de la medida i) concentrada en el eje positivo consiste de N_ —1

puntos de masa aislados.

Demostracion. Dado que existe una relacion entre el soporte de una medida positiva
y los ceros de los polinomios que son ortogonales con respecto a dicha medida, se
analizaran los ceros de los polinomios {Aj(z)} para obtener informaciéon sobre el

soporte de la medida ¥* que esta estrechamente relacionada con .

Sea i > max{N_}, wy; el j-ésimo cero del polinomio A;(z) y x}; el j-ésimo cero
de A¥(x), j = 0,...,i. Por el Teorema 1.19, el polinomio A;(z) tiene N_ raices

positivas, mas atin, en orden creciente se tiene que
Til < Tip < ...<Ti;—n_ < 0< Tij-N_+1 < ... < Ty

y por el Teorema 1.20, los ceros de Aj(z) estan separados por lo ceros de A;(z), es
decir

X . .
Tijo1 <, <xiy J=1...,1

donde ;9 = —o0.

Obsérvese que como Af(x) es un polinomio moénico, entonces lim, o, A (z) = oo.

Supongase que N_ es un nimero par. Si Af(0) < 0, como lim,_,, Af(x) = oo el poli-
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nomio Af(x) debe cruzar la parte positiva del eje  un nimero impar de veces, como
hay N_ ceros de A;(x) en la parte positiva y estos separan a los ceros de Af(x),
entonces hay N_ — 1 ceros de Aj(z) en la parte positiva del eje z, entonces el cero

i — (N_ — 1) esté en la parte negativa, es decir, zj, y_,; <0.

Por el contrario, si x7; n ,; < 0, entonces quiere decir que hay N_ — 1 ce-
ros de Af(z) en la parte positiva del eje z, como lim, ,,, Af(x) = oo, debe pasar
que AX(0) < 0. Siguiendo el mismo razonamiento, si N_ es un numero impar y

z7; N 41 < 0 implica que A7(0) > 0 y viceversa.

Por lo que #},_y 4, < 0siy solo si signo(A7(0)) es igual a (—1)-~". Es posible
probar por induccién que signo(AX(0)) = (—1)"~ signo(3h_o TrTk)-

Como i > max{N_}, es posible encontrar i suficientemente grande tal que

*
0,0

* * *

por lo que Aj(z) tiene N_ — 1 ceros positivos. Sea sop(¢*) el soporte de *, (y_ = 00
y los limites (; = limy o0 27, _n 141, = 1,..., N-—1 que por el Teorema 1.4 existen
en R™ U {oc}. Por el Corolario 1.5 se sabe que la sucesion {z}; ;. ,}72, es creciente,
y de hecho

0<(<...<(n__1<(y =0, (3.23)

y por la Proposicion 1.6 si (, = (11 para alguna k, entonces (; = lim;_, TN 41

lo que no puede pasar pues no se cumpliria (3.23).

En el Capitulo 2, Seccion 4 de [4] se muestra que sop(¢* )R\ {(o, ..., ¢y 1} =0
y que al menos un punto del soporte de 1* esté en el intervalo (a:;"j, x;jﬂ), J=1,...1
con zj;,; = oo. Entonces sop(¢*)NR*={(p,...,(n__1}. Por el Teorema 1.18, el

sop(v)) = sop(1*)U {0}, entonces ¢ tiene N_ — 1 puntos de masa en el eje positivo.
O

Con el Lema 3.3, como los puntos de masa (1, ...(y__1 de la medida 1 estan en

el eje positivo y F;(y) es una probabilidad, los limites de la integral en la expresion
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de F;(y) deben ser —oo y 0, mientras que las constantes a; deben ser tales que

Y a4 Pi(G)=0 k=1,.. N_—-1.

jEN-
Ademés, como se busca que la cantidad de fluido esté en equilibrio, debe pasar

que la cantidad de fluido que entra sea igual a la cantidad de fluido que sale. Esto

se puede representar con la siguiente ecuacion

dowr=— Y (b —ag)ry,

jENT JEN—

donde el lado izquierdo de la igualdad representa la cantidad de fluido que entra pues
se cuenta sobre NT, que es el conjunto de estados con tasas de crecimiento positivas,
mientras que el lado derecho representa la cantidad de fluido que sale pues cuenta

sobre N~ que es el conjunto de estados con tasas negativas.

Despejando y sustituyendo la definiciéon de p; en la ecuacion anterior

Z a;ry = Z pirj + Z b;T;

JEN— jENT jJEN—
= Zpﬂ”j
ek
— (3.24)
JeE ZkeE Tk

_ ZjGE Ty

B EkeE”k .

Proposicion 3.4. Sea F;(y) definida como en (3.16), entonces F;(0) = 7* para toda
1€ N.

Demostracion. Por induccion. Para ¢ = 1 es claro pues Py(0) =1 = 2,

Ty
ro’

Supoéngase que se cumple para i < k que F;(0) =

Por demostrar que se cumple para i = k. Se tiene que
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e [ A1+ tp_1\ 76 1\ T
Pk(()):)\k (kl Mkl)k1_(,uk;1>k2]
k—1 Tk—1 To Tk—2 To

Tk [Me e ,uk—1:|

Ak—1 L To To
T -)\k1:|

Ak—1 | To
o

]

Regresando a (3.24), por la Proposicion 3.4 se tiene que r; = r9P;(0), entonces

Z a;T; =To Z Cljroi)jo(()) =T0 Z CLij(O),

JEN- JEN- JEN-
por lo que
D e il
o a;P;(0) = ==———+. (3.25)
jezN:— Y ZkeE Tk

Teorema 3.5. Bajo las condiciones del Lema 3.2, la medida 1* bajo la cual los

polinomios {Af(x)}2, son ortogonales cumple

/OO M (dr) =1 — +~

00 Zj:(] TiTj

Demostracion. Sea ¢* la medida con respecto a la cual la sucesion {Af(x)}52, es una
sucesion de polinomios ortogonales, donde {A}(z)}5°, cumple la ecuacion de recu-
rrencia (2.15). Entonces existe una medida positiva con masa total igual a 1 con res-
pecto la cual son ortogonales, de hecho esta medida resulta ser ¢(dz) = —f\—zw*(dx),

ya que ¥* estd parametrizada de manera que tenga masa total —i‘—g.

Paran =1,2,... se construye una medida discreta ¢,, de manera que su k-ésimo
momento sea igual al k-ésimo momento de ¢, k = 0,...,2n — 1. En particular se
define a ¢,, en los puntos de masa de ¢ como 1/ Z;.:Ol A; (Tnk), k=1,...,n, donde

e * %S ., . . . * 00
{A%(7)}52, es la sucesion de polinomios ortonormales asociados a {A%(2)}52) v T
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el k-ésimo cero del polinomio A’ (z).

Por el método de momentos del Capitulo 2, Seccién 6 de [4], se sabe que ¢,

converge débilmente a ¢ cuando n tiende a infinito. Entonces para s ¢ sop(¢) se

tiene o 4 - p
D) _ gy [ Enld) (3.26)
e S mooo J o Ss—x
Por el Teorema 4.3 de la Seccion 3 de [4] (Teorema de Markov)
* guldz) _ AT(s) _ A(s) (327)
s—x Ax(s) A% (s)

—00

donde {Az(l)(:c)}ff:o y {AZ(D(:I:)}ZOZO son los correspondientes polinomios numerado-

res definidos en (1.8) asociados a {A*(z)}22, v {A%(z)}52, respectivamente.

Lema 3.6. Sea {A} ()}, la sucesion de polinomios ortogonales definida en (2.15),
entonces se cumple que

A (0) = H ZTﬂTZ’ , para todan =1,2,....
" =0

Demostracion. Por inducciéon. Para n=1 se tiene que

A b -
A =2 ) LS

r1 To ToT1 H1 UL S
Supodngase que para k < n se cumple que
k

7"‘0-../”'k ,LZO

Por demostrar que se cumple para n

)\n— n )\n— n—
Axm—( 1+£)ALM»——%¢¢ALN»

Tn—1 Tn "1
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usando la hipoétesis de induccién se tiene que

n—1 n—2
* An—1 | P\ M1 Pn—t An—1fn—1 f1 " fn—2
SO AT e S S T R e
n—1 n 0 n—1 i—0 n—1 0 n—2 i—0
n—2
M1 -1 nl Nn An—1
- r’Lﬂ-Z 70277-1 T
o Th— T
0 n—1 n—1 i—0
M1 Hp—1 Hn
= ——— | A1 + — E T3
ro " Tpn-1 'n 2
M1 Hp—1 Nn
= _rnﬂ'n E Ty
””0 .. rn*l

/’Ll e //Ln
= TiT;.
’r'o ... /r’n Z
En la quinta igualdad se usa la definiciéon de 7, desarrollada como
n—1

m =] A 1:[ L 1. (3.28)

j=0 /1’]—4-1 Hn =0 :U/j-l-l Hn

]

Lema 3.7. Sea {Af(x)}2, como en el Lema 3.6 y {A:(l)(a:)};’io su correspondiente
sucesion de polinomios numeradores, entonces

A;(_li(()) = H ;rﬂri, para todan =1,2,....

Demostracion. Para n = 2 se tiene que

* A Hife |[T1Ao TaAoA; 25y
A 1) 0 H2 + AL + = T3
! ( ) T2 (&1 AoT1T2 | fa 12 )\07“17”2 Z

Supongase que se cumple para k < n — 1 que

k+1

AW () = M1 Bt o
F () /\07“1"'7“k+1iz1
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Entonces para n — 1 se tiene que

* )\nf n * /\nf n—
A(0) = (—1 + “—) A (o) — Znmthnmt

Nl
Pt r n—2 7,2 . n—3( )
)\n 1 Mn) /JJn 1 n 1Mn 1 M1 Hn—2
= + T — 7T
(Tn 1 )\07“1 Z _1 )\07”1 Z
M

. ’unil

nfl /JJn n 1
= 7"1'7Ti+— T — T
AoT1 - Tt | T — Tn 5~ ;
L =1 =1 =1

n—1 7
M1 Hn—1 Hn
I VP Ap—1Tn-1 + o E 7T
0’1 n—1 i noiq i
n—1 ]
M1y -t ﬂn Hn
S — Tn n+_ T
)\Drla'--arn—l Tn Tn i1
n
”1 ...M’I’L
= — ) 1.
ATy =+ Ty 4
i=1

Donde se utiliza (3.28) para obtener la quinta igualdad

Volviendo al problema principal, se tiene que como ¢ tiene masa total igual a
uno y tomando s = 0 en (3.26)

> (de @5
_ / ° olds)
=22 lim ¢n
0 n—oo
y sustituyendo en (3.27)
i) g, S50
fm

T n—oo A*(O) ’

entonces finalmente usando los Lemas 3.6 y 3.7
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00 B phn n .
Y*(dw) o lim 2orira > e TiT
T 7o oo HLUEn NN
—00 0 70T i=0 "1/
n
Ao 70 D iy TiTi

= — lim
To n—oe N i TiT

n
— lm ZionﬂTi — ToTo
e DicoTiTi

, ToTo
= lim .

1 —27
N300 [ Z?:o T

Por lo tanto,

(3.29)
0

Ahora que se cuenta con los elementos necesarios, se puede enunciar el teorema

principal de la seccion.

Teorema 3.8. Bajo las mismas condiciones del Lema 3.2, cuando N_ < oo la dis-
tribucion conjunta estacionaria Fi(y) = P[X, =1i,Cy <y|,i € E, E ={0,1,2,...}

yr >0 del proceso (X, Cy) se puede expresar como

By =pit / e Py(x) R(x ) (dx),

donde P;(x), i € N son los polinomios definidos en (3.16), y 1 la medida con respecto
a la cual estos polinomios son ortogonales definida en el Lemma 3.2. R(x) estd
definido como
R(x) =10 3 a;Py(x).
jEN-

y entonces R(0) tiene la forma de (3.25):
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yR(()=0,j=1,...,N_—1 con(y,...(n_1 los puntos del soporte de 1) en el eje

Positivo.

Demostracion. Sea Fi(y) = = ff;o e Pi(x)R(z)w(dx), sustituyendo en la formula
(2.6) se tiene

i—17—1 o
N1 Fii(y) — (N 4+ 1) Fi(y) + piy1 Fia (y) = )\11—/ e Py (z)R(x)¢(dz)

Ti—1

N M /_ 7 e Bi(x) R(z)y(dr)

Lo f U P (1) Rlx) ()

Ti+1

= /_0 ey [Ailmlpil(:c) — MR(%‘) + MHH(@} R(z)y(dx).

oo Ti—1 T Tit1

Sustituyendo (2.11) se tiene que

i—2 A
Aic1Ti1 . Ai-1 Hj:() wi+1 T
ri—1 ri—1 ri—1

y de igual manera

i Aj
i1 741 . Hi+1 Hj:O i+l )\’LTF’L

Tit1 Tit1 Ti—1
Regresando a la ecuacion diferencial, se tiene que por lo anterior y por la ecuacion

(3.16) ocurre que

Aic1Fica(y) — (N + i) Fi(y) + pi1 Fia ()

- T pe) = B p ) 4 2 o) RGayan)

Ti—1 T Tit1

- /_ e"mxPi(x) R(x)y(dx)
=2 _ ze™ Pi(x) R(x)y (dx)

T J—co

= Tin',(y)-
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Por lo tanto F;(y) cumple la ecuacion diferencial (2.6). Ademas se tiene que por
el Lema 3.2

T o ToT; o
F0)="" [ P@r@dn) =" [ P | Y 4B | v
T —00 1 —0o0 jeN,
ToT; 0%
~ME S 6 [ P@Reua
' jeN- o0
o7 T
- a; [ ——6;;
T jEZN_ ]<T07Ti >
= Z a;0;; = 0, para toda i € N*.
jEN-

Por lo que F;(y) cumple la condicion inicial (2.9). Ahora tomando el limite cuando

y tiende a infinito

y—oo Y=o T J o
i 0
=~ lim e™ Py(x) R(x)y(dx)
Ty Y= ) _ (330)
o-
— ? lim e™ Py(z)R(z)y(dx)
= R0 RO)¥({0}).

Como se esta trabajando bajo el supuesto de que 1* estd normalizada de ma-
nera que su masa total sea %0 por el Teorema 1.18 se tiene que ¥({0}) = 1 —
[Z5 a7t*(dx) y por el Teorema 3.5 [*° x7'¢*(dx) =1 —

T
3 . Lt
Zj:O TiTg

Entonces sustituyendo P;(0) de la Proposicion 3.4 y el valor de ¥({0}) en la

ecuacion (3.30) se tiene que

, (T Z?io T§T; o ™
lim Fi(y) = — (—) L = = o =Di
y—00 T \To ijo T Zj:O T§T4 ijo j
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por lo tanto, F;(y) satisface la segunda condicion inicial (2.10). Finalmente se tiene

que la distribuciéon conjunta estacionaria de (X, C}) esta dada por

F(y) =2 [ e¥P(2)R(x)y(dx)

T J_0o

= ZROROWON+ 2 [ R @RE

7 o)

—pi+ " / €71 Py () R(x)(d).

3.2.1. Ejemplo.

Al igual que en la seccion anterior, para ejemplificar este proceso se analizara el
caso més sencillo. Como se requiere que N_ sea finito, se definird un sistema donde
tinicamente el primer estado tendra asociada una tasa de crecimiento negativa y to-

dos los demas estados tendran asociada una tasa de crecimiento positiva.

Para el analisis general, considere las tasas
ro=—T_yri=ry 1=12 ...
y las tasas de nacimiento y muerte constantes

)\,:)\ Mtiv1 = W Z:O,l,

r_
ry+r—

Si definimos p = ﬁ y o= se tiene que la medida estacionaria de la cadena

de nacimiento y muerte es

_
T =P,

. 1 i — i
de esta manera se tiene que ), o m; = 7 bor lo que p; = Zj; == (1—p)p".

Como se debe cumplir la condicion de estabilidad ., mr; < 0, se tiene que

p<o.
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Ademas, como Py(z) = 1 se tiene que el polinomio R(x) es de la siguiente forma

> icr 575
R(z) = roagPy(x) = roag = R(0) = =212
ZiEE T
_T,7T0+Zj€E7Tj7”+ —T’+7I'0 _ B 71-[)(7“_ +T+)

=71y
ZieE T Zz‘eE i

p— R — _:l 1
Como mg =1y > ,cp ™ = 7, se tiene que

Ra)=ry —(r—+r)(I—p)=ry—r_+rp—ry+ryp

T+ 1o
=—r_+4rp+rip=—r_+plr_+ry)=—-r_ <1—pJr >

)] “

Para los polinomios P;(x) se tiene que sustituyendo en (3.16)

Po(ZL‘) =1
P(x) = %x - :—+
_ (= g My
Bof) = <A$+1+)\>P1( )
_ (™= "\ p _FIp —
P)= (o +1+5) Pal@) - SPoa() i=3.4
y para los Af(x), sustituyendo en (2.15)
Aj(z) =1
1
Atz)=z— 24+ B
H(z) ==z — + -
A A
8iw) = (24 220 ) At (o) - At =23
Ty 7"+

Lema 3.9. La medida ¢* con respecto a la cual la sucesion de polinomios {Af(z)}i>o

es ortogonal, normalizada de tal forma que tenga masa total igual a % es
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2
\/4,0— <%+p+1)

Y*(dx) = o (p . 1) dzx.

o po

Demostracion. Si definimos la transformacion

Tia) = <\;;_M)iA: (2:1:\/)\_;;:)\—#)’

entonces la sucesion de polinomios {7),(x)},>¢ es una sucesion perturbada de poli-

nomios de Chebyshev que cumple

Por el Lemma 1.25 de la Seccién 1.1 del Capitulo 1, se tiene que b = y se sabe

que la sucesion es ortogonal con respecto a la medida de masa total 1 dada por

2 V1—2?
S S —
vr(@) 7r1+o__p2_ﬂ7’ ’

o

y tiene un salto en el punto 3 ﬁ — 7 de tamano 1 — 4.

Se tiene entonces que

Como nos interesa el caso en el que no es cero, se toma ¢ = j, entonces

1==

i 2z/p
g

Ty +0'LQ—

S

1

'/ T;(xm(x)%dﬁ (1-2)n(L- )5 (L- 2

2/_1 ( ”) A (2;1;\/_ A ’“‘) 1 vi-a? dz, (3.31)

)
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haciendo y = W% se tiene que
2/ A\l yre + A+
dy = dr, ©r="————
g AVONT
y para los limites, si # = 1 entonces y = —“(1;—;/’3)2 y si x+ = —1 entonces y =
_;1(14:—;[,;)2‘ Por lo que la integral (3.31) se ve de la siguiente manera
p(1—p)? 2i 1-— (—yr++)\+u)2
2 o LG
== ;Y P Y
7 S \ R DY

2
a-vp)? i — (=
1 _u1T+\/ﬁ r. QA*( )2 \/4[) (u —i-,O—i-l)
- 2 | p(+yvp)? y
T+

NoXY ‘ %+_AL_EB__)‘&__&&

o2ry o ory ory

dy,

como la medida con respecto a la cual la sucesion {Af(x)} es ortogonal debe estar
normalizada de forma que tenga masa total 7% se tiene que

_u(lﬂ/ﬁ)2
1

\/ e ’
A . (—” )QZA»« ) to— (5 +p+1)

— ! d
r_ 2w J_ea+rve?  \ \/Ap Y T;(AJF Ap _y_p_ﬁ_&)y
T4 pY 2

T4 0Ty o ory ory
2 yre 2
(1—/p) i — ¥+
L (Y s ),
21 J_wa+vp? AL Y L—=- v
7'+

Por lo tanto la medida de ortogonalizacion de la sucesion {Af(x)} normalizada
de forma que tenga masa total igual a % es

2
\/4p— (”f+p+1)

27r<f-'—”———1)
o po

¥ (dz)

dx.

]

Ahora, por el Teorema 1.18 se tiene que la medida de ortogonalizaciéon asociada
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a los polinomios {A;(z)}i> y por lo tanto a los polinomios { Pi(z)}.0 estd dada por

Y(de) = 27" (dx) © #0,

con lo que se tiene que la medida de ortogonalizacion para {P;(x)}i. o estd dada por

2
\/4p—<r+m+/)+1)
(dx) = 27m<ﬁ_ﬂ_1> dx

o uo

Por lo que finalmente se tiene que la distribucion estacionaria del proceso conjunto
(Xta Ct) ()

; _p(-vp)? \/ ( )
(U B p>p r— T+ zyp dr.

or; _ n(+vp)? onr (2 — r-r _ 1
T+ o no

(3.32)

Para ejemplificar numéricamente este proceso, se eligen tasas de nacimiento y

muerte

A=10y u="70

y tasas de crecimiento

entonces

de manera que
yo=— (3.33)

donde se cumple que p < 0.
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Una trayectoria del proceso, con t = 20 es

Proceso X.
4
3 .
: |
® 2
. | |
IO AR LA
0 5 10 15 20
tiempo
Proceso C
0.15
_g 0.10 | -
T |
IS
S o005 ‘
(ST A o |
000 U LA AL .hl LG ORI |1] Lk H .1
0 5 10 15 20
tiempo

donde se puede ver que la cadena de nacimiento y muerte regresa siempre al estado
cero que tiene tasa de crecimiento negativa, ya que la tasa de muerte es mucho mas
grande que la tasa de nacimiento. Como consecuencia, la cantidad de fluido en el

contenedor es siempre muy cercana a cero.

Para encontrar la distribucién estacionaria, se sustituyen los valores necesarios

en (3.32) y se obtiene que la distribucion estacionaria por estado es

6 59 [-S0+20v7 4 _ (£ 4 %)2

F =—_ 4+ — zy d
O(y) 7 147 —80—20V/7 © x (% (1 — .T) — 1) .

1\¢ 59 (L) —80420v/7 WJE (28
Fi(y) = g (—) () / ™ Py(1) —or (%5 +%) dr i=1,2,...

) 80—20v/7 z (1_(1) (1-=z)— 1)

147
(3.34)

Para poder observar el comportamiento de las distribuciones estacionarias, se
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han graficado para los primeros 5 estados. Para poder resolver la integral de forma
explicita con ayuda de Mathematica, se ha tomado la expansion en serie de Taylor
de €™ alrededor del cero hasta el quinto término, y eso para cada estado. La gréfica

para los primeros 5 estados es la siguiente.

Distribucion estacionaria por estado.

0.8
0.6 Estados.
M i=0
mi=1
F o4 i=2
W i=3
0.2 Hi=4
00 —————
0.000 0.005 0.010 0.015

En la grafica de las distribuciones estacionarias de los primeros 5 estados se puede
observar que la probabilidad de estar en el estado cero es notablemente mayor que

para los otros estados.

Derivando las expresiones halladas para las distribuciones estacionarias, se pueden

encontrar las densidades por estado que también se pueden graficar.

Densidad por estado.

9

8 == _

7 — — Estados.

6 mi=0

5 mi=1
f . i=2

W =3

3 W i=4

2

1

0 — =

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 0.011 0.012 0.013

y
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Se puede ver que las densidades para los estados 0 y 1 son mucho mayores que
para los demas estados, lo cual es consistente con las tasas de nacimiento y muerte
del proceso. Considerando que para los estados 3 y 4 la grafica esta pegada al eje
horizontal, se puede decir que lo mismo pasard para estados mayores. Ademas tie-
nen forma de densidades exponenciales, lo que tiene sentido pues no se debe perder
de vista que en un principio las distribuciones son exponenciales aunque se usé un

polinomio para aproximarlas.

Una trayectoria de la cantidad de fluido con un tiempo mas grande se muestra

en la siguiente grafica

Cantidad de fluido en el contenedor.
0.3

0.2

Contenido

0.1

0.0
0 100 200 300 400 500

donde es muy claro que la cantidad de fluido se mantiene cercana a cero.
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