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Introduccion

En la teoria de digraficas es bien sabido que no se conocen condiciones
suficientes y necesarias para resolver el problema de decision para decidir
si una digrafica es hamiltoniana o no, sin embargo en esta tesis damos una
respuesta a este problema para digraficas transitivas, cuasitransitivas y otras
generalizaciones de este tipo de digraficas.

En el primer capitulo damos las definiciones previas (esperando que el
lector tenga un breve pero claro manejo de la teoria de conjuntos y su no-
tacion) de la teoria de digréficas y de la teoria de graficas necesarias para
desarrollar las caracterizaciones de hamiltonicidad deseadas.

En el segundo capitulo mostramos detalladamente la caracterizacién de
las digraficas transitivas, cuasitransitivas y de las digréaficas fuertes 3-transitivas
y 3-cuasitransitivas siendo estas ultimas caracterizaciones de las clases de
digraficas citadas anteriormente, respectivamente.

En el tercer capitulo se caracterizan las digraficas cuasitransitivas que
son hamiltonianas, este resultado caracteriza inmediatamente a las digrafi-
cas transitivas que son hamiltonianas y se cita resultados que muestran la
posibilidad de resolver si una digrafica cuasitransitiva es hamiltoniana, o no,
en tiempo polinomial. Se muestra también las digraficas 3-cuasitransitivas
que son hamiltonias y en un resultado posterior se dan condiciones para
asegurar la existencia de una trayectoria hamiltoniana en una digrafica k-
cuasitransitiva con k par, por ultimo se prueba una caracterizacién de las
digraficas 3-transitivas.

En el cuarto y tultimo capitulo se hacen notar conclusiones de esta tesis y
se invita a un trabajo de investigacion posterior sobre la hamiltonicidad de
las digraficas k-transitivas y k-cuasitransitivas, observando que ya existe una
caracterizacion de las digraficas fuertes 4-transitivas y condiciones suficientes
para trazabilidad de digraficas k-cuasitransitivas con k par.
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Capitulo 1

Definiciones y Nociones
Precedentes

En el presente capitulo introduciremos las definiciones y nociones nece-
sarias para la plena comprensién de este trabajo. Asumiremos que el lector
conoce previamente los conceptos basicos y la notacion de la teoria de con-
juntos, cualquier duda referente a este ultimo tema se puede consultar en [18].

1.1. Digraficas

Una digrafica D es una pareja ordenada D = (V(D), F(D)), donde
V(D) es un conjunto finito y no vacio llamado el conjunto de vértices de D
y F(D) un subconjunto de V(D) x V(D)\{(v,v) : v € V(D)} llamado el
conjunto de flechas de D. Llamaremos vértices y flechas a los elementos
de V(D) y F(D) respectivamente. Por otro lado a la cardinalidad de V' (D),
es decir |V(D)|, le nombraremos el orden de D y a |F(D)| lo llamaremos
el tamano de D. Si existe mas de una flecha de x hacia y decimos que esa
flecha es una flecha paralela.

Dados {u,v} € V(D) denotaremos la flecha de u hacia v por u — v,
o simplemente uv, que es lo mismo que (u,v) € F(D). Si la flecha de u a v
existe en F(D), diremos también que u domina a v. Mencionaremos que u y
v son adyacentes si sucede que uv € F(D) o vu € F(D). Llamaremos a una
flecha uv € F(D) simétrica si ademés pasa que vu € V(D). Si a € F(D)
y a = uv diremos que a incide tanto en v como en v y que a va de u hacia
v. Por ejemplo la flecha xy en la digrafica D de la Figura 1.1 es una flecha
simétrica debido a que zy € F(D) y yx € F(D). Decimos que una digrafica
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2 CAPITULO 1. DEFINICIONES Y NOCIONES PRECEDENTES

Figura 1.1: Ejemplo de una digrafica

es completa si cualesquiera dos vértices son adyacentes por lo que todas sus
flechas son simétricas.

Sean D una digréfica y = € V(D), podemos definir la invecindad de x
(respectivamente exvecindad de x) como el conjunto de vértices que domi-
nan (respectivamente son dominados por) a x y se denota por N~ (x) (resp.
NT(x)). De la misma manera, la cardinalidad de la invecindad de un vértice
x € V(D) la llamaremos el ingrado de z y la denotaremos por d~(z), anélo-
gamente a la cardinalidad de la exvencidad de x la nombraremos el exgrado
de z y la denotaremos por d*(z). El ingrado méaximo de D es el nimero
Ap=maéax {d”(v)|v € V(D)} y el ingrado minimo de D es el nimero ¢, =
min {d~(v)|v € V(D)}. Anédlogamente se definen el exgrado maximo y el
exgrado minimo de D denotados por A}, y §}, respectivamente. Decimos
que una digrafica D es una digrafica regular si todos sus vértices tienen el
mismo exgrado y el mismo ingrado, es decir, d~(z) = d* () =r

Supongamos que D = (V(D),F(D))y H = (V(H),F(H)) son un par
de digraficas tales que V(H) C V(D) y F(H) C F(D), en este caso diremos
que H es una subdigrafica de D. Si ademads para cada {z,y} C V(H), se
tiene que xy € F(H) si sélo si zy € F(D), en este caso llamaremos a H
subdigrafica inducida de D, una forma intuitiva de pensar a las digraficas
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inducidas como el resultado de “borrar” vértices de D y sus respectivas flechas
incidentes en ellos. De la definicién de subdigréafica inducida se sigue que cada
subdigrafica inducida depende solamente de un subconjunto de vértices de D,
por ello si H es una subdigrafica inducida de D con S = V(H) C V (D), usa-
remos la notacién D[S] para referirnos a la digrafica H, es decir, D[S] = H.

Si D es una digraficay x € V(D), denotaremos por D—z a la subdigréfica
inducida por V(D) — {z}, es decir, D — x = D[V(D) — {z}]. Anédlogamente
si A C V(D) entonces D — A es la digrafica inducida por V(D) — A, es decir,
D — A= D[V(D)— Al.

Si Ay B son dos subdigréficas de D y todo vértice de A domina a cada
vértice de B diremos que A domina a B y lo denotaremos con A — B. Por
otro lado A domina a B y no existe ninguna flecha de B hacia A diremos
que A domina completamente a B y lo denotaremos con A = B.

Es importante en la teoria de digraficas saber distinguir entre dos digrafi-
cas esencialmente iguales (isomorfas), por ello definimos las digraficas isomor-
fas de la siguiente manera: si D y H son dos digraficas, entonces diremos que
D y H son isomorfas si existe una funcién biyectiva f : V(D) — V(H) tal
que para cualesquiera dos vértices {x,y} C V(D), pasa que £ — y si y sélo
si f(z) — f(y). En la Figura 1.2 tenemos un claro ejemplo de dos digraficas
isomorfas. Debemos tener en cuenta que dos digraficas isomorfas son bésica-
mente la misma digréafica, por lo que casi siempre que hacemos mencién de
una digrafica en particular en realidad nos refiremos a una digrafica isomorfa
a la digrafica mencionada.

Si D es una digrafica entonces un camino dirigido C' en D es una suce-
sién finita de vértices (vg, v1, ..., v,) tal que v; domina a v;,1 para todo entero
i tal que 0 < i < n. Observemos que si (v) es una sucesién que consta de
un solo vértice v € V (D), entonces cumplira trivialmente con la definicién
de camino dirigido. Si C' = (vg, vy, ..., v,) es un camino dirigido con vy = u
y v, = v, decimos que C' es un (u,v)-camino dirigido y que u y v son los
extremos de C si existe un (u, v)-camino dirigido diremos que u alcanza a v
y que v es alcanzable desde u.

Una (u, v)-trayectoria dirigida 7" es un (u, v)-camino dirigido en el que
no se repiten vértices. Si D es una digrafica y T una (u,v)-trayectoria que
pasa por todos los vértices de D entonces decimos que T es una trayectoria
hamiltoniana. A partir de este momento omitiremos la palabra dirigido(a) y
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Figura 1.2: Ejemplo de digraficas isomorfas

utilizaremos solamente camino (trayectoria) siempre que nos refiramos a un
camino dirigido (trayectoria dirigida). Un camino dirigido que solo repite el
vértice incial y final es llamado un ciclo, una digrafica con un ciclo dirigido
que pasa por todos sus vértices es llamada una digrafica hamiltoniana,
a un ciclo dirigido lo llamaremos simplemente ciclo en el desarrollo subse-
cuente de este trabajo, una digrafica con una trayectoria dirigida que pasa
por todos sus vértices es llamada una digrafica trazable. Una trayectoria
dirigida que pasa por todos los vértices de una digrafica es llamada una tra-
yectoria hamiltoniana. Un ciclo dirigido que pase por todos los vértices
de una digrafica es llamado un ciclo hamiltoniano.

Dados dos vértices {x,y} C V(D) decimos que un par de (z, y)-trayectorias
son internamente ajenas si no repiten vértices més que x y y.

La longitud de un camino,trayectoria o ciclo W = (zg, x1, ..., x,) se define
como el nimero n. Llamamos un k-ciclo a un ciclo dirigido de longitud &,
con k € N. Decimos que una digrafica D es aciclica si no contiene ciclos. Se
dice que una (z,y)-trayectoria es minimal si es de longitud minima. A un
ciclo de longitud £ lo llamamos un k-ciclo.

Dados dos vértices de una digréfica {z,y} C V(D), la distancia de x a
y, denotada por d(x,y), es la longitud de una (z,y)-trayectoria minimal.

Una digréfica D es fuertemente conexa (o simplemente fuerte) si pa-
ra todo par {z,y} C V(D), existe un (z,y)-camino, en otras palabras una
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digrafica D es fuertemente conexa si todo vértice en V(D) es alcanzable des-
de cualquier otro vértice de D.

Una componente fuerte de una digrafica D es una subdigrafica in-
ducida maximal de D con la propiedad de ser fuerte. Recordemos que por
definicién una digréafica de un solo vértice es fuerte, luego si 57, Ss, ..., S; son
las componentes fuertes de D tendremos que V(S;) U ... UV (S;) = V(D).
Debemos notar también que V(S;) N V(S;) = 0 para todo i # j con i,j €
{1,2,..,t}, ya que de lo contrario cualquier vértice de V(D;) es accesible
desde cualquiera de V(S;) y reciprocamente cualquier vértice de V(S;) es
accesible desde cualquiera de V' (.S;), implicando que V(.S;) UV/(S;) deben de
pertenecer a una misma componente fuerte lo que contradice la maximalidad
de las componentes fuertes V(D;) y V(D;).

A continuaciéon definimos una operacién entre digraficas que tiene como
resultado una nueva digrafica de mayor orden y tamano. Sean D una digrafi-
ca con p vértices, V(D) = {vy,v2,...,v,} ¥ sea Ly, Lo, ..., L, una coleccién
de digréficas ajenas. Luego, la nueva digrafica D[Ly, ..., L,] es construida a
partir de D reemplazando cada vértice v; de D por L; y anadiendo una flecha
de cada vértice de L; a cada vértice de L; si y s6lo si v; — v; es una flecha
de F(D), con (1 <1 # j <p), a esta operacién le llamamos composicion.

Otra operacion que podemos definir en una digrafica es la contraccién,
para ello supongamos que D es un digrafica y S una subdigrafica de D,
contraer S en D significa obtener una nueva digrafica D’ a partir de D
de la siguiente manera, reemplazamos S por un nuevo vértice v, es decir,
V(D") = {V(D)U{v}} = V(S) y un vértice x € V(D’) domina (es domi-
nado por) v si y sélo si D contiene una flecha de x hacia S (de S hacia z),
las flechas D que no inciden en ningin vértice de S se mantienen igual en D’

La digrafica de condensacién SC(D) de D es obtenida por contraer
las componentes fuertes de D (tomadas como subdigraficas de D) y de borrar
toda flecha paralela resultante de esta operacion.

La descomposicién candnica de una digrafica cuasitransitiva D es una
expresion de esta digrafica como composicién de sus componentes fuertes (tie-
ne el mismo nimero de vértices que SC(D)), es decir D = S[Q1, Q2, ..., Qnl,
donde S es una digrafica transitiva y (); son sus componentes fuertes para
todo i € {1,2,...,n}, esto en el caso de que la digrafica D sea fuerte. Si D
no es fuerte la descomposicion candnica es una expresion de esta digrafica
como composicion de subdigraficas no fuertes en lugar de los vértices de S,
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donde S es semicompleta y D = S[Ry, Rs, ..., R,|. Para digréficas no fuertes
R; para todo i € {1,2,...,n}.

Sean D una digréfica y xy, xs, ..., ,, un orden de sus vértices, decimos que
este orden es un orden aciclico si tenemos que para toda flecha z;z; € F(D)
pasa que 7 < j.

Los siguientes lemas son necesarios para la caracterizacion de las digrafi-
cas cuasitransitivas.

Lema 1.1.1. Sea D una digrdfica. Entonces, la digrdfica SC(D) es aciclica.

Demostracion. Supongamos que SC(D) tiene un ciclo, si ésto pasa tenemos
que un par de vértices de componentes fuertes distintas son accesibles por
trayectorias dirigidas en ambas direcciones, como dos vértices estan en una
misma componente si y s6lo si son accesibles uno desde el otro y viceversa, por
lo que estan en una misma componente fuerte, lo cual es una contradiccion
pues deberian estar en componentes fuertes distintas. Por lo tanto SC(D) es
aciclica.

]

El reverso H de una digréafica D es una digrafica con los mismos vértices
de D y sus flechas dadas de la siguiente forma, si xy € A(D) entonces yx €
A(H). Es claro que el reverso de una digréfica aciclica es de nuevo una
digrafica aciclica.

Lema 1.1.2. Toda digrdfica aciclica tiene un vértice de exgrado cero y uno
de ingrado cero.

Demostracion. Por contrapositiva, sea D una digrafica en la que todos sus
vértices tienen exgrado positivo, probaremos que D tiene un ciclo. Escoja-
mos un vértice v; en D. Como el exgrado de v; es positivo debera existir un
vértice vy tal que v; domina a vy, andlogamente como el exgrado de vy es
mayor que cero este domina a otro vértice v3. Procediendo de esta manera
en el enésimo paso obtenemos un camino de la forma (vvs...v,), como D
es finita existe el menor n > 2 talque v,, = v; para algin 1 < i < n, luego
claramente (v;v;11...v,) es un ciclo.

De esta forma una digrafica aciclica D tiene un vértice de exgrado cero,
como el reverso H de una digrafica aciclica es aciclica de nuevo, tendremos
que H tiene un vértice de exgrado cero, pero este vértice en D es de ingrado
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cero por definicién del reverso H, por lo tanto D tiene un vértice de exgrado
cero y uno de ingrado cero.

]
Lema 1.1.3. Toda digrdfica aciclica tiene un orden aciclico de sus vértices.

Demostracion. Sea D una digrafica aciclica. Daremos una prueba constructi-
va describiendo un procedimiento que genere un orden aciclico de los vértices
de D. En primer paso escojamos un vértice v de ingrado cero (este vértice
existe por el lema anterior), nombremos x; = v y borremos z; de D. En
el enésimo encontramos un vértice u de ingrado cero en la correspondiente
digrafica aciclica, sea x; = u y borremos x; de la correspondiente digrafica
aciclica. Este procedimiento tiene tantos pasos como vértices de D.

Por dltimo supongamos que este orden no es aciclico es decir existe
xr; — xj con ¢ > j, como x; fue tomado en nuestro algoritmo antes que
x;, esto significa que z; tiene ingrado cero cuando z; ain esta en la digrafica
correspondiente, lo que imposibilita que z; — x;, por lo que toda digrafica
aciclica tiene un ordenamiento aciclico de sus vértices.

]

1.2. Graficas

Una grafica G (también conocida como digrafica simétrica) es una digrafi-
ca tal que todas sus flechas son simétricas. Dada una digrafica podemos cons-
tuir una grafica a partir de ella haciendo todas sus flechas simétricas, de esta
forma si D es una digrafica llamamos grafica subyacente de D, denotada
con U(D) y definida por V(U (D)) = V(D) y F(U(D)) ={zy :xzy € F(D) 6
yx € F(D)}. Dada una digréfica D, diremos que D es conexa si su gréfica
subyacente es fuertetemente conexa, por otro lado llamaremos a D inconexa
si no es conexa. En la Figura 1.3 mostramos un ejemplo de una grafica.

Dada una grafica G, podemos definir el complemento de GG, denotado
por G y definido como V(G) = V(G) y F(G) = {zy | 2y ¢ F(G)}. Una
subdigréafica simétrica de G la llamaremos una subgrafica de G.

Dada una grafica G conexa y € V(G), diremos que x es un vértice
de corte de G si G — x es inconexa. Un bloque de una grafica G es una
subgrafica conexa y sin vértices de corte, tal que no existe una subgrafica de
G sin vértices de corte que la contenga.
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Figura 1.3: Ejemplo de una grafica

1.3. Torneos

Imaginemos que queremos organizar una competencia entre cinco equipos
de futbol y necesitamos garantizar una forma justa de realizar la competen-
cia, una manera sencilla de solucionarlo es hacer que cada par de equipos
jueguen un unico partido entre ellos y eliminar la condicion de empate en un
partido realizando una tanda de penales al final del juego en caso de tener un
marcador igualado, resulta que de manera natural este tipo de competencia
la podemos modelar con una digrafica D donde tomamos a los vértices de
la digrafica como representacion de los cinco equipos; es decir, habra cinco
vértices y ponemos una unica flecha entre cada par de vértices donde la di-
reccion de la flecha queda determinada por x domina a y si y sélo si el que
equipo representado por el vértice x vencié al equipo representado por el
vértice y para todo par z,y € V(D) en nuesta competencia. Esto nos lleva a
la siguiente de definicion.

Decimos que una digrafica D es un torneo si para todo par z,y € V(D)
tenemos que z,y son adyacentes y no existen flechas simétricas en F(D). La
digrafica de la Figura 1.4 es un ejemplo de torneo. Una digrafica D que es
un torneo la detonaremos como 1"y en ocasiones T;, donde n es el orden la
digrafica en cuestion.

Dentro de la rica estructura de los torneos existen resultados muy conoci-
dos como los mencionados a continuacion cuya demostracién puede ser vista
en sus respectivas referencias.

Teorema 1.3.1 (Rédei [20]). Todo torneo T' contiene una trayectoria hamil-
tontana.
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!»4{

Figura 1.4: Ejemplo de un torneo

Teorema 1.3.2 (Moon [19]). Sea T un torneo fuerte de orden n con n > 3.
Para todo x € V(T) y para todo k € {3,4,...,n}, existe un k-ciclo que
continene a x en T'.

Teorema 1.3.3 (Camion [7]). Todo torneo fuerte T es hamiltoniano.

1.4. Generalizaciones de Torneos

En esta seccién definiremos varias clases de digraficas que son generaliza-
ciones de los torneos.

Probablemente la generalizacién mas intuitiva de los torneos son las digrafi-
cas semicompletas, una digrafica es semicompleta si entre cualesquiera dos
vértices de V(D) existe alguna flecha entre ellos (puede ser simétrica). Re-
cordemos que un torneo 7' es una digrafica tal que cualesquiera dos vértices
en V(T) son adyacentes y ninguna flecha en F(T') es simétrica, por lo que
inmediatamente se sigue que los torneos son una subclase de las digraficas
semicompletas.

Es bien sabido que los torneos poseen una estructura muy rica y estudiada
dentro de la teoria de digraficas, pero existen dos propiedades obvias de los
torneos que son muy tomadas en cuenta en demostraciones referentes a ellos
y hacen hincapié a generalizaciones de estos mismos. La primera de ellas es
para todo torneo Ty cualquier x € V(T') tendremos que la invecindad de x
(respectivamente la exvecindad de x) induce un torneo, la segunda de estas
propiedades es que existe una adyacencia entre la invecindad y la exvecindad
de cualquier x € V(T), es decir, cada vértice de N (x) es adyacente a cada
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vértice de N~ (x).

Las digréficas que generalizan a los torneos y mejor ilustran la primera
de estas propiedades son los torneos locales cuya definicion esta inspirada
en las siguientes definiciones.

Decimos que una digréfica D es localmente in-semicompleta (respec-
tivamente ex-semicompleta) si para todo vértice z de D, la in-vecindad
(ex-vecindad) de z induce una digrafica semicompleta, en caso de que la in-
vecindad (ex-vecindad) de x induzca un torneo, para todo z € V(D), decimos
que D es un in-torneo (ex-torneo)

Una digrafica D es localmente semicompleta si D es localmente in-
semicompleta y localmente ex-semicompleta, analogamente D es torneo lo-
cal si D es in-torneo y ex-torneo a la vez. Claramente toda digrafica semi-
completa es localmente semicompleta.

Por otro lado las digraficas que de igual forma generalizan a los tor-
neos e ilustran la segunda propiedad de los torneos antes mencionada son
las digraficas cuasitransitivas, pero introducimos mejor estas digréficas
senalando primero las digraficas transitivas.

Dada una digrdfica D, decimos que D es una digrafica transitiva si
para cada tercia de vértices distintos x,y,z € V(D) tales que zy y yz son
flechas de D, entonces existe la flecha xz € F(D). Una digrifica D es cua-
sitransitiva si, para cada tercia x,y, z de vértices distintos de D tales que
xy v yz son flechas en D, entonces existe al menos una flecha entre x y z.
Claramente una digréfica semicompleta es cuasitransitiva, por lo que todo
torneo es cuasitrantivo. Notemos que si solo existe una flecha entre x y z,
ésta puede ir en cualquiera de las 2 direcciones, por lo que las digréficas
cuasitransitivas son una generalizaciéon de las transitivas. En la Figura 1.5 se
aprecia un ejemplo de una digrafica cuasitransitiva que no es transitiva, la
primera vez que estas fueron mencionadas fue en [12] por Ghouild-Houri.

Muchas veces en una digrafica podemos encontrar un subconjunto de
vértices para los que no existe ninguna flecha entre ellos, este hecho mo-
tiva la siguiente generalizacion de los torneos. Dado un conjunto A, una
k-particion ordenada de A es una sucesion (Aj, Ao, ..., Ag), donde A; # ()
para todo i € {1,2,....,k}, A,NA; = 0 para i # j con i,j € {1,2,...,k}
y UF_|A; = A. Sea D una digréfica y k un entero positivo mayor o igual a
2, decimos que D es una digrafica k-partita si existe una k-particion de
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Figura 1.5: Ejemplo de una digrafica cuasitransitiva

los vértices (Vi, Vs, ..., Vi) tal que para cada i € {1,2,...,k} se tiene que si
{z,y} CV;, entonces = y y no son adyacentes en D. A los conjuntos V1, ..., Vi
los nombraremos las clases de D, cuando D conste de solamente 2 clases V)
y Vo decimos que D es una digrafica bipartita. Notemos que la clase de
digraficas k-partitas también pueden ser considerada una generalizacion de
los torneos, ya que un torneo 7' es una digrafica k-partita donde las partes
de T constan de un solo vértice. Decimos que D es una digrafica k-partita
semicompleta o una digrafica multipartita semicompleta si D es una
digrafica k-partita y para cualesquiera dos vértices de distintas partes de D
son adyacentes entre si, en el caso en que toda flecha sea simétrica diremos
que D es una digrafica k-partita completa o una digrafica multipartita
completa. Andlogamente en el caso en que D solamente tenga dos partes
se definen las digraficas bipartitas semicompletas y las digraficas bi-
partitas completas.

Una digrafica D es k-combinable por trayectorias, para algtin entero
k > 2, si para cualesquiera x,y € V(D) y cualquier par P y @ de (z,y)-
trayectorias internamente ajenas en D, cada una de longitud a lo més &, existe
una (x,y)-trayectoria R en D, tal que V(R) = V(P) U V(Q). Una digréfica
de orden n es combinable por trayectorias si esta es n-combinable por
trayectorias. No es claro que las digraficas combinables por trayectorias son
una generalizacion de los torneos, pero en cambio es muy sencillo notar esta
propiedad si primero mostramos el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Todo digrdfica D localmente in-semicompleta (localmente
ex-semicompleta) es combinable por trayectorias.

Demostracion. Sea D una digrafica localmente ex-semicompleta, considere-
mos dos vértices u,v € V(D) y cualquier par P = (u = ug, Uy, ..., U, = 0)
y Q = (u = vy, vy, ...,vs = v) de (u,v)-trayectorias internamente ajenas. La
prueba la completaremos por induccién fuerte sobre r 4+ s (nimero de vérti-
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ces distintos entre V(P) y V(Q)). Si r = 1 = s (caso base), tenemos que
uy = v = vy, luego P es una (u,v)-trayectoria tal que V(P) = V(P)UV(Q),
lo que muestra el caso base. Supongamos que si r+s < k € N, entonces existe
S una (u, v)-trayecoria tal que V' (S) = V(P)UV(Q), Sear+s = k+1, como
D es localmente ex-semicompleta, entonces la flecha wjv; € F(D) o la fle-
cha viu; € F(D), sin pérdida de generalidad supongamos que uyv, € F(D),
se sigue que P; = (uy,ug,...,u,) y Q1 = (ug,v1,vs...,05) son dos (ug,v)-
trayectorias internamente ajenas debido a que P y @ lo son, ademas cum-
plen con que el numero de vértices distintos entre V(P;) y V(Q1) es me-
nor o igual que k, por lo que podemos aplicarle la hipdtesis de induccion
a las trayectorias P; y ()1 implicando la existencia de una wuv-trayectoria
S = (u1, 1, ..., Tk, v) tal que V() = V(P)UV(Q1). Como u ¢ V(5), es cla-
ro que T' = (u,uy, 1, ..., g, v) €s una (u,v)-trayectoria que cumple con que
V(T) =V (P)UV(Q), lo que muestra que D es combinable por trayectorias.
La demostracién suponiendo que D es localmente in-semicompleta se sigue
de la dualidad entre la invecindad y la exvecindad.

O

Del teorema anterior podemos notar que las digraficas combinables por
trayectorias son generalizacion de los torneos, esto se sigue debido a que co-
mo todo torneo es una digrafica semicompleta y toda digrafica semicompleta
es una digrafica localmente semicompleta, luego por la proposicion anterior
tenemos que todas las digraficas localmente semicompletas son digraficas
combinables por trayectorias, lo que manifiesta la generalidad de las digréfi-
cas combinables por trayectorias.



Capitulo 2

Caracterizaciones Transitivas y
Cuasitransitivas

En este capitulo mostraremos con exhaustivo detalle caracterizaciones de
algunas generalizaciones de torneos presentadas en el capitulo anterior.

2.1. Digraficas Transitivas

Daremos una caracterizacion estructural de las digraficas transitvas la
cual es propuesta como ejercicio en [4] y con detenimiento resolvemos a con-
tinuacion.

Lema 2.1.1. Sean D una digrdfica y {x,y} C V(D). Siy es alcanzable desde
x entonces existe una (x,y)-trayectoria en D.

Demostracion. Como y es alcanzable desde z, entonces existe un (z,y)-
camino. Si este (x,y)-camino no repite vértices terminamos puesto que por
definicién es una (x,y)-trayectoria; si repite vértices, supongamos que P =
(aq,aq, ...,a,) es el (x,y)-camino. Procedamos por induccién sobre el nime-
ro de ciclos en el (z,y)-camino. Sea r este nimero, si 7 = 1 se sigue que
P contiene un ciclo, pero anulando la parte repetida de éste obtenemos una
trayectoria de x a y pues tenemos un (z, y)-camino sin ciclos, es decir una tra-
yectoria. Para r = k+1 tenemos que hay un primer vértice del primer ciclo en
P, retirando los vértices de este ciclo quedan k ciclos en un (z, y)-camino por
lo que es aplicable la hipétesis de induccién, generando una (x, y)-trayectoria,
lo que prueba la proposicién.

]

13
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Lema 2.1.2. Sea D una digrdfica transitiva. Si P = (1, g, ...,x,) €s una
trayectoria en D, entonces xix, € F(D).

Demostracion. Por induccién sobre n. Caso n = 1,2 son practicamente la
adyacencia deseada por lo que consideramos el caso base cuando n = 3. En
este caso P = (x1,x9,x3), pero como D es transitiva se sigue que x; domina
axs. Cason=Fk+ 1,8 P=(x1,%s,...,24Tk11) entonces T = (x1, T, ..., 1)
es una trayectoria de longitud k por lo que cumple la hipdtesis de induccion,
implicando que x; domina a zy, de esta forma (1, T, Tx11) €s una trayectoria
de longitud 2 y como D es transitiva tendremos que x; domina a xx; lo que
termina la prueba.

m

Lema 2.1.3. Si D es una digrafica transitiva, entonces su digrdfica de con-
densacion es transitiva.

Demostracion. Sean D una digréfica transitiva y SC(D) la digréfica de con-
densacién de D. Sean {z,y,z} C V(SC(D)) tal que {zy,yz} C F(SC(D)).
Sabemos que x es el resultado de contraer una componente fuerte S, de D y
que y es la contraccién de una componente fuerte S, de D. También sabemos
que zy € F(SC(D)) siy solo si existe una flecha desde S, hacia S, en D, por
lo que existe ab; € F(D) cona € V(S,) y by € V(S,). Andlogamente, z es la
contraccién de una componente fuerte S, y existe boc € F(D) con by € V(S,)
y ¢ € V(S,), debido a que yz € F(SC(D)). Si by = by, entonces como D es
transitiva tendremos que ac € F(D) y luego xz € F(SC(D)) como quere-
mos. Si by # by entonces como {by,b2} C V(S,) se tiene que b, es alcanzable
desde by , por lo que existe un (by, by)-camino , y una (by, be)-trayectoria por
el Lema 2.1.1, luego como D es transitiva, por el Lema 2.1.2, tendremos que
b, domina a by y como las componentes fuertes son ajenas entre si, podemos
formar la trayectoria P = (a, by, bg, ¢) en D. Aplicando de nuevo el lema ante-
rior, se tiene que ac € F(D) y por lo tanto 2z € F(SC(D)), lo que garantiza
que SC(D) es transitiva.

O

Lema 2.1.4. Una digrdfica D fuerte es transitiva si y solo si D es completa.

Demostracion. Supongamos primero que D es completa, luego si {ab, bc} C
F (D) es claro que ac € F(D) por que D es completa, de esta forma D es
transitiva. Supongamos ahora que D es una digrafica fuerte y transitiva. Sea
{z,y} C V(D), como D es fuerte, entonces y es alcanzable desde x y x es
alcanzable desde y, luego existe una (x, y)-trayectoria y una (y, x)-trayectoria
por Lema 2.1.1, luego por el Lema 2.1.2 tenemos que {zy,yz} C F(D), por
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lo que D es completa.

O

Teorema 2.1.5 (Caracterizacién de la digréficas transitivas [4]). Sea D
una digrdfica con un orden aciclico Si,Ss,...,S, de sus componentes fuer-
tes, entonces D es una digrdfica transitiva si y solo si S; es completa pa-
ra cada i € {1,2,...,n} y la digrdifica H obtenida de D por contraccion de
S1, 59, ..., Sp sequido por el borrado de flechas multiples es una digrafica tran-

sitiva y D = H|[Sy, Sa, ..., Sy] = SC(D)[S1, Sa, .-, Sn)-

Demostracion. Supongamos primero que D es transitiva, por definicién de
SC(D) y de composicién tenemos que V(D) = V(SC(D)[S1, Sa, ..., Sn]), asi
que basta probar por el Lema 2.1.4, que F(D) = F(SC(D)[S1, S, ..., Sy])-
Sea zy € F(D), notemos que si zy € S; para alguna i € {1,2,...,n}, enton-
ces xy € F(SC(D)[S1, S2, ..., Sn]). Si xy no pertenece a alguna componente
fuerte S;, se sigue de igual forma que zy deberd de ser una flecha entre dos
componentes fuertes por lo que zy € F(SC(D)[S1, S2, ..., Sn]). De esta forma
F(D) C F(SC(D)[S1, Sz, ..., Snl)-

Notemos que en este punto basta probar que si existe una flecha ab €
F(D) con a € S; y b €S, entonces cada vértice de S; domina a cada vérti-
ce de Sj por definicién de composicion y de SC(D). Como b € S; y S; es
fuerte, por el Lema 2.1.4 se sigue que S; es completa, entonces b domina
a cada vértice de S;. Como supusimos que D es transitiva, se sigue que a
domina a todo vértice de S;. Por otro lado, como S; es completa, otra vez
por el Lema 2.1.4 y a € §;, entonces todo vértice de S; domina a a, luego
por la transitividad de D tendremos que cualquier vértice de S; domina a b
y por un argumento andlogo al de que @ domina a todos los vértices de .S;
tendremos que cada vértice S; domina a cada vértice de S;, lo que muestra

que D = SC(D)[S1, Sa, ..., Snl.

Supongamos ahora que D = SC(D)[S1, S2, ..., Snu] ¥ Sk es completa para
cada k € {1,2,...,n}, notemos que por el Lema 2.1.3 sabemos que si una
digrafica es transitiva entonces SC(D) es transitiva, por lo que si SC(D) no
es transitiva entonces D tampoco es transitiva, de esta forma podemos supo-
ner en esta parte de la demostracion gracias a la contrapositiva del Lema 2.1.3
que SC(D) es transitiva. Probaremos ahora que D = SC(D)[S1, Sa, ..., Sy]
es transitiva. Sean {ab,bc} C F(D) notemos que si {a,b,c} C V(S;) para
alguna ¢ € {1,2,...,n}, se sigue que ac € F(S;) debido a que S; es completa
por hipétesis, si {a,b} C V(S;) y c € V(S;) coni # jyije{l,2..,n},
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entonces como D = SC(D)[Sy, S, ..., Sy], se sigue que cada vértice de S; do-
mina a cada vértice de S; por lo que se satisface la condicion de transitividad.
Siae S;y{b,c} CS; entonces otra vez como cada vértice de S; domina a
cada vértice de S; tendremos que se sastiface la condicién de transitividad.
Por dltimo supongamos que a € V(S;), b € V(S;) y ¢ € V(Sk) con i,j,k
distintos entre si y con 4,5,k € {1,2,...,n}. En este caso, como SC(D) es
transitiva y D = SC(D)[S1, S, ..., Sp], entonces S; domina a Sy por lo que
ac € F(D) = F(SC(D))[S1, Sz, ..., Sn], por lo tanto D es transitiva.

O

2.2. Digraficas Cuasitransitivas

La estructura de las digraficas transitivas es tan rica que trabajando en
esta familia de digraficas muchos problemas suelen tener una simple solucion.
En vista de esta situacion, se han estudiado generalizaciones de las digraficas
transitivas, de todas estas generalizaciones la mas estudiada, sin duda, son
las digraficas cuasitransitivas. En la presente seccion daremos una caracteri-
zacion estructural de las digraficas cuasitransitivas, este resultado es obra de
Bang Jensen y Huang en [5].

Lema 2.2.1. Sea D wuna digrafica cuasitransitiva, supongamos que P =
(x1, 9, ..., T,) €s una (1, x,)-trayectoria minimal, entonces la subdigrdfica
inducida por V(P) es una digrdfica semicompleta y x; domina a x; para todo
2<i+1<j<n, salvo cuando n = 4, en este caso la flecha de x, a x;
puede no existir.

Demostracion. El caso cuando n = 2 es trivial. Si n = 3 tenemos una
trayectoria P = (x1,x2,73) y como D es cuasitransitiva, entonces z; y 3
son adyacentes. Como P es minimal entonces x3 domina a 1, como que-
remos. Supongamos n = 4, este es el caso resctrictivo de nuestro lema, sea
P = (x1,29,x3,24) una (x1,x4)-trayectoria minimal. Andlogamente, como
D es transitiva y P minimal tenemos que x3 domina a x; y x4 domina a
To, Pero no tenemos una razon para garantizar que x4 y x; sean adyacen-
tes aunque en caso de serlo x4 domina a x; porque P es minimal. Ahora
procederemos la prueba por induccién con base cuando n = 5, suponga-
mos que P = (z1,x9,x3,24,x5) una (z1,rs)-trayectoria minimal entonces
Tiro — x; para toda i € {1,2,3}, luego z5x3, x321 € F(D[V(P)]) tendre-
mos que x5 domina a z; porque D es cuasitransitiva y P minimal. Como
{z521, 2129} C F(D[V(P)]) 25 domina a xs por ser D cuasitransitiva y P
minimal. Andlogamente, {x425, 2521} C F(D[V(P)]) por lo que x4 domina
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a r1 y ro otra vez debido a que D es cuasitransitiva y P es minimal, lo que
muestra que D[V (P)] es una digrafica semicompleta en D y termina el caso
base. Supongamos ahora que para n = k > 6 nuestro resultado es valido y
lo probaremos para n = k + 1. Supongamos que P = (xy, Za, ..., Tk, Tp11) €S
una (x, x4 )-trayectoria minimal, consideremos P, = (x1, 3, ..., }) como
una (z1,xy)-trayectoria. Tenemos que P; serd minimal debido a que P es
minimal, por lo que podemos aplicar nuestra hipotesis de induccién y ga-
rantizar que D[V (Py)] es una digréfica semicompleta en D, por otro lado
sabemos que {xy_12g, i1} C F(P), por lo que xp125-1 € F(D[V(P)].
También sabemos que x_; domina a x; por hipotesis de induccién; como D
es cuasitransitiva y P minimal, tendremos que x;,; domina x;. Luego, por
la cuasitransitividad de D y la minimalidad de P se sigue que xjp11 — z;
para todo ¢ € {2,3,....k — 3,k — 2}, por lo que D[V (P)] es una digréfica
semicompleta en D y x; domina a z; para todo 2 < i+ 1 < j < n, lo que
termina la demostracion.

]

Corolario 2.2.2. Si D es una digrdfica cuasitransitiva y D contiene una
(x,y)-trayectoria tal que x no domina a y, entonces y domina a x o existen
vértices u,v € V(D) — {x,y} tales que v — u — v — y yy — u —
v —> .

Demostracion. Consideremos P la (z,y)-trayectoria de longitud minima en
D (la cual no es de longitud 1 por hipdtesis), y apliquemos el Lema 2.2.1. Si
la longitud de P es distinta de 3, terminamos porque el lema garantiza que
y domina a z. Si la longitud de P es igual a 3 entonces P = (z,u,v,y) y
por la condicién de cuasitransitividad de D junto con la minimalidad de P
tendremos que y — u y v — x , de tal forma que v — u — v — y y
Yy — u — v — x, como deseamos.

O

Lema 2.2.3. Supongamos que A y B son distintas componentes fuertes de
una digrdafica cuasitransitiva D con al menos una flecha de A hacia B, en-
tonces A domina completamente a B, es decir A = B.

Demostracion. Sea xy una flecha tal que x € V(A) y y € V(B). Como
B es fuerte, existe P una (y, z)-trayectoria contenida en B para todo z €
V(B).Si P = (y,c1, ¢, ..., Cp, 2) tendremos que z es adyacente a ¢; por ser D
cuasitransitiva, ademas x domina a c¢; debido a que ¢; no puede dominar a x
puesto que se formaria un ciclo dirigido que contiene a x, ¥y, ¢; contradiciendo
que x y ¢ estdn en componentes fuertes distintas. Analogamente se sigue
que r domina a cada ¢; por ser D cuasitrasitiva y ser A y B componentes
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fuertes distintas. De la misma forma, x domina a z, como la eleccién de z es
arbitraria, tenemos que r domina a cada vértice de B. Por otro lado, como A
es fuerte, para todo vértice existe una (w, x)-trayectoria en A para todo w €
V(A). Si T = (w,dy,ds, ..., d, x), tenemos que d,, domina a y porque zy €
F(D), D cuasitransitiva y d,, domina a z. Andlogamente, cada d; domina a
y v asi, por un razonamiento totalmente analogo, tenemos que w — y para
cualquier vértice w € V(A). Volviendo a utilizar el razonamiento con el que
vimos que x domina a cualquier vértice de B, tenemos que cualquier vértice
w de A domina a cada vértice de B. Por otro lado, notemos que ninguna de
estas flechas puede ser simétrica por el hecho de que A y B son componentes
fuertes distintas de D, por lo que A = B.

m

Lema 2.2.4. Si D es una digrdfica fuerte cuasitransitiva con al menos un
par de vértices. Entonces U(D) es inconexa. Ademds, si S y S son dos
subdigrdficas de D tales que U(S) y U(S") son componentes conexas disitintas
de U(D), entonces S = S', 8" = S ¢S — 5 y S — S en cuyo caso

V(S = V()= 1.

Demostracion. Probaremos que U(D) es inconexa en la segunda parte de la
demostracion. Supongamos primero que S y S’ son dos subdigréficas de D
tales que U(S) y U(S’) son componentes conexas disitintas de U(D). Note-
mos que, como U(S) y U(S’) son componentes conexas distintas de U(D),
no debera existir ninguna flecha entre ellos en U (D), por lo que cada vértice
de U(S) es adyacente a cada vértice de U(S’) en U(D). De esta forma, cada
vértice de S es adyacente a cada vértice de S’ en D. Supongamos que existe
una flecha simétrica xy € F(D), z € V(S), y € V(5') y supongamos que
|V(S")] # 1. Como z es adyacente a cada vértice de S’ se tendréd que la cua-
sitransitividad de D garantizard que y es adyacente a cada vértice de S” en
D por lo que U(S’) no serd una componente conexa de U(D), lo cual es una
contradiccién. Andlogamente, si suponemos que |V (S)| # 1 entonces por la
cuasitransitividad de D tendremos que x serd adyacente a cada vértice de S
en D, implicando que U(S’) no serd una componente conexa de U (D), lo cual
es de nuevo una contradiccion. Asi que si existe una flecha simétrica entre S'y

S’ se tiene que cumplir que |V (S)| = [V(S")| = 1 cuando S — S"y " — S.

Supongamos ahora que |V (S)| > 16 |V(S")| > 1y que no existen flechas
simétricas entre S 'y S” en D, supongamos también sin perdida de generalidad
que existe una flecha zy € F(D) con z € V(S) y y € V(S5'). Veamos que x
domina a cada vértice de S’ ya que si existe w € V(5’) tal que domina a x
entonces A = {z € V(S')|z — 2} # 0y B ={v € V(S)|x — v} # 0.
Luego, por la adyacencia entre cada vértice de S y S’ en D tendremos que A
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y B forman una particién de V(S”), y por la propiedad de cuasitransitividad
de D, cada vértice de A deberd ser adyacente a cada vértice de B en D, por
lo que Ay B no tendran flechas entre si en U (D), lo que contradice que U (S")
es una componente conexa en U(D), por lo que  domina a cada vértice de
S’ en D. Anédlogamente, notemos ahora que ningun vértice de S’ puede do-
minar a algin vértice de S, puesto que podriamos formar una particién de
V(S) entre los vértices que dominan a ese vértice y los que son dominados
por ese vértice y usando la propiedad de cuasitransitividad de D, llegar a la
contradiccién de que U(S) no es componente conexa de U(D). Por lo tanto,
S = 5’ si existe una flecha de S hacia S’ y la cardinalidad de S o S’ es
distinta de 1. Por la simetria de la demostracién, S” = S si existe una flecha
de S’ hacia S y no existen flechas simétricas entre S y S’.

Mostraremos ahora que U(D) es inconexa. Esta afirmacion es claramente
cierta cuando |V (D)| =2 6 |V(D)| = 3, asi que procedamos por induccién

asumiendo que U(D) es inconexa cuando |V (D)| < n, donde n > 3.

Supongamos primero que existe un vértice z tal que D — z no es fuerte,
por lo que contendrd un ordenamiento aciclico de sus componentes fuertes.
Entonces, como D es fuerte por hipétesis, deberd existir una flecha de toda
componenente fuerte terminal de D — z hacia z en D. Analogamente existira
una flecha desde z hacia cada componente incial de D — z en D porque D
es fuerte y D — z no lo es. Ahora notemos que como D es cuasintrasitiva,
en conjunto con el Lema 2.2.3, implican que cada componente fuerte incial
de D — z domina totalmente a cada componente fuerte accesible desde esta
componente fuerte incial (las componentes intermedias accesibles desde esta
componente inicial también dominan totalmente a la respectiva componente
fuerte terminal accesible desde esta componente intermedia), por lo que cada
componente fuerte de D — z domina a una componente fuerte terminal o es
dominada por una componente fuerte incial (las componentes fuertes inter-
medias satisfacen ambas afirmaciones). La propiedad de cuasitransitividad
de D implica que z es adyacente a cada vértice en D — z, por lo que W
contiene una componente conexa que consiste solamente del vértice z, por lo
tanto U(D) es inconexa.

Asumamos ahora que existe x € V(D) tal que D — x es fuerte, como
D es fuerte por hipétesis se sigue que existe zw € F(D), con w € D — x.
Luego, por hipétesis de induccién, tenemos que U(D — x) no es fuerte, asi
que podemos escoger S y S’ un par de componentes conexas de U(D — x) y
las escogemos de tal forma que w € V(S) y S —— S’ en D (esto lo podemos
escoger debido a que D — x es fuerte y la segunda parte de este lema ya
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previamente probada en esta demostracién). Se sigue por la propiedad de
cuasitransitividad de D que x domina a cada vértice de S’ en D (puesto que
r domina a w), por lo tanto U(S’) es una componente conexa de U(D), asi
que U(D) es inconexa.

]

El siguiente teorema caracteriza a las digraficas cuasitransitivas de una
manera recursiva y se debe a Bang Jensen y Huang.

Teorema 2.2.5 (Caracterizacion de las digraficas cuasitransitivas,
Bang-Jensen y Huang [5]). Sea D una digrdfica cuasitransitiva.

a) Si D no es fuerte, entonces es obtenida desde una digrdfica transi-
tiva sin flechas simétricas T con vértices {uy,us,...,us} y digrdficas fuertes
cuasitransitivas Hy, Ho, ..., Hy tales que D = T[Hy, Ho, ..., H;], donde H; es
substituida para u;, 1 = 1,2, ...,t.

b) Si D es fuerte, entonces existe S una digrdfica semicompleta con
vértices {vy, vy, ...,vs} y digraficas cuasitransitivas Q1,Qs, ..., Qs tales que
cada @Q); consta de un solo vértice o es es una digrdfica no fuerte y D =
S[Q1, Q2, ..., Qs| donde Q; es substituida por v; , 1 =1,2,...;s.

Demostracion. Supongamos primero que D no es fuerte y sean Hy, Hs, ..., H;
las componentes fuertes de D. Notemos que si existe una flecha entre H;
y Hj esta flecha no puede ser simétrica por el hecho de que H; y H; son
componentes fuertes distintas. Luego, por el Lema 2.3.3 tenemos que pasara
solo una de las siguientes dos afirmaciones H; = H; 6 H; = H;. Es claro
que por la cuasitransitividad de D si tenemos que H; = H; = H}, entonces
H; = Hy, por lo que si contraemos cada H; a un vértice h;, obtendremos
una digréafica transitiva sin flechas simétricas T' con vértices hq, hs, ..., hy, lo
que muestra que D = T[Hy, Ho, ..., Hy].

Asumamos ahora que D es fuerte. Sean Q1, @2, ..., @, las subdigréficas de
D tales que cada U(Q);) es una componente conexa de U(D). Notemos que
el Lema 2.2.4 nos garantiza que ninguna (@); es fuerte o es un solo vértice,
ya que de ser fuerte tendriamos que U(Q);) es inconexa por el Lema 2.2.4.
Luego, por la segunda parte del Lema 2.2.4, si contraemos cada (); a un
vértice ¢; obtendremos una digrafica semicompleta S, lo que prueba que

D= S[Q17Q27 -"7Qs]'

]
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2.3. Digraficas 3-cuasitransitivas

Las digraficas cuasitransitivas inspiran el concepto de las digraficas 3-
cuasitransitivas las cuales fueron introducidas por Bang Jensen en [2]. Una
digréfica D es 3-cuasitransitiva si para todos vértices distintos {u, v, w, z} C
V(D) tales que u — v —> w —> z se sigue que u y z son adyacentes o u =
z. En [2] Bang Jensen no solo intrudujo las digréficas 3-cuasitransitivas sino
que afirmé que las digraficas fuertes semicompletas y las digraficas fuertes
bipartitas semicompletas eran las Unicas digraficas fuertes 3-cuasitransitivas,
pero en [10] Galeana-Sénchez, Goldfeder y Urrutia prueban que Bang Jen-
sen no se percatdé que existe una familia de digraficas, que aqui llamamos
digraficas F,, que son 3-cuasitransitivas fuertes y no son ni semicompletas
ni bipartitas semicompletas. Los siguientes lemas hablan sobre la estructura
de las digraficas 3-cuasitransitivas y completan la demostracion del teore-
ma de caracterizacion de estas probado en [10] (donde puede consultarse su
demostracion) por Galeana-Sanchez, Goldfeder y Urrutia.

Lema 2.3.1. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva, si para un par {x,y} C
V(D) eziste una (x,y)-trayectoria de longitud impar, entonces x y y son
adyacentes.

Lema 2.3.2. Sea D una digrdfica fuerte 3-cuasitransitiva con al menos 3
vértices. St D no es una digrdfica bipartita entonces ésta contiene un 3-ciclo
T, ademds todo v € V(D) es adyacente a al menos 2 vértices de V(T).
Finalmente, si suponemos que |V (D)| > 4 y T = x1,29, 73,71, entonces
para todo s € V(D)\V(T), si s —> x;, entonces s y x;iio son adyacentes; si
xr; — 8, entonces x;_o Yy s son adyacentes, donde los subindices son tomados
modulo 3.

Lema 2.3.3. Sea D una digrdfica fuerte 3-cuasitransitva de orden n > 4.
St D contiene un 3-ciclo T como una subdigrdfica y existe un vértice u €
V(D)\V(T) tal que u es adyacente a cada vértice de T entonces D es una
digrdfica semicompleta.

Consideremos las digraficas F), con vértices {z1, xa, ..., z,} y flechas
{1’1332, 1‘21’3,333%’1} U {$1xi+3,.’ﬂi+3l’2 T = 1, 2, e, = 3} s donde n 2 4.

Lema 2.3.4. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva de orden n > 4. Si D
contiene un 3-ciclo T como subdigrdfica y no existe v € V(D)\V(T) tal que
v es adyacente a cada vértice de T, entonces D es isomorfo a F,.

Teorema 2.3.5 (Galeana-Sanchez, Goldfeder y Urrutia [10] ). Sea D una
digrafica fuerte 3-cuasitransitiva de orden mn, entonces D es una digrdfica

semicompleta, una digrdfica bipartita semicompleta o es ismorfa a alguna
F,.
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Figura 2.1: Ejemplo de F y F; respectivamente.

Demostracion. Si D es una digréfica bipartita con biparticion X,Y, como
D es fuerte, para cualquier par de vértices x € X, y € Y existe una (z,y)-
trayectoria. Como son vértices de partes de la biparticién distintas, la longi-
tud de la trayectoria es impar, por el Lema 2.3.1 2 y y son adyacentes, por lo
que D es una digréafica bipartita semicompleta. Ahora supongamos que D es
una digrafica no bipartita, por el Lema 2.3.2, D contiene un 3-ciclo T' como
subdigrafica. Si n = 3 entonces D es semicompleta, por lo que supongamos
que n > 4. Si existe un vértice que es adyacente a todo vértice de T, por
el Lema 2.3.3 D es semicompleta; si no, por el Lema 2.3.4, D es isomorfa a
alguna digrafica de la familia F},, lo que termina la prueba del teorema.

O

2.4. Digraficas 3-transitivas

Asi como las digraficas cuasitransitivas inspiran el concepto de las digrafi-
cas 3-cuasitransitivas, las digraficas transitivas inspiran el de las digraficas
3-transitivas. Una digrafica D es 3-cuasitransitiva si para vértices distintos
{u,v,w,z} C V(D) tales que u — v — w — z se sigue que u — 2
o u = z. Claramente toda digrafica 3-transitiva es 3-cuasitransitiva. En es-
ta seccion daremos la caracterizacion de las digraficas fuertes 3-transitivas
cuya demostracién es una aplicacién del teorema de caracterizacion de las
digraficas 3-cuasitransitivas citado en la seccién anterior, junto con otras
proposiciones sobre la esctructura de las digraficas 3-transitivas. La prueba
de este resultado y sus lemas anteriores se puede consultar en [16] y se debe
a su autor Hernandez-Cruz.

Lema 2.4.1. Sea D una digrdfica 3-transitiva, si P = (zg,x1,...,x,) €s una
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Figura 2.2: C5 , C5 y C3* respectivamente.

(x0, z,)-trayectoria de longitud impar se sigue que zor; € F(D) para todo
entero impar i, con 1 <1 < n.

Lema 2.4.2. Sea D una digrdfica fuerte 3-transitiva de orden m > 4. Si D
es semicompleta, entonces D es completa.

Lema 2.4.3. Sea D una digrafica fuerte 3-transitva de orden n > 4. Si D
es bipartita semicompleta, entonces D es bipartita completa.

Teorema 2.4.4 ( Caracterizacion de las digréficas fuertes 3-transitivas,
Hernéndez-Cruz [16] ). Una digrdfica D fuerte es 3-transitiva si y sdlo si D
es una de las siguientes digraficas:

a) D es una digrdfica completa.
b) D es una digrdfica bipartita completa.

c)DesCs, Cy 0Cy".

Demostracion. Como toda digrafica 3-transitiva es 3-cuasitransitiva, en vir-
tud del Teorema de Caracterizacion de las digraficas 3-cuasitransitivas fuertes
tenemos que las digréaficas 3-transitivas fuertes son, o una digréafica semicom-
pleta, bipartita semicompleta o isomorfa alguna digrafica de la familia de
digraficas F;,. Es facil notar que toda la familia de digréficas F, es una fami-
lia de digréficas que no son 3-transitivas, por lo que la digrafica 3-transitiva
sera una digrafica semicompleta o bipartita semicompleta. Es claro que si
suponemos que la cardinalidad de una digrafica 3-transitiva fuerte es menor
o igual que 3, ésta serd isomorfa a una digrafica completa, bipartita com-
pleta 6 a U5 , C5 6 C3*. Si suponemos que la cardinalidad de una digrafica
3-transitiva fuerte es mayor que 3 entonces tendremos 2 casos. El primero
es que sea semicompleta, pero en este caso por el Lema 2.4.2, podemos afir-
mar que esta digrafica sera completa. El segundo caso es cuando es bipartita
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semicompleta, pero en este caso por el Lema 2.4.3 podemos afirmar que la
digrafica en cuestion sera bipartita completa lo que termina la demostracion.
O

Lamentablemente no se conoce atin una caracterizacion de las digréaficas
3-transitivas pero los siguientes resultados junto con la caracterizacion de las
digraficas transitivas expuesta antes ayudan a dar una caracterizacion de las
digraficas 3-transitivas que son transitivas. Esta caracterizacion también fue
propuesta en [16] y se debe a su autor Hernandez-Cruz. El siguiente teorema
muestra que la estructura de las digraficas 3-transitivas es muy parecida a la
estructura de las digréficas transitivas.

Teorema 2.4.5. Sea D una digrdfica no fuerte y 3-transitiva con compo-
nentes fuertes S1,Ss, ..., Sp. Entonces D = SC(D)[S1, Sa, ..., Sp] si y sdlo si,
para todo par de componentes fuertes S;,S; de D, tales que exista una flecha
de S; a Sj en F(D), entonces:

a) Si S;,S; son digrdficas bipartitas semicompletas, entonces D[S; U S;]
no es bipartita.

b) Si S; es una digrdfica bipartita completa y So consiste solamente de un
sélo vértice v, entonces D[S} U{v}] no es bipartita.

c) Si S; consiste solamente de un vértice v y Se es una digrifica bipartita
completa, entonces D[{v} U Ss] no es bipartita.

Teorema 2.4.6. Sea D una digrifica 3-transitiva. Entonces SC(D) es una
digrdfica transitiva si y solo si para toda tripleta de componentes fuertes
S1, 89,83 de D, tales que: S; consiste solamente de un vértice para i € {1,3}
y Sy consiste solamente de un vértice vo 6 es una digrdfica bipartita com-
pleta con biparticion (X,Y) y v, — vg —> v (en el primer caso) ¢
vy — X — w3 pero no existe ninguna flecha de vi a 'Y ni de Y a v
en D (en el sequndo caso), entonces vivs € F(D).

Teorema 2.4.7 (Hernandez-Cruz [16]). Sea D una digrdfica 3-transitiva, D
es una digrdfica transitiva si y solo si cada componente fuerte de D es una
digrdfica completa y para toda tripleta de componentes fuertes Sy, S, S3, tales
que S; consiste de un solo vértice v;, para i € {1,3} y Sy consiste solamente
de un vértice ¢ de dos vértices x,y con una flecha simétrica entre ellos, tales
que v; — & — v pero vy, yvs & F (D), entonces vivg € F(D).



Capitulo 3

Hamiltonicidad Transitiva y
Cuasitransitiva

3.1. Hamiltonicidad en Digraficas Cuasitran-
sitivas

Se sabe que no existen condiciones suficientes y necesarias para determi-
nar cuando una digréfica contiene un ciclo hamiltoniano, sin embargo existe
mas de una carecterizacion de la digraficas cuasitransitivas hamiltonianas.
Notemos que como toda digrafica transitiva es cuasitransitiva, estos resul-
tados caracterizan también de forma inmediata a las digraficas transitivas
hamiltonianas, aunque esta de mas notarlo debido a que una digrafica tran-
sitiva es hamiltoniana si y sélo si es fuerte.

Ademas de que en general no estan caracterizadas las digraficas hamilto-
nianas se sabe que determinar si una digrafica es hamiltoniana o tiene una
trayectoria hamiltoniana son un par de problemas NP-completos (definicién
en el apéndice A), estos resultados pertenecen a Garey y Johnson, cuya de-
mostracién puede consultarse en [9].

Teorema 3.1.1 (Garey y Johnson [9]). El problema de determinar cuando
una digrdfica es hamiltoniana es NP-compelto.

Teorema 3.1.2 (Garey y Johnson [9]). El problema de determinar cuando
una digrdfica contiene una trayectoria hamiltonia es NP-completo.

Para continuar el estudio de las caracterizaciones de la digréficas cuasi-
transitivas hamiltonianas, necesitamos definir el siguiente tipo de digrafica.

25
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Decimos que una digréafica D es llamada semicompleta extendida si ésta
puede ser obtenida por composiciéon de una digrafica semicompleta S subs-
tituyendo los vértices por conjuntos independientes de vértices Sy, o, ..., Sk,
tales que para cualquier ¢ # j, una de las siguientes condiciones se cumple,

Si:>5j

Sj — Sz
Sz‘ — Sj Yy Sj — Sz

Por otro lado Gutin les llamé en [13] y [15] a estas digraficas, digraficas
multipartitas semicompletas ordinarias en lugar de digraficas semicom-
pletas extendidas. Es muy sencillo notar que toda digrafica semicompleta es
semicompleta extendida. Debemos definir un par de conceptos mas para en-
tender los futuros resultados, dada una digrafica D y k € N, decimos que D
contiene un factor k-trayectoria-ciclo si D contiene una particién de sus
vértices en k trayectorias y r ciclos (notemos que numero de ciclos r puede
ser igual a cero) que son ajenos entre si por ser una particién de V(D). Por
ejemplo, un factor 1-trayectoria-ciclo de D es una particién de V(D) en una
trayectoria y un nimero natural r de ciclos, por otro lado un factor ciclo de
una digrafica D es una particién de V(D) en ciclos ajenos, de la definicién se
sigue que un ciclo hamiltoniano es un factor ciclo y una trayectoria hamilto-
niana es una l-trayectoria-ciclo lo que muestra la utilidad y generalidad de
este par de definiciones en problemas de hamiltonicidad.

En la Figura 3.1 podemos apreciar una digrafica que tiene un factor ci-
clo dado por el siguiente par de ciclos en sus vértices, (a,i,7,d,c,b,a) y
(h,e,k,l,g, f,h), lo cual ilustra la definicién de factor ciclo y ademds tiene
una l-trayectoria (a,1,j,d,c,b, h, f,g,l, k,e), pues es trazable.

Sabemos que para que una digrafica sea hamiltoniana necesitamos que
ésta sea fuerte y tenga un factor ciclo, pero no siempre son suficientes estas
condiciones. El siguiente resultado se debe a Gutin en [3] y caracteriza a las
digréficas semicompletas extendidas hamiltonianas (mostrando que ser fuer-
te y tener un factor ciclo basta) y por ende a las semicompletas hamiltonianas.

Teorema 3.1.3. Sea D una digrdfica semicompleta extendida, D es hamilto-
niana (tiene una trayectoria hamiltoniana) si y sélo si D es fuerte y contiene
un factor ciclo (tiene un factor 1-trayectoria-ciclo).
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Figura 3.1: Ejemplo de un factor ciclo.

Por otro lado a pesar de la caracterizacién de Gutin para las digréficas
extendidas semicompletas hamiltonianas, existen digraficas cuasitransitivas
fuertes y con un factor ciclo que no son hamiltonianas, como ejemplo pode-
mos ver la siguiente construccién.

Construyamos una digrafica D con 5k + 1 (k > 1) vértices de la si-
guiente manera, D consiste de tres subdigraficas ajenas S, 5o, S3 tales que
S1 = Sy = S3 = 51, donde S; consiste de k£ — 1 3-ciclos ajenos y un con-
junto independiente de 2 vértices, S consiste de un tnico 3-ciclo y de un
conjunto de k — 1 vértices independientes, S3 consiste de un conjunto inde-
pendiente de k vértices. No es dificil probar que D tiene un ciclo de longitud
3 <1 < |V(D)| pasando por cada vértice, ademés D tiene un factor ciclo y
es claramente fuerte por construccién, pero la independencia de los subcon-
juntos de vértices hace imposible que D sea hamiltoniana y por el teorema
de caracterizacion de las digraficas cuasitransitivas se tiene que D es cuasi-
transitiva.

Sin embargo anadiendo mds hipdtesis Bang-Jensen y Huang en [5] lo-
graron caracterizar las digréficas cuasitransitivas hamiltonianas y con una
trayectoria hamiltoniana.

Teorema 3.1.4 ( Bang-Jensen y Huang [5] ). Una digrdfica fuerte cuasitran-
sitiva D, con descomposicion candnica D = S[Q1, Qa, ..., Qs] es hamiltoniana
sty solo si tiene una factor ciclo F' tal que ningun ciclo de F es un ciclo de
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alguna DV (Q;)).

Demostracion. Si suponemos primero que D es hamiltoniana, entonces D
contiene un ciclo hamiltoniano 7' que claramente es un factor ciclo con la
propiedad requerida, puesto que cruza cada @);. Supongamos por lo tanto que
D es fuerte y tiene un factor ciclo F' tal que ningun ciclo de F' es un ciclo de
alguna D(V(Q;)), probaremos que D es hamiltoniana. Observemos primero
que V(Q;) N F es un factor trayectoria F; de @; para toda ¢ € {1,2,...;s}.
Ahora ignoramos todas las aristas que no pertenezcan a algin F; para toda
i €{1,2,...,s} y apliquemos la operacién de contraccién a cada trayectoria
de F; para toda i € {1,2,..., s}. Llamemos 5] a la digrafica resultante, como
S es fuerte y semicompleta por el Teorema de caracterizacion de digréficas
cuasitransitivas, se sigue que S; es una digréfica semicompleta extendida,
por construccién Sy es fuerte y tiene un factor ciclo por lo que el Teorema
3.1.3 afirma que tiene un ciclo hamiltoniano. Como se hizo contraccion sobre
cada trayectoria de cada Fj, el ciclo hamiltoniano de S; induce un ciclo
hamiltoniano en D, lo que termina la demostracion.

]

Teorema 3.1.5 ( Bang-Jensen y Huang [5] ). Una digrdfica cuasitransitiva
D, con descomposicion candnica D = R|Gy,Gs,...,G,| contiene una tra-
yectoria hamiltoniana si y solo si tiene un factor I-trayectoria-ciclo F' tal
que ningun ciclo o trayectoria de F' esta completamente contenida en alguna

D(V(Gy))-

Demostracion. Si suponemos primero que D es hamiltoniana entonces D
es trazable por lo que D claramente contiene un factor 1-trayectoria-ciclo
que cruza cada G;. Por lo tanto, supongamos que D contiene un factor 1-
trayectoria-ciclo F' tal que ningin ciclo o trayectoria esta contenido completa-
mente en alguna D(V(G;)), probaremos que D es trazable. Veamos primero
que V(G;) N F es un factor trayectoria F; para cada G;, con i € {1,2,...,7},
procedamos ignorando (pero no retirdndolas) todas las aristas que no per-
tenezcan a algin F; para toda ¢ € {1,2,...,7} y apliquemos la operacién
contraccion sobre cada trayectoria de cada F;. Llamemos R; a la digrafica
resultante. Ahora, por el teorema de caracterizacion de las digraficas cuasi-
transitivas tendremos que R es semicompleta o transitiva. Notemos que si R
es transitiva, como ningtn ciclo de F esta contenido en un G; implica que hay
ciclos entre al menos dos GG;'s distintos, lo que imposibilita que R sea transi-
tiva, por lo que si R es transitiva, F' es un factor 1-trayectoria-ciclo sin ciclos,
es decir, una trayectoria hamiltoniana. Por otro lado, si R es semicompleta,
se sigue que R; es una digrafica semicompleta extendida por construccion,
luego, por el Teorema 3.1.3, como R, tiene un factor 1-trayectoria-ciclo y es
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semicompleta extendida, se sigue que R; es trazabale. Aplicando una opera-
cién inversa a la contraccién realizada antes sobre cada trayectoria de cada
F;, tendremos que D es trazable, lo que termina la demostracién.

]

Estos dos teoremas aparecidos en [5] no mostraron la existencia de un
algoritmo en tiempo polinomial (consultar Apéndice A) para determinar si
una digrafica es hamiltoniana, trazable o no es ninguna de las dos, por lo
que Bang Jensen y Huang en [5] conjeturan la existencia de un algoritmo en
tiempo polinomial para resolver el problema de hamiltonicidad y trazabilidad
de una digréfica cuasitransitiva D.

El siguiente resultado es otra caracterizacion de las digraficas cuasitran-
sitivas hamiltonianas esta dada de forma implicita por Gutin en [14]. Para
entender este resultado necesitamos otra definicién, dada una digrafica D un
factor k-trayectoria es una coleccién de k trayectorias ajenas dos a dos
que cubren todos los vértices de D y pc(D) es el minimo entero positivo k
tal que D tiene un factor k-trayectoria. Claramente si pc(D) = 1 entonces D
es trazable.

Teorema 3.1.6 (Gutin [14] ). Sea D una digrifica cuasitransitiva fuerte con
descomposicion candnica D = S[Q1, Qa, ..., Qs]. Sean nq, ..., ng el orden de las
digrdficas QQ1,Qs, ..., Qs, respectivamente. Entonces D es hamiltoniana si y
sélo si la digrdfica semicompleta extendida S" = S[K,,, Ky, ..., K,,] tiene un
ciclo como subdigrdfica que cubre al menos pc(Q;) vértices de K,, para todo
je{1,2,...,s}.

Como mencionamos antes [5] Bang Jensen y Huang conjeturan la exis-
tencia de algoritmos en tiempo polinomial para determinar si una digrafica
es hamiltoniana o es trazable. Ambos problemas fueron resueltos por Gutin
en [14]. Para el primer problema, prueba la existencia de un algoritmo que
determina si una digréfica es hamiltoniana, y si lo es, encuentra el citado ciclo
en tiempo polinomial. Para el segundo problema, determinar si D es trazable
es lo mismo que determinar si pc(D) = 1, por lo que Gutin logra resolver
este problema mostrando un algoritmo que determina el problema de encon-
trar pc(D) para una digréfica cuasitransitiva arbitraria en tiempo polinomial.

Teorema 3.1.7 (Gutin [14]). Eziste un algoritmo donde dada una digrdfica
cuasitransitiva D, en tiempo O(n*) determina la existencia de un ciclo ha-
miltanonio en D en caso de ser D hamiltoniana y determina si este ciclo no
existe en el caso en que D no es hamiltoniana.
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Teorema 3.1.8 (Gutin [14]). Dada una digrdfica cuasitransitiva D, el pro-
blema de determinar pc(D) tiene solucién en tiempo O(n?/log n).

Para tener una nocién del uso de la notacion O en los tiempos de ejecucion
de un algoritmo consultar el Apéndice A.

3.2. Hamiltonicidad en 3-Cuasitransitivas

En el capitulo 2 en la seccién referente a las digraficas 3 cuasitransitivas
se menciono el siguiente teorema de caracterizacién.

Teorema 3.2.1. Sea D una digrdfica fuerte 3-cuasitransitiva de orden n, en-
tonces D es una digrdfica semicompleta, una digrafica bipartita semicompleta
o es isomorfa a alguna F,.

Donde F,, es una familia de digraficas citadas en esa seccién. Notemos
ahora que como las digraficas semicompletas contienen siempre a una sub-
digréfica isomorfa a un torneo, y el siguiente Teorema (1.3.3) del capitulo
1 implican que una digrafica semicompleta es hamiltoniana si y sélo si es
fuerte.

Teorema 3.2.2. Una digrdifica semicompleta D es hamiltoniana si y solo si
D es fuerte.

Como una digrafica bipartita semicompleta es una digréfica semicom-
pleta extendida, podemos aplicar el siguiente teorema de caracterizacion de
digrafica semicompletas extendidas hamiltonianas expuesto anteriormente en
la primera seccién de este capitulo y caracterizar las digraficas bipartitas se-
micompletas hamiltonianas.

Teorema 3.2.3. Sea D una digrdafica semicompleta extendida, D es hamil-
toniana si y solo si D es fuerte y contiene un factor ciclo.

Teorema 3.2.4. Si D es una digrafica bipartita semicompleta, D es hamil-
toniana si y solo si D es fuerte y tiene un factor ciclo.

El siguiente teorema caracteriza a las digraficas 3-cuasitransitivas hamil-
tonianas.

Teorema 3.2.5. Una digrdafica 3-cuasitransitiva D es hamiltoniana si y solo
si D es fuerte y contiene un factor ciclo.
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Demostracion. Sea D una digrafica 3-cuasitransitiva. Supongamos primero
que D es hamiltoniana, entonces D tiene un ciclo hamiltoniano y es evidente
que D es fuerte y tiene un factor ciclo. Supongamos ahora que D es fuerte y
contiene un factor ciclo, si D es semicompleta o bipartita semicompleta los
Teoremas 3.2.3 y 3.2.5 se encargan de verificar el resultado, por lo que pode-
mos suponer que D es isomorfa a una digrafica de la familia F;,, recordemos
la definicién de las digraficas de esta familia:

Consideremos las digréficas F,, con vértices {x1, za, ..., z,} y flechas
{z129, ®ow3, X321 } U {12043, T30 11 =1,2,...,n — 3}, donde n > 4.

Ahora, como D tiene un factor ciclo, todo vértice z; con i > 4 esta
contenido en un ciclo, pero cualquier ciclo que contenga al citado vértice x;
debe de contener también a x5, imposibilitando que ¢ > 5, por lo tanto i = 4
y D isomorfa a Fj que claramente es hamiltoniana.

]

3.3. Trazabilidad en K-Cuasitransitivas

Definiremos un tipo de digraficas que generalizan a las digréaficas cuasi-
transitivas, 3-cuasitransitivas y por ende a las transitivas y 3-transitivas antes

definidas.

Sea k € N, con k > 2, decimos que una digrafica D es k-cuasitransitiva
si para toda trayectoria T de longitud k, T = zox;...x) se tiene que xoxr) €
F(D) 0 T € F(D)

El siguiente Lema se debe a Galeana Sanchez y Hernandez Cruz, apare-
ciendo en [11].

Lema 3.3.1 ( [11] ). Sea k un entero con k > 2 y D una digrdfica k-
cuasitransitiva con {u,v} C V(D) tal que existe una (u,v)-trayectoria. En-
tonces cada una de las siguientes proposiciones se sigue

(1) Si d(u,v) =k, entonces d(v,u) = 1.
(2) Si d(u,v) =k + 1, entonces d(v,u) < k + 1.

(3) Asumamos que d(u,v) =n >k+2. Si k es par 6 k y n son impares
entonces d(v,u) =1, si k es impar y n es par entonces d(v,u) < 2.
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Demostracion. (1) Como d(u,v) = k, existe una trayectoria 7" de longitud
kcon T = xgxy...7, Tog = u y T = v. Se tiene que la k-cuasitransitividad
de D implica que uv € F(D) o vu € F(D), pero como d(u,v) = k entonces
vu € F(D) y d(v,u) = 1.

(2) Como d(u,v) = k + 1 existe una trayectoria 7' de longitud k£ + 1 con
T = 2x1...011 Y Tg = u,Ty1 = v. Se tiene que la k-cuasitransitividad de D
implica {xy 121, 220} C F(D), luego Ty 121...x5x0 forman una trayectoria
de v a u con longitud k+1 lo que muestra que d(v, u) < k+1 como queremos.

(3) La demostracién de esta proposicién puede consultarse en [11]

O

Los siguientes resultados (salvo el Lema 3.3.3 que es probado por Wang y
Meng en [21]) aparecen en [22] y se deben a Wang y Zhang, todos son usados
en ese articulo para demostrar o un Lema posterior o el Teorema 3.3.8 que es
el resultado central de esta seccion puesto que da condiciones para garantizar
la trazabilidad de una digrafica k-quasitransitiva.

Lema 3.3.2. Sea k un entero con k > 4 y D una digrdfica k-cuasitransitiva.
Supongamos que P = xoxy...x, es la (xo, x,)-trayectoria de longitud mds cor-
ta, entonces la subdigrdfica inducida por V(P) es una digrdfica semicompleta
Yy x; — x; para todo 1 <i+1<j < n.

Lema 3.3.3 ( [21]). Sea k un entero con k > 2 y D wuna digrdfica k-
cuasitransitiva fuerte. Supongamos que C es un ciclo de longitud n > k,
entonces para cada vértice x € V(D) \ V(C), z y C son adyacentes.

Lema 3.3.4. Sea k un entero con k > 2 y D una digrdfica k-cuasitransitiva
fuerte. Supongamos que C' = zgx;...x,_129 €s un ciclo de longitud n con
n >k en D. Entonces para toda x € V(D) \ V(C), si x — x; y no ezisten
flechas de V(C) hacia x, entonces © — ;4k—1). Andlogamente si x; — x
y no existen flechas de x hacia V(D) entonces x;_(y—1) — .

Lema 3.3.5. Sea k un entero con k > 2 y D una digrdfica k-cuasitransitiva
fuerte y sea C = xgxy...x_129 un ciclo de longitud n con n > k en D.
Supongamos que med(n,k — 1) = 1. Para toda x € V(D) \ V(C), si no
existen flechas de V(C') hacia x entonces x domina cada vértice de C'.

Lema 3.3.6. Sea k un entero con k > 4 y D una digrdfica k-cuasitransitiva
fuerte. Supongamos que P = xory..xpi2 €s una (xo, Tpyo)-trayectoria de
menor longitud en D. Sea Be = {x € V(D) \ V(P)|(z,V(P)) # 0 y
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(V(P),z) # 0}. Entonces la subdigrdfica inducida por Bo es una digrdfi-
ca semicompleta.

Lema 3.3.7. Sea k un entero par con k > 4 y D una digrdfica k-cuasitransitiva
fuerte. Supongamos que P = xoxy...Tx1o €S una (To, Trie)-trayectoria mini-
mal en D. Entonces la subdigrdfica inducida por V(D)\V (P) es una digrdfica
semicompleta.

Teorema 3.3.8. Sea k un entero par con k > 4 y D una digrafica k-
cuasitransitiva fuerte. Si diam(D) > k42, entonces D tiene una trayectoria
hamiltoniana.

Demostracion. Como el didmetro de D es mayor o igual que k + 2, se sigue
existen {u,v} C V(D) tales que dist(u,v) = k + 2. Sea P = x¢x1...Tx42 una
(u, v)-trayectoria de longitud minima, por la parte (3) del primer lema de
esta seccion tenemos que xp. o — xo. De forma natural obtenemos un ciclo
C' de longitud k+3 , con C' = zox;...25 1270 y definimos H = D[V (D)\V (C)].

Por los Lemas 3.3.2 y 3.3.7 tenemos que D[V(C)] y H son digréficas
semicompletas. Es bien sabido que en cada digrafica semicompleta existe una
trayectoria hamiltoniana, sea () = yoyi...y, una trayectoria hamiltoniana en
H. Por construccién se tiene que cada y; € V(Q). Si y, es adyacente a C
terminamos; si existe z; tal que ; — yo también terminamos. Supongamos
que no existen flechas de C' a yy. Notemos ahora que med(k — 1,k + 3) = 1,
por lo que acorde con el Lema 3.3.5 tenemos que y, domina a cada vértice
de C. Similarmente si existe x; que domine a ; terminamos, por lo que
siguiendo un procedimiento andlogo podemos concluir que y; domina a cada
vértice de C, continuando con este procedimiento concluimos que D tiene
una trayectoria hamiltoniana o H domina totalmente a los vértices de C' lo

cual no puede pasar puesto que D es fuerte.
]

Al final del articulo [22] Wang y Zhang propoenen el siguiente problema:

Problema 3.3.9. Supongamos que D es una digrdfica fuerte k-cuasitransitiva
con k par, k > 4 y diam(D) > k + 2, ;Existe un ciclo hamiltoniano en D?
3.4. Hamiltonicidad en Digraficas 3-transitivas

Las digraficas 3-transitivas fueron definidas en el capitulo anterior aunque
en general podemos definir las digraficas k-transitivas, decimos que una
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digrafica D es k-transitiva con k > 2, si para toda trayectoria T de longi-
tud k, T' = xox;...7, se tiene que zoz, € F(D), es claro que esta clase de
digraficas generaliza a las transitivas y 3-transitivas antes definidas, y es ge-
neralizada por las digraficas k-cuasitransitivas. En esta seccion se resaltaran
las caracterizaciones de las digraficas hamiltonianas 3-transitivas, la cual vie-
ne como un corolario en [16] del Teorema de caracterizacién de las digréficas
3-transitivas fuertes.

A continuacién citamos de nuevo el Teorema de Caracterizacion de las
digraficas 3-transitivas fuertes y probamos como un corolario de éste la ca-
racterizacion de las digréaficas 3-transitivas hamiltonianas.

Teorema 3.4.1 ( Herndndez-Cruz [16] ). Una digrdfica D fuerte es 3-transitiva
sty solo si D es una de las siguientes digrdficas:

a) D es una digrdfica completa.
b) D es una digrdfica bipartita completa.

c) D esCy, Ci o C.

Corolario 3.4.2 (Hernandez-Cruz [16]). Una digrdfica D, 3-transitiva, es
hamiltoniana st y solo si D es fuerte y D no es bipartita a menos que sea
bipartita reqular.

Demostracion. Supongamos primero que D es hamiltoniana, entonces con-
tiene un ciclo hamiltoniano por lo que D es fuerte. Por el teorema anterior,
si D es fuerte sabemos que D es completa, bipartita completa ¢ isomorfa a
Cs, C3 6 C5*. Si D es isomorfa a C3 , €5 6 C3* es claro que no es bipartita
puesto que contiene un ciclo impar C3 como subdigrafica. Si es completa,
tenemos que la tnica digrafica completa bipartita es la completa de orden
2 la cual claramente es bipartita regular, por lo que supongamos que D es
bipartita completa con biparticion X,Y. Si D no es regular, se sigue que
X y Y tienen distinta cardinalidad, supongamos sin perdida de generalidad
| X|=ny|Y|=m, conn <m,porlo que el ciclo hamiltoniano de D tiene
longitud n + m. Como D es bipartita, el ciclo de mayor longitud (tomando
un vértice de cada componente alternadamente) tendra una longitud igual
n+n=2n < n-+m por que n < m, lo que conlleva una contradicciéon. Por
otro lado es claro que si D es bipartita completa regular con biparticién X, Y
tendra un ciclo hamiltoniano ya que deberd contener un ciclo de longitud 2n
(tomando un vértice de cada componente alternadamente) donde cada com-
ponente de la biparticién tiene orden |X| = n = |Y|. Por lo tanto D no es
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bipartita a menos que sea regular.

Supongamos ahora que D es fuerte y no es bipartita a menos que sea
regular. Si D es es fuerte por el teorema anterior sabemos que D es completa,
bipartita completa o isomorfa a C5 , C5 6 C5*. Si D es completa es claro que
es hamiltoniana, si es isomorfa a Cs , € 6 C3* es hamiltoniana puesto que
cada una de estas digraficas tiene orden 3 y contiene a un ciclo de orden
3 como subdigrafica. Si D es bipartita completa y regular, tenemos que D
si tiene biparticiéon X,Y con |X| = n = |Y|, entonces D contiene un ciclo
de longitud 2n por ser D bipartita completa (tomando un vértice de cada
componente alternadamente), por lo que D es hamiltoniana, lo que termina

la demostracion.

O



Capitulo 4

Conclusiones

Se sabe que no existen condiciones suficientes y necesarias para poder es-
pecificar si una digréafica en general es hamiltoniana o no, sin embargo en esta
tesis se expone una solucion a este problema para las digraficas transitivas,
cuasitransitivas, 3-transitivas y 3-cuasitransitivas.

Podemos notar que en cada una de las caracterizaciones de estas ciertas
digraficas hamiltonianas se analiz6 y utilizé fuertemente en su demostracién
la previa caracterizacién de las digraficas fuertes transitivas, cuasitransitivas,
3-transitivas y 3-cuasitransitivas para una prueba sencilla de la caracteriza-
cién de sus ejemplares hamiltonianos puesto que ser fuerte es una condicién
necesaria para que una digrafica sea hamiltoniana, de esta forma Hernéandez-
Cruz en [17] caracateriza las digréficas 4-transitivas fuertes dejando la puer-
ta abierta a un trabajo posterior a esta tesis sobre la caracterizacion de las
digraficas 4-transitivas hamiltonianas, respondiendo un poco mas la pregunta
jcudles son las digréaficas k-transitivas hamiltonianas? y ain méas en general
jcudles son las digraficas k-cuasitransitivas hamiltonianas?.

También fue estudiado en esta tesis el problema de decidir si una digrafica
k-cuasitransitiva tiene una trayectoria hamiltoniana, explicando una solucién
parcial y dejando como problema a un estudio posterior de hamiltonicidad y
problemas relacionados con ésta en el Problema 3.3.9.
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Apéndice A
Complejidad

Muchas veces las demostraciones en la teoria de digraficas conllevan ideas
que pueden ser interpretadas como un algoritmo, pero jqué es un algoritmo?.
Aunque no existe consenso definitivo en cuanto la definiciéon formal de un al-
goritmo decimos que un algoritmo es un conjunto prescrito de instrucciones
o reglas bien definidas, ordenadas y finitas que permite llevar a cabo una
actividad mediante pasos sucesivos que no generen dudas a quien deba hacer
dicha actividad. Dados un estado inicial y una entrada (input), siguiendo los
pasos sucesivos se llega a un estado final y se obtiene una solucién. Para una
mayor comprension sobre los algoritmos se puede consultar la subsecuente
bibliografia Aho, Hopcroft y Ullman [1], Brassard y Bratley [6] o Cormen,
Leiserson y Rivest [8].

Una computadora esta capacitada para realizar operaciones elementa-
les como operaciones artiméticas, comparaciones, movimiento de datos, etc.,
siempre en un tiempo constante. El tiempo de ejecuciéon asintotico en que un
algoritmo tarda en ser realizado es llamado la complejidad del algoritmo.
Los algoritmos se vuelven mas importantes cuando poueden ser realizados
por una computadora en un tiempo breve, lo que conlleva a que una parte
del estudio en ellos se dictamine en encontrar algoritmos que optimicen el
tiempo o complejidad de los algoritmos ya existentes.

En la complejidad de los algoritmos usados en este trabajo, siempre n
denota el orden de la digrafica y m el tamano de ésta. Cuando un algoritmo
es tratado por una computadora, la computadora recibe los datos en bits
y da salida a un resultado en bits, como cada bit es asociado a un unico
nimero binario y cada ntimero binario se puede asociar a un solo ntimero
natural, podemos pensar a un algoritmo tratado por una computadora como
una funciéon f: N — N.
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La notacién O es usada para describir el comportamiento en el limite
cuando una funcion tiende a un valor particular o a infinito, suele ser usada
en la teoria para describir la complejidad, a veces llamada también orden, del
algoritmo. Se define concretamente de la siguiente manera, dadas dos funcio-
nes f(k) y g(k) de un entero no negativo k, decimos que f(k) = O(g(k))(f es
de orden g) si existen constantes positivas ¢y ko tales que 0 < f(k) < cg(k)
para toda k > k.

Cuando el tiempo de resoluciéon de un algoritmo esta acotado por una
funcién de orden polinomial (un polinomio en alguna variable de la entrada
del algoritmo), decimos que el algoritmo es de orden o tiempo polinomial.
Los algoritmos de orden polinomial son de suma importancia en la teoria de
computabilidad puesto que una computadora puede ejecutarlos en un tiempo
relativamente corto.

Un problema de decision es un problema que puede resolver con la res-
puesta si 0 no, como por ejemplo determinar si una digrafica es hamiltoniana
o no lo es. Ademads de los algoritmos ejecutables en tiempo polinomial que
dan el nombre a los llamados problemas P puesto que son problemas para
los cuales las respuestas si y no pueden ser verificadas en tiempo polinomial.
Existen otras clases de problemas clasificados segtn la complejidad de su eje-
cucion como lo son los problemas NP que son problemas de decisién para
los cuales existe un algoritmo ejecutable que muestra a si como respuesta
en tiempo polinomial, pero no necesariamente existe un algoritmo en tiem-
po polinomial que obtenga la respuesta no como resultado del problema de
decision.

Dado un par de problemas de decisién S, T diremos que S es reducible a
T, si existe un algoritmo en tiempo polinomial A tal que transforme un estado
x de S en un estado A(x) de T tal que el segundo estado tiene la misma
respuesta que el primero. Otra clase de problemas segin su complejidad
son los problemas NP-completos, decimos que un problema X es NP-
completo si es un problema NP para el cual es posible reducir cualquier
otro problema NP Y a X en tiempo polinomial. Por tltimo tenemos a los
problemas NP-duros, diremos que un problema X es NP-duro si existe un
problema NP-completo Y, tal que Y es reducible a X en tiempo polinomial,
para un aprendizaje de mayor profundidad dentro de estos tipos de problemas
de decisién es imprescindible consultar [9].
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