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El hambre, la pobreza, la degradación ambiental, la inestabilidad económica, el desempleo, las 

enfermedades crónicas, la adicción a las drogas y la guerra, por ejemplo, persisten a pesar de la 

capacidad de análisis y la brillantez técnica que se han dirigido hacia la erradicación de ellos. Nadie 

rre¡l delihenlcbmente esos pl"Oblem¡lS, n~die quiere que persisUn, no obstmlle 10 h¡lren. Esto es 

dehido ~ que son comporumientos indese~hles imrínsecos ~ los sistem~ls, característicos de b 

estruct~ll"~ del sistem~ que los pl"Oducen. 

El mercado financiero es un sistema, por lo cual, para entender su funcionamiento se recurre a 

diferentes teorías y explicaciones de cómo se comportan los agregados del mismo. El sentimiento, 

la psicología, la biología en su forma más tradicional, la física, el comportamiento humano, la 

tecnología y muchos factores más han sido integrados en este sistema, que es más complejo de 10 

que nos h3lT ver. 

Antes de la crisis de 2008, el mercado era previsible en el sentido de que grandes economistas y 

analistas financieros identificaban ciclos y etapas del mercado, así como el cúmulo de emociones 

que se van transformando en decisiones . 
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problema de los osciladores no-lineales y avances en su estudio pudieron llevarse a cabo gracias a 

la presencia de supercomputadoras que permitían experimentar con ecuaciones de un modo que 

era imposible anteriormente. 

Estos avances tecnológicos le permitieron a Edward Lorenz el descubrimiento no intencional, en 

1963, del movimiento caótico en un atractor extraño cuando estudiaba un modelo simplificado 

para estudiar otra perspectiva de la impredictibilidad del clima. Su descubrimiento sugirió por 

primera vez la existencia de un orden inherente y aparentemente oculto dentro sistemas que 

parecieran tener un comportamiento accidentado o errático. 

Exhibió por primera el comportamiento caótico de un sistema cuando computó las soluciones de 

sus ecuaciones en tres dimensiones y encontró su famoso fractal en forma de mariposa. 

f , 

[. 1 
I , 

J 

figura 1.1 Atractor de Lorenz 

Fuente: MA fZTíNE'/., 1). ·'I.orel1:>:, la meteorología, y el caos" 1·:1 zoco de UI\lm. 30 de 

noviembre 2015. len línea] Disponible en Internet: <http://w"..vw.ulum.es/lorenz-
1 a -meleren lngi ll-y-e1-cans/ > 
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𝒙 ∈  𝑹𝒏 𝒇: 𝑹𝒏 → 𝑹𝒏

𝒇𝑘 (𝒙) = 𝒇(𝒇(𝒇(… 𝒇(𝒙𝟎) … ))
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𝒖(𝑘+1) = 𝒈(𝑢(𝑘))

𝒖(0) = 𝒄

𝒖(1) = 𝒈(𝑢(0)) = 𝒈(c) ,      𝒖(2) = 𝒈(𝑢(1)) = 𝒈(𝒈(c)) ,      𝒖(3) = 𝒈(𝑢(2)) = (𝒈(𝒈(𝒈(c)))  ,    ….     



 
 

 

 

 

 

                                                           



 
 

 

 

𝑆𝑖 𝑥(𝑡) ⟶ 𝑦(𝑡)    ⇒     𝛽𝑥(𝑡) → 𝛽𝑦(𝑡)

 

𝑆𝑖       𝑥1(𝑡) → 𝑦1(𝑡)    ∧    𝑥2(𝑡) → 𝑦2(𝑡)    ⟹     𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡) → 𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡) 



 
 

 

  𝛼𝑥1(𝑡) + 𝛽𝑥2(𝑡)   ⇒   𝛼𝑦1(𝑡) + 𝛽𝑦2(𝑡)    
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�̇� = 𝒔𝒊𝒏 𝒙

 �̇� = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 �̇�  𝒙

 �̇�
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�̇� = 𝒓 + 𝒙𝟐



 
 

 

 

 

-I~ __ -+-o---- X - --- -t-- - - x 

(a) r <O (b ) r = 0 (e) r > O 

Figura 1.7 Bifurcación de Punto de Silla. 
Fuente: Strogatz, op. cit, P.46 

b) Bifurcación Transcrítica: Se lleva a cabo en los casos en los que e! punto fijo existe para 

todos los valores de! parámetro, es decir, no puede ser destruido. En la bifurcación 

transcrítica, los puntos fijos colisionan igualmente, pero no desaparecen, como se dijo con 

anterioridad, sino que intercambian su estabilidad. 

x x x 

ct<O ct = O ct> O 

Figura 1.8 Bifurcación Transcrítica del sistema unidimensional x=ax-x'. 
Fuente: VILCHEZ, Ma. 1., VELASCO, f., GARCÍA, J, op. cit. P.6S4 

e) Bifurcación Horquilla: Consiste en que un único punto fijo se separa en tres, de los cuales 

dos tienen la misma estabilidad que e! punto original y e! sobrante, estabilidad en un sentido 

contrario, Es una bifurcación simétrica y, por ende, se encuentra en muchos sistemas que 
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presentan simetría entre una parte positiva y otra negativa. Pueden ser: (1) bifurcación 

subcrítica, cuando un punto fijo inestable bifurca en dos puntos fijos inestables y uno 

estable; y (2) bifurcación supercrítica, cuando un punto fijo estable bifurca en dos puntos 

fijos estables y uno inestable. 

• . ..... ....... 
---------------i-, --

", 

, 

..... .... 

(a) IJifurcacióu horquillll &Ibcrftica 

• 

f----------{----- ----- -- ---

, 
(b) BifurCIICióll horquilla 5upercrítica 

Figura 1.9 J:lifurcación Hon.¡uilla. 

fuente: Márqucz, 1. oj). ¡;ir. P. 30 

d) Bifurcación de Hopf: Es una de las más habituales en los sistemas no-lineales que provoca 

la aparición o desaparición de un ciclo límite, esta puede ser supererítica o subcrítica. 

• @) @) ®) 
a «, a_ ", .,'" 

b) ®) @) @) 

« a, "- '" a ,a, 

Figura 1.10 Bifurcación ue Hupf supcrcrílica (a) y subcrÍlica (b). 
fuente: VIlCH EZ, Ma.1., VElASCO. r .. GARc!A. J; op. dI. P.6S6 
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𝒙 𝝐 𝓡 𝒙0 Ϝ

𝒙𝟎

𝒙𝟏 =  Ϝ(𝒙𝟎), 𝒙𝟐 = Ϝ𝟐(𝒙𝟎),        𝒙𝟑 = Ϝ𝟑(𝒙𝟎),    … ,      𝒙𝒏 = Ϝ𝒏(𝒙𝟎)

                                                           



 
 

 

𝒙∗ 𝒇(𝒙∗) = 𝒙∗ 𝒙∗ 𝒙𝒏 = 𝒙∗

𝒙𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒙𝒏) = 𝒇(𝒙∗) = 𝒙∗ 𝒙∗

𝑥𝑛+1 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑛 

 

 

 



 
 

 

 

𝒙(𝒕) → 𝒂 𝒕 → ∞

𝒙(𝒕𝟏) = 𝒙(𝒕𝟏 + 𝑻)

𝒕𝟏 𝒕𝟏 + 𝑻

𝒙(𝒕𝟏) = 𝒙(𝒕𝟏 + 𝑻) =  𝒙(𝒕𝟏 + 𝟐𝑻) =  𝒙(𝒕𝟏 + 𝟑𝑻) = ⋯ =  𝒙(𝒕𝒏 + 𝒏𝑻)



 
 

 

 

Un ciclo límite es una trayectoria aislada cerrada, es decir, no existen otras trayectorias cerradas 

en su vecindad, por 10 que las trayectorias vecinas a ésta se mueven en espiral acercándose o 

alejándose del ciclo límite. 

Los ciclos límite poseen entonces tres características principales: (1) son periódicas, (2) son una 

trayectoria u órbita cerrada y aislada, y (3) son trayectorias inherentemente no-lineales. 

Por otro lado, existen distintos tipos de ciclos límites, cuando todas las trayectorias vecinas se 

acercan al ciclo, el ciclo límite es considerado estable; en caso contrario éste es inestable. Existen, 

además, casos en los que el ciclo es semi-estable, mismo que se presenta cuando algunas 

trayectorias se acercan al ciclo y otras tienden a él. 

figura 1.14 Tres tipos de ciclos límite. ~~"l~ble, inestable y semi-e.<.lable. 
Fuenle: Aebplad'l ,te llllpS:! / ,tcUe. up. pI/ etimunica/ ciclos _limil e .hlml 

1.4.3 Atractores extraños. 

Nacieron en el marco del descubrimiento de un nuevo tipo de oscilaciones caóticas -en 

experimentos, dichas oscilaciones son típicamente tratadas como ruido por 10 que son llamadas 

oscilaciones estocásticas. Un atractor extraño es aquel que tiene un movimiento aperiódico y 

presenta una gran sensibilidad a las condiciones iniciales, el cual además posee una dimensión no 

entera, es decir, una dimensión fractaL 
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𝒕 → ∞
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𝒙𝒏 = 𝑭(𝒙𝒏−𝟏)
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∃   δ 

∀ 𝒙𝟏 ∈ ∀ 𝜺 > 𝟎

𝒙𝟐 ∈ 𝑿 𝒏 ∈ ℕ 

𝒅[𝒙𝟏, 𝒙𝟐] < 𝜺       𝑦        𝒅[𝒇𝒏(𝒙𝟏), 𝒇𝒏(𝒙𝟐)] > 𝜹
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 𝝀 → →

 𝝀 → →

 𝝀 →

∆𝟎 𝒙𝟎:

∆𝟏≈ |𝒇′(𝒙𝟎)|∆𝟎.  |𝒇′(𝒙𝟎)|

∆𝒏= ∏ |𝒇′(𝒙
𝒏 𝒏

)|∆𝟎



 
 

 

∆𝟎

∆𝒏

∆𝟎
= 𝒆𝝀𝒏 𝝀

𝒆𝝀𝒏 = ∏ |𝒇′(𝒙𝒏)|
𝒏

𝝀 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

[
𝟏

𝒏
∑ 𝐥𝐧 |𝒇′(𝒙𝒏)|

𝒏

]

𝝀 > 𝟎

𝝀 𝝀 𝒙𝟎



 
 

 

𝝀 > 𝟎

                                                           



 
 

 

 

                                                           



 
 

 

𝒊.   𝑬(𝒀𝒕) = 𝝁𝒕 ,   ∀𝒕.   𝐸𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟, 𝑙𝑎 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑜 𝑌𝑡  𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

𝒊𝒊.  𝑽(𝒀𝒕) = 𝝈𝟐 < ∞ ,   ∀𝒕.   𝐿𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑙 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑜 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑦 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎

𝒊𝒊𝒊. 𝒄𝒐𝒗(𝒀𝒕, 𝒀𝒕−𝒌)  

=  𝜸𝒕 .   𝐿𝑎 𝑐𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑧𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑌𝑡  𝑦 𝑌𝑡−𝑘  𝑠𝑜𝑙𝑜 𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑞𝑢𝑒 ℎ𝑎𝑦 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑡 𝑦 𝑡 − 𝑘.



 
 

 

𝒀𝒕 = 𝒀𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕

𝜹

𝒀𝒕 = 𝜹 + 𝒀𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕

                                                           



 
 

 

 

𝑺 =

𝒌 ∑ 𝒑𝒊𝒍𝒏 𝒑𝒊 𝒑𝒊

                                                           



 
 

 

 

                                                           



 
 

 

escalas muy variadas y cubren una gama muy amplia. Otra caractcrÍstica de un conjunto fractal es 

el Jlecho de que su dimensión fractal sea igualo mayor que su dimensión ordinaria o topológica. 

figura 2.5 Curva de Koch 

Fuente: U¡'WI. li, (~O II j '·Cu",,f,uU<lJe., ... m,u.' ¡"w.," l'ond0 
Je en)lu," h0nÚL!lico_ .W'xirc', ll.!', 

Es de suma importancia la distinción de fractales matemáticos y fractales físicos, así como C<10S en 

~istemas matemáticos y caos en sislcmas físicos. Los fraciales ud cao~ son objelos matemáticos que 

se encuenlran en espacio de estado; a diferencia de sus homónimos físicos, son rr~lCtales 

verdaderos. Un fractal físico solo m-L1estnl l,-ls propiedades de \.111 tracf<11 '-1 determinadas escal,-ls de 

longitud. 

En general, los fraclales wn eurva~, superficies u objclos en espacios ue más uimensiones que 

presentan un mayor grado de complejidad, aunque del mismo tipo, a medida que nos acercamos a 

ellos. Donde las trayectorias de los sistemas no lineales suelt'n st'r curvas fractalt's que rt'sultan ser 

aperiódicas y aparentemente impredecibles. 

Se uemustró que en estas e~tructura~ reside d secrcLo de meuir la irregularidad ud mundu real. Si 

blongitud aproximada de uml cmV,l se hace arbitrariamente mayor según disminuye el t,-lmaño del 

instrumento de mcdida, entonces la curva sc llamará curva fractal. Ya no se mide la longitud 

cuantitativamente, sino con una nueva clase de medida cualitativa basada en escalas: la dimensión 

fractal, que es una medida del grado relativo de complejidad de un objeto. Es b medida de su gr~ldo 
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𝑧+𝑛1 = 𝑧𝑛
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{𝒂𝒕}

𝒙𝒕 𝒙𝒕+𝟏 = 𝑭(𝒙𝒕) 𝒂𝒕 = 𝒉(𝒙𝒕)   ∀𝒕

𝒙𝒕

𝒂𝒕



 
 

 

 

                                                           



 
 

 



 
 

 

_1 ... doo .. t alio 

r _____ .... ""'::::~::=~:::;"";:::::=-.... --~~·IUCI ...... l 0 

Figura 4.11'irlO<; de modelos. 

Fuente: !\T.h.l, 1\1., IkTen:;uel, ;\1., ¡{ouTí:;uez, r. (1006) "Técnicu, de prcdiGóón c"n "plicoci"ile, 
en fngenieri,," Ul1iye,-,iJ.d U~ Sevill •. S~villa. 1'.16 

La principal venl,~ja de l,~ ulili".aciÓn de modelos es ayudar a ev,~luar el resultado de un,~ decisión 

en el mundo real sin llegar a tomar efectivamente la misma. Al ser únicamente una representación 

y simplificación dd sistema, nos permite plantear suposiciones y evaluar decisiones o acciones sin 

que se lleven a cabo experimentos reales. Por 10 que permite la orgrlllización del conocimiento y 

facilita el análisis, ya que proporciona un marco para contras lar el sistema y sus posibles 

trayectorias. 

Asimismo, proporciona una perspectiva sobre aspeclos relevantes y facilita la identificación de las 

fuentes de variación, por lo que posibilita incluso la manipulación del sistema. Por supuesto, 

también están las desventajas, ya que no existe garantía de que el proceso modelado se apegue a la 

realidad y en consecuencia, las decisiones tomadas a partir de las trayectorias proyectadas sean 

erróneas. 
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Además, es importante qtle el investigador defin8 primero con qué fin sen'i cre8do el modelo, ya 

que oc dio oqx:mle la cliscriminación de variables y por ello, los resultados. EnLrc los principales 

usos de los modelos se encuentran los siguientes. 

ffo4lccl600 . ... pooo ._1.<:1- ""UoIUCI_ 

U y U Y p '--J-t - ~''''." ~ 
1 l-I. P 

y _lO 
P t..r .... "'..,1_ 

..,1.1101. c-.. .", _ .. 1110 ... ,..,.,1"" .. 10 11 .. 

U Y u y --I -- ¡....<.. 1"- 1 
,-_ .. 

A ~ 

_ .. 
~ 

-~ . 

4 _ .. H -'~ ,-- + J,.,. ._. 
~ 

_ .. 
r y _ IMI . 

Figura 4.2 T'rincipole, opli("ocinnes de 1m m,~lelos. 

Fuente: A,-ah"l. M., IkTcngucl. M., Ilod,-ígllr.-'., F. op. ('il .. I'.n 

A propósito, y adelnntlmdo conclusiones, considero un dilema el hecho siguiente: dado qt1e 

buse8mos predecir con la mayor exactitud posible, deberíamos LOmar en cuenta toda 8quella 

relación que nuestro fenómeno de estudio tenga, ya sea con las variables intrínsecas al sistema o 

con 1<1S variables con 1<1S que interacTÍla en su entorno, pero ello significaría romper con 1<1 definición 

oc lo que es un modelo: ya no abslraerÍamos 'i simplificaríamos la rcalidad. 

Nos encontrmnos en 1.m nl1lejón sin salida, no podemos simplificar el modelo sin hacer caso omiso 

de relaciones que invariablemente juegan un papel importante en la trayectoria del sistema, pero 

tampoco somos seres omnis,lpientes ni poseemos capacidades infinitas de cálculo, de tal forma que 

conozcamos las leyes que gobiernan cada una de las variables e incluso si las conockramos, no 

seríamos capaces de hacer uso de ellas por falta de capacidad de cálculo. ¿Entonces, cuál es la salida? 
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𝑓(𝑥) = (𝑥 ∙ 0) + 1



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 

 



 
 

 

                                                           



 
 

 

 

                                                           



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 



 
 

 

[en línea]  



 
 

 



 
 

 



 
 

 

http://www.fing.edu.uy/~eleonora/files/caosDeterminista.pdf
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