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Prefacio

El objetivo de esta tesis es estudiar la Teorfa de la Dimensién Topolégica. Con este
fin resolvi problemas de los capitulos 1 al 19 del libro “Dimension Theory: an Introduction

with Exercises” de Sam B. Nadler, Jr.

Los espacios en los que estudiaremos la dimensién serdn espacios métricos y separa-

bles.

Algunos temas particulares son: La dimension de los espacios euclideanos, es decir,
demostramos que la dimensién de R" es igual a n y calculamos dimensién de algunos su-
bespacios de R™. También consideramos espacios de dimensién cero, caracterizaciones de

dimensién en términos de cubiertas y de funciones continuas, entre otros temas.
La tesis estd organizada de la siguiente manera:

El capitulo 0 contiene conceptos y resultados béasicos de Topologia que utilizaremos
a lo largo de la tesis. Los capitulos subsecuentes corresponden a los capitulos 1 al 18 del
libro de Sam B. Nadler, Jr. Cada uno de ellos estd dividido en dos secciones: Preliminares

y Problemas.

Los problemas del capitulo 1 estdn relacionados con la definicién inductiva de dimen-
sién. El capitulo 2 estd relacionado con propiedades del espacio de Hilbert asi como con la
dimensién de espacios de este. Del capitulo 3 al 8 se estudia la dimensién de subespacios
de un cierto subespacio y la dimensién de uniones de subespacios. Los capftulos 9 y 10 se
enfocan al estudio de la dimensién de espacios euclideanos. Del 11 al 15 se estudia una
caracterizacién de dimensién en términos de cubiertas. Esto nos permite, dada n > 0,
construir espacios universales de dimensién n. Finalmente del capitulo 16 al 18 se estu-
dian otras caracterizaciones de dimensién, esta vez en términos de funciones continuas y

extensores. El capitulo 19 estd dedicado a aplicaciones.
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Capitulo 0. Preliminares

En este capitulo daremos definiciones y resultados que se usan a lo largo de la tesis.
A lo largo de la tesis, a menos que se indique lo contrario, un espacio siempre serd un

espacio métrico y separable. También llamaremos I al intervalo cerrado [0, 1].

» Llamaremos J = {z € R: z es irracional}

= Seaz €R®

= Sean X un espacio, Y, Z C X y x € X,

- Sir > 0, denotamos por

B.(x)={y e X :d(x,y) <r}

a la bola de radio r con centro en x.

- El interior de Y en X se denotard como Int(Y) y el interior de Y relativo a Z

como Intz(Y).

- La cerradura de Y en X se denotard como CI(Y') y la cerradura de Y relativa a Z

como Clz(Y).

- La frontera de Y en X se denotara como Fr(Y) y la frontera de Y relativa a Z

como Frz(Y).

- El exterior de Y en X se denotard como Ext(Y) y el exterior de Y relativo a Z

como Extz(Y).

- Si B una familia de abiertos de X. B se llama base para la toplogia de X si para

cualquier abierto V, existe una subfamilia {Uy}aca C B tal que V. = J U,. A los
acA
elementos de la base B se les llama abiertos bdsicos.



- Se dice que Y es vecindad de x si Y contiene a x en su interior.

- Sea 7, la familia de vecindades abiertas de x, es decir
T = {U C X : U es vecindad abierta de z}.

Una base local para x es una subfamilia B, C 7., tal que para cualquier V € 7., existe

W e B, tal que W C V.

- Diremos que Y es un conjunto Gs en X si es interseccién numerable de conjuntos

abiertos.
- Diremos que Y es un conjunto G5, en X si es unién numerable de conjuntos Gj.

- Sean U y V dos abiertos de X. Se dice que la pareja (U, V) es una disconexion de

Y, si se satisfacen las siguientes propiedades:
LUNY A0y VNY #£0,
2.U0NVNY =9,

3. YCUUV.

Diremos que un espacio Y es disconexo si existe una disconexién de Y y diremos que

es conero si no es disconexo.

-Si W C X diremos que Y y Z estdn separados en X por W si existen dos subcon-

juntos U y V de X tales que:
L.X-W=UUVyUNnV =9,
2. U y V son abiertos en X — W'y
3.YCUyZCV.

Diremos que Y y Z estdn separados en X si estdn separados por ().

= Dos espacios X y Y son homeomorfos si existe una funcién f : X — Y continua
e invertible tal que su inversa también es continua, lo denotaremos por X &£ Y 6
f

simplemente X =Y.

VI



» Una funcién f: X — Y es un encaje de X en Y sila funcién h : X — f[X] definida

por h(z) = f(x) es un homeomorfismo, lo denotaremos por X — Y.

= Una n-superficie es un espacio en el cual cada punto tiene una vecindad cerrada que

es homeomorfa a I".

Ahora daremos unos cuantos resultados importantes que se usaran a lo largo de la

tesis.

Proposicién 0.1 Todo espacio métrico separable posee una base numerable.

Demostracién. Sean X espacio métrico y D C X denso y numerable. El conjunto
U={Br(a):7€Q, >0, a€ D} es numerable ya que lo son D y Q, ahora probaremos

que U es base de la topologia de X.

Sean V un abierto de X distinto del vacio y = € V. Sabemos que existe r > 0 tal que

B,.(x) CV yreQ,al ser D denso existe a € DN B% (x), de esta manera tenemos que
x e B%(a) - B,«(%‘) cVv

y claramente Bz (a) € U, luego U es base numerable de X. m

Teorema 0.2 Todo intervalo de la forma [a, b] de R es conexo.

Demostracién. Supongamos que existen abiertos U y V tales que [a,b] CU UV,

Unla,b #0, VNla,b] 0y UNVnNlab =0.

Sean u € UNJa,b] y v € V N|a,b], supongamos que u < v. Consideremos el conjunto
C={zecU:z<v}.

Notemos que C estd acotado superiormente y es no vacio, ya que v es una cota superior
yv u € C. Por el axioma del supremo, existe un nimero s € R tal que s = supC. Como

a<u<s<wv<btenemos que s € [a,b] y por tanto s € UU V.

Supongamos que s € U. Al ser U es abierto existe € > 0 tal que (s —e,s+¢€) C U.

Recordemos que UN[a, b] y VN[a, b] son ajenos, por lo que v ¢ (s—e¢, s+€) y en consecuencia
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s < s+5 <w,lo cual implica que s+ § € C contradiciendo el hecho de que s sea el supremo

de C. Esta contradiccién nos permite suponer que s € V.

Nuevamente, como V' es abierto, existe n > 0 tal que (s —n,s + 1) N [a,b] C V.

Ademis, como U N [a,b] y V N [a,b] son ajenos, el punto s — 7 satisface que z < s — 7,

para todo x € C. Por lo tanto, s no podria ser el supremo de C. De esta manera podemos
concluir que U y V no pueden formar una disconexién de [a, b] y por tanto [a, b] es conexo.

Teorema 0.3 Sean X y Y espacios y f: X — Y una funcién continua, entonces f[X] es

COnexo.
Teorema 0.4 R" es conexo para todo n

Demostracién. Supongamos que R es disconexo, es decir, existen abiertos U y V'

en R" talesque UUV =R", U# 0, V#DyUNV =0.

Seanu e U,veVyf:1T—R"dada por f(t) =tu+ (1 —¢)v. Al ser f continua eI

conexo, por el Teorema 0.3 tenemos que f[I] es conexo.

Notemos que f[I] CUUV, f(0) =v € fIINVy f(1) =u € fI]NU, es decir,
NV #Qy fIINU #0.

Lo anterior muestra que U N f[I] y V N f[I] formarian una disconexién de f[I], pero

esto no puede ser. Esta contradiccién nos permite concluir que R™ es conexo. m

Teorema 0.5 En R" con la métrica euclidiana se cumple que para todo p € R" y para

cada r > 0, Fr(B,(p)) = {x € R" : d(z,p) = r}. Ademds,

Fr(By(p)) = 8" ' ={z € R": |[z|| = 1}.

Demostracién. Sean p € R, r > 0y f: Fr(B,.(p)) — S"! definida por f(z) =

Primero veamos que f estd bien definida.

Tenemos que || f(x)|| = er;pH =T =1, por tanto f(x) € S" L.

T
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Sabemos que R" = B, (p) U{z € R" : d(z,p) = r}U{z € R" : d(x,p) > r} y la unién

de estos tres conjuntos es ajena.

Si d(x,p) > r, entonces By p)—r(7) N Br(p) = 0 y en consecuencia  no esta en la

cerradura de B,(p) y por tanto, no estd en la frontera.

Los puntos z tales que d(z,p) = r si estdn en la frontera ya que si no, los conjuntos

B.(p) y {z e R" : d(x,p) =r} U {x € R": d(x,p) > r} formarfan una disconexién de R".
Lo anterior prueba que Fr(B,(p)) = {x € R : d(x,p) =r}.

Al ser f una traslacién es continua e inyectiva y su inversa también lo es, por tanto

Fr(B,(p)) es homeomorfo a S"~!. m

- Si {X;}icr es una familia de espacios topolégicos, {X;,, ..., X;, } es un subconjunto

finito de este y U;, C X, para todo k =1,...,n, llamaremos

(Uiyy..., Ui ) = {xEHXi::cik € U;, para todok:zl,...,n}.
i€l

Diremos que U C [[;2; X; es abierto si para cada z € [[>2; X; existe (U;,,...,U;,) tal

que z € (Uj,...,U;,

) CU y U, es abierto en X;, para todo k = 1,...,n. La familia de
abiertos es una toplogfa para [[7°; X; ya que los conjuntos (U, ..., U;,) con U;, cumplen

con los axiomas de base.

- Si {Xi}ier es una familia de espacios topolégicos y Cj, es cerrado en X;, para todo

k=1,...,n, entonces (Cj,,...,C;,

) es cerrado en X = [[,.; X; ya que
X —(Ciy,....C,) = (X5, —Ci)U---U(X;, — Ci,)
es unién de abiertos en X y por tanto es abierto en X.
- Sea j : R? x R? — R definida por j((z1,%1), (z2,y2)) = |z1 — 22| + |y1 — v2| .

Teorema 0.6 j es una métrica equivalente a la métrica euclidiana de R.
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Demostracién. Sir > 0y |z; — z2| + |y1 — y2| < 7, elevando al cuadarado ambos
lados de la desigualdad tenemos que (z1 — 22)% + 2 |21 — 22| |y1 — 32| + (y1 — v2)? < 72, lo
cual implica que (z1 — x9)2 + (y1 — y2)? < r2.

Por lo tanto, si B ((z1,y1)) es la bola de radio r con centro en (z1,y;) con la métrica

Jjy BS((z1,y1)) es la bola de radio r con centro en (z1,y1) con la métrica euclidiana,

entonces Bﬁ((wl,yl)) C B&((z1,y1))-

Ahora, si (21 — x2)* + (11 — y2)% < (%)2, entonces

|21 — 2| < V(21 — 22)% + (y1 — y2)2 <

N3

.
1 — vl < V(z1 —22)2+ (Y1 — 12)% < =,
2

asf que |r1 — 22| + [y1 —y2| < § + § = 7 y en consecuencia B%((ml,yl)) C Bﬂ((wl,yl)).

Por lo tanto ambas métricas son equivalentes. m

Teorema 0.7 S" es una n—superficie.

Demostracién. Sean f:S" — {(0,...,0,1)} = R*y g: R" — S™ —{(0,...,0,1)}

n
(=)
I=#nt1/ =1

definidas por

Fl(@a)i5)

9((zi)iz1) = (1_’_22%7"'7 H_ﬁgﬁ" 2,1 — 1+Zg'l 1902) :
1= 7

i=1"4 i=1"4

Primero veamos que g estd bien definida.

El punto (0,...,0,1) no esta en la imagen de g ya que si existiera z = (z;)7_; € R”
tal que g(x) = (0,...,0,1), si nos fijamos en la tltima coordenada de g(z), tenemos que
1- ﬁ =1, o bien ﬁ = 0, lo cual es una contradiccién.

Ahora veamos que la imagen de g esta en S™.



Si (z;)™, € R", entonces
=1

2
06 = () ++ (i) + (-5 =)

2 4
— 2 n 2y - —
B (HZle?) (1 + i xl) 1+ 30 a2 1
4 4
+1=1,

- 1+ o N 1+ Y0 o

es decir, todos los puntos en la imagen de g tienen norma igual a 1.

Para terminar probaremos que f y g son inversas una de la otra:

Fogl@li) = f (i i - iy

2
_ L+, ( 214 2xp ) = (z;)"
2 1+Z7, 123 LR 1+Z7, 1% Vi=1

o st = ((zn)”)

n
2:131 2
== Z,Il 1 7, ) 9 1 - n 2 .
+1—Zpt1 20 g
< < =2nt1) " i=1 (177%“1)2 +1

Si desarrollamos los denominadores de las entradas del vector tenemos que

nooa? 1—a2
@+1_$n+1 7++1—$n+1—2
(1 = zp41) I —Zpt1
Y n 2
> i1 2} 11— 1 —2hia pp= LT 2
(1 - xn+1)2 (1 - $n+1)2 1 —2py 1-— xn—&—l’

lo cual implica que

go f((ws)h) = (<xi>?171— 2 )

1—zp 41

= (@), 1 = (1= zp41)) = (27
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y en consecuencia f y g son inversas una de la otra y al ser estas continuas, ya que
sus funciones coordenadas lo son, podemos concluir que S™ — {(0,...,0,1)} y R™ son

homeomorfos.

Sip € S™, tenemos que p € S — {(0,...,0,1)} o p=(0,...,0,1).

Sipe S™"—{(0,...,0,1)}, f(p) € R™, luego, existe C' vecindad cerrada de f(p) tal

que C 21" y en consecuencia f~}[C] = C = 1"

f7Y[C] es vecindad cerrada de p en S™ —{(0,...,0,1)}, pero también lo es en S™, ya
que si no fuera tendriamos que (0,...,0,1) € Clgn(f~1[C]), esto implica que existe una

sucesion {z;}%°, de f~1[C] tal que lim; o0 x; = (0,...,0,1).

Si @, es lan+1-coordenada de z; tenemos que lim; .o x;,,, = 1 y por continuidad
de f, lim; oo f(2;) = lim; o0 ﬁ(mil, ey ,) = 00.
Como f(z;) € C para todo i € N, C no es acotado, pero esto no puede ser, ya que C

es homeomorfo a I" y por lo tanto es compacto, esto nos permite concluir que f~1[C] es

vecindad cerrada de p en S™.

Sip=(0,...,0,1), usando la funcién f: S™—{(0,...,0,1)} — S™—{(0,...,0,—1)}
dada por f(z) = —z se ve que S™ — {(0,...,0,1)} = S™ — {(0,...,0,—1)}. Igual que en
el caso anterior podemos concluir que existe C' vecindad cerrada de S™ — {(0,...,0,—1)}
homeomorfa a I" y de la misma manera a como antes se hizo, se puede probar que C es

vecindad cerrada de S™. Por lo tanto S™ es una n—superficie. m
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1. Definicion de dimension

En este capitulo damos la definicién de dimensién en forma inductiva, calculamos la

dimensién de algunos espacios y relacionamos propiedades de los espacios con su dimensién.

1.1 Preliminares
Definicién (Definicién de Dimension)
1. dim(X) = —1 si y s6lo si X = ). También dim(X) < —1 significard que X = 0.
2. Sip € X, definimos
dimy(X) <n
si y sélo si p tiene una base local de abiertos en X cuyas fronteras tienen dimensiéon < n—1.
3. dim(X) < n siy sélo si dim,(X) < n, para todo p € X.
4. dim(X) = n siy sélo si dim(X) < ny dim(X) £ n — 1.
5. dimy,(X) = n si y s6lo si dimy,(X) < ny dimy(X) € n— 1.
6. dim(X) = oo si y sélo si dim(X) £ n para todo n > —1.
7. dimy,(X) = oo si y sélo si dim,(X) £ n para todo n > —1.

El siguiente Teorema que se prueba en [1, p. 6] muestra la importancia de la definicién

anterior

Teorema 1.1 La dimensién de un espacio en un punto y la dimensién de un espacio son

invariantes topolégicos.

Los siguentes conceptos nos ayudaran a resolver los Problemas del Capitulo.

Definicién Sea X un espacio, se dice que X es de Lindeldf si toda cubierta abierta de X

posee subcubierta numerable.



Definicién Un espacio X es totalmente disconexo si y sélo si cualesquiera dos puntos de

X estdn separados en X.

Axioma de Eleccién 1.2 Si {4;};c; es una familia de conjuntos, entonces existe una

funcion f: I — U] A; tal que f(i) € A;.
i€
Proposicién 1.3 Un espacio X con base numerable es de Lindelof.
Demostracién. Sean {G;}cr una cubierta abierta de X y B ={U;}$2; una base de
la topologfa de X. Si {U;, }32, es el conjunto de los elementos de B que estédn contenidos
en alguno de los Gy, por el Axioma de Eleccién, existe una sucesién {Gy, }22, € {G¢}ier

tal que U;, C Gy, para todo k € N. Por lo tanto

Por otro lado, si p € G; para algin t € T', existe j € N tal que p € U; C Gy, asf pues, el

indice j pertenece al conjunto de indices i1, i3, ..., por lo que
o0
pE U Uik-
k=1

(0.)
Entonces |J Gt C | Gy, y al ser el conjunto {G¢}ier una cubierta abierta de X también
teT k=1
es {Gy, }72, v, en consecuencia, X es de Lindelof. m

Lema 1.4 Si C es cerrado en un espacio X, entonces C' es un conjunto G5 en X.

Demostracién. Para cada i € N definimos 4; = |J Bi(x). Como C C A; para

zeC *
[o¢]

o0
todo ¢, entonces C' C () A;, ahora veamos que A; CC.
i=1 i=1

o
Sea y € [) A;. Por definicién, y € |J Bi(x) para todo i € N, asi que hay una
=1 zeC °
sucesion {z;}?°, C C tal que y € B1(z;).

Si U es vecindad de y, existe m € N tal que Bi(y) C U. Como y € B (xom),
m 2m

tenemos que

. 1
d(y7$2m) S dzam(Bﬁ ($2m)) < E)



es decir, xo9,, € Bi(y) C U. Esto implica que toda vecindad de y tiene puntos de C, o

o0

bien, y € CI(C) = C y por tanto C = (] A; y C es un conjunto G5 ya que cada A; es
i=1

abierto al ser unién de conjuntos abiertos. m

Lema 1.5 Sea A C R, si A no contiene intervalos entonces R — A es denso en R.

Demostraciéon. Sea U C R abierto y distinto del vacio. Si z € U, al ser este abierto,
existe r > 0 tal que B,(xz) C U. El conjunto B,(z) es un intervalo, asi que por hipétesis
existe p € B,.(x), y por tanto en U, que no estd en A, con lo cual hemos demostrado que

UN(R—A)#0y por tanto R — A es denso en R. m

Lema 1.6 Sea X un espacio topolégico. Entonces A C X es abierto y cerrado en X si y

sélo si Fr(A) = 0.

Demostracién. Tenemos que Cl(A) = Int(A) U Fr(A) y Fr(A) N Int(A) = 0.
Ahora, A es abierto y cerrado si y sélo si Cl(A) = A = Int(A), o bien

Int(A)U Fr(A) = Int(A),
y esto es equivalente a Fr(A) =0. m

Lema 1.7 Todo espacio discreto tiene dimensién cero.

Demostracién. En un espacio discreto los elementos de cualquier base son abiertos
y cerrados, por tanto tienen frontera vacia y esto, por definicién implica que el espacio

tiene dimensién cero. m

1.2 Problemas
Problema 1.3 dim(R) = 1.
Solucién. Primero demostraremos que dim (R) < 1.

Sea p € R, el conjunto {B,(p) : r > 0} es una base local para p. Observemos que para
todo r > 0, Fr(B,(p)) = {p — r,p + r} es un espacio discreto, por el Lema 1.7, tenemos
que dim (Fr(B;(p))) =0, luego dim, (R) < 1 para todo p € R y por tanto dim (R) < 1.



Ahora veamos que dim (R) £ 0.

Supongamos al contrario que existe p € R tal que dim, (R) = 0, se sigue de la
definicién que existe una vecindad abierta U de p contenida en Bj(p) con frontera vacia.
Como U C Bj(p) tenemos que U # R, asi pues U es abierto y cerrado en R, pero esto no
puede ser pues los tinicos abiertos y cerrados en R son R y (), esta contradiccién muestra

que dim,, (R) £ 0 para todo p € R, por lo tanto dim (R) =1. m

Problema 1.4 Sea A C R. Entonces dim(A) <1y dim(A) =1 siy sélo si A contiene un

intervalo abierto no vacio.

Solucién. Seana € Ay U, = B1(a)NA para todo n € N. El conjunto i ={Up},-;
es una base local de a en A. Demostraremos que dim (F'r (U)) < 0 para todo U € U.

Sin € N, al ser U,, abierto en A, los puntos de la frontera de U, no estdn en U,, es
decir, estén en A — Uy. Si p € A — Uy, entonces |a — p| > 1.
Si |a—p| > 1, entonces p € Ext(U,), asi que existe £ > 0 tal que B-(p) N U, = 0.

Por lo tanto p ¢ Fr4(U,).

. 1 1 .
De esta manera podemos concluir que Fra(Uy,) € {a — 3,a — ~} y en consecuencia

dim (F'r4(Uy)) < 0. Por lo tanto dim,(A) <1y dim(A) <1.

Ahora demostraremos la otra parte del Problema.

Si A no contiene un intervalo abierto no vacio, por el Lema 1.5, R — A es denso en
R. Sea p € A, como los intervalos abiertos (p — 1,p) v (p,p + 1) son distintos del vacio,

existen p1 € (p—1,p) y ¢1 € (p,p+ 1) tales que p1,q1 € R — A.

Observemos que p; < p < ¢1, de manera que los intervalos abiertos (p1,p) y (p, q1) son
distintos del vacio, por lo tanto existen ps € (p1,p) y ¢2 € (p,q1) tales que g2,p2 € R — A.
Podemos suponer que |p2 — p| < % vl —pl < %

Siguiendo con este procedimiento tenemos una sucesién de intervalos abiertos (pn, ¢n)
tales que

D E (Pnyn)s Pn < Pnt1s Gnt1 < ns

1 1
(Pn,qn) € (p—n,p-i-n) Y Pn,qn € R — A para todo n € N.



Como (pp,qn) C (p— %, p+ %), los intervalos (py, gn) forman una base local para p. Ademds
por la primera parte del problema sabemos que FrA((pn,qn)) € {pn,qn}- Pero pn,q, ¢ A,
asi que Fr4((pn,qn)) = 0 para todo n € N. Por lo tanto dim,, (4) =0y dim(A) = 0.

Ahora supongamos que A contiene un intervalo abierto no vacio. Sean (p,q) un
intervalo abierto tal que (p,q) € Ay x € (p,q). Existe r > 0 tal que B.(z) C (p,q).
Notemos que para cada s € R con 0 < s < r, los intervalos abiertos (z — s,z + s) forman
una base para p y son tales que dim (Fr(z — s,z +s)) = 0. Como Fr(z — s,z +s) C A,
entonces Fra(rz —s,x +s) = Fr(x — s,z + s). Ademds (x — s,z + s) C A. Por lo tanto x
tiene una base local de abiertos en A tales que la dimensién de la frontera de estos es cero.

Por lo tanto dim, (A) <1, asi que dim(4) < 1. m

Problema 1.5 dim (R") < n.
Solucién. Lo haremos por induccién sobre n.

Por el Problema 1.3 sabemos que la afirmacién es vilida para n = 1. Supongamos

que es vélida para n — 1.

Sea p € R™. La familia {B,(p)}r>0 es una base local para p. Ademés, por el Teore-
ma 0.4, para todo r > 0 Fr(B,(p)) = S" 1.

Ahora bien, el Teorema 0.6, nos permite asegurar que para todo € S"~! existe U,

vecindad de = en S™~! tal que U, = R"1

Por hipétesis de induccién, dim (R”fl) < n—1, por lo tanto dim, (U,) < n—1. Como
U, es abierto en S" ! tenemos que dim,, (S’”_l) = dim,, (Uy), asf pues, dim,, (S’"_l) <n-—1
para todo x € S"~!, esto implica que dim (S”_l) < n—1Yy, puesto que "1 = Fr(B,(p)),
dim (Fr(B,(p))) < n — 1 para todo r > 0. Por lo tanto dim (R") <n. m

Problema 1.6 dim,(X) = 0 si y sélo si p tiene una base local de abiertos y cerrados en

X.

Solucién. dim,(X) = 0 implica que p tiene una base local B de abiertos tal que

para todo V € B, dim(Fr(V)) = —1. Por definicién, esto pasa si y sélo si F'r(V) =0, en



consecuencia V' es abierto y cerrado en X. Asi pues, B es base local de p de abiertos y

cerrados de X.
Ahora supongamos que existe una base local {V;};c; de abiertos y cerrados de p.

Al ser estos conjuntos abiertos y cerrados se tiene que Fr(V;) = () para todo i € I,
en consecuencia {V;};cr es una base local de p cuyos elementos tienen frontera vacia, es

decir, dim,(X) =0. =

Problema 1.7 Todo espacio de dimensién cero es totalmente disconexo.
Solucién. Sean z,y € X tales que x # y. Veamos que z e y estdn separados en X.

Sea r = d(x,y). Por hipétesis, sabemos que existe U abierto y cerrado en X tal que
x € U C By(x), ademés, y ¢ B,(z), asi que y ¢ U. Se tiene que U y X — U son abiertos,
xeUy ye X —U, esdecir x ey estdn separados en X y por tanto X es totalmente

disconexo. m

El inverso de este problema en general no es cierto. En el Capitulo 2, Teorema 2.1
y Problema 2.6 se demuestra que el espacio l;Q tiene dimensién uno y que es totalmente
disconexo. Sin embargo, en el Capitulo 4 se demuestra que el inverso es cierto si el espacio

es, ademds, compacto.

Problema 1.8 El producto cartesiano numerable de espacios de dimensién cero tiene

dimensién cero.

Solucién. Sean {X;}$°; una familia de espacios de dim =0y X = [[2; X;. X es
un espacio no vacfo ya que dim(X;) =0 # —1 y por tanto X; # () para todo ¢ € N. Ahora
probaremos que dim (X) = 0.

Sean p € X y U un abierto en X que contiene a p.

Sabemos que existe V' = (V;,,...,V; ) abierto bdsico de X tal que V' C U. Como
cada Xj;, tiene dimensién cero, para todo k, existe U;, abierto y cerrado en X;, tal que

pi, € U, C Vi,



El conjunto (Uj,,...,U;,) es abierto, pero también es cerrado ya que
k

X — (Ui, Ui,) = | J{(Xs, — Us)
j=1

y este es abierto porque cada <XZ- ;— Ui j> es abierto basico de X. La contencién

Uiy, Uiy) € (Vi ., Vi) CU

in/ =
implica dim, (X) = 0 para todo p € X y por tanto dim (X) =0. =

Problema 1.9 Los siguientes espacios tienen dimensién cero:
(a) Cualquier espacio numerable.
(b) RG = {(z:)i=; € R" : w; es racional para cada i};
(c) R} = {(x;)j=; € R™ : x; es irracional para cada i};
(d) Iy = {(x:)72; € I® : z; es racional para cada i};
(e) I = {(x4)2, € I*® : x; es irracional para cada i};
()R} = {z € R {w,y} NQ =1},
Solucién. (a) Sean X un espacio numerable, p€ X y A = {d(p,z) e R:z € X} C

R. Como X es numerable, A es numerable, por tanto, para todo n € N existe r, > 0 tal

quern<%yrn§éA.

B, (p) es un abierto en X y por el Teorema 0.4, Fr(B,, (p)) = {x € X : d(p,z) = rp}.
Si Fr(By, (p)) # 0, entonces existe x € X tal que d(p,x) = ry, luego r, € A, pero esto
no puede ser, asi que Fr(B,, (p)) = (. Por lo tanto dim, (X) = 0 y de aqui se sigue que
dim X = 0.

(b) Rp es un espacio numerable, por lo que del inciso (a) se sigue que dim (R&) =0.

(c¢) Si J = {z € R : z es irracional}, tenemos que R’} = J". Como J no contiene
un intervalo abierto no vacio, por el Problema 1.4 tenemos que dim (J) = 0, y por el

Problema 1.8 dim (J") = 0, por lo tanto dim (R’}) = 0.



(d) Sabemos que Q no contiene ningun intervalo abierto no vacio, se sigue del Pro-
blema 1.4 que dim(IN Q) = 0 y del Problema 1.8 que dim ((INQ)*°) = 0. Claramente

IF = (INQ)™, en consecuencia dim(Ig) = 0.

(e) INJ no contiene un intervalo abierto no vacio, por lo tanto dim(INJ) = 0, por
el Problema 1.8 tenemos que dim ((INJ)*°) = 0. Como (INJ)*® = I, se concluye que
dim(I) = 0.

(f) Sean p = (p1,p2) € R? y U abierto en R2.

Como Q x Q es denso en R?, existen r > 0y ¢ = (q1,¢2) € Q x Q tal que Bg(q) cU

(ver Figura 1), podemos suponer sin pérdida de generalidad que r € Q.
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Figura 1
Si un punto (x,y) esta en la frontera de Bi(q) en R? entonces |z — q1| + |y — qa| = 7.

Revisemos cada caso:

Caso 1:
lz—ql=2—qy|y—q|=y—qeimplica que y = —x + (7 + q1 + q2)
Caso 2:
z—qil=2—-q1 ¥ |y —q| =gz —yimplicaquey =z + (g2 —q1 — 1)

Caso 3:



lt—qil=q -2y |y—q| =y — q implica que y =z + (r + q2 — q1)
Caso 4:
lt —qil =q — 2y [y — q2| = g2 — y implica que y = -z + (¢1 + q2 — 7)

En cualquiera de los cuatro casos tenemos que y = +x 4+ b donde b € Q. Asf pues, si

z € Q entonces y € Q y si z € J, entonces y € J.

Esto nos permite concluir que (z,y) € (Q x Q) U (J x J) contradicendo el hecho de
que (z,y) € R2. Por tanto Fng(B,Z(q)) =0 y dim,(R?) = 0.

De lo anterior podemos concluir que dim(R?) = 0. m

Problema 1.10 Sea X un espacio. Entonces dim(X) < n si y sélo si hay una base nu-
merable para la topologia de X tal que todos sus miembros tienen fronteras de

dim <n-—1.

Solucién. Seam € N, sabemos que para todo z € X existe U, ,, abierto en X tal que

z € Upm € Bi(z) y dim (Fr(Uym)) < n—1. Claramente X = |J Ugm. Al ser X métrico

reX
[e.e]
y separable, es Lindeldff, en consecuencia existe {xy,, }22; C X tal que X = {J U, m, lo
i=1

cual prueba que para todo m € N, {Umw,m}l‘?i1 es una cubierta abierta de X.

Sea U = {Ummi .m }imeN. Probemos que U es base para la topologia de X.

Siz € X y V es vecindad abierta de x en X, existe m € N tal que B1 (z) C V.

Al ser {Ux@m)_,gm} una cubierta abierta de X, existe k € N tal que z € Uy,

2m) g ,2m’

) < %, por lo tanto d(z,y) < % para todo y € U,
CBi(x)CV.

por construccién diam(U.

T(2m)},,2m (2m),2m?

es decir y € B1 (x), asi pues Ux(zm)k 2m

De lo anterior se sigue que U es base numerable para la topologia de X y cada uno

tiene frontera de dim <n — 1.

El regreso se da porque existe la base cuyos miembros tienen frontera de dim < n—1.

Problema 1.11 Si X # () y dim(X) < oo, entonces dim(X) = dim,(X) para alginp € X.



Solucién. Como dim (X) < oo entonces existe m € N tal que dim (X) < m. Esto
implica que el conjunto A = {m € N : dim X < m} es distinto del vacio de donde se
sigue que existe n = min A, luego dim (X) < n y dim(X) £ n — 1, en consecuencia
dim (X) = n # —1 ya que X # (. Tenemos que dim (X) £ n — 1, asf que existe p € X
tal que dim, (X) £ n — 1y como dim (X) < n, entonces dim, (X) < n. Por lo tanto
dim, (X) =n=dim(X). =

Problema 1.12 Las funciones continuas pueden incrementar o dismnuir la dimensién (dar
ejemplos).
Solucién. Sea r € R, la funcién constante f : R — {r} cumple que dim, (R) =1y

por el Lema 1.7 dimy(,) ({r}) = 0 para todo = € R. Por lo tanto f disminuye la dimensién.

Sean R? definido como en el inciso (f) del Problema 1.9 y f : R? — R definida
por f(z,y) = =, f es suprayectiva y como f es una proyeccién, entonces f es contin-
ua. Ademds, por el Problema 1.12 inciso (a), para todo (z,y) € R? dim, ) (R}) =0y
dimg, ) (f(RF)) = dimg(, ) (R) = 1. Por lo tanto f incrementa la dimensién. ®

Problema 1.13 Sea X = {p} U < U Dn), donde p = (0,0) y D,, es disco cerrado en R?
n=1

con centro ¢, = (271—3“-, ()) y radio r, = 2,1—1“

Entonces p tiene vecindades abiertas, arbitrariamente pequenas, cuyas fronteras tienen

dimensién uno. ;Cudl es el valor de dim,(X)?.

-

-

Figura 2
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Solucién. Demostraremos que dim,(X) = 2. Sea n € N, definimos

3 3 1 1
Un = |~ on+17 9n+1 X _2n+1 Pontl ) C

El conjunto {U, N X },en es una base local de abiertos de p en X. Adema4s,

3 1 1
Frx(UnnX) = {W} X [_WW]

para todo n € N (ver Figura 2), al ser este homeomorfo a I podemos concluir que
dim (F'r(U, N X)) = 1, es decir, p tiene una base local de vecindades abiertas cuyas fron-

teras tienen dimension 1.

Ahora calculemos dim,(X)

Definimos V,, = {(93, yeX: 22y’ < %} para todo n € N (ver Figura 3).
272

Figura 3

Es claro que {V,,}9° | es una base local de p y, como se ve en la figura , {¢,} = Frx(V},), es
decir, p tiene una base local de vecindades cuya frontera tienen dimensién cero, por tanto

dim,(X) < 1.

11



Notemos que para cualquier abierto de p de didmetro finito su frontera intersecta a
R™ C X ( ver Figura 4), en consecuencia cualquier base local de p tiene elementos con

frontera distinta del vacfo, por lo tanto dim, (X) £ 0 y dim, (X) = 1.

-------
.
=

Freesssssscamaa

L
Epee

Figura 4

Problema 1.14 Sea X = {(z,sin(2) e R2: 0 <z <1}U{(0,y) e R?: =1 <y <1} ( ver
Figura 5), ;Cudnto vale dim(X)?.

Solucién. Afirmamos que dim(X) = 1.

Sean A = {(z,sin(2)) e R2: 0 <2 <1}, B={(0,y) e R?: -1 <y <1}y
(a,b) € X tal que a > 0.

Notemos que A es homeomorfo a (0, 1] ya que h : A — (0, 1] dada por A(z,sin %) =z

es un homeomorfismo, luego, por el Problema 1.4, dim (A) =1

El conjunto (0,1] contiene un intervalo abierto no vacio de R, por el Problema
1.4 tenemos que dim(0,1] = 1, asf pues dim (A) = 1, por lo tanto dim,s) (4) < 1. Si
dim(, ) (A) = 0, por el Problema 1.6 tendrfamos que A es disconexo, pero A es conexo
ya que A es homeomorfo a (0, 1], luego dim(, ) (A) = 1 y por tanto dim(,p) (X) = 1 para
todo (a,b) € A.

12



Sean (0,b) € By U, = (—%,2) x (b—L,b+ 1) ( ver Figura 6), claramente U, es

n’n

vecindad de (0,b) en R? y la frontera de U,, en R? es el conjunto

1 1 1 1 1 1 11 1 11 1

Sy b= = b+ = YU ==t x b=, b+ U=~ =] x {b— =D U([==, =] x {b+—=}).
({n}x[ = +n]) {3 fo= s bt U= I - H U=, ]x{b+ )
El conjunto ({2} x [b— 2,5+ 1]) N X es a lo mds un punto, ya que no intersecta a B y

como A es una grafica en R? y {1} x [b— 1, b+ 1] es un subconjunto de una recta vertical,

entonces intersecta a A en a lo mds un punto.

{—%} x [b— %, b+ %] no intersecta a X ya que todos los puntos de X tienen primera

coordenada > 0.

El conjunto ([—1,2] x {6 — 1})N X es a lo mds una cantidad numerable de puntos

va que ([—1,1] x {b—1})N B es el punto (0,b — 1) o es vacio dependiedo del valores de

yy 2y (2,1 x{b—21})N A son los puntos (z,sin(2)) tales que sin(1) =b— 1 (o es

n’n n
vacfo si b — 1 ¢ [—1,1]) que son una cantidad numerable. Andlogamente se prueba que

([-1, 1] x {b+ 1}) N B es una cantidad numerable de puntos o es vacio. Por lo tanto, la
frontera de U, N X en X es a lo mds una cantidad numerable de puntos, por lo tanto tiene
dimensién cero. Ademsds los conjuntos U, N X forman una base para (0,b), por lo tanto

dim(w,) (X) S 1.
Supongamos que dimq ) (X) = 0. Sea (0,d) € B tal que
(0,0) # (0,d) y 0 <r < d((0,0),(0,d)).

Sabemos que (0,d) ¢ B-(0,b) N X. Sea V abierto y cerrado en X tal que V' C B,(0,b) N X.
Por lo tanto, como (0,b) € V' y (0,d) ¢ V, V y X —V son abiertos y cerrados distintos
del vacio, por lo tanto X es disconexo, pero esto no puede ser ya que A es conexo y por lo

tanto CI(A) es conexo, pero Cl(A) = X. Por lo tanto dim(X) = 1.

13
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Problema 1.15 Para todo espacio X, {p € X : dim,(X) < n} es un conjunto Gs en X y
{p € X : dimy(X) = n} es un conjunto G5, en X.

Solucién. Sea z € X tal que z € A, = {p € X : dim,(X) < n} y m € N. Existe
U)" abierto en X tal que dim (Fr(UJ")) <n—1y UJ* C Bi(x) para todo m. Definimos

Un = U UM, es claro que A, C Uy, y Uy, es abierto en X (ya que es unién de abiertos)
z€A

para todo m € N. Por lo tanto 4, C () ( U U;").

m=1 \z€A,

(e ¢]
Seax € () U U™ |, entonces x € |J UJ* para todo m, luego existe p,, € A,
m=1 \z€A, T€EA,
tal que x € Uy . Llamamos V;;, = U} . Sea U abierto en X tal que € U. Existe k € N
tal que B% () C U, Como x € Vo, y diam(Vai) < %, entonces para todo y € Vo se tiene
que d(z,y) < %, lo cual implica que = € Vo, C Bi(xz) C U y por tanto dim,(X) < n, esto
k

significa que = € A,,.
Probaremos que B = {p € X : dim,(X) = n} es un conjunto Gs,. Tenemos que

B:An*Anfla An: ﬂ UiyAnflz ﬂ Vk
=1 k=1

donde los conjuntos U; y V; son abiertos en X. En consecuencia,

B= Fﬁ Ui—]ﬁle: U <<iﬁlU> O(X—Vk)>.

i=1 k=1

14



[e.0]

Como X — Vj, es cerrado para todo k, por el Lema 1.3 tenemos que X — Vj, = Vi, con
i=1

Vi, abierto en X para todo i,k € N. De aquf se sigue que

b= kfzjl ((zﬁl UZ> : <zﬁl Vkl)) N kgl f—%l(Vkl " UZ)

Al ser Vi, y U; abiertos en X, Vi, NU; es abierto en X. Por lo tanto B es un conjunto G-

Problema 1.16 Todo espacio X de dimensién finita > 1 contiene un subespacio cerrado

de dimensién uno.

Solucién. Lo demostraremos por induccién sobre n = dim (X). Si n = 1 el espacio

es X mismo.

Supongamos vilido para todo k <n — 1.

Sea X de dimensién n, como n # —1, entonces X # (). Sea p € X, existe U vecindad
de p en X tal que dim F'r(U) < m — 1, por hipétesis de induccién, para Fr(U) existe
C C Fr(U) cerrado en Fr(U) tal que dimC =1, al ser Fr(U) cerrado X, C es cerrado en

X, por lo tanto X tiene un subconjunto cerrado de dim =1. m
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1I. FEl espacio de Hilbert

En el capitulo anterior se vié que todo espacio de dimensién cero es totalmente
disconexo, en este capitulo se da un ejemplo de un espacio totalmente disconexo que tiene
dimensién uno, es decir, el inverso del enunciado anterior en general es falso. Ademds para

todo n € N, existen espacios de dimensién n y que son totalmente disconexos.

2.1 Preliminares
Definimos el espacio de Hilbert de todas las sucesiones cuadradas sumables como:
o)
lp = {(l’z);)il :x; € R para todo 7 y me < oo} ,
i=1

donde la distancia entre dos puntos x = ()72, y = (v;)72; € l2 estd denotada por ||z — y||,

la cual estd definida como

Iz —yll =

El espacio l;Q es un espacio vectorial y la funcién ||| dada anteriormente es una norma para

— —
este. El simbolo 0 denota el vector cero de lo, 0 = (0,0,...).

Sea léQ el espacio de los puntos racionales de ls, es decir
l;Q = {(z;)72; € la : @; es racional para todo i}.
El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 9-13]

Teorema 2.1 dim(I3) = 1.

Demostraremos en el Problema 2.6 que l;Q es tatalmente disconexo.

2.2 Problemas
Problema 2.3 léQ es homogéneo.

Solucién. Sean p,q € l;Q y [ léQ — léQ definida por f(z) =2+ q — p.
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l2 es espacio vectorial, asf que x + ¢ — p € Il y como las coordenadas de z,p y ¢ son
racionales entonces las coordenadas de x + g — p son racionales, por lo tanto t+¢—p € l;Q,

asi que f estd bien definida.

Si 2,y € I3, como [|f(z) = f(2)|| = le+qg—p—y—q+p| = |z—y|, f es un

isometria, por tanto es continua y abierta.

Ahora veamos que f es biyectiva. Si f(x) = f(y), entonces t +qg—p=y+p —q, al

ser lo un espacio vectorial podemos concluir que = = y y por tanto, f es inyectiva.

Siyelg, entoncesy—l—p—qelgyf(y+p—q):y+p—q+q—p:y, es decir, f

es suprayectiva. Ademas f(p) = p+ g — p = ¢, de donde se sigue que l;Q es homogeneo. m

Problema 2.4 Cualquier subespacio de un espacio de dimensién cero tiene dim < 0.
Soluci6én. Sean X tal que dim(X)=0,Y C X, pe€ Y y U vecindad de pen Y.
Sabemos que U =V NY con V abierto en X.

Como p € V, por hipétesis, existe C abierto y cerrado en X tal que p € C' C V, luego
CNY esabiertoy cerradoen Y ype CNY CVNY =U.

De lo anterior se sigue que dim,, (Y) < 0, por lo tanto dim (Y) < 0. m

Problema 2.5 Explicar porque el Problema 1.8 no contradice al Teorema 2.1.

Solucién. A léQ lo podemos ver como subconjunto de Q*° y el Problema 1.8 implica
que dim(Q%) = 0 cuando se considera a Q> con la topologia producto. Pero léQ no es un
subespacio de Q% ya que la topologia que se le da 19 no es la topologia producto sino la

generada por la norma dada al principio del capitulo. m

Problema 2.6 léQ es totalmente disconexo.

Solucién. Sean x = (z;)°,, y = (yi)ioq € l;Q tales que z # y. Tenemos que existe

J € N tal que z; # y;. Supongamos sin pérdida de generalidad que x; < y;.

Sean p € R — Q tal que

:Uj<p<yj
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yU= {z € léQ 1z < p}. Demostraremos que U es abierto y cerrado en lg.

Sean € = p — z; y k € B:(2). Notemos que

kj— 2z < |kj — 2] <

Y (ki—z)?<e=p—z,

=1

asf que k; < p y por tanto k € U y U es abierto.

Ahora demostraremos que U es cerrado.

Sean z € l;Q y {#"}22, una sucesién de puntos de U tales que lim,,_,o 2" = z. Como
z" converge a z, la convergencia también se da coordenada a coordenada, en particular,

. . n__ .. < n ¢ . .
se tiene que lim,,_ zi = zj, ademds para todo n € N, zi < p, asi que zj < p, pero z; es

racional y p es irracional, por tanto z; < p y podemos concluir que z € U y este es cerrado

en léQ. [

Problema 2.7 ;Cuanto vale dim(I3 x I$)?.

Solucién. Demostraremos que l;Q X léQ = lg, lo cual implica de manera inmediata

que dim (ZQQQ X l;Q) =1

Sean f: l;Q X lg — lg vg: l;Q — l;Q X l;Q definidas por

F((2)21, Wi)i2y) = (@1, 91, T2, Y2, 3, Y3, - - .) = (T4, Yi) 521,

9((zi)i21) = (@2i-1)Z1, (w20)i21)-
Primero veremos que f y g estdn bien definidas.
Sea (z,y) € léQ X l;Q. Cada z; y y; son racionales, por tanto (z;,y;)2; € Q.

Como las sucesiones {d 1 ; 22}, y {31, y2}°°, son convergentes, también lo es
la sucesion {357 of + 370 yi e, = {3 (2F + y?)}?:p luego

o0
drytad =) (@ yd) < oo,
=1

18



asi que f((z:)24, (yi)72,) € l;Q y f estd bien definida.

Veamos que g estd bien definida. Si x € léQ, se tiene que

oo o

2 2
E TH 1 < g x;y <00
i=1 i=1

(o) o0
2 2
E Ty < le < 00,
i=1 i=1
lo cual implica que (z2i—1);o; v (%2;);2, estdn en l;Q y en consecuencia g estd bien definida.

Ahora demostraremos que f y g son inverasas una de la otra.

Si (z,y) € l;Q X l;Q entonces
go f(z,y) = g(x1,91, 72,92, 23, Y3, - - ) = ((T:)i21, (Yi)im1) = (2, 9).
Sixe léQ, entonces
fog(@) = f((x2i-1)i21, (22:)21) = (21,22, 23,...) = =
Por lo tanto g = f~1.

Para finalizar probaremos que f y f~! son continuas. Sean ¢ > 0, (z,y) € l;Q X l;Q y
{(z",y™)}52 una sucesi6én en léQ X léQ tal que lim,, oo (2™, y™) = (z,).

fly) = (@i, y)2y y f@"y") = (2, 97")2, ademds limy oo (2", y") = (2,y) im-
plica que z™ converge a = y y" converge a y, asi pues existe N € N tal que sin > N

entonces /> oo (@8 — )2 < 5§y /o (Y — wi)? < §.

Notemos que

d(f(z,y), fa"y") = | D (@) = zi)? + () —9:)?)

=1



= D@ —m 2 Wr - w2 < D@ —w)? D (- )

i=1 i=1 i=1 =1

sin > N, en consecuencia lim,,_,o, f(z",y") = f(z,y) lo cual prueba la continuidad de f.

Ahora demostraremos que f~! es continua.
Sean z € 19 y € > 0, observemos que f~1(z) = ((22-1)21, (2:)2;).

Si ™ es una sucesién de ZQ que converge a x, entonces existe N € N tal quesin > N

entonces [|z" — z| = />0, (@ — ;)2 < ¢, ademds
o0 [ee]
H($3z‘—1)zl - (51321‘71)?21“ = Z(iﬂ%_l — x9i-1)? < Z(UU? —x;)% = ||l2" — 2
i=1 =1
y
o0
(@522, = (@2)324 ]| = Z (a; — w2)? < | > (@] —mi)? = [|l2" — 2.
i=1 i=1

Esto significa que

nhm (731)21 = (T2i-1)i21 ¥ nli{go(xgi)fil = (22:)21,

luego
nlingo((xgz‘—l)fila (5331)521) = ((3321‘71){217 (3321)521)

y por lo tanto lim,, . f~(z") = f~ ().

Lo anterior implica que f~! es continua y por el Teorema 2.1, dim(l;Q X léQ) =1 =

Problema 2.8 Sea
12 = {(2:)2, €ls: x; es irracional para todo i}.

;Cudnto vale dim((%)?.

Solucién. Probaremos que dim(I3) = 1, para esto primero probaremos que dim(1Z) %
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Sean y = (y;)2, € IZ y f : la — Iy definida como f(z) = = — y, notemos que

fly) = 0. Al ser f una traslacién, es un homeomorfismo.

Los Teoremas 1.1, 2.1 y el Problema 2.3 implican que dimp(lg) = 1paratodop € léQ,
esto se cumple en particular para 6), asi que existe una vecindad U de 0 en léQ tal que

_
toda vecindad V de 0 en léQ contenida en U tiene frontera no vacia.

Sabemos que U = W N l;Q donde Wes abierto en la. Al ser f un homeomorfismo y
. _> . . _>
W vecindad de 0 se tiene que Wi = f~L[W] NIZ es vecindad de f~! (0> =y en [Z.
Probaremos que cualquier vecindad de y contenida en Wi tiene frontera distinta del vacio

en [.

Sea V una vecindad de y en l% tal que V' C Wj. Podemos suponer que V = Vi N l%
donde V; es abierto en Iy y V4 C f~1[W].

f[Vi] es abierto y f[Vi] C W, asi que existe x € Frlgp(f[Vl] N léQ)

Lo anterior implica que existen dos sucesiones {w"}>"; C f[Vi]y {z"}o2, C l;Q— fiVi]

de puntos en lg tales que lim,, o w" = x = lim,, oo 2™.

Por continuidad, tenemos que

lim f~Hw") = f~Hx) = lim f~1(z").

n—oo n—oo

Ademds,para todo n € N, fH(w") =w"+y c ZnViy f1(e") = 2" +y €k - W.

También tenemos que f~(z) =z +y € IZ.

Es decir, f~1(z) € Friz(V1) y en consecuencia Friz(V1) # 0. Asf que dim, () £0
y por lo tanto dim(1Z) £ 0.

Ahora probaremos que dim(/3) < 1. Sean U vecindad abierta de y y 0 < r < 1 tal
que B,(y) CU.

Tomamos un elemento g € l;Q tal que y € B; (q). Siz e Bg(q) se tiene que

ly = all < diam (By(q)) =,
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luego B (q) € By(y) CU.
Notemos queS:Frlg (B%( ) = {a:ElI |z —q| = %}
)

Ahora definimos f : S — I =[], [—l- H , como f((z:)§2;

o )= (% lql) . Tenemos

que ||(z;)72; —q|| = § < 1, por lo tanto |x; — ¢;| < 1 para todo i, lo cual prueba que f estd
bien definida.

Sif((x)2q) = f((2:)52,), entonces (%)Zl = (%)Zl, en consecuencia x; = z; para

todo i € N y de aqui se concluye que x = z, es decir, f es inyectiva.

Sea {zk}z"zl C S una sucesién tal que limy_o 2" = 2z € S, los puntos de S estén
en una circunferencia de ls, de modo que limg_, z’-’C = z; para todo i € N, esto implica
k
zi

oo
que limg_, o (ZTZ) L= ( ; )Z , ya que I*® tiene topologfa producto. Por lo tanto f es un
1=

encaje.

Six € .S, entonces x € l% y como q € lg, x; — q; es irracional para todo ¢ y @ es
irracional para todo 4, es decir f(x) € I (I se definién en el inciso (e) del Problema 1.9),
en consecuencia f(S) C I9°. Ademds, por el Problema 1.9 sabemos que dim(I°) = 0. Por
el Problema 2.4 tenemos que dim f(S) = 0 y al ser f un encaje se tiene que dim(S) = 0.
Hemos probado que y € By (¢) CU y dim Frlg (B% (q)) = 0, esto implica que dim,(13) < 1

y por tanto dim(/Z) < 1. Con esto hemos probado que dim(Z) =1. m
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III. Dimension de un subespacio

En este capitulo veremos que la dimensién de cualquier subespacio de un espacio X
es menor o igual a la dimensién de X.Si tenemos un espacio X, la dimenisén de cualquier

subespacio de este es menor o igual a la dimensién de X.

Esto implica que la definicién de dimensién de un subespacio en un punto puede ser

dada en términos de vecindades del espacio grande.

3.1 Preliminares

Lema 3.1 Sea Y C X. Entonces, para todo A C X,

Fry(AnY) C Fr(A).

Demostracién. Por definicién de frontera,

Fry(AﬂY) =Cly (AﬂY) N Cly(Y - A)

Ademids, Cly(ANY) CCIl(A) y Cly(Y — A) C ClI(X — A), lo cual implica que

Fry(AnY) C Fr(A).

Lema 3.2 Sea X un espacio topoldgico y V' C X, entonces Fr(Int(V)) C Fr(V).

Demostracion. Si Fr(Int(V)) = 0, la prueba es trivial. Supongamos que Fr(Int(V')) #

Sean p € Fr(Int(V)) y U abierto en X tal que p € U. Tenemos que U N Int(V) # 0
yUN(X = Int(V)) # 0. Como Int(V) C V, tenemos que U NV # ().

Supongamos que U N (X — V) =), o bien, U C V.

Al ser U abierto, U = Int(U) C Int(V), por tanto, U N (X — Int(V)) = 0, pero esto
no puede ser, asique UN (X —=V)#Oype Fr(V). m
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Lema 3.3 Sea X un espacio topolégico tal que X =Y UZ y sea V abierto en X, entonces
Fr(V)=Fry(VNY)UFrz(VNnZz).

Demostracién. Sea p € Fr (V) y supongamos que p ¢ Frz(V N Z).

Sipe VNZ, entonces p € V 'y como V es abierto, p ¢ Fr(V), pero esto no puede
ser, asf que p esta en el exterior de V N Z relativo a Z. En consecuencia existe U, abierto

en X tal que U,NV NZ=0.

Sea U vecindad abierta de p en X. U N U, también es vecindad abierta de p en X,
por tanto, (UNU,)NV # 0. ComoV =VNX =VN(YUZ)=(VNY)U(VNZ), entonces

UNU)N(VNY)UVNZ)=(UnNU,)Nn(VNY)U(UnNU,)N(VNZ)) #0,
pero U, NV N Z =0, asi que
UNU)N(VNY)#D

y por tanto U N (Y NV) # (), en consecuencia p € Cly(V NY). Ademds p no esta en el
interior de V NY relativo a Y por la misma razén por la que no estaba en el de Z NV de

modo que p € Fry(VNY) y por tanto Fr(V) C Fry(VNY)U Frz(VN2Z).

Por el Lema 1 tenemos que Fry(VNY) C Fr(V)y Frz(VnZ) C Fr(V), por lo
tanto Fr(V)=Fry(VNY)UFrz(VNZ). m

Los Teoremas 3.4 y 3.5 estdn probados en [1, p. 15 y 16].

Teorema 3.4 Cualquier subespacio de un espacio de dim < n tiene dim < n.
Teorema 3.5 Sean Y C X, y p € Y. Entonces son equivalentes:
1) dim,(Y) < mn;

2) p tiene una base U en X tal que dim[Fry (U)] < n — 1 para todo U € U.

3.2 Problemas

Problema 3.5 Demostrar que los enunciados 1 y 2 abajo son equivalentes:
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1) dimy(X) < n.
2) p tiene una base local de vecindades en X cuyas fronteras tienen dim < n — 1.

Solucién. Suponiendo 1), 2) es inmediato ya que cualquier vecindad abierta de p

es vecindad de p.

Ahora supongamos 2). Si V' es vecindad de p, entonces Int(V) es vecindad abierta
de p. Si dim Fr(V) <mn — 1, por el Lema 3.2 tenemos que dim (Fr(Int(V))) < n — 1. Por

lo tanto dim,(X) <n. =

Problema 3.6 Supongamos que X =Y U Z, donde dim(Y) <0 y dim(Z) < 0. Entonces
dim(X) < 1.

Solucién. Sean p € X y U vecindad abierta de p en X. Supongamos sin pérdida de

generalidad que p € Y.

Puesto que dim(Y) < 0, existe V vecindad abierta de pen X tal que VNY CUNY
y dim (Fry(VNY)) < -1

Como VNY CUNY,entonces VNUNY =V NY yen consecuencia

dim (Fry(VNUNY)) < —1.

Llamemos W = V N U. Claramente W C U.

Por el Lema 3.3 Fr(W) =Fry(WNY)UFrz(W N Z), ademés

FryWnY)=Fry(VNUNY) =0,

asi que Fr(W) = Frz(W N Z). Como Frz(WnZ)C Zydim(Z) <0, el Teorema 3.4
implica que dim (Fr(V)) < 0. Por lo tanto dim,(X) < 1y de aqui se sigue que dim(X) < 1.

Problema 3.7 Si dim (X) = 0, entonces dim(X x Y) = dim (Y').
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Solucién. Demostraremos el resultado por induccién sobre dim (V).

Si dim (Y) = —1, entonces Y = (), asi que X x Y = () y por tanto

dim(X xY)=—-1=dim(Y).

Ahora supongamos vélido el enunciado si dim (Y) = n.
Sean Y tal que dim(Y)=n+1, p=(a,b) € X xY y U vecindad de p en X x Y.

Existen U, y Uy abiertos en X y Y respectivamente tales que

(a,b) € U, x U, C U.

Como dim(X) < 0 existe V, abierto en X tal que a € V, C U, y dim (Fr(V,)) < —1, es
decir, Fr(V,) = (). Por otra parte dim(Y) = n + 1 implica que existe V}, abierto en Y tal
que b € V, CUp y dim (Fr(V3)) < n.

Si (z,y) € Fr(Va x V) y Uy y Vi son abiertos en X y Y conteniendo a = y y
respectivamente, entonces Uy x V] es abierto en X X Y y contiene a (z,y), al estar este en

la frontera de V, x V}, se tiene que

(1 x V)N (Vax V) #Dy (U x Vi) N [((X = Vo) x Y)U (X x (Y = V)] # 0.

esto implica que

(UlﬂVa)x(VlﬂVb);é@

(U x V)N (X =Vo) xY]U[(U1 x V)N X x (Y = V)] # 0.

Como (U1 NV,) x (ViNV,) # 0, entonces Uy NV, # 0y ViNV, # 0, por tanto = € CI(V,)
y y € Cl(Vp).

También tenemos que (U1 N(X —V,))x (ViNY) £ 06 (U1NX) x (Vin(Y =V,)) # 0.

Veamos cada caso.
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Si(U1N(X —V,)) x Vi #0, entonces Uy N (X —V,) # 0, por lo tanto x € Fr(V,).

SiU;p x (Vin (Y —W,)) # 0 entonces Vi N (Y — V) # 0, por lo tanto y € Fr(V,).

Lo anterior nos permite concluir que (z,y) € (Fr(Vy) x Cl(V,)) U (CU(V,) x Fr(Vy)),

en consecuencia

Fr(Va x Vy) © (Fr(Va) x Cl(Vy)) U (Cl(Va) x Fr(Vp)).

Ahora veamos que la otra contencién también se da.
Sea (z,y) € (F'r(Vy) x Cl(V)) U (ClL(Vy,) x Fr(V})).

Supongamos que (z,y) € (Fr(Vy) x Cl(V3)), esto implica que si Uy y V; son abiertos
en X y Y y contienen a z y y respectivamente, entonces U1 NV, #0, U1 N (X —V,) #0y
VinW, #0.

De lo anterior se sigue que (U1 NV,) x (ViNVy) £ Dy (U1N(X = V,)) x Vi #0, en

consecuencia

@%((Ulﬂ(X—Va))le)U(Ul><(Vlﬁ(Y—Vb)):a]lXVl)ﬁ(XXY—(VaXVL)).

Por lo tanto (z,y) € Fr(V, x V}). Andlogamente se prueba que si (z,y) € Cl(V,) X Fr(V3),

entonces (z,y) € Fr(V, x ;). De lo anterior podemos concluir que

Fr(V, x V) = (Fr(Va) x CU(V)) U (CL(Va) x Fr(V).

Como Fr(V,) = 0, entonces Fr(V, x V) = Cl(V,) x Fr(V,) = V, x Fr(V4). Ademss
tenemos que dim(V,) < dim (X) = 0 y dim(F'r(V;)) < n, por hipétesis de induccién esto
implica que dim(V, x Fr(V;)) = dim (Fr(V3)) < n. Por lo tanto dim(X x Y) <n + 1.

Ahora probaremos que dim(X x Y) £ n + 1. Supongamos que dim(X x Y) < n.

Sea a € X. {a} xY C X xY, de modo que dim ({a} xY) < dim(X xY) < n.

De aqui se sigue que dim ({a} x Y) < n, pero esto no puede ser, ya que {a} x Y =2 Y y
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dim (Y) = n + 1. Esta contradiccién nos permite concluir que dim(X x Y) £ n, por lo

tanto dim(X x Y) =n =dim(Y).

Si dim (Y) = oo, entonces dim (YY) £ n para todo n € N. Si dim(X x Y) # o0,

entonces existe n tal que dim(X x Y) <n. Si a € X, entonces

dim({a} xY) <dim(X xY) <n,

pero {a} x Y =Y asi que dim(Y') < n, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto dim(X xY) =oco =dim (Y). =

Problema 3.8 Cualquier espacio X se puede encajar en un espacio perfecto de la misma
dimensién de X. (Un espacio es perfecto si todo punto del espacio es punto limite

del espacio).

Solucién. Sean X un espacio topolégico y C el conjunto de Cantor. Tenemos que
C C Ry C no contiene intervalos abiertos no vacios, asi que del Problema 1.4 se sigue que

dim(C') = 0 y el Problema 3.7 nos permite concluir que dim(X x C) = dim(X).

Claramente X se puede encajar en X x C, ademads C es perfecto. Demostremos que

esto implica que X x C es perfecto.

Sea (z,y) € X x C, al ser C perfecto existe {y;}22; C C con y; # y para todo i € N
tal que lim; . y; = y, entonces lim;_,o(z,y;) = (x,y), como (z,y;) € X x C para todo i,
tenemos que (z,y) es punto limite de X x C, de aqui se concluye que X X Y es un espacio

perfecto de la misma dimensién de X tal que X se encaja en él. m

28



1V. Separacion en espacios de dimension cero

Se da una caracterizacién de los espacios de dimensién cero, asi como otra para los
espacios compactos de dimensién cero. Esto estd dado en los Teoremas 4.1 y 4.2. En el

Capitulo 8 se generalizan estos resultados.

4.1 Preliminares

Definicién Sea X un espacio topoldgico y p € X, la componente conexa C(p) de p en X

es el conjunto conexo mas grande que contiene a {p}, es decir,

C(p) = U{A C X :Aesconexoype A}

Definicién Un espacio compacto X es Susliniano si toda familia de subcontinuos mutu-

amente ajenos y no degenerados de X es numerable.
El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 19y 20].

Teorema 4.1 Para cualquier espacio X no vacio, (1), (2) y (3) son equivalentes:
(1) dim(X) = 0;

(2) cualquier punto de X y cualquier subconjunto cerrado no vacio de X que no

contenga al punto estdn separados en X;

(3) cualesquiera dos cerrados ajenos no vacios de X estédn separados en X.
El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 22].

Teorema 4.2 Para cualquier espacio compacto no vacio X, (1), (2) y (3) son equivalentes:
(1) dim(X) = 0;
(2) X es totalmente disconexo;

(3) cualesquiera dos puntos distintos de X estdn separados en X.
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4.2 Problemas

Problema 4.8 El espacio l;Q muestra que no todo espacio de dimension cero es totalmente

disconexo.

Solucién. En el Problema 2.6 se probé que en l;Q cualesquiera dos puntos estan

separados y en el Capitulo 2 se probé que dim (léQ) =1 m

Problema 4.10 Sea p € X. Entonces dim, (X) = 0 si y sélo si p y C estén separados en

X para cualquier conjunto cerrado C no vacio tal que p ¢ C.
Solucién. Supongamos que dim, (X) = 0.

Sea C' un subconjunto cerrado no vacio en X tal que p ¢ C. Observemos quep € X—C
y X — C es abierto en X. Por hipétesis, existe U abiertoen X talquepe U C X —C'y

Fr(U) =0, es decir U es abierto y cerrado en X.

De esta manera U y X — U forman una disconexién en X, pe Uy UNC = (). Por

lo tanto p y C estdn separados en X.

Ahora probemos el inverso.

Sea U vecindad abierta de p en X. Claramente p ¢ X —U y X — U es cerrado en X,
asi que por hipdtesis, p y X — U estdn separados en X, luego, existe V' abierto y cerrado

en X talquepeVyVn(X-U)=0.

Como VN (X —U) =0, entonces V C U. De esta manera tenemos que p € VC Uy

Fr(V) =0, ya que V es abierto y cerrado. Por lo tanto dim,(X) =0. =

Problema 4.11 Seap € X. Sidim,(X) = 0 para todo z € X —{p}, entonces dim (X ) = 0.
Solucién. Basta demostrar que dim, (X) < 0.

Sea C cerrado en X tal que p ¢ C. Por normalidad, existen U; y Us abiertos en X
tales que

pely, CCUyy U NU;=0.

Sea A = X — Us. Tenemos que A es cerrado en X, por lo tanto A — {p} y C son cerrados

en X — {p}.

30



Como dim(X — {p}) = 0, por el Teorema 4.1, existe B abierto y cerrado en X — {p}
talque C C By BN(A—{p}) =0.

Al ser B abierto en X — {p} y X — {p} abierto en X, B es abierto en X. Como B es
cerrado en X — {p}, existe D cerrado en X tal que B= DN (X — {p}) =D — {p}.

Sip ¢ D, entonces B = D, por lo tanto B es cerrado en X.

Sip € D, entonces D = B U {p}, asi que

{prcDNULC(BU{pH) N (X -Us) = (BU{p})NA=(BNA)UAN{p}) = {p}.

Luego, D N U; = {p}, en consecuencia D — {p} = D — Uy y por tanto D — {p} es cerrado
en X. Asf pues, B es abierto y cerrado en X, C C By p ¢ B. Por el Teorema 4.1 tenemos
que dim,(X) < 0. Por lo tanto dim (X) =0. =

Problema 4.12 Si X es compacto de dimensién 1, entonces alguna componente de X

tiene dimension 1.

Solucién. Si C es una componente de X, por el Teorema 3.4, dim (C) < 1 ya que

C C X. Ahora Supongamos al contrario que toda componente de X tiene dimensién cero.

Sean z € X y C(z) la componente de X que contiene a z. Como dim (C(z)) = 0,
por el Problema 1.7, C(x) es totalmente disconexo, y como también es conexo, tenemos
que C(z) = {z}.

Lo anterior implica que X es totalmente disconexo y al ser este compacto, por el

Teorema 4.2, tenemos que dim (X) = 0, pero esto no puede ser, por lo tanto existe una

componente de X de dimensién 1. =

Problema 4.14 Todo espacio compacto Susliniano tiene dim < 1.

Solucién. Sidim (X) £ 1, existe z € X tal que dim, (X) « 1. Esto implica que hay
una vecindad U de x en X tal que dim (Fr(V)) £ 0 para toda vecindad V' de x en X tal
que V CU.

Sea s > 0 tal que Bg(z) C U. Por hipétesis, tenemos que dim(F'r(Bs(z))) £ 0.
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El conjunto A; = Fr(Bs(x)) es cerrado en X, como X es compacto, A5 es compacto,
y al tener dimensién distinta de cero, por el Teorema 4.2, no es totalmente disconexo.

Luego, existe Cs; C A, conexo tal que C; tiene més de un punto.

Como Cs es conexo en X, Cly,(Cs) es conexo en X, y como Cly,(Cs) es cerrado en
X, ya que Ag es cerrado en X, es compacto. Por lo tanto Cl,(Cs) es un subcontinuo no

degenerado de X.

Si r € (0,s) podemos construir de la misma manera un conjunto Cla, (C;) que es

subcontinuo no degenerado.

Sea B = {Cl4,.(C,) : 0 < r < s}. Es claro que B es una familia no numerable de
subcontinuos no degenerados. También son ajenos, ya que C, C Fr(B,(z)) y sir # s
entonces Fr(B,(z)) N Fr(Bs(z)) = (), pero esto no puede ser ya que X es Susliniano. Por

lo tanto dim (X) < 1. =

32



V. Unioén de espacios de dimension cero

En general, la unién de espacios de dimensién cero no necesariamente tiene dimensién
cero, por ejemplo R = QU J y dim(Q) = dim(J) = 0 pero dim(R) = 1. Sin embargo la
unién numerable de espacios cerrados de dimensién cero si tiene dimensién cero. Este

resultado se generaliza méds adelante para espacios de mayor dimensién.

5.1 Preliminares

Definicién Para cualesquiera enteros m y n tales que 0 < m < n < oo, sea
Ry, = {z € R": exactamente m coordenadas de z son racionales}.

El siguiente Lema se demuestra en [1, p. 25 y 26].

Lema 5.1 Sean P y () subconjuntos cerrados ajenos no vacios de X y sea Z un subcon-
junto cerrado de X tal que dim(Z) < 0. Entonces existen subconjuntos abiertos U y

Vde X talesque ZCUUV, PCU,QCVyCl(U)NCIV) = 0.

Lema 5.2 Si U es un subconjunto abierto de X, entonces existen C1, Co, Cs, ... subcon-

[e9]
juntos cerrados de X tales que U = |J C;.
i=1

Demostraciéon. Sea D subconjunto denso de X. Para todo = € U existe r, > 0 tal

que B, (z) C U, adem4s, existe d, € D tal que d, € Bry (x).

Tenemos que x € B%c(.%') - CZ(B%(x)) C U. Si llamamos Cy, = CZ(B%C(:U)),

tenemos que X = |J Cy,.
reX

Como D es numerable, el conjunto {Cy, }sex es numerable y por tanto U es unién

numerable de espacio cerrados. m

Los Teoremas 5.2 y 5.3 se prueban en [1, p. 26 y 27].

Teorema 5.2 Un espacio que es unién numerable de espacios cerrados de dimensién cero

tiene dimensién cero.

o0
Corolario 5.1 SiY = |J Y; y dim(Y;) < 0 para todo i € N., entonces dim(Y") < ().
=1

1=
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Demostracién. Si {Y;, }72, es el conjunto de los elementos de la unién que tienen
dimensién cero y {Yj, 132, es el conjunto de los que tienen dim < 0, es decir, Y, = ) para

oo
todo k € N, entonces Y = |J V;, .
k=1
Por el Teorema 5.2 , tenemos que dim(Y') = 0.

SiY; = 0 para todo ¢ € N, Entonces ¥ = ( y dim(Y) = —1. En cualquier caso

tenemos que dim(Y) <0. m

Teorema 5.3 dim(R},) = 0 para todo m y n tales que 0 < m <n < oco.

5.2 Problemas

Problema 5.5 Sea X =Y U Z, donde Y y Z tienen dimensién cero. Si al menos uno, Y

6 Z, es cerrado en X, entonces dim (X) = 0.

Solucién. Supongamos que Y es cerrado en X, es decir, X — Y es abierto en X.
oo

Esto implica, por el Lema 5.2, que X — Y = C; donde Cj es cerrado en X para todo

=1
1€ N.

Como Cp, C JC;=X-Y C Zydim(Z) <0, entonces dim (Cy) < 0 para todo
i=1
kEeN.

Notemos que
(e.0)
X=(X-Y)UuYy = (UC) Uy,
=1

de modo que X es unién numerable de espacios cerrados de dimensién menor o igual a
cero. Por el Teorema 5.2, tenemos que dim (X) < 0, y como X # (), entonces dim (X) = 0.

[
Problema 5.6 Para cada entero m > 0 sea
I = {z € I*® : exactamente m coordenadas de x son racionales}.

Entonces dim(I}Y) = 0 para cada m.
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Solucién. Sean r1,...,7r,, racionales, i1, ..., 4, m indices fijos y

H = {x € I*° : z;, =}, para todo k}.

Para cada k = 1,...m llamamos

o X, =1—-{r sit=1
i=1 Xz =1 sie 75 Zk
m
Esto implica que I*® — H = J A;. Como A; es abierto en I*® para todo i = 1,...,m,

i=1
I° — H es abierto en I*® y por tanto, H es cerrado en I°°.

Por cada conjunto de m indices tenemos tantos conjuntos H como elementos en Q™
v hay una cantidad numerable de maneras de seleccionar esos m indices, por lo tanto hay

una cantidad numerable de conjuntos H Llamémoslos {H;}52,.

Sea C; = H; NI, Tenemos que IfY = |J C; y cada C; es cerrado en IY. Sean
jeN
J €N, i1,...,1%, las coordenadas racionales de los elementos de C; y k1 < ko < k3 < ... el

resto de las coordenadas.

Tenemos que C; = I ya que la asignacién (z;):2; — (x,;)52; es homeomorfismo.
Ademss, por el Problema 1.9 (e), dim(I7) = 0, asi que dim (C;) = 0. Hemos probado
que I° es unién numerable de espacios cerrados de dimensién cero, por lo tanto, por el

Teorema 5.2, dim(I9) = 0. m

Problema 5.7 Si dim (X) <1, entonces X =Y U Z donde dim (Y) <0y dim (Z) <0.

Solucién. Como dim (X) < 1, por el Problema 1.10, X tiene una base numerable

{U;}?2, cuyos miembros tienen fronteras de dimensién < 0.

o0
Sea Y = |J Fr(U;). Como Fr(U;) < 0 para cada ¢ € N, por el Corolario 5.1,
i=1
dim (Y') <0.
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Sean Z = X —Y y p € Z. La familia {Uy, N Z : p € Uy} es base local de p en Z,
ademds Frz(Uy,NZ) C Fr(Uy)NZ CYN(X —Y) =0, en consecuencia dim, (Z) < 0.

Por lo tanto dim (Z) < 0. m

Problema 5.8 ;El Lema 5.1 puede ser extendido asumiendo solo que Z es un F, en X

de dimensién cero?
Solucién. Veremos que no puede ser extendido dando un contraejemplo.

Sean X =R, P=1[-1,0], @ = [1,2] y Z = [0,1] N Q. Supongamos que existen U y
Vitalessque PCU,QCV, ZCUUV y Cl(U)NCUV) = 0.

Como 0 € P C U, existe r; > 0 tal que B,,(0) CU,ycomo 1€ Q CV, existery >0
tal que By,(1) C V. Sean q1,¢2 € Q tales que 0 < q1, q1 € Br,(0) y g2 <1y g € B,(1) y
A={qeZ:qeU}.

Como ¢q; € A, entonces A # (), ademéds A estd acotado superiormente por gq, por lo
tanto existe & = sup A. Para todo z € Z tal que £ < z se tiene que z € V, asi que toda

vecindad de £ tiene puntos de U y V, es decir £ € CI(U)NCI(V). Por lo tanto el Lema 5.1

no puede ser extendido. m

Problema 5.9 Sean P y @ subconjuntos cerrados y ajenos de X y Z cerrado en X tal
que dim (Z) < 0. Entonces hay un subconjunto cerrado B tal que B separa a Py @
en Xy BNZ=0.

Solucién. Por el Lema 5.1 existen U y V abiertos en X tales que Z C U UV,
PCU,QCVyCl(UNCIV)=10.

Llamamos B = X — (U UV). Como U UV es abierto, B es cerrado. Observemos que

X-B=UUV,PCU QCVyClU)NCIV) =0,

por lo tanto B separa a Py Q en X y como Z C X — B, entonces ZNB =0. m

Problema 5.10 R” es unién de n + 1 espacios de dimensién cero.
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Solucién. Sim € N es tal que 0 < m < n entonces, por el Teorema 5.2, dim(R) =

n
0. Ademds R” = |J R}, por lo tanto el enunciado es cierto. m
=0

o0
Problema 5.11 Si X es un espacio compacto tal que X = |J X; donde cada X; es
i=1

Susliniano, entonces X es Susliniano.

Solucién. Sea {S;};c7 una familia de subconjuntos no vacios de X, tales que S; es

continuo para todo ¢ € Zy S; NS, =0 sii # k.

Como X,, es compacto, al ser este Susliniano, entonces S; N X,, es compacto para
todo ¢ € N. Llamamos C;, a una componente de S; N X,,, como los S; son ajenos, entonces
CinNClyp=0sii#k.

Sea M, = {i € Z:S;nX,, # (0}, si M,, no fuera numerable los i’ tales que S;NX,, # 0
serfan una cantidad no numerable, por lo tanto los conjuntos Cj , serfan una cantidad no

numerable de continuos ajenos de X,,, pero esto no puede ser ya que X,, es Susliniano. Por

tanto los M,, son numerables. Como |J M, = Z, entonces Z es numerable. ®
neN
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VI. Teorema de suma finita
6.1 Preliminares

En este capitulo damos una cota para la dimensién de la unién de dos espacios, de

aqui se sigue que R? no es unién de dos espacios de dimensién cero.
El siguiente Teorema esta demostrado en [1, p. 29 y 30].
Teorema 6.1 Para cualesquiera dos subespacios Y y Z de un espacio X,

dim(Y U Z) <1+ dim(Y) 4+ dim(Z).

Corolario 6.2 Si Yj,...,Y,;1 son subespacios de un espacio X tal que dim(Y;) < 0 para

n+1
dim (U Y;) <n.

=1

todo %, entonces

Demostracién. Aplicar el Teorema 6.1 n veces. ®

6.2 Problemas

Problema 6.3 Para cualesquiera dos enteros m y n tales que 0 < m < n, sea

2., ={r € R":alomds m coordenadas de = son racionales}.

Entonces dim(RZ,,) < m.

m
Solucién. Observemos que R%,, = U R}, es decir, RZ,, es unién de m+1 espacios
k=0
de dimensién cero. Por el Corolario 6.2, tenemos que dim(R%, ) <m. =

Problema 6.4 Para cualesquiera dos enteros m y n tales que 0 < m < n, sea
2., = {z € R" : al menos m coordenadas de x son racionales}.

Entonces dim(RY,,) <n —m.
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n
Solucién. Claramente RS, = U R7, es decir, RY,, es unién de n —m+1 espacios
k=m
de dimensién cero. Por el Corolario 6.2, tenemos que dim(R2, ) <n—m. =

Problema 6.5 ;R? es la unién de dos espacios de dimensién uno?
Solucién. Demostraremos que la respuesta es si.

3
Tenemos que R? = kUO R%. Ademsds, por el Teorema 6.1,

dim(R3 UR?) <1+ dim(R}) + dim(R}) =1+0+0=1

dim(R3 UR3) < 1+ dim(R3) 4 dim(R3) = 1.
Si dim(R§ UR3) = 0 = dim(R3 UR3), entonces
dim(R?) = dim((R3UR?) U (R3UR])) < 1+ dim(RUR?) + dim(R3UR3) =1+04+0=1,

es decir, dim(R3) < 1. Pero esto no puede ser, por lo tanto dim(R3UR?) = 1 = dim(R3UR3)

y R3 es unién de dos espacios de dimensién uno. m
Problema 6.6 Suponiendo que dim(R") = n, demuestra que

dim(RZ,,) =my dim(R%,,) = n —m.

Solucién. Por el Problema 6.3 sabemos dim(RZ,,) < m.

m-1

n
Ahora supongamos que dim(RZ, ) <m — 1. Tenemos que R" =RZ%, U < U R > )
i=1

asi que por el Corolario 6.2,

dim(R"™) < 1 + dim( Zm)+dim<URﬁl+i> <l+(m-1)+(n—-—m-1)=n-1,
i=1

es decir, dim(R") < n — 1. Pero esto no puede ser, por lo tanto dim(RZ, ) = m. Ahora

probaremos que dim(R%, ) =n —m
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Por el Problema 6.4 sabemos que dim(R%, ) < n — m. Ahora supongamos que

dim(R%,,) <n—m— 1.

m—1
Como R" =RZ, U ( U RZ), entonces
n k=0

m—1
dim(R") < 1+dim(R§m)+dim<U ]RZ) <l+(n-m-1)+(m-1)=n-1,
k=0

luego dim(R™) < n — 1, pero esto no puede ser. Por lo tanto dim(R%,,) =n —m. =
Problema 6.7 Para todo entero m > 0 sea
Sn = {2 €I : alo mds m coordenadas de x son racionales}

. Entonces dim(I1%,) < m.
m
Solucién. Claramente I, = kgo I?°. Ademas dim(I3°) = 0 para todo k, asi pues,

I2  es unién de m + 1 espacios de dimensién cero, por lo tanto dim(IZ ) <m. =

n+1
Problema 6.8 Supongamos que dim (X) =ny que X = |J Y;, donde dim(Y;) < 0 para
i=1

m
todo 7. Entonces dim (U Y;) =m — 1 para todo m tal que 1 < m < n+ 1.
i=1

Solucién. Como Y; C X, dim(Y;) < 0 para todo ¢ = 1,...,n+ 1. Por el Corolario

m
6.2, tenemos que dim <U Yz> <m-—1.
i=1

m
Ahora supongamos que dim ( U YZ> < m — 2. Por el Teorema 6.1, tenemos que
i=1

m n+1
dim(X)_dim<<UY;-)U< O Y)) <14+ (m—=2)4+(Mn—-m)=n—1,

=1 i=m+1

luego, dim (X) < n — 1. Pero esto no puede ser, por lo tanto dim (U Yg) =m — 1 para

todom. m
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VII. Teoremas de union y descomposicion para espacios de dimension n

En este capftulo veremos que la unién de espacios cerrados de dim < n tiene dim < n
y que esto implica que un espacio de dimensién < n se puede ver como la unién de un

espacio de dim <7 — 1 y uno de dim <0

7.1 Preliminares

Los siguientes Teoremas se prueban en [1, p. 33-35].

Teorema 7.1 Un espacio que es la unién numerable de subconjuntos F,, cada uno de los

cuales tiene dim < n, tiene dim < n.

Teorema 7.2 Un espacio no vacio tiene dim < n (n < co0) si y sélo si es la unién de un

subespacio de dim < n — 1 y un subespacio de dim < 0.

7.2 Problemas

Problema 7.3 Sea X =Y U Z, donde dim(Y) < n y dim(Z) < n. Si al menos uno, Y 6

Z, es cerrado en X, entonces dim(X) < n.

Solucién. Supongamos que Y es cerrado en X, es decir, X — Y es abierto en X.

Notemos que X —Y C Z.

o
Como X — Y es abierto, por el Lema 5.2, X —Y = (J A; donde A; es cerrado en X
i=0
para todo i. Ademds A; C Z, luego dim(A;) < n para todo i. Observemos que

X:YU(X—Y):YU(GAi>.
1=0

Entonces X es unién numerable de espacios cerrados cada uno de dim < n. Por el Teore-

ma 7.1 tenemos que dim(X) <n. m

Problema 7.4 La dimensién de un espacio no vacio no puede aumentar con la unién de
un punto al espacio (suponiendo, por supuesto, que el espacio agrandado es métrico

y separable).
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Solucién. Sean X un espacio, p € X y n = dim(X — {p}) (por hipétesis n # —1).
Por el Teorema 7.2 tenemos que X —{p} = X;UX3 donde dim (X;) <n—1y dim (X3) <0.
El Problema 4.11 implica que dim(Xy U {p}) = 0, por tanto

dim (X) = dim(X; U (X2 U{p})) <1+4+dimX; +dim(XoU {p}) <1+ (n—1) =n.

Si dim (X) < n —1, como X — {p} C X, entonces dim(X — {p}) < n — 1. Pero esto no

puede ser, luego dim X = n.

Si dim(X — {p}) = oo, como X — {p} C X, entonces dim(X) = oo. En cualquier caso
tenemos que dim(X) = dim(X — {p}). m

Problema 7.5 Sea Y C X tal que dim(Y) < n. Entonces cualquier punto p € X tiene

una base local U, en X tal que para todo U € U,

dim(Fr(U)nY)<n-—1.

Solucién. Seap € X, por el Problema 7.4 dim(Y U{p}) = dim (Y") < n. Si llamamos
Z =Y U {p}, tenemos que dim, (Z) < n. Por el Teorema 3.5, p tiene una base U de
vecindades abiertas en X tales que dim (Fr(U)NZ) <n — 1 para todo U € U.

Como

FrilUNZ=FrU)n(YU{p}) =Fr0U)NY)U (FrU)n{p})

=(Fr(U)nY)Ub=Fr(U)NnY,

entonces dim (Fr(U)NY)<n—1. =
Problema 7.6 Un espacio no vacio tiene dim < n (n < o0) si y sélo si es la unién de
n + 1 subespacios cada uno de los cuales tiene dim < (0. M&s atn, si el espacio tiene

dim = n (n < 00), entonces X es unién de n + 1 subespacios cada uno de los cuales

tiene dim = 0.
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Solucién. Sea X un espacio de dim < n. Probaremos el enunciado por induccién

sobre n. Si n = 0 es obvio. Supongamos vélido para n — 1.

Sidim (X) < n, por el Teorema 7.2, X = YUZ donde dim (Y) <n—1y dim(Z) <0.

n—1
Por hipétesis de induccién tenemos que Y = |J Y; donde dim(Y;) < 0.

=0
n
Si llamamos Y,, = Z, entonces X = |J Y; donde dim (Y;) < 0, para todoi =0, ..., n.
i=0

El inverso es inmediato del Corolario 6.2.

Ahora probemos la segunda parte del enunciado. Supongamos que dim (X) = n.
Como dim (X) < n, existen Yy, ...,Y,, subespacios de X tales que dim (Y;) < 0 para todo
n
i=0,..ny X =Y.
i=0

1=
n—1
Si uno de los espacios Y; fuera vacio, por ejemplo Y,,, tendriamos que X = |J ¥;. En
i=0
n—1 ’
consecuencia dim (X) = dim < U YZ> <n—1, luego dim (X) < n — 1, pero esto no puede
i=0

ser. Por lo tanto dim (Y;) = 0 para todoi=0,...n. m

Problema 7.7 Supongamos que dim(X) = n < oo, y sean k > —1 y [ > —1 enteros
tales que k + 1 4+ 1 = n. Entonces existen subespacios Y y Z tales que X =Y U Z,
dim(Y) =k y dim(Z) = L.

Solucién. Como dim (X) =k + 1+ 1, por el Problema 7.6,

N CORS

donde dim (Y;) = 0 para todo 0 < i < k. y dim (Z;) = 0 para todo 0 < i <.

k 1
Llamemos Y = |J Y; y Z = | Z;. Por el Corolario 6.2, dim (Y) < k y dim (Z) <.
=0 =0
Si dim (Y) < k—1, entonces dim (X) < 1+dim (Y) +dim (Z) < k+[. Pero esto no puede
ser, asf pues, dim (Y) € k—1 y en consecuencia dim (Y) = k. Andlogamente se prueba que

dim(Z)=1. =

Problema 7.8 Sea X un espacio tal que algin punto p € X tiene tiene una base de

vecindades abiertas U en X tales que X — U tiene una cantidad numerable de com-
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ponentes. Si cada subconjunto propio conexo y cerrado de X tiene dim < n, entonces

dim(X) < n.

Solucién. Sea U la base local de p que se menciona en la hipétesis, al ser X un

espacio métrico podemos suponer que U es numerable, es decir, U = {U;}°;.

Al ser U base local de p, tenemos que
X —{p}=JX -1y).

i=1

Por hipétesis cada conjunto X — U; contiene una catidad numerable de componentes de
X, por tanto X — {p} contiene también una cantidad numerable de componentes de X,
de hecho contiene todas las componentes de X excepto a C(p). En consecuencia X tiene
una cantidad numerable de componentes y al ser X la unién de todas sus componentes,
podemos concluir que X es una unién numerable de conjuntos cerrrados y conexos, es

decir,
donde cada Cj es cerrado y conexo. Por hipétesis tenemos que dim (C;) < n para todo
i € N, asf pues, por el Teorema 7.1 podemos concluir que dim (X) <n. =

Problema 7.9 Para todo p € X, dim [(X — {p}) X Y] = dim(X x Y') suponiendo que X

es no degenerado.

Solucién. Sabemos que dim [(X — {p}) x Y] < dim(X x Y'), ahora probaremos la

otra desigualdad. Supongamos
dim [(X — {p}) x Y] =m.
Como X es no degenerado existe z € X tal que x # p. Tenemos que
{p} x YV ={z} xY C (X —{p}) xY,

por tanto dim({p} x Y) < dim ((X — {p}) xY) = m.
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Si llamamos W = (X — {p}) xY vy Z = {p} x Y, entonces X x Y =W U Z. Al ser
Z cerrado, por el Problema 7.3, tenemos que dim (X xY) <m =dim ((X —{p}) xY)y
en consecuencia dim (X x Y) =dim (X — {p}) xY). =
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VIII. Separacion en espacios de dimension n

El Teorema 8.2 generaliza al Teorema 4.1, se trata de caracterizar a los espacios de

dimensién < n en términos de separacién de conjuntos cerrados.

8.1 Preliminares

El siguiente Lema se demuestra en [1, p. 37 y 38].

Lema 8.1 Sea Z C X tal que dim(Z) < 0. Si C; y Cs son dos subconjuntos cerrados ajenos
no vacfos de X, entonces existe un subconjunto cerrado B de X tal que separa a C}

yCoen Xy BNZ =.

Los Teoremas 8.2 y 8.3 se demuestran en [1, p. 38 y 39].

Teorema 8.2 Para cualquier entero n > 0, los enunciados (1), (2) y (3) son equivalentes:
(1) dim(X) < n;

(2) cualquier punto en X y cualquier subconjunto cerrado no vacio en X que no

contenga al punto estdn separados en X por un subconjunto cerrado de X de dim < n—1;

(3) cualesquiera dos subconjuntos cerrados no vacios ajenos de X estan separados en

X por un subconjunto de dim < n — 1.

Teorema 8.3 Sea X un espacio compacto no vacio. dim(X) < n si y sélo si cualesquiera
dos puntos distintos de X estdn separados en X por un subconjunto cerrado de X

de dim <n — 1.

8.2 Problemas

Problema 8.5 Sea A C X tal que dim(A) < n < oco. Si C; y Cs son dos subconjuntos
cerrados ajenos no vacfos de X, entonces existe un subconjunto cerrado B de X tal

que B separaa C1y Caen X y dim(BNA) <n—1(n>0).
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Solucién. Lo demostraremos por induccién sobre n.

Sin = 0, por el Lema 8.1, existe un subconjunto cerrado B de X tal que B separa
aCyyCyen X yBNA=F0, por tanto es valido para n = 0. Ahora supongamos vélido

paran =k — 1y que dim(A) < k.

Por el Teorema 7.2, A = AjUAs donde dim (A1) < k—1y dim (A2) < 0. Por hip6tesis
de induccién existe B cerrado tal que B separa a C1 y Cy en X y dim(BNA;) <k — 2.

Notemos que BNA = BN(A1UAz2) = (BNA;1)U(BNA3), ademés, como BNAy C Ag

tenemos que dim(B N Az) < 0. Por lo tanto
dim(BNA) <1l+4+dim(BNA;)+dim(BNAg) <1+ (k—2)=Fk—1,
lo cual prueba que B es el subconjunto cerrado que buscamos. m

Problema 8.7 Si cualesquiera dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X estdn
separados en X por un subconjunto cerrado en X de dimensién menor o igual que

n — 1, entonces dim(X) < n.
El regreso del enunciado anterior es falso para n = 1 (dar un ejemplo).

Solucién. Sean Cj y Cs dos cerrados no vacios ajenos en X . Por normalidad, existen
Uy y Uy abiertos en X tales que Cy C Uy, Cy C Uy y Uy NUy = (). Los conjuntos Uy y Us
son abiertos en X ajenos y no vacios, luego, existe B cerrado en X tal que B separa a U;
y Uz en X y dim(B) < n — 1. Es claro que B separa también a C y Co en X, por tanto,
cualesquiera dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X estdn separados en X por

un subconjunto de dim < n — 1, Por el Teorema 8.2, dim (X) < n.
Ahora veamos que reciproco es falso dando un contraejemplo. Sean X = R% U R% y
U={(z,y) € X tales que |z|+ |y| < 1}.

Supongamos que U y Exzt (U) se puden separar en X por un subconjunto B cerrado tal

que dim (B) < 0.

47



Por definicién, existen E y F subconjuntos de X tales que X — B = E U F con
UCE,Ext(U)CF,ENCI(F)=0y CI(E)NF =10.

Sea p € Fr(U), supongamos que p € X — B. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que p € E, como p € Fr (U) entonces p € Cl(Ext (U)) C CI(F).

Lo anterior muestra que E N CI(F) # 0, pero esto no puede ser. Luego

FrUn (X — B) =,

lo cual implica que Fr (U) C By dim Fr (U) < 0. Por tanto U y Exzt(U) no se pueden

separar en X por un conjunto de dimensién cero. m
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IX. Dimnesion de espacios euclidianos

Partiendo de que dim (R™) = n, en este capitulo se analizan dimensiones de diferentes

subconjuntos y espacios relacionados con los espacios euclidianos.

9.1 Preliminares

Definicién Un espacio tiene la propiedad del punto fijo si para toda funcién f del espacio

en sf mismo existe un punto fijo (es decir, un punto z tal que f(z) = z).

Definicién Sea X un espacio y Y C X, se dice que Y es retracto de X si existe una

funcién f: X — Y tal que f(y) = y para todo y € Y.

Definicién Un wvalor estable de una funcién f : X — Y es un punto y € f(X) para el cual
existe € > 0 tal que y esta en la imagen de todas las funciones g : X — Y tales que

sup{d[f(z),g9(z)] 1z € X} < e.

El siguente Lema se prueba en [1, p. 43 y 44].

Lema 9.1 B" tiene la propiedad del punto fijo si y sélo si S~ ! no es retracto de B™.

Los Teoremas 9.1, 9.2, 9.3, 9.4 y 9.5 se demuestran en [1, p. 44-49].

Teorema 9.2 (Teorema del punto fijo de Brouwer): Toda n-celda tiene la propiedad del

punto fijo.
Teorema 9.3 Sean (Cj, C;), 1 <1 < n, n parejas de caras opuestas de I" =[] ;[-1,1],
definidas como sigue: para cada entero ¢ = 1,...,n,

Ci={(zj)ly €T ia; =1} y Cf = {(y)1—y € T" 2y = —1},

Si B; es un subconjunto cerrado de I que separa a C; y C; en I" para todo ¢, entonces
n
N Bi # 0.
=1
Teorema 9.4 Supongamos que dim(X) < n — 1. Si (C;,Cy), 1 < i < n, son n parejas

de subconjuntos cerrados ajenos no vacios de X tales que C; N C’; = () para todo i,
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entonces existen n subconjuntos cerrados By, ..., B, de X tales que B; separa C; y

n
C; en X para todoiy () B; = 0.

=1

Teorema 9.5 dim(I") = n y dim(R"™) = n para todo n € N.

9.2 Problemas
Problema 9.7 R 2 R™ cuando n # m.

Solucién. Por el Teorema 9.5, dim (R") = n y dimR™ = m. Ademds, la dimensién

es invariante topoldgico, por lo tanto R” 2 R™. m

Problema 9.8 : Toda n-superficie es de dimensién n.

Solucién. Sean M una n-superficie y p € M. Existe U abierto en M tal que p € U

vy U % R™, de modo que dim (U) = n y como U es abierto en M se tiene que
dim,(U) = dim, (M) < n,

en consecuencia dim (M) < n. Ahora veamos que dim(M) £ n — 1.

Supongamos que dim (M) < n—1. Sip € M existe U vecindad de p en M tal que U =

R™. Como U es abierto en M tenemos que dim,, (M) = dimy, (U), asf que dim g, (R") <

n— 1.

Al ser R™ homogeneo, lo anterior nos permite concluir que dim(R") < n — 1, con-
tradiciendo el Teorema 9.5. Esta contradiccién nos permite afirmar que dim (M) = n.

Problema 9.9 dim,(R") = n para todo p € R™.

Solucién. Como dim (R") = n , existe p € R” tal que dim,(R") = n. Sean ¢ € R"
y f:R" — R" definida por f(z) =z +p—gq

Es claro que f es un homeomorfismo, ademds f(q) =py

dimg(R™) = dimy g (f [R"]) = dim,(R™) = n.

50



Por tanto dimy(R"™) = n para todo ¢ € R". =

Problema 9.10 dim,(I") = n para todo p € I".

Solucién. Si p € Int (I"), como Int(I") = R™, por el Problema 9.9 tenemos que
dim,(Int(I")) = n y por tanto dim,(I") = n. Ahora lo demostraremos para los puntos de

la frontera de I".

Sea 0 = (0,...,0) € R". Demostraremos que dimg(I") = n. Esto implica que
dim,(I") = n para todo p € Frgn(I") ya que I" es homeomorfo a B™ y este tiene la misma
dimensién en todos los puntos de su frontera porque es simetrico respecto a cualquiera de

los planos de dimensién n — 1 que pasan por el origen. m

Como dim (I") = n tenemos que dimg (I") < n, asi que solo falta probar la otra

desigualdad.

Por el Problema 9.9, existe € > 0 tal que si V es un abierto de 0 que esta contenido

en B:(0) entonces dim (Fr(V)) > n — 1. Podemos suponer que ¢ < 1.

Sea U’ abierto en I" tal que U C B.(0) N I". Demostraremos que

dim(Fr(U)) > n — 1.

Llamamos U = {(x;)i; : (Jzi])i—; € U?}. El conjunto U es distinto del vacio ya que 0 € U.

Demostraremos que U es abierto en R™.

Sea y € U, por defincién esto implica que ' = (|y;|);, € U. Al ser U  abierto en I"
existe r > 0 tal que B,(y) NI" C U’ Probaremos que B,(y) C U.

Sea z € B.(y), es decir, ||y — z|| <, o bien,

n

n
Z (yi — 2)? = Z lyi — zl* <.
i=1

=1
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Sabemos que ||y;| — |zi|| < |yi — 2| para todo i = 1,...,n. Asi que

n n
il = 12l12 < ([ D =zl <
i=1 =1

Esto implica que (|zi])i; € By(y) C U’y en consecuencia z € U y U es abierto. Ademds,

para todo = € U,

n n
IEENDLIES
=1 =1

ya que (|z;]);, € U C B.(0). Es decir, U C B.(0), por hipétesis, esto implica que
dim(Fr(U)) >n—1.

Ahora definimos para todo i =1,...n, f; : R — R" de tal manera que

(filw1,. .. 7)), = x; sijAi

—x; sij=1

Cada funcién f; es un homeomorfismo ya que es una reflexién respecto al eje z; = 0.

Sea
A={fiyo---ofi[Frin(U)] :i; € {1,...,n} paratodo j=1,...,kyij #issij#s}_;.

Demostraremos que Fr(U) C |J.A.

Sea x € Fr(U), es decir, existen dos sucesiones {ajt}zl CUy {yt}zl CR"-U

tales que
lim '

=zy limy =z
t—o00 t—o0

Por definicién (‘xﬂ)?zl eUy (‘yﬂ)?zl ¢ U para todo t € N. Ademds se cumple que

dm (lei)iy = (el = tm (lyil)2s

52



por lo tanto (|z;]); € Cli=(U). Esto implica que [|(Jz;])i;|| < 1, ya que U C B.(0) y

€ < 1, asf que podemos suponer que para todo t € N, (‘yf’)?zlu < 1 y en consecuencia

(Jyf])i_, € I" = U Luego (|zi|)7; € Fri(U).
Sid1,...,% son las entradas de z tales que z;; < 0 para todo j =1,...,k, tenemos

que

fiyo---o flk ((’xl‘)?zl) =7,
es decir, z € f;; o---o f; [Frm (U)] y por tanto Fr(U) C |JA.
El conjunto A esta formado por una cantidad finita de elementos cerrados homeo-
morfos a Fri(U). Si dim (Fri(U)) < n — 2, esto implicarfa que dim ((JA) < n — 2
y en consecuencia dim (Fr(U)) < n — 2, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto

dim (Fri.(U)) > n — 1y dimg(I") = n. Por lo explicado anteriormente tenemos que

dim,, (I") = n para todo p € I".

Problema 9.11 : dim(I*°) = oo y dim(l2) = oc.

Solucién. Sabemos que I" se encaja en I°° y R™ se encaja en Iy ya que R x {0}>° C
lo. Ademds, las bolas en R™ x {0} coinciden con bolas en R™. Por lo tanto dim(I") <

dim(I*°) y dim(R") < dim(l2) para cada n € N, luego dim(I*°) = co y dim(l3) = co. m

Problema 9.12 ;Hay un espacio de dimensién infinita que sea de dimensién finita en

cada uno de sus puntos?.

Solucién. Para todo n € N definimos X,, C ls como
X, ={n} xR" x {0}

(o ¢]
es claro que X,, = R" para todo n € N. Llamamos X = |J X,.

n=1

Sea p € X, p estd en un tinico X,, ya que los X, son ajenos. Si By la bola de radio 1 y
centro en p, entonces BiNX = B1NX,, yaquesiq € X,, conn #m|p—q| >|n—m| > 1.

Se sigue de aqui que dim,, (X) = dim, (X,,) = n.

Por lo tanto, X tiene dimensién finita en cada uno de sus puntos y dim (X) = oo ya

que X contiene subconjuntos de dim = n para todon € N. =
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Problema 9.13 dim,(R%,,) = m para cada p € RZ, .

Solucién. Por el Teorema 9.5 y el Problema 6.6, tenemos que dim(R%m) = m, por

lo tanto dim,(R%,,) < m para todo p € RZ, .

Ahora probaremos que dimp(R’%m) £ m — 1. Sean p € R0 ¥in < oo < Yin

coordenadas irracionales de p (sabemos que hay al menos n—m)y f : R™ — RZ,, definida

por f(z) = (fi(z),..., fu(z)) donde

Y, sSit=1ipparaalgink=1,...,n—m
fi(z) = lk paratodot=1,...,n.
x: Sit#ipparatodok=1,...n—m

Veremos que f es un encaje.

Sean x € R™ y {2!}>°, una sucesién en R" tal que lim;_,o 2! = .

Sabemos que la convergencia se da coordenada a coordenada, es decir, lim;_, :Cé = Xy

para todo t = 1,...,m. Ademas, por definicién, tenemos que

lim; .o yi, sit=1i, paraalgink=1,...,n—m
lh’m fe(zh) = o0 T para todot=1,...,n.
—00

limy oo @t sit# i paratodo k=1,...n —m
Por tanto

Yi, sit=r1d, paraalgink=1,...,n—m

lh’m fe(zh) = para todot =1,...,n.
—00

x; Sit#ipparatodok=1,...n—m

Esto implica que lim; .o f(2') = (imy_ fi(2'))?_; = f(z) lo cual prueba que f es con-

tinua

Ahora supongamos que 1im;_,o, f(z!) = f(z). Como la convergencia se da coordenada
a coordenanda, lim;_,o. f(z'); = f(z); paratodot = 1,..., n. Esto implica que lim;_,, ! =

x¢ para todo t = 1,...,m, esto prueba que f es un encaje.

Existe ¢ € R™ tal que f(q) = p, asf que por el Teorema 1.1, dim,y(R™) < dim,(RZ,).

Por lo tanto dim,(R%,,) = m para todop € RZ, . =m
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Problema 9.14 Encuentra un subconjunto cerrado €' de RZ, y un mapeo f : C' — Sm—1

tal que f no puede ser extendido a un mapeo de R a gm—1,

Solucién. Sean s € J, C = S™~1 x {5} C R, vf:C— S™m=1 definida por

f(z1, ..., xm, S, ...,8) = (x1,...,%y). Veamos que C'y f resuelven el problema.

C es un conjunto cerrado al ser producto de conjuntos cerrados. Ahora supongamos

que f se puede extender a RZ, .

En particular, f se puede extender a una funcién g: Z = B™ x {s}I-/" — Sm~L.

Sean h : B™ — Z definida por h(xi,...,zm) = (Z1,...,Zm,S,...,s). La funcién

F = goh : B™ — S™ 1 es continua ya que es composicién de funciones continuas,

ademds, si (z1,...,2;,) € S™!
F(z1,...,xm) =goh(z1,...,2m) = g(T1,. ., Tmy Sy ..., S) = (T1,..., Tp)
(va que (z1,...,Zm,S,...,8) € C'y g es extension de f), esto implica que F' restringida

a S™ ! es la funcién identidad. Este hecho contradice el Lema 9.1 y el Teorema 9.2, por

tanto, f no se puede extender a RZ, . ®

Problema 9.15 dim,(I%,) = m para todo p € IZ,,,.

Solucién. Sea p € IZ,,. Por el Problema 6.7 sabemos que dim,(IZ,,) < m. Ahora

demostraremos que dim,(I%,) £ m — 1.

Sean p;; < ... < p;,, m coordenandas de p tales que dentro de esas coordenadas

estdn todas las que son racionales y ps; < ps, < ... el resto de las coordenandas de p.

I'™ se encaja en I, mediante la funcién f((zi)j%;) = (2:)72; donde z5, = ps; ¥y

zi, = Tk, ademds, si ¢ = (p;,)jL,, entonces f(g) = p. Si dimp(IF,) < m — 1 entonces
dimg(I") < m — 1, pero esto no puede ser ya que la dimensién de I"* en todos sus puntos

es m. Esto nos permite concluir que dimp(I%Om) =m para todop € IF . =

Problema 9.16 Sea (F;, F}), i =1,2,..., el par de caras opuestas de I® = [[>2, [-1,1],;

es decir, para cada 1.
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Fi={ @) e =1}, F'={(m)2, e 1®m = -1},
Si B; es un subconjunto cerrado de I* tal que B; separa F; y F; en I*° para cada i,

[e.¢]
entonces () B; # 0.
=1

1=

Solucién. Tenemos que I" < I*° mediante la funcién

f(CCl,I‘Q,...,.’En) = (CUl,--.,lUn,0,0,--~)-

Sean X; y X; un par de i-ésimas caras opuestas de I" con 1 <7 < n.

Notemos que f~1[F;] = X; y f~![F;] = X; para todo i. Por hipétesis B; separa a F;

y Fy, en I°° por tanto, existen U; y V; tales que
I - B; =U; UV;, F; CU;, F{CV;y Cl(U)NV; =0 =U;NCUV),
en consecuencia,
I"— B = U UV U N TV =0,

Xi=fTUEIC U]y Xi=fHEIC VL

Es decir, f~1[B;] separa a X; y X; en I" para todo i.

Ademss, por continuidad, f~![B;] es cerrado en I". Por el Teorema 9.3,

n
y como f es biyectiva tenemos que (| B; # () para todo n € N.
=1

7

n
Si C,, = () Bi, Cy es cerrado en I, Cp,i1 C Cy, y C, # 0 para todo n € N. Por lo
i=1

tanto () C; # 0, es decir, (| B; #0. m
! L

=1 1=

Problema 9.17 El cubo de Hilbert I° no es la unién numerable de espacios de dimension

finita.
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Solucién. Sisuponemos que I*° es unién de espacios de dimensién finita, como cada
espacio de dimensién finita es unién finita de espacios de dimensién cero, podemos suponer

(o]

que I es unién numerable de espacios de dimensién cero, es decir, I*® = |J A; donde
i=1

dim (4;) = 0. Si F; y F;’son como en el Problema 9.16, estos son cerrados ajenos. Ademds,

por el Lema 8.1, existe B; cerrado en I* tal que B; separa a F; y F;'y B; N A; = (), esto

ultimo implica B; € I° — A;. Por el Problema 9.16

0# (B C[)@°—A) =1~ ] 4,
=1 =1 =1

oo o
es decir, I® — | A; # () pero esto no puede ser ya que I*° = |J A;.
i=1 i=1

Por lo tanto I*® no es unién numerable de espacios de dimensién finita. m

Problema 9.18 Demuestra que el Teorema 9.2 es equivalente al Teorema 9.3.
Solucién. Supongamos que existe una retraccién r : I — Fr (I").

Sean X; y X/ caras opuestas de I", sabemos que X;, X;’C Fr(I"). Si
Ai={z e FrI"):2; >1/2}, Bi={x € Fr(I"): z; < 1/2}

yYi={ze FrI") :az; =1/2},

entonces

I"=A;UB;UY; y AinB;=Y;NA; =Y;NB; =0,
por lo tanto
I"=r " [FrI")] =r ' [A,UBUY;] =rt[A]Uur t [B]JUur Y.
y de aquf se sigue que I" — =1 [Y;] = r=1 [A;] |r— [B;].
Six = (xx)p_, € X; entonces r(z) =z y como x; =0, r(x) € B;. Andlogamente se

prueba que si x € X;'y r(z) € A; entonces X; C 1 [B;] y Xy Cr 1[A]
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Al ser Y; cerrado, también 7~ 1[Y;] es cerrado, luego 7! [Y;] es un cerrado en I" que

n
separa a X; y X; en I".Se sigue del Problema 9.16 que () r~![Y;] # 0.
i=1

1=
n
Sea y € () r'[Y;]. Como y € r~1[Y;] para todo i, entonces r(y); = 1/2, es decir,
i=1
y = (%)le € Fr(I"), pero esto no puede ser. Asi pues, por el Lema 9.1, I" tiene la

propiedad del punto fijo. El inverso se prueba en el, Teorema 9.3. m

Problema 9.20 Sea id : I" — I" la identidad. ;Que puntos ¢ € I" son valores estables

de id?.

Soluci6én. Demostraremos que los puntos de (—1,1)™ son los valores estables. Sean
mé&Nconm >1,¢e= %,y € [1—#’%—1]71},9 :I" — I" tal que sup {d(z, g(z)) : z € I"} <
€.

Sea f(z) = x — g(x) +y, escrito de otra forma, f(x) = (z; — gi(z) + v;)!;. Veamos

que f(z) € I" para todo = € I".

|z — gi(x) + yil < |z — gi(x)|+|yil < =+ 22 =1, luego | fi(z)| < 1 para todo i. Al
ser f suma de funciones continuas esta es continua, por el Teorema del punto fijo, existe
xo € I, tal que f(xg) = xo.

Asi pues, z¢g — g(xo) + y = w9, en consecuecia g(xp) = y, y por lo tanto y es valor
m

estable para todo y € [1—77 mT_l]n y para todo m, luego, los puntos en (—1,1)" son valores

estables.

Ahora veamos que los puntos en Fr(I") no son valores estables de id. Sean ¢ > 0 y
f:I" — I" definida por f(z) = (%1)z donde % <e.
Tenemos que |("1)z;| < 2= < 1, por lo tanto, |fi(z)| < 1 para todo i, en conse-

cuencia f [I"| N Fr(I") = (). Veamos que sup {d [z, f(z)] : 2 € I"} < e.

Sea x € I, tenemos que

Es decir, d[z, f(x)] < e para todo = € I", por tanto sup{d[z, f(z)] : z € I"} < e.

n—1 n—1

( Vi=e

(

1 1
o —a ~ e = = o] < >V <
n n

NG

n
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Hemos probado que para todo y € Fr(I") y para todo € > 0 existe f : I" — I"
e-cercana a id tal que y ¢ f [I"], es decir, los puntos de Fr(I") no son valores estables de

I" y por tanto (—1,1)" es el conjunto de valores estables de I". m
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X. Caracterizacion de espacios de dimension n en espacios euclidianos

de dimension n

Damos una caracterizacién de dimensién en espacios euclidianos: un subconjunto de
R™ tiene dim = n si y sélo si tiene interior distinto del vacio. Esto implica otros resultados

sobre la frontera de subconjuntos abiertos y sobre separacion en espacios euclidianos.

10.1 Preliminares

El Teorema 10.1 y lo Corolarios 10.2 y 10.3 se demuestran en [1, p. 51-54].

Teorema 10.1 Sea X C R". Entonces dim(X) = n siy sélo si X contiene un subconjunto

abierto no vacio de R".

Corolario 10.2 Si U es un subconjunto abierto no vacio de R™ tal que U no es denso en

R™ entonces dim (Fr(U)) <n —1.

Corolario 10.3 R" no puede ser separado por un subconjunto de dim < n — 2.

10.2 Problemas

Problema 10.5 Sea X C I". Entonces dim(X) = n siy sélo si X contiene un subconjunto

abierto no vacfo de I".
Solucién. Supongamos dim(X) = n.

Si XNIntgn (I") = 0 entonces X C Frga(I"), ademds dim (Frgr (I")) = n—1 implica

que dim (X) < n — 1, pero esto no puede ser. Por lo tanto X N Intgn (I") # 0.

Supongamos dim (X NIntrn (I")) # n, es decir, dim(X NIntg~(I")) < n—1. Notemos
que

X =XnNI"=Xn Intg:(I") U F'rg~(I"))
= (X N Intgs(I") U (X N Frga(I"))

C (X N Intgn (I")) U Frg. (I7)
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.y como dim(X N Intge (I")) < n — 1, dim Frge(I") < n —1y Frga(I") es cerrado en
I", por el Problema 7.3, dim((X N Intgn(I")) U Free(I")) < n — 1 lo cual implica que

dim (X) <n — 1 pero esto no puede ser, por lo tanto dim(X N Intg~(I")) = n.

X N Intgn(I") es un subconjunto de R™ de dim = n, por el Teorema 10.1, existe U
abierto en R™ y distinto del vacio tal que U C X N Intgn(I"), como U esta contenido en
Intgn(I"), es abierto también en I", luego X contiene un subconjunto abierto no vacio de

I".

Ahora supongamos que existe U C X abierto y distinto del vacio de I". Sea V' abierto
en R™ tal que VNI" = U. Si VN Intgn(I") = (), entonces U C Frrn(I") y en consecuencia
cualquier punto de U estd en la cerradura de Intg-(I") y U no podria ser abierto en I",

luego V' N Intgn (I) # 0.

Tenemos que V N Intgn (I") es un subconjunto de R™ abierto y distinto del vacio que

esta contenido en X, asf que Int(X) # () y por el Teorema 10.1 dim(X) =n. m

Problema 10.6 I" no puede ser separado por un subconjunto de dim < n — 2.

Solucién. Sea D C I" tal que dim (D) < n — 2. Llamamos

Int(I") = {& € R" : 0 < z; < 1para todo i}

Fr(I")={z € R":2; =16 x; = 0 para algun ¢}.

Demostraremos que Int(I") — D es denso en I".

Como dim (D) < n — 2, por el Problema 10.5, tenemos que Int (D) = (), en conse-

cuencia I"" — D es denso en I".

Sea U abierto en I". Al ser Int(I") denso en I", tenemos que U N Int(I") # ), es
decir, U N Int(I") es un abierto no vacio de I", y al ser I — D denso en I" tenemos que
(UNInt(I) N (I — D) # 0, por lo tanto U N (Int(I") — D) # 0 e Int(I") — D es denso

en I".
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Si Int(I") — D fuera disconexo, tendriamos que Int(I") puede ser separado por
un subconjunto de dim < n — 2, lo cual contradice el Corolario 10.3 ya que Int(I") es

homeomorfo a R", asi que Int(I") — D es conexo. De esta manera tenemos que
Int(I")— D CI"— D CI"=Cl(Int(I") — D)

es decir, I'"" — D estd entre un conjunto conexo y su cerradura, asi que I" — D es conexo.

Por lo tanto I" no puede ser separado por un subconjunto de dim <n —2. =

Problema 10.7 Un subconjunto de una n-superficie es de dimensién n si y sélo si contiene

un subconjunto abierto no vacio de la superficie.
Solucién. Sea M una n-superficie y X C M tal que dim (X) = n.

Existe p € X tal que dim, (X) = n. Sea C vecindad de p en M tal que C es
homeomorfo a 1", es decir, existe un homeomorfismo f de C' en I". Como C' es vecindad
de p tenemos que dim,(C' N X) = dim,, (X) = n, de aquf se sigue que dimy, (f [X]) =n

y en consecuencia dim (f [X]) = n.

Por el Problema 10.5, Int(f[X]) # 0, luego f~![Int(f[X])] # 0 y es abierto en C.
Existe V abierto en M tal que VN C = f~![Int(f[X])]. Como C es homeomorfo a I",
Int(C) es denso en C, por tanto, V N C N Int(C) # (. Notemos que

0#VNInt(C)CVNC=fInt(fIX]) C ffIX]]=XNnCCX

y VN Int(C) es abierto en M. Asi pues, X contiene un subconjunto abierto no vacio de

M.

Ahora supongamos que X es un subconjunto de M con interior distinto del vacio. Sea
p € Int(X), tenemos que existe C' vecindad de p en M tal que C' es homoemorfo a I", esto
implica que Int(X) N C es abierto y distinto del vacio en C, al ser C' homeomorfo a I" se
debe tener que dim(Int(X)NC) =n,y como Int(X)NC C X, tenemos que dim(X) = n.
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Problema 10.8 Una n-superficie conexa M no puede ser separada por un subconjunto

de dim <n — 2.
Solucién. Sea D C M tal que dim (D) < n—2 y supongamos que D separa M. Como

M es conexo, entonces D # (), por lo tanto existen E, F C M tales que M — D = E|F.

Como dim (D) < n — 2, por el Problema 10.7 tenemos que Int (D) = ). Sea d € D
y U vecindad de d. Como Int (D) = ), entonces U N (M — D) # (), luego UNE # () 6
UNF #0, es decir, d € CI(E) U CI(F), de aquf se sigue que D C CI(E) U CI(F), por lo
tanto M = CI(E) U Cl(F).

Si CI(E)NCI(F) =0, entonces M seria disconexo, por lo tanto CI(E) N CI(F) # (.

Sip e CI(E)NCI(F), entonces p tiene que estar en D ya que si no tendria que estar

en E'UF y por tanto estaria en ENCI(F) o en FNCI(E) lo cual serfa una contradiccion.

Existe C vecindad de p tal que C es homoemorfo a I". Como d € CI(E) N CI(F)
tenemos que CNE # () # C N F. Ademés

C—-D=(ENC)|(FNC)

yC(UENC)N(FNC)=0=(ENC)NCI(FNC),

por lo tanto C' estd separado por un subconjunto de dim < n — 2, pero esto no puede ser

yva que C' es homeomorfo a I". Por lo tanto M — D es conexo. ®

Problema 10.9 Si U es un subconjunto abierto no vacio de una n-superficie M tal que

U no es denso en M, entonces dim (Fr (U)) =n — 1.

Solucién. Como U no es denso Ezt(U) # 0. Si Fr(Ezt(U)) = 0 entonces M no
serfa conexo, por tanto Fr(Ext (U)) # 0.

Sean p € Fr(Ext(U)) C Fr (U) y C vecindad de p tal que C = I". Como p € Int(C)
y p € Fr(U) tenemos que Int(C)NU # 0 e Int(C) N Ext(U) # 0, luego, U N Int(C) es
abierto no denso de Int(C). Por el Corolario 10.2, dim (Fr ¢y (U N Int(C))) =n—1 ya

que Int(C) es homeomorfo a R™.
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Notemos que Frppcy(U N Int(C)) € Fr(U), luego dim(Fr (U)) £ n — 2 y como
Int(Fr (U)) = 0 se debe tener que dim(F'r (U)) < n—1. Por lo tanto dim(Fr (U)) =n—1.

Problema 10.10 ;El cubo de Hilbert puede ser separado por un subconjuto de dimensién

finita?.

Solucién. :Supongamos que existe D C I* tal que D separa a I*® y dim (D) =n <

00. Como D separa a I, I*° — D =U|V.

D es distinto del vacio ya que I es conexo. Sean p = (p;)io; € Dy f: "2 — I°

definida por f(xlv cee )$n+2) = (.’L‘l, -y Tn+42, Pn+3, Pn+4; - - ) f €s un encaje ypeE f[In+2]’

por tanto f[I"] N D # (. Ademds
f [In+2] _ D= (U N f [In+2])’(v N f [In+2])7

es decir, f[I""2] esta separado por un subconjunto de dim = n, pero esto no puede ser, ya
que f[I"T2] = I1"*2. Por lo tanto I®® no puede ser separado por un subconjunto dimensién

finita. m

Problema 10.11 Si X C R"”, entonces cualesquiera dos subconjuntos abiertos ajenos no

vacios de X estdn separados en X por un subconjunto cerrado de dim <n — 1.

Solucién. Sean U’y V’abiertos ajenos no vaciosde X. U'=UNX y V'=VNX donde
U y V son abiertos en R™. Si U es abierto no denso de R™ entonces dim (Fr (U)) =n — 1.
Como Frx(U) C Fr(U). Entonces dim(Frx (U)) < n—1. Por lo tanto Frx (U es cerrado
en X y separa a U'y V-
Si U es denso entonces Int(R™—U) = () y en consecuencia dim(R" —U) < n—1.Como

U es abierto, Fr (U) CR™ — U y por tanto dim (Fr (U)) <n — 1.

Ahora, Frx(U) C Fr(U), luego dim (Frx(U)) < n—1y Frx(U) es un conjunto

cerrado en X de dim <n —1 que separaa U'y V'en X. m
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XI. Dimension y cubiertas

Introducimos una nueva definicién de dimensién en términos de cubiertas, la defini-
cién anterior implica la nueva definicién. En el capitulo 15 se verd que estas definiciones

son de hecho equivalentes. Esta nueva definicién nos permite construir encajes.

11.1 Preliminares

Definicién Sean A y B colecciones de conjuntos. Se dice que A es refinamiento de B (o
A refina a B) si para todo X € A, existe Y € B tal que X C Y. Denotamos A < B
si A refina a B.

Definicién Sea A una coleccién finita de conjuntos al menos uno de los cuales es no vacio.
El orden de A, escrito ord(A), es el entero n mas grande tal que hay n + 1 miembros
de A cuya interseccién total es no vacia. Si A = 0 6 A = {0}, entonces definimos

ord(A) = —1.

Definicién Sea A una colecciéon de subconjuntos de un espacio. El mesh de A, escrito

mesh(A) se define como

mesh(A) = sup{diam(X) : X € A}

(incluimos la posibilidad mesh(A) = o0). Si A = (), entonces mesh(A) = 0 (por

convencion diam(0) = 0).

El Lema 11.1 y el Teorema 11.2 se demuestran en [1, p. 57-59].

Lema 11.1 Sea Z C X tal que dim(Z) < 0. Sean U; y Us subconjuntos abiertos de X
que cubren a Z. Existen subconjuntos abiertos ajenos Vi y V5 de X que cubren Z

tales que V3 C Uy y Vo C Us.

Teorema 11.2 Si dim(X) < n, entonces cualquier cubierta abierta finita U de X puede

ser refinada por una cubierta abierta finita V' de X tal que ord(V') < n.
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11.2 Problemas

Problema 11.5 Sea X un espacio compacto. Si dim(X) < n, entonces hay cubiertas

abiertas finitas de X con mesh arbitrariamente pequeno y orden < n.

Solucién. Sea e¢ > 0 .Tenemos que

X = J Be(w).

zeX

k
Como X es compacto X = | B (x;). Ya que dim (X) < n, por el Teorema 11.2, la
i=1
k
cubierta A = {B (xl)} tiene un refinamiento finito V' tal que ord(V) < n.

ERy P
Sea U € V, como V es refinamiento de A, existe i € {1,...k} tal que U C B (x4),
de aqui que diam(U) < diam (Bg(@)) = ¢, como U es arbitrario, podemos concluir que

mesh(V) < e.

Por lo tanto V' es cubierta abierta finita de X tal que mesh(V) <e. m

Problema 11.6 Sea ¢ > 0. Construye una cubierta abierta de I? con mesh < € y orden

2.

Solucién. Sea n € N tal que % < 5. Consideremos los subconjuntos de I?

A:{(k,8>€R2:0§k§2n, 0§s§n}
2n'n

Eooo1 1
B={(2 4 = 21 2 )eR:0<k<21—-1,0<s<n—1}.
2n  4dn’'n  2n

Como 0 < k< 2ny 0 < s < n, tenemos que 0 < % <1y0K<L % < 1, poro tanto
(%,%) € I? para todo k y s.

Com00§k§2n—1y0§s§n—1,entonces()<%+ﬁ<1y0<%+ﬁ<l,

asf que (% + ﬁ, >+ %) € I? para todo k y s.

SeaU = {Bﬁ (x) 1z € AU B}. U es una cubierta abierta, y como 3= < &, mesh(U) <

€. Demostremos que cualesquiera 4 elementos de U tienen interseccién vacia.
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Tomemos 3 elementos de A, digamos z1 = (%, %), To = (%, Sn—z) y 3 = (k—3 %),

si s1 # sg, sin pérdida de generalidad s; < sg, entonces

|Goote) - Gro )l -3l

luego B;% (1) N B% (z2) = ), asi que podemos suponer que s; = s3 = s3. Como los k; son

3

distintos, podemos suponer por ejemplo que k1 < ko < k3, lo cual implica que |k; — k3| > 2,

1 _ ks

_ |k1—ks| 2
2n 2n| 2 5

o 2 on = %y en consecuencia

Asi pues tendriamos que ||z — x3|| >

B (z1)NB 1 (z3) = 0. Por lo tanto cualesquiera 3 elementos de A tienen interseccion vacia.
3n 3n

Pasa lo mismo con B ya que B se puede ver como una traslacién de A.

Ahora tomemos 4 elementos en AUB, por lo anterior, para que puedan tener intersec-

cién no vacia tienen que ser 2 elementos en A y 2 elementos en B digamos x1 = (’2%, %),
Ty = (%’%>’ T3 = ( + 4n7 53 +ﬁ>’ T4 = < + 4n7 34 —i—i), por lo probado antes
tenemos que |k; — ka| < 1, s1 = s9, |ks — k4| < 1y s3 = s4. Por lo tanto ko = k1 + 1y

ks = ks + 1.

Supongamos que s # S3 y 83 # §1 — 1, entonces s3 < 51 — 1 0 §1 < s3
Si s3 < s1 — 1, entonces 2s3 < 251 — 2, asi que 1 < 287 — 2s5 — 1 y en consecuencia

o= aall 2 2 = (3 4 )| 2 ||a522] - =2z - > 2oL — = 210

cual implica que B% (z1) N B% (z3) = 0.
Por lo tanto podemos suponer que s; = s3 0 s3 = s1 — 1.

Si k1 # ks, entonces ks < k1 o k1 < ks, supongamos que k3 < ki, entonces
k k k141 k 1\ |20ki—k3)+1] _ 2(ki—ks)+1 3
w2 — 23] > ﬁ—(22+4n>‘— 1 —(—34-*)‘_‘(1 ) ‘_ (-t)tl > 3

2n 2n 4n = 4n>
por tanto B (z2) N B (z3) = 0.
3n 3n

Si k1 < ks, entonces

2(ks—k1)+1
an

> %, por tanto

k k
g —aill > (B +4) - &

B (21) N B (z4) = 0.
3n 3n
Asi pues, podemos suponer que ki1 = k3. Si s1 = s3 tenemos que
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por tanto B?% (x1)N B% (x4) = 0.

Si s3 = s1 — 1 tenemos que

. k1 ki +1 1 2 S1 s1—1 1 2
'xl-m“—ﬂ% (o)) (- ()
1 1)\? 1\? 1
2n  4n 2n 4n 3n

En cualquier caso tenemos que (| B (z;) =0, es decir, ord(U) < 2.
i=1 3n
Ahora probemos que existen 3 elementos de la cubierta con interseccién no vacia.
1 11 11
B%((0,0)),Bﬁ ((%,0)) y B% ((R? %)) pertenecen a U, demostremos que (R’ R) esta
en la interseccién de estos:

10,0) = (&, )| = 4—‘/3 < &, por tanto (£, &) € B ((0,0)).

N
S

1(3:0) = (3> 2 | = 42 < . por tanto (3. 47) € B ((3:,0)).
125 20) = (@ a) | = 2 < 55, por tanto (g5, 35) € B (455 20))-

Lo anterior prueba que ord(U) =2. m

Problema 11.7 Sea m > 1 un entero, y sea Aj una coleccién finita de conjuntos para

cada entero k tal que 1 < k < m. Entonces

ord (U Ak> <m-1+ Zord(Ak)
k=1

k=1
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Solucién. Sean ny = ord(Ag) y A = {Ui}glz:?zl(nkJrl), es decir, A son 1 +
Y gy (ord(Ag) + 1) elementos de |J Ay.
k=1

Si ng + 2 elementos de A estdn en Ay, entonces tienen interseccién vacia.

Asi pues podemos suponer que hay a lo méas ny + 1 elementos de Ag en A para todo
k=1,...,m. Como hay > ;" (n; + 1) + 1 elementos en A, existe k tal que hay nj + 2

elementos de Ay en A, por lo tanto tienen interseccién vacia. Esto implica que

ord <6Ak> < 1+i(nk—|—1)—2:m—1+iord(Ak).

i=1 k=1 k=1

Problema 11.8 dim(X) < 0 siy sélo si cualquier cubierta abierta finita U de X tiene un

refinamiento finito V' tal que ord(V) < 0.

Solucién. Si dim(X) < 0, por Teorema 11.2, el resultado es inmediato ya que

cualquier cubierta abierta finita de X tiene un refinamiento finito con ord < 0.

Ahora demostremos el inverso. Sean P y K subconjuntos de X cerrados ajenos

distintos del vacio. Observemos que X — P y X — K son abiertos de X y
X=(X-P)U(X—-K).

Por el Lema 11.1, existen A y B abiertos de X talesque X = AUB,AC X—P,BC X—-K
y AN B = (). Claramente A y B son abiertos y cerrados y P C B, BN K = (). Por lo tanto
Py K estan separados en X y dim(X) <0. =

69



XII. Resultados preliminares para construir encajes

En este capitulo se estudian resultados que sirven para los siguientes 3 capitulos en

los que se retoma el tema de dimensién.

12.1 Preliminares

Definicién Si vy, ..., v, son un nimero finito de puntos en un espacio vectorial sobre R,

entonces
k k
co(vy,...,v5) = Z)‘i'vi A >0y Z)‘izl
i=1 i=1
es el casco convexo de vy, ..., V.

Definicién Sea W = {W7,...,W,} una cubierta abierta de X. Para todo i = 1,...,7

definimos «; : X — R como

dist(z, X —W;) si X —W; #0
1 siW; = X.

ay =

Definimos o : X — R por

a(z) = Z a;(z) para todo x € X
i=1

(notemos que a(z) > 0 para todo € X ya que W es cubierta de X). Finalmente
sean py,...,p, € R¥, y definimos 3 : X — R¥ por
T

B(x) = ; Z[;((;)) - p; para todo z € X.

B es llamado el mapeo baricéntrico inducido por Wy py,...,pr.

Definicién Sea S C R™. Se dice que los puntos de S estdn en posicion general en R" si
para todo entero m = 0,1,...,n — 1, cualesquiera m + 2 puntos de S no estdn en un

hiperplano m-dimensional.
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Definicién Sea U una cubierta de X y sea x € X. La estrella de x con repecto a U,

denotado por

st(z, U)={VeU:zeV}
Definicién Una sucesion bdsica de cubiertas para X es una coleccién numerable
(U k=1,2,...},

de cubiertas abiertas finitas UF de X tales que para todo z € X y toda vecindad
abierta V de x en X, existe k tal que st(z, U*) C V.

Definicién Sea U una cubierta abierta finita de X. Un mapeo f : X — Y se llama U-map
si para todo y € Y, existe una vecindad N, de y en Y tal que f~!(NN,) esta contenido

en algiin miembro de U.

Lema 12.1 Seanpi,...,ps,q1,---,q: S+t puntos en posicién general en R*. Si s+t < k+1,

entonces

(Pr-- oy ps) N (@1, o v qe) =0

Demostracién. Ver [1, p. 62]. =

Proposicién 12.2 Sean W = {W;}’_; una cubierta abierta de X tal que ord(W) < n,
P1s...,pr T puntos en posicién general en R+ y 5 : X — R2"*+! ¢l mapeo baricén-
trico inducido por W'y p1,...,p,. Existe un nimero 7 > 0 tal que si z,y € X son

tales que ||5(z) — B(y)|| < 7 entonces {x,y} C W; para algun 1.

Demostracién. Ver [1, p. 62y 63]. =

Teorema 12.3 Sea {U* : k = 1,2,...} una sucesién bésica de cubiertas para X. Si f :

X — Y es un UF-map para todo k, entonces f es un encaje.

Demostracién. Ver [1, p. 61-69]. m

Proposicién 12.4 Sea {U* : k = 1,2,...} una sucesién basica de cubiertas de X. Si

f: X —Y esU* — map para cada k, entonces f es un encaje.
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Demostracién. Ver [1, p. 68 y 69]. =

12.2 Problemas

Problema 12.19 Hay un subconjunto denso de R™ ( n > 1 ) cuyos puntos estdn en

posicién general en R”.

Solucién. Sean {U;}{°; una base numerable de R", p; € Uy, p2 € Ua y P(p1,p2) =
{r € R": 2 =p1 +a(p1 — p2),a € R}. Claramente P(p1,p2) es homeomorfo a R, por tanto

dim (P(p1,p2)) = 1.

Sea p3 € Us tal que p3 no estd en P(p1,p2), esto es posible ya que si no, tendriamos
que Us C P(p1,p2) y por tanto dim(Us) < dim(P(p1,p2)) = 1, pero esto no puede ser ya

que dim(Us) = n al ser abierto no vacio de R™.

Siguiendo esto tenemos que existe p; € U; con ¢ =1,...,n+ 1 tal que

i—1
pi & P(p1,...pi1) = {1’ ER":x=p1+ Y arlpr—p1) ax € R}
k=2

y P(p1, ..., pi—1)es homeomorfo a R~2 ya que ningtin py estd en el plano generado por los

anteriores.

Sea pn42 € Upya tal que
P2 & A=U{Ppi,---pi,) 1 ir €{1,...,n+ 1} para todo k =1,...n}

esto es posible ya que A es unién finita de espacios cerrados de dim < n — 1 lo que implica

que dim(ANUpt2) <n—1y que A no es denso en Uy o.

En general, existe p,, € Uy, con m > n + 2 tal que
pm ¢ A=UH{Ppi,---0i,) ik €{1,...,m —1} para todo k=1,...n}

y esto es posible ya que A es unién finita de espacios cerrados de dim < n — 1, lo cual

implica que dim(A NU,,) <n — 1y por tanto AN U, no es denso en Up,.
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De esta manera tenemos una sucesién {p;}>°; en R” tal que p; € U;. Al ser {U;}2,

una base de R”, {p;}°, es denso en R".
Sean p;,,...pi, € {pi}32; tal que 3 <k <n+ 1, podemos suponer que i; < ... < if.

Si piy, ... pi, estuvieran en un hiperplano de dimensién igual a k£ — 2, este tiene que
ser P(piy,...,Di,_,), en consecuencia p;, € P(pi,,...,pi,_,), pero esto no puede ser, ya
que por construccién no puede estar en el plano generado por los anteriores elementos de

la sucesién. Por lo tanto p;,,...,p;, estdn en posicién general. m

Problema 12.20 Sea W = {Wy,..., W5} la coleccién de las 2-celdas en R? como se
muestra en la Figura 7. Sea X = |JW. Escoje cinco puntos pi,...,ps en posicién

general en R?.

Dibuja la imagen de X bajo el mapeo baricéntrico § unducido por W y p1,...,ps.

(La imagen es la misma sin importar cuales 5 puntos en posicién general se tomen?.

1254
2]
Wy w,
A
Figura 7
Solucién. Sean pi,...,p5V qi,-..,qs en R3 tales que los p; estdn en posicién general

y también los ¢;, 8 el mapeo baricéntrico inducido por los p; y X y v el mapeo barcéntrico

inducido por los ¢; y X, es decir,

5(X) = {Co(p17p2)uco(plap5)aCo(p27p4)7co(p2,p3)uCO(?B:]%)} y

Y(X) = {co(q1, q2), co(q1, g5), co(q2, qa), co(qe, 3), co(gs, g5) } ( ver Figura 8).
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Sea f; : co(pi, pr) — co(gi, i) el homeomorfismo dado por

fik(aipi + arpr) = aiq; + aiqs.

Definimos una funcién f : §(X) — «v(X) dada por f(z) = fir(x) si x € co(p;, pr). Ya que
f(pi) = q; para todo 4, f esta bien definida, ademds, como cada f; ;; es continua y coinciden

en la interseccién de sus dominios, también f es continua

Sean p;, , pi,, Pis, Piy cuatro puntos distintos entre si y supongamos que existe un punto
x € co(piy, Piy) N co(pis, piy ). Tenemos que x # p;, ya que si por ejemplo x = p;,, entonces
pi, € co(piy, pi,) ¥ PO tanto pi, pi, ¥ piy estdn en la misma recta contradiciendo el hecho
de que estdn en posicién general, luego, © = a1p;, + asp;, con a; # 0y = = bipiy + bapi,

con b; # 0.

En consecuencia p;; = (22)pi, + (%) Dis + (2—?) piy, €s decir, p;; es combinacién
lineal del resto de los p;, donde ninguno de los coeficientes es cero, de modo que p;, estd
en el plano generado por los otros p;, contradiciendo el hecho de que estdn en posicién

general. Por lo tanto co(pi, , piy) N co(pis, Piy) = 0.

Sabemos que p;, € co(pi,,pi,) N co(pi,, piy). Supongamos que existe x # p;, tal que
x € co(piy,Pip) N co(piy,Pis), es decir, = estd en la recta generada por p;, y pi, y en la
recta generada por p;, y pi; tendriamos que p;, estd en la recta generada por p;; y pi,

contradiciendo el hecho de que estdn en posicién general, asi que

CO(pil ) plz) N Co(pi17pi3) = Diy-

Ahora veamos que f es biyectiva.

Sean = y y en B(X) tales que f(z) = f(y), si z,y € co(p;,, pi,) entonces
fi1,i2($) = f(.T) = f(y) = f’i1,i2(y)

y como f;, 4, es inyectiva tenemos que = = y.

74



Si x € co(piy,piy) ¥ Y € co(piy,Dis), entonces f(x) € co(qiy, qin) y f(y) € co(giy, ais),

de modo que co(gi,, gi,) N co(qiy, Gis) # 0 ya que f(x) estd en la interseccién, puesto que
co(qiy» Gip) N co(Giy, gis) = {qi, } se debe tener que f(z) = ¢;;, = f(y), en consecuencia
r=pi =Y

Sixz y y estdn en dos cascos convexos ajenos, por como definimos f, sus imédgenes

van a estar en dos cascos convexos ajenos, asi que es imposible que f(z) = f(y). Con esto

hemos probado que f es inyectiva.

Sea y € v(X), existen q;;, y ¢i, tales que y € co(qi,, qi,) , es decir, y = a1¢;, + aaq;,
con ar,az € [0,1], f(a1pi, + azpi,) = firir(a1pi; + a2piy) = a1, + a2qi, = y por lo tanto
f es suprayectiva.

La funcién inversa f~! estd definida por f~!(z) = f;}(v) si © € co(qi, qx), f~' es

12

continua ya que cada f;kl es continua y coinciden en la interseccién. Por lo tanto 5(X)

v(X).

Bx)

n
é/
Ps

Pz

Flgura 8

Problema 12.21 Repite el problema anterior cuando p1, ..., ps estdn en posicién general

en R2. ;Que dice esto sobre la necesidad de usar R?"*! en la Proposicién 12.27.
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Figura 9

Solucién. Como se ve en la Figura 9, dos cascos convexos distintos tienen intersec-

cién no vacia y se pueden formar dos mapeos baricéntricos que no son homeomorfos.

Si en 12.2 usdramos R¥ con k < 2n+1, puede ser que la cubierta tenga dos colecciones

n+1 n+1

diferentes {Wy, }1 4 y {Vsz}zqu tales que (| Wy, #0, (N Vs, # 0y Wy, # Vs para todo k y
i=1 i=1

8y Dkys« - Phny1sPsis -+ > Psppq SON 21+ 2 puntos diferentes de R* en posicién general. Como

k+1 < 2n+2, por el Lema 12.1 puede pasar que co(pi,, .- -, Pi ) NCO(Dsys- -+, Pspir) 0

Sean © € co(Piys---sDinyy) N CODsyy- -3 Pspir) ¥ € > 0, como co(piy,---,Dips) ¥

cO(Psy s - - -+ Pspyq ) SON cerrados, entonces toda vecindad de x tiene puntos de ambos.

Como co(Piy s - - - s Pipsr) Y €CO(Psys - - - Ps,yy ) son diferentes, podemos tomar dos puntos

p vy q tales que
p € co(pi17 o 7pin+1) - CO(pS17 e 7p8n+1)7 q S Co(p817 e 7p8n+1> - co(pilv e 7pin+1)
Y P, q € Beja(x), es decir, |[p—q|| <e. =

Problema 12.22 Si 3 : X — R* es el mapeo baricéntrico inducido por W y p1,...,pr,
entonces dim (8(X)) < ord(W).

Solucién. Supongamos que ord(W) = n.
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k
Como B(X) = U {co(pil,...pik) W, # (Z)}, cada casco convexo de [(X) esta

t=1
generado por a lo mds n + 1 puntos, por lo tanto, 5(X) es unién de una cantidad finita
de espacios cerrados de dim < n, por el Teorema 7.1, dim (5(X)) < n. Por lo tanto

dim (8(X)) < ord(W). m

Problema 12.23 Si f : X — Y es cualquier encaje de un espacio no compacto en un
espacio compacto, entonces hay una cubierta abierta finita U de X tal que f no es

un U—mapeo.

Solucién. f[X] no es cerrado en Y, si lo fuera, seria compacto ya que Y es compacto

y esto implicarfa que X es compacto, por tanto, existe p € Cl(f[X]) — f[X].

Al estar p en la cerradura de f[X] podemos tomar sucesiones {z;}?°; y {y;}52; de

f[X] ajenas tales que lim;_,o0 x; = p = lim; 0 Yi-

Llamemos A = {x;}°, y B = {y;}2,, notemos que A y B son cerrados en f[X] ya
que su punto limite no esta en f[X], luego X — f~1[A], X — f~1[B] y X — f[AU B] son

abiertos en X.

Definimos U = {X — f~1[A],X — f71[B], X — f~[AU B]}. Claramente U es una
cubierta abierta de X (ya que A y B son ajenos). Ahora demostraremos que f no es un

U —mapeo.
Sea V vecindad de p en Y. Como p es punto limite de A y B tenemos que
ANV #0#BNV
y en consecuencia (ANV)U(BNV)=VN(AUB) # 0, luego
FHAIN VI £ 0 # FHBIN fHV]

y fHVINFHAUB] #0

7



y podemos concluir que

VI X = AL fIVIe X = By fHVIG X — fHAUB],

es decir, V no esta contenido en ninguno de los miembros de U y por tanto f no es un

U—mapeo. m

Problema 12.24 El regreso de la Proposicién 12.4 se vale cuando X es compacto. De

hecho el siguiente resultado es verdadero:

Si X es compactoy f: X — Y es un encaje, entonces f es un U—mapeo para

cualquier cubierta finita U de X.

Solucién. Sean f: X — Y encaje y U = {U;};_; una cubierta abierta finita de X.
Por continuidad f[X] es compacto y por tanto cerrado en Y, ademds al ser f un encaje,

{flUi]}i_; es cubierta abierta finita de f[X].

Tenemos que f[U;] = V; N f[X] con V; es abierto en Y para todo i = 1,...r, asi pues

fIx1c U v

=1

T T
Siy — <U Vz> =, entonces Y = |J Vi y {V4,...,V,} es una cubierta de Y tal que
i=1 i=1
f~[Vi] = U;, por tanto f es un U—mapeo.

SiY — (U Ui> # (0, entonces Y — (U Ui> y f[X] son cerrados distintos del vacio
i=1 i=1

y ajenos, asf que existe A abierto en Y tal que AN f[X] =0y Y — <U UZ) Luego,
=1
{Vi,...,V;, A} es una cubierta abierta de Y tal que f~1[A] =0y f [V =U; i =

Por lo tanto f es un U—mapeo.
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XIII. Encajando espacios de dimension finita

Los resultados del capitulo anterior y la nueva definicién de dimensién nos permiten

ver que cualquier espacio de dim < n se puede encajar en R?"+1,

13.1 Preliminares

Notacién Sean X y Y espacios tales que Y es compacto y sea U una cubierta abierta

finita de X. Entonces

YX(U):{fGYX:fesunU—map}.

Lema 13.1 YX(U) es abierto en YX.

Demostracién. Ver [1,p. 71y 72]. =

Lema 13.2 Si dim(X) < n < oo entonces (I?"*1)X(U) es denso en (I?"+1)X.

Demostracién. Ver [1,p. 72y 73]. =

Teorema 13.3 Si dim(X) < n < oo, entonces X se puede encajar en I?"*1. M4s aun, el

espacio E(I?"T1)X de todos los encajes de X en I?"*! contiene un conjunto G5 denso

en (IQn—&—l)X‘
Demostracién. Ver [1, p. 73]. =

- La gréfica K5 es la grafica completa de cinco vértices en R3 los cuales estdn en

posicién general.

- La gréfica K33 estd formada por dos grupos de 3 puntos en R3 P, y P, y uniendo
cada punto de P; con todos los puntos de P» y cada punto de P, con todos los puntos de

P.

Teorema 13.4 (Teorema de la Grafica de Kuratowski) Un continuo localmente co-
nexo que contiene solo una cantidad finita de curvas simples cerradas se puede encajar

en R? si y s6lo si no contiene una copia de Kx o Ks3.
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Este Teorema fue probado por Kuratowski en Sur le probléme des courbes gauches

en topologie, Fund. Math.., 15 (1930), 271-283.

13.2 Problemas

Problema 13.5 Es natural haber definido un U—map en el Capitulo 12 considerando
vecindades abiertas N, solo para los puntos y € f[X]. Demuestra que el Lema 13.1

serfa falso con esta definicién mds general de U —map.

Solucién. Sean € > 0, f : [0,00) — [0,%] definida por f(z) = arctan(z) y r € R
tal que 0 < r < ey § —r < 5. La funcién f es suprayectiva, asf que existe x, tal que

arctan (z,) = 5 — r. Ahora definimos g : [0,00) — [0, Z] como

arctan(z) +r six <z,
g(z) =

g six, <x

o0 oo
Sean A = J 2n—3%2n+1)+3%) yB= U (2n+1-1,2(n+1)+ 1) ( ver Figura
n— n=1

10). Claramente U = {A, B} es una cubierta abierta finita de [0, 00).

F R A
T _eem==mmTT
4 7 .
2 ‘_,.4-" g
-
-
f’ f
-~
J -
,’ —————————————————
L
"' 1—‘__.- f—é
-
-
-
"-P
-
-
- P .\ ) \‘
- " "
o A B -
ra
#
-

Figura 10

Como g(x,) = 7, g estd bien definida, ademds es continua en ambos pedazos, por lo tanto

g es continua. Ahora probemos que d(f,g) < ¢.
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Sea x > 0. Si z € [0, x,], entonces
lg(z) — f(x)| = |arctan(z) + r — arctan(z)| = r < €.
Si z € [x,,00) entonces |g(x) — f(z)| = § — arctan(z), y como z, < x, entonces
arctan(z,) = % —r < arctan(x),

por lo tanto

0< % —arctan(z) <r <e,

luego d(f,g) < e.

Como f es un homeomorfismo, es un U—mapeo. Ahora veamos que g no es un
U —mapeo.
Claramente 3 € [0, %] NIm(g) y g+ [{g}] = [z,,00). Si V es un abierto que contiene
™

a I, tenemos que [z,,00) C g~ [V], en consecuencia g~'[V] no esta contenido en A o en

B, por lo tanto g no es un U—mapeo. ®

Problema 13.6 Sean W = {Wy,..., W, } una cubierta abierta finita de X, p1,...,p, 7
vectores linealmente independientes de I*® y 5 : X — I® el mapeo baricéntrico
inducido por los puntos pi,...,p, v W. Demostrar que existe 7 > 0 tal que para

todo z,y € X tales que ||z — y|| < 7 se tiene que {z,y} C W; para algtn .

Solucién. Veamos que si ag,...,as,b1,...,b; son linealmente independientes en-
tonces co(ay,...,as) Nco(by,..., b)) = 0.
Supongamos que existe = € co(aq,...,as) Nco(by,...,b), de aqui se sigue que

s t s t
T = Zkiai = Z%‘bi donde Zkl = Zqi =1.
i=1 i=1 i=1 i=1

Existe k; # 0, por lo tanto

S . t .
a; = Z _k];lai‘i‘zzzbiy

i=1,i#l i=1
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pero esto no puede ser ya que ay, ..., as, b1, ..., b son linealmente independientes, asf pues,

co(ay,...,as)Nco(by,...,b) =0.
Sean
A ={co(piy,.-.pi,) €I® :pi, €{p1,...,or}} y A\=min{d(H,H): H H € AyHNH = (}

A > 0 ya que los elementos de A son cerrados y son a lo més un nimero finito. Demostremos

que A es el nimero que buscamos.

Sean z,y € X tales que ||B(z) — B(y)|| <Ay Wiy, ..., Wi, y Vji,...,Vj, los elementos
s t
de Wtalesquez € (\ W;, yye ) V.
k=1 k=1
t
Supongamos que = ¢ |J Vj,, entonces a;, = 0 para todo £ = 1,...,s asf que
k=1

x ¢ co(pj,, - -.,pj,) y podemos concluir que los puntos p;, , ..., pi,,Dj,, - - - , Pj, son diferentes

y por tanto, linealmente independientes, lo cual implica que

Co(pi17 s 7pis) N CO(pjl, cee 7pjt) = (Z)

Como f(z) € co(piy,...,pi,) ¥ Bly) € co(pj,,---,Dpj,), por definicién de A tenemos que

A < d(co(piys - - Pis)s co(pjys - - p5)) < [1B(x) — Byl

pero esto no puede ser, por lo tanto x € V;,, para algin m y {z,y} CV;, . =

Problema 13.7 Todo espacio X se puede encajar en I*°. Mds atn el espacio E(IOO)X

contiene un conjunto G denso en (I%°)X.

Solucién. Si {U*: k € N} es una sucesién bésica de cubiertas de X,y f: X — I®
es un UF — map para todo k, entonces f es un encaje. Ademds (I°°)X(U*) es abierto en

(I>)X, por lo tanto si demostramos que (I°)X(U) es denso en (I%°)X para todo cubierta
o0

abierta finita U de X entonces habremos probado que () (I°°)*(U*) es conjunto G5 denso
k=1

en (I*)X contenido en E(I®)X.
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Sean U cubierta abierta finita de X, f : X — I*® y ¢ > 0. Como I*® es compacto

existe G cubierta abierta de I*° tal que mesh(G) < 5.

El conjunto H = {f~![g] : g € G} es cubierta abierta finita de X. Existe L cubierta
abierta finita de X tal que L < U y L < H. Finalmente sea B cubierta abierta finita de
X tal que B < L.

bar

Tenemos que B b< L < U por lo tanto B b< UycomoB <L < H entonces B < H.
ar ar

Sea B; € B, B; C f~![g] para algin g € G. luego, diam(f[B;]) C § y en consecuencia
mesh({f[Bi] : B; € B}) < 5.

Sea B:(f[Bi]) = {z €I :d(z, f[B;]) < §}. Como B:(f[Bi]) es abierto en I y
dim (I*°) = oo, entonces dim (B%(f[BZD) = oo para todo .

Sea p1 € I* tal que p1 € B:(f[Bi1]). Tenemos que dim ({p1)) = 1, por lo tanto si
B:(f[Bz2]) € (p1) tendriamos que dim <B (f[Bg})) < 1 pero esto no puede ser. Por lo

£
2

tanto existe py € B%(f[Bz]) tal que p2 ¢ (p1).

Como dim (p1, p2) = 2, existe p3 € B% (f[Bs)]) tal que p3 ¢ (p1,p2).

Siguendo con este proceso existe una sucesién {p;};2; de I** tal que p; € Bz (f[Bi])

tal que p; ¢ (p1,...,pi—1) para todo i.

Por la forma en que tomamos a los puntos p;, estos son linealmente independientes
y d(pi, f[Bi]) < 5.

Sea [ : X — I*® el mapeo baricéntrico inducido por B y los puntos p; (esto tiene
sentido ya que I*® es convexo).

Como mesh[f(B)] < § y max{d(p;, f(B;))} < § tenemos que d(f,3) < €. Asf que

solo nos falta probar que 5 es un U—map.

Tomamos 7 > 0 como en el Problema 13.6 aplicado a los puntos p; que son linealmente
independientes y sea N un subconjunto abierto de I*® tal que diam(N) < 7, demostremos

que 37Y[N] C V para algin V € U.
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Sea p € B7[N]. Tenemos que ||3(p) — B(z)|| < 7 para todo x € B~![N], en conse-
cuencia {z,p} C B; para algin B; € B, de donde se sigue que 5[N] C st(p, B), asi pues,
como B < U tenemos que B_l[N] C V para algin V € U. Por lo tanto § es un U—map.

bar
]

Problema 13.8 léQ se puede encajar en R2.

Solucién. Sea f : l;Q — R x [[;2, Q; donde Q; = Q para todo i € N, definida como

fl(zi)$2,) = (|lz]| ,z1,22,...). Probarermos que f es un encaje.

Es claro que f es inyectiva y continua. Sean € > 0, {z"}22; una sucesién de l yTe
léQ tales que lim,_,o f(2") = f(z), es decir, lim,_, [|z"| = ||3:H y lim,, o ' = z; para
todo i. Probaremos que lim,,_,, 2" = x.

"

Como lim, s ||z = ||z, se tiene que lim, .o ||z”]|> = ||z|?, por tanto existe

Np € N tal que si n > Ny entonces Y22, (27)% — 372, (2)?| <

2k

También existe J € N tal que Y ;(z;)* < &. Asf que

D@ <+ (@)
=1 =1

J—-1 00 J—-1
= Y@+ Y (@) < @)+ o
=1 i=J =1

y tenemos que
oo

Z <Z xl )+3—251n>N1

i=J
Como lim,, .o x]' = z; para todo i € N entonces h’mn_m(a:?)2 = (z;)? para todo i € N,
luego, existe Ny € N tal que si n > Ny entonces S0 ' (a?)? — ()% < 35+ De donde se
sigue que si n > max{Ny, N2} entonces Y2 /(27)? < &.

Sabemos que (z; — z1)? < 4((x;)? + (27)?) para todo i € N, de modo que

o0

Z(ml —zM)? < Z (z:)? + Z

i=J i=J
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<4(12+62)=<156>5<;

P . J—1
Ademis existe N3 € N tal que si n > N3 entonces > ;_; (z; — 27)? < 5

Por lo tanto, si n > méax{Ny, N2, N3} entonces > oo (z; — z)? < ¢, es decir,
lim,, .00 "™ = x y por tanto f es un encaje.

Ademds dim(] ]2, Q;) = 0, lo cual implica, por el Teorema 13.3 que [[2; Q; se puede

(0)+1

encajar en R? = R. De aquf podemos concluir que léQ se puede encajar en R x R = R2.

Problema 13.11 Demuestra que el Teorema de la Grifica de Kuratowski no se puede

extender a superfices de dimensién 2 dando un encaje de K5 en el toro S* x S?.

Solucién. : Si damos los puntos pi1, p2, p3, P3, P4 ¥ ps v las rectas que los unen
A2, A13, A1a, A15, Aa3, Aoa, Aas, Asa, Ass y Ass como se ve en la Figura 11 en 12,
y luego haciendo la identificacién del toro que es mediante la realcién (z,y) ~ (a,b) si
(z,y) =(a,b),ox=ayly—bl=1,0y=byla—z|=1,0|x—al] =1=|y—b|, es claro

que K5 se puede encajar en el toro.

Figura 11
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X1V. Espacios universales de dimenison finita
14.1 Preliminares

Todo espacio de dimensién < n se puede encajar en RZ:"! y como dim(RZ:M) = n

tenemos que RQJZFI es universal respecto a la clase de los espacios métricos de dim < n.

Definicién Si C' es una clase de espacios, un espacio Z se dice que es uniwversal para la

clase C si todos los elementos de C' se pueden encajar en Z.

Los Teoremas 14.1 y 14.2 se demustran en [1, p. 77-79].

Teorema 14.1 Para todo n € N. existe un espacio universal para la clase de los espacios

de dim < n. De hecho, R es ese espacio.

Teorema 14.2 Supongamos que dim(X) < n < oo. Sea

E={fec (X . f es un encaje y Clpzas1 (f[X]) C Riﬁfl .

Entonces E contine un conjunto Gs denso en (I*"T1)X,

14.2 Problemas

Problema 14.6 Cualquier espacio tiene una compactacion de la misma dimensién que el

espacio.

Solucién. : Sea X tal que dim (X) < n. Por el Teorema 14.2, existe f : X —
I2"*1 tal que Clpm (f[X]) C ]Rinnﬂ, esto implica que dim (Clzm (f[X])) < n, y como
Clym (f[X]) € 2" Cliam (f[X]) es un conjunto compacto tal que X se encaja en él, por

lo tanto Cly2m (f[X]) es una compactacién de X de dim < n. m

Problema 14.7 Para todo n < oo, existe un conjunto compacto que es universal para la

clase de espacios métricos de dim < n.

Solucién. Sea X espacio métrico de dim < n. Por el Teorema 14.1 tenemos que X

se puede encajar en Riﬁj’l Por el Problema 14.6 tenemos que Riﬁj’l se puede encajar en
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un espacio compacto de dim < n, llamémoslo Y, por lo tanto X se puede encajar en Y, asi
que Y es un espacio compacto universal para la clase de los espacios métricos de dim < n.

Problema 14.8 Dar una caracterizacién de la clase de los espacios para los cudles QQ es

universal.

Solucién. Si X es un espacio numerable de dim < 0, por el Teorema 14.1, sabemos

. 1 . L . .
que X se puede encajar en Rz, que es el conjunto de los nimeros irracionales, pero como
es numerable y cualquier subconjunto numerable de la recta real se puede encajar en Q,

X se puede encajar en Q.

Reciprocamente, si X se puede encajar en Q entonces dim (X) < 0. Por lo tanto Q

es universal para la clase de los espacios métricos numerables de dim < 0. m
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XV. Dimension y cubiertas

Un espacio X tiene dimensién n si y sélo si toda cubierta abierta finita de X tiene

un refinamiento de orden < n.

Esta caracterizaciéon de dimensién n nos da una para espacios compactos.

15.1 Preliminares
Definicién (definicién de dimensién cubriente): Sea n un entero > —1.

1. X tiene dimension cubriente < n, escrito c¢d(X) < n, si cualquier cubierta abierta

finita de X puede ser refinada por una cubierta abierta finita de orden < n.
2.cd(X)=nsiysolosicd(X)<nycdX)Ln-—1.

3. ¢d(X) = oo siy s6lo si cd(X) £ n para todo n.

Definicién Sea {X;, f;}7°, una doble sucesién de espacios X; y funciones f; : X;11 — Xj;

el limite inverso de {Xj, fi}32, es

{$ € HXz : fZ O7T7;+1(:E) = Wl(l‘)}

i=1

Los Teoremas 15.1 y 15.2 se demuestran en [1, p. 81 y 82].

Teorema 15.1 dim(X) < n siy sélo si ed(X) < n, por lo tanto dim(X) = n si y sélo si
cd(X) =n.

Teorema 15.2 Sea X un espacio compacto. dim(X) < n si y sélo si existen cubiertas

abiertas finitas de X de mesh arbitrariamente pequeno y orden < n.

Teorema 15.3 Sea X un espacio compacto y C el conjunto de Cantor. Entonces existe

f: C — X continua y suprayectiva.
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15.2 Problemas

Problema 15.4 Supongamos que al menos uno de los espacios X y Y es compacto. Si
existe un U—map de X en Y para todo cubierta abierta finita U de X, entonces

dim(X) < dim(Y).

Solucién. Es claro que el Problema se cumple si dim(Y’) = oo. Supongamos que Y’

es compacto y dim (Y') = n.

Si U cubierta abierta de X, existe f : X — Y tal que f es un U—mapeo, por
definicién, para todo y € Y existe U, abierto en Y tal que ffl[Uy} C A para algin A € U.
Tenemos que los conjuntos U, forman una cubierta abierta de ¥ y como Y es com-

m
pacto existen yi,...,yn tales que Y = |J Uy,. Como {U,,}I" es cubierta abierta finita
i=1

de Y y dim(Y) = n, por el Teorema 15.1 existe V refinamiento finito de {Uy, }i, tal que
ord(V) <n.

Claramente W = {f7![B] : B € V} es cubierta abierta finita de X, ademds es
refinamiento de U ya que para todo B € V, existe y; tal que B C Uy, por lo tan-
to f71[B] C f71[U,] C A para algin A € U, es decir, W es refinamiento de U. Si

FYB1l, .., f [ Bniz] son n + 2 elementos de W, tenemos que
n+2 n+2
N riBl=rt | B =50 =0,
i=1 i=1

de donde se sigue que ord (W) < n. Por lo tanto, por el Teorema 15.1, dim (X) < dim (V).

Ahora supongamos que X es compacto y dim (X) = n. Sea U cubierta abierta finita

de X.

Existe f : X — Y U—mapeo, ademds se debe tener que existe V' cubierta abierta de

Y tal que W = {f![B]: BeV} < U.

Como X es compacto y f es un encaje, f[X] es compacto, lo cual implica que existen

Vi,..., Vi € V tales que f[X] C U Vi. Si A = |J Vi, entonces fIX]N(Y —A) =0y
= .

i i=1
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como f[X]y Y — A son cerrados ajenos, por normalidad existe B abierto en Y tal que

fIXINB=0yY —AC B. Por lo tanto Y = |J V; U B.
i=1

Notemos que {Vi,...,Vy,, B} es cubierta abierta finita de Y. Como dim (Y) = n,
existe Z cubierta abierta finita de Y tal que Z < {V1,...,V;,, B} y ord(Z) = n.

Sea P = {f7'[C] : C € Z}, P es cubierta abierta finita de X. Demostremos que
P <Uyord(P)<n.

SiCeZ, CCV;paraalginié C C B.
Si C C V;, entonces f1[C] C f~1[V;] C D para algiin D € U.

Si C C B, entonces f~1[C] C f~1[B] y como BN f[X] = () tenemos que f~![B] =0

y en consecuencia f1[C] = (), asf pues, P < U.

Sean f~YC4],..., f1[Chi2] n+ 2 elementos de P. Observémos que
n+2 n+2
rcl=r" G| =r"01=0,
i=1 i=1

por lo tanto ord (P) < n, asi que dim (X) < n y por tanto dim (X) < dim(Y). =

Problema 15.5 Supongamos que X y Y son compactos. Si existe un e—map de X en
Y para todo € > 0, entonces dim (X) < dim (Y’). (una funcién se llama e—mapeo si
diam|[f~1(y)] < e para todo y; nota: diam(()) = 0).

Solucién. Supongamos que dim (Y') = n,
Sea U cubierta abierta finita de X. Como X es compacto, existe A mimero de

Lebesgue de U, para ese A existe f : X — Y A—map, es decir, para todo y € Y
diam[f~(y)] < A, lo cual implica f~(y) C V para algin V € U.

Al ser V abierto en X, X — V es cerrado en X. Al ser X compacto, X — V es

compacto, por continuidad, f[X — V] es compacto y por tanto es cerrado en Y.
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Los conjuntos {y} y f[Y — V] son cerrados ajenos en Y. Por normalidad, existe W),

abierto en Y tal que y € Wy, y W, N f[X — V] =0, asi que
Wy fIX =V =0 =0
y por tanto fH[W,] N (X — V) =0, es decir, f~1[W,] C V.

m

Claramente Y = |J Wy, al ser Y compacto, existen yi, ..., ym talesque Y = J W),.
yey =1

Llamamos W = {W,,}7",, como W es cubierta abierta finita de Y y dim (Y') = n, existe

Z cubierta abierta finita de Y tal que Z < W y ord (Z) = n.

T = {f7'[A] : A € Z} es cubierta abierta finita de X, ademds, si A € Z entonces
A C W, para algin i y esto implica que f~1[A] C f~1[W,,] C V para algiin V € U, por

lo tanto T" < U.

Sean f~l[A1],..., f}[Ani2] € T. Tenemos que
n+2 n+2
A=) A =0 =0,
i=1 i=1

esto implica que ord (T') < n, en consecuencia dim (X) <n =dim(Y). m

Problema 15.6 Si X es el limite inverso de espacios compactos de dim < n, entonces

dim(X) < n.
Solucién. Primero demostraremos que X cerrado.

Sea x € Cl(X), existe {z,}72; C X tal que limy, oo &y, = z. Al ser fiomip1 y m

continuas en [[72 | X,, para todo ¢ € N tenemos que

lim fjomit1(zy) = fiomipi1(x) y lim 7mi(xy) = mi(z).

Ademas f; o mit1(zy) = mi(zy,) para todo i,n € N, por lo tanto f; o miy1(x) = fi(z) para
todo ¢ € N. Por definicién de limite inverso, esto implica que x € X y por tanto, X es

cerrado. Ademds como [[>2; X,, es compacto, X es compacto.
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Ahora veamos que dim(X) < n usando la definicién de cubiertas. Sea U cubierta
abierta finita de X. Cada elemento de U se puede ver como unién numerable de abiertos
bésicos, al ser X compacto puede ser cubierto por una cantidad finita de estos abiertos

basicos, llamemos a esa cubierta de bésicos V = {V1,...V,}.
Claramente V < U, ademds podemos suponer que existe t € N tal que
Vg - <Vls,...,‘/ts>,

también es claro que f; om;y1[Vs] = m;[V5] para todo s = 1,...,r y para todo ¢ € N ya que

son subconjuntos del limite inverso. Esto implica que cada V; lo podemos ver como

Vs = (Alfal - [feaVEIL DL fealfea V), Fed VL V)

al ser V cubierta abierta de X se tiene que {V;},...,V;"} es cubierta abierta finita de m;[X].
Por tanto existe W; cubierta abierta finita de m;[X] C X; tal que W; < {V,',....V/'} y
ord(W) < n ya que dim(X;) < n.

Si Wy ={Wh,..., Wy}, tenemos que

W = {(filfel- - [fiaWil] . ) - fealfema [Wil]s feea [W3], W) 12y

es cubierta abierta finita de X tal que W < V' y como ord(W;) < ny V < U entonces
ord(W) <ny W <U. Por lo tanto dim(X) <n. m

Problema 15.7 Sea X un espacio compacto, y supongamos que 0 < n < oco. Entonces
dim (X)) > n si y sélo si existe € > 0 tal que cualquier cubierta cerrada finita de X

con mesh < ¢ tiene orden < n.

Solucién. Supongamos que para todo € > 0, existe una cubierta cerrada finita de

X con mesh <eyord <n—1.

Sean U cubierta abierta finita de X y A ndmero de Lebesgue de U.

92



Por hipdétesis tenemos que existe C = {C1,...,Cp} cubierta cerrada finita con

mesh < Xy ord(C) <n—-1. 8iCj,...Cj,,
n+1
N Ci, =0y existen Uy, ..., U,y € U tales que C;, C Uy,
k=1

son n + 1 elementos de C, tenemos que

Sillamamos B.[C;, ] = {z € X : d(z,C;,) < €} alabola de radio € de C;, sabemos que

n+1 n+1
existe ¢ > 0 tal que () B:[C;,] = 0, ya que si para todo e > 0, (| B:[C;,] # 0, tendrfamos
k=1 k=1
n+41
que existe z,, € (| B1[C;,]. De esta manera, al ser X compacto, tendriamos que la sucesién
k=1 "
{zn}52, tendria una subsucesién convergente {x,, }32 ;. Sea = limy_, o Zp, . Tenemos que

x € B1[C;,] para todo n € Ny para todo k = 1,...,n + 1, esto implicarfa que =z € Cj,
n+1

para todo k y por lo tanto () Cj, # 0. pero esto no puede ser, por lo tanto existe ¢ > 0
k=1
n+1
tal que [\ B:[C;,] = 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad que B.[C;, | C Uy.
k=1

De esta manera tenemos que {B.[C;,|}7F] < U y tiene orden < n — 1, por lo tanto

dim (X) <n-—1.

Sean € > 0 como en la hipétesis y U cubierta abierta finita de X. Existe A nimero

de Lebesgue de U, podemos suponer que A < €.

Sea A = {Bx(z)}zex. A es cubierta abierta de X, al ser X compacto existen

m
Ti,...,Tm € X tales que X = |J Bx(x;). Si llamamos C; = Cl(Bx(z;)) tenemos que
i=1
C = {C;}" es cubierta cerrada finita de X con mesh = A < e. Por lo tanto existen
n+1
i1y, int1 tales que [ Cj, # 0.
k=1

Como mesh (C') = A, tenemos que C; C V para algiin V' € U. Por normalidad existe
W; abierto en X tal que C; C W; C V, luego, W = {W;}", es cubierta abierta finita de

X y es refinamiento de U. Ademds

n+1 n+1
0# () Cin € () Wi
k=1 k=1

por lo tanto ord (W) > n. Esto implica que dim (X) > n. =

Problema 15.8 Supongamos que Y es un espacio compacto distinto del vacio sin puntos

aislados y C' es el conjuntos de Cantor. Si dim(Y) < n < oo, entonces existe una
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funcién f : C — Y suprayectiva y continua tal que f~!(y) tiene cardinalidad < n+1

para todo y € Y.

Solucién. Sea S(YY) = {¢ € YU : ¢(C) = Y}.(sabemos que S(Y?) # (). Para
todo k=1,2,..., sea

1
Cr = {qS e S(YY) :existen y € Y y c1,...cnyo € ¢ Hy) tales que |¢; — ¢l > Z sii #j}

Demostraremos que C}, es cerrado para todo k.
Sea f € Cl(Cy). Existe {f }5°_; tal que f, € Cr y limp—o0 frn = f-
Por definicién, para todo m € Nexisten ¢, € Y y ¢y oo Cmpyn € Fr X(ym) tales que

|cmi — Cmn+2‘ > % sii# j. Al ser Y compacto podemos suponer que la sucesion {ym, }5°_

es convergente.

. 4 . . i 4 0o .
Como C es compacto, también podemos suponer que la sucesion {cm,, }°°_; es con-

., Jore) . .2 [e'e) <
vergente. La sucesion {c;, }5y_; tiene una subsucesién convergente {cm;, }32;, ademds, la
sucesion {ij1 };";1 también es convergente, es decir, podemos suponer que las sucesiones

{em, }2° 1 v {em, }20_ son convergentes.

Siguiendo con este procedimiento vemos que podemos asumir que las sucesiones

{cm,; }5°_; son convergentes para todo i =1,...,n+ 2.
Sean y = liMy,—00 Ym ¥ ¢ = limy, o0 ¢, para todo ¢ =1,...,n + 2. Tenemos que
(&) =yl =] Jim_fn(em,) = Mm_yo| = 1im |fin(cm,) — yml =0 para todo i
m—0o0 m—0o0 m—0o0

Por lo tanto ¢; € f_l(y) y

lei —¢j| = ’ Iim ¢, — lim ¢,
m—oo '  m—oo 7
, .1 r ..
= lim }cmi—cm.}z lim — = —sii#j.
m—0o0 J m—00 k

Por lo tanto f € Cy, y de aquf se sigue que Cj, es cerrado en S(Y¢).
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Ahora demostraremos que S(Y¢) — Cy es denso en S(Y©).

Sean f € S(Y®) y € > 0. Sabemos que existe U = {Uy,...,U,} cubierta abierta
finita de Y tal que mesh(U) < ey ord(U) < n. Sea V = {Vi,...,V,,} cubierta abierta de
Y tal que CI(V;) CU; paratodoi=1...,m.

{f71U;]} ™ es cubierta abierta finita de C, si A es el nimero de Lebesgue de esta
cubierta, existe W = {Wh,..., W;} cubierta abierta finita de C tal que ord(W) < 0y
mesh(W) < min {), 1}

ord(W) < 0 implica que los elementos de W son conjuntos abiertos, cerrados y

ajenos, por lo tanto podemos suponer que W; = C' para todo i =1,...,t.

Como los elementos U; € U son diferentes y f es suprayectiva, los elementos f~1[U]
también son diferentes, asf que para todoi = 1,...,m, existe W; € W tal que W; C f~1[U;]

ya que mesh(W) < X implica que W < {f~1[U;]} ;.

Al suponer que W; = C, por el Teorema 15.3, tenemos que para todo ¢ = 1,...,m
existe g; : W; — CI(V;) continua y suprayectiva. Sean W;,,..., W, los elementos de W

que estdn contenidos en f~1[U;] y son distintos de W;.

Como U es cubierta de Y existe z € U;— | Uj, claramente z ¢ |J CI(V;), por ser este

J#i J#i
conjunto cerrado, existe r > 0 tal que B,.(z) N |J Cl(V;) = 0. Por lo tanto B,(x) C CI(V;)
J#1
ya que {CI(V;)}7L; es cubierta de Y.
Por hipétesis, Y no tiene puntos aislados, por tanto, existen a;, , . .. a;, € By(x) puntos

distintos y definimos g;, : W;, — CI(V;) como g;,(xz) = a;, para todo I =1,...,s.

Finalmente definimos ¢g : C' — Y como g(x) = g¢;(x) si x € W;. g estd bien definida
ya que los elementos de W son ajenos y es continua ya que cada una de las funciones g; es
continua en cada W; cerrado, ademads es suprayectiva ya que para todo i =1,...,m g; es

suprayectiva, por lo tanto g € S(YC).
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Supongamos que g € Cy. Sean y € Y y ¢1,...,¢n12 € g~ (y) como en la definicién
de Cy. Si |¢; — ¢j| > % si i # j entonces ¢; € We, para todo iy We, N We, sii# j ya que
mesh(W) < 4. Por definicién tenemos que g, va de W, en CI(V,,) para algin a;.

Si los V,, fueran diferentes, tendrl’amos que y = g(¢;) = ge,(ci) € Cl(Vy,) C Uy, para
todoi =1,...,n+2, por lo tanto ﬂ U,; # 0, contradiciendo el hecho de que ord(U) < n.

El otro caso es que existen W, y W tales que
Gei : We, — CUVy) ¥ ge;  We, — CU(V5),

en este caso alguna de estas funciones es constante. Si las dos son contantes, por como
definimos las constantes tendriamos que g(c;) # g(c;j), una contradiccién. Si solo una es
constante, por ejemplo g.,, tomamos otro elemento ¢, si ge, va de We, en Ci(V;) entonces
Ge; ¥ Je, serfan funciones constantes con constantes diferentes, por lo tanto g(c;) # g(cs),
también llegarfamos a una contradiccién. Si ge, We, — CI(V},,) con p # s tenemos que

por definicién g(¢;) € Cl(Vy) — U Cl(V;), en particular, g(¢;) ¢ CI(V,), por lo tanto

g(ci) # g(cp,). Esta contradicciéon nos dice que g ¢ Cy.

Veamos que S(Y?) — Cy es denso en S(Y?). Sea = € C, tenemos que = € W; para
algin i. Como g; : W; — CI(V}) para algtn j, por como definimos la funcién, tenemos que
x € fUj], asf que

9(@) = giw) € CUV)) Uy y f(x) €

mesh(U) < € implica que diam(U;) < e. Por lo tanto dy (f(x), g(x)) < € para todo = € C.
de donde se sigue que d(f,g) < e. Por lo tanto S(Y¢) — C}, es denso en S(Y) para todo
ke N.

Tenemos que () (S(Y?)) — C) = S(YC) — ] Cy es denso en S(YY) ya que es
k=1 k=1

oo

interseccién numerable de abiertos densos en S(Y'¢). Sea f € S(Y®)— () C} y supongamos
k=1

que existe y € Y tal que la cardinalidad de f~!(y) es > n + 2.
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Sean ci,...,cnt2 € f1(y) puntos diferentes y € = min{|c; — ¢;|}j». Como & > 0
existe k € N tal que 0 < % < e. Esto implica que |¢; — ¢j| > % si i #£ j, pero esto contradice

el hecho de que f ¢ Cj.

Por lo tanto tenemos que f : C — Y es continua y para todo y € Y, f~1(y) tiene

cardinalidad <n+1. =m
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XVI. Caracterizacion de dimension con valores estables de funciones en

n-celdas

Damos una caracterizacion de dimensiéon en términos de funciones continuas: un
espacio X tiene dimensién > n si y sélo si existe una funcién f : X — I"™ con un valor

estable. Este resultado es muy importante para los resultados de los siguientes capitulos.

16.1 Preliminares

Definicién Un valor estable de una funcién f : X — Y es un punto p € f[X] para el cual

existe € > 0 tal que y esta en la imagen de todas las funciones g : X — Y tales que

d(f,g) <e.

El siguinete Teorema se demuestra en [1, p. 85-89)].

Teorema 16.1 dim(X) > n siy solo si existe una funcién de X en I" con un valor estable.

El Teorema 16.2 se demuestra en [1, p. 89 y 90].

Teorema 16.2 dim(X) <n — 1 si y solo si para cualesquiera n pares (C;, C’;) de subcon-
juntos cerrados ajenos no vacios de X existen n subconjuntos cerrados Bi,..., B,

, n
de X tales que B; separa a C; y C; en X para todo iy (| B; = 0.
i=1
Lema 16.3 Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas y ¢ € Z. Si ¢ es valor
estable de go f y f es suprayectiva entonces ¢ es valor estable de g.
Demostracién. Por hipdétesis existe € > 0 tal que para toda h : X — Z tal que
d(go f,h) < e, se tiene que q € h[X].
Seaj:Y — Ztalqued(g,j) < e. Esto implica que d(gof, jof) < €y en consecuencia,
q € jo f[X] = j[f[X]].- Al ser f suprayectiva tenemos que f[X] =Y, lo cual implica que

q € j[Y]. Por lo tanto ¢ es valor estable de g. m
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16.2 Problemas

Problema 16.8 Los siguientes puntos ¢ no son valores estables de cualquier funcién f
definida en cualquier conjunto X al conjunto Y que se indica suponiendo que ¢ estd

en la imagen de f:

(a) Y = Z x I", donde Z es cualquier espacio y ¢ € Z x Frgn(I");
(b)Y =1"yqeY;

(¢) Y es el espacio del problema 1.14 y ¢ = (0,y), donde —1 < y < 1;

(d) Y es cualquier espacio de dimensién cero y ¢ es cualquier punto de acumulacién

deY.
Solucién. Seane >0,y f: X — Y. Veamos cada uno de los casos.

(a) Sea ¢ un real positivo tal que c <1y 1 —c < %

Tenemos que f(z) = (h(x), fi(z),..., fu(x)) donde h(z) € Z y |fi(z)| < 1 para todo
i, esto implica que |cf;(x)| < 1 para todo i. Por lo tanto la funcién g definida en X como
g(z) = (h(z),cfi(zx),...,cfn(x)) tiene valores en Y y es claro que no toma valores de

Z X Frgn(I") por lo tanto ¢ ¢ g[X]. Ahora veamos que g es e—cercana a f.

Sea z € X. Notemos que || f(z) — g(z)|| = (1 —c)y/ >, f2(z) < %\/ﬁ = ¢, asf que
podemos concluir que d(f, g) < € y ¢ no es valor estable de f.

(b) Tenemos que f(z) = (fn(2))52, donde |fn(z)| < 1 para todo n € N. Ademds
existe N € N tal que > 00 v 4 < &%,

Tomamos puntos 1, € [—%, %] tales que r, # g, para todo n > N y definimos

g: X —Y como

g(.’L‘) = (f1($)7 .- '7fN—1(x>>rNarN+17 .- )

Como 7, # g, para todo n > N es claro que ¢ ¢ g[X], ademds

Af.g) = | S (fal@) =2 < || 3 5 <=

Por lo tanto ¢ no es valor estable de f.
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(c)SearcRtalque 0 <r <eyh:Y — Y definida por

(x,y) sir<z
h(z,y) =
(ryy) siz<r

Demostraremos que ho f es la funcién que buscamos..h esta bien definida ya que en ambos

casos h(r,y) = (r,y). También es continua ya que lo es en ambos pedazos.
Ahora demostraremos que d(h,id) < €. Sea (z,y) € Y.

Si r < x entonces

17z, y) —id(z, y)|| = [(z,9) = (z,9)| = 0 <e.
Si z < r entonces
1h(z, y) —id(z,y)|| = |(r,y) — (@, y)l| = |r —z] <e
ya que 0 <z <r < e. Por lo tanto d(h,id) < €. Esto implica que
d(ho f,ido f) =d(ho f,f) < e.

Ademas, por como esta definida h es claro que la primera coordenada de h(z,y) es mayor
oigual a r y 0 < r. Por lo tanto ¢ ¢ h[Y] y en consecuencia ¢ ¢ h o f[X]. Por lo tanto ¢

no es valor estable de f.

(d) dim (Y) = 0 implica que existe V abierto y cerrado de ¢ tal que diam (V) < e.

Al ser este punto de acumulacién de Y, existe p € V tal que p # q.

fYHV]y fLY — V] son abiertos y cerrados de X, ademds, f~[V]Nf 1Y -V] =10
y fHV]U 7Y — V] = X. Definimos g : X — Y, como

f(x) size f Yy —V]

g9(z) = _
D size fV]

g es continua en X ya que es continua en los dos conjuntos y estos son abiertos y ajenos.
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Siz € f~Y—V], entonces d(f(x), g(x)) = d(f(x), f(z)) = 0. Siz € f~1[V] entonces
fz)eVy

Por lo tanto d(f,g) < e.
Es claro también que ¢ ¢ g[X] ya que ¢ ¢ Y — V. Por lo tanto ¢ no es valor estable
de f. m
Problema 16.9 Los siguientes puntos son valores estables de la funcién f :
(a) f: T — I es cualquier funcién suprayectiva y ¢ € (0, 1);
(b) f: T S donde f(t) = (cos(27t),sin(27t)) para todot € I,y ¢ € S* —{(1,0)};
(c) f:T— S donde f(t) = (cos(3t),sin(3nt)) para todo t € I,y ¢ € S;
(d) f: 8t — St donde f(z) = 22 para todo z € St, y ¢ € S%;
(e) f: St — St es cualquier homeomorfismo y ¢ € S*.
Solucién. (a)Sea ¢ =min{q,1 —q}y ¢g:I—Ital qued(f,g) <e.

Existen x,y € [0, 1] tales que f(x) =0y f(y) =1, por lo tanto
gz) <e<g<1l—e<g(y).

Por conexidad de I y continuidad de g, tenemos que ¢ € g[X]. Por lo tanto ¢ es valor

estable de f.

(b) Supongamos ¢ = (—1,0). Sean ¢ > 0tal que 0 < e <1y g:[0,1] — S! tal que
d(f,g9) < e. g esdelaforma g(t) = (g1(t), g2(t)) donde (g1(¢))? + (g2(¢))? = 1.

Tenemos que

3 1
—1§gg(4)<—1+E<0<1—5<gg<4>§1

Por lo tanto existe ¢y € [i, %] tal que g2(to) = 0, de donde se sigue que g;(tg) = +1. Pero
para todo t € [%, %] se tiene que —1 < cos(27t) < 0, por lo tanto g1(t) < € < 1. Esto

implica que ¢1(tp) = —1, por lo tanto g(tg) = (—1,0) = q.
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Supongamos (1,0) # ¢ # (—1,0), es decir ¢ = (q1,92) con q1 # £1y g2 # 0.

Supongamos qi,q2 > 0. Sean 0 < £ < min{q1,q2,1 — g2} y g : [0,1] — S! tal que
d(f,g) < e. Tenemos que

1
gg(O)<5<gg<1—E<gg<4>§l.

Por lo tanto existe to € [0, %] tal que g2(to) = ga.
De lo anterior concluir que g(t9) = (£q1,q2), pero para todo t € [0, ﬂ se tiene que
—q1 < —e < g1(t) < 1. Por lo tanto gi1(to) # —q1 v g(to) = (q1,92)-

El resto de los casos se hace manera andloga, asf que podemos concluir que q es valor

estable de f.

(c) Tenemos que f \[0 2 [0, %] — S es parecida a la funcién del inciso (b), por lo
'3
tanto podemos concluir que todos los puntos de S' — {(1,0)} son valores estables de f.

Solo falta probar que (1,0) es valor estable de f:

Sean 0 < e < 1yg:[0,1] — S tal que d(f,g) < . Tenemos que g(t) = (g1(t), g2(t))

1
—1§gl<3><—1+8<0<1—a<gl(0)§1

Por lo tanto existe to € [0, 1] tal que g1(to) = 0, de donde se sigue que g(tg) = (0, +1),
ademds, para todo t € [0, %] 0 < sin(3nt) < 1, por lo tanto —1 < —& < ga(t) < 1, por lo

tanto g(tg) = (0,1) = gq. Por lo tanto ¢ es valor estable de f.

(d) Sea g : I — S! definida por g(t) = (cos(2nt),sin(27t)). Demostraremos que q es
valor estable de f o g(t) = (cos(4nt),sin(4nt)).

Supongamos que ¢ = (q1,q2) es tal que =1 < ¢ < 1y g2 > 0. Seane > 0y
h = (h1,hs) : T — S' tales que ¢ < min{qo,1 —q1,q1 + 1} y d(fog,h) < e.

Notemos que para todo t € I, d(cos(4nt), h1(t)) < €, en particular,

d(1,hi(0)=1—h1(0)]=1—hm(0)<e<l—q
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(o)) o () n () <en

hy <i> < q < hi(0).

Asi que

Por conexidad de [0, ﬂ y continuidad de hi, existe ty € [O, ﬂ tal que hi(tg) = q1. De
manera que h(to) = (q1,q2) 6 h(to) = (q1, —q2) ya que g € S*.

Para todo t € [0, 1], sin(4nt) € I. Asf que 0 < sin(4t) y en consecuencia
—ha(t) < sin(4nt) — ha(t) < & < go.

Por lo tanto —ga < ha(t) para todo t € [0, ﬂ , lo cual implica que h(ty) = (q1,92) = q.

De manera andloga para el resto de los casos podemos demostrar que g € h[I] para

todo ¢ € S*, es decir, ¢ es valor estable de f o g.

Usando el Lema 16.3 tenemos que todos los puntos de S! son valores estables de f.

(e) Resolveremos el caso en el que ¢ = (q1,q2) es tal que —1 < ¢1 <1y 0 < ¢o. El

resto se resuelve de manera andloga.

Sea C' = {(z,y) € S*: =1 <z <1y 0 <y <1} El conjunto C es conexo, al ser f un
homeomorfismo f~![C] también es conexo.Ademds existen a,b € S* tales que f(a) = (1,0)

y f(b) = (=1,0). Es claro que a,b € f~1[C].
Seane > 0y h = (hy,hg) : St — St tales que e < min{qa, 1 —q1,q1 +1} y d(f, h) < e.

Notemos que
1f(a) = h(a)|| = [I(1,0) = h(a)|| <& <1=gry [If(b) —R(b)]=[(-1,0) = h(b)[ <& < q+1.
Asi que

1 —hi(a)]=1—=hi(a)<l—qy |-1—=hi(b)] =hi(b)+1<q+ 1.
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En consecuencia

hi(b) < q1 < hi(a).

Por continuidad de hy y conexidad de f~1[C], existe x € f~1[C] tal que hi(z) = q1, Esto
implica que h(x) = (q1,¢2) 6 h(z) = (q1, —q2).

Para todo y € h™1[C], fa(y) > 0. De manera que

—ha(y) < fa(y) — ha(y) < e < g

Luego —qa < ha(y), en particular, —gs < hgo(x) y por tanto h(z) = (q1,q2)-

De esta manera hemos probado que g es valor estable de f. m

Problema 16.10 Sean X y Y espacios tal que Y es compacto, h : Y — Y un homeomor-
fismo y ¢ € Y. Si g no es valor estable de todas las funciones f : X — Y tales que

q € f[X], entonces h(q) no es valor estable de todas las funciones g : X — Y tales
que h(q) € g[X].
Solucién. Al ser Y compacto, h es uniformemente continua, por lo tanto, para todo

x,y €Y existe § > 0 tal que si d(z,y) < J entonces d(h(zx),h(y)) < e.
Sea g: X — Y tal que h(q) € g[X].

La funcién h™! o g va de X en Y y claramente ¢ € h™! o g[X]. Por hipétesis existe
f:X —=Ytalquedhtog, f) <dyq¢ f[X]. En consecuencia d(g,h o f) < £ y como
q ¢ f[X]y h es biyectiva, tenemos que h(q) ¢ ho f[X]. m

Problema 16.11 Sean X y Y espacios tal que Y es compacto y todo punto de toda
funcién de X en Y no es valor estable. Si Z 2 Y, entonces todo valor de toda funcién

de X en Z no es valor estable.

Solucién. Sean ¢ > 0, f : X — Z y q € f[X]. Por hipétesis existe h : Y — Z
continua y biyectiva, por lo tanto bt o f vade X en Y y h™1(q) € h™! o f[X]. También
sabemos que existe g : X — Y tal que d(h™' o f,g) <0y h™1(q) ¢ g[X], donde & es como
en el problema anterior. Por lo tanto d(f,goh) < ey q ¢ go h[X]. Por lo tanto ¢ no es

valor estable de f. m
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Problema 16.12 Sean X y Y espacios tales que Y es compacto, y sea h : Y — Z un
homeomorfismo. Si ¢ no es valor estable de f : X — Y, entonces h(g) no es valor

estable de ho f: X — Z.

Solucién. Es inmediato del problema anterior. m

Problema 16.13 La propiedad "todo valor de toda funcién de X en Y no es estable"no
es invariante topolégico de Y cuando Y no es compacto. Sea C' el conjunto de Cantor

y Y un subconjunto de R? dado por:

Y = ([C={0}] x [-1,1]) U {(0,0)}.

Todo punto de Y no es valor estable de ninguna funcién de Y en Y, pero existe Z C R?

tal que Y y Z son homeomorfos y existe f : Y — Z con un valor estable.

Solucién. Sean g: Y — Y, e >0y z = (a,b) € Y. Por definicién de Y, a € C.
Sabemos que C' es un conjunto totalmente disconexo, esto implica que existe s > 0 tal que
Bs(a) es cerrado ( y abierto) en C'y s < 5 ( ver Figura 12). También sabemos que C' es

perfecto, luego, existe r € C tal que |a —r| < s. Definimos h : Y — Y ( ver Figura 13),

como:
(r,y) si|z—al>s
h(z,y) =
(ryy) si|z—al<s
1T 17
L y
|
A 4
4
Al o (2
ot : 0- :
"’*:S H os ijo M| os 19
|
|
-1 - l l 1 H
Figura 12 Figura 13
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Por construccién, ningin punto en la imagen de h tiene a ¢; como primera coorde-
nada, por lo tanto ¢ ¢ h[Y]. Ademds h es continua en ambas partes donde se defini6 y por

como se tomo s, esas partes también son cerradas y ajenas. Asi que h es continua.

Si (z,y) € Y, entonces por definicién de h tenemos que

0
d((z,y), h(z,y)) =

|z — 7]

asi que

g g
d(($,y),h(l‘,y)) < |x_q1‘+|q1_T’ <s+s< §+§:5a

es decir, d(id,h) < e y esto implica que d(g,h o g) < €. Por lo tanto ¢ no es valor estable

de g.

Para la segunda parte del problema definimos f : Y — R? ( ver Figura 14) como

f(l‘, y) -
(z,%) si(z,y) #(0,0)
y ] Y f Vag M
I .
0 f 0
05 1
Figura 14
-20 T

1

Si Z = f[Y], entonces f : Y — Z es un homeomorfismo. Demostremos que (0,0)
es valor estable de f. Supongamos que no es valor estable. Por definicién existen € > 0 y

g:Y — Z tales que d(f,g) < ey (0,0) ¢ g[Y].
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De esta manera tenemos que si g(0,0) = (z,y) entonces x > 0. Ademds, por con-
tinuidad y conexidad, las rectas cercanas a (0,0) en Y bajo g van a dar a rectas cercanas

a ¢(0,0) en Y.

Esto implica que si 0 < 7 < x, existe § > 0 tal que si (w,2) € Y es tal que w < ¢,

entonces g(w,y) € B = {(a,b) € Z tales que |a — x| < r}.

Claramente B es acotado, luego, existe M > 0 tal que ||z|| < M para todo z € B.

SeaweCtalqued<w<dy H(w, %)H > M + e. Tenemos que g(w, 1) € B, por lo

tanto

I5w.2) = gt 0l = | (w2 ) = a0 = | (w01 ) = latw )|

_ H(w7;>H—Hg(w,l)H SMte-M=c

Pero esto no puede ser (ya que d(f,g) < ). Por lo tanto ¢(0,0) = (0,0), de donde se sigue
que (0,0) es valor estable de f. =

Problema 16.14 Sea X un continuo no degenerado. Para todo n > 2, existe una funcién

suprayectiva de X en I" tal que ningin valor es estable.
Solucién. Sean g € Iy € > 0.

Como X es un continuo no degenerado tenemos que dim(X) > 1. Por tanto existen

Cy y Cy cerrados ajenos no vacios de X. Definimos f en X como f(z) = m.

La funcién f estd bien definida ya que C7 y Cs son cerrados y ajenos, es continua al

ser suma y composicién de funciones continuas, y f[X] C I.

Notemos que si x € C; f(z) = 0y sixz € Cy f(z) = 1. Por conexidad de X y

continuidad de f, tenemos que f[X] =1, es decir, f es suprayectiva.

Sabemos que existe g : I — I" continua y suprayectiva, esto implica que gof : X — I"

es suprayectiva.

Como dim(I) =1 < n — 1, por el Teorema 16.1, existe h : I — I" tal que d(h,g) < ¢
y q ¢ h[I].
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De aqui se sigue que d(ho f,go f) < ey q ¢ ho f[I], por lo tanto g no es valor estable
degof. m
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XVII. Caracterizacion de dimension con valores estables de funciones

en n-esferas

Damos una caracterizaciéon de dimensién én términos de funciones similar a la del
capitulo anterior: un espacio X tiene dim > n si y sélo si existe f : X — S™ con un valor

estable.

17.1 Preliminares

El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 93-95].

Teorema 17.1 Sea f : X — I" y g € f[X]. ¢ no es valor estable de f si y solo si para
toda vecindad abierta U de g en I", existe una funcién g : X — I" que cumple los

siguientes tres enunciados:
(1) g(z) = f(z) si f(z) ¢ U;
(2) g(z) € Usi f(z) € U;
(3) ¢ & g[X].

Los Teorema 17.1 y 17.2 se demuestran en [1, p. 95-97].

Teorema 17.2 Supongamos que dim(X) < n — 1 y que Y contiene un n — celda J".

Entonces, toda funcién f: X — Y, no tiene valores estables en Inty (J").

Teorema 17.3 dim(X) > n siy solo si existe un funcién de X en S™ con un valor estable.

17.2 Problemas

Problema 17.4 Sean f: X — Y y g € Y. Supongamos que N es una vecindad compacta
de g en Y tal que N es retracto de vecindad en Y. Si ¢ no es valor estable de f,

entonces ¢ no es valor estable de f|s—1(yy : fY(N) — N.
Solucién. Seane > 0y V abiertode Y tal que N C V y r: V — N una retraccién.

Por continuidad de r, para todo x € N existe §, > 0 tal que si d(z,y) < 0, entonces
d(r(z),r(y)) < 5.
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Claramente N C |J Bs, (z), por compacidad de N existen z1,...,x, € N tales que
zeN 2

NC UBs, (z)=UCV.
=1 2

r~1(q) es un subconjunto cerrado de V' y q € 7~1(q). Ademds ¢ es punto aislado de
r71(q) ya que N es vecindad de ¢ y NNr~1(q) = {q}. Por lo tanto 7~1(q) — {q} es cerrado
en V,y al ser N compacto existe a = d(N,r~1(q)) > 0.

Sean ¢ = mln{%}n v t > 0tal que B{(N) CU,t<min{d,a} yg: X — Y tal que
1=
d(f.9) <tyaq¢glX]

Como d(f|f-1(n), 9lp-1[n)) < t entonces g[f~1[N]] € By(N) C V. Lo cual implica que
rogly-1n) vade f71[N] en N.

Si z € f7!N], g(z) € U. Por tanto existe i tal que g(z) € By, (z;), asi que
2"

d(r(g(z)),r(x;)) < § y como d(f(z),g9(x)) < § < 5’2”73 tenemos que d(f(z),z;) < Og,.

Asi pues,

en consecuencia d(f|f—1[N],T o g|f—1[N}) <e.

Claramente ¢ ¢ g[f'[N]], y como g[f1[N]] € B,(N) entonces q ¢ r o g[f1[N]].

Por lo tanto ¢ no es valor estable de f|f_1[N]. [

Problema 17.5 Sea M™ una n—superficie. Entonces dim(X) > n si y solo si existe una

funcién de X en M™ con un valor estable.

Solucién. Supongamos que toda funcién de X en M™ no tiene valores estables.
Como M™ contiene una n — celda, por el Teorema 17.2, dim(X) < n — 1, lo cual implica

la ida del enunciado.

Ahora supongamos que dim(X) > n. Por el Teorema 17.2, esto implica que existen
f: X —>T1"qe Intgn(I") y r > 0 tal que si d(f,g) < r entonces g esta en la imagen de g,

es decir, g es valor estable de f.
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Podemos suponer que B, (f[X]) C Intgn(I") ya que si ¢ es una constante positiva
talque 0 < 1 —c <1y 1l—c<r, entonces d(f,cf) <1l—c<rylefi(lr)] <ec<1 En

consecuencia cf es una funcién de X en I" y cf € B,(f).

Esto implica que existe €1 tal que B, (c¢f) C B,.(f), es decir, toda las funciones de

X en I que disten menos que €1 de c¢f tienen a ¢ en su imagen.

Si suponemos ademéds que €1 < 1 — ¢ tenemos que B, (cf) C Intgn(I") ya que
cf[X] C [—c¢, ¢4, por lo tanto podemos suponer que la funcién con valor estable cumple

que B, (f[X]) C Intgn(I™).

Sea V C M™ tal que V 21", sea h : I — V el homeomorfismo. Demostremos que

hof: X — M" tiene un valor estable.

Tenemos que ho f: X — V C M", h(q) € ho f[X]y fIX] C [—c,c|i-;. Por lo tanto
ho fIX] C hl[=c, diLy].

Ademss, si A = [—¢, ]!, vy B = Frgn(I") claramente AN B = (). Lo cual implica,
al ser h un homoeomorfismo, que h[A] N h[B] = (), y al ser estos compactos tenemos que

a = d(h[A].h[B]) > 0. Como ho f[X] C h[A] tenemos que By(ho f) C V.

h~! es uniformemente continua, por lo tanto existe ¢ > 0 tal que si z,y € V y

d(z,y) < € entonces d(h~1(x),h~!(z)) < r. Podemos suponer que ¢ < a.

Sea z : X — M™ tal que d(ho f,z) < g, por lo anterior tenemos que z[X] C V' y
d(f,h~toz) < r, por tanto ¢ € h~1oz[X], y en consecuencia h(q) € z[X]. De aqui podemos

concluir que h(q) es valor estable de ho f. m

Problema 17.6 Si X es un continuo no degenerado. Entonces, para todo n > 2, existe
una funcién suprayectiva de X en S™ sin valores estables.

I"*! continua y suprayectiva. Como dim(I) =1<n+

Solucién. Seane >0y f: I —
1, entonces f no tiene valores estables.

Sabemos que Intgn(I") es vecindad de 0. Por el Teorema 17.1, existe g : T — 1!

tal que 0 ¢ gl y f(x) = g(z) si f(x) € Frgs(I"*1). Por lo tanto Fre(I"T1) C ¢[I).
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- . .
Como 0 ¢ g[I] tenemos que g[I] es retracto de Frra(I"*t1), es decir, existe

r: g[I] =Frea.(I""1) tal que T|Frgn (int1y = id.

Notemos que la funcién r o g : I —Frgn(I""!) es suprayectiva, por el Teorema 17.2,

dim(Frgn(I")) > 2 ya que no tiene valores estables.

Al ser X un continuo no degenerado podemos contruir una funcién A : X — 1

suprayecitva como la del Problema 16.14. Por lo tanto rogoh : X — Frea(I"T!) es
z

suprayecitva y sin valores estables. Como Frg. (I"*1) =2 S" por el Problema 16.11, tenemos

que zorogoh: X — S™ es suprayectiva y sin valores estables. m

Problema 17.8 Sea Y una figura con forma de 8; es decir, Y es la unién de dos circulos
tangentes en un punto. ;Toda funcién suprayectiva de un continuo en Y tiene un

valor estable?.

Solucién. Sean X un continuo f : X — Y suprayectiva, ¢ € Y el punto de tangencia

de los circulos y z,y € Y tales que estdn en circulos diferentes y son distintos de t.

Sea € > 0 tal que B(z) y Be(y) estdn contenidos en los respectivos circulos de z y

yyg:X —Y tal que d(f,g) < e. Supongamos que t ¢ g[X].

Al ser f suprayectiva existen a y b en X tales que f(a) = = y f(b) = y. Como
d(f,g) < g, gla) € Bs(x) y g(b) € Be(y) y por tanto g(a) y g(b) estén en diferentes
circulos. Esto y el hecho de que ¢ ¢ g[X] implica que g[X] es disconexo, contradiciendo el
hecho de que X es conexo. Por lo tanto t € g[X] y en consecuencia ¢ es valor estable de f.
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XVIII. Caracterizacion de dimension extendiendo funciones a esferas

Un espacio X tiene dim < n si y sélo si S™ es un extensor para X, es decir, S™ es
un extensor absoluto para la clase de los espacios de dim < n. Esta caracterizacién nos da

otra en términos de funciones de Alexandroff-Hopf.

18.1 Preliminares

Definicién : Un espacio Y se llama eztensor para un espacio X si para todo subconjunto
cerrado C' de X y toda funcién f : C — Y existe una funciéon F : X — Y tal que

F|c = f. Un espacio que es un extensor para todo espacio se llama extensor absoluto.

Definicién : Una funcién f : X — Y se llama funcion de Alexandroff-Hopf (o funcién

AH) si f|-1a] no se puede extender a una funcién de X en A, donde A = Frga(I").

Los Teoremas 18.1, 18.2 y 18.3 se demuestran en [1, p. 99-102].

Teorema 18.1 : I", I y R" son extensores absolutos.
Teorema 18.2 : dim(X) < n siy solo si S es un extensor para X.

Teorema 18.3 : Paran > 1, dim(X) > n si y solo si existe una funcién AH de X en I".

18.2 Problemas
Problema 18.8 : Si dim(X) = n, entonces cualquier n — esfera en X es retracto de X.

Solucién. Sea A una n — esfera de X. Por definicién, existe un homeomorfismo
h: A — 8" Como A es cerrado en X y dim(X) = n, por el Teorema 18.2, existe
H: X — S™al que H|4 = h.

Notemos que r = h™' o H va de X en A y que
rla=(htoH)a=htoH|s=h"toh=1idy.
Esto implica que A es retracto de X. m
Problema 18.9 : Si f: X — I" es una funcién AH, entonces f[X]| =1".
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Solucién. Supongamos que existe p € I" — f[X].

Sip € Intgn(I™) entonces A es retracto de I" — {p}. Sip € A, A — {p} es retracto
de I" — {p}.

En cualquier caso podemos concluir que existe 7 : I — {p} — A tal que r|a = id|a.

Ahora bien, r o f va de X en A y para todo z € f~1[A] se tiene que r(f(z)) = f(z), es
decir, (ro f)|f-1a1 = [-

Esto implica que f] 7-1[a] se puede extender a X contradiciendo el hecho de que f es

AH. Por lo tanto f[X]=1". m

Problema 18.10 : Si f : X — I" es una funcién AH, entonces todo punto en I" — F'r(I"™)

es valor estable de f.
Solucién. Sea p € I" — Fr(I") y supongamos que p no es valor estable de f.

Sabemos que existe € > 0 tal que Bc(z) N Fr(I") = ). Por el teorema 17.1, existe
g: X — I tal que g(z) = f(z) si f(z) ¢ Be(2), glf [Be(w)]] € Be(w) y p ¢ g[X].

Ademds, A es retracto de I — {p}, en consecuencia existe una retraccion r : I — {p} — A.

Tenemos que 7o g vade X en A ysi x € f~LA] r(g9(z)) = r(f(z)) = f(x) ya que
q| s = f | s-1[a]- Esto contradice el hecho de f es una funcién AH. Por lo tanto p es

valor estable de f. m

Problema 18.11 : El regreso del Problema 18.10 no es cierto en general para funciones

sobre I" incluso si n = 1.

Solucién. Definimos f : [0,2] — {1} — [0, 1] como

T siz<l1
f(z) =

r—1 sixz>1

Claramente f es suprayectiva, ademas f~1[{0,1}] = {0, 2}.
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También definimos ¢ : [0,2] — {1} — {0,1} como

0 siz<l1
g(x) = ,
1 siz>1

g es continua y es una extensién de f|(o 2y, es decir, f no es funcién AH. Ahora veamos

que todos sus puntos son valor estables

Sean ¢ € (0,1), 0 < ey h :[0,2] — {1} — [0,1] tales que ¢ < min{q,1 — ¢} y
d(f,h) < 5.

Siy e (1-35,1), entonces h(y) € (1 —¢,1). Observemos que
0=f(0)<h(0)<e<g<l—e<h(y) <l

Como h esta definida en el intervalo [0, y|, por continuidad existe ¢ € (0,y), tal que h(t) = q.

De lo anterior podemos concluir que ¢ es valor estable de f. m

Problema 18.12 : La funcién f descrita a continuacién muestra que el regreso del prob-

lema 18.10 es falso incluso para funciones suprayectivas de I? en I2.

Sea X la 2-celda mostrada en la Figura 14; espacificamente, X = X; U X3 U X3,
donde

119
- ol x|
27 2

9

X1 = [_77 _%] X [_17 1]7 Xo = [_ —%, %], X3 = [—5, —3] X [—1, 1]
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Figura 15

Sea I? = [~1,1] x [~1,1], y definimos f : X — I? de la siguiente manera: f traslada X; y
X3 a la deracha 6 y 4 unidades respectivamente; f rota Xo en R? 180 grados sobre la linea

x = —b y traslada X5 a la deracha cinco unidades.
Todo punto de I? — Frpa(I?) es valor estable, pero f no es una funcién AH.

Solucién. Sea p € I2 — Fry2(I2), como se ve en la Figura 15. Es claro que p estd

en el interior de f[X;] para algin i =1,2,3.

Figura 16

Supongamos que p es no valor estable. Sea € > 0, por el Teorema 17.1, existe g de X

en I? tal que f(x) = g(x) si f(x) ¢ B:(p) y p ¢ g[X]. Podemos suponer que B.(p) C f[X;].

De esta manera podemos concluir que p no es valor estable de f|y, usando también

el Teorema 17.1. Ahora veamos que f no es AH.

La funcién id : X; — X; tiene a todos los puntos de Int(X;) como valores estables,
podemos hacer algo similar a lo que hicimos en el Problema 9.20 para demostrarlo. Ademads

h
Xi = f[Xi]
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Si p no es valor estable de f|x,, por el Problema 16.12, h~1(p) no es valor estable de
h~Yo f|x, = idx,. Pero esto no puede ser ya que h~!(p) esta en el interior de X;. Asf pues,

p es valor estable de f.
Ahora veamos que f| 7-1[a] se puede extender a X:

Tomamos un punto p como en la Figura 16. y para todo z € X nos fijamos en el punto
psz del conjunto B = [—7, —3] x {—1,1} U{—7, -3} x [—1, 1] tal que esta en el segmento de

recta que sale de p y pasa por x

[y

hX]

Figura 17
Definimos h : X — B como h(z) = p,.

Claramente h es continua, y si definimos una funcién g de B a A tal que g le hace a
=7, =L)< {1, 1}u{-T} x [-1,1] y [- 3, =3] x {—1,1}U{-3} x [-1,1] lo mismo que f le
hacfa a X7 y X3 respectivamente y lo que le hacfa a X ahora se lo hace a [—1}, —3]x {—1},

entonces tenemos que g va de B en A.
Por lo tanto 7 = goh vade X en Ay 7|s-1ja] = f, es decir, f no es funciéon AH. =

Problema 18.13 : El producto cartesiano de dos funciones AH no necesariamente es una

funcién AH.
Demostracién. Sean f:1— {0} — I dada por f(z,y) =yeid:I— 1

flf-1{o,1}) no se puede extender a I — {0} ya que este es conexo y {0,1} no lo es,

por la misma razén id|o ;) no se puede extender a I.
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Claramente g = f x id va de (I — {0}) x I en I? y esta dada por g(x,y,2) = (y, 2).

Notemos que g~ [Frgz (I2)] = ((I— {0})x {0})U((T — {0}) x{1})u([0, 1]x {1} %[0, 1]),
luego g~ ' [Frgz(I?)] es retracto de (I — {0}) x I, por lo tanto g|;-15] se puede extender a
(I —{0}) x I. Esto implica que g no es una funcién AH. m

Problema 18.14 : dim(X) > n si y solo si existe una funcién f : X — I" tal que para

toda funcién g : X — I", existe un punto p € X tal que f(p) = g(p).

Solucién. Supongamos que dim(X) > n. Por el Teorema 18.3, existe una funcién

AH de X en I". Veamos que f es la funcién que buscamos.
Sea g : X — I" y supongamos que f(p) # g(p) para todo p € X.

Esto implica que el segmento de linea que parte de g(p) y pasa por f(p) es dnico e

intersecta a A en un unico punto x, para todo p € X.

Definimos F : X — A como F(p) = z,. La funcién F es continua y si p € f~1[A],
entonces segmento de recta que parte de g(p) y pasa por f(p) intersecta a A en f(p).
Por lo tanto F(p) = f(p), de donde se sigue que F' es una extension a X de f|r-1(a),

contradiciendo el hecho de que f es una funcién AH.

Ahora supongamos que dim(X) <n — 1.
Sea f: X — I". Por el Teorema 16.1, sabemos que 0 no es valor estable de f.

Sea r > 0 tal que B,(0) esta contenido en I" — A (es decir r < 1). Por el Teorema
17.1, existe g : X — I" tal que 0 ¢ ¢g[X] y g(z) = f(z) si f(z) ¢ Br(0).

Definimos h : I" — {0} — S" 1y j: S"! — 81 C I" como h(x) = ﬁ y
j(@) = .
La funcién z = johog va de X en I", ahora veamos que z(z) # f(z) para todo

z e X.

St[|f (@)l # 1, entonces z(x) # f(x) ya que [|z(2)] = 1.
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Si || f(z)|| = 1, entonces f(z) ¢ B-(0), asi que g(z) = f(z) y

2(z) = j(h(g(x))) = §(h(f(x))) = j(uﬁgu) — j(f(2) = —f(x).

Por lo tanto z(z) # f(z). =

119



XIX. Aplicaciones

Los resultados de capitulos anteriores tienen varias apicaciones fuera de la teoria de
la dimensién, como por ejemplo a la topologia de R”, la dimensién de hiperespacios, teoria

de continuos teoremas de punto fijo y homotopias.

19.1 Preliminares

Definicién El cono sobre X, denotado Con(X) es el espacio cociente de X x [0, 1] obtenido

al contraer el subespacio X x {1} a un punto (llamado el vértice del cono).

Definicién La suspension sobre X, denotado por S(X), es el espacio cociente de X X

[—1,1] obtenido al contraer X x {—1} y X x {1} a diferentes puntos.
Definicién Una homotopia es una funcién de X x [0,1] a Y.

Para una homotopia H : X x [0,1] = Y y ¢ € [0, 1] denotamos

hi(z) = h(z,t) para todo x € X

Definicién Sean f,g: X — Y decimos que f es homotdpica a g si existe una homotopia

h:X x1[0,1] =Y tal que hg = fy h1 = g.

Es facil probar que la relacién "ser homotdépica.®s de equivalencia.

Definicién Se dice que un espacio X es contraible si idx es hoomotépica a una funcién

constante.

Definicién Sea exp : R — S la funcién definida por

exp(t) = (cos(t),sin(t)) para todo t € R.

Definicién Un levantamiento de una funcién f : X — S! es una funcién A : X — R tal

que f = expoA.

Definicién Un continuo se dice que es arc-like si existe un ¢ — map f: X — [0, 1].
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El siguiente Teorema se prueba en [1, p. 105-107].

Teorema 19.1(Brouwer) Sea X y Y subconjuntos homeomorfos de R” y sea h: X - Y

un homeomorfismo. Entonces
hlint(X)] = int(Y)
Para cualquier espacio X, sea
2% = {A C X : A es compacto y no vacio}

con la métrica de Hausdorff H definida de la siguiente manera (para cualquier K €

2% N.(K) denota la & — vecindad de K en X):

H(A;B) =inf{e >0: AC N.(B)y BC N:(A)}

El siguiente Teorema se demuestra en [5, p. 18 y 19].

Teorema 19.2 Si X es compacto entonces 2% es compacto.

El siguente Lema se demuestra en [1, p. 107-112].

Lema 19.3 Supongamos que f: X — I" es AH. Si C una n — celda en I" — 61", entonces
f|f—1[C} es AH.

El Teorema 19.4 se pruba en [1, p. 114].

Teorema 19.4 (Lukuciewski) Sea Y un espacio compacto. Si para todo € > 0 existe un
€ — map que también es AH de Y a una n. — celda, entonces Y tiene la propiedad

del punto fijo.

El Teorema 19.5 se demuestra en [1, p. 116 y 117].

Teorema 19.5 : Sea X un espacio compacto, v f : X — S'. f homotépica a una funcién

constante si y sélo si f tiene un levantamiento.
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El Teorema 19.6 se prueba en [1, p. 116-120].

Teorema 19.6 : Sea C un subconjunto cerrado de X, y sean f,g : C — S™ funciones
homotédpicas. Si f se puede extender a una funcién F': X — S™ entonces g se puede

extender a una funcién G : X — S™ tal que F' y G son homotdépicas.

19.2 Problemas

Problema 19.33 Si I" es una n — celda en R", entonces 0I" = Frga(I"). Por lo tanto,
la superficie frontera de cualquier n — celda es una (n — 1)—esfera, y la superficie

interior de cualquier n — celda es homeomorfa a R™.

Solucién. Sea x € I". Tenemos que = ¢ 0I" si y sélo si existe U vecindad de z en
I tal que U = R". Por el Teorema 19.1, U es abierto en R” y U C I". Esto es equivalente
ax ¢ Frra(I"). Por lo tanto 6I" = Frra(I").

De aqui se sigue que 0I" es una (n — 1)—esfera, ya que en particular si I es B", la

frontera de B" es S"~! y B" — 8" ! es homeomorfo a R". m

Problema 19.34 Si Ay B son n — celdas tales que A C B, entonces A — A es abierto
en B.

Solucién. Como B es una n — celda existe un homeomorfismo f : B — I".

Por el Problema 19.33, tenemos que A—J A es homeomorfo a R" y por el Teorema 19.1

f[A — 0 A] es abierto en I". Por lo tanto A — 0 A es abierto en B. m

Problema 19.35 Si M es una n—superficie con superficie frontera no vacia, entonces d M

es una (n — 1)—superficie sin supeficie frontera.

Solucién. Si x € dM, existe una vecindad U de z en M homeomorfa a I" asi que
hay un homeomorfismo f : U — I". Claramente f(z) € 6I" ya que si no = tendria una

vecindad homeomorfa a R™.

Supongamos que para todo € > 0 existe y € 51" tal que y € B-(f(z))y f 1 (y) ¢ dM.
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Podemos tomar un punto y que cumpla lo anterior y que ademas f~1(y) € Int(U).
Ademss, existe V vecindad de f~!(y) en M tal que V es homeomorfo a R". Estos hechos

nos permiten suponer que V C Int(U).

Por lo anterior, tenemos que f[V] es abierto en R™ y estd contenido en I". Pero esto
no puede ser ya que y € f[V]NJI" y al tener f[V] puntos de 6I" no puede ser abierto en
R™. Esta contradiccién nos permite concluir que existe 7 > 0 tal que B,(x) NoI™ C f[0M].

Tomemos a 7 de tal forma que B, (z)N§I" =2 R"~1. Esto implica que f~[B,(z)NdI"]
es una vecindad de x en § M homeomorfa a R" 1. Por lo tanto § M es una (n—1)—superficie

sin frontera. m

Problema 19.36 El Teorema 19.1 es cierto para cualquier n—superficie sin frontera.

Solucién. Sean M una n—superficie sin frontera y X,Y C M tales que existe un

homeomorfismo h: X — Y.

Sea z € Int(X). Existe V vecindad de h(z) en M tal que V % R™. h~1[V] es vecindad
de z en X, asf que existe U abierto en M tal que h=1[V] = UNX. Como = € Int(X)NU,

existe T abierto en M tal que W C U N X = h~![V]. Podemos suponer que R™ = W,
g

Tenemos que j = fohog:R®™ — R” es un homeomorfismo, asi que por el Teorema

19.1, j[R™] es abierto en R™ (ya que f,g y h son homeomorfismos). Notemos que
J[R"] = fohog[R"] = f[R[W]].

Por lo tanto h[W] es abierto en V', y como V' es abierto en M, entonces h[W] es abierto

en M. Ademas, h(z) € h]W] C Y, asi que h(z) € Int(Y).

Usando lo anterior pero aplicado a h~! tenemos que h=1[Int(Y)] C Int(X). De donde
se sigue que Int(Y) C h[Int(X)]. Por lo tanto h[Int(X)] = Int(Y). m

Problema 19.37 S™ no se puede encajar en R".

Solucién. Supongamos que existe un encaje f : S™ — R™. dim(f[S™]) = n implica

que Int(f[S™]) # 0. Sean x € Int(f[S™]) y z € f[S™].
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Existe y € S™ tal que f(y) = z, ademds sabemos que S™ es homogeneo, por lo tanto,

siy € S™ existe un homeomorfismo h : S™ — S™ tal que h(f_l(:v)) =.

La funcién g = foho f=1: f[S"] — f[S™] es un homeomorfismo, asf que por el

Teorema 19.1, g[Int(f[S™])] = Int(f[S™]). Como = € Int(S™), entonces

g(z) = f(h(f (2))) = f(y) = = € Int(S").

Por lo tanto f[S™] es abierto en R™, pero esto no puede ser, ya que f[S"] es compacto. Asi

que S™ no se puede encajar en R". m

Problema 19.38 Sea X un espacio compacto. dim(X) = 0 si sélo si dim(2%) = 0.

Solucién. Sean A, B € 2% y supongamos que dim(X) = 0. Como A # B, existe
x € A— B. Como dim(X) = 0, para todo b € B, existen vecindades Uy y V; de = y b

respectivamente, tales que X = Up|V4.

n
Claramente B C |J V}, y al ser B compacto se tiene que B C Vb, - Sean
beB =1

U=,y V=W,
=1 =1

Los conjuntos (U, X) y (V) son abiertos en 2X. También tenemos que A € (U, X) y

B € (V). Ahora veamos que forman una separacién de 2.

Sea C € 2%X. Si UNC # (), entonces C € (U, X). Si U N C = (), entonces

Por lo tanto C € (V) y en consecuencia, 2% = (U, X) U (V).

Supongamos que existe y € (U, X) N (V). Esto implica que existe z € y tal que
z € UNV, pero esto no puede ser, por lo tanto (U, X) N (V) =0y 2% = (U, X) | (V).
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Hemos probado que cualesquiera dos puntos de 2% estdn separados, esto implica que
2% es totalmente disconexo. Ademas, al ser X compacto también 2% es compacto. Por lo
tanto dim(2%) = 0.

Ahora supongamos que dim(2%) = 0. Notemos que X se puede encajar en 2% medi-
ante la asignaciéon x +— {z}. Esto implica que dim(X) < dim(2%) y de aquf se sigue que

dim(X)=0. m

Problema 19.41 EIl cono sobre un continuo arc-like tiene la propiedad del punto fijo.

Solucién. Sea X un continuo arc-like, es decir, existe una funcién suprayectiva

f: X — Ital que f es un € — map.

La funcién f induce una funcién continua f : Con(X) — Con(I) definida por
f(z,t) = (f(x),t) y f(vx) = v1 donde vx es el vértice del cono de X y vr es el vértice del

cono de I.

Por la definicién de f, esta es un € — map ya que f lo es. Ahora demostremos que f

es AH (Con(I) es una 2 — celda).

Denotemos por A a la frontera de Con(I) y supongamos al contrario que existe una

funcién F : Con(X) — A tal que F|?_1[A] =f.

Como A % 81, entonces H = ho F va de Con(X) en S'. Sabemos que Con(X) es

contraible, lo cual implica que F' es homotdpica a una funcién constante.

Por el Teorema 19.5 existe un levantamiento A : Con(X) — R de H, es decir,

expoA = H.

Sean A = f~1(0)x[0, 1)U{vx}y B = f~1(1)x[0,1)U{vx}. Ay B son continuos por lo
tanto A[A] y A[B] son de la forma [a, b] y [c, d] respectivamente. Tenemos que ANB = {vx}
y AUBC fﬁl[A]. Por lo tanto

F[A] = flA] = ({0} x [0,1)) U {vr}
y FIA] = f[B] = ({1} x [0, 1)) U {vr}.

125



De aqui se sigue que F[A] N F[B] = {v1} y por tanto
(exp oN)A] 1 (exp oN)[B] = HIA] 1 H[B] = h[FA]] N A[F[B]] = {h(un)}.

Sea z € A[A] N A[B]. Por lo anterior tenemos que exp(z) = h(vr). Ademds existen z; € A

y 22 € B tales que A(z1) = z = A(22), asi que

H(z1) = exp(A(21)) = h(vr) = exp(A(z2)) = H(z2)

y en consecuencia f(z1) = F(z1) = vt = F(23) = f(22). "Pero el tinico punto en A y B
cuya imdgen es vr es vy, por lo tanto z; = 23 = vx y esto implica que z = A(vx) y que

AATNAB] = {A(vx)}-

Supongamos sin pérdida de generalidad que a < d. De lo anterior se sigue que

b=c= \vx).

Seanx € f~1(0) yy € f~1(1), es decir, (z,0) € Ay (y,0) € B. Por conexidad existen
a € [a,b) y B € (c,d] tales que A(z,0) = ay A(y,0) = S.

También tenemos que (z,0), (y,0) € X x {0}, luego A[X x {0}] es un conexo de R

que tiene a a y [ asi que A(vy) € A[X x {0}]. Por lo tanto

ho F(vx) = exp(A(vx)) € exp[A[X x {0}]] = ho F[X x {0}],

pero esto no puede ser ya que F(vx) = f(vx) = v1 ¢ I x {0} = F[X x {0}]. De aqui se
sigue que f es AH y por lo tanto Con(X) tiene la propiedad del punto fijo. m

Problema 19.42 La suspensién sobre un continuo arc-like también tiene la propiedad del

punto fijo.
Solucién. Sea f: X — [0,1] un € — map.

f induce una funcién f : S(X) — S(I) definida por f(z,t) = (f(z),t) si t # —1,1,
f(v1) =w1y f(v_1) = w_1 donde v y wy son los vértices de S(X) y S(I) respectivamente

al contraer a X x {1} y [0,1] x {1} y lo mismo para v_; y w_j.
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Sea h : A — S' un homeomorfismo (A = Fr(I)) Definimos H = ho F : S(X) — S*.

Como S(X) es contraible, H es homotépica a una funcién constante.

Por el Teorema 19.5 existe una funcién A : S(X) — R tal que A es un levantamiento

de H, es decir expol = H.

Por continuidad de F, existe § > 0 tal que si d(z,v_1) < d entonces d(F(x),w_1) < 2.

Notemos que d(wi,w—1) = 2, de modo que para todo = € Bs(v_1), F(x) # w;.

Por definicién de suspension, existe ¢ € (—1,1) tal que X x {t} C Bs(v_1) y por lo

anterior tenemos que F'(z,t) # w; para todo x € X.

SiA=(f10)x[t,1)U{vn}yB=(f11)x]t1)U{v}, usando argumentos

similares a los del Problema 19.41 tenemos que

AlA] = [a, 0], A[B] = [b,¢]

y AM(v1) € A[X x {t}].

Esto implicarfa que wy € F[X x {t}], pero esto no puede ser. Por lo tanto f es AH y en

consecuencia S(X) tiene la propiedad del punto fijo. m

Problema 19.43 El cono sobre un continuo no degenerado tiene dim > 2.

Soluci6én. Sea X un continuo no degenerado, esto implica que dim (X) > 1, y en

cosnsecuencia existe una funcién suprayectiva f : X — I.

Por el Problema 19.41, la funcién inducida Con(f) : Con(z) — Con(I) es AH y al

ser Con(I) una 2 — celda, el Teorema 18.3 implica que dim(Con(X)) > 2. m

Problema 19.44 Considere la siguiente propiedad de un espacio X :

(*) Existe un conjunto cerrado C' de X y una homotopia de C' a S™ que no es

nulhomotépca.

Si dim(X) > n + 1 entonces (*) ocurre; si (*) ocurre, entonces dim(X) > n.
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Solucién. Supongamos que dim(X) > n + 1. Esto implica que existe una funcién
AH f: X — B"! Sea C = f~![S"], veamos que la funcién g = f|¢ : C — S™ no es

nulhomotépica.

Supongamos que existe ¢ € S™ y una homotopia h : C' x [0,1] — S™ tal que hg = g

y hi(z) = ¢ para todo x € C.

Por el Teorema 19.6, como h; se puede extender a X, entonces también g se puede
extender a X, por lo tanto existe F': X — S™ tal que F|f—l[Sn] = g = f, contradiciendo el

hecho de que f es AH.

Ahora supongamos que dim(X) < n — 1. Esto implica que dim(C) <n —1y al no

ser f nulhomotdépica se debe tener que f[C] = S™.

Sea g : S™ — B"™ definida por g((mz)?jll) = (x;)I",. Tenemos que h = go f : C — B",
por lo tanto existe F': C — S™~ ! tal que F\hq[an] = h. Definimos H : C' x [0,1] — S™
como

o) = frGT 0+ (1

)f ()
)f (@)

H es continua y esta bien definida para los puntos (z,t) tales que = ¢ f~1[S"~! x {0}].

Siy e f71S" ! x {0}], entonces h(y) € S 1, por lo tanto F(y) = h(y). Ademds h(y) =

9(f(¥)) = 9((¥1)iz1,0) = (vi)iey, es decir, (F(y),0) = f(y). Esto significa que H(y,t) =
f(y) para todo t € [0, 1], por lo tanto H esta bien definida para todo (z,t).

Tenemos que Hy = f y Hi es nulhomotépica ya que no es suprayectiva. En conse-

cuencia f es nulhomotépica, pero esto no puede ser. Por lo tanto dim(X) > n. m
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