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Introducción

La teoría de grá�cas es por si misma una rama muy importante en las matemáticas, además ésta es aplicada

en una gran cantidad de áreas como ciencias sociales, ciencias de la computación, química, investigación de

operaciones, etcétera.

Dentro de la teoría de grá�cas[1] existen las digrá�cas (grá�cas dirigidas), éstas serán en las que nos enfocaremos

en este trabajo.

El objetivo primordial es presentar una recopilación de resultados importantes referentes a núcleos, haciendo

especial énfasis en el �teorema de Richardson�, también de�niremos �Π-núcleos�, mostraremos resultados exis-

tentes para éstos y �nalmente daremos una versión del teorema de Richardson para los Π-núcleos.

El capítulo uno tiene como objetivo dar las de�niciones de una digrá�ca y de un núcleo de una digrá�ca, así

como mostrar los principales resultados vinculados a los núcleos.

En el capítulo dos nos interesa tomar subconjuntos del conjunto de trayectorias de una digrá�ca, hacer parti-

ciones de ellos, darles color y de�nir un Π-núcleo de una digrá�ca.

Finalmente en el capítulo tres presentamos una versión del teorema de Richardson para Π-núcleos.

Es importante mencionar que este trabajo tiene un enfoque meramente teórico, es decir, que no se ofrecen

aplicaciones de dichos temas puesto que en particular, para el capítulouno, las aplicacciones son un material

muy vasto del que se podrían hacer múltiples trabajos.

Antes de empezar formalmente, obtengamos una idea intuitiva de lo que vamos a ver usando el siguiente

ejemplo:

Pensemos en un grupo de animales conformado de la siguiente manera: halcón, ratón, saltamontes, sapo y

serpiente, sabemos que el halcón come serpientes y ratones, que las serpientes comen sapos y ratones y que el

saltamontes es alimento de sapos y ratones. Una manera explícita con la que podemos mostrar si un animal se

alimenta de otro es la siguiente:
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Donde cada animal es representado con un punto (vértice) y ponemos una �echa de un punto a otro si es que el

primer animal es alimento del segundo. Esta representación es un ejemplo de lo que llamaremos una digrá�ca,

(en este trabajo usaremos el término de digrá�ca).

Si observamos con detalle este ejemplo y de esta digrá�ca tomamos los puntos correspondientes al halcón y al

sapo, notamos que no hay �echa alguna entre ellos, además de que de los puntos restantes si existe una �echa

hacia alguno de estos dos puntos.

Digrá�cas y conjuntos de puntos que cumplen estas características (a los que posteriormente llamaremos núcleos)

serán nuestros principales objetos de estudio a lo largo de los tres capítulos.
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Capítulo 1

Núcleos en digrá�cas

En este primer capítulo daremos las de�niciones de grá�ca y digrá�ca, también de�niremos algunos de los

conceptos más importantes de esta teoría, enfocándonos principalmente en aquellos relacionados con los núcleos,

así como algunos resultados importantes que nos ayudarán a poner las bases para los siguientes capítulos.

1.1. Digrá�cas

De�nición 1.1.1. Una grá�ca G=(V, A) consiste de un conjunto �nito no vacío de elementos llamados

vértices, al que denotamos por V(G) y de A ⊆ V×V un conjunto de pares no ordenados de vértices llamados

las aristas de G, al que denotamos por A(G).

Por ejemplo, podemos de�nir una grá�ca G1 = (V1, A1) como el conjunto V1 = {u1, u2, u3, u4} junto con

A1 = {(u1, u3), (u1, u4), (u2, u3), (u2, u4)} a la que podemos dar la siguiente representación:

De�nición 1.1.2. Una digrá�ca D=(V, F) consiste de un conjunto �nito no vacío de elementos llamados

vértices, al que denotamos por V(D) y de F⊆V×V un conjunto de pares ordenados de vértices llamados las

�echas de D, al que denotamos por F(D).

Por ejemplo, podemos de�nir una digrá�ca D1 = (V1, F1) como el conjunto V1 = {v1, v2, v3, v4, v5} junto con

F1 = {(v1, v2), (v1, v5), (v2, v1), (v2, v3), (v4, v3), (v4, v5), (v5, v2)} a la que podemos dar la siguiente representa-

ción:
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La digrá�ca D2 = (V2, F2) con V2 = {u1, u2, u3, u4} y F2 = {(u1, u3), (u3, u2), (u2, u4), (u4, u1)} tiene como

representación:

La digrá�ca D3 = (V3, F3) con V3 = {w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7} y F3 = {(w1, w2), (w2, w6), (w4, w2), (w4, w5),

(w5, w7)} tiene como representación:

A continuación mostramos más ejemplos de digrá�cas.
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De�nición 1.1.3. Una multidigrá�ca D=(V, F) es una digrá�ca en la que estan permitidas �echas del tipo

f=(u,u), estas �echas son llamadas bucles o loops, así como �echas multiples, las cuales son dos o mas

�echas de un vértice u a un vércice v.

Por ejemplo tenemos la siguiente multidigrá�ca D1 = (V1, F1) como el conjunto V1 = {u1, u2, u3, u4} junto

con F1 = {(u1, u2), (u1, u2), (u1, u2), (u1, u4), (u1, u4), (u2, u3), (u3, u3), (u3, u4), (u4, u4)} a la que podemos dar

la siguiente representación:

A lo largo de este capítulo trabajaremos sólo con digrá�cas, dejando para los capítulos posteriores el uso de

multidigrá�cas.

De�nición 1.1.4. En una digrá�ca D=(V, F) Si f= (u, v) es una �echa de F(D), representada por: ©u−→©v

diremos que:

• f incide hacia v.

• f incide desde u.

• u es adyacente hacia v.

• v es adyacente desde u.
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De�nición 1.1.5. En una digrá�ca D=(V, F) El ingrado de un vértice u en V(D), denotado por δ−D(u), es

igual al número de �echas que inciden hacia u.

El exgrado de un vértice u en V(D), denotado por δ+
D(u), es igual al número de �echas que inciden desde u.

El grado de un vértice u en V(D), denotado por δD(u), es igual a la suma del ingrado y exgrado de u; δD(u) =

δ−D(u) + δ+
D(u).

De�nición 1.1.6. Decimos que un vértice v en V(D) es un pozo si δ+
D(v) = 0, es decir si no hay �echas que

inciden desde v.

Decimos que un vértice v en V(D) es una fuente si δ−D(v) = 0, es decir si no hay �echas que inciden hacia v.

Un vértice v en V(D) es llamado vértice aislado si cumple que δ+
D(v) = δ−D(v) = 0, es decir si no hay �echas

que inciden desde v ni hacia v.

Con las de�niciones anteriores y dada la siguiente digrá�ca D, obtenemos la siguiente información:

δ+
D(v1) = δ−D(v1) = 1 δ+

D(v2) = δ−D(v2) = 1 δ+
D(v3) = 0, δ−D(v3) = 2

δ+
D(v4) = 4, δ−D(v4) = 0 δ+

D(v5) = 0, δ−D(v5) = 2 δ+
D(v6) = δ−D(v6) = 1

δ+
D(v7) = δ−D(v7) = 0

Los vértices v3 y v5 son pozos, el vértice v4 es fuente y el vértice v7 es un vértice aislado.

Tras estas de�niciones iniciales, tenemos un primer teorema:

Teorema 1.1.1. Si D es una digrá�ca entonces se cumple que:∑
δ−D(u) =

∑
δ+
D(u) = |V(D)|, con u en V(D).

Demostración. Cada �echa f en F (D) tiene un solo vértice de salida y un solo vértice de llegada, en palabras

antes dichas, cada �echa incide desde un único vértice e incide hacia un único vértice entonces está contada

exactamente una vez en la suma de los exgrados, así como en la suma de los ingrados.

Con la siguiente de�nición podemos observar que a cada digrá�ca la podemos relacionar con una grá�ca.

De�nición 1.1.7. Sea D=(V, F) una digrá�ca, la grá�ca subyacente de D denotada GD está de�nida por

V(GD) =V(D) y diremos que un vértice u es adyacente a un vértice v en GD si y sólo si (u, v) está en F(D) o

(v, u) está en F(D).

Ejemplos:
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En los ejemplos vemos que GD1
es la grá�ca subyacente de D1, GD2

es la grá�ca subyacente de D2 y GD3
es

la grá�ca subyacente de D3.
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1.2. Caminos, trayectorias, ciclos

De�nición 1.2.1. Sea D una digrá�ca, de�nimos:

• Un camino en D es una sucesión de vértices C= (v0, v1, ..., vn) tal que la �echa (vi, vi+1) está en F(D) o la

�echa (vi+1, vi) está en F(D) con i tal que 0 ≤ i ≤ n− 1.

La longitud de un camino denotada por `(C) es igual al número de �echas,contando repeticiones, que hay en

dicho camino.

• Un camino dirigido en D es una sucesión de vértices C= (v0, v1, ..., vn) tal que (vi, vi+1) está en F(D) para

todo i tal que 0 ≤ i ≤ n− 1.

• Una trayectoria es un camino en el que no se repiten vértices.

La longitud de una trayectoria denotada por `(T ) es igual al número de �echas que hay en dicha trayectoria.

• Una trayectoria dirigida es un camino dirigido en el que no se repiten vértices.

Si en una digrá�a D tenemos un camino que inicia en un vértice u y termina en un vértice v, diremos que

es un uv-camino, de la misma manera tendremos un uv-camino dirigido, una uv-trayectoria y una uv-

trayectoria dirigida.

• Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vértice.

• Un camino dirigido cerrado es un camino dirigido que empieza y termina en el mismo vértice.

• Un ciclo es un camino cerrado en el que no hay vértices repetidos a excepción del vértice inicial (que también

es el �nal).

La longitud de un ciclo denotada por `(C) es igual al número de �echas que hay en dicho ciclo, siempre `(C) ≥ 2.

• Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado en el que no hay vértices repetidos a excepción del vértice

inicial (que también es el �nal).

Ejemplos:

Dada la siguiente digrá�ca D vemos que:

(v2, v1, v4, v5, v1, v2, v3) es un camino de longitud 6 en D.
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(v1, v5, v6, v2, v3, v6, v2) es un camino dirigido de longitud 6 en D.

(v4, v5, v6, v3, v2, v1) es una trayectoria de longitud 5 en D.

(v2, v3, v6, v9, v8, v7) es una trayectoria dirigida de longitud 5 en D.
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(v1, v4, v5, v6, v3, v2) es un ciclo de longitud 6 en D.

(v5, v6, v9, v8, v7, v5) es un ciclo dirigido de longitud 5 en D.

A partir de las de�niciones anteriores obtenemos los siguientes teoremas:

Teorema 1.2.1. En una digrá�ca sin bucles todo uv-camino dirigido contiene como subsucesión una uv-

trayectoria dirigida.

Demostración. Por inducción sobre la longitud del camino.

1. Base. Veamos los casos donde `(C)=0 y `(C)=1.

Si `(C)=0 entonces C = (u), por lo que C es una trayectoria dirigida pues no hay vértices repetidos.

Si `(C)=1 entonces C = (u, v), vemos que u es diferente a v pues hay una �echa entre ellos, y si u y v fueran

el mismo vértice tendriamos un bucle, algo que dijimos que no teniamos por lo tanto C es trayectoria dirigida.

2. Hipótesis inductiva. Suponer que todo uv-camino dirigido de longitud menor a n contiene como subsucesión

a una uv-trayectoria dirigida.

3. Por demostrar que todo uv-camino dirigido de longitud n tiene como subsucesión una uv-trayectoria dirigida.

Sea C = (u = u0, u1, ..., un = v) un uv-camino dirigido de longitud n.
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Caso 1) Si ui 6= uj para todo i 6= j entonces C ya es una uv-trayectoria dirigida.

Caso 2) Si existen ui, uj con i 6= j tal que ui = uj , sin pérdida de generalidad supongamos que i < j, entonces

podemos expresar a C como C = (u = u0, u1, u2, ..., ui−1, ui, ui+1, ..., uj−1, uj , uj+1, ..., un = v) y vemos que

C ′ = (u = u0, u1, u2, ..., ui−1, ui = uj , uj+1, ..., un = u) es un uv-camino de longitud menor a n (�gura 1.2.1).

Por la hipótesis de inducción C ′ contiene una uv-trayectoria dirigida T , T ⊆ C ′ y C ′ ⊆ C por lo que C contiene

una uv-trayectoria dirigida.

Por lo tanto todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida.

Teorema 1.2.2. Todo camino dirigido cerrado contiene un ciclo dirigido.

Demostración. Por inducción sobre `(C).

1. Base. Si ` (C)= 2 entonces C = (u0, u1, u2 = u0) es un ciclo ya que u0 6= u1 y u1 6= u2 pues (u0, u1) y (u1, u2)

están en F(D).

2. Hipótesis de inducción. Supongamos que todo camino dirigido cerrado de longitud menor a n contiene un

ciclo dirigido.

3. Por demostrar que todo camino dirigido cerrado de longitud n tiene un ciclo dirigido.

Sea C = (u0, u1, ..., un = u0) un camino dirigido cerrado de longitud n.

Caso 1) ui 6= uj para todo i 6= j, en este caso C es un ciclo dirigido.

Caso 2) existen i, j tal que ui = uj , sin pérdida de generalidad supongamos que i < j.

Por lo que C = (u0, u1, ..., ui, ui+1, ui+2, ..., uj = ui, uj+1, ..., un = u0), observemos que obtenemos dos caminos

dirigidos cerrados; C1 = (u0, u1, ..., ui = uj , uj+1, ..., un = u0) y C2 = (ui, ui+1, ui+2, ..., uj = ui).

Se cumple que: `(C) = `(C1) + `(C2), por lo que `(C1) < n y `(C2) < n.

Por la hipótesis de inducción C1 (al igual que C2 ) contiene un ciclo dirigido (�gura 1.2.2).

Por lo tanto C contiene un ciclo dirigido.
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Teorema 1.2.3. En una digrá�ca D todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un ciclo dirigido

de longitud impar.

Demostración. Por inducción sobre la longitud del camino dirigido cerrado.

1. Base. Si `(C)=3 entonces C = (u0, u1, u2, u3 = u0), y las �echas (ui, ui+1) están en F (D) con 0 ≤ i ≤ 2.

u0 6= u1, u1 6= u2, u2 6= u3 = u0 pues (u0, u1), (u1, u2), (u2, u0) están en F (D). Por tanto C es un ciclo de

longitud 3.

2. Hipótesis de Inducción. Supongamos que todo camino dirigido cerrado de longitud impar menor a 2n + 1

contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

3. Por demostrar que todo camino dirigido cerrado de longitud 2n+ 1 tiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Sea C=(u0, u1, ..., u2n−1, u2n, u2n+1 = u0) un camino dirigido cerrado de longitud 2n+ 1.

Caso 1) ui 6= uj para todo i, j. En este caso C es un ciclo dirigido de longitud impar.

Caso 2) existen i, j con i 6= j tal que ui = uj , y sin pérdida de generalidad supongamos que i < j, entonces

vemos a C como: C = (u0, u1, u2, ..., ui, ui+1, ..., uj = ui, uj+1, ..., u2n+1 = u0)
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Sean C1 = (ui, ui+1, ..., uj = ui) y C2 = (u0, u1, ..., ui = uj , uj+1, ..., u2n, u2n+1 = u0). Como C = C1 ∪ C2

entonces `(C) = `(C1)+`(C2), ya que `(C) es impar, entonces `(C1) o `(C2) es impar; sin pérdida de generalidad

supongamos que `(C1) es impar, además `(C1) < `(C) = 2n + 1. Por la hipótesis de inducción C1 contiene un

ciclo dirigido de longitud impar, por lo tanto C tiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Teorema 1.2.4. Sea D una digrá�ca, si para todo v en V(D) δ−D(v) ≥ 1, entonces D tiene un ciclo dirigido.

Demostración. Sea T = (v0, v1, v2, ..., vn) una trayectoria dirigida de longitud máxima en D. Como δ−D(v0) ≥ 1,

entonces hay una fecha que incide hacia v0; es decir, existe un vértice u tal que (u, v0) está en F (D).

Caso 1) si u es un vértice que pertenece a la trayectoria T, entonces C = (v0, v1, v2, ..., u, v0) es un ciclo dirigido

en D.

Caso 2) si u no está en T entonces tomemos T ′ = (u, v0) ∪ (v0, v1, v2, ..., vn), T ′ es una trayectoria de longitud

mayor a la de T , ésto es una contradicción pues T era la trayectoria de longitud máxima (�gura 1.2.3).

Por lo tanto, D tiene un ciclo dirigido.

Análogamente se prueba que si para todo v en V (D) δ+D(v) ≥ 1, entonces D tiene un ciclo dirigido.

Teorema 1.2.5. Sea D una digrá�ca, si para todo v en V(D) δ+
D(v) ≥ k con k ≥ 1, entonces D tiene una

trayectoria dirigida de longitud mayor o igual a k.

Demostración. Sea D una digrá�ca y consideremos una trayectoria dirigida de longitud máxima en D T =

(u0, u1, ..., um), `(T ) = m.

Si m ≥ k ya se cumple lo que queremos por lo que supongamos que m < k. Como δ+
D(um) ≥ k y m < k, y solo

hay m vértices en T distintos de um entonces supongamos que de um inciden �echas a todos ellos, pero como

δ+
D(um) ≥ k > m entonces existe al menos un vértice un que no está en V (T ) tal que (um, un) está en F (D)

(�gura 1.2.4).

Así T ′ = T ∪ (um, un) es una trayectoria dirigida y `(T ′) > `(T ), ésto es una contradicción pues T era una
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trayectoria dirigida de longitud máxima, por lo que m ≥ k.

Por lo tanto D tiene una trayectoria dirigida de longitud mayor o igual a k.

Análogamente se prueba que si para todo v en V (D) δ−D(v) ≥ k con k ≥ 1, entonces D tiene una trayectoria

dirigida de longitud mayor o igual a k.

Observamos que éste teorema es la mejor aproximación pues en
↔
k k+1 (La digrá�ca completa de k + 1 vértices

tal que entre cada par de vértices están las dos �echas entre ellos) todo vértice tiene exgrado e ingrado k y la

trayectoria dirigida de longitud máxima tiene longitud k.

También observamos que el regreso del teorema es falso, pues si la digrá�ca es un ciclo de 5 vértices, la longitud

de la máxima trayectoria dirigida es 4 pero para todo v en V (D) δ−D(v) = 2 = δ+
D(v).
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De�nición 1.2.2. Dada una grá�ca G cualquier digrá�ca obtenida a partir de G asignándole una y sólo una

dirección a cada arista de G es una orientación de G.

Ejemplo: sea G la siguiente grá�ca, D1 y D2 son orientaciones de G.

De�nición 1.2.3. Dirémos que una grá�ca G es completa si para cualquier par de vértices u, v en V(G) la

arista (u, v) pertenece a A(G). Y las denotamos kn donde n es el número de vértices de la grá�ca.

Ejemplos:

De�nición 1.2.4. Un torneo es cualquier orientación de una grá�ca completa.

Ejemplo: sea K4 la grá�ca completa de cuatro vértices. T1 y T2 son dos torneos de 4 vértices.
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De�nición 1.2.5. Una digrá�ca D es acíclica si no tiene ciclos dirigidos.

Ejemplos:

De�nición 1.2.6. Una digrá�ca D es transitiva si para cualesquiera tres vértices u, v y w que están en V(D)

se cumple que si (u,v) y (v,w) pertenecen a F(D), entonces (u,w) también es un elemento de F(D).

Ejemplos:

De�nición 1.2.7. Una digrá�ca D es simétrica si se cumple que para dos vértices u y v en V(D), si (u, v) ∈

F (D) entonces (v, u) ∈ F (D).

Ejemplos:
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Teorema 1.2.6. Si D es una digrá�ca transitiva y τ = (u0, u1, u2, ..., un) es una trayectoria dirigida en D,

entonces (u0, un) pertenece a F(D).

Demostración. Por inducción sobre la longitud de la trayectoria.

1. Base. Si `(τ) = 1 es inmediato.

Si `(τ) = 2, τ = (u0, u1, u2), como (u0, u1) y (u1, u2) están en F (D) y D es transitiva entonces (u0, u2) también

está en F (D).

2. Hipótesis de Inducción. Supongamos que para toda trayectoria dirigida de longitud m, τ = (u0, u1, ..., um)

con m menor a n, se cumple que la �echa (u0, um) pertenece a F (D).

3. Por demostrar que para toda trayectoria dirigida de longitud n τ = (u0, u1, ..., un), se cumple que la �echa

(u0, un) pertenece a F (D).

Sean τ = (u0, u1, u2, ..., un−1, un) una trayectoria dirigida de longitud n, y τ ′ = (u0, u1, u2, ..., un−1) una

trayectoria dirigida de longitud menor a n contenida en τ , entonces por la hipótesis de inducción (u0, un−1) está

en F(D). Como D es transitiva y (u0, un−1), (un−1, un) son �echas de F (D), entonces (u0, un) está en F (D)

(�gura 1.2.5).

Teorema 1.2.7. Un torneo es acíclico si y sólo si es transitivo.

Demostración. ⇒) Sea T un torneo acíclico, supongamos que T no es transitivo, entonces existen tres vértices

u, v, w en V (T ) tales que sin pérdida de generalidad (u, v) y (v, w) están en F (T ) y (u,w) no está en F (T ).

Como T es un torneo y (u,w) /∈ F(D) entonces (w, u) ∈ F(D), ésto es una contradicción pues tendríamos que

γ = (u, v, w, u) es un ciclo dirigido. Por lo tanto si T es acíclico, entonces es transitivo.
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⇐) Sea T un torneo transitivo. Supongamos que en T hay un ciclo dirigido γ = (u0, u1, u1, ..., un, u0), como

T es transitivo, por el teorema 1.2.5 la �echa (u0, un) está en F (T ), ésto es una contradicción pues (un, u0)

pertenece a γ, por lo que T es acíclico.

Por lo tanto T es un torneo transitivo si y sólo si es acíclico.

Corolario 1.2.1. Cada torneo transitivo tiene exactamente una fuente y un pozo.

Demostración. Sea T un torneo transitivo, primero supongamos que T no tiene fuentes, entonces para todo v

en V (D) δ−D(v) ≥ 1, si se cumple esto, por el teorema 1.2.4, T tiene un ciclo pero esto es una contradicción

pues T es transitivo y por el teorema 1.2.7 T es acíclico. La misma contradicción surge al suponer que T no

tiene pozos (nuevamente por los teoremas 1.2.4 y 1.2.7). Por lo tanto T si tiene una fuente y un pozo.

Ahora veamos que éstos son únicos. Supongamos que T tiene dos fuentes u1 y u2, como T es un torneo

entonces entre u1 y u2 hay una �echa, sin pérdida de generalidad supongamos que (u1, u2) está en F (T ) pero

esto implicaría que δ−D(u2) ≥ 1 y así u2 ya no sería fuente, por lo que u1 es la única fuente. Análogamente

suponiendo que v1 y v2 son dos pozos deT , como T es un torneo, entonces entre v1 y v2 hay una �echa, sin

pérdida de generalidad supongamos que (v1, v2) está en F (T ) pero esto implicaría que δ+
D(v1) ≥ 1 y así v1 ya

no sería pozo, por lo que v2 es el único pozo de T . Por lo tanto cada torneo transitivo tiene exactamente una

fuente y un pozo.

De�nición 1.2.8. Sea D = (V, F ) una digrá�ca, dado un V1 subconjunto de vértices de D, de�nimos la

subdigrá�ca inducida V1 de D denotada por D [V1], donde V (D [V1]) = V1 y F (D [V1]) = {f ∈ F tal que f

incide desde un vértice u en V1 hacia un vértice v en V1}.

Ejemplo: Sea D la Siguiente digrá�ca

D [V1] es la subdigrá�ca inducida V1 de D donde V1 = {v2, v3, v4, v5} y D [V2]) es la subdigrá�ca inducida V2

de D, donde V2 = {v1, v2, v3, v4}.

Teorema 1.2.8. (Redei) Todo torneo tiene una trayectoria dirigida que pasa por todos los vértices de éste.

Demostración. Por Inducción sobre el número de vértices del torneo.

1. Base. Si el torneo es trivial (de un vértice) el resultado es inmediato.
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Si T tiene solamente dos vértices v1, v2 entonces siempre hay una trayectoria dirigida que pasa por todos los

vértices y ésta es la �echa que va de un vértice al otro (�gura 1.2.6).

Si T tiene tres vértices existen solo dos torneos diferentes, los cuales se puede observar tienen una trayectoria

dirigida que pasa por todos los vértices (�gura 1.2.6).

2. Hipótesis de Inducción. Supongamos que los torneos con menos de n vértices siempre tienen una trayectoria

dirigida que pasa por todos sus vértices.

3. Por demostrar que todo torneo con n vértices siempre tiene una trayectoria dirigida que pasa por todos los

vértices.

Sea T un torneo con n vértices y tomemos el vértice vn en V (T ). La subdigrá�ca inducida por el conjunto de

vértices V (T )\{vn} en T es un torneo T ′ que tiene n − 1 vértices, por hipótesis de inducción, en T ′ hay una

trayectoria dirigida que pasa por todos sus vértices. Supongamos sin pérdida de generalidad que esta trayectoria

es τ = (v1, v2, ..., vn−1). Si la trayectoria dirigida τ está en T ′, entonces también está en T .

Caso 1) Si en T existiera la �echa que va de vn hacia v1 entonces (vn, v1) ∪ τ sería una trayectoria dirigida que

pasa por todos los vértices de T (�gura 1.9).

Caso 2) Si en T existiera la �echa que va de vn−1 hacia vn entonces τ ∪ (vn, vn−1) sería una trayectoria dirigida

que pasa por todos los vértices de T (�gura 1.2.7).

En caso contrario a los casos 1 y 2, existe i ∈ {1, ....n−1} el mayor número tal que vj −→ vn para toda j con 1 ≤

j ≤ i. Por lo que existen una �echa de vi hacia vn y una de vn hacia vi+1. Así, (v1, v2, ..., vi, vn, vi+1, ..., vn−1)

es una trayectoria dirigida que pasa por todos los vértices de T (�gura 1.2.7). Por lo tanto todo torneo tiene

una trayectoria dirigida que pasa por todos sus vértices.
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1.3. Núcleos

A continuación presentamos el concepto de núcleo de una digrá�ca, un concepto esencial en el desarrollo de este

trabajo ya que gran parte de los resultados que presentamos giran en torno al concepto de núcleo. Antes de dar

la de�nición de un núcleo necesitamos un par de de�niciones que son las siguientes:

De�nición 1.3.1. Sea D una digrá�ca, diremos que un conjunto S ⊆ V(D) es independiente si para cualquiera

par de vértices u y v en S no existe �echa en D entre ellos.

Ejemplo:

En la digrá�ca D1 observamos que {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v4} y {v3, v4} son algunos conjuntos independientes.

Podemos notar que toda digrá�ca tiene al menos un conjunto S ⊆ V (D) no vacío que es independiente, basta

con tomar un conjunto que contenga a un solo vértice.
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De�nición 1.3.2. Sea D una digrá�ca, diremos que un conjunto S ⊆ V(D) es absorbente si para cada z ∈

V(D)\ S existe una zS-�echa (�echa que empieza en z y termina en algún vértice de S).

Ejemplo:

En la digrá�ca D2 se observa que {v1, v3} y {v2, v5} son dos conjuntos absorbentes.

Se puede observar que toda digrá�ca tiene al menos un conjunto S ⊆ V (D) que es absorbente, basta con tomar

el conjunto S = V (D).

De�nición 1.3.3. Sea D una digrá�ca, un conjunto N ⊆ V(D) es llamado Núcleo de D si es independiente y

absorbente.

Ejemplo:

En la digrá�ca D3 los vértices v1, v3 y v5 forman un núcleo pues se observa que N = {v1, v3, v5} es un conjunto

que es independiente y absorbente.
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En la digrá�ca D4 los vértices u3 y u4 forman un núcleo pues podemos observar que N = {u3, u4} es un conjunto

que es independiente y absorbente.

El ciclo dirigido de tres vértices C3 es un ejemplo de que no todas las digrá�cas tienen núcleo, pues en C3 los

únicos conjuntos independientes no vacíos son los que contienen un solo vértice, pero ninguno de los tres vértices

es absorbente. El ciclo dirigido de cuatro vértices C4 es un ejemplo de una digrá�ca que tiene dos núcleos, donde

N1 = {v1, v3} y N2 = {v2, v4} son dos núcleos de C4, pues se observa que ambos son conjuntos independientes

y absorbentes en C4. Por lo que podemos a�rmar que existen digrá�cas que tienen más de un núcleo.

Lema 1.3.1. Sean D una digrá�ca y N un núcleo de D, se cumple que:

1. N es un conjunto independiente máximo por contención, es decir, que no está contenido en otro conjunto de

mayor cardinalidad que también sea independiente.

2. N es un conjunto absorbente mínimo por contención, es decir, que no contiene a otro conjunto absorbente de

menor cardinalidad.

Demostración. 1. Sea N un núcleo de D, supongamos que N no es un conjunto independiente máximo por

contención, entonces existe un conjunto independiente W tal que N ⊂ W . Sea w en W\N , como N es absor-

bente, entonces existe n en N tal que (w, n) está en F (D) (�gura 1.3.1), esto es una contradicción pues W es

independiente.

2. Sea N un núcleo de D y supongamos que N no es un conjunto absorbente mínimo por contención, entonces
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existe un conjunto absorbenteM tal que M ⊂ N . Sea n en N\M , como M es absorbente entonces existe m en

M tal que (n,m) está en F (D) (�gura 1.3.2), esto es una contradicción pues N es independiente.

Notemos que no todo conjunto independiente máximo por contención es núcleo y que no todo conjunto absor-

bente mínimo por contención es núcleo.

Sean las siguientes digrá�cas D1 y D2:

Aunque la digrá�ca D1 tiene un núcleo N = {u2, u4}, vemos que {u1, u3} es un conjunto independiente máximo

por contención y no es núcleo, puesto que no es absorbente.

También, aunque la digrá�ca D2 tiene un núcleo N = {v1, v2}, vemos que {v4, v5} es un conjunto absorbente

mínimo por contención y no es núcleo, puesto que no es independiente.
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1.4. Conexidad en digrá�cas

A continuación de�nimos unas clasi�caciones de digrá�cas, para posteriormente dar algunos resultados de nú-

cleos con respecto a este tipo de digrá�cas.

De�nición 1.4.1. Una digrá�ca es débilmente conexa si GD es conexa, es decir, que para todo par de vértices

u y v en V(D) existe un uv-camino entre ellos.

Ejemplos:

De�nición 1.4.2. Una digrá�ca es unilateralmente conexa si para todo par de vértices u y v en V(D)

al menos una de las dos siguientes propiedades se cumple: existe un uv-camino dirigido o existe un vu-camino

dirigido en D.

Ejemplos:

De�nición 1.4.3. Una digrá�ca D es fuertemente conexa si para cualquier par de vértices u y v en V(D),

existen un uv-camino dirigido y un vu-camino dirigido en D.

Ejemplos:
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Es fácil observar que las digrá�cas fuertemente conexas son unilateralmente conexas y que las digrá�cas unila-

teralmente conexas son débilmente conexas.

Teorema 1.4.1. Una digrá�ca es débilmente conexa si y sólo si existe un camino cerrado que pasa por todos

los vértices de D.

Demostración. ⇒) Sean D una digrá�ca débilmente conexa y C = (u0, u1, u2, ..., un, ..., u0) un camino cerrado

que pasa por el mayor número posible de vértices de D. Si V (C) = V (D) ya terminamos. En otro caso, existe

w en V (D)\V (C), como D es débilmente conexa existe un camino K de w a u0. Sea K ′ el camino inverso de

u0 a w entonces K ′ ∪K ∪ C sería un camino cerrado que pasa por más vértices que C, contradicción. Por lo

tanto no existe un vértice w que no esté en C.

⇐) Sea C = (u0, u1, u2, ..., un, ..., u0) un camino cerrado que pasa por todos los vértices de D, entonces para

todo par de vértices ui, uj en C, y suponiendo sin pérdida de generalidad que ui está antes que uj en C, entonces

(ui, ui+1, ..., uj) es un uiuj-camino. Por lo tanto, D es débilmente conexa.

Teorema 1.4.2. Una digrá�ca es unilateralmente conexa si y sólo si existe un camino dirigido que pasa por

todos los vértices de D.

Demostración. ⇒) Sean D una digrá�ca unilateralmente conexa y C = (v0, v1, ..., vn) un camino dirigido que

pasa por el mayor número de vértices de D. Si V (C) = V (D) ya terminamos. En otro caso, existe w en

V (D)\V (C), si existe un camino dirigido C0 de w a v0 entonces C0 ∪C es un camino dirigido que pasa por más

vértices que C, contradicción. Entonces existe un C∗0 camino dirigido de v0 a w.

Si existe un camino dirigido C1 de w a v1 entonces C∗0∪ C1 ∪ (v1, ..., vn) es un camino dirigido que pasa por

más vértices que C, contradicción. Entonces existe un C∗1 camino dirigido de v1 a w. Si para cada i tal que

vi ∈ V(C) existe un C∗i camino dirigido de vi a w, entonces C ∪ C∗n sería un camino dirigido que pasa por más

vértices que C, contradicción.

Si existe j tal que hay un Cj camino dirigido de w a vj enD, entonces (v0, v1, ..., vj−1)∪C∗j−1∪Cj∪(vj , vj+1, ..., vn)

es un camino dirigido que pasa por más vértices que C, contradicción. Por lo tanto no existe un vértice w que

no está en C.
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⇐) Sea C = (u0, u1, u2, ..., un) un camino dirigido que pasa por todos los vértices de D, entonces para todo

par de vértices ui, uj en C y suponiendo sin pérdida de generalidad que ui está antes que uj en C, entonces

(ui, ui+1, ..., uj) es un uiuj-camino dirigido. Por lo tanto D es unilateralmente conexa.

Teorema 1.4.3. Una digrá�ca D es fuertemente conexa si y sólo si existe un camino dirigido cerrado que pasa

por todos los vértices de D.

Demostración. ⇒) Sean D una digrá�ca fuertemente conexa y C = (u0, u1, u2, ..., un, ..., u0) un camino dirigido

cerrado que pasa por el mayor número posible de vértices de D. Si V (C) = V (D) ya terminamos. En otro caso,

existe w en V (D) \ V (C), como D es fuertemente conexa existe un camino dirigido K de w a u0 y un camino

dirigido K ′ de u0 a w, entonces K ∪ K' ∪ C sería un camino dirigido cerrado que pasa por más vértices que C,

contradicción. Por lo tanto no existe un vértice w que no esté en C.

⇐) Sea C = (u0, u1, u2, ..., un, ..., u0) un camino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D, entonces

para todo par de vértices ui, uj en C y suponiendo sin pérdida de generalidad que ui esta antes que uj en C,

entonces (ui, ui+1, ..., uj) es un uiuj-camino dirigido y (uj , uj+1, ..., un, ..., u0, u1, u2, ..., ui) es un ujui-camino

dirigido. Por lo tanto D es fuertemente conexa.

Sea D una digrá�ca, consideremos en V (D) la siguiente relación: u ∼ v si y sólo si existen un uv-camino dirigido

y un vu-camino dirigido en D (estar fuertemente conectados).

Proposición 1.4.1. ∼ es una relación de equivalencia.

Demostración. 1) Re�exividad. Es trivial pues si u es un vértice en D, (u) es un camino dirigido de longitud

cero, es decir, u ∼ u.

2) Simetría. Sean u, v en V (D), si u ∼ v signi�ca que existen un uv-camino dirigido y un vu-camino dirigido,

pero si existen un vu-camino dirigido y un uv-camino dirigido entonces v ∼ u.

3) Transitividad. Sean u, v, w en V (D). Si u ∼ v y v ∼ w signi�ca que hay un C1 uv-camino dirigido, C2 vu-

camino dirigido, C3 vw-camino dirigido y C4 wv-camino dirigido. Entonces C1∪ C3 es un uw-camino dirigido y

C2∪ C4 es un wu-camino dirigido. Así u ∼ w.

Por lo tanto la relación “estar fuertemente conectados” es una relación de equivalencia.

Así, observamos que las componentes fuertemente conexas, de una digrá�ca D, son las subdigrá�cas inducidas

de D por los elementos de la partición generada por ∼.

De�nición 1.4.4. Sea D una digrá�ca, una componente fuertemente conexa de D es una subdigrá�ca

fuertemente conexa máxima por contención con tal propiedad.

Ejemplo: en la siguiente digrá�ca podemos ver las componentes fuertemente conexas.
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De�nición 1.4.5. La digrá�ca de condensación de D, denotada por C*(D), se de�ne:

V(C*(D))= {componentes fuertemente conexas de D } y (Ci, Cj) pertenece a F(C*(D)) si y sólo si existen u

en Ci y v en Cj tal que (u, v) está en F(D).

Ejemplo: tomando la digrá�ca anterior obtenemos su digrá�ca de condensación.

Observación 1.4.1. Para toda digrá�ca D, su digrá�ca de condensación C∗(D) no tiene ciclos dirigidos.

Demostración. Sean D una digrá�ca y C∗(D) su digrá�ca de condensación, supongamos que en C∗(D) hay un

ciclo dirigido Γ = (C0, C1, ..., Cn, C0). Sean dos vértices Ci y Cj de Γ, entonces hay un CiCj-camino dirigido en

C∗(D) y un CjCi-camino dirigido en C∗(D), entonces como Ci y Cj son componentes fuertemente conexas de

D, para algún ui ∈ Ci y uj ∈ Cj existe un uiuj-camino dirigido y un ujui-camino dirigido, por lo que ui y uj

estarían en la misma componente fuertemente conexa lo que es una contradicción con la de�nición de digrá�ca

de condensación. Por lo tanto C∗(D) no tiene ciclos dirigidos.

Teorema 1.4.4. Un torneo es acíclico si y sólo si todas sus componentes fuertemente conexas son triviales (de

un solo vértice).
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Demostración. ⇒) Sea T un torneo con n vértices, las componentes fuertemente conexas de T pueden ser de

1, 3, 4, ..., n vértices. Si hay una componente conexa C0 de 3, 4, ..., n vértices, entonces por el teorema 1.4.3 hay

un camino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de C0, pero por el teorema 1.2.2 existe un ciclo

dirigido en C0, lo que es una contradicción pues T es acíclico. Por lo tanto todas las componentes fuertemente

conexas tienen que ser triviales.

⇐) Sea T un torneo de orden n, tal que todas sus componentes fuertemente conexas son triviales y supongamos

que no es acíclico, sea γ = (u0, u1, u2, ..., un, u0, ) un ciclo en T , notemos que (u0, u1) es un u0u1-camino dirigido

y (u1, u2, ..., un, u0, ) es un u1u0-camino dirigido, por lo que u0 y u1 tienen que estar en la misma componente

fuertemente conexa, lo que es una contradicción pues las componentes fuertemente conexas de T eran triviales.

Por lo tanto T es acíclico si y sólo si todas sus componentes fuertemente conexas son triviales.

Teorema 1.4.5. Sea D una digrá�ca transitiva y acíclica, entonces N = {z ∈ V(D) : δ+
D(z) = 0} es el único

núcleo de D.

Demostración. Para ver que N es núcleo primero veamos que es independiente, supongamos que no lo es,

entonces existen u y v en N tal que sin pérdida de generalidad (u, v) está en F (D), así tendríamos que δ+
D(u) ≥ 1

lo que es una contradicción. Por lo tanto N es independiente.

Para ver que N es absorbente tomemos un vértice u0 en V (D)\N y sea τ = (u0, u1, u2, ..., um) una trayectoria

dirigida de longitud máxima que empieza en u0. Sabemos que δ+
D(um) = 0 pues D es acíclica y τ es de longitud

máxima, entonces um está en N y por el teorema 1.2.6 la �echa (u0, um) pertenece a F (D). Por lo tanto N es

absorbente.

Ahora para ver que N es el único núcleo de D, supongamos que N ′ es un núcleo de D diferente a N , por la

de�nición de núcleo y como N es núcleo entonces {z ∈ V (D) : δ+
D(z) = 0} ⊆ N ′, entonces N ⊆ N ′.

Supongamos que hay un vértice z en V (D) tal que z ∈ N ′ y z /∈ N , como N es núcleo entonces existe w en N

tal que (z, w) pertenece a F (D), pero esto no puede ser pues z y w están en N ′ y N ′ es independiente por ser

núcleo. Por lo tanto N ′ es igual a N y es el único núcleo de D.

Teorema 1.4.6. Si D es una digrá�ca transitiva y fuertemente conexa, entonces cada vértice de D es un núcleo.

Demostración. Sea D una digrá�ca transitiva y fuertemente conexa, primero veamos que D es completa simétri-

ca, D =
↔
k p, p = |V (D)|. Sean u y v cualquier par de vértices en V (D), por demostrar que {(u, v), (v, u)} ⊆ F (D).

Como D es fuertemente conexa existen una τ1 uv-trayectoria dirigida y una τ2 vu-trayectoria dirigida, como D

es transitiva, por el teorema 1.2.6 tenemos que (u, v) y (v, u) están en F (D). Como u y v son cualquier par de

vértices, entonces D es completa simétrica.

Ahora, sea u un vértice en V (D), por demostrar que {u} es núcleo de D. {u} es independiente pues no hay

�echa de u a u. {u} es absorbente pues como D es completa simétrica entonces para todo vértice v en V (D)

diferente a u, la �echa (v, u) está en F (D).

Por lo tanto {u} es núcleo de D.

Lema 1.4.1. Si D es una digrá�ca transitiva, entonces su digrá�ca de condensación C∗(D) también es transi-

tiva.
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Demostración. Sean D una digrá�ca transitiva y C∗(D) la digrá�ca de condensación de D, como D es transitiva

y cada vértice de C∗(D) es fuertemente conexo, entonces cada vértice de C∗(D) corresponde a una subdigrá�ca

completa simétrica en D.

Sean U, V y W tres vértices en V (C∗(D)). Por demostrar que si (U, V ) y (V,W ) están en F (C∗(D)) entonces

(V,W ) está en F (C∗(D)).

Si (U, V ) pertenece a F (C∗(D)), entonces existen u1 en U y v1 en V tal que (u1, v1) está en F (D).

Si (V,W ) pertenece a F (C∗(D)) entonces existen v2 en V y w1 en W tal que (v2, w1) está en F (D). Como

v1, v2 están en V , entonces (v1, v2) pertenece a F (D), entonces (u1, v1, v2, w1) es una trayectoria dirigida en D

y como D es transitiva, por el teorema 1.2.6 la �echa (u1, w1) está en F (D). Por lo que (V,W ) es una �echa de

F (C∗(D)) (�gura 1.4.1). Por lo tanto C∗(D) es transitiva.

Teorema 1.4.7. Toda digrá�ca transitiva tiene al menos un núcleo.

Demostración. Caso 1) Si D es fuertemente conexa y transitiva entonces es una digrá�ca completa simétrica,

por el teorema 1.4.6 cada vértice de D es un núcleo.

Caso 2) Si D no es fuertemente conexa consideremos la digrá�ca de condensación de D, C∗(D), como C∗(D)

no tiene ciclos dirigidos entonces tiene vértices de exgrado cero (a los que llamamos componentes terminales de

C∗(D)).

Sea T = {C ∈ V (C∗(D)) : δ+
C∗(D)(C) = 0)}. Para cada C en T = {C1, C2, ..., Cn} elegimos zi en Ci, recordemos

que cada C en V (C∗(D)) es completa simétrica.

A�rmación: N = {zi : 1 ≤ i ≤ n} es núcleo de D.

Demostración. 1) Para ver que N es independiente supongamos que no lo es, entonces existen zi y zj en N

tal que zi 6= zj y (zi, zj) pertenece a F (D), entonces existe una �echa de Ci a Cj . Contradicción pues Ci está

en T y δ+
C∗(D)(C) = 0 (�gura 1.4.2). Por lo tanto N es independiente en D.
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2) Veamos que N = {z1, z2, ..., zn} es absorbente en D. Sea w en V (D)\N . Por demostrar que existe una �echa

de w a N .

Caso 2.1) Supongamos que w ∈ Cm, tal que Cm está en T . Como es un vértice terminal de C∗(D) entonces

existe zm en Cm que es vértice de N , como Cm es completa simétrica entonces existe una �echa de w a zm. Por

lo tanto existe una �echa de w a N (�gura 1.4.3).

Caso 2.2) Supongamos que w ∈ Cw, tal que Cw no está en T , como C∗(D) no tiene ciclos dirigidos entonces

existe una trayectoria dirigida de Cw a algún Ck tal que Ck está en T . Por la de�nición de digrá�ca de conden-

sación, si existe una �echa de Cw a Ck entonces existen un vértice x en Cw y un vértice y en Ck tal que (x, y)

pertenece a F (D).

Como Cw es completa simétrica entonces (w, x) ∈ F (D), también Ck es completa simétrica entonces (y, zk) ∈

F (D), con zk en N .

τ = {w, x, y, zk) es una trayectoria dirigida, como D es transitiva, por el teorema 1.2.6 (w, zk) es una �echa en

F (D) y por lo tanto existe una �echa de w a N (�gura 1.4.4).
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Por lo tanto N es absorbente en D.

N es un núcleo de D. Por lo tanto todas las digrá�cas transitivas tienen núcleo.

Teorema 1.4.8. Si D es una digrá�ca sin ciclos dirigidos entonces D tiene un único núcleo.

Demostración. Sea N0 = {z ∈ V (D) : δ+
D(z) = 0}, notemos que N0 6= ∅, ésto por la contrapositiva del teorema

1.2.4.

Sean F0 = {z ∈ V (D) : existe una �echa de z a N0 en D} y D1 = D\(N0 ∪ F0).

A�rmación. D1 no tiene ciclos dirigidos.

Demostración. Supongamos que D1 tiene algún ciclo γ, tenemos que γ ⊆ D1 ⊆ D. D tiene un ciclo, contradic-

ción pues D es acíclica. Por lo tanto D1 no tiene ciclos dirigidos.

Sean N1 = {z ∈ V (D1) : δ+
D1

(z) = 0} y F1 = {z ∈ V (D1) : existe una �echa de z a N1 en D1}.

Sea D2 = D1\(N1 ∪ F1), D2 no tiene ciclos dirigidos.

Sean N2 = {z ∈ V (D2) : δ+
D2

(z) = 0} y F2 = {z ∈ V (D2) : existe una �echa de z a N2 en D2}.

Sea D3 = D2\(N2 ∪ F2), D3 no tiene ciclos dirigidos.

Continuamos de esta manera y de�nimos: Di = Di−1\(Ni−1 ∪ Fi−1), donde Ni = {z ∈ V (Di) : δ+
Di

(z) = 0} y

Fi = {z ∈ V (Di) : existe una �echa de z a Ni en Di} (�gura 1.4.5).

31



Suponiendo que están de�nidos los conjuntos Dj , Fj , Nj para i ≤ j ≤ i− 1. Continuamos así hasta el primer n

tal que Dn = ∅.

A�rmación.
⋃n
j=0Nj es núcleo de D.

Demostración

1)Independencia. Cada Ni es independiente, supongamos que existe una �echa de x a y con x ∈ Nj y y ∈ Ni,

esto implica que i < j. Pero si (x, y) está en F (D) entonces y ∈ Fj , lo que es una contradicción pues x está en

Nj .

Por lo tanto la unión de los Ni es independiente (�gura 1.4.6).

2) Absorbencia: Sea w un vértice en V (D)\
⋃n
j=0Nj , entonces w ∈ Fj para algún j tal que 0 ≤ j ≤ n. Por lo

que existe una �echa de w a Nj , es decir, una �echa de w a
⋃n
j=0Nj (�gura 1.4.6).
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Por lo tanto
⋃n
j=0Nj es núcleo de D.

1.5. Cuasinúcleos y Seminúcleos

Ahora de�niremos dos conceptos que nos ayudan a generalizar algunos resultados para núcleos.

De�nición 1.5.1. Sea D=(V, F) una digrá�ca, diremos que un conjunto Q⊆ V(D) es un cuasinúcleo si Q es

independiente y absorbente a distancia a lo más dos, es decir, que para todo z ∈ V(D)\ Q existe una zQ-�echa

o una zQ-trayectoria dirigida de longitud dos (empieza en z y termina en algún vértice de Q).

Ejemplos:

En la digrá�ca D1 los vértices u2 y u4 forman un cuasinúcleo, pues podemos observar que Q = {u2, u4} es un

conjunto que es independiente y absorbente a distancia a lo más dos.

En la digrá�ca D2 el vértice u2 es un cuasinúcleo, pues como se puede observar Q = {u2} es independiente y

absorbente a distancia a lo más dos.
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En la digrá�ca D3 los vértices w3, w6 y w9 forman un cuasinúcleo, pues como se observa Q = {w3, w6, w9} es

un conjunto que es independiente y absorbente a distancia a lo más dos.

Es fácil observar que todo núcleo es cuasinúcleo pues un núcleo es independiente y absorbente. Pero no todo

cuasinúcleo es núcleo.

En C3 cualquier vértice es un cuasinúcleo pues es independiente y absorbente a distancia a lo más dos, pero

antes vimos que C3 no tiene núcleo.

Teorema 1.5.1. Toda digrá�ca tiene al menos un cuasinúcleo.

Demostración. Por inducción sobre P = |V (D)|.

1) Base. Si P = 1, 2. Estas son todas las digrá�cas posibles de 1 y 2 vértices donde el cuasinúcleo es el conjunto

de vértices sombreados en cada digrá�ca.

2) Hipótesis de inducción. Supongamos que toda digrá�ca D′ con 2 ≤ |V (D′)| < P tiene un cuasinúcleo.

3) Por demostrar que una digrá�ca D tal que |V (D)| = P tiene cuasinúcleo. Sean x en V (D) y D′ =

D\{{x}∪{z ∈ V (D) : (z, x) ∈ F (D)}}. Es decir, el conjunto formado por x y por los vértices adyacentes hacia

x.

Caso 1) si D′ = ∅, entonces {x} es un cuasinúcleo de D, pues es absorbente en D.

Caso 2) si D′ 6= ∅, entonces |V (D′)| = P ′ < P . Por la hipótesis de inducción D′ tiene un cuasinúcleo Q′, y

vemos que por la manera en que de�nimos a D′ no existen �echas de Q′ a x (�gura 1.5.1).
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Subcaso 1) si existe una �echa de x a Q′ en D, entonces tenemos que para cada vértice w en D\Q′ ∪D′ hay

una wQ′-trayectoria dirigida de longitud dos, por lo que Q′ es absorbente a distancia a lo más dos en D.

Por lo tanto Q′ es un cuasinúcleo de D �gura 1.5.2).

Subcaso 2) si no existe �echa de x a Q′, entonces Q′ ∪ {x} es independiente, pues habíamos visto que tampoco

hay �echas de Q′ a x. Q′ es absorbente en D′ y x es absorbente en D\D′ por lo que Q′ ∪ {x} es absorbente en

D.

Por lo tanto Q′ ∪ {x} es un cuasinúcleo de D (�gura 1.5.3).
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Así, vemos que D tiene cuasinúcleo.

Por lo tanto toda digrá�ca tiene al menos un cuasinúcleo.

Teorema 1.5.2. Sean T un torneo y x un vértice en V(T) tal que δ−T (x) =max{δ−T (z) : z ∈ V(T)} (x es el

vértice de mayor ingrado en T), entonces {x} es cuasinúcleo de T.

Demostración. 1) Es inmediato que {x} es independiente.

2) Para ver que es absorbente a distancia a lo más dos, de�nimos Γ+
T (x) = {v ∈ V (T ) : (x, v) ∈ F (T )} y

Γ−T (x) = {v ∈ V (T ) : (v, x) ∈ F (T )}.

Veamos que para todo vértice u en Γ+
T (x), existe un vértice w en Γ−T (x), tal que (u,w) está en F (T ), porque de

otro modo como T es un torneo, tendríamos que si para todo w en Γ−T (x), (w, u) está en F (T ) y como (x, u)

está en F (T ), u sería un vértice con mayor ingrado que x, con lo que surge una contradicción pues supusimos

que x era el vértice de mayor ingrado en T .

Por lo tanto para todo vértice u enΓ+
T (x), existe una ux-trayectoria dirigida de longitud 2 (�gura 1.5.4), por lo

que {x} es absorbente a distancia a lo más dos. Por lo tanto {x} es un cuasinúcleo de T .

De�nición 1.5.2. Sea D=(V, F) una digrá�ca, un subconjunto S ⊆V(D) es un seminúcleo de D si cumple
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que:

1) S es independiente.

2) Para cada z en V(D)\S, si existe una �echa de S hacia z entonces existe una �echa de z hacia S.

Ejemplos:

{v2, v5}, {u1, u3} y {w1, w3, w5} son seminúcleos de D1, D2 y D3 respectivamente.

Es claro ver que toda digrá�ca tiene seminúcleo, pues si tomamos un conjunto vacío de vértices, este cumple

con la de�nición.

El ciclo de tres vértices C3, es un ejemplo de una digrá�ca que no tiene seminúcleo que sea no vacío, pues un

sólo vértice es independiente pero no cumple la segunda condición. por lo que no todas las digrá�cas tienen

seminúcleo que sea no vacío.

Teorema 1.5.3. Sean D=(V, F) una digrá�ca y S ⊆ V(D) un seminúcleo no vacío de D, de�nimos el conjunto

B = {z ∈ V(D)\S : no existe �echa de z a S} y tomamos a S′ un seminúcleo de D[B], entonces S ∪ S′ es

seminúcleo de D.

Demostración. S es independiente por de�nición de seminúcleo.

S′ es independiente en D porque S′ es independiente en D [B] y D [B] es una subdigrá�ca inducida de D.

No hay �echas de S′ hacia S por de�nición de B y S′ ⊆ B.

Por demostrar que no hay �echas de S a S′. Por reducción al absurdo, supongamos que existen z en S y w en

S′ tal que (z, w) ∈ F (D). Como S es seminúcleo de D, entonces existe una wS-�echa, ésto es una contradicción
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pues w ∈ B. Por lo tanto S ∪ S′ es independiente en D (�gura 1.5.5).

2) Supongamos que existe una �echa de (S ∪ S′) hacia w para algún w ∈ V (D)\(S ∪ S′).

Si la (S ∪S′)w-�echa incide desde S, es decir, que existe una Sw-�echa en D, como S es seminúcleo de D existe

una wS-�echa en y por lo tanto existe una w(S ∪ S′)-�echa en D.

La (S ∪ S′)w-�echa incide desde S′, es decir, que existe una S′w-�echa, sea esta �echa (y, w) en F (D) tal que

y ∈ S′. Tenemos dos casos. Caso 1) si w ∈ (V (D)\B), por la de�nición de B existe una wS−�echa en D.

Caso 2) Si w ∈ B\S′, como S′ es seminúcleo de D [B] existe una wS′-�echa. Por lo que existe la w(S∪S′)-�echa

(�gura 1.5.6).

Por lo tanto S ∪ S′ es seminúcleo de D.

Teorema 1.5.4. Sean D una digrá�ca y S ⊆ V(D) un seminúcleo no vacío de D, de�nimos

B= {z ∈ V (D)\S : no existe �echa de z a S}, si N' es un núcleo de D[Br], entonces S ∪ N' es núcleo de D.

Demostración. 1) Independencia. S es independiente en D, N ′ es independiente en D [B] y por lo tanto también

en D.

Por de�nición de B no hay �echas de D [B] \S a S, en particular no hay �echas de N ′ a S. Si hubiera �echa
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de S a algún w en N ′ entonces como S es seminúcleo de D existiría una wS-�echa lo que es una contradicción

pues w está en B (�gura 1.5.7).

Por lo tanto S ∪N ′ es independiente.

2) Absorbencia. Por de�nición para cada z ∈ (V (B)\(B ∪ S)) existe una zS-�echa en D, y como N ′ es núcleo

de D [B] para cada z en B\N ′ existe una zN ′-�echa (�gura 1.5.8).

Por lo tanto S ∪N ′ es absorbente. Por lo tanto S ∪N ′ es núcleo de D.

Teorema 1.5.5. Si D es una digrá�ca tal que toda subdigrá�ca inducida de D tiene seminúcleo no vacío,

entonces D tiene núcleo.

Demostración. Sea S ⊆ V (D) un seminúcleo máximo por contención de D. Por demostrar que S es núcleo de

D.

Caso 1) para todo z en V (D)\S existe una zS-�echa, en este caso S es absorbente y por lo tanto es núcleo.

Caso 2) existe z en V (D)\S tal que no existen zS-�echas. De�nimos B = {z ∈ V (D) : no existe zS-�echa },

entonces B 6= ∅.

D [B] tiene seminúcleo no vacío S′, por el teorema 1.5.4 S ∪ S′ es seminúcleo de D, y además es un seminúcleo
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mayor a S, lo que es una contradicción pues S era el seminúcleo máximo por contención. Por lo tanto S es

núcleo de D.

Observación 1.5.1. Toda subdigrá�ca inducida de una digrá�ca acíclica, transitiva o simétrica también es

acíclica, transitiva o simétrica respectivamente.

Teorema 1.5.6. Toda digrá�ca acíclica tiene núcleo.

Demostración. Por el teorema 1.5.5 y la observación 1.51 basta con probar que las digrá�cas acíclicas tienen

seminúcleo no vacío.

Sea D una digrá�ca acíclica, entonces por ser acíclica existe un z0 en V (D) tal que δ+
D(z0) = 0 por lo que {z0}

es seminúcleo no vacío de D pues es independiente y no hay �echas que incidan desde z0.

Por lo tanto como toda subdigrá�ca inducida de una digrá�ca acíclica tiene seminúcleo no vacío, entonces toda

digrá�ca acíclica tiene núcleo.

Teorema 1.5.7. Toda digrá�ca transitiva tiene núcleo.

Demostración. Por el teorema 1.5.5 y la observación 1.5.1 basta con probar que las digrá�cas transitivas tienen

seminúcleo no vacío.

Sea D una digrá�ca transitiva, tenemos dos casos:

Caso 1) si D es fuertemente conexa entonces D es completa simétrica y cada conjunto con un sólo vértice es

un seminúcleo de D pues es independiente y existen �echas simétricas entre cualquier par de vértices. Caso 2)

Si D no es fuertemente conexa entonces cada vértice de una componente terminal fuertemente conexa de D es

seminúcleo no vacío de D, pues es independiente y existen �echas simétricas entre éste y cualquier otro vértice

que está en la misma componente.

Por lo tanto como toda subdigrá�ca inducida de una digrá�ca transitiva tiene seminúcleo no vacío, entonces

toda digrá�ca transitiva tiene núcleo.

Teorema 1.5.8. Toda digrá�ca simétrica tiene núcleo.

Demostración. Por el teorema 1.5.5 y la observación 1.5.1 basta con probar que las digrá�cas simétricas tienen

seminúcleo no vacío.

Sea D una digrá�ca simétrica, en este caso cualquier conjunto independiente no vacío es un seminúcleo no vacío

de D pues es independiente y además cada �echa que incide desde algun vértice es simétrica.

Por lo tanto como toda subdigrá�ca inducida de una digrá�ca simétrica tiene seminúcleo no vacío, entonces

toda digrá�ca simétrica tiene núcleo.

Teorema 1.5.9. Sea D una digrá�ca, si todo ciclo dirigido de D tiene al menos una �echa simétrica entonces

D tiene núcleo.

Observación Sea D una digrá�ca, con la propiedad de que todo ciclo dirigido de D tiene al menos una �echa

simétrica, entonces toda subdigrá�ca inducida de D tiene la misma propiedad. Por esto, bastará con probar que

si todo ciclo dirigido de D tiene al menos una �echa simétrica entonces D tiene seminúcleo no vacío.
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Demostración. Sea T = (x0, x1, ..., xn) una trayectoria sin �echas simétricas de longitud máxima en D.

Consideremos al vértice xn, si {xn} es seminúcleo ya terminamos. De otro modo, {xn} no es seminúcleo, entonces

existe w en V (D) tal que (xn, w) es una �echa asimétrica pues si fuera simétrica xn si sería seminúcleo. Tenemos

dos casos:

Caso 1) si w es un vértice de T entonces w = xi. Por lo que (xn, xi, xi+1, ..., xn) es un ciclo dirigido que no

contiene �echas simétricas, lo que es una contradicción pues supusimos que todo ciclo dirigido de D tiene al

menos una �echa simétrica.

Caso 2) si w no es un vértice de T entonces T ∪ (xn, w) es una trayectoria sin �echas simétricas de longitud

mayor a la de T , lo que es una contradicción.

Por lo tanto {xn} es un seminúcleo no vacío de D. Así, por la observación, toda subdigrá�ca inducida de D

tiene seminúcleo no vacío. Por lo tanto D tiene núcleo.

De�nición 1.5.3. Una grá�ca G es bipartita, si existe una partición de V(G) en dos conjuntos no vacíos V1

y V2 tal que V1 y V2 son independientes, es decir, toda arista de G tiene un extremo en V1 y el otro en V2.

Ejemplos:

Las siguientes grá�cas G1 y G2 son bipartitas, en ambas gra�cas esta sombreado uno de los conjuntos de la

partición de los vértices de dicha grá�ca.

Teorema 1.5.10. Sea D una digrá�ca y GD su grá�ca subyacente, si GD es bipartita entonces D tiene núcleo.

Observación Sea D una digrá�ca con la propiedad de que GD es bipartita, entonces toda subdigrá�ca inducida

de D tiene la misma propiedad. Por lo que bastara probar que si GD es bipartita, entonces D tiene un seminúcleo

no vacío.

Demostración. Sea D una digrá�ca tal que GD es bipartita, sean V1 y V2 la partición de V (G) que la hace

bipartita.

Caso 1) existe un x0 en V (D) tal que δ+
D(x0) = 0 entonces {x0} es seminúcleo no vacío de D.

Caso 2) para todo z en V (D) δ+
D(z) > 1 entonces V1 es seminúcleo no vacío de D, pues es independiente y para

todo w en V2, δ
+
D(w) > 1, como V2 también es independiente las �echas, que inciden desde cada w en V2 inciden

hacia V1. Del mismo modo vemos que V2 también es seminúcleo de D. Por lo tanto D tiene núcleo.

Lema 1.5.1. Sea D una digrá�ca y GD su grá�ca subyacente. GD es bipartita si y sólo si no contiene ciclos

de longitud impar.
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Demostración. ⇒) Sea GD bipartita con la partición (V1, V2) y supongamos por contradicción que existe un

ciclo de longitud impar γ = (x0, x1, ..., xn = x0) en GD. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que x0

está en V1, entonces x1 ∈ V2, x2 ∈ V1, x3 ∈ V2, ..., xn−2 ∈ V2 y xn−1 ∈ V1. Como xn = x0 tenemos que

(xn−1, xn) es una �echa en GD, lo que es una contradicción pues {xn−1, xn} ⊂ V1.

Por lo tanto GD no contiene ciclos de longitud impar.

⇐) Ahora supongamos que GD no contiene ningún ciclo de longitud impar. Además, podemos suponer que GD

es conexa, porque una grá�ca es bipartita si cada componente conexa de ésta es bipartita. Sea x en V (GD) y

de�nimos V1 = {y ∈ V (GD) : dist(x, y) ≡ 1 (mód 2)}, V2 = V (GD)\V1. Es decir, en V1 están todos los vértices

que están a distancia impar de x y en V2 están todos los vértices que están a distancia par de x, donde de�nimos

la distancia entre dos vértices de una digrá�ca al número de vértices mínimo que debe recorrerse para unirlos,

es decir, la longitud de la trayectoria mínima que los une. Vemos que estos conjuntos son ajenos.

Ahora, si existiera una arista (u, v) en GD tal que {u, v} ⊂ Vi, (i = 1 o 2), entonces GD contendría un ciclo

impar, lo que no es posible pues supusimos que no contenía ciclos de longitud impar.

Por lo tanto GD es bipartita.

Teorema 1.5.11. Sea D una digrá�ca, si D no tiene ciclos impares entonces D tiene núcleo.

Demostración. Si D no tiene ciclos impares, entonces GD tampoco tiene. Por el lema 1.5.1 tenemos que GD es

bipartita y se sigue por el teorema 1.5.10 que D tiene núcleo.

De�nición 1.5.4. Diremos que una digrá�ca D es núcleo-imperfecta denotada por NIC si D no tiene núcleo

pero toda subdigrá�ca inducida propia de D tiene núcleo.

Un ejemplo de digrá�cas núcleo-imperfectas son los ciclos de longitud impar.

Proposición 1.5.1. Toda digrá�ca sin núcleo contiene una subdigrá�ca propia inducida que es NIC.

Demostración. Sea D una digrá�ca sin núcleos.

Caso 1) si toda subdigrá�ca inducida propia de D tiene núcleo entonces D es NIC.

Caso 2) D contiene una subdigrá�ca inducida D1 sin núcleo, hay dos subcasos:

Subcaso 2.1) si toda subdigrá�ca inducida propia de D1 tiene núcleo entonces D1 es NIC.

Subcaso 2.2) D contiene una subdigrá�ca inducida D2 sin núcleo, regresamos a las preguntas del caso 1) y 2).

En a lo más P − 2 pasos encontramos la NIC inducida en D pues las digrá�cas:

© , © © y © −→© si tienen núcleo.

Teorema 1.5.12. Si D es una digrá�ca NIC entonces no tiene seminúcleo no vacío.

Demostración. Por reducción al absurdo. Sea D una digrá�ca NIC y supongamos que D tiene seminúcleo no

vacío S, como D es NIC entonces toda subdigrá�ca inducida propia tiene seminúcleo por lo que por el teorema

1.5.5 D tiene núcleo, esto es una contradicción. Por lo tanto si D es NIC, entonces no tiene seminúcleo no

vacío.

42



Teorema 1.5.13. Si D es una digrá�ca tal que todo ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos dos

diagonales con puntas consecutivas entonces D tiene núcleo. (Ver demostración y de�niciones necesarias en

[5].)

1.6. Teorema de Richardson

Teorema 1.6.1. (Richardson [17]) Si D es una digrá�ca sin ciclos dirigidos de longitud impar entonces D tiene

núcleo.

Para demostrar este teorema primero demostraremos la siguiente proposición:

Proposición 1.6.1. Si D es una digrá�ca que es fuertemente conexa, con |V(D)| ≥ 2 y que no tiene ciclos

dirigidos de longitud impar, entonces D es bipartita.

Demostración. Sea x0 en V (D), de�nimos V1 = {z ∈ V (D) : existe un x0z-camino dirigido de longitud par} y

V2 = {z ∈ V (D) : existe un x0z-camino dirigido de longitud impar}.

V (D) = V1 ∪ V2 pues D es fuertemente conexa.

Para demostrar que D es bipartita tenemos que probar que V1 ∩ V2 = ∅ y que V1 y V2 son conjuntos

independientes.

•) Por demostrar que V1 ∩ V2 = ∅. Supongamos por el contrario que V1 ∩ V2 6= ∅ entonces existe w en v(D)

tal que w ∈ V1 y w ∈ V 2. Como w ∈ V1 entonces existe un γ1 x0w-camino dirigido de longitud par.

Como w está en V2, entonces existe un γ2 x0w-camino dirigido de longitud impar. Como D es fuertemente

conexa entonces existe un γ3 wx0−camino dirigido.

Caso 1) Si γ3 es de longitud par entonces γ2 ∪ γ3 es un camino dirigido cerrado de longitud impar por lo

que contiene un ciclo dirigido de longitud impar, ésto es una contradicción pues supusimos que no había ciclos

dirigidos de longitud imar.

Caso 2) Si γ3 es de longitud impar entonces γ1 ∪ γ3 es un camino dirigido cerrado de longitud impar por lo

que contiene un ciclo dirigido de longitud impar, nuevamente ésto es una contradicción.

Por lo tanto V1 ∩ V2 = ∅.

•) Por demostrar que V1 y V2 son conjuntos independientes.

1) Supongamos que existen w1 y w2 en V1 tal que (w1, w2) es una �echa de F (D), como w1 está en V1

entonces existe un x0w1-camino dirigido de longitud par ϕ1, así, ϕ1 ∪ (w1, w2) es un camino dirigido de

longitud impar, por lo que w2 está en V2, entonces w2 ∈ V1 ∩ V2, ésto es una contradicción pues habíamos

visto que la intersección de V1 y V2 era vacía.

2) Supongamos que existen u1 y u2 en V2 tal que (u1, u2) es una �echa de F (D), como u1 está en V2, entonces

existe un x0u1-camino dirigido de longitud impar ϕ2, así, ϕ2∪ (u1, u2) es un camino dirigido de longitud par,

por lo que u2 está en V1, entonces u2 ∈ V1 ∩ V2, nuevamente ésto es una contradicción. Por lo tanto V1 y V2

son conjuntos independientes.

Por lo tanto D es bipartita.

Ahora si podemos proseguir con la demostración del teorema:
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Demostración. Si D es una digrá�ca sin ciclos dirigidos de longitud impar, entonces subdigrá�ca inducida de

D tampoco no tiene ciclos dirigidos de longitud impar.

Sea H una subdigrá�ca inducida de D.

Caso 1) si H es fuertemente conexa entonces por la proposición 1.6.1, H es bipartita y por el teorema 1.5.11 H

tiene núcleo y por lo tanto tiene seminúcleo no vacío.

Caso 2) si H no es fuertemente conexa entonces sea Ci una componente fuertemente conexa terminal de H, Ci

es fuertemente conexa y sin ciclos de longitud impar, por lo que al igual que en el caso 1, Ci tiene un seminúcleo

no vacío S, como Ci es terminal, entonces S es un seminúcleo no vacío de H.

Por lo tanto toda H subdigrá�ca inducida de D tiene seminúcleo no vacío, entonces, por el teorema 1.5.5 D

tiene núcleo.

Con la demostración de este teorema �naliza el capítulo uno.
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Capítulo 2

Π-Núcleos en Digrá�cas

En este capítulo partiremos de de�niciones dadas en el capítulo anterior, como lo son las de caminos y trayec-

torias, para presentar una generalización de resultados referentes a núcleos, en donde tomaremos digrá�cas con

las �echas coloreadas. Daremos las de�niciones de Π-trayectorias, y Π-núcleos [6], conceptos esenciales en este

trabajo a partir del capítulo 2 de los que obtendremos resultados que nos guiarán hacia el teorema principal en

el capítulo 3.

2.1. Π-trayectorias de una digrá�ca

De�nición 2.1.1. Sea D=(V(D), F(D)) una digrá�ca, de�nimos a DP(D) como el conjunto de trayectorias

dirigidas de D.

Sea Π un subconjunto de DP(D), a los elementos de Π los llamamos Π-trayectorias.

De�nición 2.1.2. Sean x, y ∈ V(D) usaremos la notación (x→Π y) si hay una xy-trayectoria dirigida en Π,

también usaremos (x9Π y) si no hay una xy-trayectoria dirigida en Π.

Análogamente si S1 y S2 ⊆ V(D) usamos (S1 →Π S2) si hay una S1S2-trayectoria dirigida en Π, también

usaremos (S1 9Π S2) si no hay una S1S2-trayectoria dirigida en Π.

De�nición 2.1.3. Sea D una digrá�ca, de�nimos la digra�ca Π-cerradura como CΠ(D), tal que V (CΠ(D)) =

V (D) y (x, y) ∈ F (CΠ(D)) si y sólo si (x→Π y).

Ejemplo: Sea D la siguiente digrá�ca
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DP (D) = {(v1, v2), (v1, v5), (v2, v3), (v2, v4), (v2, v6), (v4, v3), (v4, v5), (v6, v3), (v1, v2, v3), (v1, v2, v4),

(v1, v2, v6), (v2, v6, v3), (v2, v4, v3), (v2, v4, v5), (v1, v2, v6, v3), (v1, v2, v4, v3), (v1, v2, v4, v5)}

y sea Π = {(v1, v2, v3), (v1, v2, v4), (v1, v2, v6), (v2, v4, v3), (v2, v4, v5)} en este caso sólo

(v1 →Π v3), (v1 →Π v4), (v1 →Π v6), (v2 →Π v3) y (v2 →Π v5) por lo que CΠ(D) es:

Si tomamos los conjuntos S1 = {v1, v2, v3} y S2 = {v4, v5, v6} tenemos que (S1 →Π S2) y (S2 9Π S1).

De�nición 2.1.4. Decimos que D es Π-completa si para todos x, y ∈ V(D) se cumple que (x →Π y) o

(y →Π x).

Ejemplo:

Si Π = {(u, v), (w, u), (w, v)} entonces D es Π-completa.
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2.2. Π-núcleos

De�nición 2.2.1. Sean D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D). Un conjunto S⊆ V(D) es llamado Π-independiente

si para {x, y} ⊆ S se cumple que (x 9Π y) y (y 9Π x). Un conjunto S⊆V(D) es llamado Π-absorbente si

para todo x ∈ V(D)\S se cumple que (x→Π S).

De�nición 2.2.2. Sea D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D). Un conjunto S⊆ V(D) es un Π-núcleo si cumple que es

al mismo tiempo Π-independiente y Π-absorbente.

Ejemplo: Sea D la siguiente digrá�ca:

Y sea Π ⊆ DP (D), Π = {(v1, v4, v5), (v1, v4, v5, v2), (v2, v1, v4), (v4, v5, v1), (v4, v5, v3), (v5, v1, v4), (v5, v2, v1),

(v5, v2, v3), (v6, v5, v1), (v6, v5, v2), (v6, v5, v3)}.

{v5, v6} es un conjunto Π-independiente pues (v5 9Π v6) y (v6 9Π v5).

{v1, v3, v4} es un conjunto Π-absorbente pues (v2 →Π v4), (v5 →Π v3), y (v6 →Π v1).

Pero {v2, v3} es un conjunto que es un Π-núcleo pues es Π-independiente por que (v2 9Π v3) y (v3 9Π v2) y

además es Π-absorbente por que (v1 →Π v2), (v4 →Π v3), (v5 →Π v3) y (v6 →Π v2).

De�nición 2.2.3. Una familia P = [Πi]i∈I de subconjuntos de Π la llamaremos cubierta de Π si
⋃
i∈I Πi = Π.

Dada una cubierta P = [Πi]i∈I de Π la P-cerradura de D es la multidigrá�ca CP (D), coloreada por �echas,

cuyos vértices son V(D) y las (x, y)-�echas con color k ∈ I pertenecen a CP (D) si y sólo si (x→Πk
y).

A una subdigrá�ca H de CP (D) la llamamos P-arcoíris si no hay dos �echas con el mismo color.

Ejemplo: Sean D y Π ⊆ DP (D) del ejemplo de la de�nición 2.1.3.
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Y sean: Π1 = {(v1, v2, v6), (v2, v4, v3)}, Π2 = {(v1, v2, v4)} y Π3 = {(v1, v2, v3), (v2, v4, v5)}.

P=[Πi]i∈I es una cubierta de Π.

Así, al hacer la digrá�ca CP (D) las �echas (v1, v6) y (v2, v3) son de un color 1, la �echa (v1, v4) es de color 2 y

las �echas (v1, v3) y (v2, v5) de color 3.

Aquí CP (D) y vemos que la digrá�ca H, es subdigrá�ca de CP (D) y es un P-arcoíris.

De�nición 2.2.4. Un subconjunto Π1 ⊆ Π lo llamamos Π-cíclico-transitivo si siempre que hay una sucesión

de vértices de D=(x0, x1, x2, ..., xn−1, xn = x0) tal que para toda i, 0≤i≤n-1, (xi →Π1
xi+1) entonces para

alguna j, 0≤j≤n-1, (xj+1 →Π xj).

Ejemplo: SeanD la siguiente digrá�ca, Π = {(v1, v2), (v1, v2, v3), (v2, v3, v4), (v4, v5), (v4, v5, v6), (v5, v7, v4), (v5, v6, v1)}

y Π1 ⊆ Π.

Π1 = {(v1, v2), (v2, v3, v4), (v4, v5), (v5, v6, v1)}, Π1 es Π-cíclico-transitivo pues (v1, v2, v4, v5, v1) es una sucesión

tal que (v1 →Π1
v2), (v2 →Π1

v4), (v4 →Π1
v5),

(v5 →Π1 v1) y además para v4 se cumple que (v5 →Π v4).

De�nición 2.2.5. A un subconjunto Π1 ⊆ Π lo llamamos transitivo si se cumple que para {x, y, z} ⊆ V(D)
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si (x→Π1 y) y (y →Π1 z) entonces (x→Π1 z).

Lema 2.2.1. Si Π1 ⊆ Π es transitivo entonces Π1 es Π-cíclico-transitivo.

Demostración. Primero veamos que si Π1 ⊆ Π es transitivo entonces para toda sucesión de vértices de D

(x0, x1, x2, ..., xn−1, xn) tal que para toda i, 0 ≤ i ≤ n − 1, (xi →Π1
xi+1) entonces (x0 →Π1

xn). Esto lo

probaremos por inducción sobre el número de vértices de la sucesión.

Base. Sea (x0, x1, x2) una sucesión tal que (x0 →Π1
x1) y (x1 →Π1

x2), ya que D es Π-transitiva entonces

(x0 →Π1
x2).

Hipótesis de inducción. Supongamos que si (x0, x1, x2, ..., xn−2, xn−1) es una sucesión de vértices de D tal que

para toda i, se tiene que 0 ≤ i ≤ n− 2, (xi →Π1 xi+1) entonces se cumple que (x0 →Π1 xn−1).

Paso Inductivo. Sean C= (x0, x1, x2, ..., xn−1, xn) una sucesión de vértices de D tal que para toda i, 0 ≤ i ≤

n−1, (xi →Π1
xi+1) y (x0, x1, x2, ..., xn−2, xn−1) una subsucesión de C, por la hipótesis de inducción se cumple

que (x0 →Π1
xn−1). Ya que (x0 →Π1

xn−1) y (xn−1 →Π1
xn) y Π1 es transitiva se tiene que (x0 →Π1

xn).

Así si Π1 es transitiva y hay una sucesión de vértices de D (x0, x1, x2, ..., xn−1, xn = x0) tal que para toda

i, 0 ≤ i ≤ n, (xi →Π1 xi+1) entonces por lo probado (x0 →Π1 xn−1) y esto implica que para i = n − 1

(xn →Π1
xn−1). Por lo tanto Π1 es Π-cíclica-transitiva.

De�nición 2.2.6. Una cubierta [Π1,Π2] de Π la llamamos Πcíclica-transitiva si Π1 y Π2 son ambos Π-

cíclicos-transitivos.

Una cubierta [Π1,Π2] de Π la llamamos Π-transitiva si Π1 y Π2 son ambos Π-transitivos.

De�nición 2.2.7. Sean D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D), dado Π1 ⊆ Π un conjunto S ⊆ V(D) es un Π-

seminúcleo módulo Π1 si se cumplen las siguientes condiciones:

1) S es Π-independiente.

2) Para todo z ∈ V (D)\S, si (S →Π1
z) entonces (z →Π S).

Ejemplo: Sean D, Π = {(v1, v2, v3), (v3, v4), (v2, v3, v4), (v4, v5, v6), (v6, v1)} y Π1 = {(v3, v4), (v6, v1)}.

{v2, v3, v5, v6} es un Π-seminúcleo módulo Π1 pues es Π-independiente y además (v3 →Π1
v4) , (v6 →Π1

v1) ,

(v4 →Π v6) y (v1 →Π v3).
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Así, para una cubierta de Π que tenga como elemento a Π1 se tiene que, si sólo coloreamos las �echas corres-

pondientes a Π1 en CP (D) se ve claramente que {v2, v3, v5, v6} es un seminúcleo módulo Π1 de CP (D).

Lema 2.2.2. Sean D una digrá�ca, Π ⊆ DP (D) y Π1 ⊆ Π tal que Π1 es Π-cíclico-transitivo.

1) Para todo conjunto no vacío S ⊆ V (D) existe un x0 ∈ S tal que para todo z ∈ S\{x0} si (x0 →Π1 z) entonces

(z →Π x0).

2) Existe x0 ∈V(D) tal que {x0} es un Π-seminúcleo módulo Π1.

Demostración. 1) Por reducción al absurdo. Sea S ⊆ V (D), S 6= ∅ y supongamos que no hay un vértice x en S

tal que para todo z en S\{x} tal que si (x→Π1
z) entonces (z →Π x).

Sea y0 en S, por la suposición sabemos que existe un vértice y1 ∈ S\{y0} tal que (y0 →Π1 y1) y (y1 9Π y0).

También existe un y2 en S\{y1} tal que (y1 →Π1
y2) y (y2 9Π y1). Y existe un y3 en S\{y2} tal que (y2 →Π1

y3)

y (y3 9Π y2).

Siguiendo este proceso obtenemos una sucesión in�nita (y0, y1, y2, y3, ...) de vértices de S ⊆ V (D) tal que para

todo i ≥ 0 (yi →Π1 yi+1) y (yi+1 9Π yi). Ya que S es un conjunto �nito entonces existe j > i ≥ 0 tal que

yi = yj y por lo tanto (yi, yi+1, ..., yj−1, yj = yi) es una sucesión de vértices de D tal que para todo k, i ≤ k < j

(yk →Π1
yk+1) y (yk+1 9Π yk). Pero ésto es una contradicción pues Π1 es Π-cíclico-transitivo.

Por lo tanto, en todo conjunto no vacío S ⊆ V (D), existe un x0 en S tal que para todo z ∈ S\{x0} si (x0 →Π1
z),

entonces (z →Π x0).

2) Si tomamos S = V (D) se sigue de 1) que existe un x0 en V (D) tal que para todo z en V (D)\{x0} si

(x0 →Π1
z), entonces (z →Π x0), además {x0} es un conjunto independiente. Por lo tanto {x0} es un Π-

seminúcleo módulo Π1.

De�nición 2.2.8. Sean D una digrá�ca, Π y Π1 ⊆ Π, supongamos que D tiene un Π-seminúcleo no vacío

módulo Π1. Denotamos por SΠ1
(D) al conjunto de Π-seminúcleos módulo Π1 de D.

De�nición 2.2.9. Denotamos por DΠ1
=(V (DΠ1

), F (DΠ1
)) a la digrá�ca de�nida como:

V (DΠ1
)=SΠ1

(D) y para todo par {S1, S2} ⊆ SΠ1
(D), (S1, S2) ∈ F (DΠ1

) si y sólo si para todo s1 ∈ S1\S2

existe s2 ∈ S2\S1 tal que (s1 →(Π\Π1) s2) y (s2 9Π s1).

Sea P = [Π1,Π2] una cubierta de Π. Observamos que Cp(D) es una multidigrá�ca 2-coloreada (por �echas).

De�nición 2.2.10. Una trayectoria dirigida de longitud tres P3 = (x, y, z, w) en Cp(D) con el conjunto de �e-

chas {(x, y), (y, z), (z, w)} la llamamos P-mala si (x, y) y (z, w) reciben diferentes colores y el conjunto de �echas

de la subdigrá�ca inducida por {x, y, z, w} en CΠ(D) es un subconjunto de {(x, y), (y, z), (z, w), (z, y), (w, y)} es

decir que la subdigrá�ca inducida por {x, y, z, w} sea una subdigrá�ca de la siguiente digrá�ca:
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Ejemplo: SeanD la digrá�ca siguiente, Π = {(v1, v6, v2), (v2, v5, v6), (v6, v4, v5), (v5, v6, v2), (v5, v3, v4), (v4, v2, v3),

(v6, v2, v3)}. Y Sea P = [Π1,Π2] una cubierta de Π con:

Π1 = {(v1, v6, v2), (v2, v5, v6), (v5, v6, v2), (v4, v2, v3)} y Π2 = {(v6, v4, v5), (v5, v3, v4), (v6, v2, v3)}.

La trayectoria dirigida P31
= (v1, v2, v6, v5) en CP (D) es P-mala pues (v1, v2) y (v6, v5) reciben diferentes co-

lores y el conjunto de �echas de la subdigrá�ca inducida por {v1, v2, v6, v5} en CΠ(D) es un subconjunto de

{(v1, v2), (v2, v6), (v6, v5), (v6, v2), (v5, v2)}.

Por otro lado la trayectoria dirigida P32
= (v6, v5, v4, v3) en CP (D) no es P-mala pues aunque (v6, v5) y (v4, v3)

reciben diferentes colores, el conjunto de �echas de la subdigrá�ca inducida por {v6, v5, v4, v3} en CΠ(D) no es
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un subconjunto de {(v6, v5), (v5, v4), (v4, v3), (v4, v5), (v3, v5)} (�gura 2.2.1).

De�nición 2.2.11. Sea C3 = (x, y, z, x) un triángulo dirigido en CP (D) el cual es 2-coloreado (por �echas)

y su conjunto de �echas es: {(x, y), (y, z), (z, x)}. Sin pérdida de generalidad supongamos que el color de (x, y)

es diferente al color de (y, z) y (z, x). Decimos que C3 es P-malo si la subdigrá�ca inducida por {x, y, z} en

CΠ(D) tiene al menos dos �echas asimétricas, donde (x, y) (la �echa de C con color diferente en Cp(D)) es

una de las �echas asimétricas.

Ejemplo: Sean D (la digrá�ca anterior) y ahora tomemos Π = {(v1, v6, v2), (v2, v5, v6), (v6, v4, v5),

(v5, v6, v2), (v5, v3, v4), (v4, v2, v3), (v6, v2, v3), (v2, v1, v5), (v6, v2, v1), (v5, v6)}. Y P = [Π1,Π2] una cubierta de Π

con Π1 = {(v1, v6, v2), (v2, v5, v6), (v5, v6, v2), (v4, v2, v3), (v5, v6)} y

Π2 = {(v6, v4, v5), (v5, v3, v4), (v6, v2, v3), (v2, v1, v5), (v6, v2, v1)}.
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El triángulo dirigido C31 = (v6, v1, v2, v6) en CP (D) es P-malo pues el color de (v6, v1) es diferente al color de

(v1, v2) y (v2, v6), además la subdigrá�ca de CΠ(D) inducida por {v6, v1, v2} tiene al menos dos �echas asimé-

tricas donde una de las �echas asimétricas es (v6, v1).

Por otra parte el triángulo dirigido C32 = (v6, v5, v2, v6) en CP (D) no es P-malo pues aunque el color de (v6, v5)

es diferente al color de (v5, v2) y (v2, v6) la subdigrá�ca de CΠ(D) inducida por {v6, v5, v2} sólo tiene una �echa

asimétrica (�gura 2.2.2).

Lema 2.2.3. Sean D una digrá�ca y Π ⊆ DP (D). Si Π tiene una cubierta P = [Π1,Π2] que es Π-cíclica-

transitiva, tal que no hay ningún ciclo dirigido con tres vértices C3 P-malo ni ninguna trayectoria dirigida de

longitud tres P3 que sea P-mala en Cp(D). Para todo S ∈ SΠ1(D) se tiene que si S no es un Π-núcleo entonces

δ+
DΠ1

(S) ≥ 1.

Demostración. Sea S ∈ SΠ1
(D) tal que S no es un Π-núcleo, y de�nimos el siguiente conjunto:

X = {z ∈ V (D) : (z 9Π S)}. Si suponemos que X = ∅ tenemos que para todo z en V (D)\S se cumple que

(z→ΠS) lo que no puede ocurrir pues S sería un Π-núcleo y por la suposición S no es un Π-núcleo, por lo tanto

tenemos que X 6= ∅.

A�rmación 2.2.3.1 (S 9Π1
X).

Demostración Supongamos por el contrario que (S →Π1
X), entonces existe x en X tal que (S →Π1

x) y como

S es un Π-seminúcleo modulo Π1 de D entonces (x→Π1 S) lo cual es una contradicción con la forma en la que

de�nimos a X, por lo tanto (S 9Π1
X).

Observación 2.2.3.1 Por el inciso 1 del lema 2.2.2 sabemos que existe un x0 en X tal que para todo z en

X\{x0} si (x0 →Π1
z) entonces (z →Π x0).

De�nimos el siguiente conjunto: T = {z ∈ S/(z 9Π x0)}, así tenemos que para todo z en S\T se cumple que

(z →Π x0). Por la a�rmación 2.2.3.1 tenemos que (z 9Π1
x0) y como Π1 y Π2 forman una cubierta de Π se
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deduce que (z →Π2 x0).

Proposición 2.2.1 T ∪ {x0} ∈ SΠ1(D).

Demostración. Para ver que T ∪ {x0} ∈ SΠ1
(D) demostremos que T ∪ {x0} es un Π-seminúcleo modulo Π1 de

D, es decir, que es Π−independiente y que para todo z en V (D) si (T ∪{x0} →Π1
z) entonces (z →Π T ∪{x0}).

Por demostrar que (T ∪ {x0}) es Π−independiente. Sabemos que S es un Π-seminúcleo módulo Π1 de D, en-

tonces S es Π-independiente, como T ⊆ S, así T es Π-independiente, por la a�rmación 2.2.3.1 tenemos que

(S 9Π x0), en particular como T ⊆ S (T 9Π x0).

Por la de�nición de X se tiene que (X 9Π S), en particular como x0 está en X y T⊆ S entonces (x0 9 T ).

Por lo tanto (T ∪ {x0}) es Π-independiente (�gura 2.2.3).

Sea z en V (D)\(T ∪ {x0} y t en (T ∪ {x0} tal que (t→Π1 z).

Por demostrar que (z → T ∪{x0}). Como (t→Π1
z), deducimos que z no está en S, pues S es Π-independiente.

Por lo tanto z está en V (D)\S.

Caso 1) z pertenece a X. Como (t→Π1 z), T ⊆ S y (S 9Π1 X) vemos que t no está en T , pero t está en

T ∪ {x0} entonces t = x0 (�gura 2.2.4).

Por la observación 2.2.3.1, como z está en X\{x0} y (t →Π1
z) entonces (z →Π t), con esto obtenemos que

(z →Π T ∪ {x0}).

Caso 2) z pertenece a V (D)\S ∪ X . Si tenemos que (z →Pi x0) terminaría el caso 2 pues esto implica que

(z →Π T ∪ {x0}), por lo que supongamos que (z 9Pi x0). Sabemos por la de�nición de X que para todo u en

V (D)\S ∪X, tenemos que (u→Π S). Como z está en V (D)\S ∪X entonces (z →Π S), es decir, existe w en S

tal que (z →Π w).

Por demostrar que w pertenece a T , lo que implica que (z →Π T ∪ {x0}). Por el contrario supongamos que w

no está en T , es decir, w está en S\T .

Anteriormente vimos que para todo z en S\T se cumple que (z →Π2
x0), por lo tanto como w es un vértice de

S\T se cumple que (w →Π2
x0).

Subcaso 2.1) Si t pertenece a T . Vemos que el conjunto de vértices {t, z, w, x0} induce una trayectoria de longi-

tud tres (t, z, w, x0) que es P-mala pues como (t→Π1 z) y (w →Π2 x0) entonces (t, z) y (w, x0) tendrían colores

diferentes en CP (D) (�gura 2.2.5) lo que no es posible por que supusimos que en CP (D) no había trayectorias

de longitud 3 P-malas. Por lo tanto t no está en T .

Subcaso 2.2) Si t = x0. Como w está en S y t está en X y como (X 9Π S) entonces (x0 9Π w) y además

(z 9Π x0). Vemos que el conjunto de vértices {x0, z, w} induce un ciclo P-malo en CP (D), pues (w, x0) y (x0, z)

tendrían colores diferentes en CP (D), además de que ambas son �echas asimétricas en CP (D) (�gura 2.2.6).

Ésto tampoco es posible pues supusimos que en CP (D) no había ciclos C3 P-malos.

Por lo tanto por las contradicciones surgidas de los subcasos 2.1 y 2.2 se tiene que w es un vértice de T y por lo

tanto w está en T ∪ {x0} y como (z →Π w) entonces (z →Π T ∪ {x0}). Por lo tanto T ∪ {x0} está en SΠ1(D).
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Proposición 2.2.3.2 (S, T ∪ {x0}) es una �echa de DΠ1 .

Demostración. Para ver que (S, T ∪{x0}) es una �echa de DΠ1
probemos que para todo s1 en S\T ∪{x0} existe

s2 en T ∪ {x0}\S tal que (s1 →(Π1\Π2) s2) y (s2 9Π s1).

Sea s2=x0, para todo s1 en S\T ∪ {x0}, como x0 no está en S entonces S\T ∪ {x0} = S\T . Como s1 pertenece

a S\T entonces (s1 →Π2 x0) y como (X 9Π S) entonces para todo s1 en S, se tiene que (x0 9Pi s1).

Por lo tanto (S, T ∪ {x0}) es una �echa en DΠ1
y por lo tanto δ+

DΠ1
(S) ≥ 1.

2.3. Teoremas de Π-núcleos

Teorema 2.3.1. Sean D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D), si Π es Π-cíclico-transitivo entonces D tiene un Π-núcleo.

Demostración. Por el inciso 2 del lema 2.2.2 el conjunto SΠ(D) de Π-seminúcleos módulo Π es no vacío, como

D es una digrá�ca �nita el conjunto SΠ(D) también es �nito. Sabiendo ésto tomemos a S en SΠ(D) tal que S

es el Π−seminúcleo módulo Π máximo por contención.
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De�nimos el siguiente conjunto: T = {x ∈ V (D)\S : (x9π S)}. Sabemos que S es un Π-seminúcleo módulo Π

de D entonces demostrar que T = ∅ implica que para todo z en V (D)\S se cumple que (z →Π S), es decir, S

es Π-absorbente y por lo tanto S sería un Π-núcleo de D.

Para demostrar que T = ∅ supongamos por el contrario que T 6= ∅.

A�rmación 2.3.1 (S 9Π T ).

Demostración. Supongamos por el contrario que existe un vértice u en T tal que (S →Π u). Como S es un Π-

seminúcleo módulo Π de D, entonces (u→Π S) lo que es una contradicción pues u pertenece a T y (T 9Π S).

Por lo tanto (S 9Π T ).

Observación 2.3.1.1 Por el inciso 1 del lema 2.2.2 existe un vértice x0 en T tal que para todo z en T\{x0}

si (x0 →Π z) entonces (z →Π x0).

Tomemos el conjunto S*= S ∪ {x0}. Sabemos que S está en SΠ(D) por lo que S es Π-independiente, como x0

pertenece a T y sabemos que (S 9Π T ) y (T 9Π S) entonces (S 9Π x0) y (x0 9Π S).

Por lo tanto S*= S ∪ {x0} es un conjunto Π-independiente (�gura 2.3.1).

Por demostrar que S* es un Π-seminúcleo módulo Π de D. Sea z en V (D)\S* y supongamos que (t→Π z), con

t en S*.

Caso 1) si z es un vértice de V (D)\T ∪S entonces z no pertenece a T y sin importar si t está en S o t = x0 por

la de�nición de T tenemos que (z →Π S) y por lo tanto (z →Π S*) (�gura 2.3.2).

Caso 2) si z pertenece a T\{x0}, por la a�rmación tenemos que (S 9Π T ) y entonces (S 9Π z), pero supusimos

que (t→Π z) entonces t = x0 y por la observación tenemos que (z →Π t) por lo tanto (z →Π S*) (�gura 2.3.3).

Con lo anterior vemos que S* cumple las condiciones para ser un elemento de SΠ(D), pero por la de�nición de

S*, S ⊂ S* lo cual es una contradicción pues supusimos que S era el Π-seminúcleo máximo por contención. La

contradicción proviene de suponer que T 6= ∅ por lo tanto T = ∅, pero esto signi�ca que para todo z en V (D)\S

se cumple que (z →Π S) y por lo tanto S es Π-absorbente, además S es Π-independiente por esto concluimos

que S es un Π-núcleo de D.
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Corolario 2.3.1. Sean D una digrá�ca y Π ⊆ DP (D), si cada ciclo en CΠ(D) tiene una �echa simétrica

entonces D tiene un Π-núcleo.

Demostración. Procediendo por contradicción supongamos que D no tiene Π-núcleo, entonces por el teorema

2.3.1 Π no es Π-cíclico-transitivo y por tanto por la de�nición de ser Π-cíclico-transitivo hay una sucesión de

vértices C = (x0, x1, ..., xn−1, xn = x0) tal que para todo i, 0 ≤ i ≤ n, (xi →Π xi+1) y (xi+1 9Π xi).

Vemos que el conjunto de vértices de C, V (C) = {x0, x1, ..., xn−1} induce un ciclo en CΠ(D) sin �echas simé-

tricas, lo que es una contradicción pues supusimos que cada ciclo tiene una �echa simétrica.

Por lo tanto D tiene un Π-núcleo.

Teorema 2.3.2. Sea D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D) tal que D es Π-completa, además supongamos que hay una

cubierta P = [Πi]i∈I de Π tal que para todo i ∈ I Πi es transitivo. Si para todo ciclo C3 que es P-arcoíris en

Cp(D), la subdigrá�ca inducida por sus vértices en CΠ(D) tiene al menos dos �echas simétricas entonces D

tiene un Π-núcleo.

Demostración. Por el teorema 2.3.1, para ver que D tiene Π-núcleo primero probemos que Π es Π-cíclico-

transitivo. Por contradicción, supongamos que Π no es Π-cíclico-transitivo entonces hay una sucesión de vértices

de D C = (x0, x1, ..., xn−1, xn = x0) tal que es el que tiene la menor cantidad de vértices y cumple que para

todo i, 0 ≤ i < n (xi →Π xi+1), es decir, hay una trayectoria dirigida de xi a xi+1 en Π, la cual denotamos

Txi,xi+1 y para todo j, 0 ≤ j < n− 1 (xj+1 9Π xj).

Si suponemos que todas las trayectorias Txi,xi+1 en Π pertenecen a un único Πk en P , por la hipótesis tenemos

que Πk es transitivo, pero por el lema 2.2.1 tenemos que si Πk es transitivo entonces es Π-cíclico-transitivo, es

decir, que como tenemos una sucesión de vértices C = (x0, x1, ..., xn−1, xn = x0) tal que para todo i, 0 ≤ i < n−1

(xi →Π xi+1) entonces para algún j 0 ≤ j < n (xj+1 →Π xj), lo que es una contradicción pues dijimos que

para todo j, 0 ≤ j < n (xj+1 9Π xj).

Por lo tanto no todas las trayectorias Txi,xi+1
en Π pertenecen a un único Πk en P . Por lo que hay j, k en I con

j 6= k tal que sin pérdida de generalidad Tx0,x1
está en Πk y Tx1,x2

está en Πj .

Como D es Π-completa, entonces se cumple que (x0 →Π x2) o (x2 →Π x0).

Supongamos que (x2 →Π x0).

Caso 1) Tx2,x0
está en Πq, con q 6= k y q 6= j. Tenemos que el ciclo C3=(x0, x1, x2, x0) es un C3 P-arcoíris
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en Cp(D) y por lo tanto por la hipótesis, la subdigrá�ca inducida por {x0, x1, x2, x0} de CΠ(D) tiene al menos

dos �echas simétricas.

Vemos que (x2 →Π x0) pero no sabemos si(x0 →Π x2), entonces necesariamente al menos una de las otras

�echas de C3 es simétrica, es decir, (x1, x0) pertenece a CΠ(D) o (x2, x1) pertenece a CΠ(D), ésto signi�ca

que (x1 →Π x0) o (x2 →Π x1) pero ésto es una contradicción pues supusimos que para todo j, 0 ≤ j < n

(xj+1 9Π xj) (�gura 2.3.4).

Caso 2) Tx2,x0
está en Πj . Como dijimos que Tx1,x2

está en Πj y sabemos que Πj es transitiva tenemos que si

(x1 →Πj
x2) y (x2 →Πj

x0) entonces (x1 →Πj
x0) y por lo tanto, (x1 →Π x0) pero ésto es una contradicción

pues supusimos que para todo j, 0 ≤ j < n (xj+1 9Π xj) (�gura 2.3.5).

Caso 3) Tx2,x0 está en Πk. Como dijimos que Tx0,x1 está en Πk y sabemos que Πk es transitiva tenemos que si

(x2 →Πk
x0) y (x0 →Πk

x1) entonces (x2 →Πk
x1) y por lo tanto, (x2 →Π x1) pero ésto es una contradicción

pues supusimos que para todo j, 0 ≤ j < n (xj+1 9Π xj) (�gura 2.3.6).

Las contradicciones de los casos 1, 2 y 3 surgen de suponer que (x2 →Π x0) por lo tanto

(x2 9Π x0) y (x0 →Π x2).

Como (x0 →Π x2) vemos que la sucesión C*=(x0, x2, ..., xn−1, xn = x0) tiene una menor cantidad de vértices

que C y además cumple que (x0 →Π x2) y para todo i, 2 ≤ i < n (xi →Π xi+1) y para todo j, 2 ≤ j < n

(xj+1 9Π xj).

Ésto es una contradicción pues supusimos que C era la sucesión con la menor cantidad de vértices que cumplía

ésto. La contradicción surge de suponer que Π no era Π-cíclico-transitivo.

Por lo tanto Π es Π-cíclico-transitivo y por el teorema 2.3.1 concluimos que D tiene un Π-núcleo.

Teorema 2.3.3. Sean D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D), si hay una cubierta Π-cíclica-transitiva P= [Π1,Π2] tal

que no hay ciclos C3 P-malos ni trayectorias P3 P-malas en CP (D) entonces D tiene un Π-núcleo.

Demostración. Probaremos que si P = [Π1,Π2] es una cubierta Π-cíclica-transitiva entonces DΠ1
es una digrá-

�ca sin ciclos.

Probar que DΠ1 es una digrá�ca sin ciclos implica que existe un Π-seminúcleo modulo Π1 S en DΠ1 tal que S

es de exgrado cero, es decir, δ+
DΠ1

(S) = 0.

Observación 2.3.3.1 El Lema 2.2.3 dice que bajo las mismas condiciones que este teorema, para todo S en
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DΠ1 , si S no es Π-núcleo, entonces δ+
DΠ1

(S) ≥1. Ésto es equivalente a que si S está en DΠ1 y cumple que

δ+
DΠ1

(S) = 0 entonces S es un Π-núcleo de D.

Por demostrar: Si [Π1,Π2] es una cubierta Π-cíclica-transitiva entonces en DΠ1
no hay ciclos.

Demostramos por contradicción suponiendo que [Π1,Π2] es una cubierta Π-cíclica-transitiva y que en DΠ1
existe

un ciclo C = (S0, S1, S2, ..., Sn−1, Sn = S0) con n ≤ 2. Recordemos que como C es un ciclo, Si 6= Sj siempre

que i 6= j.

El siguiente resultado lo usaremos más adelante:

A�rmación 2.3.3.1 Si hay un Si0 en C con i0 ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} tal que para algún z en en Si0 y algún w en

Si0+1 , (z →Π w) , entonces existe un Sj0 en C con j0 ∈ {0, 1, 2, ..., n−1}\{i0} tal que w pertenece a Sj0\Sj0+1.

Demostracin Supongamos sin pérdida de generalidad que i0 = 0, S0=Sn es Π-independiente pues es un Π-

seminúcleo modulo Π1 entonces w no pertenece a S0 = Sn.

Como w pertenece a S1 y w no pertenece a Sn existe j0 =max({i ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}\w ∈ Si}). Por lo tanto w

está en Sj0\Sj0+1.

Procediendo con la demostración del teorema tomemos a S0 = Si0 , observamos que como (S0, S1) está en

F (DΠ1
), entonces para un x0 en S0\S1 existe un x1 en Si0+1\Si0 tal que (x0 →(Π\Π1) x1) y (x1 9Π Si0).

Por la a�rmación 2.3.3.1 sabemos que existe un i1 ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}\{i0} tal que x1 ∈ Si1\Si1+1.

Por lo tanto como la �echa (Si1 , Si1+1) está en F (DΠ1
) existe un x2 en Si1+1\Si1 tal que (x1 →(Π\Π1) x2) y

(x2 9Π Si1).

Nuevamente por la a�rmación 2.3.3.1 existe un i2 ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}\{i1} tal que x2 ∈ Si2\Si2+1.

Siguiendo este proceso, y sabiendo que Π\Π1 ⊆ Π2 obtenemos una sucesión in�nita de vértices de D

P = (x0, x1, x2, x3, ...) tal que para todo i ≥ 0, (xi →Π2 xi+1) y (xi+1 9Π x1)(�gura 2.3.7).

Como C es un ciclo �nito entonces existen k y l en {1, 2, 3, ...} tal que xk=xl. Ésto nos genera una sucesión �nita

de vértices deD ϕ=(xk, xk+1, xk+2, ..., xl−1, xl=xk), la cual podemos reescribir como ϕ=(x′0, x
′
1, ..., x

′
m−1, x

′
m=x

′
0)

que cumple que para todo i 0 ≤ i ≤ m−1, (xi →Π2 xi+1) y (xi+1 9Π x1), ésto implica que Π2 no es Π-cíclico-

transitivo y por la contrapuesta del lema 2.2.1 tenemos que Π2 no es transitivo, pero eso es una contradicción

pues supusimos que P = [Π1,Π2] es una cubierta Π-cíclica-transitiva lo que implica que en particular Π2 es

transitivo.

La contradicción surge de suponer que existe un ciclo en DΠ1 . Por lo tanto si P = [Π1,Π2] es una cubierta

Π-cíclica-transitiva entonces en DΠ1 no hay ciclos. Por lo tanto existe un S en DΠ1 tal que δ+
DΠ1

(S) = 0 y por

la observaión 2.3.3.1 esto implica que D tiene un Π-núcleo.
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Corolario 2.3.2. Sea D una digrá�ca y Π ⊆ DP(D). Si hay una cubierta Π-transitiva P = [Π1,Π2] de Π

entonces D tiene un Π-núcleo.

Demostración. Primero veamos que si hay una cubierta transitiva P = [Π1,Π2] entonces Π1,Π2 son Π-

transitivos, por el lema 2.2.1 tenemos que Π1,Π2 son Π-cíclicos-transitivos y por lo tanto P = [Π1,Π2] es

una cubierta Π-cíclica-transitiva.

Basta probar que en CP (D) no hay ciclos C3 P-malos ni trayectorias P3 P-malas, pues el teorema 2.3.3 dice

que si hay una cubierta Π-cíclica-transitiva P= [Π1,Π2], tal que no hay ciclos C3 P-malos ni trayectorias P3

P-malas en CP (D) entonces D tiene un Π-núcleo.

Por demostrar que en CP (D):

1) no hay ciclos C3 P-malos y

2) no hay trayectorias P3 P-malas.

1) Sea A= {(x, y), (y, z), (z, x)} un conjunto de �echas de CP (D) y supongamos sin pérdida de generalidad que

(x→Π1
y) y que (y →Π2

z), (z →Π2
x) es decir que (x, y) recibe color 1 y (y, z) y (z, x) reciben color 2. Como

Π2 es Π-transitivo y como (y →Π2
z) y (z →Π2

x) entonces (y →Π2
x).

Por lo tanto la �echa (y, x) pertenece a CP (D) y por la de�nición de ser ciclo C3 P-malo tenemos que A no es

un Ciclo C3 P-malo en CP (D) (ver �gura 2.3.8).

2) Sea A'= {(x, y), (y, z), (z, w)} un conjunto de �echas en CP (D) y supongamos sin pérdida de generalidad

(x→Π1
y), (y →Π1

z) y (z →Π2
w) es decir que (x, y) y (y, z) reciben color 1 y (z, w) recibe color 2. Como Π1

es Π-transitivo y como (x→Π1 y) y (y →Π1 z) entonces (x→Π1 z).

Por lo tanto la �echa (x, z) pertenece a CP (D) y por la de�nición de ser trayectoria P3 P-mala tenemos que A'

no es una trayectoria P3 P-mala en CP (D) (ver �gura 2.3.9).

Por lo tanto en CP (D) no hay ciclos C3 P-malos ni trayectorias P3 P-malas y por lo tanto por el teorema 2.3.3

tenemos que D tiene Π-núcleo.
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Como una consecuencia directa del teorema 2.3.1 y del corolario 2.3.2 tenemos el siguiente resultado dado por

Berge [1].

Teorema 2.3.4. Sea D una digrá�ca, entonces:

1) D tiene un núcleo por trayectorias dirigdas y

2) Si D es la unión de dos digrá�cas transitivas D1 y D2 entonces D tiene núcleo.

Demostración. 1) Tomando Π = DP (D), probar que D tiene un núcleo por trayectorias dirigdas es igual a

probar que D tiene un Π-núcleo, por el teorema 2.3.1, para ver que D tiene un Π-núcleo basta probar que Π es

Π-cíclico transitivo.

Por demostrar Π es Π-cíclico transitivo. Sean x, y, z en V(D) tal que (x→Π y) y (y →Π z), como Π = DP (D)

existe una T1 xy-trayectoria dirigida en D y una T2 yz-trayectoria dirigida en D, T1 ∪ T2= T es una xz-

trayectoria dirigida en D por lo que (x→Π z).

Π es Π-transitivo, por el lema 2.2.1 es Π-cíclico-transitivo y por lo tanto por el teorema 2.3 D tiene un Π-núcleo,

en este caso un núcleo por trayectorias dirigidas.

2) Sean Π ⊆ DP (D) el conjunto de �echas de D y sea P = [Π1,Π2] una cubierta de Π donde Π1 es el conjunto

de �echas de D1 y Π2 es el conjunto de �echas de D2. Como D1 y D2 son digrá�cas transitivas, entonces Π1

y Π2 son Π-transitivas por lo que P es una cubierta Π-transitiva de Π y por el corolario 2.3.2 tenemos que D

tiene un Π-núcleo, pero Π es el conjunto de �echas de de D entonces D tiene un núcleo.

Como una consecuencia directa del corolario 2.3.2 tenemos el siguiente teorema de Sands, Sauer y Woodrow[15].

Teorema 2.3.5. Sean D=(V(D), F(D)) una digrá�ca y Γ : F(D) → {1, 2} una coloración de �echas de D,

entonces D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración. Sean Π ⊆ DP (D) el conjunto de trayectorias monocromáticas de D y Πi el conjunto de trayec-

torias monocromáticas de Π con color i con i ∈ {1, 2}. Probando que cada Π es Π-transitivo tendríamos que

[Π1,Π2] es una cubierta transitiva y por el corolario 2.3.2 D tendría Π-núcleo.

Supongamos que (x →Πi
y) y (y →Πi

z) con i ∈ {1, 2}, es decir, hay una T1 xy-trayectoria dirigida coloreada

con el color i en D y hay una T2 yz-trayectoria dirigida coloreada con el color i en D, por lo tanto T = T1∪T2 es

una xz-trayectoria dirigida coloreada con el color i en D, por lo que (x→Πi z) y por lo tanto Πi es Π-transitivo,

[Π1,Π2] es una cubierta transitiva y por lo tanto D tiene Π-núcleo.
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Como Π es el conjunto de trayectorias monocromáticas de D, entonces D tiene un núcleo por trayectorias

monocromáticas.

De�nición 2.3.1. Sea D=(V(D), F(D)) una digrá�ca m-coloreada, si C es un conjunto de colores, denotamos

con D[C] a la subdigrá�ca de D abarcada por las �echas con colores en C.

Ejemplo: sea D la siguiente digrá�ca y sea C={rojo, amarillo}

De�nición 2.3.2. La cerradura de D es la multidigra�ca m-coloreada C(D) cuyo conjunto de vértices es V(D)

y la �echa (x, y) con color j pertenece a C(D) si y sólo si hay una xy-trayectoria monocromática en D con color

j. Una subdigrá�ca H de una digrá�ca m-coloreada la llamamos arcoíris si dos �echas de H no reciben el mismo

color.

Ejemplo: sea D la digrá�ca anterior, tenemos C(D) y H una subdigrá�ca arcoíris:
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Como una consecuencia del teorema 2.3.3 tenemos el siguiente teorema dado por Galeana Sánchez, Gaytan

Gómez y Rojas Monroy[10].

Teorema 2.3.6. Sea D una digrá�ca �nita m-coloreada. Supongamos que hay una partición C = C1 ∪ C2 del

conjunto de colores de D, tal que todo ciclo en D [Ci] es monocromático. Supongamos además que C(D) no

contiene triángulos dirigidos arcoíris ni trayectorias P3 arcoíris que tengan colores tanto de C1 como de C2,

entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración. Sean Π ⊆ DP (D) el conjunto de trayectorias monocromáticas de D y Π1 el conjunto de trayec-

torias monocromáticas de D con color en C1 y Π2 el conjunto de trayectorias monocromáticas en D con color

en C2.

Sea C = (x0, x1, ..., xn−1, xn = x0) una sucesión de vértices de D tal que para todo i, 0 ≤i < n − 1 hay una

xixi+1-trayectoria Ti en Π1. Por tanto
⋃n
i=0 F (Ti) induce un camino cerrado W en D [C1].

Sea E1, E2, ..., Er una cubierta de W compuesta por ciclos dirigidos, como todo ciclo en D [C1] es monocromá-

tico, toda �echa (z, w) en W de color c pertenece a un ciclo dirigido monocromático Ej (de color c) y por lo

tanto hay una wz-trayectoria monocromática de color c.

Por lo tanto si T0 = (x0 = y0, y1, ..., yp = x1) es una x0x1-trayectoria monocromática de color c en C1, hay un

camino de x1 a x0 de color c y por lo tanto hay una x1x0-trayectoria monocromática de color c en C1.

De ésto se tiene que Π1 es Π-cíclico-transitivo y del mismo modo vemos que Π2 es Π-cíclico-transitivo y por lo

tanto P = [Π1,Π2] es una cubierta Π-cíclica-transitiva.

Sea C3 un triángulo dirigido de CΠ(D) con el conjunto de �echas {(x, y), (y, z), (z, x)} tal que el color de (x, y)

es diferente al de (y, z) y (z, x). Sin pérdida de generalidad supongamos que hay una xy-trayectoria en Π1 con

color c1 en C1, una yz-trayectoria en Π2 con color c2 en C2 y una zx-trayectoria en Π2 con color d2 en C2.

Como c1 ∈ C1 y d2 ∈ C2 tenemos que c1 6= d2 y como no hay triángulos dirigidos arcoíris en C(D) teniendo

colores de C1 y C2, resulta que d2 = c2.

Por lo que hay un camino monocromático de color d2 de y a x y por lo tanto una yx-trayectoria en Π y la �echa

(y, x) pertenece a CΠ(D). Por ésto, {x, y, z} no induce un ciclo C3 P-malo en CΠ(D).

De la misma manera vemos que no hay una trayectoria P3 P-mala en CΠ(D) y por el teorema 2.3.1 D tiene un

Π-núcleo.

De�nición 2.3.3. Dado un torneo m-coloreado T=(V, F), elmultitorneo asociado a T: T = (T0, T1, ..., Tm−1)

es de�nido de la siguiente manera:

Para cada i la digrá�ca Ti=(V, Fi) es tal que para un par de vértices x, y en V(T) (x, y) ∈ F si y sólo si hay

una xy-trayectoria monocromática de color i.

Observamos que cada Ti es transitivo y T es tal que para todo par de vértices x, y hay un color i tal que (x, y)

o (y, x) o ambas son �echas de Ti.

Ejemplo: Sea T el siguiente torneo coloreado por �echas, obtenemos a T .
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De�nición 2.3.4. Sea U={U0, U1, ..., Um−1} un multitorneo obtenido a partir de T , borrando �echas de las Ti.

Tal multitorneo es llamado minimal si ninguna �echa puede ser borrada de él, sin destruir lo completo de U o

la transitividad de los Ui o ambos.

Ejemplo: Sea T el siguiente torneo coloreado por �echas, obtenemos a T y borrando �echas vemos que U es un

torneo minimal.

Como consecuencia del teorema 2.3.2 tenemos el siguiente teorema por Hann, Ille y Woodrow[11].

Teorema 2.3.7. Sean T=(V, F) un torneo m-coloreado y U={U0, U1, ..., Um−1} un multitorneo minimal que

obtenemos del multitorneo asociado de T. Si U no tiene triángulos dirigidos arcoíris, entonces la digrá�ca

(V,
⋃m−1
i=0 F (Ui)) es un orden total cuyo máximo es un vértice absorbente en T.

Demostración. Sean T = (V, F ) un torneo m-coloreado y U= {U0, U1, ..., Um−1} un multitorneo minimal sin

triángulos dirigidos arcoíris obtenido del multitorneo asociado a T . Sea Π el conjunto de �echas de U y sea

P = [Πi]1≤i≤m una cubierta de Π tal que para todo i, 1 ≤ i ≤ m, Πi es transitivo.

Como no hay triángulos dirigidos arcoíris en U , vemos que no hay triángulos arcoíris en CP (U) y por lo tanto

por el teorema 2.3.2, U tiene un Π-núcleo que tiene un único vértice x, pues U es completa.

Finalmente, como toda trayectoria monocromática en U es una trayectoria monocromática en T , se deduce que

el vértice que forma el Π-núcleo es un conjunto absorbente.

Con la recopilación y demostración de estos teoremas de Π-núcleos �naliza el capítulo dos, dando lugar al

capítulo tres donde utilizaremos una gran parte de las de�niciones vistas en este capítulo.
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Capítulo 3

Teorema de Richardson para Π-núcleos

Utilizando conceptos de�nidos en el capítulo anterior así como algunos de�nidos a continuación, en este capítulo

se demostraran un par de teoremas que nos facilitaran la prueba de la generalización del teorema de Richardson

para Π-núcleos.

3.1. Digrá�cas de clases de color

De�nición 3.1.1. Sea D una digrá�ca y Π ⊂ DP(D), dada una partición P = {Πi}i∈I de Π la digrá�ca de

clases de color de D e I es la digrá�ca CD(I) con I como conjunto de vértices y dado un par {j, k} ⊆ I, la

�echa (j, k) ∈ CD(I) si y solo si existen x, y, z ∈ V(D) tal que (x→Πk
y) y (y →Πj z).

Ejemplo: Sea D

DP (D) = {(v1, v2), (v1, v5), (v2, v3), (v2, v4), (v2, v6), (v4, v3), (v4, v5), (v6, v3), (v1, v2, v3), (v1, v2, v4), (v1, v2, v6),

(v2, v6, v3), (v2, v4, v3), (v2, v4, v5), (v1, v2, v6, v3), (v1, v2, v4, v3), (v1, v2, v4, v5)}

Sea Π = {(v1, v2), (v1, v2, v4), (v1, v2, v6), (v2, v4, v3), (v4, v5), (v6, v3)}

Y sea Π1 = {(v1, v2, v6), (v2, v4, v3)}, Π2 = {(v1, v2), (v1, v2, v4)} y Π3 = {(v4, v5), (v6, v3)} una partición de Π

si les asignamos colores rojo, azul y verde a Π1,Π2 y Π3 respectivamente obtenemos la multidigrá�ca CP (D) y

tambien obtenemos la digrá�ca de clases de color de D e I.
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Sea D una digrá�ca, Π ⊆ DP (D) y P = {Πi}i∈I una partición de Π y sean CP (D) = (VP , FP ) y CD(I) =

(VI , FI) la P -cerradura de D y la digrá�ca de clases de color de D e I respectivamente.

El conjunto de �echas Fp es un subconjunto de las trayectorias dirigidas de CP (D), y las �echas coloreadas de

CP (D) inducen una partición Q = {Fi}i∈I de FP (para todo i ∈ I, Fi = {(x, y) ∈ F tal que (x, y) tiene color i}).

De�nición 3.1.2. Dado V ′I ⊆ VI =I un subconjunto de vértices de CD(I) de�nimos a Π′ ⊆ DP (D) como

Π′ =
⋃
i∈V ′I

Πi.

Y sea P'= {Πi}i∈V ′I una partición de Π′ de�nimos la P'-cerradura de D como la digrá�ca coloreada CP ′(D)

con V(D) como conjunto de vértices y la �echa (x, y) pertenece a CP ′(D) si y solo si existe un j ∈ V ′I tal que

(x→Πj
y).

Ejemplo Sean D y Π de la digrá�ca anterior, y sean V ′I = {rojo, azul}, entonces Π′ = Π1∪Π2 y P ′ = {Π1,Π2} y

V ′′I = {rojo, verde} entonces Π′′ = Π1 ∪Π3 y P ′ = {Π1,Π3} por lo que la P ′-cerradura de D y la P ′′ cerradura

de D serían:

De�nición 3.1.3. Por otro lado, dado V ∗P ⊆ VP = V (D) un subconjunto de vértices de CP (D), de�nimos la

digrá�ca CP (D)[V ∗P ] = (V ∗P , F
∗
P ) como la subdigrá�ca de CP (D) inducida por V ∗P , y sea I∗ ⊆ I el conjunto
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de colores que aparecen en CP (D)[V ∗P ].

Denotamos como Q∗ = {F ∗i }i∈I , donde F ∗i = {(x, y) ∈ F ∗P : (x, y) tiene color i ∈ I∗} a una partición de F ∗P .

Ejemplo tomenos nuevamente la digrá�ca anterior D, Π y teniendo a CP (D), sean V ∗P = {v1, v2, v3, v6} y V ∗∗P =

{v1, v2, v4, v6}, obtenemos CP (D)[V ∗P ] y CP (D)[V ∗∗P ] donde I∗ = {rojo, azul, verde} = I y I∗ = {rojo, azul}

respectivamente.

Teorema 3.1.1. Sea D=(V(D), F(D)) una digrá�ca y Π ⊆ DP (D). Si existe una partición P= {Πi}i∈I de Π

tal que:

i) Para todo i en I, Πi es transitivo;

ii) CD(I) no tiene ciclos impares de orden mayor a 1;

entonces D tiene Π-núcleo.

Demostración. Sea D = (V (D), F (D)) una digrá�ca y Π ⊆ DP (D). Y sea P = {Πi}i∈I una partición de Π tal

que para todo i ∈ I, Πi es transitivo, y tal que la digrá�ca de clases de color CD(I) = (VI , FI) no tiene ciclos

de longitud impar.

Procederemos a demostrar que D tiene Π-núcleo por inducción sobre la cardinalidad de I.

Recordemos que en el teorema 2.3.1 del capítulo 2 se probó que cuando Π = P = {Π}, si Π es transitivo entonces

D tiene Π-núcleo.

Base. Si |I| = 2 tenemos que P = {Π1,Π2} es una partición de Π tal que Π1 y Π2 son ambos transitivos, por

el corolario 2.3.2 del capítulo 2 tenemos que D tiene Π-núcleo.

Hipótesis de Inducción. Supongamos que: Dada una digrá�ca D′, Π′ ⊆ DP (D′) y P ′ = {Π′i}i∈I′ una parti-

ción de Π′ tal que para todo i en I ′,Π′i es transitivo y |I ′| < n. Si CD(I ′) no tiene ciclos impares con más de un

vértice; entonces D′ tiene Π′-núcleo.

Por demostrar que dada una digrá�ca D y Π ⊆ DP (D). Si hay una partición P = {Πi}i∈I de Π tal que para
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todo i en I, Πi es transitivo, |I| = n y que CD(I) no tiene ciclos impares de orden mayor a 1, entonces D tiene

Π-núcleo.

Caso 1) CD(I) es fuertemente conexa.

Si CD(I) es fuertemente conexa tenemos que CD(I) es bipartita pues por hipótesis en CD(I) no hay ciclos impa-

res de longitud mayor a 1. Sea {A,B} la partición de VI y sea {A∗, B∗} la partición de Π donde A∗ =
⋃
i∈A Πi

y B∗ =
⋃
i∈B Πi. Probando que A∗ y B∗ son transitivos, por el corolario 2.3.2 del capítulo 2 tendriamos que D

tiene Π-núcleo.

Por demostrar que A∗ y B∗ son transitivos.

Sean x, y, w en V (D) tal que (x →A∗ y) y (y →A∗ w), por demostrar que (x →A∗ w). Como (x →A∗ y) y

(y →A∗ w), esto implica que para algún i en A∗, (x→Πi
y) y para algún j en A∗, (y →Πj

w).

Supongamos que i 6= j, como (x →Πi
y) y (y →Πj

w) por la de�nición de CD(I) tendríamos que (i, j) está en

FI . Ésto no es posible, pues como {Πi,Πj} ⊆ A∗, {i, j} ⊆ A pero A es independiente en CD(I) pues {A,B} es

una bipartición de V (CD(I)) (�gura 3.1).

Por lo tanto por la de�nición de CD(I), no existen x, y, w en V (D) tal que (x→Πi
y) y (y →Πj

w).

En consecuencia tenemos que i = j y como todo Πi es transitivo entonces como (x →Πi
y) y (y →Πj=i

w),

(x →Πi y) y por lo tanto (x →A∗ w), lo que implica que A∗ es transitivo. Análogamente vemos que B∗ es

transitivo, por lo tanto {A∗, B∗} es una partición de Π donde A∗ y B∗ son ambos transitivos y por lo tanto D

tiene Π-núcleo.

Caso 2) CD(I) no es fuertemente conexa

Sea G0 = (V 0
I , F

0
I ) una componente terminal fuertemente conexa de CD(I), y sea V 1

I = VI\V 0
I .

Sean Π1 =
⋃
i∈V 1

I
Πi y Π0 =

⋃
i∈V 0

I
Πi. Observemos que como CD(I) no es fuertemente conexa, V 1

I 6= ∅.

Sea P 0 = {Πi}i∈V 0
I

una partición de Π0, y tomemos a CP 0(D) = (VP 0 , FP 0) la P 0-cerradura de D y sea

Q = {Fj}j∈V 0
I
, con Fj = {(x, y) ∈ FP 0 : (x, y) tiene color j ∈ V 0

I }, Q es una partición de FP 0 , por lo que se

sigue que la digra�ca de clases de color de CP 0(D) y V 0
I , denotada por CCP0 (D)(V

0
I ) es una digra�ca contenida
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en CD(I) y por lo tanto CCP0 (D)(V
0
I ) no tiene ciclos de longitud impar con más de un vértice.

Como V 1
I 6= ∅ tenemos que |V 0

I | < |I| = n, que por la hipótesis de inducción implica que CP 0(D) posee un

Π0-núcleo. Sea N0 un Π0-núcleo en CP 0(D), observamos que como Π0 = FP 0 , N0 es un núcleo de CP 0(D).

Además como V 0
I 6= ∅ entonces FP 0 6= ∅ y VP 0\N0 6= ∅.

Por de�nición de CP 0(D), (x, y) está en FP 0 si y solo si existe j en V 0
I tal que (x→Πj

y). Así, como VP 0 = V (D)

tenemos que N0 es Π-absorbente en D (�gura 3.2).

Tenemos que N0 es Π-absorbente en D, si N0 fuera Π-independiente en D tendríamos que N0 es Π-núcleo de

D y terminaríamos; por lo que supongamos que N0 no es Π-independiente en D y sean u, v en N0 tal que para

algun j en I (u→Πj
v). Como N0 es Π0-núcleo, se sigue que j está en V 1

I .

A�rmación 3.1.1.1 Para todo w en VP 0\N0 y todo i en V 0
I , (w 9Πi

u).

Demostración. Supongamos por el contrario que para algún w en VP 0\N0 y para algún i en V 0
I tenemos que

(w →Πi
u), como (u→Πj

v) tenemos que (i, j) ∈ FI , pero esto es una contradicción pues i es un vértice de G0

que es una componente terminal de CD(I) y j está en VI\V 0
I (�gura 3.3). Por lo tanto para todo w en VP 0\N0

y todo i en V 0
I , (w 9Πi u).
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De�nimos T = {z ∈ N0 : ∃k ∈ N0\{z} tal que para algún j en V 1
I (z →Πj

k)}.

Observación 3.1.1.1 Como N0 no es Π-independiente en D, entonces T 6= ∅.

De�nimos N1 = N0\T (�gura 3.4).

A�rmación 3.1.1.2 N1 6= ∅.

Demostración. Supongamos por el contrario que N1 = ∅, es decir que N0 = T lo que implica que para cada z

en N0, existe k en N0\{z} tal que para algún j en V 1
I (z →Πj

k)}. Como VP 0\N0 6= ∅ y N0 es un Π0-núcleo de

ClP 0(D) existen h en VP 0\N0 y w en N0 tal que (h→Πi
w) con i en V 0

I , como w está en N0 = T , existe k en

N0\{w} tal que para algún j en V 1
I (w →Πj

k)}.

Por la A�rmación 3.1.1.1 esto no puede pasar, (�gura 3.5) por lo que N1 6= ∅.
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A�rmación 3.1.1.3 N1 es Π-independiente en D.

Demostración. Como N1 ⊆ N0 y N0 es Π0-núcleo, en particular N0 es Π0-independiente, tenemos que N1 es

Π0-independiente y por la de�nición de T , no existen j en V 1
I y u, v en N1 tal que (u→Πj v); lo que implica

que N1 es Π1-independiente en D y por lo tanto N1 es Π-independiente en D.

A�rmación 3.1.1.4 Para cada w en V (D)\N0 existe h en N1 tal que para algún i en V 0
I (w →Πi

h).

Demostración. Sea w en V (D)\N0. Como N0 es Π0-absorbente en CP 0(D) y VP 0 = V (D), existe i en V 0
I y h

en N0 tal que (w →Πi h). Por la a�rmación 3.1.1.1 y por la de�nición de T tenemos que h no está en T y por

lo tanto h está en N1 cumpliendose así que (w →Πi
h) (�gura 3.6).

Por la a�rmación 3.1.1.3 sabemos que N1 es Π-independiente, notemos que si para todo t en T , (t →Π N1),

entonces N1 sería Π-absorbente, y por lo tanto sería Π-núcleo de D.

Por lo que de�nimos: T ∗ = {t ∈ T : (t9Π N1)}.

Sea CP (D) [T ∗] = (V ∗, F ∗) la subdigrá�ca de CP (D) inducida por T ∗, sea I∗ el conjunto de colores que aparecen

en CP (D) [T ∗] y sea Q∗ = {F ∗i }i∈I la partición de F ∗, con F ∗ = {(x, y) ∈ F ∗ : (x, y) tiene color i ∈ I∗}.

71



Como T ∗ ⊆ N0 y N0 es Π0-independiente tenemos que I∗ ⊆ V 1
I y que la digrá�ca de clases de color de

CP (D) [T ∗] y I∗ denotada como CCP (D)[T∗](I
∗), es una subdigrá�ca de CD(I) [I∗].

Entonces CCP (D)[T∗](I
∗) no tiene ciclos impares de longitud mayor a 1 y como |V 1

I | < |I| = n, por la hipótesis

de inducción CP (D) [T ∗] tiene un Π1-núcleo.

A�rmación 3.1.1.5 Sea N2 un Π1-núcleo de ClP (D) [T ∗], N2 es Π-independiente en D.

Demostración. Sean x, y en N2 y i en I tal que (x→Πi
y). Como N2 ⊆ T ∗, la �echa (x, y) está en F ∗ y por lo

tanto, como N2 es un Π1-núcleo se tiene que i ∈ V 0
I , pero como T ∗ ⊆ N0 y N0 es Π0-independiente tenemos

una contradicción, por lo tanto N2 es Π-independiente en D.

Por demostrar que N1 ∪N2 es un Π-núcleo de D.

i) Π-independencia enD. Por las a�rmaciones 3.1.1.3 y 3.1.1.5 tenemos queN1 yN2 son ambos Π-independientes

en D. También tenemos por la de�nición de N1 que (N1 9Π N2) y por la de�nición de T ∗ tenemos que

(N2 9Π N1). Por lo tanto tenemos que N1 ∪N2 es Π-independiente en D.

ii) Π-absorbencia en D. Sea x en V (D)\(N1 ∪N2);

Subcaso 1) x está en T ∗\N2. Como N2 es un Π1-núcleo de ClP (D) [T ∗], tenemos que (x→Π N2).

Subcaso 2) x está en T\T ∗. Por la de�nición de T vemos que (x→Π N1).

Subcaso 3) x está en V 0
P \N0. Por la a�rmación 3.1.1.4, para todo x en V (D)\N0, se tiene que (x→Π N1).

Por lo tanto N1 ∪N2 es Π-absorbente en D (�gura 3.7).

Por lo tanto N1 ∪N2 es un Π-núcleo de D.

Para el caso cuando D es un torneo tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 3.1.2. Sea T=(V(T), F(T)) un torneo y Π ⊆ DP (T ) tal que es Π-completo. Si existe una partición

P={Πi}i∈I de Π tal que:

i) Para todo i en I Πi es transitivo;
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ii) No hay triángulos dirigidos arcoíris en la P-cerradura de T con menos de 2 �echas simétricas;

entonces T tiene Π-núcleo.

Demostración. Sea T = (V (T ), F (T )) un torneo y Π ⊆ DP (T ) tal que es Π-completo y P = {Πi}i∈I una

partición de Π tal que para todo i ∈ I Πi es transitivo y tal que no hay triángulos dirigidos arcoíris en la

P-cerradura de T con menos de 2 �echas simétricas.

Veamos que por el teorema 1.5.9 del capítulo 1, si todo ciclo dirigido en CP (T ) tiene una �echa simétrica en-

tonces CP (T ) tiene núcleo, lo que implica que T tiene Π-núcleo.

Por demostrar que todo ciclo dirigido en CP (T ) tiene una �echa simétrica.

Sea CP (T ) la P-cerradura de T , coloereada con el conjunto de colores I, supongamos que existe un ciclo dirigi-

do de longitud mínima γ=(x0, x1, ..., xn−1, xn = x0) sin �echas simétricas en CP (T ), notemos que si todas las

�echas de γ fueran del mismo color i ∈ I como para todo i en I, Πi es transitivo tendríamos que en γ habría

�echas simétricas, lo que es una contradicción pues dijimos que no tenía �echas simétricas.

Por lo tanto deducimos que en γ existen al menos dos �echas con diferente color. Sean q, k en I dos colores

diferentes que aparecen en γ, y entonces existe j, con 0 ≤ j ≤ n tal que (xj−1, xj) tiene color q y (xj , xj+1)

tiene color k.

A�rmación 3.1.2.1 (xj+1, xj−1) no es una �echa de CP (T ).

Demostración. Supongamos por el contrario que (xj+1, xj−1) es una �echa de CP (T ).

Caso 1) (xj+1, xj−1) tiene color q. Si (xj+1, xj−1) tiene color q, como Πq es transitivo y (xj−1, xj) tiene color q

tenemos que (xj+1, xj) tiene color q y pertenece a CP (T ) lo que es una contradicción pues en γ no hay �echas

simétricas.

Caso 2) (xj+1, xj−1) tiene color k. Si (xj+1, xj−1) tiene color k, como Πk es transitivo y (xj , xj+1) tiene color k

tenemos que (xj , xj−1) tiene color k y pertenece a CP (T ) lo que es una contradicción pues en γ no hay �echas

simétricas (�gura 3.8).

Como consecuencia de los casos 1 y 2 tenemos que el color de (xj+1, xj−1) es l ∈ I diferente a q y k. Por lo

que el conjunto de �echas {(xj−1, xj), (xj , xj+1), (xj+1, xj−1)} induce un triángulo dirigido arcoíris δ en CP (T ),

pero como (xj , xj+1), (xj+1, xj−1) no son �echas simétricas δ tiene a lo más una �echa simétrica, lo que es una

contradicción pues supusimos que no había triángulos dirigidos arcoíris en la P-cerradura de T con menos de 2

�echas simétricas.
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Por lo tanto, (xj+1, xj−1) no es una �echa de CP (T ). Como Π es completa y (xj+1, xj−1) no es una �echa de

CP (T ) deducimos que (xj−1, xj+1) si es �echa de CP (T ). (�gura 3.9)

Entonces ϕ = (x0, x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn−1, x0) es un ciclo dirigido en CP (T ) sin �echas simétricas y con menor

longitud de γ lo que es una contradicción pues dijimos que γ era el ciclo dirigido de longitud mínima sin �echas

simétricas.

Por lo tanto todo ciclo dirigido en CP (T ) tiene una �echa simétrica, por lo que CP (T ) tiene núcleo y por lo

tanto T tiene Π-núcleo.

Observación 3.1.1 Dado un torneo T , coloreado por �echas con el conjunto de colores I. Si tomamos a

Π ⊆ DP (T ) como el conjunto de trayectorias monocromáticas en T y P = {Πi}i∈I es la partición de Π, tal que

para cada i en I, Πi es el conjunto de trayectorias monocromáticas de T de color i ∈ I. Se cumple que:

T es Π completo, pues en particular cada �echa es una trayectoria monocromática.

Para cada i en I, Πi es transitivo, pues si dados tres vértices x, y, z en T , hay una xy-�echa y una zy-�echa,

ambas de color i ∈ I ((x →Πi
y) y (y →Πi

z)), entonces (x, y, z) es una trayectoria monocromática con color

i ∈ I y por lo tanto (x→Πi z).

La P-cerradura de T es la cerradura de trayectorias monocromáticas de T .

Corolario 3.1.1. Sea T un torneo 3-coloreado por �echas, si no hay triángulos dirigidos arcoíris en la cerradura

de trayectorias monocromáticas de T con menos de dos �echas simétricas, entonces T tiene un vértice absorbente

por trayectorias monocromáticas.

Demostración. Si tomamos a Π ⊆ DP (T ) como el conjunto de trayectorias monocromáticas en T y P = {Πi}i∈I
con I = {1, 2, 3} es la partición de Π, tal que para cada i en I, Πi es el conjunto de trayectorias monocromáticas

de T de color i en I.

Por la observación 3.1.1 tenemos que cada Πi es transitivo. Por el teorema 3.1.2 tenemos que T tiene un Π-núcleo

y por como de�nimos Π sabemos que es Π-completa por lo que el Π-núcleo esta formado por un solo vértice y

por lo tanto es absorbente por trayectorias monocromáticas.
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3.2. Teorema de Richardson

Teorema 3.2.1. (Richardson)

Una digrá�ca �nita sin ciclos dirigidos de longitud impar tiene núcleo.

Demostración. Sea D = (V (D), F (D)) una digrá�ca �nita sin ciclos dirigidos de longitud impar. Sea Π = F (D)

y sea P = {e}e∈F (D) una partición de Π (cada elemento de la partición es una única �echa de D), lo que implica

que cada elemento de P es transitivo. Sea L(D) la digrá�ca de clases de color de D y F (D).

A�rmación 3.2.1.1 Si D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar entonces L(D) no tiene ciclos dirigidos

de longitud impar.

Demostración. Supongamos por contradicción que D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar y que existe un

ciclo dirigido de longitud impar en L(D). Sea C = (x0, x1, ..., xn−1, xn = x0) un ciclo dirigido de longitud impar

en L(D) (�gura 3.10) y sea [n] = {0, 1, ..., n− 1}.

Para cada i en [n], sea xi = (yi, wi) una �echa en F (D). Como para todo i en [n], (xi, xi+1) es una �echa de

L(D) tenemos que para todo i en [n], wi = yi+1.

Por lo tanto C induce en D un camino cerrado ϕ=(w′0, w
′
1, ..., w

′
n−1, w

′
n=w

′
0) de longitud impar (�gura 3.10), lo

que implica que existe un ciclo dirigido Θ de longitud impar en D (�gura 3.10). Esto es una contradicción pues

supusimos que no había ciclos dirigidos de longitud impar en D.
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Por lo tanto L(D) no tiene ciclos dirigidos de longitud impar.

Como todo elemento de Π es transitivo y la digrá�ca de clases de color de D y F (D) no tiene ciclos dirigidos

de longitud impar, por el teorema 3.1.1 tenemos que D tiene Π-núcleo, pero como Π = F (D) entonces D tiene

núcleo.

Con esto queda demostrado el teorema de Richardson en su versión para Π-núcleos. Y es así, con esta demos-

tración que concluye el tercer y ultimo capítulo de este trabajo.
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Conclusiones

En este trabajo se presentó un panorama básico del concepto de una grá�ca dirigida, cubriendo conceptos im-

portantes con los cuales podemos estudiar temas más especí�cos con mayor profundidad.

El desarrollo de este trabajo es tal, que cada capítulo engloba las de�niciones y resultados más relevantes, los

cuales utilizamos para demostrar los teoremas principales los cuales otorgan el título a este trabajo.

En un principio dimos todas las de�niciones y resultados necesarias para poder abordar sin ningún obstáculo

el Teorema de Richardson en su versión original.

Después se planteó la idea de tomar un subconjunto Π de las trayectorias dirigidas de una digrá�ca, obteniendo

conceptos como: Π -trayectorias, conjuntos Π- independientes, etcetera, siendo de éstos el más importante el

Π-núcleo de una digrá�ca.

Finalmente obtuvimos una versión del teorema de Richardson que es correcta cuando usamos la idea de los

Π-núcleos de una digrá�ca.

Como fue planteado inicialmente, el objetivo de este trabajo era hacer una recopilación de resultados importantes

y relacionados con el concepto de núcleos de digrá�cas, hecho esto mostramos que si modi�camos un poco las

ideas principales, podemos encontrar una versión del teorema de Richardson que es válida y que es congruente

con estos conceptos. Dicho esto podemos pensar en la idea de de�nir nuevos terminos, tomando �partes� o

subconjuntos de las digrá�cas iniciales, de�nir nuevos �tipos de núcleos� y con base en estos descubrir si hay

alguna versión de los resultados importantes, en particular del Teorema de Richardson que sean válidos para

estos nuevos criterios.
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