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Introduccion

La teoria de gréaficas es por si misma una rama muy importante en las matematicas, ademés ésta es aplicada
en una gran cantidad de &reas como ciencias sociales, ciencias de la computacion, quimica, investigacion de
operaciones, etcétera.

Dentro de la teoria de graficas[1] existen las digraficas (graficas dirigidas), éstas seran en las que nos enfocaremos
en este trabajo.

El objetivo primordial es presentar una recopilacién de resultados importantes referentes a ntcleos, haciendo
especial énfasis en el “teorema de Richardson”, también definiremos “II-nicleos”, mostraremos resultados exis-

tentes para éstos y finalmente daremos una version del teorema de Richardson para los II-ntucleos.

El capitulo uno tiene como objetivo dar las definiciones de una digrafica y de un nicleo de una digrafica, asi
como mostrar los principales resultados vinculados a los nicleos.

En el capitulo dos nos interesa tomar subconjuntos del conjunto de trayectorias de una digrafica, hacer parti-
ciones de ellos, darles color y definir un Il-niicleo de una digréfica.

Finalmente en el capitulo tres presentamos una versién del teorema de Richardson para II-ntcleos.

Es importante mencionar que este trabajo tiene un enfoque meramente tebrico, es decir, que no se ofrecen
aplicaciones de dichos temas puesto que en particular, para el capitulouno, las aplicacciones son un material

muy vasto del que se podrian hacer multiples trabajos.

Antes de empezar formalmente, obtengamos una idea intuitiva de lo que vamos a ver usando el siguiente
ejemplo:

Pensemos en un grupo de animales conformado de la siguiente manera: halcén, raton, saltamontes, sapo y
serpiente, sabemos que el halcon come serpientes y ratones, que las serpientes comen sapos y ratones y que el
saltamontes es alimento de sapos y ratones. Una manera explicita con la que podemos mostrar si un animal se

alimenta de otro es la siguiente:



saltamontes sapo

raton serpiente

halcan

Donde cada animal es representado con un punto (vértice) y ponemos una flecha de un punto a otro si es que el
primer animal es alimento del segundo. Esta representacion es un ejemplo de lo que llamaremos una digrafica,
(en este trabajo usaremos el término de digrafica).

Si observamos con detalle este ejemplo y de esta digrafica tomamos los puntos correspondientes al halcén y al
sapo, notamos que no hay flecha alguna entre ellos, ademas de que de los puntos restantes si existe una flecha

hacia alguno de estos dos puntos.

Digraficas y conjuntos de puntos que cumplen estas caracteristicas (a los que posteriormente llamaremos niicleos)

seran nuestros principales objetos de estudio a lo largo de los tres capitulos.



Capitulo 1

Nticleos en digraficas

En este primer capitulo daremos las definiciones de grafica y digrafica, también definiremos algunos de los
conceptos mas importantes de esta teoria, enfocandonos principalmente en aquellos relacionados con los ntcleos,

asi como algunos resultados importantes que nos ayudarén a poner las bases para los siguientes capitulos.

1.1. Digraficas

Definicién 1.1.1. Una grdfica G=(V, A) consiste de un conjunto finito no vacio de elementos llamados
vértices, al que denotamos por V(G) y de A C VXV un conjunto de pares no ordenados de vértices llamados

las aristas de G, al que denotamos por A(G).

Por ejemplo, podemos definir una grafica G; = (V;, A1) como el conjunto Vi = {uj,us,us,us} junto con

Ay = {(u1,u3), (ur,uq), (ug, us), (ug, uqs)} ala que podemos dar la siguiente representacion:

G,

u, Us

Definicién 1.1.2. Una digrdfica D=(V, F) consiste de un conjunto finito no vacio de elementos llamados
vértices, al que denotamos por V(D) y de FCVXV un conjunto de pares ordenados de vértices llamados las

flechas de D, al que denotamos por F(D).

Por ejemplo, podemos definir una digrafica D1 = (V, F}) como el conjunto Vi = {v1, va, v3,v4,v5} junto con
F = {(v1,v2), (v1,v5), (v2,v1), (v2,v3), (v4, v3), (Va, Vs5), (V5,v2)} & la que podemos dar la siguiente representa-

cién:



D, V2

Va

La digrafica Dy = (Va, Fs) con Vo = {uy,uz,us,us} y Fo = {(u1,us), (us, uz), (g, us), (ug,u1)} tiene como

representacion:

Uy Us

La digrafica D3 = (V3, F3) con Vi = {w1, wa, w3, ws, ws, we, wr} y F3 = {(w, w2), (w2, ws), (wa, w2), (wa, ws),

(ws,wr)} tiene como representacion:

A continuacién mostramos mas ejemplos de digraficas.



Definicién 1.1.3. Una multidigrdfica D=(V, F) es una digrdifica en la que estan permitidas flechas del tipo
f=(u,u), estas flechas son llamadas bucles o loops, asi como flechas multiples, las cuales son dos o mas

flechas de un vértice u a un vércice v.

Por ejemplo tenemos la siguiente multidigrafica Dy = (Vi, F1) como el conjunto Vi = {uy,us,us, ug} junto
con Fl = {(u17u2), (U17UQ)7 (U17UQ)7 (U17U4), (Ul,U4), (UQ,Ug), (U3,U3), (U3,U4), (U4, U4)} a la que podemos dar

la siguiente representacion:

A lo largo de este capitulo trabajaremos sélo con digraficas, dejando para los capitulos posteriores el uso de

multidigraficas.

Definicién 1.1.4. En una digrdfica D=(V, F) Si f= (u,v) es una flecha de F(D), representada por: (y——>y
diremos que:

e fincide hacia v.

e fincide desde u.

e u es adyacente hacia v.

e v es adyacente desde u.



Definicién 1.1.5. En una digrifica D=(V, F) El ingrado de un vértice v en V(D), denotado por §,,(u), es
igual al numero de flechas que inciden hacia u.
El exgrado de un vértice w en V(D), denotado por §$(u), es igual al nimero de flechas que inciden desde w.

El grado de un vértice u en V(D), denotado por op(u), es igual a la suma del ingrado y exgrado de u; 0p(u) =

0p(u) + 055 (u).

Definicién 1.1.6. Decimos que un vértice v en V(D) es un pozo si 6},(v) =0, es decir si no hay flechas que
inciden desde v.

Decimos que un vértice v en V(D) es una fuente si 6,(v) =0, es decir si no hay flechas que inciden hacia v.
Un vértice v en V(D) es llamado vértice aislado si cumple que &}, (v) =05 (v) =0, es decir si no hay flechas

que inciden desde v ni hacia v.

Con las definiciones anteriores y dada la siguiente digrafica D, obtenemos la siguiente informacién:

D VZ Ve

dp(v1) =dp(v1) =1 0h(v2) = 0p(v2) =1 0 (vs) =0, dp(vs)

+ -9
D 3

63(’04) = 4, 55(1)4) =0 (52;(’[)5) = O, 55(1)5) =2 55(’06) = 55(”6) =1
+

Los vértices v3 y vs son pozos, el vértice v4 es fuente y el vértice vy es un vértice aislado.

Tras estas definiciones iniciales, tenemos un primer teorema:

Teorema 1.1.1. Si D es una digrifica entonces se cumple que:
S 6p(w) = Y2 6h(u) = V(D)) conu en V(D).

Demostracion. Cada flecha f en F(D) tiene un solo vértice de salida y un solo vértice de llegada, en palabras
antes dichas, cada flecha incide desde un unico vértice e incide hacia un tnico vértice entonces estd contada

exactamente una vez en la suma de los exgrados, asi como en la suma de los ingrados. O

Con la siguiente definicién podemos observar que a cada digrafica la podemos relacionar con una gréafica.

Definicién 1.1.7. Sea D=(V, F) una digrifica, la grdfica subyacente de D denotada Gp estd definida por
V(Gp) =V(D) y diremos que un vértice u es adyacente a un vértice v en Gp si y sélo si (u,v) estd en F(D) o

(v,u) estd en F(D).

Ejemplos:



1
vy Vs Vi V3
1'!'4 1"'r4
DE GDE
Uy Uz uy Uy
uﬂ- UE U4 u3
D w
3 . Gp, .
Wy
W
Wy W a
Z W
1 W
We
5 We

En los ejemplos vemos que G p, es la grafica subyacente de Dy, Gp, es la grafica subyacente de Dy y Gp, es

la grafica subyacente de Ds.



1.2. Caminos, trayectorias, ciclos

Definicion 1.2.1. Sea D una digrifica, definimos:

e Un camino en D es una sucesion de vértices C= (vg, vy, ...,v,) tal que la flecha (v;,v;+1) estd en F(D) o la
flecha (viy1,v;) estd en F(D) con i tal que 0 < i <n—1.

La longitud de un camino denotada por ¢(C) es igual al nimero de flechas,contando repeticiones, que hay en
dicho camino.

e Un camino dirigido en D es una sucesion de vértices C= (v, v1, ..., V,) tal que (v;,v;41) estd en F(D) para
todo i tal que 0 <1 <n—1.

e Una trayectoria es un camino en el que no se repiten vértices.

La longitud de una trayectoria denotada por ¢(T) es igual al nimero de flechas que hay en dicha trayectoria.

o Una trayectoria dirigida es un camino dirigido en el que no se repiten vértices.

Si en una digrifia D tenemos un camino que inicia en un vértice u y termina en un vértice v, diremos que
es un uv-camino, de la misma manera tendremos un uv-camino dirigido, una uv-trayectoria y una uv-
trayectoria dirigida.

e Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vértice.

e Un camino dirigido cerrado es un camino dirigido que empieza y termina en el mismo vértice.

e Un ciclo es un camino cerrado en el que no hay vértices repetidos a excepcion del vértice inicial (que también
es el final).

La longitud de un ciclo denotada por ¢(C) es igual al nimero de flechas que hay en dicho ciclo, siempre ((C) > 2.
e Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado en el que no hay vértices repetidos a excepcion del vértice

inicial (que también es el final).

Ejemplos:

Dada la siguiente digrafica D vemos que:

(ve, v1, V4, V5, V1, V2, v3) €s un camino de longitud 6 en D.



(v1, vs, Vg, U2, V3, Vg, U2) €s un camino dirigido de longitud 6 en D.

(v4, vs5, Vg, U3, U2, V1) €s una trayectoria de longitud 5 en D.

(vg, v3, vg, Vg, Us, U7) €s una trayectoria dirigida de longitud 5 en D.



(v1,v4, U5, Vg, U3, Uz) es un ciclo de longitud 6 en D.

(vs, vg, Vg, Us, U7, U5) es un ciclo dirigido de longitud 5 en D.

A partir de las definiciones anteriores obtenemos los siguientes teoremas:

Teorema 1.2.1. En una digrdfica sin bucles todo uv-camino dirigido contiene como subsucesion una uv-

trayectoria dirigida.

Demostracion. Por induccién sobre la longitud del camino.

1. Base. Veamos los casos donde ¢(C)=0y ¢(C)=1.

Si £(C)=0 entonces C = (u), por lo que C es una trayectoria dirigida pues no hay vértices repetidos.

Si £(C)=1 entonces C = (u,v), vemos que u es diferente a v pues hay una flecha entre ellos, y si u y v fueran
el mismo vértice tendriamos un bucle, algo que dijimos que no teniamos por lo tanto C es trayectoria dirigida.
2. Hipotesis inductiva. Suponer que todo uwv-camino dirigido de longitud menor a n contiene como subsucesion
a una uv-trayectoria dirigida.

3. Por demostrar que todo uv-camino dirigido de longitud n tiene como subsucesion una uv-trayectoria dirigida.

Sea C = (u = ug,uq, ..., 4, = v) un wv-camino dirigido de longitud n.

10



Caso 1) Si u; # u; para todo i # j entonces C ya es una uv-trayectoria dirigida.
Caso 2) Si existen u;,u; con i # j tal que u; = u;, sin pérdida de generalidad supongamos que i < j, entonces
podemos expresar a C como C = (4 = Ug, U1, U2, «o.; Uim1, Uj, Wi 1, ooy Uj—1, Ujy Ujp1, ooy Uy = U) Y VEIOS qUE

C' = (u =1, U1, U2, oo, Uj—1, Ui = Uj, Uj}1, ..., Uy = ) €S Un uv-camino de longitud menor a n (figura 1.2.1).

Por la hipotesis de induccion C’ contiene una wv-trayectoria dirigida T', T C C' y ¢’ C C por lo que C contiene
una uv-trayectoria dirigida.

Por lo tanto todo uv-camino dirigido contiene una wv-trayectoria dirigida. O
Teorema 1.2.2. Todo camino dirigido cerrado contiene un ciclo dirigido.

Demostracion. Por induccion sobre ¢(C).

1. Base. Si ¢ (C)= 2 entonces C = (ug, u1,us = ug) es un ciclo ya que ug # u1 y u1 # ug pues (ug,u1) y (u1,us)
estan en F(D).

2. Hipoétesis de inducciéon. Supongamos que todo camino dirigido cerrado de longitud menor a n contiene un
ciclo dirigido.

3. Por demostrar que todo camino dirigido cerrado de longitud n tiene un ciclo dirigido.

Sea C = (ug,uy, ..., up, = up) un camino dirigido cerrado de longitud n.

Caso 1) u; # u; para todo i # j, en este caso C es un ciclo dirigido.

Caso 2) existen i, j tal que u; = u;, sin pérdida de generalidad supongamos que i < j.

Por lo que C' = (ug, U1, ..., U, Wit1, Uit2, oy U = Uy U1y eeny Uy = ug), observemos que obtenemos dos caminos
dirigidos cerrados; C1 = (U0, U1, ooy Ui = Ujy Wit 1, ooy U = Ug) Y Co = (Us, Ui 1, Ui, ooy Uj = Uy).

Se cumple que: £(C) =£(Cy) + £(Cs), porlo que £(Cy) <n y £(Cs) <n.

Por la hipétesis de induccion C; (al igual que Cy ) contiene un ciclo dirigido (figura 1.2.2).

Por lo tanto C' contiene un ciclo dirigido. O

11



Teorema 1.2.3. En una digrdfica D todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un ciclo dirigido

de longitud impar.

Demostracion. Por induccion sobre la longitud del camino dirigido cerrado.
1. Base. Si ¢(C)=3 entonces C' = (ug, u1,us,us = ug), y las flechas (u;,u;y1) estan en F(D) con 0 < i < 2.
Ug F U1, Ul F Uz, Uz F uz = ug pues (ug,u1), (ur,us), (uz,up) estan en F(D). Por tanto C es un ciclo de

longitud 3.

C3

Uz

Uy Us

2. Hipotesis de Induccién. Supongamos que todo camino dirigido cerrado de longitud impar menor a 2n + 1
contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

3. Por demostrar que todo camino dirigido cerrado de longitud 2n + 1 tiene un ciclo dirigido de longitud impar.
Sea C=(ug, U1, ..., U2p—1, Usp, U2n4+1 = Up) un camino dirigido cerrado de longitud 2n + 1.

Caso 1) u; # u; para todo ,j. En este caso C' es un ciclo dirigido de longitud impar.

Caso 2) existen ¢,j con ¢ # j tal que u; = u;, y sin pérdida de generalidad supongamos que i < j, entonces

vemos a C' como: C' = (Ug, U1, U, ooy Uiy Ui 1y ooy U = Usy Wjp 1y ooy U1 = Up)

12



Sean Cl = (ui,ui+1,...,uj = UZ‘) y 02 = (uo,ul,...,ui = Ujy Ujg1y-eey U2, U2n4+1 = uo). Como C = Cl @] CQ
entonces £(C) = £(C1)+£4(C3), ya que £(C) es impar, entonces £(Cy) o £(C3) es impar; sin pérdida de generalidad
supongamos que ¢(C4) es impar, ademas ¢(Cy) < ¢(C) = 2n + 1. Por la hipdtesis de induccion C; contiene un

ciclo dirigido de longitud impar, por lo tanto C tiene un ciclo dirigido de longitud impar. O
Teorema 1.2.4. Sea D una digrdfica, si para todo v en V(D) 6,(v) > 1, entonces D tiene un ciclo dirigido.

Demostracion. Sea T' = (vg,v1, 2, ..., V) una trayectoria dirigida de longitud méaxima en D. Como 0 (vo) > 1,
entonces hay una fecha que incide hacia vg; es decir, existe un vértice u tal que (u,vg) estd en F (D).

Caso 1) si u es un vértice que pertenece a la trayectoria T, entonces C' = (vp, v1, V2, ..., u, vg) es un ciclo dirigido
en D.

Caso 2) si u no estd en T entonces tomemos 7" = (u,vg) U (vg,v1, V2, ...,0,), T’ es una trayectoria de longitud
mayor a la de T, ésto es una contradiccion pues T era la trayectoria de longitud maxima (figura 1.2.3).

Por lo tanto, D tiene un ciclo dirigido. O

Anélogamente se prueba que si para todo v en V(D) 6T D(v) > 1, entonces D tiene un ciclo dirigido.

Teorema 1.2.5. Sea D una digrdfica, si para todo v en V(D) §5(v) > k con k > 1, entonces D tiene una

trayectoria dirigida de longitud mayor o igual a k.

Demostracion. Sea D una digrafica y consideremos una trayectoria dirigida de longitud méxima en D T =
(ug, U1y ey ), £(T) = m.

Si m > k ya se cumple lo que queremos por lo que supongamos que m < k. Como 675(um) >k y m<k,ysolo
hay m vértices en T distintos de u,, entonces supongamos que de u,, inciden flechas a todos ellos, pero como
65 (um) > k > m entonces existe al menos un vértice u,, que no esta en V(T') tal que (upm,u,) estd en F(D)
(figura 1.2.4).

Asi T = T U (um, u,) es una trayectoria dirigida y £(7") > £(T'), ésto es una contradiccién pues T era una

13



trayectoria dirigida de longitud maxima, por lo que m > k.

Por lo tanto D tiene una trayectoria dirigida de longitud mayor o igual a k. O

Analogamente se prueba que si para todo v en V(D) d5(v) > k con k > 1, entonces D tiene una trayectoria

dirigida de longitud mayor o igual a k.

<>
Observamos que éste teorema es la mejor aproximacion pues en k1 (La digrafica completa de k + 1 vértices
tal que entre cada par de vértices estan las dos flechas entre ellos) todo vértice tiene exgrado e ingrado k y la

trayectoria dirigida de longitud maxima tiene longitud k.

También observamos que el regreso del teorema es falso, pues si la digrafica es un ciclo de 5 vértices, la longitud

de la maxima trayectoria dirigida es 4 pero para todo v en V(D) 65, (v) = 2 = §5(v).

14



Definicion 1.2.2. Dada una grifica G cualquier digrdfica obtenida a partir de G asigndndole una y sélo una

direccion a cada arista de G es una orientacion de G.

Ejemplo: sea G la siguiente grafica, D, y Dy son orientaciones de G.

G Dy D,

Definicién 1.2.3. Dirémos que una grdfica G es completa si para cualquier par de vértices u, v en V(G) la

arista (u, v) pertenece a A(G). Y las denotamos k,, donde n es el nimero de vértices de la grifica.

Ejemplos:

K, Ks Ks

Wy

Definicion 1.2.4. Un torneo es cualquier orientacion de una grifica completa.

Ejemplo: sea K4 la gréfica completa de cuatro vértices. Ty y To son dos torneos de 4 vértices.
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Definicion 1.2.5. Una digrifica D es aciclica si no tiene ciclos dirigidos.

Ejemplos:

Definicién 1.2.6. Una digrifica D es transitiva si para cualesquiera tres vértices u,v y w que estdn en V(D)

se cumple que si (u,v) y (v,w) pertenecen a F(D), entonces (u,w) también es un elemento de F(D).

Ejemplos:

D, D, Ds

LF) Wy

V3

Definicién 1.2.7. Una digrifica D es simétrica si se cumple que para dos vértices u y v en V(D), si (u,v) €

F(D) entonces (v,u) € F(D).

Ejemplos:

16



D, D, D,

O u, v, Wy W
. s
O—}EO
u O:D
3 W v

Teorema 1.2.6. Si D es una digrifica transitiva y 7 = (ug, u1,us, ..., U, ) €s una trayectoria dirigida en D,

entonces (ug, un) pertenece a F(D).

Demostracion. Por induccién sobre la longitud de la trayectoria.

1. Base. Si £(7) = 1 es inmediato.

Sil(1) =2, 7 = (ug,ur,us), como (ug,ur) y (uy,us) estan en F(D) y D es transitiva entonces (ug, ug) también
esta en F(D).

2. Hipotesis de Induccién. Supongamos que para toda trayectoria dirigida de longitud m, 7 = (ug, u1, ..., Um)
con m menor a n, se cumple que la flecha (ug, u,,) pertenece a F(D).

3. Por demostrar que para toda trayectoria dirigida de longitud n 7 = (ug, u1, ..., 4, ), se cumple que la flecha
(up, un) pertenece a F'(D).

Sean 7 = (ug, U1, Usg, ..., Un—1,U,) una trayectoria dirigida de longitud n, y 7' = (uo,u1,us,...,up—1) una
trayectoria dirigida de longitud menor a n contenida en 7, entonces por la hipotesis de induccion (ug, u,—1) esta
en F(D). Como D es transitiva y (ug, Un—1), (un—1,un) son flechas de F(D), entonces (ug,uy) estd en F(D)

(figura 1.2.5).

O

Teorema 1.2.7. Un torneo es aciclico si y solo si es transitivo.

Demostracion. =) Sea T un torneo aciclico, supongamos que 7 no es transitivo, entonces existen tres vértices
u,v,w en V(T) tales que sin pérdida de generalidad (u,v) y (v,w) estdn en F(T) y (u,w) no esta en F(T).
Como T es un torneo y (u,w) ¢ F(D) entonces (w,u) € F(D), ésto es una contradiccion pues tendriamos que

v = (u,v,w,u) es un ciclo dirigido. Por lo tanto si T" es aciclico, entonces es transitivo.
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<) Sea T un torneo transitivo. Supongamos que en T hay un ciclo dirigido v = (ug,u1, u1, ..., Upn, o), COMO
T es transitivo, por el teorema 1.2.5 la flecha (ug,u,) estd en F(T), ésto es una contradiccion pues (uy,, up)
pertenece a -, por lo que T es aciclico.

Por lo tanto T' es un torneo transitivo si y sélo si es aciclico. O

Corolario 1.2.1. Cada torneo transitivo tiene exactamente una fuente y un pozo.

Demostracion. Sea T un torneo transitivo, primero supongamos que T no tiene fuentes, entonces para todo v
en V(D) 6p(v) > 1, si se cumple esto, por el teorema 1.2.4, T tiene un ciclo pero esto es una contradiccion
pues T es transitivo y por el teorema 1.2.7 T es aciclico. La misma contradicciéon surge al suponer que T no
tiene pozos (nuevamente por los teoremas 1.2.4 y 1.2.7). Por lo tanto T si tiene una fuente y un pozo.

Ahora veamos que éstos son tnicos. Supongamos que T’ tiene dos fuentes u; y w2, como T es un torneo
entonces entre u; y us hay una flecha, sin pérdida de generalidad supongamos que (u1,us) esta en F(T') pero
esto implicaria que d5,(ug) > 1y asi us ya no seria fuente, por lo que u; es la tnica fuente. Anilogamente
suponiendo que v1 y vy son dos pozos del’, como T es un torneo, entonces entre vy y vo hay una flecha, sin
pérdida de generalidad supongamos que (vq,vs) esta en F(T') pero esto implicaria que 05 (v1) > 1y asi v1 ya
no seria pozo, por lo que vy es el tnico pozo de T. Por lo tanto cada torneo transitivo tiene exactamente una

fuente y un pozo. O

Definicién 1.2.8. Sea D = (V| F) una digrifica, dado un Vi subconjunto de vértices de D, definimos la
subdigrdfica inducida Vi de D denotada por D [Vi], donde V(D [V1]) = Vi y F(D[W1]) = {f € F tal que f

incide desde un vértice u en V1 hacia un vértice v en V3 }.

Ejemplo: Sea D la Siguiente digrafica

D D[V,] D[V,]

"
Wy 4 Vy

D [V1] es la subdigrafica inducida V4 de D donde Vi = {va,v3,v4,u5} y D [V3]) es la subdigrafica inducida V5
de D, donde V5 = {v1, va, v3,v4}.

Teorema 1.2.8. (Redei) Todo torneo tiene una trayectoria dirigida que pasa por todos los vértices de éste.

Demostracion. Por Induccion sobre el numero de vértices del torneo.

1. Base. Si el torneo es trivial (de un vértice) el resultado es inmediato.
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Si T tiene solamente dos vértices vy, v, entonces siempre hay una trayectoria dirigida que pasa por todos los
vértices y ésta es la flecha que va de un vértice al otro (figura 1.2.6).
Si T tiene tres vértices existen solo dos torneos diferentes, los cuales se puede observar tienen una trayectoria

dirigida que pasa por todos los vértices (figura 1.2.6).

2. Hipotesis de Induccién. Supongamos que los torneos con menos de n vértices siempre tienen una trayectoria
dirigida que pasa por todos sus vértices.

3. Por demostrar que todo torneo con n vértices siempre tiene una trayectoria dirigida que pasa por todos los
vértices.

Sea T un torneo con n vértices y tomemos el vértice v, en V(7). La subdigrafica inducida por el conjunto de
vértices V(T)\{v,} en T es un torneo 7" que tiene n — 1 vértices, por hipotesis de induccion, en 7" hay una
trayectoria dirigida que pasa por todos sus vértices. Supongamos sin pérdida de generalidad que esta trayectoria
es 7 = (v1, V2, ..., Vp—1). Si la trayectoria dirigida T estd en T’ entonces también esta en T'.

Caso 1) Si en T existiera la flecha que va de v,, hacia v, entonces (v,,v1) U T seria una trayectoria dirigida que
pasa por todos los vértices de T (figura 1.9).

Caso 2) Si en T existiera la flecha que va de v,_; hacia v,, entonces 7U (v,,,v,—1) seria una trayectoria dirigida
que pasa por todos los vértices de T (figura 1.2.7).

En caso contrario a los casos 1y 2, existe ¢ € {1,....n—1} el mayor nimero tal que v; — v,, para toda j con 1 <
j <. Porlo que existen una flecha de v; hacia v, y unade v, hacia v;11. Asi, (v1,v2, ..., Vi, Un, Vit1, -, Un—1)
es una trayectoria dirigida que pasa por todos los vértices de T (figura 1.2.7). Por lo tanto todo torneo tiene

una trayectoria dirigida que pasa por todos sus vértices. O

19



1.3. Nrcleos

A continuacion presentamos el concepto de niicleo de una digrafica, un concepto esencial en el desarrollo de este
trabajo ya que gran parte de los resultados que presentamos giran en torno al concepto de nicleo. Antes de dar

la definicién de un ntucleo necesitamos un par de definiciones que son las siguientes:

Definicién 1.3.1. Sea D una digrifica, diremos que un conjunto S C V(D) es independiente si para cualquiera

par de vértices u y v en S no existe flecha en D entre ellos.

Ejemplo:

En la digrafica D; observamos que {v1,v2}, {v1,vs}, {ve,v4} y {vs3,v4} son algunos conjuntos independientes.

Podemos notar que toda digrafica tiene al menos un conjunto S C V(D) no vacio que es independiente, basta

con tomar un conjunto que contenga a un solo vértice.
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Definicién 1.3.2. Sea D una digrdfica, diremos que un conjunto S C V(D) es absorbente si para cada z €

V(D)\ S existe una zS-flecha (flecha que empieza en z y termina en algin vértice de S).

Ejemplo:

M

Vg

En la digrafica Dy se observa que {v1,vs} vy {va,v5} son dos conjuntos absorbentes.
Se puede observar que toda digrafica tiene al menos un conjunto S C V(D) que es absorbente, basta con tomar

el conjunto S = V(D).

Definicién 1.3.3. Sea D una digrdfica, un conjunto N C V(D) es llamado Nicleo de D si es independiente y

absorbente.

Ejemplo:

Va

En la digrafica D3 los vértices vy, v3 y vy forman un nicleo pues se observa que N = {v1,v3,v5} es un conjunto

que es independiente y absorbente.
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U, Ly Uu; Ug

En la digrafica Dy los vértices uz y u4 forman un nicleo pues podemos observar que N = {us, u4} es un conjunto

que es independiente y absorbente.

El ciclo dirigido de tres vértices C3 es un ejemplo de que no todas las digraficas tienen niicleo, pues en C3 los
tnicos conjuntos independientes no vacios son los que contienen un solo vértice, pero ninguno de los tres vértices
es absorbente. El ciclo dirigido de cuatro vértices Cy es un ejemplo de una digrafica que tiene dos ntcleos, donde
Ny = {v1,v3} y Na = {v2,v4} son dos nucleos de Cy, pues se observa que ambos son conjuntos independientes

y absorbentes en C4. Por lo que podemos afirmar que existen digraficas que tienen mas de un ntcleo.

Lema 1.3.1. Sean D una digrdfica y N un nicleo de D, se cumple que:
1. N es un conjunto independiente mdzximo por contencion, es decir, que no estd contenido en otro conjunto de

mayor cardinalidad que también sea independiente.

2. N es un conjunto absorbente minimo por contencion, es decir, que no contiene a otro conjunto absorbente de

menor cardinalidad.

Demostracion. 1. Sea N un nicleo de D, supongamos que N no es un conjunto independiente maximo por
contencion, entonces existe un conjunto independiente W tal que N C W. Sea w en W\N, como N es absor-
bente, entonces existe n en N tal que (w,n) estd en F(D) (figura 1.3.1), esto es una contradiccion pues W es
independiente.

2. Sea N un niicleo de D y supongamos que N no es un conjunto absorbente minimo por contencién, entonces
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existe un conjunto absorbenteM tal que M C N. Sea n en N\M, como M es absorbente entonces existe m en

M tal que (n,m) esta en F(D) (figura 1.3.2), esto es una contradiccion pues N es independiente. O

Notemos que no todo conjunto independiente maximo por contencién es nicleo y que no todo conjunto absor-

bente minimo por contencién es nicleo.

Sean las siguientes digraficas Dy y Da:

D, D,

Aunque la digrafica D, tiene un nacleo N = {ug, us}, vemos que {uq,us} es un conjunto independiente méximo

q ) ) b

por contencién y no es ndcleo, puesto que no es absorbente.

También, aunque la digrafica D, tiene un nucleo N = {vy,v2}, vemos que {v4,v5} es un conjunto absorbente
) q g ) 3 s Ub

minimo por contencién y no es niicleo, puesto que no es independiente.
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1.4. Conexidad en digraficas

A continuacién definimos unas clasificaciones de digraficas, para posteriormente dar algunos resultados de ni-

cleos con respecto a este tipo de digraficas.

Definicion 1.4.1. Una digrdfica es débilmente conexa si Gp es conexa, es decir, que para todo par de vértices

u y v en V(D) existe un uv-camino entre ellos.

Ejemplos:

D, D,

el
A
O

Definicién 1.4.2. Una digrdfica es unilateralmente conexa si para todo par de vértices u y v en V(D)
al menos una de las dos siguientes propiedades se cumple: existe un uv-camino dirigido o existe un vu-camino

dirigido en D.

Ejemplos:

Definicién 1.4.3. Una digrdifica D es fuertemente conexa si para cualquier par de vértices u y v en V(D),

existen un uwv-camino dirigido y un vu-camino dirigido en D.

Ejemplos:
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L

Es facil observar que las digraficas fuertemente conexas son unilateralmente conexas y que las digraficas unila-

teralmente conexas son débilmente conexas.

Teorema 1.4.1. Una digrifica es débilmente conexa si y solo si existe un camino cerrado que pasa por todos

los vértices de D.

Demostracion. =) Sean D una digrafica débilmente conexa y C' = (ug, u1, U2, ..., Up, ..., Ug) un camino cerrado
que pasa por el mayor numero posible de vértices de D. Si V(C) = V(D) ya terminamos. En otro caso, existe
w en V(D)\V(C), como D es débilmente conexa existe un camino K de w a ug. Sea K’ el camino inverso de
ug a w entonces K’ U K U C seria un camino cerrado que pasa por més vértices que C, contradicciéon. Por lo
tanto no existe un vértice w que no esté en C.

<) Sea C = (ug,u1, Uz, ..., Up, ..., ug) un camino cerrado que pasa por todos los vértices de D, entonces para
todo par de vértices u;, u; en C, y suponiendo sin pérdida de generalidad que u; estd antes que u; en C, entonces

(s, Uit1, ..., uj) es un u;uj-camino. Por lo tanto, D es débilmente conexa. O

Teorema 1.4.2. Una digrifica es unilateralmente conexa si y solo si existe un camino dirigido que pasa por

todos los vértices de D.

Demostracion. =) Sean D una digrafica unilateralmente conexa y C' = (v, vy, ..., v,) un camino dirigido que
pasa por el mayor nimero de vértices de D. Si V(C) = V(D) ya terminamos. En otro caso, existe w en
V(D)\V(C), si existe un camino dirigido Cy de w a vg entonces Cp U C' es un camino dirigido que pasa por mas
vértices que C, contradiccién. Entonces existe un Cj camino dirigido de vy a w.

Si existe un camino dirigido C; de w a v; entonces CjU Cy U (v1,...,v,) es un camino dirigido que pasa por
mas vértices que C, contradiccion. Entonces existe un C} camino dirigido de v; a w. Si para cada ¢ tal que
v; € V(C) existe un C} camino dirigido de v; a w, entonces C' U C}: seria un camino dirigido que pasa por mas
vértices que C, contradiccion.

Si existe j tal que hay un Cj camino dirigido de w a v; en D, entonces (vo, v1, ..., vj—1)UCT_1UC;U(V}, V41, -y Un)
es un camino dirigido que pasa por més vértices que C, contradiccién. Por lo tanto no existe un vértice w que

no esta en C.
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<) Sea C = (ug, u1,uz, ..., un) un camino dirigido que pasa por todos los vértices de D, entonces para todo
par de vértices u;,u; en C y suponiendo sin pérdida de generalidad que u; estd antes que u; en C, entonces

(ws, Uit1, ..., uj) es un w;uj-camino dirigido. Por lo tanto D es unilateralmente conexa. O

Teorema 1.4.3. Una digrdfica D es fuertemente conexa si y solo si existe un camino dirigido cerrado que pasa

por todos los vértices de D.

Demostracion. =) Sean D una digrafica fuertemente conexa y C' = (ug, U1, Ug, ..., Up, ..., ug) un camino dirigido
cerrado que pasa por el mayor ntimero posible de vértices de D. Si V(C) = V(D) ya terminamos. En otro caso,
existe w en V(D) \ V(C), como D es fuertemente conexa existe un camino dirigido K de w a ug y un camino
dirigido K’ de ug a w, entonces K U K’ U C serfa un camino dirigido cerrado que pasa por méas vértices que C,
contradiccién. Por lo tanto no existe un vértice w que no esté en C.

<) Sea C' = (ug, U1, Ug, ..., Up, ..., Ug) un camino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D, entonces
para todo par de vértices u;,u; en C'y suponiendo sin pérdida de generalidad que u; esta antes que u; en C,
entonces (U;, Uit1, ..., u;) €8 un u;uj-camino dirigido y (wj, wjt1, ..., Un, ..., Uo, U1, Uz, .., U;) €S UN U;jU;-CAMINO

dirigido. Por lo tanto D es fuertemente conexa. O

Sea D una digréafica, consideremos en V(D) la siguiente relacion: u ~ v si y sélo si existen un uv-camino dirigido

y un vu-camino dirigido en D (estar fuertemente conectados).

Proposicion 1.4.1. ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1) Reflexividad. Es trivial pues si v es un vértice en D, (u) es un camino dirigido de longitud
cero, es decir, u ~ u.

2) Simetria. Sean u,v en V (D), si u ~ v significa que existen un uv-camino dirigido y un vu-camino dirigido,
pero si existen un vu-camino dirigido y un uv-camino dirigido entonces v ~ wu.

3) Transitividad. Sean u,v,w en V(D). Si u ~ v y v ~ w significa que hay un C; wv-camino dirigido, Co vu-
camino dirigido, C's vw-camino dirigido y C4 wv-camino dirigido. Entonces C;U C3 es un uw-camino dirigido y
CsU Cy es un wu-camino dirigido. Asi u ~ w.

Por lo tanto la relacién “estar fuertemente conectados” es una relacién de equivalencia. O

Asi, observamos que las componentes fuertemente conexas, de una digrafica D, son las subdigraficas inducidas

de D por los elementos de la particiéon generada por ~.

Definicion 1.4.4. Sea D wuna digrifica, una componente fuertemente conexa de D es una subdigrdfica

fuertemente conexa mdzima por contencion con tal propiedad.

Ejemplo: en la siguiente digrafica podemos ver las componentes fuertemente conexas.
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Definicién 1.4.5. La digrdfica de condensacion de D, denotada por C*(D), se define:
V(C*(D))= {componentes fuertemente conezas de D } y (C;, C;) pertenece a F(C*(D)) si y solo si existen u
en C; yv en C; tal que (u,v) estd en F(D).

Ejemplo: tomando la digrafica anterior obtenemos su digrafica de condensacion.

Observacion 1.4.1. Para toda digrdifica D, su digrdfica de condensacion C*(D) no tiene ciclos dirigidos.

Demostracion. Sean D una digrafica y C*(D) su digrafica de condensacién, supongamos que en C*(D) hay un
ciclo dirigido I = (Cy, C4, ..., Cp, Cp). Sean dos vértices C; y C; de T', entonces hay un C;C;-camino dirigido en
C*(D) y un C;C;-camino dirigido en C*(D), entonces como C; y C; son componentes fuertemente conexas de
D, para algin u; € C; y u; € C; existe un u;u;-camino dirigido y un u;u;-camino dirigido, por lo que u; y u;
estarian en la misma componente fuertemente conexa lo que es una contradicciéon con la definiciéon de digrafica

de condensacion. Por lo tanto C*(D) no tiene ciclos dirigidos. O

Teorema 1.4.4. Un torneo es aciclico si y sdlo si todas sus componentes fuertemente conezas son triviales (de

un solo vértice).
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Demostracion. =) Sea T un torneo con n vértices, las componentes fuertemente conexas de T pueden ser de
1,3,4,...,n vértices. Si hay una componente conexa Cy de 3,4, ...,n vértices, entonces por el teorema 1.4.3 hay
un camino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de Cy, pero por el teorema 1.2.2 existe un ciclo
dirigido en Cjy, lo que es una contradiccion pues T es aciclico. Por lo tanto todas las componentes fuertemente
conexas tienen que ser triviales.

<) Sea T un torneo de orden n, tal que todas sus componentes fuertemente conexas son triviales y supongamos
que no es aciclico, sea v = (ug, U1, U2, ..., Uy, Ug, ) un ciclo en T, notemos que (ug, u1) es un upu;-camino dirigido
y (w1, ug, ..., Up, g, ) €8 un ujug-camino dirigido, por lo que ug y uy tienen que estar en la misma componente
fuertemente conexa, lo que es una contradiccién pues las componentes fuertemente conexas de T eran triviales.

Por lo tanto T es aciclico si y s6lo si todas sus componentes fuertemente conexas son triviales. O

Teorema 1.4.5. Sea D una digrdfica transitiva y aciclica, entonces N = {z € V(D) : 61,(2) = 0} es el tinico

nicleo de D.

Demostracion. Para ver que N es nicleo primero veamos que es independiente, supongamos que no lo es,
entonces existen u y v en N tal que sin pérdida de generalidad (u, v) esta en F(D), asi tendriamos que 6} (u) > 1
lo que es una contradicciéon. Por lo tanto N es independiente.

Para ver que N es absorbente tomemos un vértice ug en V(D)\N y sea 7 = (ug, u1, U2, ..., Uy, ) una trayectoria
dirigida de longitud maxima que empieza en ug. Sabemos que ;) (u,,) = 0 pues D es aciclica y 7 es de longitud
maxima, entonces ., estd en N y por el teorema 1.2.6 la flecha (ug, u,,) pertenece a F(D). Por lo tanto N es
absorbente.

Ahora para ver que N es el tnico ntcleo de D, supongamos que N’ es un nicleo de D diferente a N, por la
definicién de nicleo y como N es ntcleo entonces {z € V(D) : §1,(2) = 0} C N, entonces N C N'.
Supongamos que hay un vértice z en V(D) tal que z € N' y 2z ¢ N, como N es niicleo entonces existe w en N
tal que (z,w) pertenece a F'(D), pero esto no puede ser pues z y w estan en N’ y N’ es independiente por ser

nucleo. Por lo tanto N’ es igual a N y es el tnico ntucleo de D. O
Teorema 1.4.6. Si D es una digrifica transitiva y fuertemente conexa, entonces cada vértice de D es un nicleo.

Demostracion. Sea D una digréfica transitiva y fuertemente conexa, primero veamos que D es completa simétri-
ca, D :Zp, p = |V(D)|. Sean u y v cualquier par de vértices en V(D), por demostrar que {(u,v), (v,u)} C F(D).
Como D es fuertemente conexa existen una 71 uv-trayectoria dirigida y una 75 vu-trayectoria dirigida, como D
es transitiva, por el teorema 1.2.6 tenemos que (u,v) y (v,u) estdn en F(D). Como u y v son cualquier par de
vértices, entonces D es completa simétrica.

Ahora, sea u un vértice en V (D), por demostrar que {u} es nicleo de D. {u} es independiente pues no hay
flecha de u a u. {u} es absorbente pues como D es completa simétrica entonces para todo vértice v en V(D)
diferente a u, la flecha (v,u) esta en F(D).

Por lo tanto {u} es ntcleo de D. O

Lema 1.4.1. Si D es una digrdfica transitiva, entonces su digrdfica de condensacion C*(D) también es transi-

tiva.
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Demostracion. Sean D una digrafica transitiva y C*(D) la digréfica de condensacion de D, como D es transitiva
y cada vértice de C*(D) es fuertemente conexo, entonces cada vértice de C*(D) corresponde a una subdigréfica
completa simétrica en D.

Sean U,V y W tres vértices en V(C*(D)). Por demostrar que si (U, V) y (V,W) estan en F(C*(D)) entonces
(V,W) esté en F(C*(D)).

Si (U,V) pertenece a F(C*(D)), entonces existen uy; en U y vy en V tal que (uy,v1) estd en F(D).

Si (V,W) pertenece a F(C*(D)) entonces existen ve en V' y wy en W tal que (v2,w1) estd en F(D). Como
v1,v2 estan en V, entonces (v1,v2) pertenece a F(D), entonces (u1,v1,v2,wy) €s una trayectoria dirigida en D
y como D es transitiva, por el teorema 1.2.6 la flecha (u1,w;) estd en F (D). Por lo que (V, W) es una flecha de

F(C*(D)) (figura 1.4.1). Por lo tanto C*(D) es transitiva. O

Teorema 1.4.7. Toda digrifica transitiva tiene al menos un nicleo.

Demostracion. Caso 1) Si D es fuertemente conexa y transitiva entonces es una digrafica completa simétrica,
por el teorema 1.4.6 cada vértice de D es un niicleo.

Caso 2) Si D no es fuertemente conexa consideremos la digrafica de condensacion de D, C*(D), como C*(D)
no tiene ciclos dirigidos entonces tiene vértices de exgrado cero (a los que llamamos componentes terminales de
(D).

SeaT ={C e V(C*(D)) : (525*(13) (C)=0)}. Paracada C en T = {C1,Cy, ...,C,} elegimos z; en C;, recordemos
que cada C en V(C*(D)) es completa simétrica.

Afirmacion: N = {z; : 1 <i < n} es nicleo de D.

Demostracién. 1) Para ver que N es independiente supongamos que no lo es, entonces existen z; y z; en N

tal que z; # z; y (%, %;) pertenece a F'(D), entonces existe una flecha de C; a C;. Contradiccion pues C; esta

en Ty 65*([))(6’) = 0 (figura 1.4.2). Por lo tanto N es independiente en D.
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2) Veamos que N = {z1, 22, ..., 2, } es absorbente en D. Sea w en V(D)\N. Por demostrar que existe una flecha
de wa N.

Caso 2.1) Supongamos que w € C,,, tal que Cy, estd en T. Como es un vértice terminal de C*(D) entonces
existe z,, en C), que es vértice de N, como C), es completa simétrica entonces existe una flecha de w a z,,. Por

lo tanto existe una flecha de w a N (figura 1.4.3).

Caso 2.2) Supongamos que w € C,, tal que C, no estd en T, como C*(D) no tiene ciclos dirigidos entonces
existe una trayectoria dirigida de C,, a algun C}, tal que Cj esta en T. Por la definicion de digrafica de conden-
sacion, si existe una flecha de Cy, a C) entonces existen un vértice x en C,, y un vértice y en Cy tal que (x,y)
pertenece a F'(D).

Como C, es completa simétrica entonces (w,z) € F(D), también Cj es completa simétrica entonces (y, zx) €
F(D), con z;, en N.

7 ={w,z,y, z) es una trayectoria dirigida, como D es transitiva, por el teorema 1.2.6 (w, z;,) es una flecha en

F(D) y por lo tanto existe una flecha de w a N (figura 1.4.4).
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Por lo tanto N es absorbente en D.

N es un nucleo de D. Por lo tanto todas las digraficas transitivas tienen niicleo. O
Teorema 1.4.8. Si D es una digrdfica sin ciclos dirigidos entonces D tiene un unico nicleo.

Demostracion. Sea No = {z € V(D) : §5(z) = 0}, notemos que Ny # (), ésto por la contrapositiva del teorema
1.2.4.

Sean Fy = {z € V(D) : existe una flecha de z a Ny en D} y D; = D\(Ng U Fyp).

Afirmacidén. Dy no tiene ciclos dirigidos.

Demostracion. Supongamos que D; tiene algun ciclo v, tenemos que v C D1 C D. D tiene un ciclo, contradic-
cion pues D es aciclica. Por lo tanto D; no tiene ciclos dirigidos.

Sean Ny = {z € V(Dy) : 6}, (2) =0} y Fy = {z € V(Dy) : existe una flecha de z a Ny en Dy }.

Sea Dy = D1\(N1 U Fy), D3 no tiene ciclos dirigidos.

Sean Ny = {z € V(D3) : 52;2(2) =0}y Fy = {z € V(D3) : existe una flecha de z a Ny en Ds}.

Sea D3 = D3\(N2 U Fy), Ds no tiene ciclos dirigidos.

Continuamos de esta manera y definimos: D; = D;_1\(N;_1 U F;_1), donde N; = {z € V(D;) : 65, (2) = 0} y
F; = {z € V(D;) : existe una flecha de z a N; en D;} (figura 1.4.5).
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Figura 1.4.5

Suponiendo que estan definidos los conjuntos D;, F;, N; para ¢ < j <17 — 1. Continuamos asi hasta el primer n

tal que D,, = 0.

Afirmacion. J;_, N; es nicleo de D.

Demostracion

1)Independencia. Cada N; es independiente, supongamos que existe una flecha de x a y con x € N; y y € N;,
esto implica que ¢ < j. Pero si (z,y) estd en F(D) entonces y € F}, lo que es una contradiccion pues x esta en
N;.

Por lo tanto la unién de los N; es independiente (figura 1.4.6).

2) Absorbencia: Sea w un vértice en V(D)\ U?:o Nj;, entonces w € F} para algin j tal que 0 < j < n. Por lo

que existe una flecha de w a N;, es decir, una flecha de w a U?:o N; (figura 1.4.6).
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Por lo tanto | Jj_, NV; es nicleo de D. O

1.5. Cuasinicleos y Semintcleos

Ahora definiremos dos conceptos que nos ayudan a generalizar algunos resultados para ntcleos.

Definicién 1.5.1. Sea D=(V, F) una digrdfica, diremos que un conjunto QC V(D) es un cuasinicleo si () es
independiente y absorbente a distancia a lo mds dos, es decir, que para todo z € V(D)\ Q existe una zQ-flecha

0 una zQ-trayectoria dirigida de longitud dos (empieza en z y termina en algin vértice de Q).

Ejemplos:

Dj_ U,

Ue Uy

En la digrafica D; los vértices ug y u4 forman un cuasinicleo, pues podemos observar que @ = {uq,u4} es un

conjunto que es independiente y absorbente a distancia a lo més dos.

D,

Vy WS

' V3

En la digrafica D el vértice ug es un cuasinicleo, pues como se puede observar Q = {us2} es independiente y

absorbente a distancia a lo més dos.
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En la digrafica D3 los vértices w3, wg y wy forman un cuasintcleo, pues como se observa @ = {ws, wg, wg} €s

un conjunto que es independiente y absorbente a distancia a lo més dos.

Es facil observar que todo nucleo es cuasinicleo pues un nucleo es independiente y absorbente. Pero no todo

cuasintcleo es nucleo.

En Cj5 cualquier vértice es un cuasindcleo pues es independiente y absorbente a distancia a lo més dos, pero

antes vimos que C5 no tiene nicleo.

Cs3

u;

uy Us

Teorema 1.5.1. Toda digrifica tiene al menos un cuasinicleo.

Demostracion. Por induccion sobre P = |V(D)].

1) Base. Si P = 1, 2. Estas son todas las digraficas posibles de 1 y 2 vértices donde el cuasintcleo es el conjunto

de vértices sombreados en cada digrafica.

D, D, D, D,

N S O—>9 (@ —

2) Hipotesis de inducciéon. Supongamos que toda digrafica D’ con 2 < |[V(D')| < P tiene un cuasinicleo.
3) Por demostrar que una digrafica D tal que |V(D)| = P tiene cuasintcleo. Sean z en V(D) y D' =
D\{{z}U{z € V(D) : (z,z) € F(D)}}. Es decir, el conjunto formado por z y por los vértices adyacentes hacia

x.
Caso 1) si D' =0, entonces {x} es un cuasintcleo de D, pues es absorbente en D.
Caso 2) si D’ # (), entonces |V (D')| = P’ < P. Por la hipétesis de induccién D’ tiene un cuasiniicleo @', y

vemos que por la manera en que definimos a D’ no existen flechas de Q" a = (figura 1.5.1).
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Figura 1.5.1

Subcaso 1) si existe una flecha de = a Q' en D, entonces tenemos que para cada vértice w en D\Q' U D’ hay
una wQ'-trayectoria dirigida de longitud dos, por lo que Q' es absorbente a distancia a lo més dos en D.

Por lo tanto @’ es un cuasintcleo de D figura 1.5.2).

D

Figura 1.5.2

Subcaso 2) si no existe flecha de z a @', entonces @’ U {x} es independiente, pues habiamos visto que tampoco
hay flechas de Q' a z. @’ es absorbente en D’ y x es absorbente en D\ D' por lo que Q' U {z} es absorbente en
D.

Por lo tanto Q" U {z} es un cuasintcleo de D (figura 1.5.3).
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Figura 1.5.3

Asi, vemos que D tiene cuasinicleo.

Por lo tanto toda digrafica tiene al menos un cuasindcleo. O

Teorema 1.5.2. Sean T un torneo y x un vértice en V(T) tal que o7 (x) =maz{dr(z) : z € V(T)} (x es el

vértice de mayor ingrado en T), entonces {x} es cuasinicleo de T.

Demostracion. 1) Es inmediato que {z} es independiente.

2) Para ver que es absorbente a distancia a lo mas dos, definimos I'f.(z) = {v € V(T) : (z,v) € F(T)} y
Ir(z)={veV(T): (v,x) e F(T)}.

Veamos que para todo vértice u en I'f:(x), existe un vértice w en I'; (), tal que (u,w) esta en F(T), porque de
otro modo como 7' es un torneo, tendriamos que si para todo w en I';.(z), (w,u) estd en F(T') y como (z,u)
estd en F(T), u seria un vértice con mayor ingrado que z, con lo que surge una contradicciéon pues supusimos
que z era el vértice de mayor ingrado en 7.

Por lo tanto para todo vértice u enl'J: (), existe una ux-trayectoria dirigida de longitud 2 (figura 1.5.4), por lo

que {z} es absorbente a distancia a lo mas dos. Por lo tanto {z} es un cuasinicleo de T O

[ (x) [+ (x)

4

Figura 1.5.4

Definicién 1.5.2. Sea D=(V, F) una digrdfica, un subconjunto S CV(D) es un seminicleo de D si cumple
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que:
1) S es independiente.

2) Para cada z en V(D)\S, si existe una flecha de S hacia z entonces eziste una flecha de z hacia S.

Ejemplos:
D, D, Ds
Wy
Wy W
Wy
We

{va,v5}, {ur,us} y {w1, w3, ws} son seminicleos de Dy, Dy y D3 respectivamente.

Es claro ver que toda digrafica tiene semintcleo, pues si tomamos un conjunto vacio de vértices, este cumple
con la definicion.

El ciclo de tres vértices C3, es un ejemplo de una digrafica que no tiene semintcleo que sea no vacio, pues un
s6lo vértice es independiente pero no cumple la segunda condicién. por lo que no todas las digraficas tienen

semintcleo que sea no vacio.

C3

Uz

Teorema 1.5.3. Sean D=(V, F) una digrifica y S C V(D) un seminicleo no vacio de D, definimos el conjunto
B = {z € V(D)\S : no existe flecha de z a S} y tomamos a S’ un seminicleo de D[B], entonces S U S’ es

seminicleo de D.

Demostracion. S es independiente por definicién de semintcleo.

S’ es independiente en D porque S’ es independiente en D [B] y D [B] es una subdigrafica inducida de D.

No hay flechas de S’ hacia S por definicién de By S’ C B.

Por demostrar que no hay flechas de S a S’. Por reduccion al absurdo, supongamos que existen z en S y w en

S’ tal que (z,w) € F(D). Como S es seminucleo de D, entonces existe una wS-flecha, ésto es una contradiccion
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pues w € B. Por lo tanto S U S’ es independiente en D (figura 1.5.5).

Figura 1.5.5

2) Supongamos que existe una flecha de (S U S’) hacia w para algan w € V(D)\(SU S’).

Si la (SUS")w-flecha incide desde S, es decir, que existe una Sw-flecha en D, como S es semintcleo de D existe
una wS-flecha en y por lo tanto existe una w(S U S’)-flecha en D.

La (S U S")w-flecha incide desde S’, es decir, que existe una S’w-flecha, sea esta flecha (y,w) en F(D) tal que
y € S’. Tenemos dos casos. Caso 1) si w € (V(D)\B), por la definicién de B existe una wS—flecha en D.

Caso 2) Si w € B\S’, como S’ es seminicleo de D [B] existe una wS’-flecha. Por lo que existe la w(SUS’)-flecha

(figura 1.5.6).

Figura 1.5.6

Por lo tanto S U S’ es semintcleo de D. O

Teorema 1.5.4. Sean D una digrifica y S C V(D) un seminicleo no vacio de D, definimos

B={z € V(D)\S : no existe flecha de z a S}, si N’ es un nicleo de D[Br], entonces S U N’ es nicleo de D.

Demostracion. 1) Independencia. S es independiente en D, N’ es independiente en D [B] y por lo tanto también
en D.
Por definicion de B no hay flechas de D [B]\S a S, en particular no hay flechas de N’ a S. Si hubiera flecha
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de S a algin w en N’ entonces como S es seminticleo de D existiria una wS-flecha lo que es una contradiccion

pues w esta en B (figura 1.5.7).

D

Figura 1.5.7

Por lo tanto S U N’ es independiente.
2) Absorbencia. Por definicion para cada z € (V(B)\(B U S)) existe una zS-flecha en D, y como N’ es nicleo
de D [B] para cada z en B\N’ existe una zN’-flecha (figura 1.5.8).

D

Figura 1.5.8

Por lo tanto S U N’ es absorbente. Por lo tanto S U N’ es ntcleo de D. O

Teorema 1.5.5. Si D es una digrifica tal que toda subdigrifica inducida de D tiene seminicleo no wvacio,

entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea S C V(D) un seminicleo maximo por contencién de D. Por demostrar que S es nicleo de
D.

Caso 1) para todo z en V(D)\S existe una zS-flecha, en este caso S es absorbente y por lo tanto es niicleo.
Caso 2) existe z en V(D)\S tal que no existen zS-flechas. Definimos B = {z € V(D) : no existe zS-flecha },
entonces B # ().

D [B] tiene semintcleo no vacio S’, por el teorema 1.5.4 S U S’ es semintcleo de D, y ademés es un seminicleo
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mayor a S, lo que es una contradiccién pues S era el semintcleo maximo por contencién. Por lo tanto S es

nicleo de D. 0

Observacion 1.5.1. Toda subdigrifica inducida de una digrdfica aciclica, transitiva o simétrica también es

aciclica, transitiva o simétrica respectivamente.
Teorema 1.5.6. Toda digrdfica aciclica tiene nicleo.

Demostracion. Por el teorema 1.5.5 y la observacion 1.51 basta con probar que las digraficas aciclicas tienen
semintcleo no vacio.

Sea D una digrafica aciclica, entonces por ser aciclica existe un zo en V(D) tal que §5(z9) = 0 por lo que {z}
es semintucleo no vacio de D pues es independiente y no hay flechas que incidan desde zj.

Por lo tanto como toda subdigrafica inducida de una digréfica aciclica tiene seminicleo no vacio, entonces toda

digrafica aciclica tiene niucleo. O
Teorema 1.5.7. Toda digrdfica transitiva tiene nicleo.

Demostracion. Por el teorema 1.5.5 y la observacién 1.5.1 basta con probar que las digréaficas transitivas tienen
semintcleo no vacio.

Sea D una digrafica transitiva, tenemos dos casos:

Caso 1) si D es fuertemente conexa entonces D es completa simétrica y cada conjunto con un sblo vértice es
un seminicleo de D pues es independiente y existen flechas simétricas entre cualquier par de vértices. Caso 2)
Si D no es fuertemente conexa entonces cada vértice de una componente terminal fuertemente conexa de D es
semintucleo no vacio de D, pues es independiente y existen flechas simétricas entre éste y cualquier otro vértice
que estd en la misma componente.

Por lo tanto como toda subdigrafica inducida de una digrafica transitiva tiene seminiicleo no vacio, entonces

toda digrafica transitiva tiene ntucleo. O
Teorema 1.5.8. Toda digrdfica simétrica tiene nicleo.

Demostracion. Por el teorema 1.5.5 y la observaciéon 1.5.1 basta con probar que las digraficas simétricas tienen
seminicleo no vacio.

Sea D una digrafica simétrica, en este caso cualquier conjunto independiente no vacio es un seminticleo no vacio
de D pues es independiente y ademés cada flecha que incide desde algun vértice es simétrica.

Por lo tanto como toda subdigrafica inducida de una digrafica simétrica tiene semintcleo no vacio, entonces

toda digrafica simétrica tiene ntcleo. O

Teorema 1.5.9. Sea D una digrdfica, si todo ciclo dirigido de D tiene al menos una flecha simétrica entonces

D tiene nicleo.

Observacion Sea D una digrdfica, con la propiedad de que todo ciclo dirigido de D tiene al menos una flecha
simétrica, entonces toda subdigrifica inducida de D tiene la misma propiedad. Por esto, bastard con probar que

st todo ciclo dirigido de D tiene al menos una flecha simétrica entonces D tiene seminicleo no vacio.
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Demostracion. Sea T = (xg, 1, ..., L) Una trayectoria sin flechas simétricas de longitud maxima en D.
Consideremos al vértice x,,, si{z,} es seminuicleo ya terminamos. De otro modo, {x,} no es seminucleo, entonces
existe w en V(D) tal que (z,,,w) es una flecha asimétrica pues si fuera simétrica x,, si seria seminicleo. Tenemos
dos casos:

Caso 1) si w es un vértice de T entonces w = x;. Por lo que (%, X, Tit1, ..., Ty) €s un ciclo dirigido que no
contiene flechas simétricas, lo que es una contradiccién pues supusimos que todo ciclo dirigido de D tiene al
menos una flecha simétrica.

Caso 2) si w no es un vértice de T entonces T' U (z,,, w) es una trayectoria sin flechas simétricas de longitud
mayor a la de T, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto {z,} es un semintcleo no vacio de D. Asi, por la observacion, toda subdigrafica inducida de D

tiene semintcleo no vacio. Por lo tanto D tiene nicleo. O

Definicién 1.5.3. Una grifica G es bipartita, si existe una particion de V(G) en dos conjuntos no vacios Vy

y Va tal que V1 y Vo son independientes, es decir, toda arista de G tiene un extremo en Vi y el otro en Vs.

Ejemplos:
Las siguientes graficas G; y G2 son bipartitas, en ambas graficas esta sombreado uno de los conjuntos de la

particion de los vértices de dicha grafica.

G, G,

vy v,
& ) S 8 &
u, Uy us U, Us

v

v, 3

Teorema 1.5.10. Sea D una digrifica y Gp su grifica subyacente, si Gp es bipartita entonces D tiene nicleo.

Observacion Sea D una digrifica con la propiedad de que Gp es bipartita, entonces toda subdigrdfica inducida
de D tiene la misma propiedad. Por lo que bastara probar que si Gp es bipartita, entonces D tiene un seminicleo

no vacio.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que Gp es bipartita, sean V; y V5 la particion de V(G) que la hace
bipartita.

Caso 1) existe un xg en V(D) tal que 6}, (z9) = 0 entonces {zo} es semintcleo no vacio de D.

Caso 2) para todo z en V(D) 6}(z) > 1 entonces V; es semintcleo no vacio de D, pues es independiente y para
todo w en V5, 65(10) > 1, como V5, también es independiente las flechas, que inciden desde cada w en V5 inciden

hacia V;. Del mismo modo vemos que V5 también es seminticleo de D. Por lo tanto D tiene ntcleo. O

Lema 1.5.1. Sea D una digrifica y Gp su grdfica subyacente. Gp es bipartita si y solo si no contiene ciclos

de longitud impar.
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Demostracion. =) Sea G p bipartita con la particion (V;,V2) y supongamos por contradiccion que existe un
ciclo de longitud impar ~ = (zg,1,...,&, = Zo) en Gp. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que xg
estd en Vi, entonces x1 € Vo, o € Vi, 23 € Vo, oo, o € Vo y z,_1 € V. Como z,, = x¢ tenemos que
(n—1,%y,) es una flecha en Gp, lo que es una contradiccion pues {z,_1,2,} C Vi.

Por lo tanto Gp no contiene ciclos de longitud impar.

<) Ahora supongamos que G'p no contiene ningun ciclo de longitud impar. Ademés, podemos suponer que Gp
es conexa, porque una grafica es bipartita si cada componente conexa de ésta es bipartita. Sea x en V(Gp) y
definimos V; = {y € V(Gp) : dist(z,y) = 1 (mdd 2)}, Vo = V(Gp)\Vi. Es decir, en V; estan todos los vértices
que estan a distancia impar de x y en V5 estan todos los vértices que estén a distancia par de x, donde definimos
la distancia entre dos vértices de una digrafica al nimero de vértices minimo que debe recorrerse para unirlos,
es decir, la longitud de la trayectoria minima que los une. Vemos que estos conjuntos son ajenos.

Ahora, si existiera una arista (u,v) en Gp tal que {u,v} C V;,(i = 1 o 2), entonces Gp contendria un ciclo
impar, lo que no es posible pues supusimos que no contenia ciclos de longitud impar.

Por lo tanto Gp es bipartita. O
Teorema 1.5.11. Sea D una digrdfica, si D no tiene ciclos impares entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Si D no tiene ciclos impares, entonces G p tampoco tiene. Por el lema 1.5.1 tenemos que Gp es

bipartita y se sigue por el teorema 1.5.10 que D tiene nucleo. O

Definicion 1.5.4. Diremos que una digrdfica D es nicleo-imperfecta denotada por NIC si D no tiene nicleo

pero toda subdigrifica inducida propia de D tiene nicleo.

Un ejemplo de digraficas nicleo-imperfectas son los ciclos de longitud impar.

Proposicion 1.5.1. Toda digrifica sin nicleo contiene una subdigrifica propia inducida que es NIC.

Demostracion. Sea D una digrafica sin nicleos.

Caso 1) si toda subdigrafica inducida propia de D tiene nicleo entonces D es NIC.

Caso 2) D contiene una subdigrafica inducida D; sin nucleo, hay dos subcasos:

Subcaso 2.1) si toda subdigrafica inducida propia de D; tiene niicleo entonces D es NIC.

Subcaso 2.2) D contiene una subdigréfica inducida Ds sin nticleo, regresamos a las preguntas del caso 1) y 2).

En a lo méas P — 2 pasos encontramos la NIC inducida en D pues las digraficas:

O, O O y (O — (O sitienen nicleo. 0

Teorema 1.5.12. Si D es una digrdfica NIC entonces no tiene seminicleo no vacio.

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Sea D una digrafica NIC' y supongamos que D tiene seminiicleo no
vacio S, como D es NIC entonces toda subdigrafica inducida propia tiene seminiicleo por lo que por el teorema
1.5.5 D tiene nicleo, esto es una contradiccién. Por lo tanto si D es NIC, entonces no tiene seminticleo no

vacio. O
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Teorema 1.5.13. Si D es una digrdifica tal que todo ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos dos

diagonales con puntas consecutivas entonces D tiene nicleo. (Ver demostracion y definiciones necesarias en

[51.)

1.6. Teorema de Richardson

Teorema 1.6.1. (Richardson [17]) Si D es una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud impar entonces D tiene

nicleo.
Para demostrar este teorema primero demostraremos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.6.1. Si D es una digrifica que es fuertemente conexa, con |V(D)| > 2 y que no tiene ciclos

dirigidos de longitud impar, entonces D es bipartita.

Demostracion. Sea xg en V(D), definimos V; = {z € V(D) : existe un x¢z-camino dirigido de longitud par} y
Vo = {2z € V(D) : existe un zgz-camino dirigido de longitud impar}.

V(D) = V4 UV, pues D es fuertemente conexa.

Para demostrar que D es bipartita tenemos que probar que Vi NVe = @ y que Vi y Vs son conjuntos
independientes.

¢) Por demostrar que V3 NV, = (. Supongamos por el contrario que V3 N V2 # @ entonces existe w en v(D)
tal que weVy y we V2., Como w € Vi entonces existe un ; zgw-camino dirigido de longitud par.

Como w estd en Vs, entonces existe un vy, xow-camino dirigido de longitud impar. Como D es fuertemente
conexa entonces existe un y3 wxrp—camino dirigido.

Caso 1) Si ~3 es de longitud par entonces 7, U3 es un camino dirigido cerrado de longitud impar por lo
que contiene un ciclo dirigido de longitud impar, ésto es una contradiccién pues supusimos que no habia ciclos
dirigidos de longitud imar.

Caso 2) Si ~v3 es de longitud impar entonces v; Uvs es un camino dirigido cerrado de longitud impar por lo
que contiene un ciclo dirigido de longitud impar, nuevamente ésto es una contradiccién.

Por lo tanto V; NV, = 0.

o) Por demostrar que Vi y Vo son conjuntos independientes.

1) Supongamos que existen w; y we en Vi tal que (wq,ws) es una flecha de F(D), como w; estd en V3
entonces existe un zowi-camino dirigido de longitud par 1, asi, 1 U (wy,w2) es un camino dirigido de
longitud impar, por lo que w, estd en V5, entonces wo € Vi N V5, ésto es una contradicciéon pues habiamos
visto que la intersecciéon de V; y Vo era vacia.

2) Supongamos que existen u; y ug en Vo tal que (ug,us) es una flecha de F/(D), como u; estd en Vs, entonces
existe un xoui-camino dirigido de longitud impar o, asi, @2 U (u1,u2) es un camino dirigido de longitud par,
por lo que wus estd en Vp, entonces us € V3 N V5, nuevamente ésto es una contradiccién. Por lo tanto V; y V5
son conjuntos independientes.

Por lo tanto D es bipartita. O

Ahora si podemos proseguir con la demostracion del teorema:
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Demostracion. Si D es una digrafica sin ciclos dirigidos de longitud impar, entonces subdigrafica inducida de
D tampoco no tiene ciclos dirigidos de longitud impar.

Sea H una subdigrafica inducida de D.

Caso 1) si H es fuertemente conexa entonces por la proposicion 1.6.1, H es bipartita y por el teorema 1.5.11 H
tiene ntucleo y por lo tanto tiene semintcleo no vacio.

Caso 2) si H no es fuertemente conexa entonces sea C; una componente fuertemente conexa terminal de H, C;
es fuertemente conexa y sin ciclos de longitud impar, por lo que al igual que en el caso 1, C; tiene un seminticleo
no vacio .S, como C; es terminal, entonces S es un semintcleo no vacio de H.

Por lo tanto toda H subdigréfica inducida de D tiene semintcleo no vacio, entonces, por el teorema 1.5.5 D

tiene nucleo. O

Con la demostracion de este teorema finaliza el capitulo uno.
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Capitulo 2

[I-Ntcleos en Digraficas

En este capitulo partiremos de definiciones dadas en el capitulo anterior, como lo son las de caminos y trayec-
torias, para presentar una generalizacion de resultados referentes a niicleos, en donde tomaremos digraficas con
las flechas coloreadas. Daremos las definiciones de TI-trayectorias, y II-ntcleos [6], conceptos esenciales en este
trabajo a partir del capitulo 2 de los que obtendremos resultados que nos guiaran hacia el teorema principal en

el capitulo 3.

2.1. Il-trayectorias de una digrafica

Definicién 2.1.1. Sea D=(V(D), F(D)) una digrdfica, definimos a DP(D) como el conjunto de trayectorias
dirigidas de D.

Sea II un subconjunto de DP(D), a los elementos de II los llamamos I1-trayectorias.

Definicién 2.1.2. Sean z,y € V(D) usaremos la notacion (z —1 y) si hay una xy-trayectoria dirigida en II,
también usaremos (x -»11 y) si no hay una xy-trayectoria dirigida en II.
Andlogamente si S1 y So C V(D) usamos (S1 —m S2) si hay una S1S2-trayectoria dirigida en II, también

usaremos (S1 -1 S2) si no hay una S1S2-trayectoria dirigida en I1.

Definicién 2.1.3. Sea D una digrdfica, definimos la digrafica II-cerradura como Cr(D), tal que V(Cn(D)) =
V(D) y (z,y) € F(Cn(D)) siy solo si (x =1 y)-

Ejemplo: Sea D la siguiente digréfica
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DP(D) = {(’Ula 'UQ), (Ulvvf))? (1)2,1)3), (’U2a '1)4), (027,06); (1)4,1)3), (’U4; '1)5), (Uﬁavl’)); (U17U27U3)a ('1)1,1)2,’04),
('Ul,'U27'U6)7 (/UQ) 'UG,'US), (UQ; 7}4,'[}3)7 (U27U4; U5)7 (v13U27/U6; '1}3)7 (UlaUQ; 7}4,'[}3)7 (Ul7v2; U47U5)}
y sea IT = {(v1,v9, v3), (v1,v2,v4), (V1, V2, V6), (V2, V4, v3), (V2,v4,v5)} en este caso solo

(v1 =1 v3), (v1 =1 va), (V1 =1 vg), (V2 =1 v3) y (V2 =1 vs) por lo que C(D) es:

Cn{D)

Vy Vo

Ve Vi
Si tomamos los conjuntos S; = {vy,ve,v3} y So = {vg,v5,v6} tenemos que (S; —m S2) y (S2 -1 S1).
Definicién 2.1.4. Decimos que D es II-completa si para todos x,y € V(D) se cumple que (x —m y) o

(y = ).

Ejemplo:

W v

Si II = {(u,v), (w,u), (w,v)} entonces D es II-completa.
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2.2. Il-nacleos

Definicién 2.2.1. Sean D una digrifica y I1 C DP(D). Un conjunto SC V(D) es llamado TI-independiente
si para {x,y} C S se cumple que (v »1 y) ¥y (y - x). Un conjunto SCV(D) es llamado I1-absorbente si
para todo x € V(D)\S se cumple que (x —11 S).

Definicién 2.2.2. Sea D una digrifica y I1 C DP(D). Un conjunto SC V(D) es un II-nicleo si cumple que es

al mismo tiempo Il-independiente y I1-absorbente.

Ejemplo: Sea D la siguiente digréafica:

vs OE——0O Va

Y sea II C DP(D), Il = {(v1,v4,v5), (v1,v4,05,02), (V2,v1,04), (V4,v5,v1), (Va, V5, v3), (V5,V1,04), (V5, V2, V1),
(vs,v2,v3), (vg, v5,v1), (Vs, U5, V2), (Vs, Vs, v3) }.

{vs,v6} es un conjunto I-independiente pues (vs -1 vg) ¥ (Vg =11 Us).

{v1,v3,v4} es un conjunto II-absorbente pues (ve —11 v4), (Vs =11 v3), ¥ (Vg —11 V7).

Pero {va,vs} es un conjunto que es un Il-nicleo pues es II-independiente por que (ve 11 v3) y (vs =1 v2) ¥y

ademaés es IT-absorbente por que (v; — v2), (V4 = v3), (V5 = v3) ¥ (V6 =11 V2).

Definicion 2.2.3. Una familia P = [I1;],.; de subconjuntos de 11 la llamaremos cubierta de 11 si | J,, I1; = II.
Dada una cubierta P = [IL;);c; de 11 la P-cerradura de D es la multidigrdfica Cp(D), coloreada por flechas,
cuyos vértices son V(D) y las (x,y)-flechas con color k € I pertenecen a Cp(D) si y sdlo si (x —m, y).

A una subdigrifica H de Cp(D) la llamamos P-arcoiris si no hay dos flechas con el mismo color.
Ejemplo: Sean D y II C DP(D) del ejemplo de la definicion 2.1.3.

Cr{D)

Vl VZ
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Y sean: Iy = {(v1,v9,v6), (2,04, v3) }, Ha = {(v1,v2,v4)} v I3 = {(v1,v2,v3), (v2, v4,v5)}.

P=[II;];c; es una cubierta de II.

Asi, al hacer la digrafica Cp(D) las flechas (vy,v6) y (v2,v3) son de un color 1, la flecha (vy,v4) es de color 2 y
las flechas (v1,v3) y (ve,vs) de color 3.

Aqui Cp(D) y vemos que la digrafica H, es subdigréfica de Cp(D) y es un P-arcoiris.

Definicion 2.2.4. Un subconjunto I1; C 11 lo llamamos I1-ciclico-transitivo si siempre que hay una sucesion
de vértices de D=(xg,21,Z2, ..., Tn—-1,Tn = To) tal que para toda i, 0<i<n-1, (z; —m, T;+1) entonces para

alguna j, 0<j<n-1, (z;41 —mu ;).

Ejemplo: Sean D la siguiente digrafica, IT = {(v1, v2), (v1, va, v3), (Va, U3, V4), (U4, V5 ), (V4, Vs, Vs ), (U5, V7, v4), (U5, V6, v1) }
y II; CIL

Iy = {(v1,v2), (v, v3,04), (V4,v5), (U5, v6,v1)}, [T es Il-ciclico-transitivo pues (vy, ve, V4, v5,v1) €8 Una sucesion

tal que (v1 —m, v2), (v2 =, v4), (Va4 =1, vs),

(vs —m, v1) y ademés para vy se cumple que (vs —>r1 v4).

Definicién 2.2.5. A un subconjunto II; C II lo llamamos transitivo si se cumple que para {x,y,z} C V(D)
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si (x =, y) v (y —m, 2) entonces (x =, 2).
Lema 2.2.1. Si II; CII es transitivo entonces 117 es Il-ciclico-transitivo.

Demostracion. Primero veamos que si II; C II es transitivo entonces para toda sucesiéon de vértices de D
(o, %1, T2, ..oy Tp—1,Ty) tal que para toda i, 0 < i <n-—1, (r; —=m Ti+1) entonces (rg —m, Z,). Esto lo
probaremos por induccién sobre el nimero de vértices de la sucesion.

Base. Sea (zo,x1,z2) una sucesion tal que (zg —m, «1) y (z1 —m 22), ya que D es II-transitiva entonces
(1‘0 —TI LL'Q).

Hipotesis de induccion. Supongamos que si (2, 1, T2, ..., Tn_2, Tn—1) €S una sucesion de vértices de D tal que
para toda 4, se tiene que 0 <i<n—2, (x; —m, x;+1) entonces se cumple que (g =1, Tn-1).

Paso Inductivo. Sean C= (zg, 21, 2, ..., Tn—1, ) una sucesion de vértices de D tal que para toda i, 0 < i <
n—1, (x; =, ®iy1)y (o, 21,2, ..., Tn_2,Ty—1) una subsucesion de C, por la hipotesis de induccién se cumple
que (To =1, Tn-1)- Ya que (2o =11, Tn-1) ¥ (Tn—1 —m, @n) y 11 es transitiva se tiene que (zg —m, Tn)-

Asi si II; es transitiva y hay una sucesion de vértices de D (zo,x1, T2, ..., Zn—1,Z, = xo) tal que para toda
i, 0<i<mn, (z; = Tit+1) entonces por lo probado (zg —m, Zn—1) y esto implica que para i = n — 1

(Zn =11, Zn—1)- Por lo tanto II; es II-ciclica-transitiva. O

Definiciéon 2.2.6. Una cubierta [II;,115] de II la llamamos Mciclica-transitiva si 1I; y Iy son ambos 11-
ciclicos-transitivos.

Una cubierta [I11,115] de II la llamamos I1-transitiva si 11y y IIo son ambos I1-transitivos.

Definicién 2.2.7. Sean D una digrdfica y I C DP(D), dado TI; C II un conjunto S C V(D) es un II-
seminiucleo modulo 11; si se cumplen las siguientes condiciones:

1) S es II-independiente.

2) Para todo z € V(D)\S, si (S —m, z) entonces (z = S).

Ejemplo: Sean D, II = {(v1, v2,v3), (vs,v4), (v2,v3,v4), (v4,v5,6), (ve,v1)} ¥ IIi = {(v3,v4), (ve,v1)}-
{v2,v3,v5,v6} es un II-semintcleo modulo II; pues es Il-independiente y ademas (vs —, v4) , (v6 =1, v1) ,

(v4 = ve) y (v1 =1 v3).
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Asi, para una cubierta de II que tenga como elemento a II; se tiene que, si sélo coloreamos las flechas corres-

pondientes a II; en Cp(D) se ve claramente que {vq, v3,vs5,v6} es un seminicleo moédulo IT; de Cp(D).

Lema 2.2.2. Sean D una digrdfica, I1 C DP(D) y I} C1I tal que 11 es II-ciclico-transitivo.
1) Para todo conjunto no vacio S C V(D) existe un xo € S tal que para todo z € S\{xo} si (xo —m, 2) entonces
(z =1 xo).

2) Eziste xo € V(D) tal que {xo} es un II-seminicleo médulo I1;.

Demostracion. 1) Por reduccion al absurdo. Sea S C V(D), S # () y supongamos que no hay un vértice x en S
tal que para todo z en S\{z} tal que si (x —, z) entonces (z —1 ).

Sea yo en S, por la suposicién sabemos que existe un vértice y1 € S\{yo} tal que (yo —m, v1) ¥ (¥y1 =1 Yo)-
También existe un ys en S\{y1} tal que (y1 —1m, y2) y (y2 = y1). Y existe un ys en S\{y2} tal que (y2 —m, y3)
y (Y3 »m y2)-

Siguiendo este proceso obtenemos una sucesion infinita (yo, y1, Yo, ys, -..) de vértices de S C V(D) tal que para
todo ¢ > 0 (y; =y Yir1) Y (Wix1 -1 yi). Ya que S es un conjunto finito entonces existe j > i > 0 tal que
y; =y; y por lo tanto (Y, Yi+1,-.-,Yj—1,¥; = ¥;) es una sucesion de vértices de D tal que para todo k, i < k < j
(yr =1, Ye+1) Y (Yk+1 1 yk). Pero ésto es una contradiccion pues IT; es II-ciclico-transitivo.

Por lo tanto, en todo conjunto no vacio S C V(D), existe un z( en S tal que para todo z € S\{zo} si (zo —, 2),
entonces (z —1 o).

2) Si tomamos S = V(D) se sigue de 1) que existe un zo en V(D) tal que para todo z en V(D)\{zo} si
(xo —m, #), entonces (z —m xo), ademas {xg} es un conjunto independiente. Por lo tanto {zg} es un II-

seminucleo modulo I1;. O

Definicion 2.2.8. Sean D una digrifica, 11 y I1; C I, supongamos que D tiene un Il-seminicleo no vacio

modulo I1y. Denotamos por S, (D) al conjunto de II-seminicleos médulo IIy de D.

Definicién 2.2.9. Denotamos por Dy, =(V(Dr, ), F(Dn,)) a la digrifica definida como:
V(Dn,)=5m, (D) y para todo par {S1,S2} C S, (D), (S1,S2) € F(Dm,) siy sélo si para todo s1 € S1\S2

existe so € So\S1 tal que (s1 —(mm,) s2) ¥ (S2 =1 s1).

Sea P = [II;,II5] una cubierta de II. Observamos que Cp(D) es una multidigrafica 2-coloreada (por flechas).

Definicién 2.2.10. Una trayectoria dirigida de longitud tres Ps = (z,y, z,w) en Cp(D) con el conjunto de fle-
chas {(z,y), (y,2), (z,w)} la llamamos P-mala si (z,y) y (z,w) reciben diferentes colores y el conjunto de flechas
de la subdigrdfica inducida por {z,y,z,w} en Cr(D) es un subconjunto de {(z,v), (y,2), (z,w), (z,v), (w,y)} es

decir que la subdigrifica inducida por {x,y,z,w} sea una subdigrifica de la siguiente digrdfica:
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¥ O—= 0y

wO——0 z

Ejemplo: Sean D la digrafica siguiente, IT = {(v1, vg, v2), (va, U5, Ug), (Vs, V4, Us), (Vs, Vg, V2), (U5, U3, V4), (4, V2, V3),
(vg,v2,v3)}. Y Sea P = [IIy,II5] una cubierta de II con:

I, = {(U1;U67'U2)7 (UQ,U57U6)7 (U5,UG,U2)7 (U4,02,U3)} y 1l = {(U6,U47U5), (U5,U37U4)7 (UG,UQ,U:;)}-

D

La trayectoria dirigida P3, = (v1,v2,v6,v5) en Cp(D) es P-mala pues (vi,v2) vy (vs, vs) reciben diferentes co-
lores y el conjunto de flechas de la subdigrafica inducida por {v1,vs,ve,v5} en Cr(D) es un subconjunto de
{(v1,v2), (v2,v6), (v6, v5), (v6, v2), (v5, v2)}-

Por otro lado la trayectoria dirigida Ps, = (vg, 5, v4,v3) en Cp(D) no es P-mala pues aunque (vg, v5) y (v4,v3)

reciben diferentes colores, el conjunto de flechas de la subdigrafica inducida por {vs, vs, v4,v3} en Cr(D) no es
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un subconjunto de {(ve, vs), (v5,v4), (V4,v3), (Va,vs5), (v3,v5)} (figura 2.2.1).

Definicién 2.2.11. Sea C5 = (x,y,2,2) un tridngulo dirigido en Cp(D) el cual es 2-coloreado (por flechas)
y su conjunto de flechas es: {(x,y), (y,2), (z,x)}. Sin pérdida de generalidad supongamos que el color de (x,y)
es diferente al color de (y,z) y (z,z). Decimos que Cs es P-malo si la subdigrifica inducida por {x,y,z} en
Cn(D) tiene al menos dos flechas asimétricas, donde (x,y) (la flecha de C con color diferente en Cp(D)) es

una de las flechas asimétricas.

Ejemplo: Sean D (la digrafica anterior) y ahora tomemos II = {(v1, vg, v2), (v2, V5, vg), (Vs, V4, V5),
(1}5, Vg, UQ), (’U5, V3, U4), (’04, Va2, ’1)3)7 (’Ug, V2, 1]3), (UQ, V1, ’115), (U6, V2, ’Ul), (1)57 UG)}- YP= [Hl, HQ] una cubierta de II
con Hl - {(vlvvﬁva)v (’UQa U57U6)7 (vf)a’UG; v?)v (1)4,’02,’03), (05706)} y

Iy = {(ve, v4,v5), (vs,v3,v4), (V6, V2, v3), (V2, 1, v5), (Ve, V2, V1) }.
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El tridngulo dirigido C3, = (vg,v1,v2,vs) en Cp(D) es P-malo pues el color de (v, v1) es diferente al color de
(v1,v2) ¥ (v2,v6), ademas la subdigrafica de Cry(D) inducida por {ve, v1,v2} tiene al menos dos flechas asimé-
tricas donde una de las flechas asimétricas es (vg, v1).

Por otra parte el tridngulo dirigido C5, = (ve, v5, v2,v6) en C'p(D) no es P-malo pues aunque el color de (vg, v5)
es diferente al color de (vs,v2) y (ve,vg) la subdigrafica de Cry(D) inducida por {vs, vs, v2} sélo tiene una flecha

asimétrica (figura 2.2.2).

Lema 2.2.3. Sean D una digrifica y II C DP(D). Si II tiene una cubierta P = [II1,Ils] que es II-ciclica-
transitiva, tal que no hay ningin ciclo dirigido con tres vértices C's P-malo ni ninguna trayectoria dirigida de
longitud tres Ps que sea P-mala en Cp(D). Para todo S € St, (D) se tiene que si S no es un Il-nicleo entonces

by, (S) = 1.

Demostracion. Sea S € Si, (D) tal que S no es un Il-nicleo, y definimos el siguiente conjunto:

X ={z€eV(D): (z »n S)}. Sisuponemos que X = () tenemos que para todo z en V(D)\S se cumple que
(z—nS) lo que no puede ocurrir pues S seria un Il-ntcleo y por la suposiciéon S no es un Il-nucleo, por lo tanto
tenemos que X # ().

Afirmacioén 2.2.3.1 (S »q, X).

Demostracion Supongamos por el contrario que (S —, X), entonces existe z en X tal que (S —1, ) y como
S es un II-semintcleo modulo IIy de D entonces (z —r, S) lo cual es una contradiccion con la forma en la que
definimos a X, por lo tanto (S -, X).

Observaciéon 2.2.3.1 Por el inciso 1 del lema 2.2.2 sabemos que existe un zy en X tal que para todo z en
X\{xo} si (zo —m, 2) entonces (z — o).

Definimos el siguiente conjunto: T' = {z € S/(z -1 o)}, asi tenemos que para todo z en S\T se cumple que

(z =1 xo). Por la afirmacion 2.2.3.1 tenemos que (z -1, o) y como II; y Il forman una cubierta de II se
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deduce que (z =, o).

Proposicién 2.2.1 T U {zg} € Si, (D).

Demostracion. Para ver que T'U {z¢} € S, (D) demostremos que T'U {zo} es un II-seminticleo modulo IT; de
D, es decir, que es II—-independiente y que para todo z en V(D) si (TU{zo} —m, 2) entonces (z = TU{x0}).
Por demostrar que (T'U {x¢}) es II—independiente. Sabemos que S es un II-semintcleo médulo II; de D, en-
tonces S es Il-independiente, como T C S, asi T' es Il-independiente, por la afirmacién 2.2.3.1 tenemos que
(S =1 o), en particular como T' C S (T -1 o).

Por la definicién de X se tiene que (X -1 ), en particular como zg estd en X y TC S entonces (xg - T).
Por lo tanto (T'U {zo}) es II-independiente (figura 2.2.3).

Sea z en V(D)\(T'U{xo} y ten (T'U{zo} tal que (t —m, 2).

Por demostrar que (z — T'U{zo}). Como (t —p1, 2), deducimos que z no esta en S, pues S es II-independiente.
Por lo tanto z esta en V(D)\S.

Caso 1) z pertenece a X. Como (t —, 2), T CS y (S -»m, X) vemos que ¢t no esta en T, pero ¢ esta en
T U{xo} entonces t = x¢ (figura 2.2.4).

Por la observacion 2.2.3.1, como z estd en X\{zo} y (¢ —m, 2) entonces (z — t), con esto obtenemos que
(z =»n TU{zp}).

Caso 2) =z pertenece a V(D)\S U X . Si tenemos que (z —p; o) terminaria el caso 2 pues esto implica que
(z = T U{x0}), por lo que supongamos que (z - p; o). Sabemos por la definicion de X que para todo u en
V(D)\S U X, tenemos que (u — S). Como z estd en V(D)\S U X entonces (z —1 S), es decir, existe w en S
tal que (z = w).

Por demostrar que w pertenece a T', lo que implica que (z — T'U {xo}). Por el contrario supongamos que w
no esté en T, es decir, w esta en S\T.

Anteriormente vimos que para todo z en S\T se cumple que (z —11, o), por lo tanto como w es un vértice de
S\T se cumple que (w —11, o).

Subcaso 2.1) Si t pertenece a T' . Vemos que el conjunto de vértices {¢, z,w, zo} induce una trayectoria de longi-
tud tres (t, z,w, xg) que es P-mala pues como (t =, 2) y (w —m, xo) entonces (¢,2) y (w, zg) tendrian colores
diferentes en Cp(D) (figura 2.2.5) lo que no es posible por que supusimos que en C'p(D) no habia trayectorias
de longitud 3 P-malas. Por lo tanto ¢ no estd en 7.

Subcaso 2.2) Si t = xy. Como w estd en S y t estd en X y como (X —»q ) entonces (xg - w) y ademés
(z -»11 o). Vemos que el conjunto de vértices {x, z, w} induce un ciclo P-malo en Cp(D), pues (w,xo) y (zq, 2)
tendrian colores diferentes en Cp(D), ademas de que ambas son flechas asimétricas en Cp(D) (figura 2.2.6).
Esto tampoco es posible pues supusimos que en Cp(D) no habia ciclos C3 P-malos.

Por lo tanto por las contradicciones surgidas de los subcasos 2.1 y 2.2 se tiene que w es un vértice de T y por lo

tanto w estd en T'U {xg} y como (z = w) entonces (z —n T U {xo}). Por lo tanto T'U {xo} estd en S, (D).
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Proposiciéon 2.2.3.2 (S, T'U {zo}) es una flecha de Dy, .

Demostracion. Para ver que (S,TU{xo}) es una flecha de Dy, probemos que para todo s; en S\T'U{zo} existe
so en T'U {zo}\S tal que (s1 —(1,\1m,) $2) ¥ (s2 =m s1).

Sea so=xq, para todo s; en S\T U {zg}, como zy no estd en S entonces S\T U {zo} = S\T. Como s; pertenece
a S\T entonces (s1 —, Zo) ¥y como (X -1 S) entonces para todo sy en S, se tiene que (zg - p; 51).

Por lo tanto (S,T U {xo}) es una flecha en Dy, y por lo tanto 6j5n1 (S) > 1. O

2.3. Teoremas de II-nucleos

Teorema 2.3.1. Sean D una digrifica y I1 C DP(D), si Il es I1-ciclico-transitivo entonces D tiene un Il-nicleo.

Demostracion. Por el inciso 2 del lema 2.2.2 el conjunto Sr(D) de II-seminicleos modulo II es no vacio, como
D es una digrafica finita el conjunto Si(D) también es finito. Sabiendo ésto tomemos a S en S (D) tal que S

es el II—semintcleo médulo IT méximo por contencién.
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Definimos el siguiente conjunto: T'= {z € V(D)\S : (z -, S)}. Sabemos que S es un II-seminticleo médulo IT
de D entonces demostrar que T = () implica que para todo z en V(D)\S se cumple que (z —11 S), es decir, S
es IT-absorbente y por lo tanto S seria un Il-nicleo de D.

Para demostrar que T = () supongamos por el contrario que T # ().

Afirmacién 2.3.1 (S - T).

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe un vértice u en T tal que (S — u). Como S es un II-
seminicleo moédulo IT de D, entonces (u —11 S) lo que es una contradiccion pues u pertenece a T'y (T -1 S).
Por lo tanto (S - T).

Observacion 2.3.1.1 Por el inciso 1 del lema 2.2.2 existe un vértice zo en T tal que para todo z en T\{zo}
si (xg —11 2) entonces (z —11 xo).

Tomemos el conjunto S*= S U {zg}. Sabemos que S esta en Sr(D) por lo que S es TI-independiente, como x
pertenece a T'y sabemos que (S -y T) y (T - S) entonces (S -1 x0) v (zg -1 ).

Por lo tanto S*= S U {xo} es un conjunto Il-independiente (figura 2.3.1).

Por demostrar que S* es un II-seminucleo modulo IT de D. Sea z en V(D)\S* y supongamos que (t = z), con
t en S*.

Caso 1) si z es un vértice de V(D)\T U S entonces z no pertenece a Ty sin importar si ¢ estd en S o t = x¢ por
la definicion de T' tenemos que (z —1 S) y por lo tanto (z — S*) (figura 2.3.2).

Caso 2) si z pertenece a T\{x¢}, por la afirmacién tenemos que (S -1 T') y entonces (S -1 2), pero supusimos
que (t —1 2z) entonces ¢t = zp y por la observacion tenemos que (z —y t) por lo tanto (z = S*) (figura 2.3.3).
Con lo anterior vemos que S* cumple las condiciones para ser un elemento de Si(D), pero por la definicion de
S*, 8 C S* lo cual es una contradiccién pues supusimos que S era el II-seminticleo maximo por contencion. La
contradiccion proviene de suponer que T # ) por lo tanto T = (), pero esto significa que para todo z en V(D)\S
se cumple que (z = S) y por lo tanto S es II-absorbente, ademas S es Il-independiente por esto concluimos

que S es un Il-ntcleo de D. O

Figura 2.3.1 Figura 2.3.2
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Figura 2.3.3

Corolario 2.3.1. Sean D una digrdifica y I1 C DP(D), si cada ciclo en C(D) tiene una flecha simétrica

entonces D tiene un Il-nicleo.

Demostracion. Procediendo por contradiccién supongamos que D no tiene II-ntcleo, entonces por el teorema
2.3.1 II no es Il-ciclico-transitivo y por tanto por la definiciéon de ser Il-ciclico-transitivo hay una sucesion de
vértices C' = (o, 1, ..., Tn—1, Tn, = To) tal que para todo i, 0 <i<mn, (x; =g xir1) ¥y (Tip1 21 Z4).

Vemos que el conjunto de vértices de C, V(C) = {xg, 1, ..., xn—1} induce un ciclo en Cr(D) sin flechas simé-
tricas, lo que es una contradiccién pues supusimos que cada ciclo tiene una flecha simétrica.

Por lo tanto D tiene un II-nicleo. O

Teorema 2.3.2. Sea D una digrifica y I1 C DP(D) tal que D es I1-completa, ademds supongamos que hay una

cubierta P = [IL;] de 11 tal que para todo i € I1l; es transitivo. Si para todo ciclo Cs que es P-arcoiris en

iel
Cp(D), la subdigrifica inducida por sus vértices en Cr(D) tiene al menos dos flechas simétricas entonces D

tiene un Il-nicleo.

Demostracion. Por el teorema 2.3.1, para ver que D tiene Il-niicleo primero probemos que II es Il-ciclico-
transitivo. Por contradiccién, supongamos que IT no es II-ciclico-transitivo entonces hay una sucesion de vértices
de D C = (zg, 21, .., Tn_1, Ty, = Tg) tal que es el que tiene la menor cantidad de vértices y cumple que para
todo ¢, 0 < i < n (x; = Tit1), es decir, hay una trayectoria dirigida de z; a z;+1 en II, la cual denotamos
Tyiwiy yParatodo j, 0<j<n—1 (xj41 »mn ).

Si suponemos que todas las trayectorias 1%, »,,, en II pertenecen a un tnico Il en P, por la hipétesis tenemos
que IT; es transitivo, pero por el lema 2.2.1 tenemos que si II; es transitivo entonces es II-ciclico-transitivo, es
decir, que como tenemos una sucesion de vértices C = (zg, Z1, ..., Ln_1, Tn, = o) tal que paratodoi, 0 <i < n—1
(x; = xs+1) entonces para algin j 0 < j <n (xj+1 —u x;), lo que es una contradicciéon pues dijimos que
paratodo j, 0<j<n (zj41 »nz;).

Por lo tanto no todas las trayectorias T en II pertenecen a un tnico II; en P. Por lo que hay j,k en I con

i3Ti41
J # k tal que sin pérdida de generalidad T, », estd en Il y T, ., estd en II;.
Como D es IT-completa, entonces se cumple que (xg —11 2) 0 (T2 —>11 T0).
Supongamos que (r2 =11 o)-

Caso 1) Ty, 2, estaen II;, con g #k y ¢ # j. Tenemos que el ciclo Cs=(xg, 1,2, %0) es un Cs P-arcoiris
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en C,(D) y por lo tanto por la hipotesis, la subdigrafica inducida por {xg, z1,z2,z¢} de Cr(D) tiene al menos
dos flechas simétricas.

Vemos que (x2 —n Zg) pero no sabemos si(xg —m x2), entonces necesariamente al menos una de las otras
flechas de C5 es simétrica, es decir, (z1,20) pertenece a Cr(D) o (x2,x1) pertenece a Cr(D), ésto significa
que (21 —1 @) 0 (z2 —m 1) pero ésto es una contradiccion pues supusimos que para todo j, 0 < j < n
(xj41 »m x;) (figura 2.3.4).

Caso 2) Ty, 4, estd en II;. Como dijimos que Ty, ,, esta en II; y sabemos que II; es transitiva tenemos que si
(r1 =11, 22) ¥y (x2 —m,; wo) entonces (x1 —,; o) y por lo tanto, (x1 —11 o) pero ésto es una contradiccion
pues supusimos que para todo j, 0<j<n (xj41 - ;) (figura 2.3.5).

Caso 3) Ty, 4, esta en II;. Como dijimos que Ty, ., estd en II; y sabemos que IIj es transitiva tenemos que si
(2 =1, ®o) ¥y (xo —m, 1) entonces (z2 —m, 1) ¥y por lo tanto, (z2 —m 1) pero ésto es una contradiccion
pues supusimos que para todo j, 0 <j<n (xj41 - z;) (figura 2.3.6).

Las contradicciones de los casos 1, 2 y 3 surgen de suponer que (z2 —11 o) por lo tanto

(z2 »m 20) ¥ (0 —m 22).

Como (z¢g —11 x2) vemos que la sucesion C*=(xg, z3, ..., Tp_1, Ty = Zg) tiene una menor cantidad de vértices
que C y ademés cumple que (z¢ — z2) y para todo i, 2 <i<n (x; =>m x41) y para todo j, 2<j<mn
(@541 > 25).

Esto es una contradiccién pues supusimos que C era la sucesiéon con la menor cantidad de vértices que cumplia
ésto. La contradiccion surge de suponer que II no era Il-ciclico-transitivo.

Por lo tanto II es Il-ciclico-transitivo y por el teorema 2.3.1 concluimos que D tiene un Il-nicleo. O

Teorema 2.3.3. Sean D una digrifica y I C DP(D), si hay una cubierta I1-ciclica-transitiva P= [I11,115] tal

que no hay ciclos Cs P-malos ni trayectorias Ps P-malas en Cp(D) entonces D tiene un II-nicleo.

Demostracion. Probaremos que si P = [IIy, II5] es una cubierta II-ciclica-transitiva entonces Dry, es una digra-

fica sin ciclos.

Probar que Dy, es una digrafica sin ciclos implica que existe un II-seminidcleo modulo II; S en Dy, tal que S
i 5T —

es de exgrado cero, es decir, 5Dn1 (S)=0.

Observacion 2.3.3.1 El Lema 2.2.3 dice que bajo las mismas condiciones que este teorema, para todo S en
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Dr1,, si S no es Il-nicleo, entonces 6$H1 (S) >1. Esto es equivalente a que si S estd en D, y cumple que
(%Hl (S) = 0 entonces S es un Il-niicleo de D.

Por demostrar: Si [II, II5] es una cubierta II-ciclica-transitiva entonces en Dy, no hay ciclos.

Demostramos por contradiccion suponiendo que [Ty, IT5] es una cubierta IT-ciclica-transitiva y que en Dryy, existe
un ciclo C = (Sp, S1,52, .., Sn=1,5, = Sp) con n < 2. Recordemos que como C' es un ciclo, S; # S, siempre
que i # j.

El siguiente resultado lo usaremos méas adelante:

Afirmacién 2.3.83.1 Si hay un S;, en C con i € {0,1,2,...,n — 1} tal que para algin z en en S;, y algiin w en
Sio+1 , (2 =1 w) , entonces existe un S;, en C con jo € {0,1,2,...,n—1}\{io} tal que w pertenece a S;,\\Sj,+1-
Demostracin Supongamos sin pérdida de generalidad que ig = 0, Sy=5S,, es Il-independiente pues es un II-
semintucleo modulo IT; entonces w no pertenece a Sy = 5,,.

Como w pertenece a S; y w no pertenece a S, existe jo =max({i € {0,1,2,...,n — 1}\w € S;}). Por lo tanto w

estd en S, \Sjy+1-

Procediendo con la demostracion del teorema tomemos a Sy = S;,, observamos que como (Sp,S1) estd en
F (D, ), entonces para un xo en Sp\S; existe un x1 en S;;1\5;, tal que (vo —mm,) 1) ¥ (1 =11 Siy)-

Por la afirmacion 2.3.3.1 sabemos que existe un iy € {0,1,2,...,n — 1}\{io} tal que z1 € S;,\Si;+1-

Por lo tanto como la flecha (S;,,5;, 1) estd en F(Dr,) existe un zz en S;, 11\5;, tal que (x1 —m\m,) 22) ¥
(x2 -»11 Siy)-

Nuevamente por la afirmacion 2.3.3.1 existe un iz € {0,1,2,...,n — 1}\{i1} tal que x5 € S;,\S;,+1.

Siguiendo este proceso, y sabiendo que II\II; C Il obtenemos una sucesion infinita de vértices de D

P = (zg, 21,22, 3, ...) tal que para todo i > 0, (z; =, Tit1) ¥ (@ir1 —=m 21)(figura 2.3.7).

Como C es un ciclo finito entonces existen k y l en {1, 2,3, ...} tal que xp=x;. Esto nos genera una sucesion finita
de vérticesde D p=(xk, Tht1, Tht2, -, Ti—1, TI=2T}), 1a cual podemos reescribir como p=(x(, =}, ..., 2}, _1, T}, =x()
que cumple que paratodo: 0 <i<m-—1, (z; =, Zi+1) ¥ (Tiy1 -1 21), ésto implica que Il no es II-ciclico-
transitivo y por la contrapuesta del lema 2.2.1 tenemos que Il; no es transitivo, pero eso es una contradiccién
pues supusimos que P = [II3,IIy] es una cubierta II-ciclica-transitiva lo que implica que en particular I es
transitivo.

La contradiccion surge de suponer que existe un ciclo en Dry,. Por lo tanto si P = [II1,II5] es una cubierta
II-ciclica-transitiva entonces en D, no hay ciclos. Por lo tanto existe un S en Dy, tal que 63111 (S) =0y por

la observaién 2.3.3.1 esto implica que D tiene un II-nucleo. O
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Corolario 2.3.2. Sea D una digrdfica y II C DP(D). Si hay una cubierta -transitiva P = [I11,113] de I

entonces D tiene un Il-nicleo.

Demostracion. Primero veamos que si hay una cubierta transitiva P = [IIy,IIs] entonces II;,II; son II-
transitivos, por el lema 2.2.1 tenemos que IIj, Il son II-ciclicos-transitivos y por lo tanto P = [IIy,TI5] es
una cubierta II-ciclica-transitiva.

Basta probar que en Cp(D) no hay ciclos C3 P-malos ni trayectorias P; P-malas, pues el teorema 2.3.3 dice
que si hay una cubierta II-ciclica-transitiva P= [IIy,Il5], tal que no hay ciclos C3 P-malos ni trayectorias P;
P-malas en Cp(D) entonces D tiene un IT-niicleo.

Por demostrar que en Cp(D):

1) no hay ciclos C3 P-malos y

2) no hay trayectorias P; P-malas.

1) Sea A= {(z,y), (v, 2), (z,2)} un conjunto de flechas de C'p(D) y supongamos sin pérdida de generalidad que
(x —=m, ¥) vy que (y =1, 2), (z =, x) es decir que (z,y) recibe color 1y (y,2) y (z,z) reciben color 2. Como
II5 es II-transitivo y como (y —m, 2) y (2 =1, «) entonces (y —, ).

Por lo tanto la flecha (y, z) pertenece a Cp(D) y por la definicién de ser ciclo C5 P-malo tenemos que A no es
un Ciclo C5 P-malo en Cp(D) (ver figura 2.3.8).

2) Sea A’= {(z,v), (y,2), (2, w)} un conjunto de flechas en Cp(D) y supongamos sin pérdida de generalidad
(xr —=m v), (y =m 2)y (2 =m, w) es decir que (z,y) y (y, 2) reciben color 1y (z,w) recibe color 2. Como II;
es II-transitivo y como (x —, ¥) ¥y (y —m, 2) entonces (z —, 2).

Por lo tanto la flecha (z, z) pertenece a Cp(D) y por la definicién de ser trayectoria P; P-mala tenemos que A’
no es una trayectoria Ps P-mala en Cp(D) (ver figura 2.3.9).

Por lo tanto en C'p(D) no hay ciclos C5 P-malos ni trayectorias P3 P-malas y por lo tanto por el teorema 2.3.3

tenemos que D tiene II-nucleo. O
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Como una consecuencia directa del teorema 2.3.1 y del corolario 2.3.2 tenemos el siguiente resultado dado por

Berge [1].

Teorema 2.3.4. Sea D una digrdfica, entonces:
1) D tiene un nicleo por trayectorias dirigdas y

2) Si D es la union de dos digrdficas transitivas Dy y Do entonces D tiene nicleo.

Demostracion. 1) Tomando II = DP(D), probar que D tiene un nucleo por trayectorias dirigdas es igual a
probar que D tiene un Il-ntcleo, por el teorema 2.3.1, para ver que D tiene un Il-nicleo basta probar que II es
[I-ciclico transitivo.

Por demostrar II es II-ciclico transitivo. Sean z,y, z en V(D) tal que (z —n y) y (v —n 2), como II = DP(D)
existe una 7T zy-trayectoria dirigida en D y una T» yz-trayectoria dirigida en D, Tj; UTs= T es una xz-
trayectoria dirigida en D por lo que (z — 2).

IT es II-transitivo, por el lema 2.2.1 es Il-ciclico-transitivo y por lo tanto por el teorema 2.3 D tiene un II-ntucleo,
en este caso un nicleo por trayectorias dirigidas.

2) Sean II C DP(D) el conjunto de flechas de D y sea P = [II1,II5] una cubierta de II donde II; es el conjunto
de flechas de D; y Ils es el conjunto de flechas de Dy. Como D; y Dy son digraficas transitivas, entonces IIy
y Il son Il-transitivas por lo que P es una cubierta II-transitiva de Il y por el corolario 2.3.2 tenemos que D

tiene un II-nucleo, pero II es el conjunto de flechas de de D entonces D tiene un ntcleo. O

Como una consecuencia directa del corolario 2.3.2 tenemos el siguiente teorema de Sands, Sauer y Woodrow[15].

Teorema 2.3.5. Sean D=(V(D), F(D)) una digrifica y I' : F(D) — {1,2} una coloracion de flechas de D,

entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Sean II C DP(D) el conjunto de trayectorias monocrométicas de D y II; el conjunto de trayec-
torias monocromaticas de IT con color ¢ con i € {1,2}. Probando que cada II es II-transitivo tendriamos que
[IT;, II5] es una cubierta transitiva y por el corolario 2.3.2 D tendria II-nicleo.

Supongamos que (z —1, y) ¥ (¥ —m, 2z) con @ € {1,2}, es decir, hay una T} zy-trayectoria dirigida coloreada
con el color ¢ en D y hay una T5 yz-trayectoria dirigida coloreada con el color i en D, por lo tanto 7' = T3 UT5 es
una zz-trayectoria dirigida coloreada con el color i en D, por lo que (z —11; 2) y por lo tanto II; es II-transitivo,

[IT1, TI5] es una cubierta transitiva y por lo tanto D tiene IT-niicleo.
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Como II es el conjunto de trayectorias monocromaticas de D, entonces D tiene un nucleo por trayectorias

monocromaticas. ]

Definicién 2.3.1. Sea D=(V(D), F(D)) una digrifica m-coloreada, si C es un conjunto de colores, denotamos

con D[C] a la subdigrifica de D abarcada por las flechas con colores en C.

Ejemplo: sea D la siguiente digrafica y sea C={rojo, amarillo}

D D[C]

Vz V3 Wz V3
Qﬂ\ ,-*"'fa Eﬁﬁ}\ D DF.,\
N . \
X \ \
v, OE,I’ xK‘\ b vy }j A
\.
\‘-\.
\'-\.
\'\.
A
Vg D% Vg Vg D{—D Vs

Definicién 2.3.2. La cerradura de D es la multidigrafica m-coloreada C(D) cuyo congunto de vértices es V(D)
y la flecha (x,y) con color j pertenece a C(D) siy sdlo si hay una xy-trayectoria monocromdtica en D con color
j. Una subdigrafica H de una digrdfica m-coloreada la llamamos arcoiris si dos flechas de H no reciben el mismo

color.

Ejemplo: sea D la digrafica anterior, tenemos C(D) y H una subdigrafica arcoiris:

C(D) H

vl(:; \"‘ V3 Vs
N\ ~ %‘*\ EFE“
\._‘l‘ .____.-" \" .,‘.'
P \ \
v _.-f"-f 1“\. '\" """
LoE \ }j vV, }j A
™,
*,
\,
1‘-\.
\
Vg D% Ve Ve
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Como una consecuencia del teorema 2.3.3 tenemos el siguiente teorema dado por Galeana Sanchez, Gaytan

Gomez y Rojas Monroy[10].

Teorema 2.3.6. Sea D una digrifica finita m-coloreada. Supongamos que hay una particion C = C; U Cy del
conjunto de colores de D, tal que todo ciclo en D [C;] es monocromdtico. Supongamos ademds que C(D) no
contiene tridangulos dirigidos arcoiris mi trayectorias Ps arcoiris que tengan colores tanto de C7 como de Cs,

entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Sean I1 C DP(D) el conjunto de trayectorias monocromaticas de D y II; el conjunto de trayec-
torias monocromaéticas de D con color en C; y Il el conjunto de trayectorias monocromaticas en D con color
en Cs.

Sea C = (xg, 1, .., Tn_1,%, = xg) una sucesion de vértices de D tal que para todo i, 0 <i < n — 1 hay una
z;x;41-trayectoria T} en IIy. Por tanto |J;_, F(T;) induce un camino cerrado W en D [C}].

Sea Fy, Es, ..., E,. una cubierta de W compuesta por ciclos dirigidos, como todo ciclo en D [C4] es monocromé-
tico, toda flecha (z,w) en W de color ¢ pertenece a un ciclo dirigido monocromético E; (de color ¢) y por lo
tanto hay una wz-trayectoria monocromatica de color c.

Por lo tanto si Ty = (o = Yo, Y1, ..., Yp = T1) €S Una roxri-trayectoria monocromatica de color ¢ en Ci, hay un
camino de x1 a zg de color ¢ y por lo tanto hay una xzzg-trayectoria monocromaética de color ¢ en CY.

De ésto se tiene que II; es Il-ciclico-transitivo y del mismo modo vemos que Il; es Il-ciclico-transitivo y por lo
tanto P = [II;, II3] es una cubierta II-ciclica-transitiva.

Sea C5 un triangulo dirigido de Cry(D) con el conjunto de flechas {(z,v), (v, 2), (2, )} tal que el color de (z,y)
es diferente al de (y, 2) y (z,). Sin pérdida de generalidad supongamos que hay una xy-trayectoria en Iy con
color ¢; en Cq, una yz-trayectoria en Iy con color ¢ en Cs y una zz-trayectoria en Ils con color dy en Cs.
Como ¢; € Cy y dy € Cs tenemos que ¢; # dy y como no hay tridngulos dirigidos arcoiris en C(D) teniendo
colores de C y Cs, resulta que do = co.

Por lo que hay un camino monocromaético de color dy de y a = y por lo tanto una yz-trayectoria en II y la flecha
(y, x) pertenece a Cr(D). Por ésto, {z,y, z} no induce un ciclo C5 P-malo en Cr(D).

De la misma manera vemos que no hay una trayectoria P3; P-mala en Cr(D) y por el teorema 2.3.1 D tiene un

II-nucleo. O

Definicién 2.3.3. Dado un torneo m-coloreado T=(V, F), el multitorneo asociado a T: T= (To,T1, ..., Tyn—-1)
es definido de la siguiente manera:

Para cada i la digrifica T;=(V, F;) es tal que para un par de vértices x,y en V(T) (z,y) € F si y sélo si hay
una ry-trayectoria monocromdtica de color i.

Observamos que cada T; es transitivo y T es tal que para todo par de vértices x,y hay un color i tal que (x,y)

o (y,x) o ambas son flechas de T;.

Ejemplo: Sea T el siguiente torneo coloreado por flechas, obtenemos a 7.
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Definicion 2.3.4. Sea U={Uy, Uy, ...,Upn—1} un multitorneo obtenido a partir de T, borrando flechas de las T;.
Tal multitorneo es llamado minimal si ninguna flecha puede ser borrada de €l, sin destruir lo completo delU o

la transitividad de los U; o ambos.

Ejemplo: Sea T el siguiente torneo coloreado por flechas, obtenemos a 7 y borrando flechas vemos que U es un

torneo minimal.

Como consecuencia del teorema 2.3.2 tenemos el siguiente teorema por Hann, Ille y Woodrow[11].

Teorema 2.3.7. Sean T=(V, F) un torneo m-coloreado y U={Uy, U1, ...,Upm—1} un multitorneo minimal que
obtenemos del multitorneo asociado de T. SiU no tiene tridngulos dirigidos arcoiris, entonces la digrafica

(v, U;’;Bl F(U;)) es un orden total cuyo mdzimo es un vértice absorbente en T.

Demostracion. Sean T = (V, F) un torneo m-coloreado y U= {Uy, Uy, ...,Up—1} un multitorneo minimal sin
tridngulos dirigidos arcoiris obtenido del multitorneo asociado a T'. Sea II el conjunto de flechas de U y sea
pP= [Hihgigm una cubierta de II tal que para todo 7, 1 <7 < m, II; es transitivo.

Como no hay triangulos dirigidos arcoiris en U, vemos que no hay tridngulos arcoiris en Cp(U) y por lo tanto
por el teorema 2.3.2, U tiene un Il-nicleo que tiene un dnico vértice x, pues U es completa.

Finalmente, como toda trayectoria monocromaética en ¢/ es una trayectoria monocromatica en 7', se deduce que

el vértice que forma el II-ntcleo es un conjunto absorbente. O

Con la recopilacion y demostracion de estos teoremas de Il-nucleos finaliza el capitulo dos, dando lugar al

capitulo tres donde utilizaremos una gran parte de las definiciones vistas en este capitulo.
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Capitulo 3

Teorema de Richardson para II-ntcleos

Utilizando conceptos definidos en el capitulo anterior asi como algunos definidos a continuacién, en este capitulo
se demostraran un par de teoremas que nos facilitaran la prueba de la generalizacion del teorema de Richardson

para Il-nicleos.

3.1. Digraficas de clases de color

Definicién 3.1.1. Sea D una digrdfica y I1 C DP(D), dada una particion P = {Il;};c; de Il la digrdfica de
clases de color de D e I es la digrifica Cp(I) con I como conjunto de vértices y dado un par {j,k} C I, la

flecha (5, k) € Cp(I) si y solo si existen x,y,z € V(D) tal que (x —m, y) ¥ (y —1; 2)-

Ejemplo: Sea D

DP(D) = {(v1,v2), (v1,v5), (v2,v3), (va, v4), (V2, Vs), (Va, v3), (V4,V5), (e, V3), (U1, V2,V3), (U1, V2,V4), (V1,V2,Vs),
(U27U67U3)7 (Uz, U4,U3), (Uz, Vg, U5)7 (01,112, U67U3)7 (Ul,vz, 114,113), (Ul, V2, 114,1)5)}

Sea II = {(v1,v2), (v1,v2,v4), (v1,v2,vs), (V2, V4, v3), (Va, V5), (Vs, v3)}

Y sea II; = {(v1,v2,v6), (v2,v4,v3)}, TIa = {(v1,v2), (v1,v2,v4)} ¥ I3 = {(v4,v5), (v, v3)} una particion de II
si les asignamos colores rojo, azul y verde a II;, I y I3 respectivamente obtenemos la multidigrafica Cp(D) y

tambien obtenemos la digrafica de clases de color de D e I.
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Sea D una digrafica, I C DP(D) y P = {Il,;};c; una particion de II y sean Cp(D) = (Vp,Fp) y Cp(I) =
(Vr, Fr) la P-cerradura de D y la digréfica de clases de color de D e I respectivamente.
El conjunto de flechas F), es un subconjunto de las trayectorias dirigidas de Cp(D), y las flechas coloreadas de

Cp(D) inducen una particion Q = {F; };cr de Fp (paratodo i € I, F; = {(z,y) € F tal que (z,y) tiene color i}).

Definicién 3.1.2. Dado V] C V; =I un subconjunto de vértices de Cp(I) definimos a II' C DP(D) como
[ .

I = Ujey, .

Y sea P’= {Il;};cy; una particion de 1" definimos la P’-cerradura de D como la digrdfica coloreada Cp/(D)

con V(D) como conjunto de vértices y la flecha (z, y) pertenece a Cp/ (D) si y solo si existe un j € V] tal que

(r —m; y)-

Ejemplo Sean D y II de la digrafica anterior, y sean V/ = {rojo,azul}, entonces I' = II; UIl, y P’ = {II;, I} y
V' = {rojo,verde} entonces II"” =II, UIl3 y P’ = {II;,II3} por lo que la P’-cerradura de D y la P” cerradura

de D serian:

Definicién 3.1.3. Por otro lado, dado V5 C Vp = V(D) un subconjunto de vértices de Cp(D), definimos la
digrdfica Cp(D)[V3] = (VE, Fp) como la subdigrdfica de Cp(D) inducida por V5, ysea I* C I el conjunto
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de colores que aparecen en Cp(D)[VZ].

Denotamos como Q* = {F} }icr, donde F} = {(z,y) € F}: (z,y) tiene color i € I*} a una particion de F}.

Ejemplo tomenos nuevamente la digrafica anterior D, II y teniendo a Cp(D), sean Vi = {v1,v2,vs,v6} y VE* =
{v1,v2,v4,v6}, obtenemos Cp(D)[VE] y Cp(D)[VE*] donde I* = {rojo,azul,verde} = I y I* = {rojo,azul}

respectivamente.

Teorema 3.1.1. Sea D=(V(D), F(D)) una digrifica y I1 C DP(D). Si existe una particion P= {II;};cs de II
tal que:

i) Para todo i en I, 1I; es transitivo;

11) Cp(I) no tiene ciclos impares de orden mayor a 1;

entonces D tiene I1-nicleo.

Demostracion. Sea D = (V(D), F(D)) una digrafica y I1 C DP(D). Y sea P = {II, };¢; una particion de II tal
que para todo i € I, TII; es transitivo, y tal que la digrafica de clases de color Cp(I) = (V, F7) no tiene ciclos

de longitud impar.

Procederemos a demostrar que D tiene II-nicleo por induccién sobre la cardinalidad de 1.

Recordemos que en el teorema 2.3.1 del capitulo 2 se probé que cuando IT = P = {II}, si II es transitivo entonces
D tiene II-ntcleo.

Base. Si |I| = 2 tenemos que P = {II;,II5} es una particion de II tal que II; y II; son ambos transitivos, por
el corolario 2.3.2 del capitulo 2 tenemos que D tiene Il-nicleo.

Hipétesis de Induccién. Supongamos que: Dada una digrafica D', II' C DP(D') y P’ = {1l };c;» una parti-
cion de IT' tal que para todo i en I’ I} es transitivo y |I'| < n. Si Cp(I’) no tiene ciclos impares con mas de un

vértice; entonces D’ tiene II’-nucleo.

Por demostrar que dada una digrafica D y II C DP(D). Si hay una particion P = {II; },;c; de II tal que para

67



todo i en I, TI; es transitivo, |[I| = n y que Cp(I) no tiene ciclos impares de orden mayor a 1, entonces D tiene

II-nucleo.

Caso 1) Cp([) es fuertemente conexa.

Si Cp(I) es fuertemente conexa tenemos que Cp(I) es bipartita pues por hipotesis en Cp(I) no hay ciclos impa-
res de longitud mayor a 1. Sea {4, B} la particion de V y sea {A*, B*} la particion de IT donde A* = (J;. 4 II;
y B* = ;¢ Ili. Probando que A* y B* son transitivos, por el corolario 2.3.2 del capitulo 2 tendriamos que D
tiene II-nicleo.

Por demostrar que A* y B* son transitivos.

Sean z,y,w en V(D) tal que (x —a~ y) y (y —a+ w), por demostrar que (x —4+ w). Como (x — 4+ y) y
(y —a- w), esto implica que para algin i en A%, (z —1, y) y para algin j en A*, (y —m; w).

Supongamos que i # j, como (x —1, ¥) ¥ (y —m,; w) por la definicién de Cp(I) tendriamos que (i, j) estd en
Fr. Esto no es posible, pues como {II;,11;} C A*, {i,j} C A pero A es independiente en Cp(I) pues {A, B} es
una biparticién de V(Cp(I)) (figura 3.1).

Por lo tanto por la definicion de Cp([I), no existen z,y,w en V(D) tal que (z —m, ) ¥y (y =, w).

En consecuencia tenemos que i = j y como todo II; es transitivo entonces como (v —m, ¥) y (y —m,_, w),
(xr —m, y) v por lo tanto (x — 4+ w), lo que implica que A* es transitivo. Andlogamente vemos que B* es
transitivo, por lo tanto {A*, B*} es una particion de IT donde A* y B* son ambos transitivos y por lo tanto D

tiene II-nucleo.

Figura 3.1

Caso 2) Cp(I) no es fuertemente conexa

Sea GY = (V?, F?) una componente terminal fuertemente conexa de Cp(I), y sea Vi = V/\V}.

Sean II' =J;cya II; vy TI° = U;cyo Il Observemos que como Cp(I) no es fuertemente conexa, V' # 0.
Sea PO = {Ili};cyp una particion de I1°,  y tomemos a Cpo(D) = (Vpo, Fpo) la P’-cerradura de D y sea
Q= {Fj}jGVIU7 con Fj = {(z,y) € Fpo : (z,y) tiene color j € VP}, Q es una particion de Fpo, por lo que se

sigue que la digrafica de clases de color de Cpo(D) y V?, denotada por CCPU(D)(VIO) es una digrafica contenida
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en Cp(I) y por lo tanto Cc_,(p)(V7) no tiene ciclos de longitud impar con més de un vértice.

Como V}!' # () tenemos que |V| < |I| = n, que por la hipétesis de induccién implica que Cpo(D) posee un
% niicleo. Sea Ny un I%niicleo en Cpo(D), observamos que como II° = Fpo, Ny es un nicleo de Cpo(D).
Ademas como V # () entonces Fpo # 0y Vpo\No # 0.

Por definicién de Cpo (D), (z,y) esta en Fpo siy solo si existe j en V} tal que (x —m; y)- Asi, como Vpo = V(D)

tenemos que Ny es II-absorbente en D (figura 3.2).

Co(l) Cpo(D)=(V,0,Fy0)

(Vr', Fr')

Figura 3.2

Tenemos que Ny es IT-absorbente en D, si Ny fuera II-independiente en D tendriamos que Ny es II-ntcleo de
D y terminariamos; por lo que supongamos que Ny no es Il-independiente en D y sean u,v en Ny tal que para

algun j en I (u —1; v). Como Ny es [%ntcleo, se sigue que j estd en V.

Afirmacién 3.1.1.1 Para todo w en Vpo\Np y todo i en VP, (w -1, u).

Demostracion. Supongamos por el contrario que para algiin w en Vpo\Np y para algin i en V tenemos que
(w —m, u), como (u —; v) tenemos que (i, j) € F7, pero esto es una contradiccion pues i es un vértice de Go
que es una componente terminal de Cp(I) y j esta en V;\V? (figura 3.3). Por lo tanto para todo w en Vpo\ Ny

y todo i en V), (w -, u).
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c(D) Co(D)

Ny
e _—

Figura 3.3

Definimos T = {z € Ny : 3k € No\{z} tal que para algin j en V}(z =, k)}.

Observacién 3.1.1.1 Como Ny no es II-independiente en D, entonces T # 0.

Definimos Ny = No\T (figura 3.4).

Coll) co(D)

Figura 3.4

Afirmacién 3.1.1.2 N; # 0.

Demostracion. Supongamos por el contrario que N7 = ), es decir que Ny = T lo que implica que para cada z
en Ny, existe k en Np\{z} tal que para algin j en V}!(z =11, k)}. Como Vpo\Ny # 0 y Ny es un II’-nicleo de
Clpo(D) existen h en Vpo\Ng y w en Ny tal que (h —, w) con i en V), como w estd en Ny = T, existe k en
No\{w} tal que para algin j en V' (w —, k)}.

Por la Afirmacién 3.1.1.1 esto no puede pasar, (figura 3.5) por lo que Ny # 0.
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Co(D) C.o(D)

iy
(7

Afirmacion 3.1.1.3 N; es II-independiente en D.

Figura 3.5

Demostracion. Como N; C Ny y Ny es II°-nticleo, en particular Ny es I1°-independiente, tenemos que N; es
1% independiente y por la definicién de 7', no existen j en Vi y w,v en N; tal que (u —11, v); lo que implica

que N; es IT'-independiente en D y por lo tanto N; es Il-independiente en D.

Afirmacién 3.1.1.4 Para cada w en V(D)\Ny existe h en N; tal que para algtin i en V) (w —1, h).
Demostracion. Sea w en V(D)\Ny. Como Ny es I1%absorbente en Cpo(D) y Vpo = V(D), existe i en VP y h
en Ny tal que (w —p, h). Por la afirmacion 3.1.1.1 y por la definicién de T tenemos que h no esta en Ty por

lo tanto h esta en Ny cumpliendose asi que (w —py, h) (figura 3.6).

Coll) Co(D)

Figura 3.6

Por la afirmacion 3.1.1.3 sabemos que N; es II-independiente, notemos que si para todo ¢t en T, (¢ = N7),
entonces N; seria IT-absorbente, y por lo tanto seria II-nicleo de D.

Por lo que definimos: 7% = {t € T': (t -»u N1)}.

Sea Cp(D) [T*] = (V*, F*) la subdigrafica de Cp(D) inducida por T*, sea I'* el conjunto de colores que aparecen
en Cp(D)[T*] y sea Q* = {F; }ier la particion de F*, con F* = {(x,y) € F* : (x,y) tiene color i € I*}.
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Como T* C Ny y Ny es II%independiente tenemos que I* C V' y que la digréafica de clases de color de
Cp(D)[T*] y I denotada como C¢,,(p)r+(I*), es una subdigrafica de Cp([) [I*].
Entonces C¢,, (p)r+(I*) no tiene ciclos impares de longitud mayor a 1 y como |V} < |I| = n, por la hipotesis

de inducciéon Cp(D)[T*] tiene un I*-ntcleo.

Afirmacién 3.1.1.5 Sea Ny un II'-nicleo de Clp(D) [T*], N2 es Il-independiente en D.
Demostracion. Sean x,y en Ny y i en I tal que (z —py, y). Como Ny C T, la flecha (z,y) estd en F* y por lo
tanto, como N es un II'-ntcleo se tiene que i € V), pero como T* C Ny y Ny es 1% independiente tenemos

una contradiccién, por lo tanto Ny es Il-independiente en D.

Por demostrar que N7 U Ny es un Il-niacleo de D.

i) I-independencia en D. Por las afirmaciones 3.1.1.3 y 3.1.1.5 tenemos que N y N3 son ambos II-independientes
en D. También tenemos por la definicion de N; que (N7 -»11 Na) y por la definicion de T™* tenemos que
(N2 —»11 N1). Por lo tanto tenemos que N; U Ny es II-independiente en D.

i1) IT-absorbencia en D. Sea x en V(D)\(N; U Ny);

Subcaso 1) z estd en T*\N,. Como N» es un IT'-nicleo de Clp(D) [T*], tenemos que (x —13 Na).

Subcaso 2) z esta en T\T*. Por la definicion de T' vemos que (x —1 Ny).

Subcaso 3) z esta en V3\Ny. Por la afirmacién 3.1.1.4, para todo z en V(D)\ Ny, se tiene que (z —11 N1).
Por lo tanto N1 U N, es IT-absorbente en D (figura 3.7).

Co(D)

Figura 3.7

Por lo tanto N7 U Ny es un Il-ntcleo de D. O

Para el caso cuando D es un torneo tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 3.1.2. Sea T=(V(T), F(T)) un torneo y I1 C DP(T) tal que es II-completo. Si existe una particion
P={11;};c; deII tal que:

1) Para todo i en I 11; es transitivo;
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it) No hay tridngulos dirigidos arcoiris en la P-cerradura de T con menos de 2 flechas simétricas;

entonces T tiene II-nicleo.

Demostracion. Sea T = (V(T), F(T)) un torneo y II C DP(T) tal que es II-completo y P = {II; };c; una
particion de II tal que para todo ¢ € I II; es transitivo y tal que no hay tridngulos dirigidos arcoiris en la
P-cerradura de T con menos de 2 flechas simétricas.

Veamos que por el teorema 1.5.9 del capitulo 1, si todo ciclo dirigido en Cp(T') tiene una flecha simétrica en-
tonces Cp(T') tiene nucleo, lo que implica que T tiene II-nicleo.

Por demostrar que todo ciclo dirigido en Cp(T') tiene una flecha simétrica.

Sea Cp(T) la P-cerradura de T', coloereada con el conjunto de colores I, supongamos que existe un ciclo dirigi-
do de longitud minima y=(xg, 1, ..., Zn—1,Z, = xo) sin flechas simétricas en Cp(T'), notemos que si todas las
flechas de 7 fueran del mismo color i € I como para todo i en I, II; es transitivo tendriamos que en  habria
flechas simétricas, lo que es una contradiccién pues dijimos que no tenia flechas simétricas.

Por lo tanto deducimos que en v existen al menos dos flechas con diferente color. Sean ¢,k en I dos colores
diferentes que aparecen en 7, y entonces existe j, con 0 < j < n tal que (z;_1,x;) tiene color ¢ y (x;,xj41)

tiene color k.

Afirmacién 3.1.2.1 (z;41,2;-1) no es una flecha de Cp(T).

Demostracion. Supongamos por el contrario que (2j41,2;-1) es una flecha de Cp(T).

Caso 1) (xj41,2;-1) tiene color ¢. Si (41, 2;—1) tiene color ¢, como I, es transitivo y (x;_1,z;) tiene color ¢
tenemos que (x;41,;) tiene color ¢ y pertenece a Cp(T') lo que es una contradicciéon pues en v no hay flechas
simétricas.

Caso 2) (xj41,2;-1) tiene color k. Si (41, ;1) tiene color k, como II}, es transitivo y (z;,2;41) tiene color k
tenemos que (x;,x;_1) tiene color k y pertenece a Cp(T) lo que es una contradiccion pues en « no hay flechas

simétricas (figura 3.8).

Figura 3.8

Como consecuencia de los casos 1 y 2 tenemos que el color de (z;41,2;-1) es | € I diferente a ¢ y k. Por lo
que el conjunto de flechas {(z;_1,z;), (z;,z;11), (241, 2j-1)} induce un tridngulo dirigido arcoiris § en Cp(T'),
pero como (x;,Z;+1), (€j4+1, 2 —1) no son flechas simétricas ¢ tiene a lo mas una flecha simétrica, lo que es una
contradiccién pues supusimos que no habia tridngulos dirigidos arcoiris en la P-cerradura de 7' con menos de 2

flechas simétricas.
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Por lo tanto, (2j41,2;-1) no es una flecha de Cp(T). Como II es completa y (z;41,2;-1) no es una flecha de

Cp(T) deducimos que (xj_1,xj+1) si es flecha de Cp(T). (figura 3.9)

TN

O——=0——0—>+-+—0_ 30 =~ 50—>+-+—>0——0

Xn=Xp ¥ X }(] 1 X] Xjs1 Xn1

Figura 3.9

Entonces ¢ = (2o, %1, ..., Zj—1,Tj41, .., Tn—1, Zo) €s un ciclo dirigido en Cp(T') sin flechas simétricas y con menor
longitud de 7y lo que es una contradiccién pues dijimos que -y era el ciclo dirigido de longitud minima sin flechas
simétricas.

Por lo tanto todo ciclo dirigido en Cp(T') tiene una flecha simétrica, por lo que Cp(T) tiene nucleo y por lo

tanto 1" tiene II-nicleo. O

Observacion 3.1.1 Dado un torneo T, coloreado por flechas con el conjunto de colores I. Si tomamos a
IT € DP(T) como el conjunto de trayectorias monocrométicas en T'y P = {II; };¢; es la particion de II, tal que
para cada i en I, II; es el conjunto de trayectorias monocromaticas de T de color ¢ € I. Se cumple que:

T es II completo, pues en particular cada flecha es una trayectoria monocromética.

Para cada i en I, II; es transitivo, pues si dados tres vértices x,y, z en T, hay una zy-flecha y una zy-flecha,
ambas de color ¢ € I ((z —m, y) y (v —m, 2)), entonces (z,y, z) es una trayectoria monocromética con color
i € Iy por lo tanto (x —y;, 2).

La P-cerradura de T es la cerradura de trayectorias monocromaticas de 7T

Corolario 3.1.1. Sea T un torneo 3-coloreado por flechas, si no hay triangulos dirigidos arcoiris en la cerradura
de trayectorias monocromdticas de T con menos de dos flechas simétricas, entonces T tiene un vértice absorbente

por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Sitomamos a Il C DP(T) como el conjunto de trayectorias monocrométicas en T’y P = {II; };¢;s
con I = {1,2,3} es la particion de II, tal que para cada i en I, II; es el conjunto de trayectorias monocromaticas
de T" de color i en I.

Por la observacion 3.1.1 tenemos que cada II; es transitivo. Por el teorema 3.1.2 tenemos que 7" tiene un II-nticleo
y por como definimos IT sabemos que es II-completa por lo que el II-nicleo esta formado por un solo vértice y

por lo tanto es absorbente por trayectorias monocromaticas. O
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3.2. Teorema de Richardson

Teorema 3.2.1. (Richardson)

Una digrifica finita sin ciclos dirigidos de longitud impar tiene nicleo.

Demostracion. Sea D = (V (D), F(D)) una digrafica finita sin ciclos dirigidos de longitud impar. Sea IT = F/(D)
y sea P = {e}.cp(p) una particion de II (cada elemento de la particion es una tinica flecha de D), lo que implica

que cada elemento de P es transitivo. Sea L(D) la digréafica de clases de color de D y F(D).

Afirmacién 3.2.1.1 Si D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar entonces L(D) no tiene ciclos dirigidos
de longitud impar.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar y que existe un
ciclo dirigido de longitud impar en L(D). Sea C = (xg, 1, ..., Tn—1, Ty = Tg) un ciclo dirigido de longitud impar
en L(D) (figura 3.10) y sea [n] = {0,1,...,n — 1}.

Para cada i en [n], sea z; = (y;, w;) una flecha en F(D). Como para todo ¢ en [n], (x;,2;11) es una flecha de
L(D) tenemos que para todo ¢ en [n], w; = yiy1.

Por lo tanto C induce en D un camino cerrado ¢=(wy, wi, ..., w,_;, wh,=w() de longitud impar (figura 3.10), lo
que implica que existe un ciclo dirigido © de longitud impar en D (figura 3.10). Esto es una contradicciéon pues

supusimos que no habia ciclos dirigidos de longitud impar en D.

ccL(D)

O——>0——30—>+++—>0—0

Wn.1=Yo Wo=Y,  Wi=Y, Wna=Vna W=V

Figura 3.10
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Por lo tanto L(D) no tiene ciclos dirigidos de longitud impar.
Como todo elemento de II es transitivo y la digréafica de clases de color de D y F(D) no tiene ciclos dirigidos
de longitud impar, por el teorema 3.1.1 tenemos que D tiene II-nucleo, pero como II = F'(D) entonces D tiene

nucleo. O

Con esto queda demostrado el teorema de Richardson en su version para Il-ntcleos. Y es asi, con esta demos-

traciéon que concluye el tercer y ultimo capitulo de este trabajo.
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Conclusiones

En este trabajo se presentd un panorama basico del concepto de una grafica dirigida, cubriendo conceptos im-
portantes con los cuales podemos estudiar temas mas especificos con mayor profundidad.

El desarrollo de este trabajo es tal, que cada capitulo engloba las definiciones y resultados més relevantes, los
cuales utilizamos para demostrar los teoremas principales los cuales otorgan el titulo a este trabajo.

En un principio dimos todas las definiciones y resultados necesarias para poder abordar sin ningin obstaculo
el Teorema de Richardson en su version original.

Después se planteo la idea de tomar un subconjunto IT de las trayectorias dirigidas de una digrafica, obteniendo
conceptos como: IT -trayectorias, conjuntos II- independientes, etcetera, siendo de éstos el més importante el
[T-nacleo de una digréfica.

Finalmente obtuvimos una versién del teorema de Richardson que es correcta cuando usamos la idea de los

[T-nucleos de una digréfica.

Como fue planteado inicialmente, el objetivo de este trabajo era hacer una recopilacién de resultados importantes
y relacionados con el concepto de niicleos de digraficas, hecho esto mostramos que si modificamos un poco las
ideas principales, podemos encontrar una versién del teorema de Richardson que es valida y que es congruente
con estos conceptos. Dicho esto podemos pensar en la idea de definir nuevos terminos, tomando “partes”’ o
subconjuntos de las digraficas iniciales, definir nuevos “tipos de nicleos” y con base en estos descubrir si hay
alguna versién de los resultados importantes, en particular del Teorema de Richardson que sean validos para

estos nuevos criterios.
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