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RESUMEN

En muchos trabajos en el campo de la fisica de neutrinos se ha enfatizado la importan-
cia de estudiar las propiedades que desarrollan estas peculiares particulas al propagarse en
un medio material debido a que pueden tener un impacto directo, por ejemplo, en sus os-
cilaciones de sabor y también debido a que existen muchos sistemas astrofisicos en donde
la propagacion de los neutrinos se da mayormente en un medio que en el vacio. En todos
los casos, las cantidades de interés dependerdn de manera adicional del cuadri-vector de
velocidad del medio, por lo que resulta conveniente al final de los cdlculos tomar el sistema
de reposo del medio. Sin embargo, en un medio que tiene dos componentes, los cuales se
encuentran en movimiento relativo, no es posible tomar simultineamente ambos marcos
en reposo. Tomando en cuenta lo anterior, en la presente tesis se analizaron las propieda-
des de los neutrinos al propagarse por un medio de electrones con dos componentes en
movimiento relativo, esto es, adicionalmente al medio de fondo se toma un medio con una
velocidad relativa a este, como complicacién extra también se considero la presencia de un
campo magnético en el sistema en reposo. Principalmente se calculé la auto-energia del
neutrino debido a que en ella se codifica la manera en la que la relacion de dispersion del
neutrino cambia respecto a la del vacio. El cdlculo de la auto-energia se llevo a cabo usan-
do dos caminos diferentes: el primero usando el vértice electromagnético del neutrino y el
segundo calculando directamente la auto-energia usando el propagador de Schwinger. En
el caso en donde s6lo hay un medio de fondo se encontr6 que ambos acercamientos lle-
van exactamente a los mismos resultados. Sin embargo, para el caso de un medio con doble
componente se encontré que el método del vértice contiene sutilezas relacionadas con la
aparicion de divergencias IR causadas por el medio en movimiento. Por otro lado, al utilizar
el método del propagador de Schwinger tales divergencias no se presentan y en consecuen-
cia, se encontré que adionalmente a las contribuciones de la auto-energia causadas por un
medio con campo magnético también existen contribuciones adicionales relacionadas con
las componentes de campo magnético generadas en el medio en movimiento.
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ABSTRACT

Many works on neutrino physics have emphasized the importance of studying the neu-
trino properties in a medium because they can have a direct impact, for example, on their
flavor oscillations and also because there exist many astrophysical systems where the pro-
pagation of neutrinos is mostly in a medium than in the vacuum. In all cases the quanti-
ties of interest will generate an additional dependence on the medium four-velocity so, at
the end of the calculation, for simplicity, is posible to take the rest frame of the medium.
However in a medium which has two components in relative motion it is not possible to
take simultaneously both frames at rest. Taking into account the above, in the present the-
sis the properties of neutrino were analyzed when propagating in a medium of electrons
with two components in relative motion, that is, in addition to the normal electron back-
ground there is another medium with a relative velocity, as an extra complication we also
take into account the presence of a magnetic field in the rest frame of the background me-
dium. The self-energy of the neutrino is calculated mainly because it encodes the way in
which the neutrino dispersion relation changes from that of the vacuum. The calculation
of self-energy is carried out using two different paths: the first one using the electromagne-
tic vertex of the neutrino and the second one calculating directly the neutrino self-energy
using the Schwinger propagator (weak field limit). First it was analyzed the case for which
there is only the background medium and it was found that both approaches give exactly
the same results. However, in the case of a double component medium it was found that
the vertex method contains subtleties related to the appearance of IR divergences caused
by the introduction of a moving medium. Using the Schwinger’s propagator we found that
such divergences are not present and as a consecuence it was found that there are additio-
nal contributions to the self-energy related to the magnetic field generated in the moving
frame.
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CONVENCIONES.

Alo largo de esta tesis se utilizard el sistema de unidades NATURALES en donde las cons-
tantes fundamentales tienen el siguiente valor:

o) c=h=kg=1,

Entonces se tiene la siguiente relacion:

(2) [distancia] = [tiempo] = [temperatura] "' = [energia] ' = [masa] .
Para los cuadri-vectores contravariantes se adopta la siguiente forma:

(3) x” = (xO; 55);

mientras que para los cuadri-vectores covariantes se tiene:

4) Xy = guvXx' = (X, —X),
donde

1 0 0 0

0 -1 0 0

) Ew=1o 0 -1 o0

0 0 0 -1

El operador derivada estd dado por:
6) 0y = (00, V).

Las masas del electrén y de los bosones de norma W* y Z estaran indicadas por: m, My y
M respectivamente.



CAPITULO

INTRODUCCION.

través del tiempo la fisica se ha cimentado en fundamentos teéricos y verificacio-

nes experimentales construyendo asi modelos que incrementan nuestro entendi-

miento de la naturaleza. En muchas ocasiones la discrepancia de estos modelos

con larealidad dio pie al desarrollo de problemas conceptuales verdaramente im-

portantes. Ejemplo claro de esto fue el descubrimiento del neutrino. Esta particula elemen-

tal, a diferencia de otras, posee caracteristicas verdaderamente peculiares, entre las cuales

resalta el hecho de que interactiian débilmente con la materia, no poseen carga y hasta ha-

ce algunas décadas se les creia no masivas. Indudablemente los neutrinos forman parte del

pasado, presente y futuro de la fisica es por esto que en este capitulo se presenta un resu-

men tanto técnico como histérico que abarca desde su postulacion tedrica hasta los tltimos
experimentos que dieron certeza a sus propiedades.

1.1. Breve historia del neutrino.

En 1914 J. Chadwick [1] encontré experimentalmente el espectro de emision para el de-
caimiento 8 y con este resultado se puso en duda uno los principios fundamentales de la
fisica: la conservacion de la energia. Lo esencial de este hallazgo fue que, a diferencia de
lo esperado, los electrones que eran emitidos de un nticleo radiactivo tenian un rango de
energias que variaba continuamente desde valores cercanos a cero hasta un cierto valor
maximo, ver fig. (imagen tomada de [2]). Esto resultaba problemaético ya que era des-
conocido el mecanismo por el cual era generado este espectro y ciertamente significaba la
violacion de la conservacion de la energia ya que el electron era detectado cada vez con dife-
rente energia. Esto significaba la apariciéon de procesos mas complejos y, por ende, se podria
argumentar como un primer intento a la solucién del problema que la pérdida de energia
era causada por un proceso interno, pero experimentos mads detallados desmintieron esta
suposicion. Los hechos experimentales estaban tan alejados de lo comtin que hicieron que
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Figura 1.1: Espectro de energias caracteristico del decaimiento beta.

fisicos renombrados como Niels Bohr abandonaran el principio de la conservacién de la
energia, el cual hasta la época actual sigue siendo uno de los pilares fundamentales de la fi-
sica tedrica. E]Los problemas no solo estaban enfocados en esta ley de conservacion, ya que
un andlisis més detallado revelaria que también eran violadas la conservacion de momento
y momento angular, la primera ya que se encontraba que el protén y el electrén casi nunca
viajaban en direcciones opuestas [4], y la segunda debido a que la configuracién final de
momento angular no era compatible con la inicial.

Anos mas tarde, en 1930, Wolfgang Pauli tuvo una idea ingeniosa para solucionar el va-
cio conceptual creado por el espectro del decaimiento . En una carta dirigida a un grupo
de fisicos nucleares, los cuales se encontraban en una reunién en Tiibingen, Pauli propu-
so la existencia de una nueva particula sin carga, sujeta al principio de exclusion, de espin
1/2 y con una masa muy pequefa (comparada con la masa del protén) a la cual nombr6
neutron, ver fig. la cual llevaba la energia faltante y por sus caracteristicas daba un ba-
lance adecuado a las leyes de conservacion. En afios posteriores esta particula adoptaria el
nombre de neutrino y el nombre de neutrén seria asignado adecuadamente a la particula
descubierta por Chadwick en 1932 [5]. Con la hip6tesis de Pauli ciertamente se salvaban los
principios de conservacion de la energia, el momento y el momento angular pero, debido
a las caracteristicas de esta nueva particula, resultaba incierta la posibilidad de encontrarla
experimentalmente.

En 1956 C. L. Cowan y E Reines [6] dieron la primera confirmacion experimental de la
existencia del neutrino en un experimento realizado cerca de la planta de energia nuclear
de Savannah River en E.U. Con este hallazgo quedaba claro que el proceso fundamental del

1'Un excelente compendio de historias sobre los inicios de la mecanica cudntica se pueden consultar en la
ref. [3]
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Figura 1.2: Fragmento principal de la carta escrita por Pauli.

decaimiento g era:

(1.1) n—p+e +Vv,.

Por supuesto la historia de los neutrinos no concluiria en esta época ya que con el descubri-
miento del muén hecho por C. D. Anderson y S. Neddermeyer en 1937 7] surgieron nuevas
interrogantes relacionadas con los neutrinos. El muén, a diferencia del electréon, decae en
particulas mds ligeras. En 1941 se encontr6 que la inica particula producto del decaimiento
era el electron y en 1948 fue posible obtener el espectro de energias correspondiente. Dicho
espectro era continuo por lo que, en analogia al decaimiento f3, se especul6 que en este pro-
ceso estaban involucrados dos neutrinos, uno relacionado al electrén y otro de naturaleza
idéntica. Aunque era claro que ademads del electron habia dos neutrinos, no era del todo
evidente que estos neutrinos debian ser el mismo. En 1962 L. Lederman, M. Schwartz y J.
Steinberger [8] dieron certeza experimental de la diferencia entre estos dos neutrinos en un
experimento realizado en el Laboratorio Nacional de Brookhaven y con esto se confirmaba
el descubrimiento de una nueva especie de neutrino: el neutrino mudénico o neutrino del
muoén. Con dos especies de neutrinos descubiertas fue natural postular la existencia de un
nuevo neutrino después del descubrimiento de la particula tau en 1975 por M. L. Perl et
al. [9]. A este nuevo neutrino se le nombroé neutrino tauénico. El avistamiento experimental
de esta nueva especie de neutrino llegaria 25 afios mads tarde en el afio 2001 en un experi-
mento realizado en Fermilab [10].
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1.2. Oscilaciones de neutrinos y el problema de los
neutrinos solares.

El fen6meno de oscilacion de sabor es un mecanismo puramente cudntico por el cual un
neutrino de un sabor especifico puede cambiar a otro sabor a medida que se propaga por el
vacio o por un medio, ver fig. Su postulacion teérica fue hecha por B. Pontecorvo en 1957
[11] tomando como inspiracién el fenémeno de oscilaciéon que se presenta en el sistema
K' - X Siguiendo la misma linea de pensamiento en un trabajo posterior Pontecorvo
postul6 la exitencia de oscilaciones del tipo v — vy v, — v, [12] siendo la tltima la que
da solucién al problema de neutrinos solares (SNP por sus siglas en inglés). A nivel teérico,
un estado de sabor de un neutrino es esencialmente la combinacién lineal de estados del
neutrino con masa bien definida, es decir:

(1.2) [Ve) = alvy) +blva) +clva),

en donde los coeficientes a, b y ¢ dependeran principalmente de la mezcla de sabores pre-
sente en la naturaleza y de las simetrias de la teoria que se utilice. Una consecuencia impor-
tante de la teoria de oscilacién de neutrinos es el hecho de que los neutrinos forzosamente
deben de tener masa distinta de cero o por lo menos dos de las masas deben ser distintas
para que el fenémeno pueda ocurrir [13].

Con el desarrollo del Modelo Estandar Solar (SSM) se volvié crucial la deteccién de neu-
trinos provenientes del nicleo solar, ya que practicamente llegan a la Tierra sin interaccio-
nar con otras particulas, por lo tanto proveen informacién muy importante para la verifica-
cion o refutacion de este modelo. El primer experimento en detectar neutrinos provenientes
del sol fue el Observatorio de Neutrinos Solares Homestake localizado al sur de Dakota en
U.S.A. El principio basico de su funcionamiento es el decaimiento f inverso de Pontecorvo-
Alvares el cual esté representado por el proceso

(1.3) Ve+37Cl—>3"Ar+e".

El experimento fue capaz de medir los neutrinos provenientes del sol creados por la reac-
cién correspondiente a la etapa ®B y con esta medicién se encontré que existia un déficit en
el flujo de neutrinos electronicos respecto al predicho por el SSM. A esto se le conoci6é como
el Problema de Neutrinos Solares.

Con el tiempo fue posible poner en marcha experimentos mds precisos como el experi-
mento Kamiokande y su versién mejorada Super-Kamiokande el cual estd localizado en la
mina de Kamioka en Japon. Este detector de agua por efecto Cherenkov fue capaz de medir
el flujo de los neutrinos provenientes de la secuencia 8B del Sol por lo que fue capaz de con-
firmar un déficit por debajo de la mitad del flujo esperado por el SSM. También fue posible
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Figura 1.3: Esquema del fen6meno de oscilacion entre los neutrinos.

descartar oscilaciones de sabor en el vacio ya que la variacién del flujo a lo largo del tiempo
empataba perfectamente con la variacion esperada debido al movimiento de rotacién de la
Tierra. Otro experimento se llevo a cabo en el Observatorio de Neutrinos de Sudbury (SNO
por sus siglas en inglés) localizado en Ontario, Canadé. Su principio de funcionamiento
también se basa en el efecto Cherenkov, solo que a diferencia con SK este utiliza agua pesa-
da (D,0) y consta de tres canales de medicion en las cuales es posible distinguir procesos
por Corrientes Cargadas (CC), Corrientes Neutras (NC) y procesos de dispersion (ES). Por lo
anteriormente mencionado SNO fue capaz de medir el flujo total de neutrinos provenientes
del sol incluyendo los tres sabores y ademads fue capaz de medir el flujo de neutrinos elec-
tronicos de manera independiente. Con estas mediciones fue posible confirmar el cambio
de sabor debido al efecto de oscilaciéon y con ello se daba una confirmacién experimental
de este fenémeno. Desde entonces se ha recolectado mucha evidencia que apunta al hecho
de que los neutrinos tienen oscilaciones de sabor y por ende tienen masa. Por esta confir-
macion experimental recientemente en 2015 se otorg6 el premio Nobel de Fisca a T. Kajita
y A. B. McDonald.

1.3. ;Neutrinos zurdos y antineutrinos diestros?

Otra propiedad importante de los neutrinos es su helicidad, la cual es la proyecciéon del
espin sobre la direccién de movimiento. Siendo los neutrinos unas particulas tan escurridi-
zas ciertamente representaba un reto disefiar un experimento para medir su helicidad. Esto
fue logrado por primera vez en 1957 en un experimento realizado por M. Goldhaber [14]. El
principio bésico de su funcionamiento se fundamenta en la siguiente reaccién:

(1.4) e” +192Eu — 2Sm* + v, — 2Sm+y + v,.

En donde un ntcleo de Europio absorbe un electron de su capa Ky como consecuencia se
obtiene un nucleo excitado de Samario ademads de un neutrino electrénico. Posteriormen-
te el nicleo de Samario decae a su estado base emitiendo un fotén en el proceso. Debido
a que el nucleo de Europio absorbe uno de sus electrones su momento es cero por lo que
el nucleo de Samario y el neutrino deben viajar en direcciones opuestas por conservacion
de momento. En el experimento solo se seleccionaron eventos en los cuales el fotén era

6



CAPITULO 1. INTRODUCCION.

emitido en la misma direccién que el niicleo de Samario, por lo que midiendo la helicidad
del foton se podia deducir inmediatamente la helicidad del neutrino por conservacién de
momento angular. El experimento demostré, midiendo la direccién del neutrino y la helici-
dad del foton, que al considerar las configuraciones inicial y final de momento angular solo
son consistentes aquellas en donde el neutrino tiene helicidad negativa y por lo tanto por
definicién es zurdo. Mds tarde experimentos similares demostraron que los antineutrinos
tienen helicidad positiva por lo que son diestros.



CAPITULO

INTRODUCCION A LA TEORIA TERMICA DE CAMPOS.

a teoria cudntica de campos combina de manera consistente tres ideas fundamen-
tales en la fisica: la mecdnica cudntica, la relatividad especial y el concepto de cam-
po. Siendo estas sus bases se ha demostrado que estas teorias tienen un alto grado
de precision, ejemplo claro es la electrodindmica cuéntica, en la cual es posible

calcular el momento anémalo del electrén con una precision de hasta diez cifras decima-
les las cuales empatan a la perfeccion con los resultados del experimento [15]. Sin embargo
existen sistemas astrofisicos, cosmologicos, de materia condensada y de QCD que requieren
un estudio de sistemas cudnticos relativistas a cierta temperatura y presion. Es por esto que
resulta indispensable el uso de la mecénica estadistica dentro del esquema de la teoria de
campos. A estas teorias que incorporan el efecto de la temperatura se les denomina Teorias
Cuénticas de Campos a Temperatura Finita (FTQFT, por sus siglas en inglés) o simplemente
Teorias Térmicas de Campos. En este capitulo se pretende desarrollar los elementos claves
de esta teoria no con el objetivo de ser una introduccion estrictamente formal sino mds bien
de presentar al lector los fundamentos que fueron clave para la realizacién de la presente
tesis.

2.1. Formalismo de tiempo imaginario.

En las teorias térmicas de campos existen dos formalismos para calcular cantidades de
interés. Uno es el formalismo de tiempo imaginario (ITE por sus siglas en inglés) original-
mente desarrollado por Matsubara [16] en 1955 y el otro es el formalismo de tiempo real
(RTF) introducido por Schwinger, Keldysh y otros [17,18] en los afios 60’s. Ambos esquemas
tienen ventajas y ciertamente cada problema tendrd una dificultad diferente en cada uno
pero lo importante a resaltar es el hecho que ambos son totalmente equivalentes [19-21].
Para clarificar los conceptos conviene primero trabajar con ITF ya que es la manera mas
natural de introducir preceptos de la termodindmica a la teoria cudntica de campos.
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En mecdénica estadistica cudntica toda la informacién termodindmica de un sistema se
encuentra contenida en su funcién de particion, cuya forma general siempre se puede es-
cribir de la siguiente manera:

2.1) Z(B) =Trexp|[-B(H - u0)] = Zf dpa(Pa|exp[-BH - pO)]|pa),

en donde H es el hamiltoniano, B es el inverso de la temperatura, O es un operador que
conmute con el hamiltoniano y {|(/>a>} es una base de eigen-estados etiquetada de manera
continua o discreta. Es interesante notar que al realizar los cambios de variable

2.2) B=iAt,

2.3) 7 = H - 0.

La funcién de particién adquiere la siguiente forma:

(2.4) Zp) =), f Adpa(Pa| exp(—iALTE) [Pa).

Entonces es inmediato ver que el argumento de la suma es la amplitud de probabilidad de
regresar a la misma configuracion de campo después de un tiempo A¢. Esta amplitud en el
lenguaje de campos, especificamente para un campo escalar, se puede obtener calculando
la siguiente integral funcional:

(2.5) (6,7|9,1) = (9| O |p) = N f 9¢exp(if | d’f dsx"%)’
t

donde Z es la densidad langrangiana del obtenida a partir del hamiltoniano .#. Entonces
al sustituir se obtiene que la funcién de particion es [22]:

B
(2.6) Z(B) =N .@<pexp( f dz f d3x:£).
Periddicos 0

En la ecuacidn anterior se toma la integral funcional sobre todas las configuraciones de
campos escalares que son periddicas en la coordenada temporal ¢ (0, X) = ¢(B, X). Usando
la ec. se obtiene que el propagador a temperatura finita en espacio de frecuencias y
momentos estd dado por [23]:

1
w? + P2+ mé’
donde w; = Z”T” son las frecuencias de Matsubara. Cabe recalcar que en este propagador las
componentes del momento tienen una clara separacién, mientras p, se mantiene discreta
p se mantiene variando continuamente.

2.7) Afp(wn, p) =
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2.2. Formalismo de tiempo real.

Para ilustrar el formalismo de tiempo real se toma de ejemplo el sistema de un campo
escalar cargado. Una manera natural de introducir el formalismo de tiempo real es median-
te la cuantizacion canénica en la cual el campo es descompuesto en operadores de creacion
y aniquilacion, este andlisis estd basado en [24] y [25]. En la expansion perturbativa para es-
te sistema en el lenguaje candnico entran en juego los siguientes propagadores:

(2.8) A (x=y) = (TPP* (),
2.9) iAp12(x—y) = (§" (1)),
2.10) iAp21 (x - ) = ($(X)p" (1),
@.11) iAp2(x =) = (Tp" 1)),

en las expresiones anteriores T y T denotan los operadores de ordenamiento temporal y
anti-temporal respectivamente y el promedio es tomado de acuerdo a la siguiente relacion:

160

(2.12) (0) = p]

siendo p la matriz de densidad. En el caso de ensables térmicos se tiene

(2.13) p=exp|-pH- ZaAQA

)

para un conjunto de operadores Q4 y sus respectivos pontenciales quimicos a4 que con-
muten con el hamiltoniano. Para un campo escalar complejo la expresién para los propa-
gadores se obtiene utilizando la siguiente representacion del campo en ondas planasE]

3

(2n )3 2E

(2.14) D(x) = [a(p)e P4 b (B)eiP ],

donde py = E. Entonces utilizando

(2.15) (a(P)a* () = @n)°2E8(p - §)[f(P) +1],
(2.16) (b(P)b* (@) = @m)*2E6(B - §)[f (P) +11,

1

IConsultar la Ref. [26] en el capitulo 2. En esta tesis se utiliza el factor de normalizacién 5 35
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CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA TERMICA DE CAMPOS.

donde

2.17 p) = 1
(2.17) f(p)= Bod 71’
(2.18) fp)= Bourd 1’

son las distribuciones de Bose-Einstein para las particulas y anti-particulas tomando en
cuenta la 4-velocidad del medio u* y a engloba toda la informacién de los potenciales qui-

micos. Sustituyendo las ecs. (2.14), (2.15),(2.16),[2.17) y (2.18) en las ecs. (2.8), (2.9), (2.10) y
(2.11) se obtiene la forma explicita de los propagadores en espacio de momentos

_ ; oo 2 2 .
(2.19) Arni(p) = i ic 2mid(p” —m7)n(p-u),
(2.20) Ap12(p) = —27i6(p* = m®) [n(p-w) +0(p-w)],
(2.21) Ap1(p) = —2mi6(p* = m®) [n(p-w) +0(-p-uw)],

e PP S NP
(2.22) Apaz(p) = = ic 2mi6(p” = mIn(p-w),

donde 0 es la funcién escalon y

(2.23) n(x) =
e

En estas expresiones para los propagadores se pueden hacer dos observaciones importan-
tes: la primera es que existe una clara separacion entre los términos que son a temperatura
cero y los que son a una temperatura finita, la segunda observacion es que los momentos
son tratados al mismo nivel, es decir, todas la componentes de p pueden variar de manera
continua a diferencia del formalismo de tiempo imaginario por lo que se puede concluir
que al agregar u* se puede hacer un tratamiento totalmente covariante bajo transformacio-
nes de Lorentz [27].

Los progadores (2.19), (2.20), (2.21) y (2.22) pueden ser expresados de manera conve-
niente si se toma en cuenta que el propagador a temperatura cero es

2.24 A =—
(2.24) R

y utilizando la siguiente identidad de la delta de Dirac

. i 1 1
(2.25) O(x)= lim — — — —1,
e—0t 2w \x+ie x—i€

11



CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA TERMICA DE CAMPOS.

se obtiene

(2.26) Api(p) = Ap(p) + [Ar(p) — AL(P) | n(p- w),
(2.27) Ar12(p) = [Ap(p) = Ap(p)] [n(p-w) +8(p- w)],
(2.28) Ap21(p) = [Ap(p) = AR(P)] [n(p- w) +0(-p-w)],
(2.29) Apa2(p) = =AR(p) + [Ap(p) = AR(P) | n(p - w).

Estas relaciones resultardn importantes en la seccion (2.4) en donde servirdn para construir
el propagador a temperatura finita apartir del propagador de Schwinger.

2.3. Funciones de correlacion a temperatura finita.

Para una teoria interactuante a temperatura finita las funciones de correlacién impor-
tantes son

(2.30) Gp(x1,--+, xn) = (Tp(x1) - P(xN)),

en donde se debe hacer notar que el promedio es tomado respecto al ensamble térmico a
diferencia del caso a temperatura cero en donde el producto temporalmente ordenado de
los campos es tomado respecto al vacio de la teoria interactuante. Al igual que en T =0
resulta conveniente trabajar en el esquema de interaccic’)nEl, en este esquema el campo se
representa de la siguiente forma:

2.31) G(x) = U (¢, to)pr(x) UL, 1),

siendo U(t, fp) el operador de evolucién, #) un tiempo de referencia y ¢; el campo en el
esquema de interaccion. Sin pérdida de generalidad se toma el siguiente orden en el tiempo
en donde ademads se ha tomando en cuenta un tiempo adicional T

(2.32) —T<h<---<IN<T.
Entonces utilizando que U(t,—1) = U(1, t)) U1 (-7, £y) se obtiene

(2.33) (Tp(x1) - pxn))y ={U (1, 10) [TPpr(x1) -+ pr(xp)U G, -1 U (-7, 1)),

2Consultar Ref. [28] capitulo 8.
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CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA TERMICA DE CAMPOS.

en el limite T — ooy fy — —oo se cumple que U(-1, fy) — 1 por lo que finalmente se tiene

(2.34) Gp(x1,+++,xn) = (U (00, —00) [Tp1(x1) b1 (xn) Ul00, —00) ] ),
donde

(2.35) U (oo, —c0) = Texp|—i f dtH[(t)],

(2.36) Ul (co0,—00) = Texp|i f dtHI(t)],

en la expresion anterior T se refiere al ordenamiento anti-temporal de los operadores mien-
tras que T se refiere al ordenamiento temporal, H; es el hamiltoniano del sistema a estudiar
en el esquema de interaccion. Al desarrollar en serie de potencias las ecs. y bé-
sicamente se obtendran términos como el siguiente:

(2.37) (|TO1e) - Ontaew) | [TOL ) -+ On Y] ),

de esta expresion resulta evidente la razon por la cual se tienen que trabajar con cuatro ti-
pos de propagadores.

Mediante un andlisis similar es posible obtener el propagador (11) [23] para el caso de
fermiones el cual se pretende usar a lo largo de esta tesis. Su expresion esta dada por

. i(p+m)
(2.38) Spnp) =5 e e m)§(p*—mAn(p-w
en donde
2.39) Ny = — 2 o)

+
e 41 e Bl 41

contiene la informacién de la distribucién de Fermi-Dirac para particulas y anti-particulas.

2.4. Propagador de tiempo propio de Schwinger a orden
lineal en B.

El propagador de Schwinger [29-31] estda dado por la solucién a la siguiente ecuacion
diferencial

(2.40) (iv"2Dy — m) S(x, x') = 6W (x - 1),

13



CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA TERMICA DE CAMPOS.

donde
(2.41) Dy =0y +ieA,

es la derivada covariante asociada al grupo de norma U(1). La solucién a se puede
proponer de la siguiente forma:

(2.42) 55, =005, ) [ 2L gin g,
. X x)=®(x,x (27[)46 £(p),

en donde la fase ® se define de tal modo que satisface

(2.43) i2,®(x,x") = SF”V(X_ ) d(x, x)

Tomando el caso de un campo magnético constante de fondo se tiene que el potencial vec-
torial puede ser expresado de la siguiente manera:

1

Entonces la fase

(2.45) ®(x,x) = exp( xHFyy X' )
satisface ya que
2,0 = (ia —eA )q>
(2.46) ( 3 ,wx’v + F,Wx )cD_
e

Ademads al multiplicar por cualquier funcién f de las coordenadas espacio-temporales se
tiene la siguiente propiedad

(2.47) Dy (Of) = ® |0y = = Fun(x—x)" | .

14



CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA TERMICA DE CAMPOS.

Si f(x, x") es invariante bajo traslaciones, entonces su transformada de fourier esta dada por

no_ d4p —ip-(x—-x) F
(2.48) flx,x) = f we fp),

entonces aplicando (2.47)

0
pu__F

. d4l9 —ip-(x—x)
(2.49) D [S(x, x| :chfwe P 2 Fuvg i SE(p),

y sustituyendo de vuelta en la ec. (2.40) se obtiene

d* ; / j
(250)  ®(x,x) f ﬁe‘”"“““ [ p-ok g~ | Sr(P) =0 =),
la cual solo se satisface si se cumple
0
(2.51) [p—m— F‘Wap# Sr(p) =1.

Apartir de lo anterior resulta conveniente separar el propagador en espacio de momentos
en una parte independiente del campo electromagnético y una dependiente de él. Es decir

(2.52) Sr(p) = So(p) +SB(p),
donde

p+m
(2.53) So(p) =

p%—m?+ic’

entonces sustituyendo en la ec. (2.51) y solo considerando los términos que son lineales en
el campo magnético se obtiene

d
(2.54) [p—m]Sp = —FW o So,

multiplicando por Sy por el lado derecho se llega finalmante a

0

2.55 Sp=S§
( ) B 0 aph

So.

FIJV
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Por lo tanto sustituyendo la forma de Sy y su derivada se obtiene:

Fuyy  2F™yupy(p+m)
p?—-m?+ie  (p?>—m?+ie)?

(2.56) S _(ie) p+m
) B2 ) p2—m2+ie

Para un campo puramente magnético el tensor electromagnético se puede escribir de la
siguiente forma:

(2.57) Fyy = —Beyapb®uP,

donde b® = (0, b) solo contiene componentes espaciales que indican la direccién del campo
magnético y 1P es el vector de velocidad del sistema en donde solo hay campo magnético.
Al sustituir la expresion anterior se obtienen las siguientes identidades:

Epwy*y” = —Bepvaph® uPyty”

(2.58) =2iB [YaYﬁYS - g,uvy5] b uP
= 2iBysbu,

y adicionalmente

Funy'p¥ = —Beyyaph® uﬁy“pv

(2.59) = —iBYs5 [~YvYaYp + &vaYp— &pvYa + apYv] b UPp”
= iBys[pbu—(p-b)u+ (p-wb].

Entonces sustituyendo en la ec. (2.56) y simplificando se obtiene:

(-p+mbu [pbu—(p-b)u+ (p-u)b]
p?—m?+ie p>—m?+ie

)

ie 2iBys
Sp(p) =|—
5(p) (2 ) p?>—m?+ie
B eBys
(p?2—m?2 +ie)?

(2.60)

[-mbu+(p-bu—(p-uwb)].

Por lo tanto

eBG(p)

(2.61) Sp(p) = PP+ i)

16
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donde

(2.62) G(p)=mub+(p-Du—(p-wb.

Utilizando la forma anterior del propagador de Schwinger y ademads utilizando la receta
(2.63) Se=Sk—|Sr=S¢|n(p-w,

la cual es el andlogo fermionico de la ec. , en donde

(2.64) Se=7v"S}y’,

entonces sustituyendo se encuentra que

(2.65) Se=S0+ 55— [So=So|melp-w) + [S5 =S| nelp-w),

por lo que es evidente apreciar que el propagador linealizado en el campo magnético a tem-
peratura finita tiene la siguiente descomposicion:

(2.66) Se=So+Sp+Sr+SrB,
donde

(2.67) Sr(p) = Cm)i(p+m)é(p* - m*n(p- u),
y

(2.68) St(p) = —i(2m)eBG(p)d' (p* — m?).

La descomposiciéon dada en la ec. (2.66) resulta conveniente ya que al calcular diagra-
mas de Feynman resulta facil identificar el origen de cada contribucién.

17



CAPITULO

PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DEL NEUTRINO EN UN
MEDIO MAGNETIZADO.

os neutrinos al propagarse en un medio adquieren propiedades interesantes debido

a las interaciones que estos tienen con las particulas que conforman el medio. El

estudio de estas propiedades es crucial para un mejor entendimiento de las fuen-

tes astrofisicas de su produccién como lo son estrellas, GRBs, Supernovas, entre

otros [32-34]. Por ejemplo, en un medio los neutrinos sienten un potencial efectivo el cual

puede tener el efecto de aumentar drasticamente la probabilidad de cambiar a otro sabor de

neutrino, a este comportamiento se le conoce comunmente como efecto MSW (Mikheev-

Smirnov-Wolfenstein) [35]. Adicionalmente un neutrino de Majorana puede desarrollar in-

teraciones dipolares eléctricas y magnéticas debido a que el medio crea asimetrias CPT en

las interacciones electromagnéticas efectivas [36]. En este capitulo se pretende desarrollar

los fundamentos técnicos que permitan entender los efectos que tienen los neutrinos al

propagarse por medios que adicionalmente tienen presente un campo magnético estati-

co y uniforme. Para ver los efectos de este peculiar medio se calcula la contribucion a la

auto-energia del neutrino ya que esta funcién codifica la manera en la que la relaciéon de
dispersion difere de la correspondiente al vacio.

3.1. Vértice del neutrino en un baiio térmico de electrones.

Para conocer las contribuciones a la auto-energia del neutrino en esta seccion se sigue
el método del vértice el cual es ampliamente tratado en la Ref. [37]. Las contribuciones al
vértice se presentan en la fig. (3.1). Usando las reglas de Feynman a temperatura finita [38]
se obtiene que las contribuciones de cada diagrama estdan dadas por:

18
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MAGNETIZADO.

e (p—q y(q)]
W(

p) W*(p-q)
IZ (q)
ve(k) WHk-p)  ve(k') vitk) vk ve(k) e (k-p) Ve(k')
(a) Diagrama W (b) Diagrama Z (c) Diagrama W’

Figura 3.1: Diagramas de Feynman que contribuyen al vértice del neutrino en un bafio tér-
mico de electrones.

d*p (—igy.L —igyplL) .
~(W) _ a . . . ap
@.1) -l = (2n)4( NG )ZSF(p_q)(_leY/J)lSF(p)( NG )IWF (k-p) ,

—ir? = (—ingaL)iZ“ﬂ(q)(—l)f d'p
(3.2) H F (27)4

xTr{iSp(p— q)(—iey)iSp(p) [—igzyplaz +bzys)]}.
Donde
(3.3) §2= 2cosfy’
(3.4) ay = —%+Zsin29W,
1

(3.5) by = 5

Tomando contribuciones solo hasta orden Mv_vz se tiene que el diagrama de la fig. (3.1.c) no
contribuye en el orden considerado debido a que tiene dos propagadores de W. Entonces
tomando esta aproximacion en los propagadores de Zy W se obtiene:

. ~ig®P
(3.6) iwPk-p=—-—-2___
E (k-p?-M2,
. —ig®h
3.7) i7% (g = —2>—
F g% - M,

sustituyendo la simplificacién de los propagadores en las ecs.[3.1]y[3.2)se llega a
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MAGNETIZADO.
2 4
. eg” (dp .. -
3.8) —iry = —- f i VaLiSk(p - q)WSF(P)Y“Lm’
2 4
. egyYal [ d*p
(3.9) ~iT = _qzzYa (21 )4Tf[15F(P DYuiSFp)y*(az+bzys)].

La siguiente aproximacién que es conveniente tomar es el limite local en el cual se despre-
cia cualquier variaciéon del momento sobre la masa. Entonces tomando esta aproximacion
se tiene

(3.10) —iFLW): 2M2 f(z )4YaL15F(P DYuiSr(p)Y*L,

. eg Y L
(3.11) —lrLZ) 7Va f(z i Tr{iSr(p— @) yuiSr(p)y*(az +bzys)}.
Antes de proseguir conviene hacer uso de la siguiente identidad
(3.12) Yo LAY*L=—Tr[Ay®L]yqL

en las ecs. (3.10) y (3.11). De esta manera se llega a las siguientes expresiones:

eg’yol [ d*
(3.13) —iry") = i\;z‘" f (zﬂl;Tr[iSF(P_q)Y,uiSF(P)YaL]’
w

_ipn_ %8zYal [ dp

3.14
(3.14) V) G

Tr{lSF(p DYuiSr(p)y*(az+bzys)}.

Con esta forma se puede notar que al calcular —i FLZ ) se obtiene automanticamente —i FLW)

haciendo la sustitucién

2 2
1 1

3.15 -4 - =
8.15) M, 2M§V 2 2

Entonces para el resto de los célculos solo se desarrollard FLZ ) hasta su forma mads simplifi-

caday de esta se obtendra la de FLW).

Usando el propagador del electron dado por la ec. se observa que este se descom-
pone en una parte a temperatura cero y una parte a temperatura distinta de cero

(3.16) iSp(p) =iS%(p) +iSL(p)
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para las contribuciones puramente dispersivas solo se tomaran las contribuciones con un
solo factor de 7. Las contribuciones solo térmicas al vértice se denotaran como F;l. Enton-
ces se obtiene:

eg%YaL d4p
Mz ) et

< Tr{[iS%(p = PyuiSE(P) +iSE(p— QyuiSp(pIy*(az +bzys)},

(8.17) —il\? =
sustituyendo la ec. (2.38) en la expresion anterior y tomando solo los términos antes men-

cionados se encuentra

egéYa
2
M7

) L d*
(3.18) —il\? = f (271?3 Tr{[(p— g+ M)yu(p + my*(az+bzys)|}

)

[5(p2—m2)n(p-u) Slip— g —m?Inl(p—-q) - ul
x +
(- q)2— m? P2 — m?2

de esta manera es conveniente definir

'W,Z) _ wW,Z
(3.19) WA =g Wy,

donde

2
(3.20) yv(z’:@f d'p Tr{[(p— g+ m)yu(p+m)y,(az+bzys)]}
g M2 J @m)’ .

[5(p2—m2)n(p-u) Slip—q)?—m?Inl(p—q) - ul
x +
(p—q)?-m? p2—m?

Al realizar el cambio (p — g) — p en la segunda integral se obtiene

(3.21) %V(Z):egzé d4p3 Tr{[(l”‘W+m)7u(lﬂ42rm)sz(az+bzy5)]}
Mz J @m) (p-q)*—m
Te{[(p+m)yu(p+q+m)y,(az+bzys)|} ) )
" (p+q)?-m? o(p™—m m(p-u),

pero la trazas se pueden descomponer de la siguiente forma:

3.22) Tr{[(p+ myu(p+q+m)y,laz +Dbzys)|} =4az [2pupy — (p* — m*) guv
+(qupv+ pugy) — (p- Q)guv] +4in€aupquppy
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3.23) Tr{[(p— g+ m)yu(p+m)y,laz+bzys)|} =4az [2pupy — (p* - m*) guv
—(qupv +pugv) +(p- q)g,uv] +4in€UppquPp,

reemplazando estas expresiones en la ec. (3.21) se llega a

(3.24)
o 4eg§ d*p | az[2pupy— (p*—m*)gu - (qppv+pyqv)+(p q)gyv]
pv 3 7
(2m) (p—q)—

+(q—~-q)

S +(g— —q)] }6(p2 —m*)n(p-u),

P
Z€oupvdq P P-q%-m

realizando la integral sobre py con ayuda de las ecs. (A.16), (A.17), (A.19) y (A.20) se obtiene:

(3.25)
4eg d’p 1 2pupv+ (Gupv + pPuqv) — (P~ Q) guv
7, = 287 { -\ | 2Pu & a K - ]
pv o7 2E az(fe+ fe) 2000 +(@@—-q)
. 1
Dol Blego 0" | G+ @ -
donde
(3.26) pt = (E, p),
(3.27) E=\ /ﬁz +m2,
1
(3.28) foz= ST

Es interesante resaltar que debido a la invariancia de norma se cumple la siguiente identi-
dad

(3.29) ' T qg) =
pero de la ec. que define a 7, (W:2) (q) se puede apreciar que tiene la siguiente caracteristica

(3.30) T =T (- q),
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entonces utilizando lo anterior igualmente se cumple que

(3.31) 0T @ =q" TP a) = D) |-4" TP (- q)

Cumpliendo estas propiedades se puede demostrar que el tensor 7, g W2 (g) tiene la siguien-
te descomposicion:

(3.32) TN =T R + TLQW P + T Py,
donde

_ o Uylly
(3.33) R/JV = gpv - 7;

iy
(3.34) Quv = —=—,

u

i

(3.35) P,uv = 6€pvaﬁq u

y ademas se han definido

_ quq
(3.36) Euv = Guv— %,

(3.37) = g’

utilizando el hecho de que los tensores R,Q y P son ortogonales y estan normalizados de
acuerdo con el apéndice C. Se tiene

(3.38) gwn _1 R = 1] gruwzy _ B0 o wz)
. r NV - H 2 uv ’
poppay
T, w,Z gwz u Wz
(3.39) w,2) _ QHV ( ) _ ‘OJ—/J(V )
1
g W2 _ v g-(W,2)
(3.40) Tp 2p WA,

pero las contracciones de los tensores estdn dadas por
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(3.41)
;g*“wz’—zeg% (23573 leiaz(fe+fe —2;2+_22(;’7.;7?)+(q~—q)],
b € kgt )
(3.43)
ZP”VJL(WZ) 4egZ sz (2135;3 21E £ (p~u) gy +(q—»—q)],

entonces tomando solo las contribuciones al diagrama (Z) y después de simplificar las ex-
presiones se obtiene:

2eg? B
(2) _ Z
(3.44) T = »E az |A- ﬁ] ,
4eg B
2 _ z,

4e
(3.46) T = - "(’;Z b;QC.

My

En las férmulas anteriores se han definido las variables A, By C con el objetivo de simplifi-
car en lo posible las integrales, estas integrales se definen de la siguiente manera:

2m*-2(p-q)
(3.47) AQ,Q) = f(z )32E(fe fe)[m+(q—’—®],
L [2(p-wP+2(q-wp-w - (p-q) _ ]
(3.48)  B(Q,Q)= f(z )32E(fe fe)[ 71200 0) +g— -,
. (p-u) 1 B ]
(349 C(Q’Q)_f(Zn)32Ef G q2+2(p'61)+(q N

3.2. Estructura del vértice del neutrino

Como se vio en la seccion anterior el vértice electromagnético del neutrino tiene la si-
guiente forma:

zw zZw zW
(3.50) oM =\ g PRy + 7 Quy + 737 Py
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sin embargo para el andlisis que se realizard en la presente seccién es conveniente expre-
sarlo como:

Uy, Uy Uyl

rIEw [3—(2 W) (guv " )Y v T2 W)( ZZV v W)( eyvaﬁqauﬁ)yv] L

(3.51) _ W)
ZW ZW zwy) [ Uully iTp"
= |72Wg,y +(6—( gt ))( - )YVJF e —cinapd by | L

Usando la identidad @, y" = u,y" — 2 4] y también la definicién de gy se obtiene:
(3.52)

W - [F(Z Mgy + E2" i+ iFY " oy yuy —you) g + iFPW emﬁq“uﬁyv]L,

donde se definen los factores de forma

(3.53) Fl(Z’W) = *OTT(Z’W) Qz (6‘(2 W) g—]gZ,W)),
(3.54) pz(ZyW) == (g-(z W) Lg/-T(Z,W))’

Q
(3.55) iFéZ’W) =—— (9]’(2 W) LO]-T(Z,W))’

Q

fj'(Z W)
zZw)_<P

(3.56) F4 - o

En términos de las integrales A,By C

2ega Q? 30%\ B
(3.57) FiZE#{(I z)A (1‘_2)72}’
M, Q Q°Ju
2eg2az 1 3B
(2) _ 4
(3.58) El e ]
(z)__2€874z Q [3B
(3.59) lF3 T 2 2|2 ’
M2 Q
4egZb
(3.60) Fo =827 ¢
MZ

Es claro notar que las definiciones de A, B y C estan construidas de tal manera que sus ex-
presiones son las mismas sin importar de qué diagrama se esté tratando.

25



CAPITULO 3. PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DEL NEUTRINO EN UN MEDIO
MAGNETIZADO.

3.3. Auto-energia del neutrino apartir del vértice
electromagnético.

La amplitud de dispersién fuera de la capa de masa para un neutrino en un campo elec-
tromagnético es:

(3.61) i =T (k') [-iT 4k, k)] u’ (k) AH (),

donde A¥(q) es el potencial electromagnético en espacio de momentos. Entonces el ele-
mento de matriz estard dado por:

(3.62) Svy = —iT,(k, k") A*(q),

en la expresion anterior se han incluido en FL las contribuciones (las cuales tiene la misma
forma funcional) de los diagramas (W) y (2)

1@ w)
(3.63) Pp=T7"+T",

cada contribucidn a su vez se puede expresar de la siguiente manera:

(3.64) T (k, k" A*(q) = My (@) F* (),

donde el tensor electromagnético se considera en espacio de momentos

(3.65) F*(q) = —i(g"'AY - q" AM),

y el tensor M,,, contiene las contribuciones de los diagramas (Z) y (W)

(3.66) My = MY + M),

para el caso de un campo magnético constante es suficiente hacer la siguiente sustituciéon
(3.67) FH — @m)*6(q) F*,

con F*Y constante. Entonces al tomar el limite estético se obtiene

(3.68) Syy = —i(2m)*8(q) My F*¥ | 4—0,
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en esta expresion resulta evidente ver la contribucion de la auto-energia la cual es:
(3.69) T = My F*Y| 4.

Entonces para encontrar las contribuciones a la auto-energia solo basta con encontrar la
forma explicita del tensor My, y después tomar su limite estatico. Para ejecutar el procedi-
miento anterior primero se tiene:

Para encontrar la forma de M*" se puede observar que el primer término de la expresion
anterior se puede reescribir de la siguiente forma:

Figuny A"L=F |gu - qZ Z’V ) YV AFL

VA[J VA[J
_ R Yedvd _ Quavy )L

q9* q9*
1AV e
3.71) =y (DAL e )L
q q
iF
9 '

Empleando la misma técnica sobre los términos restantes se obtiene

iF iF 1 a. B

De la expresion anterior antes de tomar el limite estatico se observa que u, F*" = u, F*¥ =0
ya que no existe componente eléctrica y F; = 0 en el limite g — 0 entonces se obtiene

1
3.73) 2= (Myylg—o) F*' = > (Falg—o0) €uvapy uPFHVL,

pero reescribiendo las expresiones usando la definicién del campo magnético

1
(3.74) By = 2 €appv uPFH,
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sustituyendo se obtiene:
(3.75) 2= (EP g0+ F{"140) BL.

Entonces las contribuciones explicitas a la auto-energia son:

(3.76) s (1 = %8 0 Q— 0)BL
. - MIZ/V ) )
4byeg>
(3.77) 3D (k) =282 ¢(0,Q — 0)BL.
MZ

Sustituyendo el valor de C(0, Q — 0) dado por la ec. (B.33) se obtienen:

(3.78) sMW) (k) =

- fE)BL’

ZgZ

(3.79) (k) = 2N

f dP(f, - £ BL.

Se puede apreciar que la contribucion a la auto-energia del neutrino en un medio de elec-
trones magnetizado es puramente magnética.

3.4. Auto-energia del neutrino usando el propagador de
Schwinger.

Usando el método del propagador de Schwinger se calculan directamente los diagramas
que contribuyen a la auto-energia ya que el propagador dado por la ec. (2.66) contiene los
efectos a primer orden en el campo magnético. Los diagramas relevantes se muestran en
la fig. (3.2). Usando las reglas de Feynman se obtienen las siguientes expresiones para los
diagramas:

(W) 8
(3.80) —iZ, 5 (k) = f(z )4( )ZSTB(P)( \/—YVL)ZW’W(/C p),
d4
(3.81) —iZ(TZ]_;(k) = —igzyuLiZW(_l)f (2754 Tr[(—igz}/v)(az+bzy5)iSTB(p)].

Entonces al igual que en la seccion anterior el limite local de los propagadores de los boso-
nes de norma es:
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W+ (k- p) e(p)
/\ T o
Ve(k) e (p) Ve vk (k)
(a) Diagrama Z (b) Diagrama W

Figura 3.2: Diagramas de Feynman que contribuyen a la auto-energia del neutrino en un
plasma magnetizado.

(3.82) W (k- py~ B
My,
W
(3.83) iZM0) =5
VA

Entonces al sustituir de vuelta en las ecs. (3.80) y (3.81) se obtienen:

(3.84) —iz0P (k) =

2M2 f @n )leSTB(P)Y”L

(3.85) -iz% k) = gZ uLf Tr[yu(az+bzys)iSta(p)].

@2m)*

Las expresiones a integrar se pueden simplificar usando la ec. (3.80) y propiedades de las
trazas de las matrices de Dirac

YuLiSTe(p)Y"L=7y,LeB2m)5' (p* — m*)n(p- w)G(p)y*L
(3.86) = eB@2m)d' (p* — m*)In(p- wy,Lys [mub+ (p-b)u— (p- wb|y*L
=eB2m)&' (p° —m*)n(p-w2[(p-b)u—(p-wb] L,

Tr[)’p(“Z"‘bZYS)lSTB(P)] =eB(2m)&' (p* - m*)IN(p-w) Tt [y laz + bzys)G(p)]

(3.8
= eB@2m)b'(p* - m*)n(p- wibz [(p-b)uy— (p- Wby .

Entonces sustituyendo
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W) 82 d4P 12 2
(3.88) —iZ,p (k)= 2eB(2n)fW5 (p"—mIn(p-w[(p-bu—(p-wb]L,
W
(3.89) ~iz@ (k) = gZ4bz B(2m) f ~ P 5 (0%~ mAn(p-w [(p- bYu—(p- wb] L.
M2 2m)

Entonces al realizar el cambio de variable dado por la ec. (3.15) es posible, al igual que en
el caso anterior, obtener () apartir de (). De las expresiones para la auto-energia resulta
conveniente definir

(3.90) Iy= —2f ﬂa’(pz —m*)n(p-u)p
sustituyendo se obtiene:

ngZ

(3.91) -iz@ k) = eB[(I-u)b-(I-b)u]L.

Z

Pero debido a que I, es un 4-vector que depende de u, se tiene lo siguiente:
(3.92) Iy =auy,

donde a = (I - u). Entonces

2ibzg;
(3.93) s B = 28 oo
M;
pero delaec. se conoce
dp 1 d
(2 R2Eag e

(3.94)
- | art-fo.

Entonces finalmente

(3.95) =0 (k) =

- fE)BL’

(3.96) = (k) = bz gZ

f dP(f, - £ BL.

Se puede observar que las contribumones obtenidas para la auto-energia coinciden a la
perfeccion con las encontradas por el método del vértice.
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3.5. Aplicaciones.

Como aplicacién principal en esta seccion se pretende calcular la relacion de dispersion
del neutrino asi como su indice de refraccién en el medio compuesto tinicamente por elec-
trones.

Se observo en las secciones anteriores que la auto-energia posee la siguiente forma:
(3.97) YX=(ak+bu+cB)L.

Entonces la relacion de dispersion para el neutrino se encuentra resolviendo la siguiente
ecuacion

(3.98) det(k—-ZX) =0,
sustituyendo la expresion para la auto-energia se tiene
(3.99) det[(1-a)k—bwu—cB] =0,

en la expresion anterior es posible poner a = 0y utilizando la representacién de Dirac de las
matrices de gamma se obtiene

—(%—cﬁ)-&

—b
(3.100) det| .= _
(k—cB)-& —(E—-Db)

=0.
Reduciendo el determinante a uno de menor dimension se llega a
(3.101) det|~(E-b)? + (k- cB)-6 (k- cB)-5| =0,
g = - - g = 2 . .
pero (k - CB) -0 (k - cB) -0 = (k - CB) por lo que al sustituir se encuentra

(3.102) —(E—b)%(%—cﬁ)z - 0.

Por lo tanto la relacién de dispersion del neutrino en un medio de electrones magnetizado
es:

(3.103) E;=1k—-cB|+b.
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Para campos magnéticos débiles (|cB| <« |k|) se obtiene:
(3.104) E;~|kl-ck-B+b.
Por otro lado el indice de refraccion estd dado por:

L

3.105 n=—.
( ) E;

Entonces al sustituir la relacion de dispersion en el limite de campo débil

(3.106) n=1+

tomando los resultados obtenidos en [39] se tiene que

2 b, o
g 287
(3.107) b=ne—ng) |6es—5 — ;o (s=ep1),
AME, M,
y del presente célculo se obtuvo
(3.108) f * Ap(fy— £ |58 _ Cb2E ( )
. c=- —fe - ; s=e 1),
o APUeJe “8n2M2, 2m2M% K

en el limite no relativista n; — 0 y usando la ec. (B.37) se obtiene finalmente:

2 b, o?
g z87
(3.109) b=n, 6e,s—2 - Sk (s=eu,1),
4My, M7,
2 2
n e ebzg
(3.110) C:—'B = es gz - ZZ ; (s=eu,1).
m 8My,  2M7
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CAPITULO

PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DEL NEUTRINO EN
MEDIOS EN MOVIMIENTO.

Actualmente experimentos como IceCube [40] han hecho posible la deteccion de neu-
trinos de tal forma que hoy en dia es realizable la astronomia a partir de ellos [41,42]. Es por
esto que cada vez es mds importante conocer las propiedades de los neutrinos al propagarse
en medios cada vez més complejos ya que desde su produccion hasta su deteccion pueden
propagarse por bafios térmicos de particulas de diferente especie y sujetas a campos elec-
tromagnéticos de fondo. Normalmente al realizar célculos de estos sistemas es indispensa-
ble considerar el 4-vector de velocidad del medio el cual al final toma una forma trivial al
elegir el sistema de reposo del medio, sin embargo al considerar la propagacion de neutri-
nos en dos medios en movimiento relativo no es posible tomar la misma simplificacién. En
el presente capitulo se consideran los posibles efectos de la propagacion de neutrinos en
un sistema que contiene dos medios en movimiento relativo ademads de estar presente un
campo magnético estdtico y uniforme en el sistema de reposo de uno de ellos.

4.1. Auto-energia a partir del vértice electromagnético y
sutilezas.

El procedimiento para obtener las contribuciones a la auto-energia a partir del vértice
es el mismo que en el capitulo anterior. Dentro de las suposiciones adicionales a considerar
se toma cada medio lo suficientemente diluido como para considerar en una primera apro-
ximacion que no hay interaccion entre las particulas de los dos medios.

Para distinguir los 4-velocidades de cada medio se denotaran como u, la 4-velocidad del
medio considerado en reposo, mientras que se denotara por uZ, ala 4-velocidad del medio
en movimiento respecto al primero. Entonces, debido a que no se consideran interaciones
del tipo e — ¢’ el vértice asociado al medio en movimiento contendra factores de forma F,,
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Fgrp, Foi3 y Foy que dependeran de

@.1) Qo =q- U,

4.2) Qe =1/(q-ue)?—q?,

donde g = k- k' es la diferencia de momentos de los estados inicial y final del neutrino. En-
tonces, evaluando los productos invariantes de Lorentz en el sistema que se toma en reposo
se tiene

(4.3) Qe’ = Qe ug/ - ée . Ue’,

(4.4) Qe = \/[Qeugz - (_je : ﬁe’]z - Qg + Qg

0

o U,/). Entonces tomando el limite estético (Q, — 0)

En donde se ha usado que u’:, =(u

(4.5) Qe’ = _ée : Ue’»
\/ S o 12 5
(4.6) Qe =1\/[Qe-Ux|” +Qz.

De la expresion anterior se puede observar que al tomar el limite uniforme Q, — 0 tanto
Q. como Q. se vuelven cero. Esto resulta ser un problema debido a que las funciones de
correlacion a temperatura finita no tienen un comportamiento analitico cuando g — 0, es
decir, se obtienen diferentes resultados dependiendo del orden en que aproximen a cero los
pardmetros Qp y Q. Separando a Q, en sus componentes paralela y perpendicular a Uy y
tomando Q. — 0 se obtiene

4.7) Qy =0,
(4.8) Qe = Qe

con lo cual se asegura la obtencion de un campo electromagnético estatico y uniforme al
igual que el obtenido en el sistema en reposo, con la diferencia que debido a las propieda-
des de transformacion del campo electromagnético, en el sistema en movimiento se obtiene
adicionalmente campo eléctrico.

Para el caso de dos medios esencialmente se tienen las siguientes contribuciones al vér-
tice

4.9) T,=[rP],+ (], + [F;,Z)]N+ [rﬁ}”]u,
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en donde los dos ultimos componentes se refieren a los que se obtienen del medio en movi-
miento relativo. Es importante remarcar que esta separacion de las contribuciones se debe
a que no se estan considerando los efectos de posibles interacciones entre los electrones de
los dos medios. Las nuevas contribuciones al vértice provenientes del medio en movimien-
to relativo tienen la misma estructura que las ya calculadas en el capitulo 3. Entonces se
tiene lo siguiente

(4.10) [F(WZ)] [ oW, 2)

f ] Wb

en donde f = e, ¢’ indica la procedencia de la contribucién. Su descomposicién en términos
de tensores R, Qy P es

zZW Z,W Z,W o (Z, W
(4.11) F;N ) = ‘Oj}(T )RfuvY +O~( )Q ,uvy +T fP )PfHVY

en la expresion se tiene que enfatizar que cada término tendrd una dependencia diferente

respectoa ul o u’:, por separado. Aplicando el razonamiento del capitulo 3 se encuentra que

la contribucién para la auto-energia es

(4.12) 2 = (Muylg—o) F*,

donde en esta ocasién

(4.13) Myy = (M7 ] + [M] (M), + (M

La contribucién del sistema en reposo fue calculada en el capitulo 3. Mientras que la estruc-
tura de la contribucién del medio en movimiento es:

(4.14)
(Z w) - -(Z,W)
iF, IF ;>
zZ,W '2 zZ,W W
[M( )] — > deuYvt _eqz Ge'ylUevlle — Fé/ )ue’va + 2Fé14 )EpvaﬁYa ufr L.
e’ e

En esta etapa surgen dos problemas importantes: uno es que debido a que el sistema estd
en movimiento relativo se tiene tanto campo eléctrico como magnético debido a la trans-
formacion del campo electromagnético. Al tomar el limite estéatico se puede observar que
Fer1, Fora, Fo3 y Fpy son finitas. Entonces las contribuciones a la auto-energia son

(4.15)
lF(Z W) W)

=7 q 2 HF Vv eqé qe’,uFHv Uelvlle —

e e

W 1 7w
’ )
F(,3 )uezuF‘”yv + Fé )eumﬁy“ ue,F‘W
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En donde se puede apreciar que F, y Fp3 son cero en el limite estético. Pero a diferencia
del caso anterior se tiene que F,, contribuye debido a que en este sistema se tiene adi-
cionalmente campo eléctrico (es decir, F*'u,,, # 0). Esto en el limite estdtico causa una
divergencia de % ya que F,; es finito.

4.2. Auto-energia usando el propagador de Schwinger.

En este caso se tiene que el propagador a temperatura finita para los electrones del me-
dio en movimiento es:

(4.16) Sy =Sp— [Sp—gp]n(p-uer).

Entonces siguiendo la misma linea de pensamiento que en el capitulo anterior, el propaga-
dor se puede descomponer de la siguiente forma:

(4.17) Sf=S0+Sg+ST+Stp

en donde es claro que la informaciéon perteneciente al medio en movimiento estard conte-
nida en los términos con temperatura y la informacién perteneciente al campo es exacta-
mente la misma que en el caso del medio de fondo. En particular se tiene que

(4.18) iShp = eB2m)& (p* — m*In(p- us)G(p).

Entonces usando las reglas de Feynman en los diagramas de la fig. (4.1) se tiene que las con-
tribuciones a la auto-energia por parte del medio en movimiento son:

d*p (-ig -ig
4.1 —iz'W :f P (— L)" (— VL) WM (k-
(4.19) X5 (k) ) \/EY” iStp(p) \/EY iWH (k= p),
d4
(4.20) —iz’%)(k) :—igZYyLiZ”"(—l)f (2;)94 Tr[(-igzyv)(az+bzys)iST5(p)].

En este caso se utiliza, al igual que en el capitulo 3, el limite local del propagador del
bosén W'y Z por lo que la parte del integrando adquiere la siguiente forma:

YuLiSyp(PY"L="y,LeB2m)& (p* - m*)n(p- ue) G(p)y*L
(4.21) = eB2m)&' (p* — m*)n(p- ue)yuLys [mueb+ (p-b)the — (p- ue) b y*L,
= eB2m)&' (p* —m*IN(p-ue)2[(p-bthe — (p- ue)b] L,
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W* (k- p) e~ (p)
/\ o
Ve(k) e~ (p) Ve(k) vik)  v(k)
(a) Diagrama Z (b) Diagrama W

Figura 4.1: Diagramas de Feynman que contribuyen a la auto-energia del neutrino en un
plasma magnetizado.

4.22) Tryulaz+bzys)iSrp(p)] = eB2m)& (p* — m*)N(p- ue)4bz [(p- b uey— (p- ue)by],

sustituyendo de vuelta en las ecs. (4.19) y (4.20)

4.23) —izW (k)= 2]; 2eB(2n)f P s'(? —mPnp- ue) [(p-b)the — (p- u)b] L,

1 (2m )4

@24) -iz Dk = 4192 B(Zn)f 45(p —mAn(p-ue) [(p-b)the — (p- u)b] L.
MZ (27)

Aplicando la transformacién de la ec. (3.15) se observa que es posible solo trabajar con la
contribucién de Z y a partir de esta obtener la de W. Entonces definiendo

d
(4.25) Toy= 2[(2 )35(p —m*)n(p- ue) pp,
se obtiene
(4.26) ~is!D (k) = A‘jZszeB[(Iel )b~ (I~ b)ute] L
Z

Pero I’ solo puede depender del cuadrivector ug , entonces se propone
“o_ f
(4.27) I,=agsu,,

por lo tanto la auto-energia es:
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(4.28) —i= 9 (k) = e 2bZeBae (e - te) b — (U - D) o] L.
7

usando los resultados del apéndice A en especifico la ec. (A.24) se obtiene

d3p1d

4.29 g, By 1) =
(4.29) e P = | Grp 2B aE

—(fe — j%)

En donde es facil reconocer que este factor es una funcién de la temperatura, el cuadri-
vector del medio en movimiento y el potencial quimico. Entonces finalmente se deduce
que

2

(4.30) W) = 28y (U - ue) B— (g BYe] L,
w
ngZ

(4.31) =W (k) = —Zzaef [(tter - ) B— (e B)the] L
A4Z

Lo que se puede concluir de estos resultados es que el medio en movimiento contribuye
a By u pero ciertamente no genera un nuevo término en la auto-energia. Tomando el pro-
ducto en el sistema en reposo y parametrizando u, de la siguiente forma

(4.32) ub, = (y,yin)

donde y? = (1 —|ii|®) 1. Al sustituir se sigue

2
(4.33) = k) = —a:e/ [yB+y(ii-Byu| L,
AAN
2eb 2 .
(4.34) =12 (k) = MZZgZ ae [YB+y(@i- B)ike] L.
Z

4.3. Aplicaciones.

Para el sistema de dos medios en movimiento relativo se encontré que la auto-energia
tiene la siguiente forma

(4.35) 2= [ak+ (be+ by +Db5)w+ (co+co)B] L
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CAPITULO 4. PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DEL NEUTRINO EN MEDIOS EN
MOVIMIENTO.

donde b,, b, son las contribuciones usuales que se originan debido solo a la presencia de
los medios, bf, es la contribucion debida al campo magnético y al medio en movimiento y
cer €sla contribucién debida a la componente paralela al campo magnético. Usando las ecs.

(4.33) y (4.34) se obtiene

L o= eo? Zebzg2
(4.36) DE =y Bag |Ses o~ —2 |5 (s=e,m0)
My, M
eo? Zebzgz
(4.37) Co =Yg |0 g2 - 5 Z1; (s=eu,1)
My, M

entonces en la relacion de dispersiéon dada por la ec. (3.103) se obtiene
(4.38) E; = k= (Ce+ o) Bl + (be + by + b5).

La inclusién de un flujo uniforme de electrones al sistema estudiado en el capitulo 3 genera
una contribucién en la relacién de dispersion que depende del dngulo entre el vector que
define la direcci6n del flujo y el campo magnético. Para un flujo que se propague perpen-
dicularmente al campo magnético dicha contribucién queda suprimida de la relacién de
dispersion. Otra caracteristica importante se presenta cuando el potencial quimico es nulo
(u = 0), es que en este escenario f.r y fz son iguales y en consecuencia se suprimen todas
las contribuciones encontradas incluyendo las estudiadas en el capitulo 3. Por lo tanto en
un medio totalmente simétrico en el sentido de que hay la misma cantidad de electrones
que de positrones no exiten efectos del medio.
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CAPITULO

CONCLUSIONES.

En el capitulo 3 se encontr6 la contribucién a la auto-energia del neutrino por la pre-
sencia de un campo magnético en el medio donde se propaga. Es importante resaltar que
aunque el procedimiento para obtener los resultados es consistente y arrojo resultados fi-
nitos todo fue resultado de dos factores importantes: el limite estdtico y la existencia sola-
mente de campo magnético. Para el caso de dos medios en movimiento relativo se parti6 de
la premisa de no tomar en cuenta las interacciones entre los electrones de diferentes me-
dios debido a que si los gases estan lo suficientemente diluidos esto se puede aproximar
a un escenario real. Por esto, el procedimiento para obtener las contribuciones a la auto-
energia fue el mismo y en consecuencia para que el resultado fuera finito (por este método)
se requeria tomar el limite estitico y ademads la no existencia de campo magnético. Como
se discuti6 en el capitulo 4, esto no es posible ya que la existencia de solo campo magné-
tico en el medio que se toma como estdtico necesariamente genera un campo eléctrico y
magnético en el medio que se mueve. Un andlisis preliminar podria revelar que estas di-
vergencias son de origen puramente matemadtico, originadas principalmente por la forma
funcional de la contribucion en la capa de masa del propagador a temperatura finita, el cual
tiene un comportamiento singular en la region explorada. Casos muy similares respaldan
esta suposicion [43,44] , sin embargo la obtencién de resultados finitos usando el propaga-
dor de Schwinger desmiente esto, por lo menos en este caso. El método del propagador de
Schwinger permite llegar a resultados consistentes debido a que provee una expansién en
potencias del campo magnético. En el presente caso solo se us6 la aproximacion lineal de
campo magnético. La inclusion del método del vértice en la presente tesis se realizé para
mantener presente la simetria entre los dos métodos de solucién y adicionalmente para ha-
cer ver las dificultades que surgen al utilizar el método perturbativo a temperatura finita.

Mediante razonamientos muy generales, se puede argumentar que la auto-energia del
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES.

neutrino en el vacio estd dada por la siguiente forma

(5.1) 2(p)=apL.

Donde a solo es un coeficiente que en general dependerd de los parametros de la teoria.
En un medio existe un nuevo 4-vector el cual es el de velocidad del medio, por lo que la
auto-energia se puede descomponer de la siguiente forma

(5.2) 2(p)=(ap+bu)L.

En general para un medio con un campo electromagnético de fondo se obtendrédn nue-
vas contribuciones provenientes del tensor electromagnético. En general [45] propone la
siguiente forma para la auto-energia

(5.3) 2(p) = (a1 pu+biuy+ ap*Fyy + bou" Fyy + asp” Fyy + bsu”Fyy) Y L.

Los términos a;, by y bs fueron encontrados explicitamente en el capitulo 3. Por la forma
antes mencionada se esperaria obtener los términos anteriores y adicionalmente el término
b, debido a que este término representa la contribuciéon del campo eléctrico. Sin embargo,
como se vio en el capitulo 4 este término no esta presente en la auto-energia. Los términos
ap y as no son posible reproducirlos en este cdlculo debido a que en el computo de las can-
tidades se estd tomando el limite local con lo cual cualquier dependencia en el momento
del neutrino queda descartada.

Para analizar las contribuciones a la auto-energia encontradas en el capitulo 4 conviene
recordar la regla de transformacién de un campo puramente magnético en un sistema de
referencia que tiene un vector de velocidad ii. La regla explicita es, ver Ref. [46]:

E'=yiixB
(5.4) o . 2 .
B=yB-L_(u-B)
v+1

Debido a que en el resultado encontrado no se tiene contribucion eléctrica solo se discutira
a B'. Como se puede apreciar en las ecs. y 1 se observa que en el medio en mo-
vimiento se genera un componente paralelo al campo magnético original y otro paralelo a
la direcciéon de movimiento del medio. Lo primero que se puede decir del resultado obteni-
do es que si el medio viaja prependicularmente a la direccién del campo magnético bf, no
tendra contribucion alguna. Incluso en este caso ¢, puede tener una contribucion signifi-
cante debido a que este depende del factor y y por ende si el medio viaja a una velocidad
considerable la contribuci6n a su vez lo sera.
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APENDICE

CALCULOS RESTANTES.

A.1. Integral ?/“u(vz )

La integral a calcular es la siguiente:

(A.1)

o 2 _ %8s [ d'p | az[2pupy— (P~ mN)guy — (Gupy+ pudy) + (P~ 98] +(
H M2 J @2m? (p—q)? - m?

q—-q

s+ (g ——q) }6(p2 —m*)n(p-u),

1
+ibge PP | ————
Z€oupvq P P-q%-m

donde esencialmente existen cuatro tipos de integral a resolver, las cuales son:

Il(q)=azfﬂ[2p pv—(p°—m*)g
(2m)3 LTIHEY i

(A.2) 5(p? —m’)n(p-u)

=@y Puan) + (g = —
d4
12(67) = aZf z—pg [prpv - (P2 - mz)gIJV
A3) &
S(p*-mn(p-w
+(qupv + Pudv) = (P @) uv) (D +q)2 —m?
d*p ,8(p*>-mPn(p-w
(A.4) I5(q) = L ——;
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APENDICE A. CALCULOS RESTANTES.

d'p ,6(p*—m*)n(p-u)
(2m)3 (p+q)? — m?

(A.5) IY(q) =

las integrales anteriores cumplen las siguientes relaciones:

(A.6) L(=q) =L(qg)),
(A.7) I3 (—-q) = 1I4(q).

Por lo que basta con resolver las integrales I; y I3. Por comodidad es conveniente definir

(A.8) ‘Zyv(p; q) = 219,u19v - (Pz - mz)g,uv - (q,upv + ppCIv) + (P . q)gyv

entonces tomando en consideracion primero

~ d*p S(p?—m*)n(p-u)
(Ag) 11(61) - azf@(}:’uv(p;q) (p_q)z_mz .
Usando la identidad
1
(A.10) 5(p? —m?) = 5 [6(po—E) +6(po+E)],

donde E =/ p? + m?, se obtiene:

B d*p [ 1 Twpgnp-w
(A.11) Il(q)—aszf_oodp P AT w——: [6(po—E)+68(po+E)],

simplificando la expresién anterior se llega a

d®p 1

1 [Zw(p@nip-w . Luwv(p,n(p-u)
(2m)3 2E

(A.12) L(g)=a
P =az g*-2p-q Ip=E q*-2p-q

po=—E

en la segunda integral es conveniente realizar el cambio p — —p, esto tiene el efecto de
hacer el cambio p — —p y evaluar en la energia positiva.

d’p 1
(2m)3 2E

Lw(p,gn(p-u) . Lw=p,q)n(=p-u)
q°—2p-q q*+2p-q

(A.13) L(q) = azf

po=E

43



APENDICE A. CALCULOS RESTANTES.

Se observa de la expresion anterior que €, (—p, q) = Ty (p, —q) y ademads

0(E) 0(-E) 1

(A-14) n(p'u)lp():E: eﬂ(E_/J)+]_ +e—ﬁ(E—/J)+]_ = eﬁ(E—N)+1 Efe;
0(-E) 0(E) 1
(A.15) N(=p-uw)lp,=g= P 1] + PCE ] P ] =f,

entonces simplificando ain m4s finalmente se obtiene:

d*p 1 [Tw(p, T oD —a) fs
(A.16) L(q) = az f p L [(Sulpdfe Twlp—@fe))
CrR2E | @ —2p-q | @+2p-q |lp=r
Por lo tanto
3p 1 [Tuw(p,— T (D) s
(A.17) L(g) =ay dpg_ u;(P GI)fe+ p;v(p N fe ’
(2m)°2E| g*+2p-q 2 —2p-q |lpy=
en donde
(A.18) Tpv(P,CI)‘p Ezzpupv—(qypv+pyqv)+(p,q)g'uv'
0=

Usando el mismo procedimiento se obtiene de manera inmediata el resultado para las in-
tegrales restantes

3, P -
(A.19) (@)= (62171’)935_5 [qz—gip'q) ) 6]2+£§P'q) po=E
por lo tanto

3., P -
(420 i@ :f (an)g3§_E q2+£§p-q) B qz—gzp-q) po=E
A.2. Integral a

La integral a resolver es:
a*p oo

(A.21) a=-2 (271)36 (p"—mI)n(p-w(p-u),
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con ayuda de la identidad

(A.22) 8'(p?—m?) = [6(p0—E)+5(p0+E)]

4po 4poE dE

se obtienen todos los factores dentro del integrando de manera explicita

a=-| 5 )32Ef pon(po) —— [6(po—E)+6(po+E)]
(A.23)
_ dspi[_dn(E)ern(—E)
(2m)3 2E dE dE |’
por lo tanto
d*p 1 d
(A.24) 2 28 ap e~ f)-
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APENDICE

CALCULO DE INTEGRALES A,BY C

B.1. Calculo de integral A

La integral a resolver es:

(B.1)

d®p 1 2m?-2p- 2m?+2p-
A= ps—(fe-l-fg){ 5 Pq, > P q}.
(2m)3 2E q-+2p-q q-—2p-q

Entonces expandiendo en componentes los productos dentro del integrando se obtiene:

(B.2) p-v=E
(B.3) q-v=0;

(B.4) p-q=EQp—P-Qf
- _ —EQ}+P-Qr0y
: p-v= 2 _ 2

2 —-Qy

QZ
(B.6) Pt

)

donde p* = (E,p) y g = (Qy, @f). Utilizando @- b = abcos®

[ d&p fz{ 2m? —2EQ +2PQycos0 2m? +2EQ; —2PQycos0 }

= — +

3 2 _ N2 _ 2_0n2_
. (2m)% 2E | Q% - Q5 +2EQp ~2PQrcosf Q% —Q}~2EQy +2PQgcosd
foo dp szzfl { 2m? —2EQs +2PQyx 2m?+2EQf —2PQyx }
0 _ )

+
(2m)? 2E O} - Q}+2EQr-2PQpx Q7 —Q}—2EQs+2PQyx

1
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APENDICE B. CALCULO DE INTEGRALESA,BY C

donde fs = f, + fz y se harealizado el cambio de varible x = cosf. Utilizando

(B.8) fld c+dx 2d+cb—adlo a+b

. X = — ’
R L PR P

se obtiene:

(B.9)

Q% - Q} +2EQy -2PQy
O} - Q}+2EQs +2PQy

)

fld{ 2m? —2EQp +2PQyx } , |2m? + 02 - Q2]
X =-2-
-1 | QF-QF+2EQf-2PQyx 2PQf

(B.10)

1 2m? +2EQ; —2PQyx |2m? +02 - Q2]
f dx ——— =-2+ lo
- Q% - Q} —2EQp +2PQyx 2PQy

Q}—Q} —2EQr+2PQy
Q% - Q} —2EQr-2PQy

)

1

reemplanzando el resultado de las integrales

QF - Q} —2EQr+2PQy
Q% - Q} —2EQf -2PQy

|

log

© AP PZfZ [2m2+9i—Q?]
_fo @nZ 28 | 7 2PQs

(B.11)
0% - Q}+2EQr -2PQy

QF - QL +2EQp +2PQy

—log

Tomando Q¢ = 0 se simplifica la expresion de la siguiente forma:

o 2 2m2—Q2 —
ap_P fz{_4+[ f] [log ) 2P'—lo Qf+2PH}.

(B.12) AZf 8
2PQy Qf+2P Qr—2P

o (m? 2E
Las expansiones de los logaritmos para Q¢ pequefio son:

Qr—2P

(B.13) log Qf+2P‘ z—l%Qf+@(Q§c),
Qr+2P
(B.14) log Q;—ZP‘ ~ 5Qr+0Q}),
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APENDICE B. CALCULO DE INTEGRALESA,BY C

sustituyendo

© dp fP? [zmz_Q?] 2 2
B.15 = At |5
(B.15) A fo em? 28 | Y 2PQ; [ PQf+@(Qf)] ’
simplificando

[ dP i N AD2 52
(B.16) A—fo 2 ZE(fe+fe){ 4P°-2m°+0(Qp)}.

entonces tomando el limite Qy — 0 finalmente se obtiene:

(B.17) A(O,Qfao):_foo ap l(f_+f+){2p2+m2}.
0

(2m)2 E

B.2. Calculo de integral B

La integral a calcular es:

(B.18)
[ dp 1
) @en)32E

N J2(p-v)P+2(p-v)(g-v)-p-q 2(p-v)2—2(p-v)(q-v)+p-q}
(fe"‘fe){ 672+2P'q + q2_2p,q '

Utilizando las ecs. (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) y y haciendo el cambio de variable en la coor-

denada angular se obtiene:

(B.19)
foo dp szzfld { 2E>+EQg+PQsx 2E2—EQ; - PQsx }
= x + .
o (m? 2E J- OF - Q}+2EQr—2PQpx  Qf— Q4 —2EQs+2PQyx

1

Resolviendo las integrales en x con ayuda de la ec. (B.8) se obtiene

Q% - Q}+2EQr -2PQy

0)

8 Q% - Q}+2EQf +2PQy
2 _ N2 _

og Qf Qf 2Eﬂf+2PQf
Q% - Q} —2EQs-2PQy

© dp Plf; (4E* +4EQf + Q7% - Q})
(B.20) B=- f +
o (2m? 2E 4PQy

2 2 2
(4E 4EQf+Qf Qf)
4PQy

|
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Tomando Q¢ = 0y simplificando

(B.21)

© Jp P2 (4E2—Q2)
B:—f d fx {2+ ! log
0

(2m?2 2E 4PQs

Qf+2P Qf 2P
Qf—ZP‘ Qf+2P“

A orden mds bajo en Qy se obtiene:

(™ dP P*fs » o1
(B.22) B= _.[0 (Zn)ZE{ZJFME —Qf) [2P2 +@’(Qf)]}
simplificando
_ © dp (fe"‘fE) 2 2
(B.23) = fo o E {P"+E“+0(Qp)},

tomando el limite Q¢ — 0y recordando que E* = P? + m? finalmente se obtiene:

(B.24) B(0,Qf —0) = fo o )ZE(fe+fe)~{2P +m?}.
Por lo tanto se concluye que
(B.25) A(0,Qf — 0) = B(0,Qf — 0).

B.3. Calculo de integral C

La integral a resolver es:

d3p 1

1 1
(B.26) (ngﬁ(fe—fz) = {q2+2p-q+q2—2p-q}'

Utilizando las ecs. (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) y y haciendo el cambio de variable en la
coordenada angular se obtiene:

(B.27)

C=-

dPP? fA fl { —EQf+PQfox —EQf+PQfox }
(2m)? 2EQ§ - QZ Qf+2EQf 2PQsx QZ Qf—zEQf+2PQfx
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APENDICE B. CALCULO DE INTEGRALESA,BY C

donde se ha definido fa = f. — f. El resultado de las integrales resultantes es

O} - Q}+2EQr -2PQy

QF - Q7 +2EQp +2PQy |’
O} - QF —2EQr+2PQy

(B.28)
1 . —EQ}+PQQrx (QF - QPRE+Qy) 1
=—Qf-—
f_l 92— @ +2B9,-2PQsx ! 4PQ; o8
1 —EQ5+PQfQrx Q% - QY RE-Qy)
f dx{ TR ! }:Qf+ U log
-1 Qf—Qf—ZE.Qf+2PQfx 4PQf

Luego al sustituir de vuelta se obtiene

02—

2 2
dpp? fy (Q;-Qp) I

Q} —2EQf +2PQy

Q% - Q4 —2EQp -2PQy |

-

{(ZE— Qy)log

(2m)? 2EQ§ 4PQy
(B.29) 2
Q-

2 N2 _
@ =Q5
Q} +2EQs -2PQy

2EQf—2PQs

~(E+Qjp)log

Tomando el limite Q¢ = 0 se obtiene

O} - Q}+2EQf +2PQy

|

apPp —2P +2P
(B.30) - Ja {log Qf ‘ “log Qf '}
(2m)? 4Qy Qr+2P Qf—2P
La expansion para valores pequeniios de Q  es:
dPP [ { 2 5 }
C=- — = 0
(B.31) @2 4Q; 5Qr+0Qy)
simplificando se llega a
dP fa
B.32 C=- —1+0
(B.32) o2 10Q)}

Por lo tanto tomando el limite estatico se tiene

1 [e.0]
(B.33) C(O,Qf—’o)——@fo dP(f-—fy)
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B.4. Limite no-relativistade A,ByC

En el limite no-relativista se tiene

fe= e_ﬁ(E_m

(B.34)
e~0

=2
donde E = m+ +—. Entonces

3
—o [LP pe

2m)3
o0 2
b1
(B.35) 3/2
:ize pim— H)(Zm) f dxxle ™
b1
3/2
o2
T2 p 4

Por otro lado en el limite no relativista y adicionalmente en el limite estatico la integral
A tiene la siguiente forma

dp 1 —ﬁ(n%%—u) 2

A(o,Qf~0)=—f0

2nZm m
= —%e‘ﬁ(m H) dPe 2}::
Y 0
(B.36)
__ M pomp (2’”)”2 (ﬁ)
4n2 p 2
= _gne.
En el caso de C se tiene
oo 2
(B.37) = __ze—ﬁ(m—u) dPe Pim
8n 0
__B
=5 .
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APENDICE

PROPIEDADES DE LOS TENSORES R, Quv Y Py

Dado K* € R* su parte perpendicular a g respecto a el producto interno generado por
Suv €s

~ (K-q)
(C.1) Ky = K" = Ky~ %
donde
- quqg
(C.2) gyv = gyv - sz

es el operador que proyecta a cualquier cuadri-vector sobre su componente perpendi-
cular a g. De esta observacion es trivial observar que

(C3) quR" =0
(C4) quQ" =0
(C.5) GuP" =0

De acuerdo a las definiciones se tiene

_uyu
(C.6) Ry =8uw— %
Uyl
(C.7) Quv =~
_d a,. B
(C.8) Pyv = aepvaﬁq u



APENDICE C. PROPIEDADES DE LOS TENSORES Ruv, Quv Y Ppy

De las definiciones anteriores se puede notar que

_ Uuly\(utu”
e = (g ()

2
2
(C.9) PP CALL S
q-u
=0
yaque g-u=0.Luego
(C.10) R, P* = QuP* =0

ya que Ry, y Qv son tensores simétricos. Entonces podemos concluir que los tensores
son en cierto sentido ortogonales entre si. La contraccién consigo mismo es

_ Uyly\ ( utuY
RHVRMv:(g,uv_ [ V)(gliv_ )

Ijz ﬁZ
— & Y _95F utu” 1
(C.11D 88 8uv ) +
=3-2+1
=2
para los otros se tiene
uyty ut Y
wv _ BTV
(C.12) QuQ P
=1
Yy
uv 1 a, B .uvol
P, P :_@“:pvaﬁq uve qolup
_ 2 g A o A a. B
(C.13) _@(g agﬁ_g ﬁga)q U fouy

2
=@ ld —@w’]
=-2
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