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Introduccion.

Una grafica G es hamiltoniana si tiene un ciclo hamiltoniano, es decir, existe un ciclo
que recorre todos sus vértices. En este trabajo estamos enfocados en el estudio de las
graficas hipohamiltonianas, graficas que no son hamiltonianas, pero tienen la propiedad

de que al remover cualquiera de sus vértices se vuelven hamiltonianas.

Los primeros estudios que conocemos sobre las graficas hipohamiltonianas datan de

los anos sesenta, ver por ejemplo, Sousselier [S| y Gaudin, Herz y Rossi [GHR].
El trabajo consiste de cuatro capitulos.

En el primer capitulo daremos las definiciones basicas y resultados sobre teoria de las
graficas que consideramos conveniente recordar.

En el segundo capitulo presentamos pruebas completas de los siguientes resultados:
Si G es una grafica hipohamiltoniana de oreden n, entonces n > 10. Ademas, salvo
isomorfismo, la gréfica de Petersen es la tnica grafica hipohamiltoniana de orden 10.
También demostramos que no existen graficas hipohamiltonianas de ordenes 11 y 12.

En el tercer capitulo, basandonos en el trabajo de Doyen y van Diest [DV], se da
la construccion de tres familias infinitas de graficas hipohamiltonianas de orden 3k + 1
(k> 3), 3k (k> 5) y 5k (k > 4), respectivamente. Veremos también la construccién que
dio Thomassen en [T1] para construir una nueva gréafica hipohamiltoniana a partir de

otras dos. Se utiliza lo anterior para demostrar que existen graficas hipohamiltonianas



de orden n para todo n > 13 si n # 14, 17.
Por tltimo, en el cuarto capitulo se ven los contraejemplos que Thomassen [T2] dio a

tres conjeturas formuladas por Herz, Duby y Vigué [HDV], Chvéatal [Ch] y Bondy [Bo].



Capitulo 1

Definiciones.

En este capitulo damos un breve recordatorio sobre las definiciones basicas de teoria

de las gréaficas que usaremos en el resto del trabajo.

Definicién 1.0.1 Una grdfica G consta de un conjunto no vacio V(G) cuyos elementos
son llamados vértices, y un conjunto A(G) C V(G) x V(G) de parejas no ordenadas de
vértices llamadas aristas.

El orden de G es la cardinalidad del conjunto V(G) y el tamano de G es la cantidad

de aristas que tiene G.

En este texto trabajamos con graficas de orden finito y simples, esto quiere decir que
dado v € V(G), (v,v) ¢ A(G). En la siguiente figura se muestran un ejemplo de una

grafica simple y una grafica no simple.

Definicién 1.0.2 La vecindad abierta de un vértice v, denotada por N(v), es el conjunto
de vértices adyacentes a él, i.e. N(v) = {z € V(G)|(z,v) € A(G)}. La vecindad cerrada
de un vértice v es Nv] = N(v) U {v}.

Definicién 1.0.3 El grado de un vértice v, denotado por 6(v), es la cardinalidad de su
vecindad abierta, §(v) = |N(v)].
Una grafica es reqular si todos sus vértices tienen el mismo grado, es k — regular st

todos sus vértices tienen grado k.



Ty ot

Gréfica simple Gréfica no simple

Figura 1-1: Gréfica simple y no simple

Se llaman gréficas ctbicas a las graficas 3-regulares. Una grafica de orden n se llama

completa, y se dendta como K, si es n — l-regular, como se puede ver en en la siguiente

W B &

Figura 1-2: Gréficas regulares

figura.

Definicién 1.0.4 Una subgrdfica H de una grdfica G es una grifica tal que V(H) C
V(G) y A(H) C A(G).

Una subgrdfica H de G es una subgrdfica inducida de G si para todo z,y € V(H), la
arista (z,y) € A(H) si y sdlo si (z,y) € A(G).

Definicién 1.0.5 Sea G una grdfica. Decimos que un conjunto de vértices B C V(G) es

independiente si para todo x,y € B la arista (z,y) ¢ A(G).

Definicién 1.0.6 Una trayectoria (de longitud k), denotada, Py, es una sucesion de
vértices {vy,vq, ..., v} € V(G) tales que (vi,v;11) € A(G) para 1 <1i <k —1. Donde la

longitud de Py el numero de vértices que tiene la trayectoria.
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Un ciclo (vivy...v1) (de longitud k), denotado por Cy, es la grdfica que se obtiene al
agregar la arista (v, v1) a la trayectoria Py.

El cuello de una grdfica G es la longitud del ciclo mas pequeno que contiene G.

E

Arbol Traye.cto ria de
longitud 11

Gréafica de cuello 4

Figura 1-3: Arbol, trayectoria y grafica de cuello 4

La grafica de Petersen tiene dos ciclos de longitud 5 como subgraficas inducidas, y la com-
pleta K¢ contiene como subgréficas inducidas todas las completas K; con i € {1,2,...,5}

(vednse los ejemplos de la figura 1).

Definicién 1.0.7 Una grdfica es conexa si para cualesquiera dos vértices existe una
trayectoria entre ellos.

Un arbol es una grdfica conezxa y sin ciclos.

Definicién 1.0.8 Una grdfica G es n-partita si su conjunto de vértices V(G) se puede

partir en n subconjuntos ajenos e independientes {V;}._,, es decir, si x,y € V; entonces

(z,y) ¢ A(G).

Una grafica dos-partita se llama bipartita. La grafica bipartita completa K, , es la
grafica bipartita de orden g + p y tamafo pq, cuyos vértices se parten en dos conjuntos
Vi v Vi, de cardinalidad p y g respectivamente y tal que para todo z € V} y y € V5, la
arista (z,y) € A(K,,).

Definicién 1.0.9 Un isomorfismo entre dos grdficas G y H es una funcion f : V(G) —
V(H) tal que (z,y) € A(G), si y sélo si (f(z), f(y)) € A(H).

11



Grafica tripartita

Gréfica bipartita completa K3,2,1 Grafica 7-partita

Figura 1-4: Gréficas n-partitas

Definicién 1.0.10 Un ciclo Hamiltoniano en una grdafica G es un ciclo que pasa por
todos los vértices de G.
Una grdfica Hamiltoniana es una grdfica que contiene como subgrifica un ciclo Ha-

maltoniano.

Dado v € V(G) denotamos por G — {v} a la subgrafica inducida por V(G) — {v}.

La siguiente definicion la usaremos constantemente en los siguientes capitulos y es el

objeto de estudio fundamental de este trabajo.

Definicién 1.0.11 Una grdfica G = (V, A) es hipohamiltoniana si no es hamiltoniana

pero para todo v € V(G), la grafica G — {v} si es hamiltoniana.

En el capitulo 2 demostramos que la grafica de Petersen es la grafica hipohamiltoniana

més pequena (de orden 10) y es tnica salvo isomorfismo.
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Capitulo 2

Graficas hipohamiltonianas de orden

minimo.

En este capitulo se demuestra que no existen graficas hipohamiltonianas de orden n
conn < 9nin =11 o 12. Para el caso n = 10 demostramos que salvo isomorfismo la

unica grafica hipohamiltoniana es la grafica de Petersen.

Grafica no hamiltoniana o . . .
Grafica hipohamiltoniana

Grafica hamiltoniana plana

Figura 2-1: Gréafica no hamiltoniana y gréficas hipohamiltonianas

Lema 2.0.12 Sea G una grdfica hipohamiltoniana, entonces para todov € V(G) tenemos

que 0(v) > 3.

Demostraciéon: Supongamos que existe v € V(G) tal que 6(v) < 2 y sea z € N(v).

Entonces en la grafica inducida por V(G) — {x} tenemos que §(v) = 1 o 6(v) = 0, por

13



lo que la grafica inducida por V(G) — {z} no puede ser hamiltoniana, lo cual es una

contradiccion. O

Observacion 2.0.13 Sea G una grdfica hipohamiltoniana, v € V(G) y v = (vovy...vp)

un ciclo hamiltoniano en la grifica inducida por V(G) —{v}, entonces v; € N(v) implica

que vi—1, Vi1 & N(v).

Si (v;—1,v) € A(G) entonces sustituyendo en +y la arista (v;_y, v;) por la trayectoria v;_;vv;

obtenemos un ciclo hamiltoniano en G. Similarmente si (v,v;41) € A(G).

Lema 2.0.14 Si G es una grdfica hipohamiltoniana entonces 6(v) < ["31] para todo

v e V(G).

Demostracién: Supongamos que existe un vértice v € V(G) tal que §(v) > ”T_l Entonces
G — {v} contiene un ciclo hamiltoniano . Como d(v) > %5+, tenemos que v es adyacente
al menos a dos vértices consecutivos en 7, por lo que podemos extender v a un ciclo

hamiltoniano en G lo cual es una contradiccién. [

Lema 2.0.15 Si G es una grdfica hipohamiltoniana cibica entonces G no tiene tridngu-

los.

Demostracion: Supongamos que G tiene un tridngulo abc. Entonces como G es hipoha-
miltoniana G — {a} tiene un ciclo hamiltoniano v. Como G es cibica 7 debe contener a
la arista bc. Pero si la sustituimos por la trayectoria bac obtenemos un ciclo hamiltoniano

en G lo cual es una contradiccién. [
Lema 2.0.16 Si G es hipohamiltoniana entonces |V (G)| > 10.

Demostracién: Sea n = |V(G)|. Como ya vimos que todo vértice debe tener grado mayor
o igual a 3, tenemos que n > 3.
Si n = 4, la tnica grafica de orden 4 que cumple que §(v) > 3 para todo v € V(G) es

la completa K4 que es hamiltoniana.
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Sin =5, como §(v) < [®1] =2y d(v) > 3 para todo v € V(@) claramente no existe
dicha grafica.

Si n =6, como §(v) < |%2] =2y §(v) > 3 para todo v € V(G) dicha grifica no
existe.

Sin="7, como d(v) <3y d(v) > 3 la gréfica tendria que ser cibica pero no existe
una grafica cubica de orden impar.

Si n = 8, tenemos que d(v) < 3 por lo que G debe ser ciibica. Luego como G es
hipohamiltoniana G — {v} tiene un ciclo hamiltoniano. Sea y = (1234567) un ciclo ha-
miltoniano en la gréifica inducida por V(G) — {8}. Por la observacién 2.0.13 podemos
suponer que N(8) = {1,3,5}. Como G es cibica, existe una arista incidente al vértice 2,
tenemos los siguientes tres casos.

Caso 1: La arista (2,4) esta en A(G). Entonces obtenemos el ciclo hamiltoniano
(243856712) en G.

Caso 2: La arista (2,7) € A(G). Entonces tenemos el ciclo hamiltoniano (721834567)
en G.

Caso 3: La arista (2,6) € A(G). Pero esto implica que (4,7) € A(G). Entonces
tenemos que (265471832) es un ciclo hamiltoniano en G.

Por lo tanto, no existen graficas hipohamiltonianas de orden 8.

Figura 2-2: Casos n = 8
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Si n=9 tenemos que §(v) < |21 = 4. Esto quiere decir que todo vértice tiene
grado 3 o 4. Como la cantidad de vértices es impar, G no puede ser ctibica. Entonces
existe un vértice v € V(G) tal que §(v) = 4. Sea v = (12345678) un ciclo hamiltoniano
en la grafica inducida por V(G) — {0}.

Por la observacién 2.0.13 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que N(0) =
{1,3,5,7}.

Afirmacion: no hay aristas entre vértices pares. La tabla 2.1 nos muestra que todas

las aristas entre vértices pares nos generan un ciclo hamiltoniano en G.

’ Arista que se agrega H Ciclo hamiltoniano formado ‘

2, (2430567312)
(2654307812)
(8210345678)
(4650781234)
( )
( )

DO &
co

Y

Y

8432105678
6870123456

U

4)
(2,06)
(2,8)
(6,4)
(8,4)
(6,8)

| 0| O
OO | | W~

Y

Tabla 2-1: Ciclos hamiltonianos

Como los vértices pares deben tener grado al menos 3 deben ser adyacentes cada uno
a un vértice impar. Como los vértices impares ya tenian grado 3, al ser adyacentes cada
uno a un vértice par tendrian grado 4 por lo que ya no puede haber aristas entre los
vértices impares.

En conclusion, la grafica G debe ser bipartita, con conjuntos independientes V; =
{1,3,5,7} y Vo = {0,2,4,6,8}. Entonces G — {1} es una subgréfica de K35 que no puede
ser hamiltoniana, lo cual contradice que G sea hipohamiltoniana.

Por lo tanto, si G es hipohamiltoniana entonces tiene orden n > 10. [

Veamos ahora que existe una grafica hipohamiltoniana de orden 10 y que es tnica

salvo isomorfismo.

Teorema 2.0.17 La grdfica de Petersen es hipohamiltoniana.
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Demostracién: Sea P la grafica de Petersen, es claro que para todo v € V(P), la grafica
P — {v} tiene un ciclo hamiltoniano. Por lo tanto, para demostrar el teorema solo es
necesario probar que P no es hamiltoniana.

Supongamos que P es hamiltoniana. Sea v = (v10203V4U5V6U7U8V9019) un ciclo hami-
toniano en P. Como P es cibica v; debe tener un tercer vecino. Como P tiene cuello 5,
el tercer vecino de v; debe ser vs, vg 0 V7.

Caso 1: Supongamos que vs 0 v7 es vecino de v, podemos suponer sin pérdida de
generalidad, que es v;. Como P tiene didmetro 2, los vértices v; y vg deben estar a
distancia dos de v;. Esto quiere decir que N(v1) NN (v7) # 0y N(vi) N N(vg) # 0. Luego
vy no puede ser adyacente a los vértices vig y vs ya que se formaria un ciclo de longitud
menor a 5. Esto implica que vg es adyacente a vy pero nuevamente esto contradice que

el cuello de P sea 5.

Caso 2: Si v; es adyacente a vg, como la distancia de vy a v; debe ser dos tenemos
que v4 debe ser adyacente a un vecino de vy. Pero solo puede ser adyacente a vig ya que
el cuello de P es 5. Andlogamente v, debe ser adyacente a vg, luego la distancia de v; a
vy tambien debe ser dos, pero todos los vecinos de v, al ser adyacentes a vs formarian un

ciclo de longitud menor a 5. Por lo tanto P no es hamiltoniana. [J

Vi Vi

vio
Vg V3 Ve ' V3
Va

Va va va
V7 V5 V7 Vs .
Ve Ve
Caso 1 Caso 2

Figura 2-3: Casos para la grafica de Petersen

Teorema 2.0.18 Si G es una grdfica hipohamiltoniana de orden 10 entonces G es iso-

17



morfa a la grdfica de Petersen.

Demostracion: Sea GG una grafica hipohamiltoniana de orden 10, por los lemas anteriores
tenemos que d(v) < |25+ = 4.

Supongamos que existe v € V(G) tal que 6(v) = 4. Sin pérdida de generalidad
sea v = 0, entonces la grafica inducida por V(G) — {0} tiene un ciclo hamiltoniano
v = (123456789). Por la observacién 2.0.13, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que N(0) ={1,3,5,7}.

Afirmacion: El conjunto {2,4,6,8} es un conjunto independiente. En la tabla 2.2
podemos ver que cualquier arista entre los vértices de este conjunto nos genera un ciclo

hamiltoniano.

’ Arista que se agrega H Ciclo hamiltoniano formado ‘
(2,4 (42301987654 )

(62345019876)
(82345670198)
(64503219876)
( )
(

U

U

Y

84567032198
86705432198)

?

| 00| Y| N DN
CO| | ~| OO &
P N N4 N N N

Y

(
(
(
(
(

Tabla 2-2: Ciclos hamiltonianos

Afirmacién: N(9) N {2,4,6,8} = {8}.

La arista (2,9) nos da el ciclo (92103456789) en G.

La arista (9,4) nos da el ciclo (94321056789) en G.

La arista (6,9) nos da el ciclo (96543210789) en G.

Como 6(0) = 4 y por ser G hipohamiltoniana el grado de v en G' es mayor o igual
que 3 para todo v, una cuenta simple nos demuestra que el nimero de aristas en G entre
los conjuntos de vértices {2,4,6,8,9} v {1,3,5,7} es mayor o igual que 14. Por lo tanto
existe un vértice v € {1,3,5,7} con grado mayor o igual que 5 (contando a su vecino el

vértice 0).
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Por lo tanto, para todo v € V(G), d(v) = 3, es decir, G es una gréfica ctbica.

Sea v = (123456789) un ciclo hamiltoniano en la gréafica inducida por V(G) — {0}.
Por la observacién 2.0.13 el vértice 0 no puede ser adyacente a dos vértices consecutivos
en .

Entonces tenemos 3 casos.

Caso 1: N(0) ={1,3,5}.

Observemos que las siguientes aristas no pueden estar en G.

La arista (2,4) nos da el ciclo hamiltoniano (24305678912) en G.

La arista (2,6) nos da el ciclo hamiltoniano (26789105432) en G.

La arista (2,9) implica que las aristas (6,8) y (7,4) también estan en G. Pero con

estas obtenemos el ciclo hamiltoniano (47689123054) en G.

Para la arista (2,8) tenemos dos casos:

1) Las aristas (9, 7) y (6,4) estan en G, lo que nos da el ciclo hamiltoniano (64503219876)
en G.

2) Las aristas (9,6) y (7,4) estan en G, lo que nos da el ciclo hamiltoniano (28743056912)
en G.

Para la arista (2,7) tambien tenemos dos casos:

1) Las aristas (4,9) y (6, 8) estan en G, lo cual nos da el ciclo hamiltioniano (72194305687)
en G.

2) Las aristas (9,6) y (8,4) estan en G, con lo que obtenemos el ciclo hamiltoniano
(7219650487) en G.

Como los vértices 1, 3 y 5 ya tienen grado 3 no pueden ser adyacentes a ningin otro
vértice. Con esto hemos demostrado que el vértice 2 solo puede tener grado 2, lo cual es

una contradicecion.

Caso 2: N(0) = {1, 3,6}.
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Notemos que las siguentes aristas no pueden estar en G.

La arista (2,4) nos da el ciclo hamitoniano (42301987654) en G.

La arista (2,5) nos da el ciclo hamiltoniano (25430678912) en G.

La arista (2,9) nos da el ciclo hamiltoniano (92103456789) en G.

Para la arista (2, 8) tenemos dos casos:

1) Las aristas (5,9) y (4, 7) estan en G. Esto nos da el ciclo hamiltoniano (82195430678)
en G.

2) Las aristas (7,5) y (4,9) estan en G. Esto nos da el ciclo hamiltoniano (75603491287)
en G.

Para la arista (2,7) tambien tenemos dos casos:

1) Las aristas (8,4) y (9, 5) estan en G. Esto nos da el ciclo hamiltoniano (27843065912)
en G.

2) Las aristas (8,5) y (9,4) estan en G. Esto nos da el ciclo hamiltoniano (78560349127)
en G.

Con esto hemos demostrado que el vértice 2 tiene grado 2, lo cual es una contradiccién.

Caso 3: N(0) = {1,4,7}. Como los vértices que atin tienen grado 2 son 6, nos falta
agregar 3 aristas. Veamos que s6lo hay una tnica posibilidad. En la tabla 2.3 podemos

ver cuales combinaciones de 3 aristas nos generan un ciclo hamiltoniano.

’ Arista que se agrega H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(2,9),(3,5), (8,6) (92104356789)
(2,9),(3,6), (8,5) (85670432198)
(2,8),(3,5), (9,6) (96534078219)
(2,8),(9,5), (3,6) (36540789123)
(2,6),(3,9), (8,5) (93456210789
(2,5),(3,8), (6,9) (10432567891
(2,5),(3,9), (8,6) (25678934012)

Tabla 2-3: Ciclos hamiltonianos
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Por lo tanto, la tinica opcion es que las 3 aristas que faltaban sean (2, 6), (3,8) y (5,9).
Considerado todas las aristas que se encontraron con el andlisis anterior, obtenemos la

grafica GG, que claramente es isomorfa a la grafica de Petersen. [

Figura 2-4: Gréfica obtenida G y la grafica de Petersen

Los siguientes lemas serdn de gran utilidad para la demostraciéon de los teoremas

2.0.21 y 2.0.22.

Lema 2.0.19 Si G es una grdfica tal que V(G) = X UY donde X es un subconjunto
independiente de cardinalidad m y 'Y es de cardinalidad k con m > k, entonces G no es

hamiltoniana.

Demostracion: Supongamos que G es hamiltoniana y sea v un ciclo hamiltoniano en G.
Como X es independiente tiene que haber 2m aristas de X a Y en v . Pero esto implica
que existe un vértice z € Y tal que §(z) > 2 en 7, lo cual es una contradiccién. Por lo

tanto G no es hamiltoniana. [

Lema 2.0.20 Sea G una grifica con V(G) = Vi UV, donde Vi y Vo son tales que
Vi < |Va| = |A(Va)|. Entonces G no es hamiltoniana.

Demostracion: Supongamos lo contrario y sea 7 un ciclo hamiltoniano en G. Sea k la

cantidad de aristas del conjunto A(V3) que estan en 7. Sea t la cantidad de aristas entre
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los conjuntos V5 y Vi que estan en «y. Entonces t = 2|V3| — 2k. Como k < |A(V4)| tenemos
que t > 2|V, — 2|A(V3)| > |V4|. Entonces como ¢ es mayor que |V;| tenemos que existe
un vértice z € V; tal que d(z) > 3 en v lo cual es una contradiccién. Por lo tanto G' no

es hamiltoniana. [J
Teorema 2.0.21 No existen grdficas hipohamiltonianas con 11 vértices.

Demostracion: Supongamos lo contrario y sea G una grafica hipohamiltoniana de 11
vértices.

Caso 1: Existe un vértice v € V(G) tal que 6(v) = 5. Sea v = vy

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que N(vy) = {v1,v3, vs,v7, 09}

Afirmacion: El subconjunto B = {vq, v9, vy, Vg, Us, U } €s un conjunto independiente
en GG. En la tabla 2.4 podemos ver que cualquier arista entre vértices del subconjunto B

nos genera un ciclo hamiltoniano.

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(1127 U4) (U4U2U3UOU1009U8U706U5U4)
(U27 U6) (U6U2U3U4U5UOU1U10U9U8U7U6)
(’02, Us) (U8U203U4U5UGU7U0U101009)
(Uz, Ulo) (UloU2U1@3U4U5?}6U70809010)
(U4, Ue) U6U4U5UOU3'U2U1U10U9U8U7U6)
(U47 Us) (USU4U5UGU7UOU:5U2U1U1ovgvs)
(U4, U10) (U10U4USU2U1U0U5U6U7U8U9U10)
(U67 Us) (U8U6U7UOU5U4USU2U1U10U9U8)
<U67 Ulo) (U10U6U7U8U9U0U5U4U3U2U1UlO)
(Us, Ulo) (UsvlovlU2U3U4’05U6U7’UOU9U8)

Tabla 2-4: Ciclos hamiltonianos

Por lo tanto, el conjunto B es independiente y como |B| =6y |[V(G) — {1}| = 10,
por el lema 2.0.19 esto es una contradiccién.
Caso 2: GG no tiene vértices de grado 5.

Como G no es cibica, existe v € V(G) tal que §(v) = 4.
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Caso 2.1

Figura 2-5: Casos n = 11

Sea 7 = (V1V203V4V5V6U7VU8VeV1g) un ciclo hamiltoniano en G — {wvg}. Por la observacion
2.0.13 tenemos que v no puede ser adyacente a dos vértices consecutivos en . Entonces

tenemos dos subcasos:

Caso 2.1 N(vg) ={1,3,5,7}. Sea J = {vyg, va, vy, s, Vs, Uo }, la tabla 2.5 nos demues-

tra que la unica arista posible entre los vértices de J es (vs, v19).

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(UQ, U4) (U4UQU3U()01Ulovgvswvwsm)
(U% U6) (U2U6U5U4U3UOU7U8U9U10U1U2)
(U27 Us) (USU2U3U4U5U6U7UOU1UIOUQUB)
(112, U10) (U10U2U1U0U3U4U5U6U7U8U9U10)
(v4, v6) (V6V4V5V0V3V2V1 V19V UsV7 Vs )
(v4, vg) (V8V4V5 VU7V U3 V2V V10V R)
(UG, Us) (USU6U7UOU5U4U3UQ'U1UlOUQUS)

Tabla 2-5: Ciclos hamiltonianos

Entonces tenemos que V(G) \ {vg} = J U N(vg) con 4 = |[N(vg)| < |J| =1 =05,y
por el lema 2.0.20 la grafica G — {vg} no es hamiltoniana lo cual contradice que G sea
hipohamiltoniana.

Caso 2.2 N(vg) = {v1, v4, vg, Vs }.

Veamos como pueden ser las vecindades de los vértices en G — N (vy).
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= N(vz) C {v1,vs,v4, 06,08, V10} ya que:
La arista (vq, v5) genera el ciclo hamiltoniano (vsvev3v409v1V10V9UsV7VEVs) €n G.
La arista (vq, v7) genera ciclo hamiltoniano (v7v2v304V5V6V0V1V10V9VsV7) €n G.

La arista (vq, vg) genera el ciclo hamiltoniano (vevgv19v1UoUsV7U6UsV4V3V2) €n G.

» N(vs) C {va,v4,v1,06, 08,09} ya que:
La arista (vs, vs) genera el ciclo hamitloniano (v3v5v4v0U6U7V8V9V10V1V2V3) €n G.
La arista (vs, v7) genera el ciclo hamiltoniano (vsv7v6v5v4098vV9v10v1V203) en G.

La arista (vs, v1g) genera el ciclo hamiltoniano (v10v3v20100V4V5V6V7V8V9V10) €n G.

. N<U5) C {U4,U6, U1, Ug} ya que:
La arista (vs, v7) genera el ciclo hamiltoniano (v7v5v600V4V3V9v1V10V9UsV7) €n G.
La arista (vs, vg) genera el ciclo hamiltoniano (vevsv6v7U8UnV4V3V2V1V19Ve) €n G.

La arista (vs, v19) genera el ciclo hamiltoniano (v5vpv9vVsV7V6U0V4V3V2V1V10) €n G.

o N(vr) C {5, 08, vsr 01} ya ques
La arista (vr, vg) genera el ciclo hamiltoniano (vgv7vs09V6V5V4V3V201V100g) €n G.

La arista (vr,v1g) genera el ciclo hamiltoniano (v7v10v9vsVV1V2V304V5V6v7) €n G.

Afirmacién: La subgrafica inducida por V(G) — N(vp) tiene unicamente dos aristas
que pertencen a 7.
Por como son las vecindades de los vertices de G — N(vy), las unicas dos aristas que

pueden existir fuera de v son (vig, v2) y (vg, v3).
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» Supongamos que existe la arista (vqg,v2) y veamos cual puede ser el tercer vecino
del vértice 9.
La arista (vg, v3) nos da el ciclo hamiltoniano (v3v19vav3v9VsV7VeUsV4VEVT) €n G.
La arista (vg,v4) implica que tenemos las aristas (vr,vy), (vs,vs) v (v3,v6) lo cual
nos da el ciclo hamiltoniano (v1v7v8V9v10V2V3V4V5V6VEV1) €n G.
Las aristas (vg, vs), (vg,v2) v (vg,v7) ya habiamos visto que nos producian ciclos
hamiltonianos en G.
La arista (vg, vg) implica que tenemos las aristas (vs,vs), (v1,v5) y (v7,v4) lo cual
nos da el ciclo hamiltoniano (v;v5v4vV3V2v19V9V8V7V6VEVL) en G.
La arista (vg, v1) genera el ciclo hamiltoniano (v;v9v19v2v30V4V5V6V7VUsVEVY ).

Concluimos que no puede existir la arista (vyg, vz).

» Supongamos que tenemos la arista (ve, v3). Ya vimos que no puede existir la arista
(v10,v2) y tambien ya habiamos visto que las aristas (vi0,v3), (v10,v5) ¥ (v10,v7)

nos daban ciclos hamiltonianos en G.

La arista (v10,v4) implica que tenemos las aristas (v7,v1), (vs,vs) v (v2,vg) pero

esto nos da el ciclo hamiltoniano (vvav3vV9v19V4V5V6V7VsVV1) en G.

La arista (v19, vg) implica que tenemos las aristas (vq, vy), (v7,v1) ¥ (vs,v5) en G lo

cual nos da el ciclo hamiltoniano (vgv19v9U3V2v1V7V8V5V4VV) €n G.

La arista (v19, vs)implica que tenemos las aristas (vs,v1), (v7,v4) ¥ (v2,v6) en G lo

cual nos da el ciclo hamiltoniano (vev3v9v19UsV7UeUsV4VEVY ).

En conclusion las unicas aristas que hay en G — N(vg) son (ve,v3) v (vg, v10).

El conjunto G — N(vg) = J tiene orden 7 y hay unicamente dos aristas ajenas entre
sus vértices. Entonces tenemos que V(G) — {v1} = JU{vg, v6,vs} donde 3 < |J| =2 =5
y por el lema 2.0.20 la gréfica inducida por V(G) — {1} no puede ser hamiltoniana lo

cual contradice que G es hipohamiltoniana. [
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Para finalizar este capitulo, veremos que no existen graficas hipohamiltonianas de
orden 12. Hemos dividido la prueba en dos teoremas, el caso en que G sea cubica y el

caso en que no.
Teorema 2.0.22 No existe una grafica hipohamiltoniana cibica de orden 12.

Demostracion: Supongamos que G es una grafica hipohamiltoniana ctibica de orden 12,
con V(G) ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,0,/ 1'}.
Sea 0/ € V(G). Entonces existe un ciclo hamiltoniano v en la gréfica inducida por

V(G) — {0'}. Sea v = (12345678901'1). Entonces tenemos 5 casos:

‘t?——"’é Caso1

Figura 2-6: Los 5 casos para n=12

Caso 1: N(0') = {1,4,8}
Veamos como pueden ser las vecindades de los otros vértices para determinar cuales

pueden ser las 4 aristas que faltan:
= N(2) C{1,3,6,7,0,} ya que:

26



La arista (2,5) genera el ciclo hamiltoniano (52340'11'098765).
La arista (2,9) genera el ciclo hamiltoniano (2901'10'8765432).

La arista (2,1) genera el tridngulo 11'2.

N(3) C{2,4,6,9,0} ya que:
La arista (3,5) genera un tridngulo,
La arista (3,7) genera el ciclo hamitoniano (376540'8901'123).

La arista (3,1’) genera el ciclo hamiltoniano (1'3210'45678901).

N(5) C {4,6,0,1'} ya que:
La arista (5,7) genera un tridngulo

La arista (5,9) genera el ciclo hamiltoniano (956780'43211'09).

N(6) C {5,7,2,3,9,0,1'}.

N(7) C {6,8,2,0} ya que:
La arista (7,9) genera un tridngulo

La arista (7,1’) genera el ciclo hamiltoniano (1'76543210'8901).

N(9) € {8,0,3,6,} ya que la arista (9,1") forma un tridngulo.
N(0) C {1',9,7,6,3,2).
N(w) € {1,0,5,6).
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Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1: Existe la arista (2, 7). Entonces pueden existir las aristas (1’,6) o (1, 5)
Si existe la arista (1’,6) tenemos que deben existir las aristas (9,3) y (5,0). Pero esto nos
da el ciclo hamiltoniano (1'6723450980'11") en G lo cual es una contradiccion.

Si existe la arista (1’,5) tenemos dos opciones:

Existen las aristas (9,3) y (0,6) lo que da el ciclo hamiltoniano (93211'540'87609).

Existen las aristas (9,6) y (0,3) lo que da el ciclo hamiltoniano (03211'540/87690).

ambas opciones son una contradiccion y por lo tanto el subcaso 1 no es posible.

Subcaso 2: Existe la arista (0,7) lo que implica que existe la arista (5,1") y hay dos
opciones:

Existen las aristas (9,3) y (2,6) lo que da el ciclo hamiltoniano (623451'10’'89076).

Existen las aristas (9,2) y (3,6) lo que da el ciclo hamiltoniano (51'123670980'45).

Por lo tanto, el caso 1 no es posible.

Caso 2: N(0') = {1,4,7} Veamos como pueden ser las demds vecindades para ver

cuales pueden ser las 4 aristas que faltan:

= N(2) C {1,3,6,9,0} ya que:
La arista (2,5) genera el ciclo hamiltoniano (52340'11'098765).
La arista (2,8) genera el ciclo hamiltoniano (28901'10'765432).

La arista (2,1) genera un tridngulo.

= N(3) C {2,4,8,9,0} ya que:

La arista (3,5) forma un tridngulo.
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La arista (3,6) genera el ciclo hamiltoniano (36540'78901'123).

La arista (3,1’) genera el ciclo hamiltoniano (1'3210'45678901).

= N(5) C {4,6,9,0,1} yaque la arista (5, 8) genera el ciclo hamiltoniano (85670'43211'098).

= N(6) C {5,7,2,9,0} ya que la arista (6,8) forma un tridngulo y la arista (6,1’)
genera el ciclo hamiltoniano (16543210"78901").

= N(8) C {7,9,3,1'} ya que la arista (8,0) forma un tridngulo.
= N(9) C {8,0,2,3,5,6} ya que la arista (9,1’) forma un tridngulo.
= N(0) € {9,1',2,3,5,6}.

= N(1) C {1,0,5,8}.

Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1: Existe la arista (1’,5) lo cual implica que existe la arista (8, 3).

Entonces existen las aristas (9,2) y (0,6), lo que nos daria el ciclo hamiltoniano
(923876540'11'09) o existen las aristas (9,6) y (2,0) con las que obtendriamos el ciclo
hamiltoniano (3890211'5670'43). En ambas opciones obtenemos una contradiccién por lo

que el subcaso 1 es imposible.

Subcaso 2: Existe la arista (1’,8) lo cual implica que existe la arista (2,6) y tenemos
dos opciones:

Opcion 1: Existen las aristas (9,5) y (0,3) lo que genera el ciclo hamiltoniano
(2650870'4301'12).

Opcion 2: Existen las aristas (9,3) y (5,0) lo que genera el ciclo hamiltoniano

(1'8905670'43211).
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Por lo tanto, el caso 2 no es posible.
Caso 3: N(v) ={1,3,5}.

Veamos como pueden ser las demas vecindades.

N(2) € {1,3,7,8,9,0} ya que las aristas (2,4) y (2, 1) forman tridngulos y la arista
(2,6) genera el ciclo hamiltoniano (623450'11'09876).

= N(4) C {3,5,7,8,9,0} ya que la arista (4,6) forma un tridngulo y la arista (1,4)
generaa el ciclo hamiltoniano (1'43210'5678901").

= N(6) C {5,7,9,0,1'} ya que la arista (6,8) forma un tridngulo.

= N(7) C {6,8,2,4,0,1'} ya que la arista (7,9) forma un tridngulo.
= N(8) C {7,9,2,4,1'} ya que la arista (8,0) forma un tridngulo.

= N(9) C {8,0,2,4,6} ya que la arista (9,1’) forma un tridngulo.

« N(0) C {9,1',2,4,6,7}.

= N(1') C {1,0,6,7,8}.

Tenemos 3 subcasos:

Subcaso 1: Existe la arista (1’,6) lo que implica que existe la arista (0,7) y tenemos
dos opciones:

Opcion 1: Las dos aristas que faltan son (8,2) y (9,4) lo cual genera el ciclo hamil-
toniano (945678230'11'09).

Opcion 2: Las dos aristas que faltan son (8,4) y (9,2) lo cual genera el ciclo hamil-

toniano (1'67098450'3211").

Subcaso 2: Existe la arista (1’,7). Entonces hay 4 opciones para las 3 aristas que

faltan:
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Opcién 1: Tenemos las aristas (9,6), (8,2) y (4,0) lo que genera el ciclo hamiltoniano
(8210'345671'098).

Opcidén 2: Tenemos las aristas (9,6), (8,4) y (2,0) lo que genera el ciclo hamiltoniano
(69871'0210/3456).

Opcidén 3: Tenemos las aristas (0,6), (8,2) y (4,9) lo que genera el ciclo hamiltoniano
(8211'09430/5678).

Opcidn 4: Tenemos las aristas (0, 6), (8,4) y (2,9) lo que genera el ciclo hamiltoniano

(0671'1230'54890).

Subcaso 3: Existe la arista (1',8).

Si existe la arista (9,2) tenemos el ciclo hamitoniano (81'09210'345678).

Si existe la arista (9,4) tenemos el ciclo hamiltoniano (81'0943210'5678).

Si tenemos las aristas (9, 6), (0,2) y (4, 7) existe el ciclo hamiltoniano (698743201'10'56).
Si tenemos las aristas (9,6), (7,2) y (4, 0) existe el ciclo hamiltoniano (1'8904567230'11").

Concluimos que el caso 3 no es posible ya que todos los subcasos nos llevan a una

contradiccion.

Caso 4: N(v) ={1,3,6}.

Veamos como pueden ser las demas vecindades.

= N(2) C {1,3,8,9,0} ya que:
Las aristas (2,4) y (2,1’) forman tridngulos.
La arista (2,5) genera el ciclo hamiltoniano (25430'678901'12).

La arista (2,7) genera el ciclo hamiltoniano (7234560'11'0987).

= N(4) C {5,3,8,9,0,1'} ya que la arista (4, 7) genera el ciclo hamiltoniano (74560'3211'0987).

31



» N(5) C {4,6,8,9,0} ya que:
La arista (5,7) forma un tridngulo.

La arista (5,1’) forma el ciclo hamiltoniano (1'543210/678901").
= N(7) C {6,8,0,1'} ya que la arista (7,9) forma un tridngulo.
= N(8) C {7,9,2,4,5,1'} ya que la arista (8,0) forma un tridngulo.
= N(9) C {8,0,2,4,5} ya que la arista (9,1") forma un tridngulo.

= N(0) C {9,1,2,4,5,7}.

N(1') C {1,0,4,7,8}.

Entonces tenemos dos subcasos:
Subcaso 1: Existe la arista (7,0). Esto implica que existe la arista (4,1") y tenemos
dos opciones:
Si las otras dos aristas son (9, 2) y (8, 5) tenemos el ciclo hamiltoniano (856701'4301298).
Si las dos aristas que faltan son (9, 5) y (8, 2) tenemos el ciclo hamiltoniano (1'43210'6598701").

Subcaso 2: Existe la arista (1',7).

La arista (8,5) nos da el ciclo hamiltoniano (71'098543210/67).

Si existe la arista (8,2) tenemos el ciclo hamiltoniano (71'098210'34567).

Entonces debe existir la arista (8,4). Si tenemos la arista (0,2) existe el ciclo hamil-
toniano (1'7890234560'11").

Por lo tanto las dos aristas que faltaban deben ser (0,5) y (2,9) lo cual nos da el ciclo
hamiltoniano (9234501'10'6789).

Concluimos que ambos subcasos implican una contradiccion y por lo tanto el caso 4

no es posible.

Caso 5: N(v) ={1,3,7}.

Para las vecindades de los demas vértices tenemos que:
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= N(2) C {1,3,5,9,0} ya que:
Las aristas (2,4) y (1’,2) forman tridngulos;
La arista (2,6) genera el ciclo hamiltoniano (265430'78901'12).

La arista (2,8) genera el ciclo hamiltoniano (28901'10'765432).

= N(4) C {3,5,9,0,1'} ya que:
La arista (4,6) forma un tridngulo;

La arista (4,8) genera el ciclo hamiltoniano (48901'1230'7654).

= N(5) C {4,6,2,8,9,0,1'} ya que la arista (5,7) forma un tridngulo.

= N(6) C {5,7,9,0} ya que la arista (8,6) forma un tridngulo y la arista (6,1’) nos
da el ciclo hamiltoniano (61'09870'123456).

= N(8) C {7,9,5,1'} ya que la arista (8,0) forma un tridngulo.

= N(9) C {8,0,2,4,5,6} ya que la arista (9,1’) forma un tridngulo.
= N(0) C {1,9,2,4,5,6}.

= N(w) c {0,1,4,5,8, }.

Entonces tenemos dos subcasos:
Subcaso 1: Existe la arista (8,5), lo cual implica que tambien existe la arista (4, 1)

con lo que tendriamos el ciclo hamiltoniano (1'43210'7658901").

Subcaso 2: Existe la arista (8,1’). Esto implica que existe la arista (2,5). Entonces
hay dos posibilidades:
1) Existen las aristas (9,6) y (4, 0) lo que genera el ciclo hamiltoniano (523401'10'78965).
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2) Existen las aristas (9,4) y (0, 6) lo que genera el ciclo hamiltoniano (1'890670/345211").
Por lo tanto ningun caso es posible y no existe una grafica cuibica hipohamiltoniana

de orden 12. [
Teorema 2.0.23 No existe una grafica hipohamiltoniana de orden 12.

Supongamos que si existe una grafica hipohamiltoniana de orden 12. Por los lemas ante-

riores tenemos que 3 < §(v) < 5 para todo v € V(G).

Caso 1: Existe v € V(G) tal que d(v) = 5. Sea v = 0/, como G es hipohamil-
toniana existe un ciclo hamiltoniano en la gréfica inducida por V(G) — {0}, y sea
[’ = (12345678901") dicho ciclo.

Entonces como 0/ no puede ser adyacente a dos vértices consecutivos en vy podemos
suponer sin pérdida de generalidad que N(v) = {1,3,5,7,9}.

Afirmacién: El conjunto {2,4,6,8,0,0'} C V(G) es un conjunto independiente. En
la tabla 2.6 podemos ver que cualquier arista entre los vértices de este conjunto nos

produce un ciclo hamitoniano.

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(2, 4) (2430/5678901'12)
(2,6) (26543078901'12)
(2,38) (82345670'11098)
(2,0) (0234567890'11°0)
(4,6) (4650778901'1234)
(4,8) (8456703211098
(4,0) (04567890'3211°0)
(6,8) (8367075432117098)
(6,0) (067890'543211°0)
(8,0) (0890776543211°0)

Tabla 2-6: Ciclos hamiltonianos

Entonces la gréfica inducida por V(G) — {1} no puede tener un ciclo hamiltoniano lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto G' no puede tener vértices de grado 5.
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Caso 2: Como ya vimos que GG no puede tener vértices de grado 5, y por el teorema
anterior G tampoco puede ser cibica tenemos que existe un vértice v € V(G) tal que
d(v) =4.Seav =0 yseal = (12345678901") un ciclo hamiltoniano en la grafica inducida
por V(G) — {0'}.

Entonces tenemos 4 casos:

Caso 2.1 N(v) ={1,3,5,7}.

Afirmamos que el conjunto J = {2,4,6,8,0’,1'} es un conjunto independiente. En la
tabla 2.7 podemos ver que cualquier arista entre vértices del conjunto J nos genera un

ciclo hamiltoniano.

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(2, 4) (423071170987654)
(2,6) (26543078901'12)
(2,8) (32345670'117098)
(2, 1) (12107345678901)
(4,6) (4650778901'1234)
(4,8) (4890171230'7654)
(4,1 (1743210'567890)

(6,8) (867075432117098)
(6,1') (6112345078901

Tabla 2-7: Ciclos hamiltonianos

Entonces la unica arista que podria existir en J es la arista (8,1")

Supongamos que existe la arista (8,1’).

Afirmacién: el conjunto {2,4,6,9,0,0'} es independiente. En la tabla 2.8 podemos
ver que cualquier arista entre los vértices de este conjunto nos genera un ciclo hamilto-
niano. Pero esta afirmacién implica que en la gréfica inducida por V(G) — {1} no podria
haber un ciclo hamiltoniano.

Concluimos que no existe la arista (1’,8) y por lo tanto J es independiente, pero

nuevamente esto quiere decir que en la grafica inducida por V(G) — {1} no puede haber
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’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(0, 4) (189045670'3211)
(0,2) (18902345670'11)
(0,6) (1890670543211
(9,2) (81709210'345678)
(9, 4) (3170943210'5678)
(9,6) (317096543210'78)

Tabla 2-8: Ciclos hamiltonianos
un ciclo hamiltoniano lo cual es un contradiccién. Por lo tanto el caso 2.1 no es posible.
Caso 2.2 N(0') ={1,3,5,8}. Afirmamos que la subgréfica inducida por el conjunto

J ={2,4,6,7,9,0',1'} tiene a lo més 2 aristas. En la tabla 2.9 se encuentra la lista de

las artistas entre vértices del conjunto J que nos generan ciclos hamiltonianos.

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

2,4) (243075678901'12)
(2,6) (623450'11'09876)
(2,7) (2765430'8901'12)
(2,9) (923456780'1109)
(2,1 (217098765430'12)
(4,6) (4650778901'1234)
(4,7) (74321170930'567)
(4,9) (94567807321109)
(4,1 (1432105678901
(6,9) (96780'543211'09)
(7,1 (7170980'1234567)

Tabla 2-9: Ciclos hamiltonianos

Entonces las tnicas aristas que podrian existir entre el conjunto J son (1’,6), (7,9) y
(1',9) ademas de la arista (6,7) que sabemos que existe.

Primero tenemos que no pueden existir (1’,6) y (9,7) al mismo tiempo ya que obten-
driamos el ciclo hamiltoniano (61'09780'123456).

Por lo tanto existen a lo mas 3 aristas entre los vértices de J.
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Afirmacién La arista (9, 1) no puede existir. Supongamos que existe la arista (9, 1).
En consecuencia tenemos que {2,4,6,7} C V(G) — N(0) como se puede ver en la tabla

2.10.

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

0,2) (9170210'3456789)
(0, 4) (9104321056789
(0,6) (1906780543211
(0,7) (917076543210'89)

Tabla 2-10: Ciclos hamiltonianos

Entonces tenemos que el tercer vecino del vértice w debe estar en el conjunto {1, 3, 5,8}
para w = 0,2,4,6,7.

Como §(0') = 4 y por ser G hipohamiltoniana el grado de v es mayor o igual a
3 para todo vértice en (G. Una cuenta simple nos demuestra que el nimero de aristas
entre los conjuntos {1,3,5,8} y {0,2,4,6,7} es al menos 14, por lo que existe un vértice
z € {1,3,5,8} tal que 6(z) > 5 (contando a su vecino el vértice 0’) lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto la arista (9,1") no existe y concluimos que existen a lo mas dos aristas
entre los vértices de J.

Entonces V(G)—{1} = JU{3,5,8,0} con 4 < |J|—2 = 5y por el lema 2.0.20 la gréfica
inducida por V(G) — {1} no es hamiltoniana lo que contradice que G sea hamiltoniana.

Concluimos que el caso 2.2 no es posible.

Caso 2.3: N(v) ={1,3,6,8}.

En la subgrafica inducida por el conjunto J = {2,4,5,7,9,0',1'} la tnica arista que
existe es las (4,5). En la tabla 2.11 podemos ver que cualquier otra arista entre vértices
del conjunto J crea un ciclo hamiltoniano.

Entonces las unicas aristas aparte de (4,5) que pueden existir entre los vértices de J

son: (5,9), (4,1") y (9,1").
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’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(2,4) (243075678901'12)
(2,5) (25430°678901'12)
(2,7) (7234560'1170987)
(2,9) (923456780'1109)
(2,1 (217098765430'12)
(4,7) (745607321170987)
(4,9) (9456780'3211'09)
(5,7) (576078901'12345)
(5, w) (1543210678901)
(7,9) (978076543211'09

(7,1) (7170980'123456)

Tabla 2-11: Ciclos hamiltonianos

Notemos que el tercer vecino del 2 tinicamente puede ser 6, 8 o 0 y el tercer vecino
del 7 inicamente puede ser 1,3 o 0.
En la tabla 2.12 podemos ver que las aristas (5,9) y (4,1’) en combinacién con algina

de las otras posibles aristas nos forman ciclos hamiltonianos.

’ Aristas agregadas H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(5,9), (2,6) (624590110'376)
(5,9), (2,8) (82117095430/678)
(5,9), (2,0) (4598760'1170234)
(4,1, (7,1) (17890174560'321)
(4,1, (7,3) (3765410980123
(4,17, (7,0) (54171230'890765)

Tabla 2-12: Ciclos hamiltonianos

Por lo que no pueden existir las aristas (9,5) y (4,1’). Ahora supongamos que existe
la arista (9,1’) veamos cual puede ser el tercer vecino del vértice 0. En la tabla 2.13
podemos ver que {2,4,5,7} C V(G) — N(0).

Concluimos que el tercer vecino del vértice 0 debe estar en el conjunto {1,3,6,8}.

Pero el tercer vecino de w debe estar en el conjunto {1, 3,6, 8} para w =10,2,4,5,7.
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’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(0,2) (0170210'345789)

(0,4) (190456780'3211)
(0,5) (9170543210'6789)
(0,7) (917076543210'89)

Tabla 2-13: Ciclos hamiltonianos

Como 6(0") = 4 y por ser G hipohamiltoniana el grado de v en G es mayor o igual
que 3 para todo v, una cuenta simple nos demuestra que el nimero de aristas en G entre
los conjuntos de vértices {0,2,4,5,7} v {1,3,6,8} es mayor o igual que 14. Por lo tanto
existe un vértice v € {1, 3,6, 8} con grado mayor o igual que 5 (contando a su vecino el
vértice 0), lo cual es una contradiccidn.

Por lo tanto la arista (9, 1') no puede existitr. Entonces tenemos que J es un conjunto
de cardinalidad 7 con una tunica arista entre sus vértices. Entonces por el lema 2.0.20
tenemos que la grafica inducida por V(G)— {1} no puede ser hamiltoniana ya que V (G) —
{1} =JU{0,3,6,8} con 4 < |J| —1=6.

Caso 2.4: N(0') ={1,3,6,9}.

Veamos cuales aristas pueden existir entre los vértices del conjunto J = V(G) — N (v).
En la tabla 2.14 se muestran las aristas que nos generan ciclos hamiltonianos.

Entonces las tnicas aristas que pueden existir fuera de I' son: (5,0), (5,7), (4,8),
(4,1), (7,1) ¥ (8,0)

Observemos que las dos unicas posibildades para el tercer vecino del vértice 2 son los
vértices 9 y 6.

La arista (5,0) no puede existir ya que junto con el tercer vecino del dos nos daria
los ciclos hamiltonianos (9211'05430'6789) y (6234501'10'9876).

Entonces las aristas que pueden existir entre los vértices del conjunto V(G) — N(0/)
son M ={(8,4),(8,0),(7,1"),(7,5), (4,1")}. Afirmamos que sélo puede exisir una de ellas

ya que cada que nos tomemos dos de ellas obtenemos una contradiccion. En la tabla 2.15
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’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(2, 4) (423071170987654)
(2,5) (25430°678901'12)
(2,7) (7234560'1170987)
(2,8) (28765430'901'12)
(2,0) (0234567890'11°0)
2,1) (12107345678901)
(4,7) (745607321170987)
(4,0) (40171230'987654)
(5,8) (587607901'12345)
(5,1') (1'543210678901)
(7,0) (0789076543211°0)
(8,1) (317090712345678)

Tabla 2-14: Ciclos hamiltonianos

podemos ver los ciclos hamiltonianos que nos generan las parejas de aristas.

’ Aristas agregadas H Ciclo hamiltoniano formado ‘

(8,4),(7,5) (845760'3211/098)
(4,1, (8,0) (41'123079087654)
(4,1, (7,5) (4170987560'1234)
(8,0), (7, 1) (1780906543211
(8,0), (7,5) (576079801'12345)

Tabla 2-15: Ciclos hamiltonianos

Si existen las aristas (8,4) y (7,1’) tenemos 3 casos: Primero observemos que hay 3

posibles vértices que pueden ser el tercer vecino del vértice 5.
Caso 2.4.1 Existe la arista (5, 1). Entonces obtenemos el ciclo hamiltoniano (4871'090'654321).
Caso 2.4.2 Existe la aristas (5,9). Entonces obtenemos el ciclo hamiltoniano (71'09560'123487).
Caso 2.4.3 Existe la arista (5, 3). Entonces obtenemos el ciclo hamiltoniano (3548760'901'123).
Concluimos que existe a lo mas una arista del conjunto M. Entonces entre los vértices

del conjunto J = V(G) — N(0') hay a lo més 4 aristas.
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Entonces V(G) — {1} = V(G) — N(0") U {3,6,9} con

3<|V(G) = N(U)| —4=4

. Entonces por el lema 2.0.20 la grafica inducida por V(G) — {1} no es hamiltoniana lo
que contradice que G es hipohamiltoniana.

Por lo tanto no existe una gréafica hipohamiltoniana de orden 12. [J
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Capitulo 3

Graficas hipohamiltonianas grandes.

Vamos a construir 3 nuevas familias infintitas de graficas hipohamiltonianas que ten-
gan 3k +1 (k > 3) , 3k (k > 5) y bk (k > 4) vértices respectivamente, utilizando las
construcciones que dieron Doyen y van Diest en 1975 en [DV].

También daremos la construccién de Thomassen, ver [T1], que permite dadas dos
graficas hipohamiltonianas con propiedades adicionales construir una nueva grafica hi-

pohamiltoniana de orden n para n > 15 excepto para n = 14,17 y 19.

3.1. Las gréaficas G;(m).

Vamos a definir las graficas G¢(m). Empecemos por el caso t = 3. Las gréficas G3(m)

tienen orden 3m + 4 y su conjunto de vértices es:

V(Gs(m)) = {b,uy, us, us, ay, as, ...azy, }

y su conjunto de aristas es:
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(ai,aiﬂ),(agm,al) si 1= 1,2,...,3777,— 1
A(G3(m)) = (ui, b) si i=1,2,3
(a;,uj) si i = j(mod3)

Ejemplo: la gréfica G3(2) es isomorfa a la gréfica de Petersen.

Lt

Petersen = Gz(2) Gs(3)

mt vértices

Figura 3-1: Las gréficas G,,(t)

Teorema 3.1.1 Todas las grdficas Gs(m) son hipohamiltonianas.

Demostracién: Primero demostraremos que G3(m) no es hamiltoniana. Supongamos lo
contrario y sea I' un ciclo hamiltoniano en G3(m) y tomemos el ciclo v = (ajas...asn).

Como I' debe pasar por b; tenemos que

’A(F) N {(ba Ufl)? (bv u2)’ (bv Ug)}‘ =2

Supongamos sin pérdida de generalidad que (b, uy), (b, us) € A(T"). Entonces tenemos que
ugbuya;ajiq...ap € I' con j =1 (mod 3) y k = 0 (mod 3), ya que si k = 1,2 (mod 3)
tendriamos que I' se cerrod sin pasar por us.

Afirmamos que I' no contiene al vértice ayy1. Como N(ajt1) = {a;, aj1o, us } entonces
si I' pasara por a;+1, A(I') deberfa de contener a dos de las tres aristas {(a;,a;1),
(a@j+1aj12), (@j41,u1)} pero sélo puede contener a (aji1,a;4+2) ya que I' pasé por u; y a;

sin utilizar dichas aristas. Por lo tanto I' no es hamiltoniano.
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Ahora falta demostrar que G — {v} es hamiltoniana para todo v € V(G).
G3(m) — b: agmusa3a,ua1a2Ua506...Agm

Gg(m> — Uj;- ij(ljaj_H...agm(llag...aj_1Uj_1b

Gs(m) —a; con i =3n+k, k = 1,2, 3 contiene el ciclo hamiltoniano:
bUg_10;—1Gi—2...01A3m A3 —1 -+ Wiy 4 Uk 4101 Q204 3UED.

Aqui estamos tomando ¢ + 1y ¢ — 1 mod 3.

Ga(m) - ui Gs(m) - ai Gs(m)-b e

Figura 3-2: ciclos hamiltonianos en G3(t) — {v}

Por lo tanto G3(m) no es hamiltoniana. [J

Concluimos que hemos construido una familia de graficas hipohamiltonianas de orden
3m + 4 para todo m > 2. Esta familia incluye gréaficas de ordenes 10, 13, 16 ,19 y 22.

Asi como construimos estas graficas también podemos definir graficas de la misma
manera pero con t vértices en lugar de 3.

Vamos a definir las graficas G;(m). Dados dos enteros m > 2 y t > 3, denotamos por

Gi(m) la grafica de orden mt + ¢ + 1 cuyos vértices son:

V(G) = {ay1, a2, ..., Gy, g, Us, ..., uy, b}

y cuyas aristas son:
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(@i, a141), (Qmp,a1) st i=1,...,mt
A(G) = (up, D) si h=1,2,...,t

(U, Qpyit), si 1=0,1,....m—1

Teorema 3.1.2 Todas las grdficas Gy(m) con t > 3 son hamiltonianas.

Demostracién: Si ¢ > 4 es par, G¢(m) contiene al ciclo hamiltoniano
I'= G1U1at+1at+2u2a2a3ugat+3at+4-~-U2ha2ha2h+1a2h+t+1a2h+t+2
U2 Q2 Q1 QU DUy 1 Qg1 Qg Qo Qg - O —1 At A1
Sit > 5 es impar, Gy(m) tiene el ciclo hamiltoniano
I' = a1 u1 Qe @011 Qo1 Qop—2Up 2020 _3Us—3... Uk Aop 4102 4+¢—1

Uh—102h—102h—2U2h—2. . Usly 4Gy 43012 U2A2A3UZDU Ay ... Ap Q1 ... Ay —1 Ay @ . [

3.2. Las graficas G;(m,n).

Primero vamos a definir estas graficas para el caso t = 3. Definimos G3(m,n) como

la grafica de orden 3(m + n 4 1) cuyos vértices son:

V(G?)(m) n)) - {uh U2, U3, A1, A2, ..., A3m, b17 b2a ceey b3n}

y cuyas aristas son:

(@i, a;y1), (a3m,a1) para @€ {1,....,3m —1}
A(G) =19 (bi,biy1), (b3, b1) para i€ {l,..,3n—1}
(wiyaj), (u;,b;)  si i = j(mod3)
Observemos que estas graficas son muy parecidas a las anteriores, sélo que, en lugar del
vértice b tenemos un ciclo de longitud 3n con las aristas acomodadas de forma andloga al

otro ciclo. Entonces varios de los resultados obtenidos para G3(m) se pueden generalizar
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para G3(m,n). Por ejemplo, si en G3(m) tenfamos algin ciclo que contuviera a b, aqui

podemos tener el mismo ciclo pero recorriendo todos los vértices de la forma b;.
Teorema 3.2.1 Las grdficas G3(m,n) no son hamiltonianas.

Demostracién: Supongamos lo contrario. Sea I un ciclo hamiltoniano en G3(m, n). Debido
a la estructura de la grafica, el ciclo debe contener dos segmentos del tipo a;u;b; y un
segmento de la forma a;ujar o byu,bg, ya que de lo contrario el ciclo empezaria en un
vértice a; y acabarfa en un vértice b;.

Como G3(m,n) = Gz(n, m) podemos suponer que el tercer segmento es de la forma
a;ujay. Entonces I' debe pasar por todos los b}s seguidos: esto quiere decir que I' debe
contener un segmento de la forma:

a;Uibrby 11042 bptb1ba. . b _1upay.

Debido a que dentro de I' todos los b;s forman un segmento, podemos contraer este
segmento a un sélo vértice y obtenemos un ciclo hamiltoniano en la grafica G5(m) lo cual

es una contradiccion. [

Gz(m,n)

Figura 3-3: Contraccién de un ciclo en G3(m,n) a un sélo vértice en Gs(t)

Teorema 3.2.2 Todas las grdficas Gs(m,n) son hipohamiltonianas si m # 1 yn # 1.

Ya sabemos que G3(m,n) no es hamiltoniana. Falta ver que si m,n > 2 al quitarle
cualquier vértice a G3(m,n) obtenemos una grafica hamiltoniana. Si el vértice removido

era un u;, digamos wu, nuestro ciclo hamiltoniano seria:
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u3b364...bgnblb2u2a2a1a3ma3m_1...a4a3u3.

Si el vértice removido era un a;, supongamos sin pérdida de generalidad a; el ciclo
hamiltoniano seria:

a2u2b2b3...bgn_lbgnblu1a4a5...agm_lagmu3a3a2.

>~

El caso en el que quitamos un vértice de la forma b;, es andlogo ya que Gs(m,n)

Gs(n,m). O
Lema 3.2.3 G3(1,n) no es hipohamiltoniana.

Demostracién: G3(1,1) claramente no es hipohamiltoniana ya que contiene 3 vértices de
grado dos. Ahora tomemos n > 2 y supongamos lo contrario. Esto es, la grafica inducida
por V(G3(1,m)) — {b1} debe contener un ciclo hamiltoniano T'.
Como los vértices by y b3 eran de grado 3 y vecinos de by, en la grafica inducida por
V(G3(1,m)) — {b1} tienen grado dos. Entonces I' debe contener al segmento usbsbsus.
Si ahora identificamos los vértices by y b3 en un solo vértice b, I' contiene el segmento
ugbuz y pasa por todos los demas vértices, i.e. pasa por u; y por todos los a;s.
Entonces I' serfa un ciclo hamiltoniano de Gi3(m), lo cual es una contradiccién ya que

G3(m) es hipohamiltoniana. [J

Vamos a definir las graficas Gi(m,n).
Dados tres enteros m > 1, n > 1 y t > 3 definimos la grafica Gy(m,n) de orden
(m + 1+ n)t como:

V(G) = {al, A9y vy Amt, UL, U2y ..oy Uy, bl, bg, ceey bnt}

(@i, ai11), (Qme,a1) para @€ {1,...,mt — 1}
A(G) = (bi, bit1), (bue, b1) para € {1,..,nt —1}
(ui, az), (ui, b;)  si i = j(mdd3)

Podemos ver que G¢(m,n) y Gi(n,m) son iguales.
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mt vertices

'-»\_

nt vértices 65{2,1}
Figura 3-4: Las gréficas Gy(m,n)

Teorema 3.2.4 Las grificas Gs(m,n) no son hamiltonianas.

Demostracién: Supongamos lo contrario y sea I' un ciclo hamiltoniano de G5(m,n).
Llamaremos de tipo A a los segmentos de I" que esten contenidos en el ciclo (ajas...as,)
y cuyos puntos iniciales y finales sean adyacentes a algun u; en I', para i € {1...5}.
Analogamente definimos los segmentos de tipo B.
Como tenemos 5 vértices de la forma u; y cada uno tiene dos vecinos en I'. Tenemos
que en total I" contiene 5 segmentos de tipo A o B. Supongamos sin pérdida de generalidad
que contiene mas de tipo A.

Entonces tenemos dos casos:

Caso 1: I' contiene 4 segmentos de tipo A y uno de tipo B.

Como hay un tinico segmento de tipo B, este debe contener a todos los vértices b;.

Esto quiere decir, que el segmento de tipo B es de la forma:

B = bibji1...bspb1bs...b;_1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que i = 2,
entonces [ = bobs...b,;b1.

Esto también quiere decir que T' pasa por las aristas (by,u1) y (bs, uz). El siguiente
vértice en el ciclo debe ser algin vértice a; y supongamos, sin pérdida de generalidad,

que la arista (uq,a;) estd en I
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Tenemos dos subcasos:

Caso 1.1: I' pasa por la arista (aj, as;,). Esto implica que I' contiene al segmento
ugasas. Entonces los 4 segmentos de tipo A son: ag...a;, Giy1...05 Gj11,05 Y Qp1...05m01.

i,7,k = 1,2 (mod 5) = wu; 0 us tiene grado 3 en I'.

Luego si 7,7,k = 0 (mod 5) entonces el siguiente vértice tendria que ser adyacente a
u1, lo cual no se puede.

Entonces i, j,k = 3 0 4 (mod 5) pero esto implica que tres de los vértices ay, a;;1,
ajdj+1,

apax+1 deberian ser adyacentes a uy en el ciclo, lo cual es una contradiccion.

ST

dj

dk+1

d1

Caso 1.1 Caso 1.2

Figura 3-5: Caso 1

Caso 1.2: I pasa por la arista (a, as).

Entonces I' contiene al segmento usas,,as.,_1. Esto quiere decir que los 4 segmentos
de tipo A son:

a1...05, Aj41...Q5 Aj41...0k Y Qf41---A5m-

Sii =2 (mod 5) tenemos el ciclo ugbobs...bs,biuiaias...a;us < T
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Luego dos de los nimeros ¢,7 y k no pueden ser congruentes con el mismo nimero
modulo 5, ya que una debe ser congruente con 2 para cerrar el ciclo de un lado. Otra
debe ser congruente con 4, para cerrar el ciclo de otro lado, y la tercera solo puede ser 3
ya que us y us ya tendrian grado dos en I'.

Notemos que si i =1 (mod 5), entonces j no puede ser congruente con [ + 1 médulo 5
y lo mismo pasa para j y k, ya que tendriamos el ciclo w;11a41...aja;41 contenido en I'.

Sii=3(modb) = j=2(mod5)y k=4 (modb5) pero si k =4 (mod 5) se forma
el ciclo usayq...a5,u; C T

Por lo tanto i = 4 (mod 5), lo que implica j = 3 (mod 5) y k = 2 (mod 5) pero esto

nos da el ciclo usay1...asmusa;it1...a5us, lo cual es una contradiccion.

Caso 2: Hay 3 segmentos de tipo A y 2 segmentos de tipo B.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los dos segmentos de tipo B son:
babs...b, ¥ byy1...bs,by. Tenemos que I pasa por las aristas (ug, be) y (b1, uy).

A partir de uy el ciclo debe irse a algun vértice a; y nuevamente podemos suponer
que es a; y tenemos dos subcasos:

Caso 2.1: T pasa por la arista (asn, a1).

En este caso los 3 segmentos de tipo A son: asas...a;, Giy1...0; ¥ @jGj41...05,01.

Notemos que 7, j = 3,4 (mod 5) ya que u; y us tienen orden 2 en I

Por los mismos argumentos también r = 3,4 (mod 5).

Si i = 3 (mod 5), entonces j no puede ser congruente con 4 médulo 5 ya que se
formaria el ciclo u4a;t1...a;u4.

Esto quiere decir que i = 4 (mod 5) y j = 3, 4 (mod 5). Pero esto implica que los
unicos vértices que estan disponibles para ser adyacentes con b, y b1, son us y us, lo
cual es una contradiccion.

Caso 2.2: T pasa por la arista (aq, as)

Esto implica que los 3 segmentos de tipo A son: aiay...a;, Qit1...05 Qjy1...Q5m.

Nuevamente tenemos que r = 3,4 (mod 5), j = 3,2 (mod 5) ya que j = 4 (mod 5)
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dr+l

Figura 3-6: Caso 2

nos da el ciclo usa;jt1...asmus.

Pero esto también implica que ¢ no puede ser congruente con dos moédulo 5. Por lo
tanto ¢ = 3,4 (mod 5).

También tenemos que ¢ y 7 no pueden ser congruentes con el mismo nimero médulo
5, ya que esto implicaria que r = 2 (mod 5).

Entonces si i = 4 (mod 5) tenemos j = 3 (mod 5) y r = 2 (mod 5) lo cual no es
posible.

Por lo tanto la tnica opcién es i = 3 (mod 5), j = 2 (mod 5) y r = 3,4 (mod 5), pero
esto nos da el ciclo uga;a;_;...a;41usbyb,_1...bouy contenido en I'.

Concluimos que no puede existir un ciclo hamiltoniano. [

Teorema 3.2.5 Las grdficas Gs(m,n) son hipohamiltonianas sim # 1 on # 1.

Como ya demostramos que no son hamiltonianas, sélo falta ver que G5(m,n) — {v}

Y

es hamiltoniana para todo v € V(G). También, como m o n # 1y como Gs(m,n) =
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G5(n,m), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que m # 1. Tomemos v € V(G)
y consideremos G5(m,n) — {v}.

Si v = a; para alguna i = 1,2,...,5m tenemos que Gj5(m,n) — {v} tiene el ciclo
hamiltoniano:

Qi1 4Qi 4305420 11Ut 1011044 2Ui 1205470165 45U;0i0;_1b;_o...bi 13U 13048
Aiy9...Qi—1U;—10i+4. Notemos que aqui estamos tomando u;y; mod 5.

Si v = b; para alguna i = 1,2,...,5n tenemos que Gs(m,n) — {v} tiene el ciclo
hamiltoniano:

Qi1 4Qi 430542011 Uir 1011044 2Ui 420517071603 45U Q1. Qi1 9@ 8Ui 43Dy 3
biva. b 1Ui—1Ui—1Giqg.

Si v = w;, para alguna i = 1,2,....,5 tenemos que Gs(m,n) — {v} tiene el ciclo
hamiltoiano:

Qi 1Uig 10341005 1Dy 2Ui 120 120 1 3Ui1 301 80170160150 14U+ 40i19

Aj410---Qig1- U
Teorema 3.2.6 Todas las grdficas Gy(m,n) con t par, son hamiltonianas.

Demostracion: Sit = 2. Sean los ciclos a = {a1as...a, } y B = {b1bs...by¢ }. Consideremos
las trayectorias P, = a—(ay,a9) y Po = f— (b1, b2). Entonces I' = Py U (ay, uy) U (uq, by)U

Py U (by, ug) U (ug, ag) es un ciclo hamiltoniano.

Sit > 4 es par, G¢(m,n) contiene el ciclo hamiltoniano I' = aju;bbyusasasus

bgb4. ..u2ha2ha2h+1uththHbth.. .ut,lbt,l bt. --bjbj+1 .. .bmutat.. Ay 1. Q@ - ]

En general las gréaficas Gi(m,n) — {v} con t > 3 impar, son hamiltonianas para todo

v € V(G¢(m,n)). En [DV] se muestran dichos ciclos hamiltonianos.

Corolario 3.2.7 La cantidad de grificas hipohamiltonianas no isomorfas H(n) de orden
v satisfacen las desigualdades H(3k) > |3(k—3)| y H(5k) > |i(k — 1)] para toda
keZt.
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Figura 3-7: Ciclo hamiltoniano en Gy(m,n) para t par.

Demostracién: Empecemos por la primera desigualdad. Primero veamos que para k €
{1,2,3,4}, 3k serfa respectivamente 3,6,9 y 12; y ya sabemos que para esos valores de n,

H(n) =0, si k <4 tenemos que k — 3 < 1y por lo tanto
1 1
—(k=3)] <|=]=0
s-3)] < 1]

y se satisface la desigualdad.

Observacién: Si m; + n; = mg + ny pero m; # n; para 4,5 = 1,2 las graficas
Gi(my,n1) y Gi(ma,ng) son no isomorfas ya que la primera contiene como subgréficas

inducidas un ciclo de longitud my y uno de longitud n; y la segunda no.

Luego, para k > 5 tenemos que la grafica G3(m,k —m — 1) es una grafica hipohamil-

toniana de orden 3(m +k —m — 1+ 1) = 3k.

Caso 1: si k es impar tenemos que k = 2p+ 1 entonces en las graficas Gs(m, k —m —
1) = G3(m,2p — m) al variar m y tomarnos las parejas (m,2p-m) estamos considerando
parejas que siempre suman 2p.

Entonces si tomamos m = 2,3, ..., p estamos obteniendo parejas distintas y por lo

tanto graficas no isomorfas. Podemos notar que si m = p—1 tenemos la pareja (p—1, p+1),
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si m = p tenemos la pareja (p,p) y si m = p+ 1 volvemos a tener la pareja (p+1,p— 1),
en otras palabras m = p 4+ 1 es el primer valor de m para el cual obtenemos una pareja
repetida. Por lo tanto tenemos p — 1 = % graficas no isomorfas de orden 3k.

Caso 2: si k es par tenemos k& = 2p, al variar m = 2,3,....,p — 1 tenemos que las
parejas (m,2p — 1 —m) suman siempre 2p — 1 y son distintas ya que el primer valor de
m que nos da una pareja repetida es p; m = p — 1 nos da la pareja (p — 1,p) y m = p
nos da la pareja (p,p — 1). Por lo tanto tenemos p — 2 = L%J graficas no isomorfas de

orden 3k.

Para la segunda desigualdad tenemos, que para k € {1,2,3}, 5k vale 5,10 y 15.
Sabemos que no hay graficas hipohamiltonianas de orden 5 y que hay una tnica de orden
10. Para k =1 [%1| =0, para k = 2[*1| = 0 y para k = 3| %51] = 1. Por lo tanto se
cumple para k < 3.

Para k > 4 sabemos que G5(m,k —m — 1) es una grafica hipohamiltoniana y tiene
orden 5m~+5+5(k—m—1) = 5k. Entonces andlogamente a la desigualdad anterior tenemos
que para cada m = 1,2, ..., | %1 | se tienen graficas hipohamiltonianas no isomorfas de

2

orden 5k y por lo tanto se satisface la desigualdad. [

3.3. Construccion de Thomassen.

Teorema 3.3.1 Sean x,y € N definimos la operacion * : N X N — N como z xy =
x+y—5. Sea A = {10,13,16,19,22}, entonces dado z > 10 € N — {11,12,14,17}

existen x1,xs,...,x; € A, tales que v = o1 * T9 * ... * 1.

Demostracion: Primero notemos que: 15 = 10 * 10,

18 =10 % 13,
20 =10 % 10 % 10,
21 =10 *x 16.
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Procederemos por induccién tomando como base n = 22. Sea k € Nk > 23 y
supongamos que para todo m tal que 23 < m < k, se cumple la hipétesis de induccién.
En particular tenemos que existen x1, zs,...,x; € A tales que k — 2 = x; * 29 x ... x ;.

Caso 1: ;1 # 22. En este caso tenemos que x1 + 3 € A. Entonces k + 1 = 1 + 3 %
To ¥ ... % T,

Caso 2: x; = 22. Observemos que 25 = 10 % 10 * 10 * 10. Entonces x1 +3 = 25 y
tenemos que k + 1 =10 % 10 10 * 10 * 9 * ... x z;. [

Vamos a mostrar ahora la contruccién de Thomassen para obtener una grafica hi-
pohamiltoniana G = G * G5 a partir de dos graficas hipohamiltonianas G y Gs.

Sean (1 y G dos graficas hipohamiltonianas que contienen cada una un vértice xg, yo
de grado 3 respectivamente. Sean N(zg) = {x1, 22,23} v N(v0) = {v1,v2, Y3}

Afirmacion: la vecindad cerrada de xq, N[zo]= K 3.

Demostracion: Supongamos que existe una arista entre algunos de los vértices x1,z9,23.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que es entre x; y 5. Como G es hipohamilto-
niana; G — {z} contiene un ciclo hamiltoniano C'. Como en G - {z;1} el vértice z, tiene
grado 2, las aristas (z3,z9) y (g, z2) deben pertenecer al ciclo C'. Entonces si en GG; consi-
deramos al ciclo C'y sustituimos la arista (zo, z2) por la trayectoria {xg, z1, 2} obtenemos
un ciclo hamiltoniano en G lo cual es una contradiccién. Similarmente Nyg| = K3 3. O

Ahora prosigamos con nuestra construccién. Sean Hy = Gy —{zo} y Hy = Ga —{wo},
definimos a G como la grafica obtenida al identificar los vértices x; con y; en un vértice

z; para 1 = 1,2,3 como se puede ver en la figura 3.3

Xo
Gz

.. Vo . <
M A7
Vi

Figura 3-8: La construcciéon de Thomassen
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En resumen la grafica Gy x Gy queda definida como:

V(G1%Gy) =V(Gy — N[z]) UV (Gy — Ny]) U{z1, 22, 23}

donde z y y eran los vértices de grado 3 de G; y G5 respectivamente, y

A(Gy xGy) = A(Gy — N[z]) UA(Gy — N[y)) U Z

donde
(zi,v) € Z<= v e N[x;]UNJyl,i=1,2,3

donde N[l’] = {561,11327333} y N[y] = {ylay%yS}-

Lema 3.3.2 La grdafica G = Gy x Gy es hipohamiltoniana si Gy y Gy son hipohamilto-

nianas.

Demostracion: Primero demostraremos que G no es hamiltoniana. Supongamos que existe
un ciclo hamiltoniano C' en G que pasa por z; 22 y 23.

Luego C = PP, P; donde P, es una z; — 2z trayectoria P, es una zo — 23 trayectoria
y P53 es una z3 — 2; trayectoria. Observemos que entre las subgraficas Hy, Hy de G no
existen aristas. Por lo tanto podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que P, y P,
estan contenidas en H; y Pj3 esta contenida en Hj.

Entonces Py P, es una trayectoria hamiltoniana en G; — {z¢}. Esto implica que P, P,U
{(z0, 1), (g, z3)} es un ciclo hamiltoniano de G, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto GG no es hamiltoniana.

Ahora veamos que para todo vértice v € V(G), la grafica G — {v} es hamiltoniana.

Caso 1: el vértice v ¢ {z1, 29, 23}. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v estd
en Hy. Como G es hipohamiltoniana, sea C' un ciclo hamiltoniano en G; — {v}. Entonces
(G1 —A{v}) —{zo} = Hy — {v} tiene una z;, x;- trayectoria hamiltoniana para {z;,z;} C
{x1, 9, x3}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que es una z;zo-trayectoria llamada

P
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Similarmente, en (Go—{y3})—{yo} se tiene una y; yo-trayectoria hamiltoniana llamada

P,. Consideremos Hy — {y3}. Es claro que P P, es un ciclo hamiltoniano en G — {v}.

Caso 2: el vértice v € {21, 29, 23}. Supongamos v = z3. Entonces G; — {v} tiene un
ciclo hamiltoniano Cy y (G; — {v}) — {xo} tiene una x;, x5 trayectoria que es hamilto-
niana en H; — {v}. Andlogamente (Gy — {v}) — {yo} tiene una y;y trayectoria que es
hamiltoniana en Hy — {v}. La unién de ambas trayectorias nos da un ciclo hamiltoniano

en G —{v}. O

Con este método de construccién, si las dos graficas iniciales G; y G5 tenian ordenes
p v q respectivamente, la grafica G = G x G5 tiene orden p + ¢ — 5. Si una de las dos
graficas tiene dos vértices de grado 3 ajenos, la grafica resultante también tiene un vértice
de grado 3 y podemos repetir este proceso, tantas veces como queramos siempre y cuando
la grafica nueva tenga dos vértices distintos de grado 3. En la figura 3.3 se muestra la
grafica GG construida a partir de dos gréficas de Petersen.

Si en particular una de las dos graficas, digamos G es la grafica de Petersen, y el
vértice que eliminamos de Gy es vy diremos que a vy le aplicamos una sustitucion de
Thomassen.

De la seccién anterior, sabemos que existen graficas hipohamiltonianas de ordenes
10, 13, 16, 19 y 22 que tienen dos vértices de grado 3 ajenos, las cuales nos sirven para

construir nuevas gréaficas hipohamiltonianas.

Figura 3-9: La grafica G construida a partir de dos gréficas de Petersen.
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Teorema 3.3.3 Para todo entero n > 13 excepto tal vez, 14 o 17 , existe una grdfica

hipohamiltoniana de orden n.

Demostracion: Sabemos que existen graficas hipohamiltonianas de ordenes 10, 13, 16 y
22 que cumplen las hipdtesis del lema anterior. El lema nos dice, que apartir de estas
graficas, si tomamos dos, de ordenes n y m respectivamente, podemos construir una
grafica hipohamiltoniana de orden m + n — 5.

Luego por el teorema de teoria de los nimeros 3.3.1 , podemos construir graficas

hipohamiltonianas de orden n, para todo entero n > 13 excepto 14 y 17. [J

En 1978 Collier y Schmeichel [CS] probaron que no existen graficas hipohamiltonianas
de orden 14. Por ultimo en 1997 Mc Key y compania en [AB] probaron que tampoco

existen gréaficas hipohamitonianas de orden 17. Asi la conclusion es:

Teorema 3.3.4 Para todo entero n > 10 existen grdficas hipohamiltonianas de orden n

excepto para n € {11, 12, 14, 17}.
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Capitulo 4

Contraejemplos para algunas

conjeturas.

En esta seccién daremos los contraejemplos que construyé Thomassen en [T2] a 3
conjeturas:

(1) Toda gréfica hipohamiltoniana tiene cuello mayor o igual a 5 (Herz, Duby y Vigué)
[HDV].

(2) Si al eliminar una arista de una gréafica hipohamiltoniana no se crea un vértice de
grado 2, entonces la gréfica obtenida también es hipohamiltoniana (Chvatal) [Ch].

(3) Si al anadirle una arista a una grafica hipohamiltoniana de cuello 5 no se modifica

el cuello de la grafica, entonces tampoco se crea un ciclo hamiltoniano (Bondy) [Bo].

Vamos a construir una grafica que nos servird para construir los contraejemplos.

Definimos la grafica Ry de orden 12 como:

V(Rs) = {1, 2, T3, T4, T5, Y1, Y2, Y3, Ya, Y5, 2, W}
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(i, Tiv1), (Yis Yir1), 1= 1,2,3,4
(@5, 21) (Y5, Y1)
A(R) = ¢ (z.21)(z,m1)
(w,23), (w, y3)
(

l’l,yz),’l = 2,4, 5

\

Observacién: Como podemos observar en la figura 4-1, la grafica R, tiene cuello 4.

X5 .

\ Y
kY .1 “. § /‘. II,"
.= X R2 N\
\'\ \'\'-\-.._\_. - 4 ._"J.,r'l."._. _H'.
™~ S }‘/ LS f.
e W |—l - L -
Fil i \.
.-".\ ,‘. .I./___z\, \'
/- v H - . g,
Yo oy ¥ e ‘“ia ‘\ G
"If /“/ - 1 Rz
Vs y4 & %

Figura 4-1: Las gréficas Ry y Gp,.

Lema 4.0.5 La grdfica Ry no es hamiltoniana.

Demostracion: Supongamos lo contrario y sea I' un ciclo hamiltoniano en R,. Como
d(z) = 0(w) = 2 tenemos que I' debe contener a los segmentos z12y; y xswys. Como T’
tambien debe pasar por xs y y tenemos que (x9,72) € I'. Esto implica que (z1,x9) y
(y2,93) € T' 0 (y1,92) v (x2,23) € I'. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
y12x129yoyswrs € I'. Esto implica que (x5,21) v (ys3,y4) € T'. Entonces las dos tinicas
formas en las que se puede cerrar a I' son con el segmento xsx4ys 0 con el segmento

T5YsY4, pero en ambos casos I' no es hamiltoniano lo cual es una contradiccién. L.

Definicién 4.0.6 Sea G una grdfica con al menos un vértice v de grado 3. Diremos que
al vértice v le aplicamos una sustitucion de Thomassen si hacemos la operacion P x G

con P la grafica de Petersen y eliminando los vértices w € P yv € G.
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X1 X1 X3
X3

—>

X2 w2

Figura 4-2: La sustitucién de Thomassen aplicada al vértice x

Definimos a la grafica G, como la grafica obtenida a partir de la grafica R, aplicando-
le una sustitucién de Thomassen a cada uno de los vértices z1, x3, y1, 3.
La gréfica que obtuvimos (ver figura 4-2) nos sirve como contraejemplo para las

conjeturas (1) y (2). Para demostrarlo necesitamos primero varios lemas.

Lema 4.0.7 Sean Gy y G4 dos grdficas ajenas, cada una de ellas con al menos un vértice
de grado tres, x, y respectivamente. Supongamos que Go es hipohamiltoniana y conside-
remos la construccion de Thomassen G = G1 * G con la notacion del capitulo anterior.
Entonces:

(a) La grifica G = Gy % Gy es hamiltoniana si y sdlo si Gy es hamiltoniana.

(b) Sea Hy = Gy — {z}. Para todo v € V(H,), G — {v} es hamiltoniana si y sdlo si
G1 — {v} es hamiltoniana.

(c)Sea N(x) = {xq,x2,23}. Si Gi—{x;} es hamiltoniana para todo i = 1,2, 3, entonces
G — {v} es hamiltoniana para todo v € V(Hy).

Demostracién de (a): Supongamos que G es hamiltoniana y sea I un ciclo hamiltoniano
en GG. Entonces I" se puede ver como la union de tres trayectorias I' = P, U P, U Py donde
cada P; es una z;2;,1 trayectoria con ¢ = 1,2, 3. Como los vértices de G; y G5 son ajenos
podemos afirmar que dos de las tres trayectorias se quedan contenidas en GG; o en Go.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que dichas trayectorias son P, y P.

Si tuvieramos que Py U P, C Gq, entonces Py U P U (y,21) U (23,y) es un ciclo
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hamiltoniano en G, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto P,U P, C G y concluimos

que P, U Py U (z,21) U (23,2) es un ciclo hamiltoniano en Gj.

Ahora supongamos que (7 es hamiltoniana y sea I'y un ciclo hamiltoniano en Gj.
Entonces I'y — {z} = P, es una z;z; trayectoria hamiltoniana en H; con i,j € {1,2,3}.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 1,7 = 2. Luego como Gs es
hipohamiltoniana, Gy — {23} tiene un ciclo hamiltoniano I's. Esto quiere decir que I'y —
{y} = P» es una z;2, trayectoria hamiltoniana en Hy por lo que P; U P, es un ciclo

hamiltoniano en G.

Demostracién de (b): Sea v € V(H;). Supongamos que G; —{v} es hamiltoniana y
sea I'; un ciclo hamiltoniano en Gy — {v}. Entonces P, =I'; — {z} es una z,;z; trayectoria
hamiltoniana en H; con i, j € {1,2,3} . Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
i =1,j = 2. Luego como G5 es hipohamiltoniana, Gy — {z3} tiene un ciclo hamiltoniano
[y. Observemos que P, = I's — {y} es una z;2zy trayectoria hamiltoniana en Hs por lo
que P U P, es un ciclo hamiltoniano en G — {v}.

Ahora supongamos que G — {v} es hamiltoniana y sea I' un ciclo hamiltoniano en
G — {v}.

Caso 1: Si v ¢ {21,292, 23}. Entonces a I' lo podemos ver como la unién de tres
trayectorias P, P, y P3 donde cada P; es una z;z;,11 trayectoria con ¢ = 1,2,3. Dos de
esas tres trayectorias, supongamos P; y P», se quedan contenidas en G. Esto se debe a
que si estuvieran contenidas en GGy podriamos extender a P; U P, a un ciclo hamiltoniano
en G4 lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto P, U P, C G;. Con esto concluimos
que P, U Py U (z,21) U (z, z3) es un ciclo hamiltoniano en G; — {v}.

Caso 2: Si v € {z1, 22, 23}. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v = 2.
Entonces I' = P, U P, donde P, es una 232, trayectoria y P, es una 2923 trayectoria.
Cada una de las trayectorias se queda contenida en G; o GG. Supongamos que P, C Gj.

Entonces Py U (2, 22) U (, z3) es un ciclo hamiltoniano en G; — {v}. O
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Demostracién de (c): Supongamos que G; — {z;} es hamiltoniana para toda i =
1,2,3, y tomemos un vértice v € V(Hy) C V(Gy).

Como G es hipohamiltoniana y v € V(Gs), G2 — {v} contiene un ciclo hamiltoniano
I'y. Entonces P =T's — {y} es una z;z; trayectoria hamiltoniana en Hy — {v} con i, j €
{1,2,3}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que i = 1,5 = 2.

Como Gy —{z3} es hamiltoniana, contiene un ciclo hamiltoniano I'y. Luego I' —{z} =

Py es una z; 25 trayectoria hamiltoniana en H;. Por lo tanto P;UP es un ciclo hamiltoniano

en G —{v}. O

Teorema 4.0.8 Sea G una grdfica no hamiltoniana y sea B C V(G). Supongamos que
para todo v € B, 6(v) = 3 y que si x,y € B entonces (z,y) ¢ A(G). Sea H la grdfica
obtenida a partir de G aplicandole una sustitucion de Thomassen a cada uno de los
vértices de B. Si para todo vértice w € V(G) — B, G —{w} es hamiltoniana, entonces H
es una grdafica hipohamiltoniana que contiene a G — B como subgrdfica.

Ademds, si para toda arista a € A(G — B) eziste un vértice z, € V(G) — B tal que
G — {z.} — a no es hamiltoniana, entonces H cumple que para toda arista a € A(H),

H — a no es hipohamiltoniana.

Demostracién: Como G no es hamiltoniana, por el inciso (1) del lema 4.0.7 cada que
aplicamos una sustitucion de Thomassen a alguno de los vértices, la grafica resultante
no es hamiltoniana por lo que H no es hamiltoniana.

Luego como G — {v} es hamiltoniana para todo v € V(G) — B por el inciso (2) del
lema 4.0.7, H — {v} es hamiltoniana para todo v € V(G) — B.

Finalmente, consideremos N el conjunto de vértices anadidos en el proceso. Por el
inciso (3) del lema 4.0.7, como los vértices de B son ajenos entre si, tenemos que para
todo v € N, la grafica H — {v} es hamiltoniana.

Por lo tanto la grafica construida H es hipohamiltoniana y contiene a G — B como

subgrafica.
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Para demostrar la segunda parte del teorema tomemos a € A(H).

Caso 1. Si a € A(G — B). En este caso, como existe z, tal que G —a — {z,} no
es hamiltoniana, tenemos que por el lema 4.0.7, la grafica H — a — {z,} tampoco es
hamiltoniana por lo que H — a no es hipohamiltoniana.

Caso 2. Si a es una de las aristas que se anadieron en el proceso de sustituir los vértices
de B mediante una sustitucion de Thomassen. En este caso tenemos que H — a contiene
al menos un vértice v tal que d(v) = 2, por lo que H — a no puede ser hipohamiltoniana.

U

Teorema 4.0.9 La grdfica H = G, es hipohamiltoniana, contiene a Ry — {x1,x3y1, Y3}
como subgrdfica y cumple que para toda arista (z,y), la grdifica H — (x,y) no es hipoha-

mailtoniana.

Demostracion: Sea G = Rs. Ya demostramos anteriormente que G' no es hamiltoniana.
Afirmacién: Para todo v € V(G) tal que v # x1, 23,1193, la grafica G — {v} es
hamiltoniana:

Caso 1. Siv € {w, z}. Si v = z tenemos el ciclo hamiltoniano

{@3wyYsy2y1 YsyaTaTsz1 o3}

Si v = w tenemos el ciclo hamiltoniano

{xlzy1y2y3y4y5x5x4$3x2$1}.

Caso 2 Siv =ux; o v=y; para alguna ¢ = 1, 2, .., 5. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que v = z;. En este caso tenemos que existe una cantidad par de aristas de

la forma (z;,y;) en G — {v}. Entonces el ciclo

{$191y2$2$393~-$¢—1y¢1 y1yz‘+1$z‘+1$i+2yz‘+2~~ysx5$1}
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es hamiltoniano en G — {z;}. Por lo tanto podemos aplicar el teorema 4.0.8 y concluimos

que H es un contraejemplo para la conjetura (1).

Para demostrar la segunda parte del teorema, sea a € A(Ry — {z1,x3,y1,ys3}). Que-
remos encontar un vértice z, € V(Ry) — {z — 1,23,y1,y3} tal que G — z, — a no es
hamiltoniana.

Notemos que a € {(z2,v2), (4,4), (x5,Y5), (x4, 25)(ys,y5)}. En la siguiente tabla

podemos ver cuales son dichos vértices.

($2, ?J2) Ts
(74,75) | y2
(y4, ?/5) o)
(74, y4) Yo
(75,15) || 72

Tabla 4-1: Vértices z, que cumplen que Ry — {z,} — a no es hamiltoniana.

Nuevamente por el teorema 4.0.8 tenemos que H cumple que al remover cualquier
arista, deja de ser hipohamiltoniana. Podemos observar que H contiene vértices de grado

mayor a 3 por lo que este contraejemplo también sirve para la conjetura (2). O

Una generalizacion de la grafica Ry es una familia infinita de graficas Ry para k > 2

definida como:

V(Rk) = {.131, Ly eeny T2kt 1, Y1, Y25 -5 Y2k+1,5 2, U}}
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(i, xiv1), Yis Yir1),0 = 1,2, ..., 2k
(2641, 21) (Y2k+1, Y1)
A(Br) = (z21)(z, )
(w, 23), (w, y3)
(

%z,yl),l = 2,4,5,6, ,2k + 1.

(

En [T2] Thomassen demostré que las gréficas Ry no son hamiltonianas y que a partir
de ellas mediante el mismo procedimiento que le aplicamos a la grafica R, se obtiene una
familia infinita de graficas hipohamiltonianas de cuello 4.

Vamos a dar ahora un contraejemplo de la conjetura (3).

Sea P la grafica de Petersen y sea G = P x P x P. Entonces G tiene cuello 5 y
en la siguiente figura podemos ver que las aristas remarcadas forman una trayectoria
hamitoniana. Observar que si anadimos la arista que cierra este ciclo, no se forman ciclos

de longitudes 3 o 4, pero si se forma un ciclo hamiltoniano.

Figura 4-3: Un contraejemplo para la conjetura (3).

66



Bibliografia

[AB] R.E.L Alred, McKay, D. Brendan, N.C. Wormald, Small hypohamiltonian graphs,
J. Combin. Math. Combin. Comput. 23 (1997), 143 - 152

[Bo] J.A. Bondy, Variations on the hamiltonian theme, Can. Math. Bull, 15 (1972)
57-62

[Ch] V. Chvatal, Flip-flops in hypohamiltonian graphs, Can. Math. Bull, 16 (1973)
33-41

[CS] J. B. Collier and E.F. Schmeichel, Systematic searches for hypohamiltonian
graphs, Networks 8 (1978), no. 3 193 - 20

[DV] Jean Doyen and Viviane van Diest, New families of hypohamiltonian graphs,

Discrete mathematics 13 (1975) 225-236

[GHR] Gaudin, T., Herz, J.C. and Rossi, P., Solution du probléeme no. 29, Rev. Franc.
Rech. Operat. 8 (1964) 214-218

[HDV] J.C. Herz and J.J. Duby, F. Vigué, Recherche systematique des graphes hy-
pohamiltoniens, Proc. 1966 Internl. Symp. in Rome P. Rosenthiel, ed., Dunod, Paris
(1967) 153 - 160

67



[S] Sousselier, R., Probleme no. 29: Le cercle des irascibles, Rev. Franc. Rech. Operat.

7 (1963) 405-406

[T1] Cartsen Thomassen, Hypohamiltonian and hypotraceable graphs, Discrete mat-
hematics 9 (1974) 91-96

[T2] Cartsen Thomassen, On hypohamiltonian graphs, Discrete mathematics 10 (1974)
383-390

68



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Definiciones
	Capítulo 2. Gráficas Hipohamiltonianas de Orden Mínimo
	Capítulo 3. Gráficas Hipohamiltonianas Grandes
	Capítulo 4. Contraejemplos Para Algunas Conjeturas
	Bibliografía



