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Históricamente, la clasi�cación de variedades algebraicas ha sido un
problema fundamental de la geometría algebraica y su resolución ha sido

el máximo sueño de los geómetras algebraicos.

On the work of Shigefumi Mori

-Heisuke Hironaka
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Introducción

Para clasi�car una clase de equivalencia birracional de una variedad proyectiva desde el
punto de vista de la geometría birracional se ha desarrollado el conocido Programa de Mori o
Programa del Modelo Mínimo, Kenji Matsuki en su libro [Ma] menciona que este programa se
basa en las siguientes 4 estrategias:

MP1 Encontrar un buen representante de la clase birracional.

MP2 Estudiar las propiedades del buen representante.

MP3 Estudiar la relación (birracional) entre las posibles elecciones de buenos representantes.

MP4 Construir un espacio de moduli (�jando algunos invariantes discretos como el género o
las clases de Chern que varíen en las distintas clases de equivalencia).

Encontrar un buen representante de una clase de equivalencia �ja se re�ere a encontrar un
representante que sea lo más simple posible, llamado minimal, en el sentido de que siempre
existe un mor�smo birracional de cualquier miembro de la clase de equivalencia a este elemen-
to. En el caso de empezar con una variedad proyectiva suave, una manera de encontrar una
variedad minimal dado un representante de la clase de equivalencia es contrayendo las curvas
racionales de dicho representante cuya intersección con el divisor canónico sea negativo. Una
de las herramientas para este propósito es el Teorema del Cono. El objetivo principal de este
trabajo es probar este Teorema en el caso de variedades proyectivas suaves.

En el primer capítulo se dan algunas nociones que se utilizan a lo largo de todo el trabajo,
en estas nociones no se incluye la de�nición de esquema o de sus propiedades básicas, estas
pueden ser consultadas en [H1, II]. Al �nal de este capítulo se prueba uno de los tres criterios
de amplitud tratados en este trabajo, el cual relaciona la amplitud de un divisor con la anula-
ción de ciertas cohomologías.

En el capítulo dos se prueba el Criterio de Amplitud de Nakai-Moishezon el cual involucra
los números de intersección de todos los subesquemas cerrados del esquema. Este criterio da la
motivación para de�nir a los divisores numéricamente efectivos (nef ) de los cuales enunciaremos
algunas propiedades y daremos una caracterización en terminos de las intersecciones con subva-
riedades de dimensión uno. En el camino para dar el tercer criterio, conocido como el Criterio
de Amplitud de Kleiman, de�niremos el espacio de curvas asociado a una variedad algebraica
N1(X) y el cono de curvas NE(X) los cuales juegan un papel muy importante en el Teorema
del Cono. Por último se calculara el cono de curvas de una super�cie reglada a modo de ejemplo.
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Introducción 5

En el capítulo tres mostraremos el porque un modelo minimal es una variedad proyecti-
va suave cuyo divisor canónico es nef. Posteriormente demostraremos los Lemas de Bend and
Break I y II entre otros resultados importantes para �nalizar con la demostración del Teorema
del Cono en el caso suave.

En el último capítulo probaremos el Teorema de Contracción de Castelnuovo que es muy
importante, ya que ayuda a resolver el Programa de Mori en dimensión dos. Este trabajo con-
cluirá con un diagrama que describe el método para encontrar un modelo minimal en el caso
de super�cies suaves.

Algo que se debe de tener en cuenta al leer este texto es que siempre consideramos esquemas
sobre campos algebraicamente cerrados. Cuando hablamos de variedades nos estamos re�riendo
a esquemas enteros, noetherianos, separados y de tipo �nito sobre un campo. Una variedad
completa es una variedad propia sobre el campo.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Divisores

En esta sección introduciremos algunos conceptos que son importantes para el desarrollo de
este trabajo, empezando por las de�niciones de divisor de Weil y de Cartier, así como algunas
propiedades de estos y la relación que guardan entre si. Por último se hablará un poco sobre el
divisor Canónico el cual tomará importancia en el capítulo tres y cuatro.

1.1.1. Divisores de Weil

Empecemos introduciendo la noción de divisor de Weil, esta de�nición puede darse sobre
un esquema arbitrario, sin embargo en este trabajo nos restringiremos a esquemas que cumplan
una condición en particular que de�niremos más adelante. Posteriormente introduciremos la
de�nición de divisor de Cartier que además guarda una relación importante con las gavillas
invertibles sobre el esquema dado.

No obstante, es importante hablar de los divisores de Weil, al ser una de�nición más mane-
jable y que además nos ayudara a entender mejor la de�nición de t-ciclos, los cuales se de�nirán
en el capítulo dos y son necesarios para poder de�nir el cono de curvas, que juega un papel
muy importante para el programa de Mori.

De�nición 1.1. Decimos que un esquema X es regular en codimensión uno si todo anillo
local OX,x de X de dimensión uno es regular.

Los ejemplos más importantes de este tipo de esquemas son las variedades no singulares
sobre un campo y los esquemas noetherianos normales. En una variedad no singular el anillo
local de todo punto cerrado es regular, por lo tanto todos los anillos locales son regulares ya que
son la localización de anillos locales de puntos cerrados. En un esquema noetheriano normal,
todo anillo local de dimensión uno es un dominio enteramente cerrado y por lo tanto regular.

En toda esta sección vamos a considerar esquemas con la siguiente condición:

(*) X un esquema entero, noetheriano y separable que es regular en codimensión uno.

De�nición 1.2. Sea X un esquema que satisface (∗). Un divisor primo en X es un subes-
quema cerrado Y , entero y de codimensión uno. Un divisor de Weil es un elemento del grupo
abeliano libre generado por los divisores primos (denotado por WDiv(X)). Denotaremos un di-
visor como D = ΣniYi, donde los Yi son divisores primos, los ni son enteros y sólo un numero
�nito de estos son distintos de cero. Si ni > 0 para toda i decimos que D es efectivo.
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1.1. DIVISORES 7

Si Y es un divisor primo en X, sea η ∈ Y su punto genérico, entonces el anillo local OX,η
es un anillo de valuación discreta con campo de fracciones K, el campo de funciones de X.
Llamaremos a la correspondiente valuación discreta νY la valuación de Y . Dado que X es
separado, Y está univocamente determinado por esta valuación. Sea f ∈ K∗ cualquier función
racional no cero en X, entonces νY (f) es un entero. Si es positivo, decimos que f es un cero
a lo largo de Y de ese orden; si es negativo, decimos que es un polo a lo largo de Y de orden
−νY (f).

Lema 1.3. Sea X que satisface (∗), y sea f ∈ K∗ una función no cero en X. Entonces νY (f) = 0
para todos, salvo un numero �nito de divisores primos Y .

Demostración.
Sea U = SpecA un abierto afín de X en el que f es regular, de�nimos Z = X − U que es
un subconjunto cerrado y propio de X, como X es noetheriano Z puede contener a lo más un
número �nito de divisores primos de X, por lo cual, los demás deben intersectar a U , así que
es su�ciente probar que existen un número �nto de divisores primos en U tales que νY (f) 6= 0.
Como f es regular en U se tiene que νY (f) ≥ 0 para cualquier divisor primo Y de U , además
νY (f) > 0 si y sólo si Y está contenido en el subconjunto cerrado de U de�nido por Af en A,
pero este contiene sólo un numero �nito de subconjuntos irreducibles de codimensión uno, lo
cual prueba el lema.

Á

De�nición 1.4. Sea X que satisface (∗) y sea f ∈ K∗. De�nimos el divisor de f denotado
por (f), dado por

(f) = ΣνY (f) · Y

donde la suma se toma sobre todos los divisores primos de X. Esta bien de�nido, ya que por el
lema anterior, es una suma �nita, y por lo tanto un divisor. Cualquier divisor de esta forma
es llamado "divisor principal".

Por las propiedades de la valuación tenemos lo siguiente: dados f, g ∈ K∗ se tiene que
(f/g) = (f)− (g), así la función que manda f en (f) es un homomor�smo del grupo multipli-
cativo K∗ en el grupo aditivo WDiv(X), y por tanto la imagen es un subgrupo de WDiv(X).

De�nición 1.5. Sea X que satisface (∗). Dos divisores D y D′ se dice que son linealmente
equivalentes (denotado por D ∼ D′), si D−D′ es un divisor principal. El grupo WDiv(X) de
todos los divisores dividido por el subgrupo de los divisores principales el llamado "grupo de

clases de divisores de X", y es denotado por Cl(X).

Ejemplo 1.1. Sea X el espacio proyectivo Pnk sobre un campo k. Para cualquier divisor D =
ΣniYi, de�nimos el grado de D por grad(D) = Σnigrad(Yi), donde grad(Yi) es el grado de la
hipersuper�cie Yi. Dado H el hiperplano x0 = 0. Entonces se tiene que:

(a) Si D es cualquier divisor de grado d entonces D ∼ dH

(b) Para cualquier f ∈ K∗, grad(f) = 0

(c) La función de grado es un isomor�smo grad : Cl(X)→ Z

Es conveniente extender la noción de divisor de Weil cambiando los coe�cientes a los ra-
cionales y en algunos casos a los reales, es estos casos los llamaremos Q-divisor y R-divisor,
respectivamente.
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1.1.2. Divisores de Cartier

Dado un esquema X, para cada abierto afín U = SpecA, sea S el conjunto de todos los
elementos de A que no son divisores de cero, y sea K(U) la localización de A por el conjunto
multiplicativo S. Al anillo K(U) se le conoce como el anillo total de fracciones de A y común-
mente es denotado por Atot. Para cada U conjunto abierto, sea S(U) el conjunto de todos los
elementos de Γ(U,OX) que no son divisores de cero en cada anillo local OX,x para todo x ∈ U .
Entonces U 7→ S(U)−1Γ(U,OX) es una pregavilla, a la gavilla asociada la denotamos por KX y
la llamamos "la gavilla de el anillo total de fracciones de OX" . En un esquema arbitrario,
esta gavilla reemplaza el concepto de campo de funciones en un esquema entero. Denotamos
por K ∗

X a la gavilla (de grupo multiplicativo) de los elementos invertibles en KX . De forma
similar, de�nimos O∗X como la gavilla de los elementos invertibles de OX .

Si X es un esquema reducido se cumple que KX = j∗(OX |Ass(X)) donde Ass(X) denota
al subconjunto de puntos en x ∈ X tales que el ideal maximal de OX,x es asociado al ideal
0, y j es la inclusión de Ass(X) en X. Además KX resulta ser una gavilla cuasi-coherente,
desafortunadamente esto último no es necesariamente cierto si el esquema no es reducido, por
ejemplo el esquema X = Spec(k[x, y] ⊕ (k[x, y]/〈x, y〉)), ya que se tiene un mapeo natural de
k[x, y]tot[s

−1] en (k[x, y][s−1])tot que es inyectivo pero no suprayectivo por lo cual KX no es
cuasi-coherente.

De�nición 1.6.

Un divisor de Cartier en un esquema X es una sección global de la gavilla K ∗
X/O∗X .

Un divisor de Cartier es principal si está en la imagen del mapeo natural
Γ(X,K ∗

X )→ Γ(X,K ∗
X/O∗X).

Dos divisores de Cartier son linealmente equivalentes si su diferencia es un divisor
principal.

Pensando en las propiedades del cociente de gavillas, podemos ver que un divisor de Cartier
en X puede ser descrito por una cubierta abierta {Ui} de X, y para cada i un elemento
fi ∈ Γ(Ui,K ∗

X ), tal que, para cualesquiera i, j se tiene que fi/fj ∈ Γ(Ui ∩ Uj,O∗X), denotaremos
por D = {(Ui, fi)} a un divisor de Cartier.

Observación 1.7. Al hablar de la diferencia de dos divisores de Cartier nos estamos re�riendo
a la operación multiplicativa de K ∗

X pero se usa la notación aditiva para tener una analogía con
los divisores de Weil.

De�nición 1.8.

Un divisor de Cartier D es efectivo si puede ser representado por una colección {(Ui, fi)}
donde todos los elementos fi están en Γ(Ui,OUi).

El soporte de un divisor de Cartier D es el subconjunto cerrado de X de�nido por

Sop(D) := {x ∈ X|1 no es ecuación local de D en x}

Dado un divisor de Cartier efectivo D = {(Ui, fi)} le podemos asociar un subesquema ce-
rrado de codimensión uno, dado por la gavilla de ideales generada localmente por los elementos
fi ∈ Γ(Ui, fi).

La siguiente proposición nos da condiciones necesarias para que los grupos de divisores
de Weil y de Cartier sean isomorfos y más aún nos dice que este isomor�smo preserva la
equivalencia lineal.
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Proposición 1.9. Sea X un esquema entero, separado, noetheriano y localmente factorial (todo
anillo local es dominio de factorización única). Entonces el grupo WDiv(X) de divisores de
Weil en X es isomorfo al grupo de divisores de Cartier Γ(X,K ∗

X/O∗X), más aún, un divisor
principal de Weil se corresponde bajo este isomor�smo con un divisor principal de Cartier.

Demostración.

Como dominio de factorización única implica dominio enteramente cerrado, se tiene que X es
normal y por lo tanto esta bien de�nido el concepto de divisor de Weil. Además como X es un
esquema entero la gavilla KX es la gavilla constante correspondiente al campo de funciones K
de X.

Dado un divisor de Cartier D = {(ui, fi)}, donde {Ui} es una cubierta abierta de X y f ∈
Γ(Ui,K ∗

X ) = K∗, se de�ne el divisor de Weil asociado como sigue; para cada divisor primo Y
de X tomamos el coe�ciente νY (fi) donde i es un indice que cumple que Y ∩ Ui 6= ∅, está bien
de�nido, ya que si j es otro indice con esta propiedad, se tiene que fi/fj es invertible en Ui∩Uj
por lo cual 0 = νY (fi/fj) = νY (fi) − νy(fj) y así νY (fi) = νY (fj). Entonces obtenemos un
divisor de Weil bien de�nido WD := ΣνY (fi)Y (la suma es �nita porque X es noetheriano).

Inversamente, dadoW un divisor de Weil en X y x ∈ X un punto,W induce un divisor de Weil
Wx en el esquema local Spec(OX,x). Como OX,x es un dominio de factorización única se tiene
que cualquier ideal primo de altura 1 es principal. Así dado Z ⊆ Spec(OX,x) divisor primo,
le corresponde un ideal primo de altura uno, que por lo anterior es ideal principal, es decir,
es generado por un elemento f ∈ OX,x . Por lo tanto el divisor principal determinado por (f)
queda determinado por (f) = 1 ·Z, es decir, cualquier divisor primo de Spec(OX,x) es principal,
se sigue entonces que Wx = (fx) para algún fx ∈ OX,x ⊆ KX = K. Consideremos el divisor de
Weil principal (fx) en X que restringido a x coincide conWx, por lo tanto,W y (fx) di�eren por
divisores primos que no pasan por x y además son una cantidad �nita; así, existe una vecindad
abierta de x, Ux en X en la que W y (fx) coinciden; de�nimos DW := {(Ux, fx)} . Observemos
que si f, f ′ de�nen el mismo divisor de Weil en un abierto U entonces f/f ′ ∈ Γ(U,O∗X) ya que
X es normal, lo que nos dice que DW está bien de�nido.

Estas dos construcciones son inversas una de la otra y por la forma en la que se construyen, la
segunda a�rmación es clara.

Á

Recordemos que grupo de Picard de un esquema X, denotado por Pic(X), esta dado por
el grupo de clases de isomor�smo de gavillas invertibles L (es decir gavillas de OX- módulos
localmente libres de rango 1) con la operación dada por el producto tensorial.

De�nición 1.10. Sea D un divisor de Cartier en un esquema X, representado por {(Ui, fi)}.
De�nimos la subgavilla OX(D) de la gavilla de el anillo total de fracciones KX , como el OX-
submódulo de KX generado por f−1

i en Ui. Está bien de�nido, ya que fi/fj es invertible en
Ui ∩ Uj, por lo cual f−1

i y f−1
j generan el mismo submódulo. Decimos que OX(D) es la gavilla

asociada al divisor D.

Proposición 1.11. Sea X un esquema, entonces:

(a) Para cualquier divisor de Cartier D, OX(D) es una gavilla invertible en X. El mapeo
D 7→ OX(D) es una correspondencia 1 a 1 entre los divisores de Cartier en X y las
subgavillas invertibles de KX .

(b) OX(D1 −D2) ∼= OX(D)⊗OX(D2)−1.

(c) D1 y D2 son linealmente equivalentes si y sólo si OX(D1) ∼= OX(D2).
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Demostración.

(a)
Si D = {(Ui, fi)} es un divisor de Cartier, entonces el mapeo de OUi → OX(D)|Ui de�nido por
1 7→ f−1

i es un isomor�smo (por como se de�nió OX(D)) como {Ui} es una cubierta abierta
de X se tiene que OX(D) es localmente libre de rango uno, es decir, gavilla invertible. Para la
segunda parte, dado un divisor de Cartier D, este puede ser recuperado con OX(D) y un encaje
en KX tomando como fi en Ui el inverso del generador local de OX(D). Además para cualquier
subgavilla invertible de KX está construcción nos determina un divisor de Cartier que nos da
la correspondencia 1− 1.

(b)
Supongamos que D1 es generado localmente por fi y que D2 es generado localmente por gi, así
D1 −D2 es generado localmente por fig

−1
i , entonces OX(D1 −D2) es localmente generado por

(fig
−1
i )−1 = f−1

i gi por lo cual OX(D1 −D2) = OX(D1)OX(D2)−1 que es una subgavilla de KX

isomorfa a OX(D1)⊗OX(D2)−1.

(c)
Dado un divisor principal D , entonces está de�nido por f ∈ Γ(X,K ∗

X ), lo cual implica que
OX(D) es generado globalmente por f−1; mandando 1 7→ f−1 obtenemos un isomor�smo OX ∼=
OX(D). Inversamente, si tenemos un isomor�smo OX ∼= OX(D) entonces la imagen del 1 vía
este isomor�smo nos da un elemento de Γ(X,K ∗

X ) cuyo inverso de�ne un divisor principal D.
Por lo tanto, un divisor D es principal si y sólo si OX ∼= OX(D). Ahora, D1 es linealmente
equivalente conD2 si y sólo siD1−D2 es un divisor principal, por lo anterior esto pasa si y sólo si
OX(D1−D2) ∼= OX y por el inciso (b) tenemos que OX ∼= OX(D1−D2) ∼= OX(D1)⊗OX(D2)−1

que es equivalente a que OX(D1) ∼= OX(D2).
Á

Corolario 1.12. En cualquier esquema X, el mapeo D 7→ OX(D) induce un homomor�smo
inyectivo entre el grupo CaCl(X) de divisores de Cartier módulo equivalencia lineal y Pic(X).

Si X es un esquema entero, el homomor�smo CaCl(X) → Pic(X) de el corolario es un
isomor�smo. Si además es noetheriano, separado y localmente factorial existe un isomor�smo
natural Cl(X) ∼= Pic(X).

1.1.3. El Divisor Canónico

Para de�nir este divisor requerimos el concepto del módulo de diferenciales sobre un esque-
ma. Dado un mor�smo de esquemas f : X → Y se tiene un isomor�smo entre X y la imagen del
mor�smo diagonal ∆ : X → X ×Y X , que es un subesquema localmente cerrado del producto
�brado, es decir, un subesquema cerrado de un subconjunto abierto W ⊆ X ×Y X el cual tiene
asociado una gavilla de ideales I que nos permite de�nir una gavilla de OX-módulos dada por:

ΩX/Y := ∆∗(I/I2)

Si X es variedad no singular (un esquema separado y de tipo �nito sobre un campo algebrai-
camente cerrado k tal que todos sus anillos locales son regulares) y n = dim(X) se tiene que la
gavilla ωX :=

∧n ΩX/k es una gavilla invertible que recibe el nombre de la gavilla canónica
de X.

De�nición 1.13. Sea X una variedad no singular. Un divisor de Cartier K sobre X que cumple
que OX(K) ∼= ωX es llamado divisor canónico de X.
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El tercer inciso de la Proposición 1.11 nos dice que si K es un divisor canónico, entonces
cualquier elemento de su clase de equivalencia lineal es también un divisor canónico, por lo tan-
to escribiremos KX como el divisor canónico y nos estaremos re�riendo a cualquier elemento
de la clase de equivalencia.

1.2. Divisores Amplios

En toda la sección, cuando digamos divisor, nos estamos re�riendo a divisores de Cartier.

1.2.1. Sistemas Lineales

En esta sección tiene como propósito ver como las secciones globales de una gavilla invertible
se corresponden con los divisores efectivos de una variedad. De esta manera, si X es un esquema
noetheriano, entero y completo; se tiene que una gavilla invertible y el conjunto de sus secciones
globales se corresponde con cierto conjunto de divisores efectivos todos linealmente equivalentes.

Esto lleva a la noción de sistema lineal, que es históricamente una noción vieja.

Sea X un esquema noetheriano, entero, localmente factorial y completo sobre un campo
algebraicamente cerrado k (en particular es separado y de tipo �nito sobre k). En este caso las
nociones de divisor de Cartier y Weil son equivalentes. Más aún, se tiene una correspondencia
uno a uno entre las clases de divisores módulo equivalencia lineal y las clases de isomor�smo
de gavillas invertibles. Otro dato útil en esta situación es que, para cualquier gavilla invertible
L sobre X, las secciones globales Γ(X,L ) forman un k-espacio vectorial de dimensión �nita.

Sea L es una gavilla invertible enX. Supongamos que existe una sección global s ∈ Γ(X,L )
distinta de cero, esto de�ne un divisor efectivo D = (s)0 como sigue: sobre cualquier abierto
U ⊂ X donde L es trivial, sea ϕ : L |U → OU el isomor�smo trivializador, entonces ϕ(s) ∈
Γ(U,OU); como U se extiende sobre una cubierta de X, la colección {U,ϕ(s)} determina un
divisor de Cartier D en X llamado el divisor de ceros de s. De hecho ϕ está bien de�nida salvo
la multiplicación por elementos de Γ(U,O∗U) por lo cual de�ne bien un divisor de Cartier.

Observación 1.14. Para el resto de la sección supondremos (al menos de que se indique lo
contrario) que X es un esquema noetheriano, entero y completo sobre un campo algebraicamente
cerrado k.

Proposición 1.15. Sea D un divisor en X y sea L ∼= OX(D) la correspondiente gavilla
invertible. Entonces:

(a) Para toda sección global no cero s ∈ Γ(X,L ), el divisor de ceros (s)0 es un divisor efectivo
linealmente equivalente a D

(b) Todo divisor efectivo linealmente equivalente a D es el divisor de ceros (s)0 para alguna
s ∈ Γ(X,L )

(c) Dos secciones s, t ∈ Γ(X,L ) tienen el mismo divisor de ceros si y sólo si existe λ ∈ k∗
tal que s = λt.
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Demostración.

(a)
Identi�cando L con la subgavilla OX(D) de KX se tiene que s se corresponde con una función
racional f ∈ K. Si D = {(Ui, fi)} con fi ∈ K∗ entonces OX(D) es generado localmente por
f−1
i , considerando el isomor�smo ϕ : OX(D)→ OX dado por multiplicar por fi, entonces (s)0

está de�nido localmente por fif y así (s)0 = D + (f) lo cual prueba que (s)0 es linealmente
equivalente a D.

(b)
Si H es un divisor efectivo linealmente equivalente con D se tiene que H = D+ (f) por lo cual
(f) ≥ −D, así f da una sección global de OX(D) cuyo divisor de ceros es H.

(c)
Si (s)0 = (s′)0 entonces s y s′ se corresponden con dos funciones racionales f, f ′ ∈ K∗ tales
que (f/f ′) = 0 (usando el mismo razonamiento del inciso uno) lo cual implica que f/f ′ ∈
Γ(X,O∗X) = k∗.

Á

De�nición 1.16. Dado un divisor D sobre X, un sistema lineal completo es de�nido por
el conjunto (puede ser vacio) de todos los divisores efectivos linealmente equivalentes a D y se
denota por |D|.

La proposición anterior nos da una correspondencia uno a uno entre el conjunto |D| y
(Γ(X,OX(D))− {0})/k∗. Esto le da a |D| la estructura de un conjunto de puntos cerrados de
un espacio proyectivo sobre k.

Como Γ(X,O∗X) = k∗ y Γ(X,OX(D)) es de dimensión �nita [H1, II, Teorema 5.19, pág.
122], |D| está en correspondencia 1− 1 con el espacio proyectivo Γ(X,OX(D))/k∗ y de�nimos:

dim|D| = dimΓ(X,OX(D))− 1

De�nición 1.17.

1) Un sistema lineal en X es un conjunto D de divisores efectivos tales que:

a) Cualesquiera dos elementos de D son linealmente equivalentes (es decir, D ⊆ |D|
para algún divisor D)

b) Existe un subespacio V ⊆ Γ(X,OX(D)) tal que D = {(s)0|s ∈ V }

La dimensión del sistema lineal es dimD = dimV − 1

2) Decimos que un punto x ∈ X es un punto base para un sistema lineal D si x ∈ Sop(D)
para todo D ∈ D. Si D no tiene puntos base, se dice que D es libre de puntos base.

Proposición 1.18. Un sistema lineal completo |D| es libre de puntos base si y sólo si OX(D)
es generado por secciones globales.

Demostración.
Por de�nición |D| es libre de puntos base si y sólo si para cualquier x ∈ X existe D′ ∈ |D| tal
que x /∈ Sop(D′) y esto ocurre si y sólo si s′(x) 6= 0 donde s′ ∈ Γ(X,OX) es tal que D′ = (s′)0

pero esto es equivalente a que s′ genere a OX(D) en x.
Á
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Ahora veamos la relación entre los sistemas lineales en X y los mapeos racionales de X en
un espacio proyectivo Pnk .

Sea D ⊆ |D| un sistema lineal en X, L = OX(D) y V ⊆ Γ(X,L ) el subespacio asocia-
do a D. Dadas secciones s0, . . . sn ∈ V que generen a V podemos de�nir un mapeo racional
ϕ : X 99K Pnk como sigue.
Dado U = X − {puntos base de D}. Para un punto cerrado x ∈ U de�nimos ϕ(x) =
(s0(x), . . . sn(x)) donde si(x) es la imagen de si en Lx/MxLx. Como los si generan a V , se tiene
que al menos uno de ellos es distinto de cero, además Lx/MxLx

∼= k por lo cual ϕ(x) de�ne
un punto en Pnk . De esta forma se tiene que si = ϕ∗(xi) donde xi son las secciones canónicas
de OPnk (1).

Observemos que ϕ es mor�smo si D es libre de puntos base. Inversamente; dado un mor�smo
ϕ : X → Pnk , tomemos la gavilla invertible L = ϕ∗(OPnk (1)) y si = ϕ∗(xi) para 0 ≤ i ≤ n,
que cumplen que para cualquier x ∈ X existe algún i con si(x) 6= 0. Si V es el subespacio
de Γ(X,L ) generado por s0, . . . sn, se tiene un sistema lineal D = {(s)0|s ∈ V } sin puntos
base. Además el mor�smo de�nido por D y s0, . . . , sn es ϕ. En resumen, se tiene la siguiente
proposición:

Proposición 1.19. Existe una correspondencia 1−1 entre los mor�smos de X en Pnk y sistemas
lineales D ⊆ |D| sin puntos base, junto con n + 1 secciones que generan al subespacio de
Γ(X,OX(D)) asociado a D.

Demostración.
Es la discusión anterior.

Á

Dado x ∈ X, de�nimos el espacio tangente de Zariski en x como el espacio vectorial
Tx := Homk(x)(Mx/M

2
x, k(x)), donde k(x) := OX,x/Mx.

De�nición 1.20. Dado un sistema lineal completo |D| en X

1) Decimos que |D| separa puntos de X si dados x, y ∈ X existe D′ ∈ |D| tal que x ∈
Sop(D′) y y /∈ Sop(D′).

2) Decimos que |D| separa puntos in�nitamente cerca de X si para cualquier x ∈ X
punto cerrado y cualquier vector tangente no cero t ∈ Tx, existe D

′ ∈ |D| tal que x ∈
Sop(D′) y t /∈ D′, es decir, si f es la ecuación local de D′ en x (fx ∈Mx), se tiene que
t(f̄X) 6= 0 donde f̄x es el residuo de fx módulo M2

x.

El siguiente lema es un resultado de Álgebra Conmutativa pero que es muy importante para
la prueba del último teorema de esta sección.

Lema 1.21. Sea f : A→ B un homomor�smo local, de anillos noetherianos locales, tal que:

1) f es inyectivo

2) MA/M
2
A →MB/M

2
B es suprayectivo

3) B es un A-módulo �nito

4) Los campos residuales de A y de B son iguales

Entonces, f es isomor�smo.
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Demostración. Por el inciso 2 y el lema de Nakayama tenemos que BMA = MB, así por el
inciso 3, B/BMA = B/MB es un A/MA espacio vectorial de dimensión �nta y por el inciso
4 es de dimensión uno. El conjunto {1̄} es una base de B/BMA y nuevamente por el lema de
Nakayama, 1 ∈ 1̄ es un generador de B como A módulo, es decir, para cualquier b ∈ B existe
a ∈ A tal que b = a · 1 := f(a)1 = f(a) lo cual demuestra que f(A) = B. Por lo anterior f es
suprayectiva, usando el inciso 1 concluimos que f es isomor�smo.

Á

Teorema 1.22. Sea |D| un sistema lineal completo sobre X libre de puntos base. Sean
s0, . . . , sn ∈ Γ(X,OX(D)) secciones que lo generan y ϕ el mor�smo de X en Pnk = P asociado.
Entonces se tiene que ϕ es inmersión cerrada si y sólo si |D| separa puntos y separa puntos
in�nitamente cerca.

Demostración.

Si ϕ es inmersión cerrada podemos suponer que X es un subesquema cerrado de Pnk .

Bajo este supuesto tenemos que OX(D) = OP(1)|X y |D| = {X ∩H|H es un hiperplano en P
que no contiene a X}.
Dados x, y ∈ X dos puntos distintos, siempre podemos encontrar un hiperplano que no contenga
a X pero que pase por x y no pase por y por lo cual |D| separa puntos.

Que |D| separa puntos in�nitamente cerca se sigue de que el espacio vectorial en un punto
cerrado x ∈ X, Mx/M

2
x es generado por formas lineales homogéneas.

Inversamente, supongamos que |D| separa puntos y separa puntos in�nitamente cerca.

Sean x, y ∈ X puntos distintos, como |D| separa puntos, existe D′ ∈ |D| tal que x ∈ Sop(D)
pero y /∈ Sop(D). Consideremos una sección s′ ∈ Γ(X,OX(D)) cuyo divisor de ceros sea D′,
entonces s′(x) = 0 y s′(y) 6= 0. Como s0, . . . sn generan a Γ(X,OX(D)), existen escalares
λ0, . . . , λn ∈ k tales que s′ = Σn

i=0λisi. Evaluando en x y y se tiene que s′(x) = Σn
i=0λisi(x) = 0

y s′(y) = Σn
i=0λisi(y) 6= 0 por lo cual

ϕ(x) = (s0(x), . . . , sn(x)) 6= (s0(y), . . . , sn(y)) = ϕ(y)

que prueba la inyectividad de ϕ.

Sea I el núcleo del homomor�smo OP → ϕ∗(OX). Sea X ′ el subesquema cerrado de P de�nido
por el ideal I . Queremos probar que ϕ : X → X ′ es isomor�smo. Por construcción el mor�smo
OX′ → ϕ∗(OX) es inyectivo. Sea x un punto cerrado de X y x′ = ϕ(x). El hecho de que |D|
separe puntos in�nitamente cerca nos dice que el mor�smo inducido el los espacios tangentes
Tx → Tx′ es inyectivo, es decir, el mapeo Mx′/M

2
x′ → Mx/M

2
x es suprayectivo. Como X es

propio sobre k, es propio sobre P, es decir, ϕ es mor�smo propio, lo cual nos dice que Ox es
un Ox′-módulo coherente, en particular Ox es un Ox′-módulo �nito y el lema anterior prueba
el teorema.

Á

1.2.2. El Teorema de Serre-Grothendieck

En esta sección se de�ne lo que es un divisor amplio y muy amplio. Además de probar el
teorema de Serre-Grothendieck. Este Teorema es de gran importancia , ya que nos permite
tener tres formas distintas de veri�car que un divisor de Cartier sea amplio, lo cual simpli�cara
la prueba del criterio de amplitud de Nakai-Moishezon en el capítulo dos.
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De�nición 1.23. Sea X una variedad. Un divisor de Cartier, se dice que es muy amplio si
para algún r ∈ N existe una inmersión cerrada X ↪→ Prk tal que OX(D) ∼= OPrk(1)|X .

Dada una variedad X, si además le pedimos que sea entera y completa, por el Teorema 1.22
se tiene que un divisor de Cartier en X es muy amplio si y sólo si, es libre de puntos base,
separa puntos y separa puntos in�nitamente cerca.

De�nición 1.24. Sea X una variedad. Un divisor de Cartier, se dice que es amplio si nD es
muy amplio para algún entero positivo n.

Observación 1.25. Si X es un esquema entero, sabemos que cualquier gavilla invertible L
en X es isomorfa a la gavilla asociada a un divisor de Cartier, es decir, existe un divisor de
Cartier D en X, tal que L ∼= OX(D). Diremos que L es una gavilla amplia, si D es un divisor
amplio.

La existencia de divisores amplios en una variedad X implica en particular que X es un
esquema proyectivo.

Teorema 1.26 (Serre-Grothendieck). Sea X un esquema entero y completo. Consideramos D
un divisor de Cartier en X y L = OX(D) la gavilla invertible en X asociada a D. Entonces
las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1) D es amplio

(2) Dada cualquier gavilla coherente F en X se tiene que para n lo su�cientemente grande

H i(X,F ⊗L n) = 0 ∀i > 0

(3) Dada cualquier gavilla coherente F en X se tiene que para n lo su�cientemente grande
F ⊗ L n es generada por secciones globales, es decir, existe una familia de secciones
globales {si}i∈I ⊆ Γ(X,F ⊗L n) cuyos gérmenes para cualquier punto x ∈ X generan el
tallo (F ⊗L n)x como OX,x-módulo.

Demostración.

(1)⇒ (2)

Si L es amplia, por de�nición tenemos que existe s > 0 tal que L s es muy amplia. Si suponemos
que (2) se cumple para L s se tiene que dada una gavilla coherente F en X, entonces para
cada r ∈ {0, . . . , s− 1} podemos encontrar un entero nr > 0 tal que, para cualquier n > nr
H i(X, (F ⊗L r) ⊗L sn) = 0 para toda i > 0. Escogemos N > máxr∈{0,...,s−1}{snr}, así para
toda n > N se cumple que H i(X,F ⊗ L n) = H i(X, (F ⊗ L r) ⊗ L s(nr+k)) = 0 para toda
i > 0. Por lo tanto, podemos suponer que L es muy amplia.

Sea L una gavilla muy amplia, entonces tenemos una inmersión cerrada X ↪→ Prk = P para
algún r, tal que L = OP(1)|X . Dada cualquier gavilla coherente F enX tenemos que F⊗L n =
F (n) = F ⊗ OP(n) y por un Teorema de Serre [H1, III, Teorema 5.2, pág. 228] se tiene que
H i(X,F (n)) = 0 para toda i > 0 y n lo su�cientemente grande.

(2)⇒ (3)

Sea F una gavilla coherente en X. Para un punto x ∈ X un punto cerrado, consideremos
la gavilla de ideales Ix de OX de�nido por el subesquema cerrado {x}. Entonces tenemos la
siguiente sucesión exacta

0→ IxF → F → F/IxF → 0
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lo cual nos da la siguiente sucesión exacta

0→ IxF ⊗L n → F ⊗L n → F/IxF ⊗L n → 0

la cual induce una sucesión exacta en cohomología

H0(X,F ⊗L n)→ H0(X,F/IxF ⊗L n)→ H1(X,IxF ⊗L n)

Como IxF es una gavilla coherente en X, para n lo su�cientemente grande H1(X,F ⊗L n) =
0, es decir, existe n0 > 0 tal que, para cualquier n > n0 el mor�smo H0(X,F ⊗ L n) →
H0(X,F/IxF ⊗ L n) es suprayectivo. Por el lema de Nakayama se tiene que F ⊗ L n es
generado por secciones globales en x y por lo tanto en una vecindad abierta de x. En particular,
tomando F = OX lo anterior nos dice que para n1 lo su�cientemente grande, L n1 es generada
por secciones globales en una vecindad abierta U de x.

Para cada r ∈ {0, . . . , n1} existe Ur vecindad abierta de x tal que la gavilla F ⊗ L n0+r es
generada por secciones globales en Ur. De�nimos

Ux = U ∩ U0 ∩ . . . ∩ Un

Entonces se tiene que para toda m > 0 la gavilla F ⊗L n0+r⊗L n1m es generada por secciones
globales en Ux. Dado que cualquier n lo su�cientemente grande puede ser escrita de la forma
n0 + r + n1m entonces F ⊗ L n puede ser generada por secciones globales en Ux para n lo
su�cientemente grande, digamos mayor que cierta nx.

Si repetimos el proceso para cada punto cerrado de X obtenemos una cubierta abierta de X,
pero como X es cuasi-compacto podemos cubrir a X con un número �nito de estos abiertos,
digamos Ux1 , . . . , Uxt . Sea N = máxi∈{1,...,t}{nxi}, entonces para cualquier n > N la gavilla
F ⊗L n es generada por secciones globales.

(3)⇒ (1)

Si L s es generada por secciones globales para cierta s > 0, remplazando L s por L podemos
suponer que L es generada por secciones globales y por lo tanto para cualquier n > 0 se tiene
que L n es generada por secciones globales.

Sea ϕn : X → PNnk el mor�smo de�nido por L n. Dado un punto cerrado x ∈ X, sea Ix la gavilla
de ideales de�nida por {x}. Si ϕn es isomor�smo en x (es decir, el mor�smo inducido entre los
espacios tangentes del punto x y su imagen es isomor�smo) se tiene que Ix ⊗L n es generada
por secciones globales. Veamos que el regreso también es cierto. Si Ix ⊗L n es generada por
secciones globales, sea s ∈ Γ(X,Ix ⊗L n) entonces s es un elemento de Γ(X,L n) tal que
s(x) = 0. Por otro lado, dado cualquier punto y ∈ X − {x} por hipótesis podemos escoger
s ∈ Γ(X,Ix ⊗L n) tal que s(y) 6= 0, es decir |nD| separa a cualquier punto de x. De manera
similar concluimos que ϕn separa puntos in�nitamente cerca de x, si Ix/I 2

x ⊗L n es generado
por secciones globales y por la prueba del Teorema 1.22 tenemos que ϕn es isomor�smo en x.

Dado cualquier punto cerrado x ∈ X, por hipótesis tenemos que para n lo su�cientemente
grande Ix ⊗ L n es generada por secciones globales, es decir, ϕn es isomor�smo en x. Para
cualquier n > 0 de�nimos

Un = {y ∈ X|ϕn es isomorfismo en y}

Que es un subconjunto abierto de X para toda n > 0. Además, para toda n > 0 se tiene que
Un ⊆ Un+1 ya que dado y ∈ Un entonces ϕn es isomor�smo en y lo cual implica que Iy ⊗L n

es generada por secciones globales, pero L es generada por secciones globales, por lo tanto
Ix ⊗L n ⊗L = Ix ⊗L n+1 es generada por secciones globales, así ϕn+1 es isomor�smo en y
que por de�nición implica que y ∈ Un+1.
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Como para cualquier x ∈ X existe n tal que x ∈ Un entonces {Un}n∈N∗ es una cubierta abierta
de X, pero X es cuasi-compacto por lo que existe N lo su�cientemente grande tal que X = UN ,
es decir, ϕN es inmersión cerrada, lo cual completa el teorema.

Á

1.3. Producto de Intersección

Consideremos al anillo de polinomios en las variables n1, . . . , nt con coe�cientes en el cam-
po de los números racionales, Q[n1, . . . , nt], decimos que un polinomio f ∈ Q[n1, . . . , nt] es
numérico si para cualquier elemento (a1, . . . , at) ∈ Zt su valor en f es un número entero.

Observación 1.27. En toda la sección se supondrá que X es un esquema completo sobre un
campo algebraicamente cerrado k.

Teorema 1.28. Sea F una gavilla coherente de OX-módulos. Para t > 0 consideremos
L1, . . . ,Lt gavillas invertibles de OX-módulos. Entonces la función

fF (n1, . . . , nt) = χ(F ⊗L n1 ⊗ . . .⊗L nt)

es un polinomio numérico en las variables n1, . . . , nt de grado menor igual a la dimensión del
soporte de F .

La prueba pude verse en [Ba, I, pág. 1].

La importancia del teorema anterior es que nos permite dar la siguiente de�nición.

De�nición 1.29. Dado t > 0 sean Ll, . . . ,Lt gavillas invertibles en X y F un OX-módulo
coherente tal que dimSop(F ) 6 t . De�nimos el número de intersección de Ll, . . . ,Lt con F ,
denotado por (Ll · · ·Lt ·F )X = (Ll · · ·Lt ·F ), como el coe�ciente del monomio n1 · · ·nt en
el polinomio numérico de χ(F ⊗L n1

l ⊗ . . . ⊗L nt
t ). En el caso de que Ll = . . . = Lt = L

escribiremos (Ll · · ·Lt ·F ) simplemente como (L ·t ·F ).

Observación 1.30. Por un criterio de polinomios numéricos se puede ver que este número
siempre es un número entero.

De�nición 1.31. Dado un subesquema cerrado W de X de dimensión t de�nimos el producto
de intersección de Ll, . . . ,Lt con W como (Ll · · ·Lt · W ) := (Ll · · ·Lt · OW ). En el caso
W = X escribimos (Ll · · ·Lt ·W ) como (Ll · · ·Lt).

Sea f : Y → X un mor�smo de esquemas completos e irreducibles sobre k. Si y ∈ Y y
x ∈ X son sus puntos genéricos. Entonces tenemos que:

a) f(y) = x si y sólo si dimf(Y ) = dimX

b) Si f(y) = x entonces cualquier OY,y-módulo M de longitud �nita es un OX,x-módulo de
longitud �nita si y sólo si dimY = dimX; en este caso se tiene la formula

longOX,x(M) = [k(y) : k(x)]longOY,y(M)
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De�nición 1.32. Sea f : Y → X un mor�smo de esquemas completos e irreducibles sobre k,
y ∈ Y y x ∈ X sus puntos genéricos. De�nimos el grado de f como:

grad(f) :=


longOX,x (OY,y)

longOX,x (OX,x)
si dimY = dimX = dimf(y)

0 en otro caso.

Las siguientes propiedades determinan al producto de intersección. Las pruebas de estas
propiedades y la unicidad del producto de intersección se pueden ver en [Ba, I].

P1 Si dimSop(F ) < t entonces (Ll · · ·Lt ·F ) = 0 y (F ) = dimH0(X,F ) si dimSop(F ) =
t = 0.

P2 (Ll · · ·Lt ·F ) es una forma multilineal y simetrica en Ll, . . . ,Lt.

P3 Si 0→ F ′ → F → F ′′ → 0 es una sucesión exacta de gavillas coherentes de OX-módulos
tales que dimSop(F ) 6 t entonces

(Ll · · ·Lt ·F ) = (Ll · · ·Lt ·F ′) + (Ll · · ·Lt ·F ′′)

P4 Si D es un divisor efectivo en X con Sop(D) ∩ Ass(F ) = ∅ entonces:

(OX(D) ·L2 · · ·Lt ·F ) = (L2 · · ·Lt ·F ⊗OD)

P5 Si Sop(F ) = Z está contenido en un subesquema cerrado W de X entonces Z es de�nido
por la gavilla de ideales Ann(F ) y es un subesquema cerrado de W , por lo que podemos
considerar a F como un OW -módulo coherente y se tiene que:

F ⊗L n1
1 ⊗ . . .⊗L nt

t = (F ⊗OW )⊗L n1
1 ⊗ . . .⊗L nt

t = F ⊗L n1
1,W ⊗ . . .⊗L nt

t,W

Donde Li,W = Li ⊗OW con i ∈ {1, . . . , t} . Entonces tenemos que:

(Ll · · ·Lt ·F )X = (Ll,W · · ·Lt,W ·F )W

En particular (Ll · · ·Lt ·W )X = (Ll,W · · ·Lt,W )W .

P6 Sea f : Y → X mor�smo de esquemas completos e irreducibles sobre k y suponemos que
t > dimY, dimX. Si Ll · · ·Lt son gavillas invertibles de OX-módulos y L ′

i = f ∗(Li) para
i ∈ {1, . . . , t}, entonces:

(L ′
l · · ·L ′

t )Y = grad(f)(Ll · · ·Lt)X

Para �nalizar este capítulo, escribiremos la formula de proyección. La prueba de está for-
mula puede consultarse en [Ba, I, pagina 7].

Teorema 1.33 (Formula de Proyección). Sea π : X → Y un mor�smo entre esquemas algebrai-
cos completos é irreducibles. Sean L1, . . .Lr gavillas invertibles en Y , con r > dimX, dimY .
Se tiene que

(π∗L1 · · · π∗Lr)Y = grad(π)(L1 · · ·Lr)X



Capítulo 2

El Cono de Mori

En todo el capítulo, salvo que se indique lo contrario, X será un esquema completo sobre
un campo algebraicamente cerrado k. Además, a partir de este capítulo cuando denotemos R+

nos estamos re�riendo al conjunto de los reales positivos unión el cero.

2.1. Criterio de Amplitud de Nakai-Moishezon

En esta sección, probaremos el criterio de Nakai-Moishezon. Este es un criterio de amplitud
que sólo involucra números de intersección con todos los subesquemas cerrados del esquema.
Eventualmente se quiere probar que la amplitud es una propiedad numérica, en el sentido de
que sólo depende de los números de intersección con 1-ciclos.

Lema 2.1. Sea L una gavilla invertible amplia en X, entonces para cualquier subesquema
cerrado Y de X se tiene que L |Y es amplia en Y .

Demostración.
Primero observamos que L |nY = L n|Y . Sea F una gavilla coherente en Y . Consideremos la
gavilla coherente en X, F , dada por la extensión por 0 fuera de Y . Por lo tanto tenemos
que H i(Y,F ⊗ L |ny ) = H i(X,F ⊗ L n) para toda i > 0. Como L es amplia en X, por el
Teorema de Serre-Grothendieck 1.26, tenemos que para i > 0 y n lo su�cientemente grande
H i(X,F ⊗L n) = 0. Lo que implica que L |Y es amplia.

Á

Usaremos este Lema para probar dos equivalencias que reducen la demostración del criterio
de Nakai-Moishezon, al caso cuando X es un esquema entero.

Proposición 2.2. Sea L una gavilla invertible en X, entonces L es amplia en X y sólo si
Lred es amplia en Xred.

Demostración.

⇒
Como Xred es cerrado en X, por el Lema anterior concluimos que Lred es amplia en Xred.

⇐
Sea F gavilla coherente en X y N el nilradical de OX .
Como X es noetheriano, existe r > 0 tal que N r = 0. Consideremos la siguiente �ltración

F ⊇ NF ⊇ N2F ⊇ . . . ⊇ N rF = 0.

Para cada k ∈ {1, . . . , r} se tiene la siguiente sucesión exacta

0→ NkF → Nk−1F → Nk−1F/NkF → 0

19
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que induce una sucesión exacta larga en cohomología

. . .→ H i(X,NkF ⊗L n)→ H i(X,Nk−1F ⊗L n)→ H i(X,Nk−1F/NkF ⊗L n)

→ H i+1(X,NkF ⊗L n)→ H i+1(X,Nk−1F ⊗L n)→ . . . (?)

Nk−1F/NkF es un OXred-módulo �nitamente generado para toda k. Por hipótesis 0 =
H i(Xred, N

k−1F/NkF ⊗L n
red) = H i(X,Nk−1F/NkF ⊗L n) para toda i > 0 y n lo su�cien-

temente grande. Por otro lado, para s > r se tiene que N s = 0 lo cual implica que para toda
i > 0 y cualquier n, H i(X,N sF ⊗L n) = 0. Aplicando esto en (?) para k = r tenemos

. . .→ 0→ H i(X,N r−1F ⊗L n)→ H i(X,N r−1F/N rF ⊗L n)→ 0→ . . .

entonces H i(X,N r−1F ⊗L n) = 0 para i > 0 y n lo su�cientemente grande.

Por el mismo argumento tenemos que H i(X,Nk−1F ⊗L n) = 0 para k ∈ {1, . . . , r − 1}. Por
lo tanto, para k = 1 se tiene que H i(X,F ⊗L n) = 0 para i > 0 y n lo su�cientemente grande.
Por el Teorema de Serre-Grothendieck 1.26 L es amplia.

Á

Proposición 2.3. Sean X1, . . . , Xr las componentes irreducibles de X y L una gavilla in-
vertible en X. Entonces L es amplia en X si y sólo si, L |Xk es amplia en Xk para toda
k ∈ {1, . . . , r}.

Demostración.

⇒
Cada componente irreducible es un conjunto cerrado en X, por el Lema 2.1 se tiene que L |Xk
es amplia para toda k.

⇐
Sea F gavilla coherente en X. Por la Proposición anterior, podemos suponer que X es reducido.
Sea X =

⋃r
k=1Xk, con Xk componente irreducible en X. La prueba se hará por inducción en

r.

Si r = 1 no hay nada que probar. Supongamos que es cierto para k < r.

Consideremos I el ideal de X1. Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta

0→ IF ⊗L n → F ⊗L n → F/IF ⊗L n → 0

que induce la sucesión exacta larga en cohomología

. . .→ H i(X, IF ⊗L n)→ H i(X,F ⊗L n)→ H i(X,F/IF ⊗L n)→
H i+1(X, IF ⊗L n)→ H i+1(X,F ⊗L n)→ . . .

Como Sop(F/IF ⊗L n) ⊆ X1, entonces H i(X,F/IF ⊗L n) = H i(X1,F/IF ⊗L |nX1
) para

toda i. Por hipótesis, L |X1 es amplia en X1. Por el Teorema de Serre- Grothendieck se tiene
que para i > 0 y n lo su�cientemente grande H i(X1,F/IF ⊗L |nX1

) = 0.

Por otro lado, como Sop(IF ⊗L n) ⊆ X2 ∪ . . . ∪Xr, por escisión, tenemos que
H i(X, IF ⊗L n) ∼= H i(X − X1, IF ⊗L n). Aplicando la hipótesis de inducción en X − X1

concluimos que H i(X −X1, IF ⊗L n) = 0 para toda i > 0 y n lo su�cientemente grande.
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De esta manera, usando la sucesión exacta larga, tenemos que para n lo su�cientemente grande

0→ H i(X,F ⊗L n)→ 0

para i > 0, lo que implica que H i(X,F ⊗L n) = 0. Nuevamente por el Teorema 1.26 se tiene
que L es amplia.

Á

Lema 2.4. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas enteros, �nito y suprayectivo de grado
m. Entonces para cualquier gavilla coherente F en Y , existe una gavilla coherente G en X y
un isomor�smo genérico (isomor�smo en una vecindad del punto genérico de Y )

u : f∗G → F⊕m.

Demostración.

Sean K(X) y K(Y ) los campos de funciones racionales de X y Y respectivamente. Como f es
�nito y suprayectivo, se tiene que K(X) es una extensión algebraica de K(Y ) de grado m.

Sea U = SpecA ⊆ X. Como K(X) es el campo de fracciones de A, podemos elegir s1, . . . , sm ∈
A que sean una base de K(X) como K(Y ) espacio vectorial. Sea M la subgavilla de K(X)
generada por s1, . . . , sm como OX-módulo. Esta subgavilla es una gavilla coherente en X y para
cada i ∈ {1, . . . ,m} se tiene que si ∈ Γ(X,M).

Consideremos el mor�smo u : O⊕mY → f∗M de�nido por ei 7→ si, donde {e1}mi=1 es la base
canónica de O⊕mY . Por construcción u es un isomor�smo genérico.

Para cada F gavilla coherente en Y , u induce un homomor�smo de gavillas

H omOY (f∗M,F ) //H omOY (O⊕mY ,F )
∼= //F⊕m

Como H omOY (f∗M,F ) tiene estructura de f∗OX-módulo y f es �nito, podemos escribir

H omOY (f∗M,F ) = f∗G

para alguna gavilla coherente G en X.
Á

Proposición 2.5. Sean f : X → Y un mor�smo �nito y suprayectivo, y L una gavilla
invertible en Y . Entonces f ∗L es amplia en X si y sólo si, L es amplia en Y .

Demostración.

⇒
Por las Proposiciones 2.2 y 2.3 podemos suponer que X y Y son esquemas enteros. Sea F
una gavilla coherente en Y . Usaremos inducción noetheriana en el soporte de F . Por el Lema
anterior, existe un isomor�smo genérico u : f∗G → F⊕m, con G una gavilla coherente en X y
m el grado del mor�smo f . Sean K y C el núcleo y conúcleo de u respectivamente. Entonces
tenemos las siguientes sucesiones exactas

0→ K → f∗G → Im(u)→ 0 (1)

0→ Im(u)→ F⊕m → C → 0 (2)
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Observamos que como u es un isomor�smo genérico, se tiene que Sop(K)  Sop(F ) y Sop(C)  
Sop(F ). Además K y C son gavillas coherentes en Y . Así, por hipótesis de inducción
H i(Y,K ⊗L n) = H i(Y,C ⊗L n) = 0 para i > 0 y n lo su�cientemente grande. Usando las
sucesiones (1) y (2) tenemos que

. . .→ 0→ H i(Y, f∗G ⊗L n)→ H i(Y, Im(u)⊗L n)→ 0→ . . .

y
. . .→ 0→ H i+1(Y, Im(u)⊗L n)→ H i+1(Y,F⊕m ⊗L n)→ 0→ . . .

Por lo tanto H i(Y, f∗G ⊗L n) ∼= H i(Y,F⊕m ⊗L n) ∼= (H i(Y,F ⊗L n))⊕m para i > 1

Por otro lado, como f es un mor�smo �nito y suprayectivo, por [EGA, 1.3.3, pág. 432] se tiene
que

H i(Y, f∗G ⊗L n) = H i(Y, f∗(f
∗(f∗G ⊗L n))) ∼= H i(X,G ⊗ (f ∗L )n)

Como G es una gavilla coherente en X y por hipótesis f ∗L es amplia en X, tenemos que para
toda i > 1 y n lo su�cientemente grande H i(X,G ⊗ (f ∗L )n) ∼= (H i(Y,F ⊗L n))⊕m = 0. El
único caso que nos falta veri�car es el caso i = 1, si bien, no podemos asegurar un isomor�smo
de H1(Y, Im(u)⊗L n) y H1(Y,F⊕m⊗L n), al menos podemos asegurar que si hay una función
suprayectiva. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

H1(Y, Im(u)⊗L n) // H1(Y,F⊕m ⊗L n) // 0

H1(X,G ⊗ (f ∗L )n)

∼=

OO 44

para i = 1 y n lo su�cientemente grande H1(X,G ⊗ (f ∗L )n) = 0, entonces

(H1(Y,F ⊗L n))⊕m = H1(Y,F⊕m ⊗L n) = 0

por lo tanto, tenemos que para i > 0 y n lo su�cientemente grande, H i(Y,F ⊗L n) = 0, y por
el Teorema de Serre-Grothendieck L es amplia en Y .

⇐
Supongamos que L es amplia en Y . Sea F gavilla coherente en X, entonces f∗F es una gavilla
coherente en Y . Por la formula de proyección se tiene que

f∗(F ⊗ (f ∗L )n) ∼= f∗F ⊗L n

como f es un mor�smo �nito por [EGA, 1.3.3, pág. 432] tenemos que

H i(X,F ⊗ (f ∗L )n) ∼= H i(Y, f∗(F ⊗ (f ∗L )n)) = H i(Y, f∗F ⊗L n)

pero H i(Y, f∗F ⊗L n) = 0 para toda i > 0 y n lo su�cientemente grande ya que L es amplia
en Y . Por lo tanto, f ∗L es amplia en X.

Á

Teorema 2.6 (Criterio de Amplitud de Nakai-Moishezon). Un divisor de Cartier D sobre X
es amplio si y sólo si, para cualquier subesquema cerrado y entero Y de X se tiene que

(D·dimY · Y ) > 0
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Demostración.

⇒
Si D es un divisor amplio en X, podemos suponer que D es muy amplio, reemplazándolo por
un múltiplo nD. De esta manera, podemos ver a X como un subesquema cerrado de Prk para
algún r > 0, con D = X ∩H, donde H ⊆ Prk es un hiperplano. Sea Y un subesquema cerrado
y entero de X. Entonces se tiene que

(D·dimY · Y )X = (H ·dimY · Y )Prk = grad(Y ) > 0

⇐
Supongamos que (D·dimY · Y ) > 0 para cualquier subesquema cerrado y entero Y de X. Por
las Proposiciones 2.2 y 2.3, podemos suponer que X es un esquema entero. Sea L = OX(D).
Probaremos está implicación por inducción sobre d = dimX.

Si d = 0, entonces cualquier gavilla invertible sobre el punto X es un espacio vectorial de
dimensión 1 y por lo tanto es amplia. Para d = 1, si X es una curva entera, en este caso
tenemos que Y = X y sabemos que grad(L ) = (L )X > 0. Sea f : X ′ → X el mor�smo
de normalización (que es un mor�smo birracional). Dado que X ′ es una curva proyectiva no
singular, por la propiedad 6 del producto de intersección [capítulo 1, sección 3] se tiene que
grad(f ∗L ) = grad(L ) > 0. Por el Teorema de Riemann-Roch para la curva X ′ se tiene que
(f ∗L )n es muy amplia si n > 2h1(X ′,OX′)+1, es decir, f ∗L es amplia. Como f es un mor�smo
�nito, por la proposición 2.5 se tiene que L es amplia.

Supongamos que d > 2. Separaremos la prueba en varios pasos.

(1) Se puede suponer que D es un divisor efectivo.
Para probar esto, consideramos un encaje de L en KX . Sean I1 = OX(−D) ∩ OX ,
I2 = L ∩ OX y Yj el subesquema cerrado de X de�nido por Ij con j ∈ {1, 2}. Por
otro lado si descomponemos a D como resta de dos divisores efectivos D = D1 − D2 se
tiene que Ii(nD) = OX(nD −Di) de donde concluimos que I1(nD) = OX(nD −D1) =
OX((n − 1)D + D − D1) = OX((n − 1)D − D2) = I2((n − 1)D) y dado que X es de
dimensión mayor que 1, podemos considerar las siguientes dos sucesiones exactas

0 // I1(nD) // OX(nD) // OY1(nD) // 0

0 // I2((n− 1)D) // OX((n− 1)D) // OY2((n− 1)D) // 0

Por hipótesis de inducción D|Y1 y D|Y2 son divisores amplios, por lo que H i(Yj, nD) = 0
para i > 0, n lo su�cientemente grande y j ∈ {1, 2}. De donde concluimos que para i > 1
y n lo su�cientemente grande, hi(X,OX(nD)) = hi(X,I1(nD)) = hi(X,I2((n−1)D)) =
hi(X,OX((n− 1)D)). Como D·dimX > 0 se tiene que

χ(X,nD)→∞ cuando n→∞

dado que χ(X,nD) = h0(X,OX(nD))− h1(X,OX(nD)) + cte, concluimos que

h0(X,OX(nD))→∞ cuando n→∞

en particular, para n lo su�cientemente grande se cumple que H0(X,OX(nD)) 6= (0).
Entonces podemos reemplazar a D por nD y suponer que D es efectivo.
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(2) Para n lo su�cientemente grande L n es generado por secciones globales.
Por el paso uno, podemos suponer que D es un divisor efectivo y por lo tanto considerar
la sucesión exacta

0→ L −1 → OX → OD → 0

tomando el producto tensorial con L n tenemos

0→ L n−1 → L n → L n
D → 0

que induce una sucesión exacta en cohomología

. . .→ H0(X,L n)→ H0(X,L n
D)→ H1(X,L n−1)→ H1(X,L n)→ H1(X,L n

D)→ . . .
(∆)

Por hipótesis de inducción LD es amplia, es decir, para i > 0 y n lo su�cientemente
grande se tiene que H i(X,L n

D) = 0. Usando la sucesión (∆) tenemos que

H1(X,L n−1)→ H1(X,L n)→ 0

Como la dimensión de H1(X,L n) es �nita, se tiene la siguiente cadena descendiente de
números naturales

h1(X,L n) > h1(X,L n+1) > h1(X,L n+2) > . . .

por lo tanto, para alguna n lo su�cientemente grande se tiene un isomor�smo

H1(X,L n−1)→ H1(X,L n)

y por (∆) se tiene que cuando el mor�smo de arriba es isomor�smo, el mor�smo

H0(X,L n) = Γ(X,L n)→ H0(X,L n
D) = Γ(X,L n

D)

es suprayectivo. Como LD es amplio, por el Teorema de Serre-Grothendieck existe n
tal que L n

D es generado por secciones globales. Entonces para esta n lo su�cientemente
grande L n es generado por secciones globales.

(3) Conclusión.
Por el paso dos, existe un mor�smo f : X → Pm con f ∗OPm(1) ∼= L n para alguna n > 0.
Entonces f es un mor�smo �nito, si no fuera el caso, podríamos encontrar una curva en-
tera C ⊆ X con f(C) un punto y en consecuencia (L ·C) sería igual a 0, contradiciendo
la hipótesis numérica de L . Por lo tanto f es un mor�smo �nito y OPm(1) es amplia en
Pm, por la Proposición 2.5 se tiene que L n es amplia y en consecuencia L es amplia.

Á

Observación 2.7. Un ejemplo de Mumford prueba que en el criterio anterior no es su�ciente
con suponer que (D ·C) > 0 para cualquier curva entera en X para que D sea un divisor amplio.
En este ejemplo X es una super�cie no singular pero D no es un divisor efectivo. Sin embargo,
en una super�cie no singular se cumple que si D es un divisor efectivo y (D · C) > 0 para
cualquier curva entera C en X entonces D es amplio. Por tanto, es natural preguntarse si en
el caso general es valido, es decir, dado un esquema completo X de cualquier dimensión, si
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suponemos que D es un divisor efectivo en X que cumple la propiedad de que (D ·C) > 0 para
cualquier curva entera C en X, entonces ¾ El divisor D es amplio? La respuesta es NO, el
contraejemplo fue dado por Ramanujam. Ambos ejemplos pueden consultarse en [H2, I, §10,
pág. 56-57]

2.2. Divisores Numéricamente Efectivos

En vista del criterio de amplitud de Nakai-Moishezon, la siguiente de�nición es natural.

De�nición 2.8. Un divisor en X es nef (numéricamente efectivo) si para cualquier subesquema
entero Y de X de dimensión r, se tiene que

(D·r · Y ) > 0 (♦)

El termino nef, aunque ahora es estándar, no ha estado en uso hasta mediados de 1980.
Antes de esto, el concepto apareció en la bibliografía con diversos nombres. Por ejemplo, en
el articulo [Z], Zariski habla de divisores �aritméticamente efectivos�, Kleiman en [K], usa el
termino �numéricamente efectivo� , mientras que Goodman [Go] y Hartshorne [H2] usan el ter-
mino �pseudo-amplio�.

La propiedad 1 del producto de intersección nos dice que la desigualdad (♦) es cierta para
cualquier subesquema cerrado Y de X de dimensión r si y sólo si, la desigualdad

(D·r ·F ) > 0

es cierta para cualquier gavilla coherente F en X cuyo soporte tenga dimensión a lo más r.
Además, D es nef si y sólo si, la restricción a cada componente irreducible de Xred es nef. La
restricción de un divisor nef a un subesquema cerrado es nef.

Lema 2.9. Sean D un divisor en X y H un divisor amplio en X. Si la dimensión de X es n
y (D·r · Y ) > 0 para todo subesquema entero Y de X de dimensión r, entonces

(D·r ·Hn−r) > 0

Demostración.

Procederemos por inducción sobre la dimensión de X. Por lo anterior, podemos suponer que
X es un esquema entero y que r < n.

Sea m un entero, tal que mH es muy amplio. Entonces el sistema lineal |mH| contiene al menos
un divisor efectivo Y , entonces

(D·r ·H ·n−r) = (D·r ·H ·n−r−1 ·H)

=
1

m
(D·r ·H ·n−r−1 ·mH)

=
1

m
(D·r ·H ·n−r−1 · Y )

= ((D|y)·r · (H|Y )·n−r−1)

por hipótesis de inducción se tiene que ((D|y)·r · (H|Y )·n−r−1) > 0, lo cual prueba el Lema.
Á
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Usando este resultado, podemos ver que si X es proyectivo y D es un divisor nef, se cumple
que para cualquier divisor amplioH enX y Y un subesquema entero de dimensión r la siguiente
desigualdad es valida

(D·s ·H ·r−s · Y ) > 0

para 0 6 s 6 r. Por la multilinealidad del producto de intersección, tenemos que

((D +H)·r · Y ) = (H ·r · Y ) +
r∑
s=1

(
r

s

)
(D·s ·H ·r−s · Y ) > (H|·rY ) > 0

porque H es amplio en Y . Por el criterio de Nakai-Moishezon, D +H es amplio.

Como el producto tensorial de dos gavillas que son generadas por secciones globales vuelve
a ser generada por secciones globales, la suma de dos divisores amplios es amplio. Dado un
Q-divisor amplio H y D cualquier Q-divisor de Cartier, entonces para t lo su�cientemente pe-
queño se tiene que H + tD es un divisor amplio.

La suma de un divisor muy amplio y el divisor asociado a una gavilla invertible que es
generada por secciones globales es muy amplio, esto puede verse usando el encaje de Segre.
En particular, la suma de dos divisores muy amplios es muy amplio y, si H es un divisor muy
amplio y D es cualquier divisor de Cartier, mH + D es muy amplio para cualquier m lo su�-
cientemente grande.

Sean D y E divisores nef en un esquema proyectivo X de dimensión n, y H un divisor
amplio en X. Es claro que para cualquier racional positivo t se tiene que tH es amplio (basta
con multiplicar la m que hace que H sea muy amplio por el denominador de t). Por lo anterior
se tiene que E + tH es amplio, y por lo tanto D + (E + tH) es amplio. Usando el criterio de
Nakai-Moishezon tenemos que, para cualquier subesquema entero Y de X de dimensión r se
cumple que

(D|Y + E|Y + tH|Y )·r > 0

si t→ 0, por la múltilinealidad del producto de intersección se tiene que

(D|Y + E|y)·r > 0

lo que nos dice que D + E es nef.

En resumen de todo lo anterior tenemos lo siguiente:
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Resumen de Propiedades(
Divisor
Amplio

)
+

(
Divisor
Amplio

)
=

(
Divisor
Amplio

)
(
Divisor
Amplio

)
+ t(Divisor) =

(
Divisor
Amplio

)
∀ t << 1

(
Divisor

Muy Amplio

)
+

(
Divisor

Muy Amplio

)
=

(
Divisor

Muy Amplio

)

m
(

Divisor
Muy Amplio

)
+ (Divisor) =

(
Divisor

Muy Amplio

)
∀ m >> 0

(
Divisor
Amplio

)
+

(
Divisor
Nef

)
=

(
Divisor
Amplio

)
(
Divisor
Nef

)
+

(
Divisor
Nef

)
=

(
Divisor
Nef

)
Los divisores nef, tienen un mejor comportamiento que los divisores amplios, por ejemplo,

el siguiente resultado nos dice que es su�ciente veri�car que la intersección con cualquier curva
es no negativa para asegurar que el divisor es nef. Además, por la formula de proyección, este
resultado implica que la imagen inversa de un divisor nef de cualquier mor�smo en nef.

Teorema 2.10 (Caracterización de Divisores Nef). Sea X un esquema proyectivo. Un divisor
en X es nef si y sólo si, tiene intersección no negativa con cualquier curva en X.

Demostración.

⇒
Es directo de la de�nición.

⇐
Por los resultados anteriores, podemos suponer que X es un esquema entero. Supongamos que
D es un divisor tal que, su intersección con cualquier curva es no negativa y dimX = n. La
prueba se hará por inducción sobre la dimensión de X. La a�rmación es clara si X es una
curva. Si suponemos que (D·r · Y ) > 0 para cualquier subesquema de X de dimensión r < n,
tenemos que probar que (D·n) > 0. Sea H un divisor amplio en X, de�nimos Dt := D + tH y
consideramos el polinomio de grado n

P (t) := (D·nt ) = (D·n) +

(
n

1

)
(D·n−1 ·H)t+ . . .+ (H ·n)tn

queremos demostrar que P (0) > 0 . Supongamos lo contrario, como H es un divisor amplio,
por el criterio de Nakai-Moishezon el coe�ciente líder de P (t), (H ·n) es estrictamente positivo,
por lo tanto, existe t0 ∈ R+ tal que P (t0) = 0 y para cualquier s > t0 se cumple que P (s) > 0.

Para cualquier subesquema Y de X de dimensión positiva r < n, el divisor D|Y es nef, por
hipótesis de inducción. Por el Lema 2.9

((D|Y )·u · (H|Y )·r−u) > 0



28 CAPÍTULO 2. EL CONO DE MORI

para 0 6 u 6 r. Como ((H|Y )·r−s) > 0 porque H|Y es amplio. Se satisface que para s > 0

((Ds|Y )·r) = ((D|Y )·r) +

(
r

1

)
((D|Y )·r−1 ·H|Y )s+ . . .+ ((H|Y )·r)sr > 0

además, (D·ns ) = P (s) > 0 si s > t0, por lo cual, el divisor (D·ns ) es amplio para toda s > t0.

Notemos que es posible descomponer a P (t) como suma de dos polinomios P (t) = Q(t) +R(t),
donde

Q(t) := (D·n−1
t ·D) y R(t) := (D·n−1

t ·H)t

Como Ds es amplio para s > t0 y el número de intersección de D con cualquier curva es no
negativo, se satisface que Q(s) > 0 para toda s > t0. Nuevamente por el Lema 2.9 y la hipótesis
de inducción se cumple que

(D·r ·H ·n−r) > 0

para 0 6 r < n, entonces

R(t0) = (D·n−1 ·H)to +

(
n− 1

1

)
(D·n−2 ·H ·2)t20 + . . .+ (H ·n)tn0 > 0

por lo cual
0 = P (t0) = Q(t0) +R(t0) > 0

esto es claramente una contradicción, por lo que 0 6 P (0) = (D·n).

Á

2.3. El Cono de Curvas

Sea Z un esquema algebraico sobre k (no necesariamente completo). Una familia algebraica
de gavillas invertibles en X sobre Z, (Lz)z∈Z es una gavilla invertible L sobre X ×Z tal que,
para cualquier z ∈ Z, L induce una gavilla invertible Lz en la �bra sobre z. Se dice que una
familia (Lz)z∈Z es conexa, si el espacio parametrizante Z es un espacio topológico conexo.

De�nición 2.11. Dos gavillas invertibles en X, L y M se dice que son algebraicamente

equivalentes si están unidas por una familia algebraica conexa, es decir, si existe una familia
algebraica conexa en X, (Lz)z∈Z tal que L ∼= Lz y M ∼= Ly para dos puntos cerrados y, z ∈ Z.

Sea Zt = Zt(X) el grupo abeliano libre generado por todas las gavillas coherentes F en
X cuyo soporte es de dimensión t. Llamaremos a W ∈ Zt un t-ciclo. Si W =

∑
niFi con

ni > 0 diremos que W es un t-ciclo efectivo. Si Fi = OYi con Yi subesquema cerrado, entonces
escribimos W =

∑
niYi.

Se puede extender el producto de intersección a Zt por linealidad, es decir, si L1, . . . ,Lt

son gavillas invertibles en X y W =
∑
niFi ∈ Zt, entonces de�nimos:

(L1 · · ·Lt ·W ) :=
∑

ni(L1 · · ·Lt ·Fi)

Sea F ∈ Zt un generador. Si Y1, . . . , Yk son las componentes irreducibles de la estructura
reducida del soporte de F , yi es el punto genérico de Yi y ni = altOYi,yiFyi con i ∈ {1, . . . , k},
entonces para cualesquiera L1, . . . ,Lt gavillas invertibles se tiene que:

(L1 · · ·Lt · (
∑

niYi)) = (L1 · · ·Lt ·F )
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El caso que nos interesa estudiar es t = 1. A los elementos de Z1, es decir, los 1-ciclos, los
llamaremos curvas. Dado un divisor de Cartier D en X de�nimos el producto de intersección
de D con cualquier curva C en Z1 como (D · C) := (OX(D) · C). En este caso se puede dar la
siguiente de�nición:

De�nición 2.12. Sean C1, C2 ∈ Z1 y D1, D2 divisores de Cartier en X, decimos que:

1) C1 y C2 son numéricamente equivalentes si (D · C1) = (D · C2) para cualquier divisor de
Cartier D. Notación C1 ≡ C2

2) D1 es numéricamente equivalente a 0 si (D1 · C) = 0 para cualquier curva C en Z1.
Notación D1 ≡ 0

3) D1 y D2 son numéricamente equivalentes si su diferencia es numéricamente equivalente
a 0. Notación D1 ≡ D2

Esta de�nición también se puede dar para gavillas invertibles. De�nimos Picτ (X) como
el subgrupo de Pic(X) de todas las gavillas invertibles en X numéricamente equivalentes a
0 y Pic0(X) como el subgrupo de Picτ (X) de todas las gavillas invertibles en X que son
algebraicamente equivalentes a OX . Sea Zn

1 = Zn
1 (X) el subconjunto de todas las curvas C ∈ Z1

que cumplen que (L · C) = 0 para cualquier gavilla invertible L ∈ Pic(X). De�nimos:

N1 = N1(X) := Pic(X)/P ic(X)τ ⊗Z R

N1 = N1(X) := Z1(X)/Zn
1 (X)⊗Z R

Usando el producto de intersección podemos de�nir una forma bilineal:

( · ) : N1 ×N1 → R

de�nida por ([L ] · [C]) 7→ (L ·C), donde L ∈ [L ] y C ∈ [C]. Notemos que está bien de�nida
por la de�nición de N1 y N1. Además, es claro que esta forma bilineal es no degenerada la cual
recibe el nombre de forma de intersección.

Dado que las de�niciones de divisor amplio y nef sólo dependen de la clase de equivalencia
numérica podemos hablar de clases de divisores amplios y nef.

Observación 2.13. Se puede probar que N1(X) ( y en consecuencia N1(X)) es un espacio
vectorial de dimensión �nita, la prueba de esto puede consultase en [K, IV, pag 323]

De�nición 2.14. Denotamos por ρ = ρ(X) a la dimensión como R-espacio vectorial de N1(X)
y lo llamamos el número de Picard de X

A partir de este momento, cuando hablemos de curvas nos estaremos re�riendo a la clase
de un 1-ciclo en N1(X).

Dado un subconjunto K de un espacio vectorial real. Decimos que K es un cono si cumple
que:

(i) K +K ⊆ K

(ii) aK ⊆ K para cualquier a ∈ R+.

Sea K un cono, observemos que dados x en el interior de K y y en la cerradura de K,
entonces el el intervalo [x, y) := {rx + (r − 1)y|r ∈ [0, 1)} es un subconjunto del interior de
K. Esta observación tiene como consecuencia que si K es un cono, entonces su interior y su
cerradura en el espacio vectorial son nuevamente conos.
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De�nición 2.15 (el cono de curvas y el cono Nef).

El cono de curvas de X, denotado por NE(X), es el cono en N1(X) generado por
todas las curvas efectivas.

El el cono Nef de X, denotado por Nef(X), es el cono en N1(X) es el cono de todas
las clases de divisores nef de X.

Observación 2.16.

(i) El cono de curvas no siempre es cerrado, por lo que es conveniente considerar su cerradura
en N1(X), denotado por NE(X). Más adelante veremos la forma de construir un ejemplo
de un cono de curvas que no sea cerrado.

(ii) El cono Nef(X) es cerrado y además contiene al cono de divisores amplios Amp(X).

(iii) NE(X) es el cono dual de Nef(X), es decir,

NE(X) = {[C] ∈ N1(X)|([D] · [C]) > 0 ∀[D] ∈ Nef(X)}

Lema 2.17 (Carathéodory). Cualquier elemento [C] ∈ NE(X) puede ser escrito de la forma
ρ∑
i=0

ai[Ci] con ai ∈ R+ ∪ {0} y {[Ci]} un conjunto linealmente independiente de curvas enteras

(distintas) en N1(X) con ρ = ρ(X).

Demostración.

Por de�nición, [C] =
n∑
i=1

ai[Ci] con ai ∈ R+ y [Ci] curvas enteras. Consideremos un natural

n minimal, tal que, ai > 0 para toda i ∈ {1, . . . , n}. Si n > ρ ó el conjunto de curvas {[Ci]}

es linealmente dependiente, entonces existe una combinación lineal no trivial
n∑
i=1

bi[Ci] = 0.

De está manera, podemos escribir [C] =
n∑
i=1

(ai + tbi)[Ci] para cualquier t ∈ R. Para cada

i ∈ {1, . . . , n}, consideremos el conjunto

Ii = {t ∈ R|ai + tbi > 0}

es claro que son intervalos cerrados que tienen al 0 en su interior, por lo tanto I = ∩ni=1Ii es un
intervalo cerrado no vacio, dado que para alguna i se tiene que bi 6= 0 entonces I 6= R. Sea t un
extremo de I (existe al menos uno por lo anterior). Entonces existe s ∈ {1, . . . , n} tal que, t es
el extremo de Is. Así, ai + tbi > 0 para toda i ∈ {1, . . . , n}, pero as + tbs = 0, esto contradice
la minimalidad de n. Por lo tanto, n 6 ρ. Si n < ρ, entonces podemos completar {[Ci]} a una
base de N1(X).

Á
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2.3.1. Criterio de Amplitud de Kleiman

En esta sección se dará un criterio de numérico, es decir, nos permitirá saber si un divisor
en una variedad proyectiva es amplio, analizando únicamente los números de intersección con
los elementos no cero del cono de curvas cerrado.

Teorema 2.18 (Criterio de Amplitud de Kleiman). Si X es una variedad proyectiva, entonces

(a) Un divisor D en X es amplio si y sólo si, para cualquier elemento z no cero de NE(X)
se cumple que

(D · z) > 0

(b) Para cualquier divisor amplio H en X y cualquier número entero k, el conjunto

{z ∈ NE(X)|(H · z) 6 k}

es compacto, y por lo tanto sólo contiene un número �nito de clases de curvas irreducibles.

Demostración.

(a)

⇒
Si D es amplio en X, entonces (D · z) > 0, para cualquier z ∈ NE(X)− {0}. Suponemos
que existe z ∈ NE(X)− {0} tal que (D ·z) = 0. Como el producto de intersección es una
forma bilineal no degenerada, existe un divisor E ∈ N1(X) tal que (E · z) < 0. De esta
manera, se tiene que

((D + tE) · z) < 0 ∀ t ∈ Q+

en particular, implica que D + tE no es amplio, lo cual es una contradicción ya que D
es amplio y por las observaciones hechas en la sección 2 de este capítulo, la suma de un
amplio con un racional positivo por cualquier divisor es amplio. Por lo tanto (D · z) > 0
para toda z ∈ NE(X)− {0}.

⇐
Escojamos una norma ||.|| en N1(X) y de�namos el conjunto

K := {z ∈ NE(X)| ||z|| = 1}

que es un compacto en N1(X) (por ser la intersección de un cerrado y un compacto). El
funcional lineal z 7→ (D · z) es acotado en K y su imagen es estrictamente positiva por
hipótesis, por lo que existe un racional positivo a que es cota inferior de la imagen de K
bajo este funcional. Sea H un divisor amplio en X, entonces el funcional z 7→ (H · z) es
de�nido positivo, y además la imagen de K está acotada superiormente por un racional
positivo b (por ser compacto), es decir, para todo z ∈ K se tiene que a 6 (D · z) y
(H · z) 6 b. De estas dos desigualdades tenemos

a(H · z) 6 (H · z)(D · z) 6 b(D · z)

por lo tanto, para todo z ∈ K se cumple que b(D · z) − a(H · z) > 0 lo que nos permite
a�rmar que el funcional D − a

b
H es no negativo en K y por lo tanto en todo el cono

cerrado NE(X). Por el Teorema 2.10 concluimos que D es nef. Sabemos que la suma de
un divisor nef más un racional positivo por un divisor amplio es un divisor amplio, por
lo tanto el divisor

(D − a

b
H) +

a

b
H = D

es amplio.
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(b)
Sean D1, . . . , Dr divisores de Cartier en X tales que ([D1], . . . , [Dr]) es una base de N1(X).
Sabemos que para algún entero lo su�cientemente grande m se tiene que mH±Di son divisores
amplios, para cada i ∈ {1, . . . , r}. Así, por el inciso anterior, se tiene que ((mH ±Di) · z) > 0
para toda z ∈ NE(X). Por lo tanto |(D · z)| 6 (mH · z). La condición (H · z) 6 k de�ne
un conjunto cerrado y lo anterior acota a cada una de las coordenadas de z y por tanto al
conjunto, es decir, el conjunto que consideramos es cerrado y acotado, lo cual demuestra que es
compacto. Como el conjunto de clases de curvas irreducibles es un conjunto discreto en N1(X)
(por construcción) la segunda a�rmación es clara.

Á

Fijando la clase de un divisor [D] ∈ N1(X), tenemos un funcional lineal en N1(X)

φD : N1(X)→ R

[C] 7→ ([D] · [C])

Lo que nos permite de�nir los siguientes conjuntos

D⊥ := {[C] ∈ N1(X)|([D] · [C]) = 0}

D>0 := {[C] ∈ N1(X)|([D] · [C]) > 0}

D>0 := D⊥ ∪D>0

Así, D⊥ = ker(φD) es un hiperplano y D>0 es un semiespacio abierto de N1(X). Además la
primera parte del criterio de Amplitud de Kleiman puede reescribirse de la siguiente manera:
Un divisor es amplio y sólo si

NE(X)− {0} ⊆ D>0

Geométricamente, esto nos dice que D es amplio si y sólo si el cono de curvas cerrado (salvo
el origen) está completamente contenido en el hiperplano determinado por D, como lo muestra
la Figura 2.1.

Figura 2.1: Criterio de Amplitud de Kleiman
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2.3.2. El Cono de Curvas Relativo

Si π : X → Y es un mor�smo de de variedades proyectivas y C es una curva entera en X,
de�nimos πC : C → π(C) la restricción de π a C. De esta manera podemos inducir mor�smos

π(∗) : Pic(Y )/P icτ (Y )→ Pic(X)/P icτ (X) y π(∗) : Z1(X)/Zn
1 (X)→ Z1(Y )/Zn

1 (Y )

de�nidos por

π(∗)([D]) := [π∗(D)] y π(∗)([C]) :=


0 si π(C) es un punto

grad(πC)[π(C)] en otro caso.

que se pueden extender a mapeos R-lineales

π∗ : N1(Y )→ N1(X) y π∗ : N1(X)→ N1(Y )

estos mor�smos satisfacen la formula de proyección

(π∗[D] · [C])X = ([D] · π∗[C])Y

Cuando π es un mor�smo suprayectivo, se tiene que para cualquier curva C ′ en Y , existe
una curva C en X tal que π(C) = C ′, entonces π∗[C] = m[C ′] para algún entero positivo m, lo
cual prueba que π∗ es suprayectiva. Por la fórmula de proyección, el núcleo de π∗ es ortogonal
a la imagen de π∗ lo que implica que π∗ es inyectiva.

De�nición 2.19. El cono de curvas relativo a π es el subcono convexo NE(π) de NE(X)
generado por las clases de curvas contraídas por π.

De la de�nición del mor�smo π∗ , una curva irreducible C en X es contraída por π si y sólo si
π∗([C]) = 0. Equivalentemente, por la fórmula de proyección y el criterio de Nakai-Moishezon,
si H es un divisor amplio en Y , la curva C es contraída si y sólo si (π∗[H] · C) = 0.

Así el cono NE(π) es la intersección de NE(X) con el hiperplano (π∗H)⊥ y por lo tanto es
un cerrado en NE(X) y además

NE(π) := NE(π) ⊆ NE(X) ∩ (π∗H)⊥

Estamos interesados en mor�smos suprayetivos que estén caracterizados por las curvas que
contraen. Este tipo de información sólo puede ser detectada en las componentes irreducibles
de las �bras, por lo que pediremos que las �bras sean conexas. Una forma de asegurar esta
condición es pidiendo que

π∗OX ∼= OY (♣)

Por otro lado, cualquier mor�smo proyectivo π : X → Y tiene una factorización de Stein

X
π

  

π′ // Y ′

g

��
Y

tal que, π′∗OX ∼= OY ′ y g es �nito. Ambos resultados pueden ser consultados en [H1, III, pág.
279-280].



34 CAPÍTULO 2. EL CONO DE MORI

Para cualquier mor�smo proyectivo con factorización de Stein π : X π′ // Y ′ // Y , las
curvas contraídas por π son las mismas que las contraídas por π′ y por lo tanto, el cono relativo
de π y el de π′ son el mismo. Esto nos dice que pedir que el mor�smo π cumpla la condición
(♣) no es tan restrictivo.

Lema 2.20 (de Rigidez). Sean π : X → Y y π′ : X → Y ′ mor�smos propios entre variedades
proyectivas y suponemos que π cumple la propiedad (♣). Entonces

(1) Si π′ contrae una �bra π−1(y0) de π, entonces existe una vecindad abierta Y0 de y0 y una
factorización

π′|π−1(Y0) : π−1(Y0) π // Y0
// Y ′

(2) Si π′ contrae todas las �bras de π, entonces se factoriza a través de π.

Demostración.

(1)
Observemos que, el hecho de que π cumpla la condición (♣) implica que es suprayectivo. Sean g
el producto de π con π′ y Z la imagen de g, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X
g

  π′

$$π

  

Z � q

##
Y × Y ′

p̄
��

p̄′ // Y ′

Y

sean p y p′ las restricciones de las proyecciones p̄ y p̄′ a Z respectivamente, π−1(y0) = g−1(p−1(y0))
es contraída por π′ y por lo tanto por g. Así p−1(yo) = g(g−1(p−1(y0))) es un punto, por lo que
podemos encontrar una vecindad afín Y0 de y0 en Y , donde el mor�smo propio p es �nito. Sean
X0 = π−1(Y0), Z0 = p−1(Y0) y p0 : Z0 → Y0 la restricción de p, entonces OZ0 ⊆ g∗OX0 y por lo
tanto

OY0 ⊆ p0∗OZ0 ⊆ p0∗g∗OX0 = OY0
por lo que OY0 ' p0∗OZ0 , pero el mor�smo p0 es propio y por consiguiente Z0 es afín y el
isomor�smo OY0 ' p0∗OZ0 nos dice que p0 induce un isomor�smo entre el anillo de coordenadas
de Z0 y Y0. Por lo tanto, p0 es un isomor�smo y

π′|X0 = p′ ◦ p−1
0 ◦ π|X0

(2)
Si π′ contrae cada �bra de π, entonces el mor�smo p del inciso anterior es �nito y podemos
tomar Y0 = Y , de esta forma π′ se factoriza mediante π.

Á

El siguiente resultado prueba que un mor�smo π de�nido en una variedad proyectiva X que
satisface (♣), está caracterizado por su cono cerrado de curvas relativo, NE(π). Más aún, es
un subcono convexo de NE(X) que tiene la propiedad geométrica de ser un cono extremal, es
decir, si a, b son elementos de NE(X) tales que a + b es un elemento de NE(π), entonces a y
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b están en NE(π). Uno de los objetivos del programa de Mori es dar condiciones su�cientes en
un subcono extremal de NE(X) para que pueda ser el asociado a un mor�smo, convirtiendo
de este modo los datos geométricos de un objeto relativamente más �simple� en información
acerca de X.

Proposición 2.21. Sean π : X → Y un mor�smo entre variedades proyectivas y Y ′ una
variedad proyectiva. Entonces

(a) El subcono NE(π) de NE(X) es extremal.

(b) Supongamos que π cumple la propiedad (♣) y sea π′ : X → Y ′ otro mor�smo, entonces

• Si NE(π) está contenido en NE(π′), existe un único mor�smo f : Y → Y ′ tal que
π′ = f ◦ π.
• El mor�smo π está univocamente determinado por NE(π) salvo isomor�smo.

Demostración.

(a)
Sean a, b elementos en NE(X) tales que a+b ∈ NE(π). Por el lema de Carathéodory podemos
escribir a =

∑
ai[Ai] y b =

∑
bj[Bj] con ai, bj ∈ R+ y Ai, Bj curvas enteras. Por la de�nición

de NE(π), existe una descomposición para a + b de la forma∑
ai[Ai] +

∑
bj[Bj] =

∑
ck[Ck]

donde ck ∈ R+ y [Ck] son curvas irreducibles contraídas por π. Aplicando π∗ tenemos que∑
aiπ∗[Ai] +

∑
bjπ∗[Bj] = 0

en N1(X). Como Y es proyectiva se tiene que Ai, Bj son contraídas por π para toda i, j, lo
cual, por de�nición implica que a, b ∈ NE(π).

(b)
Las hipótesis del inciso (b) implican que toda curva irreducible de π es contraída por π′ y por
lo tanto, toda �bra de π es contraída por π′ y el inciso (2) de el lema anterior nos asegura la
existencia de f .
Para probar la unicidad, supongamos que existe otro mor�smo h : Y → Y ′ que satisface
que π′ = h ◦ π, con la notación de la prueba del lema anterior, tenemos que la composición

Z
p // Y h // Y ′ es la segunda proyección, es decir, h ◦ p = p′, por lo tanto, h = (p′ ◦ p) = f

Á

2.4. El Cono de Curvas de una Super�cie Reglada

En esta sección estudiaremos el cono de curvas de una super�cie reglada. Antes de dar
la de�nición correspondiente observemos que si la dimensión de X es 2, además es entero y
localmente factorial (por ejemplo una variedad proyectiva no singular) por la proposición 1.9
sabemos que los divisores de Cartier coinciden con los divisores de Weil, que son exactamente
los 1-ciclos. En estos casos N1(X) = N1(X), lo que en particular nos indica que la forma de
intersección es simétrica.
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De�nición 2.22. Una super�cie geométricamente reglada o simplemente una super�cie
reglada, es una super�cie X junto con un mor�smo suprayectivo a una curva no singular,
π : X → C, tal que:

(i) Para cualquier punto y ∈ C, la �bra Xy := X ×Y Spec(k(y)) es isomorfa a P1
k,

(ii) el mor�smo π admite una sección, es decir, existe un mor�smo σ : C → X tal que
π ◦ σ = IdC.

Ejemplo 2.1. Si C es una curva no singular, entonces C×P1
k junto con la primera proyección,

es una super�cie reglada.

Denotaremos una super�cie reglada como π : X → C, para tener en cuenta el mor�smo de
la de�nición. Observemos que dadas cualesquiera dos �bras de π son curvas algebraicamente
equivalentes enX, ya que están parametrizadas por la curva C y por lo tanto son numéricamente
equivalentes.

Teorema 2.23 (Grauert). Sean π : X → Y un mor�smo de esquemas noetherianos, con Y
entero y F una gavilla coherente en X. Si para algún i se tiene que la función

hi(y,F ) := dimk(y)H
i(XY ,Fy)

es constante en Y . Entonces Riπ∗(F ) es localmente libre en Y y para cualquier y ∈ Y el mapeo
natural

Riπ∗(F )⊗ k(y)→ H i(Xy,Fy)

es un isomor�smo.

La prueba puede consultarse en [H1, III, Teorema 12.9, pág. 289]

Lema 2.24. Sean π : X → C una super�cie reglada y D un divisor en X. Si (D · f) = n > 0,
donde f es una �bra de π. Entonces π∗OX(D) es una gavilla localmente libre de rango n + 1
en C. En particular π∗OX ∼= OC.

Demostración.

Por lo observado anteriormente, la intersección (D · f) no depende de la elección de la �bra.

Sea y ∈ C, consideremos la gavilla OX(D)y en la �bra Xy, que es una gavilla de invertible de
grado n en Xy

∼= P1
k, entonces la dimensión de H0(Xy,OX(D)y) es n+ 1 que es independiente

de y. Por el teorema de Grauert, R0π∗(OX(D)) ∼= π∗OX(D) es una gavilla localmente libre de
rango n+ 1.

En el caso D = 0, π∗OX es localmente libre de rango 1 y por la segunda parte del Teorema de
Grauert nos da un isomor�smo

π∗OX ⊗ k(y)→ H0(Xy,OX,y)

para cada y ∈ C, además el lado derecho es canónicamente isomorfo a k. Por lo tanto la
imagen del 1 bajo el mapeo natural OC → π∗OX genera al tallo en cada punto, probando que
π∗OX ∼= OC .

Á

Recordemos que dada una gavilla localmente libre E sobre X, podemos de�nir el espacio
proyectivo asociado a E como P(E ) := Proj(S(E )), donde S(E ) es el álgebra simétrica de
E . La construcción de este esquema y propiedades pueden consultarse en [H1, II, §7].
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Proposición 2.25. Si π : X → C es una super�cie reglada, entonces existe una gavilla local-
mente libre E de rango 2 en C tal que X ∼= P(E ) sobre C. Inversamente, para cualquier gavilla
localmente libre E de rango 2 en C, el esquema P(E ) es una super�cie reglada sobre C.

Demostración.

Dada cualquier super�cie reglada π : X → C, por de�nición existe una sección σ. De�nimos
D := σ(C). Este conjunto es un divisor en X que cumple que (D · f) = 1 para cualquier �bra.
Por el lema anterior, E := π∗OX(D) es una gavilla localmente libre de rango 2 sobre C. Más
aún, existe un mor�smo suprayectivo en X

π∗E = π∗π∗OX(D)→ OX(D)→ 0

que determina un mor�smo g : X → P(E ) sobre C, tal que OX(D) ∼= g∗OP(E )(1), como
OX(D) es muy amplio en cada �bra, g es un isomor�smo en cada �bra y por lo tanto g es un
isomor�smo.

Inversamente, si E es una gavilla localmente libre de rango 2 en C. Sea X := P(E ) y π : X → C
la proyección. Entonces, X es una super�cie proyectiva sobre k y cada �bra es isomorfa a P1

k.
Para probar la existencia de una sección, sea U ⊆ C un abierto donde E es libre, entonces,
π−1(U) ∼= U × P1, de�nimos la sección σ : U → π−1(U) dada por y 7→ (y, p0). Como X es
variedad proyectiva, existe una extensión de σ a un mapeo de C en X que es necesariamente
una sección.

Á

Una super�cie se dice que es una super�cie birracionalmente reglada si es birracio-
nalmente equivalente a C × P1 para alguna curva C. Esto incluye a las super�cies racionales,
ya que P2 es birracional a P1 × P1. El Lema anterior, nos dice que toda super�cie reglada es
birracionalmente reglada.

Proposición 2.26. Sean π : X → C una super�cie reglada, C0 ⊆ X una sección y f una �bra.
Entonces se cumple que (C0 · f) = 1 y f 2 := (f · f) = 0, además

PicX ∼= π∗PicC ⊕ Z[C0]

Demostración.

(C0 · f) = 1 ya que C0 y f se intersectan transversalmente en un único punto. Se tiene que
f 2 = 0 porque dos �bras distintas no se intersectan.

Si D ∈ PicX, sean n = (D·f) y D′ = D−nC0, entonces (D′ ·f) = (D ·f)−n(C0 ·f) = n−n = 0.
Por el Lema 2.24 π∗OX(D′) = G es una gavilla invertible en C y es claro que π∗π∗OX(D′) ∼=
OX(D′) ∼= OX(D) ⊗ OX(C0)−n. Así, π∗G ⊗ OX(C0)n ∼= OX(D). Como π∗ : PicC → PicX es
inyectiva, lo anterior prueba la última a�rmación.

Á

Corolario 2.27. N1(X) ∼= R[f ]⊕R[C0].

Demostración.

Se sigue de la proposición anterior y de que cualesquiera dos �bras de π son numéricamente
equivalentes.

Á
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Si π : X → C es una super�cie reglada, es posible escribir X ∼= P(E ) con E una gavilla
localmente libre en C con la propiedad de que H0(C,E ) 6= 0, pero para cualquier gavilla inver-
tible L en C de grado estrictamente menor que cero se cumple que H0(C,E ⊗L ) = 0. En este
caso, el entero e = −grad(E ) es un invariante de X. Más aún, existe una sección σ0 : C → X,
cuya imagen σ0(C) = C0 cumple que OX(C0) ∼= OX(1). Con estas condiciones, decimos que
E está normalizada. Sea e el correspondiente divisor en C asociado a la gavilla invertible
∧2E , entonces e = −grad(e). Si a es cualquier gavilla invertible en C, denotamos a π∗a por af .
Entonces, por la proposición anterior, cualquier elemento de PicX puede ser escrito de la forma
af + bC0 con b ∈ Z y a ∈ PicC. Con un abuso de notación (f = [f ] y C0 = [C0]) podemos
escribir cualquier elemento de N1(X) como af + bC0 con a, b ∈ R.

El divisor canónico de X está representado por KX ≡ (2g − 2 − e)f + 2C0 donde g es el
genero de C. Lo cual implica que K2

X = 8(1− g). Además se tiene que e > −g. Más detalles de
la discusión anterior se puede encontrar en [H1, V, §2 , pág. 372-376].

Proposición 2.28. Sea π : X → C una super�cie reglada con invariante e > 0.

(a) Si Y ≡ af + bC0 es una curva irreducible distinta de C0 y cualquier �bra f , entonces
b > 0 y a > be.

(b) El divisor D ≡ cf + dC0 es amplio si y sólo si d > 0 y c > de.

Demostración.

(a)
Como Y 6= f para cualquier �bra f , el mor�smo π|Y : Y → C es suprayectivo, así

0 < (Y · f) = ((af + bC0) · f) = af 2 + b(C0 · f) = a · 0 + b · 1 = b

Por otro lado, como Y 6= C0 se tiene que

0 6 (Y · C0) = ((af + bC0) · C0) = a(f · C0) + bC2
0 = a · 1 + b · (−e) = a− be

(b)

⇒ Supongamos que D es un divisor amplio, por el criterio de Nakai-Moishezon se tiene que
el producto intersección de D con cualquier curva irreducible es positivo, en particular para
cualquier �bra y la curva C0, de donde tenemos que

0 < (D · f) = ((cf + dC0) · f) = cf 2 + d(C0 · f) = c · 0 + d · 1 = d

0 < (D · C0) = ((cf + dC0) · C0) = c(f · C0) + dC2
0) = c · 1 + d · (−e) = c− de

⇐ Supongamos que d > 0 y c > de. Sea Y curva irreducible en X, por el inciso anterior,
Y ≡ af + bC0 con b > 0 y a > be. Calculando su producto de intersección con D tenemos que

(D · Y ) = ((cf + dC0) · (af + bC0)) = caf 2 + cb(f ·C0) + da(C0 · f) + dbC2
0 = cb+ da− dbe > 0

por el criterio de Nakai-Moishezon, se tiene que D es amplio.
Á

Por ejemplo, para el caso e = 0, la proposición anterior nos dice que el cono de curvas es
cerrado, más aún se tiene que

NE(X) = NE(X) = (R+)[f ] + (R+)[C0]

Además en las coordenadas dadas por la base ordenada {[f ], [C0]}, el cono de curvas se ve como
en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Cono de curvas de una Super�cie Reglada con invariante e = 0

Proposición 2.29. Sea π : X → C una super�cie reglada, sobre una curva C de genero g con
invariante e < 0. Si la característica de k es 0, entonces

(a) Si Y ≡ af + bC0, es una curva irreducible distinta de C0 y de cualquier �bra f , entonces
(b = 1 y a > 0) ó (b > 2 y 2a > be).

(b) El divisor D ≡ cf + dC0 es amplio, si y sólo si d > 0 y 2c > de.

Demostración.

(a)
Sea E una la gavilla localmente libre y normalizada tal que X ∼= P(E ). Como Y 6= f para
cualquier �bra f , se tiene que 0 < (Y · f) = af 2 + b(C0 · f) = b.

Si b = 1, entonces Y es una sección de X y por [H1, V, Proposición 2.9, pág. 373] se corresponde
con un mapeo suprayectivo E → L → 0 tal que

−e = grad(E ) 6 grad(L ) = (C0 · Y ) = a(C0 · f) + b(C0 · C0) = a− e

de donde concluimos que a > 0.

Supongamos que b > 2. Sea Ỹ la normalización de Y , consideremos la composición de el mapeo
natural Ỹ → Y con π. Como la característica del campo es 0, por el Teorema de Hurwitz [H1,
IV, Corolario 2.4, pág. 301] el mapeo anterior es �nito, separable, grado b y además

2g(Ỹ )− 2 = b(2g − 2) + grad(R)

donde R es el divisor (efectivo) de Rami�cación. Por otro lado, tenemos que Pa(Y ) > g(Ỹ ),
por lo que

2Pa(Y )− 2 > b(2g − 2) (2.1)

Usando la fórmula de adjunción se tiene que

2Pa(Y )− 2 = (Y · (Y +K))

sustituyendo Y ≡ af + bC0 y K ≡ (2− 2g − e)f − 2C0 en (1) tenemos que

b(2g − 2) 6 2Pa(Y )− 2 = ((af + bC0) · (af + bC0 + (2− 2g − e)f − 2C0))

= ((af + bC0) · ((a+ 2− 2g − e)f + (b− 2)C0))

= a(a+ 2− 2g − e)f 2 + a(b− 2)(f · C0) + b(a+ 2− 2g − e)(C0 · f) + b(b− 2)C2
0

= ab− 2a+ ba+ 2b− 2bg − eb− eb2 + 2be

= 2ab− 2a+ 2b− 2gb+ eb− eb2
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y por lo tanto
4b(g − 1) 6 2ab− 2a+ eb− eb2

La condición e < 0 nos implica en particular que g > 1 (ya que −2g 6 e), de donde concluimos
que 4b(g − 1) > 0 , así

eb(b− 1) = eb2 − eb 6 2ab− 2a = 2a(b− 1)

como b > 2 se tiene que
eb 6 2a

(b)

⇒ Si D es amplio, entonces (D · f) = d > 0 y D2 = (D ·D) = 2cd− d2e > 0, dividiendo entre
d tenemos que 2c > de.

⇐ Si d > 0 y 2c > de, entonces (D ·f) = d > 0, D2 = 2cd−d2e > 0, (D ·C0) = c−de > −de
2
> 0

y si Y ≡ af + bC0 es cualquier curva irreducible distinta de C0 y cualquier �bra f , entonces

(D · Y ) = cb+ da− dbe

Si b = 1 y a > 0 entonces

(D · Y ) >
de

2
− de = −de

2
> 0

Si b > 2 y 2a > be, entonces

(D · Y ) >
bde

2
+
bde

2
− dbe = 0

por el criterio de Nakai-Moishezon, D es amplio.
Á

Consideremos el caso e = −1, y supongamos que g > 2 y que el campo base es C. Por la
proposición anterior, los divisores numéricamente equivalentes a −(d− 1)f + 2dC0 son amplios
para d > 1 (2d > 0 y 2(−(d − 1)) > −2d) lo cual, nos dice que para m lo su�cientemente
grande, el sistema lineal | −m(d− 1) + 2md| tiene divisores efectivos.

Así, las semirectas que unen a estos divisores con el origen están contenidas en el cono de
curvas de X. Estas semirectas tienen pendiente 2md

−m(d−1)
= 2d

1−d , haciendo tender d a in�nito, no-
tamos que estas semirectas tienden a la semirecta con pendiente −2. De esta forma la cerradura
del cono de curvas en la base ordenada {[f ], [C0]} queda como en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Cono de curvas de una Super�cie Reglada con invariante e = −1

Usando el razonamiento anterior, para construir un ejemplo de un cono de curvas que no sea
cerrado es necesario que la semirecta por el origen de pendiente −2 no esté contenida en el cono
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de curvas, es decir, que para cualquier m > 0 el sistema lineal |−mf+2mC0| no tenga divisores
efectivos. Esto es equivalente a que el divisor D ≡ −f + 2C0 no sea amplio. Un ejemplo de esto
es una modi�cación de el ejemplo de Mumford, que construye una super�cie reglada con un
divisor, que de hecho, es numéricamente equivalente a −f + 2C0 que no es amplio usando la
noción de estabilidad. Los detalles de esta construcción pueden ser consultados en [H2, I,§10,
pág. 50-58].



Capítulo 3

El Teorema del Cono

El principal propósito de este capítulo es demostrar el Teorema del Cono (en el caso suave).
La prueba que se dará en este trabajo es una combinación de la prueba dada en [KoMo] y [De].

En este capítulo no se consideraran esquemas arbitrarios y por ello se debe tener en cuenta
lo siguiente:

1. Todos los esquemas considerados en este capítulo son noetherianos y separados.

2. Al usar el término variedad estamos pensando en un esquema entero y de tipo �nito sobre
un campo algebraicamente cerrado k.

3. Una subvariedad siempre es cerrada.

3.1. Curvas Racionales en el Lugar Geométrico Excepcio-

nal

Dado un mapeo racional entre variedades f : X // Y de�nido sobre un abierto denso
V ⊆ X, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

V
Γ

##

f

''

Id

��

V × Y

��

� s

i

%%

Y

X × Y
p

��
V �
� j // X

de�nimos la grá�ca de f comoX ′ = i(Γ(V )) ⊆ X×Y . De esta manera, se tiene que p : X ′ → X
es un mor�smo birracional y existe un abierto U ⊆ X máximo con la propiedad de que f está
de�nido sobre U ; este abierto también es el máximo abierto donde p es un isomor�smo.

Si X es normal y Y es propio, entonces p es un mor�smo propio y tiene �bras conexas
por el Teorema Principal de Zariski [H1, III, §11, pág. 280]. Si la �bra p−1(x) es un único
punto, por [Sh, I, §6, pág. 79] x tiene una vecindad V en X tal que el mapeo inducido por p,
p̄ : p−1(V ) → V es �nito. Como p es birracional y X es normal p̄ es un isomor�smo. Por lo
tanto X −U es el conjunto de puntos de X que tienen �bras de dimensión positiva, por lo que
X − U tiene codimensión al menos 2 en X.

42
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De�nición 3.1. Sea f : X → Y un mor�smo birracional entre variedades. El lugar geomé-

trico excepcional de f , denotado por Exc(f), es el conjunto de puntos de X donde f no es
un isomor�smo.

Si Y es normal y f es un mor�smo propio, las �bras son conexas por el Teorema Principal
de Zariski. Dado y ∈ Exc(f) se tiene que f−1(f(y)) tiene al menos dos puntos y por lo tanto
tiene dimensión positiva por lo que está contenido en Exc(f), esto implica que Exc(f) =
f−1(f(Exc(f)) y que f(Exc(f)) tiene codimensión al menos 2 en Y . El abierto más grande
sobre el cual f−1 : Y // X está de�nido es Y − f(Exc(f)).

Proposición 3.2. Sea f : X → Y un mor�smo birracional y propio entre variedades que no es
isomor�smo. Si Y es suave, entonces para cada punto general en cada una de las componentes
irreducibles de Exc(f) existe una curva racional que pasa por el punto y es contraída por f .

Demostración.

Considerando la normalización de X, se tiene que el mor�smo canónico X̃ → X es un mor�smo
birracional y propio, por lo que podemos suponer que X es no singular en codimensión 1. Así
cada componente de E := Exc(f) tiene codimensión 1, tomando una restricción de f a un
subconjunto adecuado de X (quitando las singularidades de X y E) podemos suponer que E y
X son irreducibles y suaves. De tal forma que, si U0 := Y − Sing(f(E)) entonces la cerradura
en U0 de f(E ∩ f−1(U0)) es suave y de codimensión al menos 2.

Sea E1 : Y1 → U0 el blow-up de f(E ∩ f−1(U0)), por la propiedad universal del blow-up, existe
un mor�smo f1 que factoriza a f , es decir, que hace conmutar el siguiente diagrama

V1
f1 //

f

  

Y1

E1
��
U0

y cumple que f1(E ∩ V1) ⊆ Sop(E1), donde E1 es el divisor excepcional de E1 y V1 := f−1(U0).
Si la codimensión de f1(E ∩ V1) en Y1 es al menos 2 entonces E∩V1 está contenido en Exc(f1).

Remplazando f por f1 repetimos la construcción, de esta manera siempre que la codimensión
de fi−1 en Yi−1 sea al menos 2, obtenemos una factorización

f : Vi
fi // Yi

Ei// Ui−1 ⊆ Yi−1
Ei−1 // Ui−2 ⊆ Yi−2

// . . .
E2 // U1 ⊆ Y1

E1 // U0 ⊆ Y

Sea Ej ⊆ Yj el divisor excepcional de Ej, entonces tenemos que

KYi ≡ E∗iKYi−1
+ ciEi

≡ (E1 ◦ . . . ◦ Ei−1)∗KY + CiEi + ci−1Ei,i−1 + . . . c1Ei,1

con Ei,j la imagen inversa de Ej en Yi y Cj = codimYj−1
(fj−1(E ∩ Vi−1))− 1 > 0.

Dado que fi es birracional, se tiene que f ∗i OYi(KYi) es una subgavilla de OVi(KVi). Más aún.
como fj(E∩Vj) ⊆ Sop(Ej), el divisor f ∗jEj−E|Vj es efectivo, de manera que el divisor Ei,j−EV i
es un divisor efectivo y por lo tanto la gavilla OX(f ∗Ky + (ci + . . . C1)E)|Vi es una subgavilla
de OVi(KVi) = OX(KX)|Vi . Como X es noetheriano, la gavilla coherente OX(KX) no puede
tener una cadena ascendente de subgavillas, por lo que esta construcción no puede realizarse
una in�nidad de veces, es decir, existe un natural i tal que fi(E ∩ Vi) es un divisor de Yi y por
tanto E∩Vi no está contenido en Exc(fi). Así fi induce un isomor�smo birracional entre E∩Vi
y Ei lo cual implica que E ∩ Vi es reglado de donde se deduce la proposición.

Á
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Corolario 3.3. Sean X y Y variedades. Supongamos que X es suave y Y es propio y no
contiene curvas racionales, entonces cualquier mapeo racional f : X // Y esta de�nido en
todas partes, es decir, es un mor�smo.

Demostración.

Sea X ′ ⊆ X × Y la grá�ca de f , como vimos anteriormente, el abierto más grande donde
f esta de�nido es igual al abierto más grande donde el mor�smo inducido por la proyección
p : X ′ → X es isomor�smo. Por lo tanto, si queremos probar que f es un mor�smo, es su�ciente
con probar que el mor�smo birracional p es un isomor�smo, es decir, Exc(p) = ∅.
Supongamos que p no es un isomor�smo, de manera que Exc(p) 6= ∅. Por la proposición anterior,
existe una curva racional C ⊆ Exc(p) ⊆ X ′ que es contraída por p.

Considerando la segunda proyección q : X × Y → Y , se tiene que q(C) es una curva racional
en Y ó un punto, por hipótesis Y no contiene curvas racionales, por lo que q(C) debe ser un
punto, es decir, C es contraída por q.

Como C es contraída por p y por q se tiene que C ⊆ {p(C)} × {q(C)} ⊆ X × Y lo cual es una
contradicción ya que C es una curva, por lo que Exc(p) = ∅.

Á

Cualquier mor�smo f : X → Y entre variedades suaves tiene asociado un mapeo en los
espacios tangentes Tf : TX → f ∗TY . Además si X y Y tienen la misma dimensión se induce
un mor�smo de gavillas invertibles ∧n : TX → f ∗(∧nTY ) y por lo tanto una sección no cero de
OX(KX − f ∗KY ). Esta sección se anula en un divisor efectivo Ram(f), llamado el divisor de
rami�cación de f . En particular se tiene que

KX ≡ f ∗KY +Ram(f) (∗)

Si f es birracional, el soporte de Ram(f) es el lugar geométrico excepcional Exc(f).

Proposición 3.4. Sea f : X → Y un mor�smo birracional entre variedades proyectivas suaves
que no es isomor�smo, entonces existe una curva racional C en X que es contraída por f tal
que

(KX · C) < 0

Demostración.

Sea E := Exc(f), como vimos anteriormente f(E) tiene codimensión al menos 2 en X. Sea
x ∈ f(E), por el Teorema de Bertini [H1, II, Teorema 8.18, pág. 179] casi cualquier sección
hiperplana de Y es suave y conexa, en particular, casi cualquier sección hiperplana que pasa por
x tiene esta propiedad. De esta manera podemos intersectar (dimX − 2) secciones hiperplanas
que pasen por x que tengan esta propiedad para obtener una super�cie suave S en Y que
contiene a x, más aún, por dimensión se tiene que S ∩ f(E) es un número �nito de puntos.
Tomando una sección hiperplana más obtenemos una curva suave C0 en S que intersecta a
f(E) únicamente en x y una curva C que no intersecta a f(E). Por construcción

(KY · C0) = (KY · C) (3.1)

Como C∩f(E) = ∅, la curva C ′ := f−1(C) no intersecta a E de manera que (Ram(f)·C−1) = 0,
más aún, por la equivalencia (∗) y la fórmula de proyección se tiene que

(KX · C ′) = (f ∗KY · C ′) + (Ram(f) · C ′) = (KY · f∗C ′) = (KY · C) (3.2)
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Por otro lado, como la curva C0 intersecta a f(E) se tiene que la curva C ′0 := f−1(C0 − f(E))
cumple que (Ram(f) · C ′0) > 0. Nuevamente, usando la equivalencia (∗) y la fórmula de pro-
yección junto con las igualdades (1) y (2) se tiene que

(KX · C ′0) = (f ∗KY · C ′0) + (Ram(f) · C ′0) > (f ∗KY · C ′0) =

(KY · f∗C ′0) = (KY · C0) = (KY · C) = (KY · C ′) (3)

El mapeo racional f−1 : S // X no es un mor�smo pero por el Corolario 4.5 sus indetermi-
nadas pueden ser resueltas con un número �nito de blow-up sobre los puntos en el conjunto
S ∩ f(E), así, obtenemos un mor�smo birracional g : S̃ → X, que es la composición de un
número �nito de blow-ups (E : S̃ → S) con f−1, es decir, se tiene el siguiente diagrama conmu-
tativo.

Figura 3.1: Construcción de curvas racionales en el Exc(f)

La curva C ′′ := E∗C cumple que g∗C ′′ = C ′. Como la curva Co pasa por un punto en
S ∩ f(E) se tiene que existen enteros positivos mi ∈ N tales que

E∗C0 = C ′′0 +
∑

miEi

con Ei los divisores excepcionales de E que en particular, son curvas racionales, además se tiene
que g∗C ′′0 = C ′0. Como C0 y C son linealmente equivalentes en S se tiene que C ′′ ≡ C ′′0 +

∑
miEi

en S̃, aplicando g∗ resulta que
C ′ ≡ C ′0 +

∑
mig∗Ei

De esta manera,tomando intersecciones con KX se tiene que

(KX · C ′) = (KX · C ′0) +
∑

mi(KX · g∗Ei)

de la igualdad anterior y (4) concluimos que debe de existir al menos un indice io tal que
(KX · g∗Ei0) < 0. En particular g∗Ei0 no es un punto y es una curva racional en X, más aún,
f(g(Ei0)) = E(Ei0) y por lo tanto la curva g∗Ei es contraída por f .

Á

Dada una clase de equivalencia birracional C el Corolario 3.3 nos dice que si existe una
variedad suave X en C que no tiene curvas racionales, esta variedad es minimal en el siguiente
sentido: para cualquier miembro X ′ de C existe un mor�smo birracional X ′ → X. Más aún,
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por la proposición anterior esta variedad es única (salvo isomor�smo), de existir otra variedad
suave Y en C mínima, el mor�smo X → Y ( existe porque Y es minimal) necesariamente es
isomor�smo, de lo contrario existiría una curva racional en X contraída por dicho mor�smo
por la Proposición 3.4 lo cual no puede pasar.

Por otro lado, si C contiene a una variedad suave Z tal que el divisor KZ es nef, la Pro-
posición 3.4 sólo nos asegura que no existe ningún mor�smo birracional de Z en cualquier
otro representante que no sea un isomor�smo. Estas observaciones nos permiten ver que, una
manera de encontrar una variedad minimal dado un representante de la clase de equivalencia
es contrayendo las curvas racionales de dicho representante cuya intersección con su divisor
canónico sea negativa.

Una herramienta para este propósito es el Teorema del Cono, el cual descompone la parte
del cono de curvas efectivas de la variedad cuya intersección con el divisor canónico es negativa
en suma de rayos extremales con cierta restricción numérica. Teniendo esta descomposición lo
que se busca es contraer dichos rayos extremales.

Los siguientes Lemas fueron demostrados por Shigefumi Mori en [Mo], la idea geométrica
detrás de estos Lemas es, como su nombre lo indica, a partir de una curva dada, esta se deforma
dentro de la variedad (bajo ciertas condiciones en el espacio de deformación de la curva dadas
en las hipótesis) para producir curvas racionales dentro de esta.

Lema 3.5 (Bend and Break I). Sean X una variedad propia, C una curva propia y suave,
p ∈ C un punto y g0 : C → X un mor�smo no constante. Suponer que existe una curva conexa
y suave junto con un punto �jo 0 ∈ D y un mor�smo G : C ×D → X que cumple:

1. G|C×{0} = g0,

2. G({p} ×D) = g0(p) y

3. G|C×{t} diferente de g0 para casi todo t ∈ D.

Entonces existe un mor�smo (posiblemente constante) g1 : C → X y una combinación lineal

de curvas racionales Z =
∑

aiZi, con ai > 0 y Zi ⊆ X tal que:

(a) (g0)∗(C) es algebraicamente equivalente a (g1)∗(C) + Z y

(b) g0(p) ∈ Sop(Z) =
⋃
Zi.

En particular X contiene una curva racional que pasa por g0(p).

Demostración.

Consideremos la compacti�cación de D en una curva propia D̄, entonces se tiene un mapeo
racional Ḡ : C×D̄ → X. Si Ḡ esta de�nido en el conjunto {p}×D̄, consideramos una vecindad
abierta U de p en C y la proyección q : U × D̄ → U , entonces q−1(p) va a dar a un único punto
bajo Ḡ, por el Lema de rigidez [Lema 2.20, capítulo II] sucede lo mismo para las demás �bras
de U de manera que G(z, t) = g0(z) para casi todo t ∈ D lo cual contradice (3). Por lo que Ḡ
no puede estar de�nido en todo en todo el conjunto {p} × D̄.

Sean S la normalización de la grá�ca de Ḡ, π : S → C × D̄ y GS : S → X las proyecciones y
de�nimos h : S → C × D̄ → D̄ la composición de π con la segunda proyección del producto.
Por lo anterior, existe un punto (p, d) ∈ C × D̄ en el que π no es un isomor�smo, por lo cual,
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podemos escribir h−1(d) = C ′ +E con C ∼= C ′ ⊆ S la transformada birracional de C × {d}, es
decir, la cerradura de π−1(C0) con C0 ⊆ C × {d} un abierto denso donde está de�nido π−1 y
E = Exc(π).

De�nimos g1 : C → X como la restricción de GS a C ′ y Z := GS(E). Por (1) podemos identi�car
a g0 con GS|h−1(0) entonces (g0)∗(C) es algebraicamente equivalente con (g1)∗(C) + Z. En la
Proposición 3.2 se probo que E es birracionalmente equivalente a una super�cie reglada (en este
caso) y por lo tanto es unión de curvas racionales, por lo que Z es unión de curvas racionales
y además alguna pasa por g0(p).

Á

Si la curva C del Lema anterior es racional, podemos tomar g1 := g0 y la conclusión no
produce nada nuevo. El siguiente Lema es una variante del anterior y prueba que se pueden
tener degeneraciones no triviales de curvas racionales.

Lema 3.6 (Bend and Break II). Sean X una variedad proyectiva y g0 : P1 → X un mor�smo
no constante. Suponer que existe una curva suave y conexa D con un punto �jo 0D ∈ D y un
mor�smo G : P1 ×D → X tal que:

1. G|P1×{0D} = g0,

2. G({0} ×D) = g0(0), G({∞} ×D) = g0(∞) y

3. G(P1 ×D) es una super�cie.

Entonces (g0)∗(P
1) es algebraicamente equivalente en X a una curva reducible ó a un múltiplo

(es decir, de la forma aC para algún a > 1).

Demostración.

Sea D una compacti�cación suave de D y q : S → D una super�cie reglada que contiene a

P1 ×D como abierto. Sea G : S // X el mapeo racional que extiende a G. Como vimos en
la prueba de la Proposición 3.4 podemos resolver las indeterminadas de G con un número �nito
de blow-up, es decir, existe un mor�smo E : S̃ → S que es composición de blow-up tal que
G̃ := G ◦ E es mor�smo. Lo anterior se resume en el siguiente diagrama conmutativo

P1 ×D
p2

��

G

''� � // S

q
��

G

// X

D �
� // D S̃

G̃

OO

E

__

La prueba de este Lema se hará por inducción sobre el número de blow-up que componen a E .
Primero trataremos el caso en el que G es un mor�smo. Sea H un divisor amplio en X, entonces
se tiene que G

∗
H2 > 0. Por otro lado, si C0, C∞ son las cerraduras en S de los conjuntos

{0} ×D y {∞} ×D respectivamente, la hipótesis dos de este Lema implica que (G
∗
H · C0) =

0 = (G
∗
H ·C∞). Por el Teorema de el Indice de Hodge [H1, V, Teorema 1.9, pág. 364] se tiene

que C2
0 < 0 y C2

∞ < 0, por lo que G
∗
H,C0 y C∞ son linealmente independientes en N1(S), es

decir, el número de Picard de S es mayor o igual a 3, esto es una contradicción, ya que por el
Corolario 2.27 el número de Picard de una super�cie reglada siempre es 2.

Supongamos que G no es un mor�smo y descomponemos a E en S̃

E
&&r′ // S ′ r // S , con r el

blow-up sobre un punto p ∈ q−1(y) necesario para resolver las indeterminadas de G. Sea F1 la
curva excepcional de r (la cual sabemos tiene autointersección −1). Por [H1, V, Proposición
3.6, pág. 389] sabemos que (q ◦ r)∗(y) = F1 +F2 con F2 otra curva con autointersección −1 que

se intersecta a F1 en un punto Q ∈ F1 ∩ F2. Sea G′ : S ′ // X el mapeo inducido por r.
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A�rmamos que G′ es un mor�smo a lo largo de F2. Primero observemos que la hipótesis uno de
este Lema implica que (g0)∗(P

1) es algebraicamente equivalente con G̃∗((q ◦ E)∗(y)), podemos
suponer que este 1-ciclo es irreducible y reducido, de lo contrario ya habríamos terminado. Si
G no esta de�nido en otro punto P ′ ∈ q−1(y)− {P} entonces

G̃∗((q ◦ E)∗(y)) = G̃∗(E−1(P )red) + G̃∗(E−1(P ′)red) + (ciclo efectivo)

lo cual es una contradicción a lo supuesto anteriormente. Resta probar es que G′ esta de�ni-
do en Q. Para ver esto, observemos que cada componente irreducible de ((r′)−1(Q))red tiene
multiplicidad al menos 2 en (q ◦ E)∗(y) por lo que debe ser contraída por G̃ lo cual prueba la
a�rmación.

Si S ′ // S ′′ es la contracción de la curva F2, entonces el mapeo G′′ : S ′′ // X necesita
un blow-up menos para resolver la indeterminación. Aplicando la hipótesis de inducción a G′′

hemos terminado.
Á

Sean X, Y variedades, (T, 0) un esquema punteado (T es un esquema conexo y 0 ∈ T es
un punto cerrado) y un mor�smo f : X → Y . Una deformación de f parametrizada por T
es por de�nición, un mor�smo f̃ : T × X → Y tal que f̃ |{0}×X ≡ f . Cuando T es reducido
escribimos f̃ = {ft : X → Y }t∈T . Dado un subesquema cerrado B de X, se tiene una noción
de deformación con punto base el conjunto B, esto es, una deformación f̃ : T ×X → Y tal que
f̃ |T×B ≡ f |B.

3.2. Encontrando Curvas Racionales cuando KX no es nef

En esta sección se demostrará un Teorema que nos garantiza la existencia de curvas raciona-
les en una variedad proyectiva suave, X, con ciertas condiciones numéricas respecto al divisor
canónico de X y una curva irreducible. Un resultado necesario para la prueba del Teorema
viene de la Teoría de deformación, el cual puede ser consultado en el articulo original de Mori
[Mo, Proposición 3, pág. 597] o en [Ko1, II, Teorema 1.2, pág. 92] y [MP, II, Teorema 1.8, pág.
32], este resultado nos dice que:

Un mor�smo f de (C, 0) una curva (punteada) y suave en X tiene un espacio de deformación
de dimensión mayor o igual a

h0(C, f ∗TX)− h1(C, f ∗TX) = (−KX · f∗C) + (1− g(C))dimX

Una de las consecuencias de este resultado es que; tener un espacio de deformación de dimensión
m implica que existe (Z, 0) una variedad afín punteada m-dimensional y un mor�smo
F : Z × C → X tal que F |{0}×C ≡ f y F |{z}×C 6= F |{0}×C para 0 6= z ∈ Z, de donde podemos
concluir lo siguiente:

Observación 3.7. Cuando (−KX · f∗C)− g(C)dimX es positivo, existe una familia de defor-
maciones no triviales del mapeo f que mantienen la imagen del 0 �jo. En el caso de que C no
sea una curva racional, aplicamos el Lema 3.5 para obtener una curva racional en X que pasa
por la imagen de 0. En el caso de que C sea una curva racional podemos aplicar el Lema 3.6
para mover a la curva con dos puntos �jos y degenerarla en una suma de dos o más curvas
racionales (no necesariamente distintas).
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Para poder aplicar este resultado, necesitamos que (−KX ·f∗C)+(1−g(C))dimX > 0. Una
forma de asegurar que la condición se satisfaga es utilizando el mor�smo de Frobenius. Des-
afortunadamente este mor�smo sólo esta de�nido sobre variedades proyectivas sobre campos de
característica positiva, para solucionar este problema se consideran reducciones modulo p de la
variedad en cuestión. A continuación daremos una pequeña descripción de que es la reducción
de una variedad modulo p, algunas de las propiedades aquí descritas se pueden consultar en
[H1], [Ko1] y [MP].

(?) Sean X una variedad proyectiva suave y f : C → X un mor�smo de (C, 0) una curva
punteada proyectiva y suave en X. Fijando encajes podemos describirlas por medio de ecua-
ciones, es decir, existen polinomios homogéneos h1, . . . , hr ∈ k[x1, . . . , xn] que de�nen a X en
Pnk y c1, . . . cs ∈ k[y1, . . . , ym] que de�nen a C en Pmk .

Teniendo dichas ecuaciones en cuenta, se tienen dos tipos de reducciones, las cuales se
desprenden de los siguientes casos:

a) Si las coordenadas de 0 ∈ C y los coe�cientes de los elementos cj, hi son enteros (para
todo j ∈ {1, . . . s}, i ∈ {1, . . . , r}), consideramos la cerradura algebraica del campo Fp de p
elementos (p número primo). Entonces las ecuaciones cj, hi de�nen variedades Cp y Xp en
los espacios proyectivos Pm

Fp
y Pn

Fp
respectivamente. Estas variedades son no singulares y Cp

es una curva para casi todo número primo p. Consideremos el mapeo

(y0, . . . , ym) 7→ (yp1, . . . , y
p
m)

el cual es un endomor�smo de Cp en Cp, este endomor�smo es conocido como el mor�smo
de Frobenius, además es inyectivo, de grado p y (KXp · (fp)∗(Cp)) y g(Cp) son constantes
para casi todo número primo p.

b) Sean b1, . . . , bt ∈ k[y1, . . . , ym, x1, . . . xn] las ecuaciones que de�nen a la grá�ca de f . Si los
coe�cientes de cj, hi, bk y las coordenadas de 0 ∈ C ⊆ Pm no son necesariamente enteros,
consideramos al anillo R generado como Z-módulo por los coe�cientes de dichos polinomios,
(es de generación �nita ya que sólo hay una cantidad �nita de estos coe�cientes). Sea P un
ideal maximal de R, como R es �nitamente generado como Z-módulo, R/P es un campo
�nito, es decir, es isomorfo a Fpa (el campo �nito de pa elementos) para algún p número primo
y a ∈ N− {0}. En este caso, también podemos de�nir variedades Cp := Spec(Fpa) ⊗ C y
Xp := Spec(Fpa)⊗X. Además, el conjunto de ideales maximales de R es un conjunto denso
de Zariski en Spec(R) y al igual que en el caso anterior las variedades Cp y Xp son no
singulares y Cp es una curva para casi todo ideal maximal P . En este caso, el mor�smo de
Frobenius esta de�nido en coordenadas por

(y1, . . . , ym) 7→ (yp
a

1 , . . . , y
pa

m )

Este método nos ayudara a encontrar curvas racionales en la reducción modulo p, para
asegurar la existencia de una curva racional con las mismas condiciones en la variedad original
nos apoyaremos en el siguiente principio:

Principio 3.8 (Reducción modulo p).
Si un sistema homogéneo de ecuaciones algebraicas con coe�cientes enteros tiene una solución
no trivial en Fp para un número in�nito de números primos p (en el caso general, para un
subconjunto denso de Zariski de Spec(R)), entonces tiene una solución no trivial en cualquier
campo algebraicamente cerrado.

Demostración.
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En el caso en el que los coe�cientes son números enteros es un resultado de la Teoría de
Eliminación, el cual puede ser consultado en [vW, XI, §80, pág. 8].

En el caso general, las ecuaciones de�nen un subesquema Z ⊆ PNR , como la proyección
π : PNR → Spec(R) es propia se tiene que π(Z) ⊆ Spec(R) es cerrado. Si π(Z) contiene un
conjunto denso de Zariski entonces contiene al punto genérico.

Á

Por último consideremos un lema sencillo sobre los números reales.

Lema 3.9. Para cualesquiera números reales a, b, c, d, si c, d > 0 entonces a+b
c+d
6 máx{a

c
, b
d
}.

Usando inducción matemática, este Lema puede ser generalizado de la siguiente manera:
dados un subconjunto �nito de indices I y subconjuntos de números reales {ai}i∈I y {ci}i∈I
tales que ci > 0 para toda i ∈ I, se tiene que:∑

∈I ai∑
∈I ci

6 máx
i∈I

{
ai
ci

}
Considerando lo anterior, ahora si podemos demostrar el Teorema de esta sección, el cual

es una de las partes centrales de la prueba del Teorema del Cono.

Teorema 3.10. Sean X una variedad proyectiva suave y H un divisor amplio en X. Suponer
que existe una curva irreducible C ′ ⊆ X tal que (−KX · C ′) > 0. Entonces existe una curva
racional E ⊆ X tal que

dimX + 1 > (−KX · E) > 0 y
(−KX · E)

(H · E)
>

(−KX · C ′)
(H · C ′)

Demostración.
Separaremos la prueba de este Teorema en varios pasos:

(1) Sea f : C → X la normalización de C ′, si

(−KX · f(C)) > g(C) · dimX (I)

por la observación 3.7, C se deforma con un punto �jo, es decir, se degenera en f1(C) + (suma
de curvas racionales).

(2) Si la desigualdad (I) no se satisface, pasamos a característica positiva (considerando la reduc-
ción modulo p) y componemos a f con una potencia del mor�smo de Frobenius (lo denotamos
por fm). Para m lo su�cientemente grande se tiene que (−KXp · (fm)∗(Cp)) − g(Cp)dimX =
pm(−KXp · fp(Cp))− g(Cp)dimX > 0 y nuevamente por la observación 3.7 podemos degenerar
a (fm)∗(Cp) en:

f 1
m(Cp) + Z1

p,m ∼ pm · f(Cp) (II)

donde Z1
p,m es suma de curvas racionales. Sea M := (−KX ·C′)

(H·C′) . Para casi todos los números

primos se tiene que
(−KXp ·f(Cp))

(Hp·f(Cp))
= M y no cambia si sustituimos f por su composición con una

potencia del mor�smo de Frobenius. Si (−KXp · f 1
m(Cp)) > g(Cp) · dimXp, podemos mover a

f 1
m(Cp) como en el paso 1. Repitiendo este proceso, en cada paso el número de intersección de
Hp con f jm(Cp) es menor, y por lo tanto se debe terminar en algún momento, de manera que,
para cierto s ∈ N se tiene que

f sm(Cp) + Zs
p,m ∼ pmf(Cp)
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con Zs
p,m suma de curvas racionales y (−KXp · f sm(Cp)) 6 g(Cp) · dimXp.

De�nimos a := (−KXp · f sm(Cp)); b := (−KXp · Zs
p,m); c := (Hp · f sm(Cp)); d := (Hp · Zs

p,m). Para

m lo su�cientemente grande se tiene que (c+d) es grande y además M = (a+b)
(c+d)

, lo cual nos dice
que (a+ b) también debe ser grande, como a está acotado, tenemos que b debe de ser grande.

(3) A�rmamos que para cada ε > 0, si m es lo su�cientemente grande existe una componente
irreducible Ep de Zs

p,m tal que

(−KXp · Ep)
(Hp · Ep)

> M − ε (III)

Para probar esto,dado que a está acotado, podemos considerar las siguientes posibilidades:

Si c es lo su�cientemente grande se tiene que a
c
< M y por el Lema 3.9 se tiene que

b
d
>M , aplicando la generalización del mismo Lema se tiene que existe dicha componente

que cumple la desigualdad.

Si c permanece acotado entonces b y d se pueden tomar lo su�cientemente grandes de
manera que b

d
+ ε > (a+b)

(c+d)
= M , es decir para m lo su�cientemente grande b

d
> M − ε,

nuevamente, aplicando la generalización del Lema 3.9 cumple lo deseado.

(4) Sea Ep una de las curvas racionales que satisface (III). Si (−KXp · Ep) > dimX + 1,
consideramos la inclusión i : Ep → Xp tenemos que el espacio de deformación tiene dimension
mayor o igual a (−KXp · Ep) + dimX > 2dimX + 1 > 0 por hipótesis y por la observación
3.7, Ep puede descomponerse en una suma de curvas racionales. Nuevamente, aplicando el paso
anterior existe al menos una de las componentes E ′p de esta suma que cumple la desigualdad
(III). Si (−Kp · E ′) > dimX + 1 podemos repetir este proceso, encontrando una curva E ′′p
que cumpla la desigualdad (III). Este proceso no puede continuar inde�nidamente, ya que en
cada paso la intersección de estas curvas con el divisor Hp va descendiendo. De esta manera,
eventualmente obtenemos una curva racional (a la cual llamamos nuevamente Ep) tal que

dimX + 1 > (−Kp · Ep) > 0 y
(−Kp · Ep)
(Hp · Ep)

>M − ε

de estas desigualdades tenemos que (Hp · Ep) 6 (dimX + 1)/(M − ε). Y por lo tanto la
expresión de la izquierda de la segunda igualdad esta acotada y es valida para cualquier ε lo
su�cientemente pequeño, así, podemos considerar a ε igual a 0. Más aún, (Hp ·Ep) está acotada
independientemente de el primo p considerado.

(5) En este último paso, concluiremos la existencia de una curva racional en la variedad X con
las propiedades numéricas requeridas.
Fijando encajes, podemos considerar ecuaciones como en (?), por los pasos anteriores tenemos
curvas racionales Ep que cumplen las condiciones numéricas buscadas para casi todo número
primo p (ideal maximal de R) de manera que, se tienen formas homogéneas gp,0, . . . , gp,n de
grado m(dimX + 1) en las coordenadas (t0, t1) que de�nen un mapeo P1 → X ⊆ Pn tales que:

hi(gp,0, . . . , gp,n) = 0

para toda i ∈ {1, . . . , r} y para todo (s, t) ∈ P1. Esta condición se puede ver como un sistema
de ecuaciones que tiene solución en característica p para un subconjunto denso de Zariski de
números primos p (en el caso de que la reducción sea de tipo a) ó ideales maximales de R (en
el caso de una reducción de tipo b), por el principio 3.8 se tiene el resultado deseado.

Á
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3.3. Prueba de El Teorema del Cono en el caso suave

3.3.1. Propiedades Elementales de los Conos

Antes de demostrar el Teorema principal de este trabajo, demostraremos un lema que nos
da propiedades elementales de los Conos en Rm, algunas de estas propiedades serán utilizadas
en la prueba del Teorema.

Dado un cono V ⊆ Rm, de�nimos el cono dual por

V ∗ := {h ∈ (Rm)∗|h > 0 en V }

Recordemos que un subconoW de V es extremal si es cerrado y tiene la propiedad de que si
la suma de dos elementos en V está en W , entonces ambos elementos están en W . Un subcono
extremal de dimensión uno es llamado rayo extremal. Una forma lineal h ∈ V ∗ es la función
soporte de un subcono extremal si W se anula en W .

Lema 3.11. Sea V un cono cerrado en Rm, entonces:

(a) V no contiene lineas ⇔ V ∗ genera a Rm.
Además, el interior de V ∗ es el conjunto

{h ∈ V ∗|h > 0 en V − {0}}

(b) Si V no contiene lineas, entonces es la envolvente conexa de sus rayos extremales.

(c) Cualquier subcono extremal propio de V tiene una función soporte.

(d) Si V no contiene lineas y W es un subcono cerrado propio de V , entonces existe una
forma lineal en V ∗ que es positiva en W − {0} y se anula en algún rayo extremal de V .

Demostración.

Identi�cando (Rm)∗∗ con Rm con el isomor�smo canónico se tiene que V = V ∗∗.

(a)
Si suponemos que V contiene una linea L, como cualquier elemento de V ∗ es no negativo
en V , entonces debe anularse en toda la linea, lo cual implica que V ∗ se queda contenido en
L⊥. Inversamente, si V ∗ está contenido en algún hiperplano H, su dual contiene al subespacio
H⊥ ⊆ Rm que es una linea.

Para la segunda parte, dado h ∈ Int(V ∗), sabemos que existe un vector w ∈ Rm tal que
h = 〈w,_〉 con 〈_,_〉 un producto interno en Rm. Sean z ∈ V − {0} y ε > 0 tal que
1 >> α := 〈w,z〉

〈z,z〉 − ε > 0 y de�nimos h′ := 〈w − αz,_〉 que cumple que

h′(z) = 〈w − αz, z〉 = 〈w, z〉 − α〈z, z〉 = 〈w, z〉 − 〈w, z〉
〈z, z〉

〈z, z〉+ ε〈z, z〉 = ε〈z, z〉 > 0

y

h− h′(v) = h(v)− h′(v) = 〈w − αz, v〉 = 〈w, v〉 − 〈w, v〉+ 〈αz, v〉 = 〈αz, v〉 > 0 ∀v ∈ V

Por lo cual h − h′ ∈ V ∗ y además se tiene que h − h′(z) = h(z) − h′(z) > 0, es decir,
h(z) > h′(z) > 0, lo cual prueba que

Int(V ∗) ⊆ {h ∈ V ∗|h > o en V − {0}}

que es un conjunto abierto contenido en V ∗, como Int(V ∗) es el abierto más grande contenido
en V ∗ se sigue el resultado.
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(b)
Suponemos que V no contiene lineas, probaremos por inducción sobre m que cualquier punto
v es combinación lineal de rayos extremales.

Observación: Por el inciso (a) se tiene que para cualquier punto z en la frontera de V , existe un
elemento no cero h ∈ V ∗ que se anula en v. Un rayo extremal R+R en ker(h) ∩ V es extremal
en V ya que si r1 + r2 = αR ∈ R+R con r1, r2 ∈ V se tiene que h(ri) > 0 y h(αR) = αh(R) = 0
por lo que r1, r2 ∈ Ker(h) ∩ V y por lo tanto r1, r2 ∈ R+R, es decir, R+R es un rayo extremal
de V .

Sean z ∈ ∂V y h ∈ V ∗ − {0} tal que h(v) = 0, por hipótesis de inducción, existe R+R
rayo extremal de ker(h) ∩ V y por la observación anterior también es rayo extremal de V .
Dado v ∈ V , de�nimos el conjunto Av := {λ ∈ R+|v − λR ∈ V } el cual es un intervalo
cerrado y no vacio, más aún Av es un conjunto acotado, ya que de no ser así se tendría que
−R = ĺım

λ→∞+
λ−1(v − λR) ∈ V , que es una contradicción a la hipótesis de que V no contiene

lineas. Si λ0 es el máximo del conjunto Av se tiene que v − λ0R ∈ ∂V y por el inciso (a) existe
un elemento h′ ∈ V ∗ − {0} que se anula en v − λ0R, además

v = λ0R + (v − λ0R)

aplicando la hipótesis de inducción al cono ker(h′) ∩ V se tiene que v − λ0R es generado por
rayos extremales.

(c)
Supongamos que V genera a Rm (de lo contrario nos podemos restringir al subespacio generado
por V ). Sea W  V un subcono extremal de V . Si existe v ∈ Int(V ) ∩W , entonces para x lo
su�cientemente cerca de v tal que v + x, v − x ∈ V se tiene que (v + x) + (v − x) = 2v ∈ W .
Entonces W es un abierto en el interior de V y por hipótesis W es cerrado en V lo cual implica
que W = V pero esto no puede pasar, de donde concluimos que Int(V ) ∩W = ∅.
En particular el interior de W es vacio (en Rm) y por lo tanto 〈W 〉 no puede generar a Rm.
Sea w un punto en el interior de W (en 〈W 〉), por lo anterior w está en el la frontera de V y
por el inciso (a) existe un elemento no cero h ∈ V ∗ que se anula en w. Nuevamente, aplicando
el inciso (a) al cono W ∗ en 〈W 〉 se tiene que h se anula en 〈W 〉 y por lo tanto, es una función
soporte de W .

(d)
Como W no contiene lineas por el inciso (a) existe un punto en el interior de W ∗. Este punto
es una forma lineal h que es positiva en W − {0} y se anula en un punto de V − {0}. Por el
inciso (b) se tiene que el cono cerrado ker(h) ∩ V tiene un rayo extremal R+R que también es
extremal en V (por la observación hecha en el inciso (b)), de esta manera, se tiene que R+R es
un rayo extremal en V que se anula en h.

Á

Observación 3.12. Como vimos en el capítulo dos, el producto de intersección de�ne una
forma bilineal no degenerada en N1(X) × N1(X). Así, podemos dar una reinterpretación al
inciso (d) del Lema anterior usando el Lema de representación de Riesz de la siguiente manera:
Si V ⊆ N1(X) es un cono que no contiene lineas y W es un subcono cerrado y propio de V ,
entonces existe un divisor D en N1(X)− {0} de manera que el producto de intersección de D
con cualquier curva en W es positivo y se anula en algún rayo extremal de V .
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3.3.2. Demostración de el Teorema del Cono

Teorema 3.13 (Teorema del Cono). Sea X una variedad proyectiva y suave, entonces:

1. Existe una familia numerable de curvas Ci ⊆ X tales que

0 < (−KX · Ci) 6 dimX + 1 y

NE(X) = NE(X)KX>0 +
∑

R+[Ci]

donde R+[Ci] son todos rayos extremales distintos de NE(X) contenidos en (KX)<0.

2. Para cualquier ε > 0 y H divisor amplio en X se tiene que

NE(X) = NE(X)(KX+εH)>0 +
∑
finita

R+[Ci]

Demostración.
Observemos que como X es variedad proyectiva, existe un divisor amplio H en X y por el
criterio de Amplitud de Kleiman 2.18, para cualquier entero k existe un número �nito de
curvas irreducibles tales que su intersección con H es menor o igual que k, de donde deducimos
que a lo más hay una cantidad numerable de curvas irreducibles en X. Para cada clase de
equivalencia numérica tal que 0 < (−KX · [C]) 6 dimX + 1, escogemos una curva racional Ci
(si existe) de esta manera podemos considerar el conjunto indexado

{Ci}i∈I := {Ci|Ci es una curva racional y 0 < (−KX · Ci) 6 dimX + 1}

y de�nimos el conjunto

W := (NE(X)KX>0 +
∑

R+[Ci])

(♠) Primero probaremos que para cualquier conjunto de indices J el cono

VJ := NE(X)KX>0 +
∑
j∈J

R+[Ci]

es cerrado. Por el Lema 3.11 es su�ciente probar que para cualquier rayo extremal R+[T ] ⊆ VJ
tal que (KX ·T ) < 0 se tiene que R+[T ] ⊆ VJ . Escribamos a T como límite de de dos sucesiones
{Rm + Sm} con (KX · Rm) > 0 y Sm ∈

∑
j∈J R

+[Ci]. Sea H divisor amplio en X, entonces las
sucesiones {(H ·Rm)} y {(H ·Sm)} están acotadas por (H ·T )+1 así, podemos suponer (tomando
subsucesiones) que ambas tienen límite en VJ . Como T genera un rayo extremal de VJ estos
limites deben ser un múltiplo no negativo de T . Dado que (KX ·T ) < 0, el límite de {Rm} debe
ser cero. Sean ε > 0 tal que ((KX+εH)·T ) < 0 y [Cjα ] ∈ {[Cj]}j∈J , entonces ((KX+εH)·Cjα) < 0

si y sólo si (H ·Cjα) 6 (−KX ·Cjα )

ε
6 dimX+1

ε
, por el criterio de amplitud de Kleiman se tiene que

existen sólo una cantidad �nita de estas curvas, digamos {[Cj1 ], . . . , [Cjq ]} ⊆ {[Cj]}j∈J de esta
manera, podemos descomponer a la sucesión {Sm} como suma de dos sucesiones {S ′m + S ′′m}
donde

S ′m =

q∑
α=1

λα,m[Cjα ]

y ((KX +εH) ·S ′′m) > 0. Además podemos suponer (tomando subsucesiones) que {S ′m} y {λα,m}
convergen a un múltiplo no negativo de T . Como ((KX + εH) · T ) < 0, el límite de la sucesión
{S ′′m} es cero y por lo tanto T ∈ VJ .

Lo anterior prueba que (NE(X)KX>0 +
∑
R+[Ci]) = (NE(X)KX>0 +

∑
R+[Ci]) = W
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De esta manera, para probar el primer inciso de este Teorema es su�ciente con probar que
W = NE(X). Supongamos que esto no pasa, es decir, W  NE(X), por la observación 3.12
existe un divisor D tal que la intersección con cualquier elemento de W − {0} es positiva y la
intersección con algún subconjunto de NE(X)−W es negativa.

Sean H un divisor amplio en X y µ > 0 el real más grande tal que H + µD es nef, entonces
existe z ∈ NE(X)−W tal que ((H + µD) · z) = 0. Por de�nición del cono de curvas, existen
1-ciclos efectivos Zk =

∑
j akjZkj en X tales que [Zk] → z cuando k → ∞. En la siguiente

�gura se muestra geométricamente la situación planteada en este párrafo.

Figura 3.2: Teorema del Cono

Para cualquier racional 0 < µ′ < µ, se tiene que el Q- divisor H + µ′D es amplio en X, y por
la generalización del Lema 3.9 se tiene que

(−KX · Zk)
((H + µ′D) · Zk)

6 máx
j

{
(−KX · Zkj)

((H + µ′D) · Zkj)

}
Sea Zk0 tal que (−KX ·Zk0)

((H+µ′D)·Zk0)
= máxj

{
(−KX ·Zkj)

((H+µ′D)·Zkj)

}
, por el Teorema 3.10 existe una curva

racional Ei(k) en X tal que 0 < (−KX · Ei(k)) 6 dimX + 1 y

(−KX · Ei(k))

((H + µ′D) · Ei(k))
>

(−KX · Zk0)

((H + µ′D) · Zk0)
>

(−KX · Zk)
((H + µ′D) · Zk)

Por construcción Ei(k) debe estar en la clase de alguna Ci y por lo tanto está en W , lo que nos
dice en particular que (D · Ei(k)) > 0 de manera que se tiene la siguiente desigualdad

(−KX · Ei(k))

(H · Ei(k))
>

(−KX · Ei(k))

((H + µ′D) · Ei(k))
>

(−KX · Zk)
((H + µ′D) · Zk)

Por otro lado, por las propiedades de sumas de divisores vistas en el capítulo dos, se tiene que
existe una constante positiva M tal que el divisor MH + KX es amplio y por el criterio de
Nakai-Moishezon se tiene que ((MH +KX) · Ei(k)) = M(H · Ei(k)) + (KX · Ei(k)) > 0, es decir

M >
(−KX · Ei(k))

(H · Ei(k))
>

(−KX · Zk)
((H + µ′D) · Zk)

Así, si k →∞ y µ′ → µ se tiene que

M >
(−KX · Zk)

((H + µ′D) · Zk)
→ (−KX · z)

((H + µD) · z)
=

(−KX · z)

0
= +∞

lo cual es una contradicción, por lo tanto NE(X) = W .
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Para el segundo inciso, sean H un divisor amplio y ε > 0, como se vio anteriormente (♠) , sólo
hay un número �nito de curvas [Ci] que cumplen que (KX + εH) · Ci) < 0, además el cono

VH,ε := NE(X)(KX+εH)>0 +
∑

((KX+εH)·Ci)<0

R+[Ci] ⊆ NE(X)

es cerrado y contiene a W , por el primer inciso, se sigue el resultado.
Á

El inciso (2) de este teorema nos dice en particular que los rayos extremales de NE(X) son
localmente discretos en (KX)<0, nos referiremos a estos rayos como rayos KX-negativos.

Corolario 3.14. Sea X una variedad proyectiva suave y R un rayo KX-negativo, entonces
existe un divisor MR en X tal que:

(a) R = {z ∈ NE(X)|(MR · z) = 0} y

(b) El divisor mMR −KX es amplio para m lo su�cientemente grande.

El divisor MR es llamado el divisor soporte de R.

Demostración.

Usando la notación de la prueba del Teorema del Cono, tenemos que existe i0 ∈ I tal que
R = R+[Ci0 ]. De igual manera, en la prueba de este Teorema (en (♠)) se probo que el cono

V := VI−{i0} = NE(X)KX>0 +
∑

i∈I−{i0}

R+[Ci]

es cerrado y está propiamente contenido en NE(X). Por 3.11 inciso (d) existe una forma lineal
no negativa en NE(X) que es positiva en V − {0} y se anula en un punto no cero de NE(X),
como NE(X) = V + R, se tiene que esta forma lineal se anua en R. Por la observación 3.12
existe un divisor MR que se corresponde con la forma lineal, es decir, es positivo en V − {0} y
se anula en R. En particular es nef, lo cual prueba la primera parte de este Corolario.

Considerando una norma ||.|| en N1(X), sean 0 < a := mı́n{(MR · z)|z ∈ V y ||z|| = 1}
y b := máx{(KX · z)|z ∈ V y ||z|| = 1} . Observemos que para cualquier m > 0 se tiene
que mMR −KX es positivo, así, si consideramos a los enteros m > máx{ b

a
, 0} se tiene que la

intersección de cualquier elemento de NE(X)−{0} con mMR−KX es positiva, y por el criterio
de amplitud de Kleiman 2.18 se tiene que mMR − KX es amplio, lo cual prueba la segunda
parte del Corolario. Á

El Teorema del Cono nos da una descripción interesante del cono de curvas de una variedad
proyectiva y una pregunta que podríamos hacernos es: ¾Que relación tiene esta descripción con
las propiedades geométricas de la variedad?. Como vimos en el capítulo dos, dado un mor�smo
π : X → Y entre variedades proyectivas cuyas �bras son conexas, entonces su cono relativo es
un subcono extremal del cono de curvas de la variedad X. Uno de los pasos claves del Programa
de Mori es la observación de que los rayos extremales se corresponden con subconos extremales
asociados a mor�smos de la variedad. Por ello, consideramos la siguiente de�nición:

De�nición 3.15. Sean X una variedad proyectiva y F ⊆ NE(X) un subcono extremal. Un
mor�smo ContF : X → Z es llamado contracción de F si se cumple lo siguiente:

1. ContF (C) = pto para una curva irreducible C ⊆ X si y sólo si [C] ∈ F .

2. ConF cumple la propiedad (♣), es decir, (ConF )∗OX = OZ.
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En característica cero, se sabe que siempre existe la contracción de un rayo extremal KX-
negativo, el cual viene del siguiente Teorema:

Teorema 3.16 (Kawamata). Sean X una variedad proyectiva suave sobre C y D un divisor nef

en X tal que aD −KX es nef y grande (si ĺım sup
m→+∞

h0(X,m(aD −KX))

mn
> 0) para alguna a ∈

Q+ − {0}. Entonces el divisor mD es generado por secciones globales para m lo su�cientemente
grande.

La Prueba de este Teorema puede consultarse en [KMM, 3, Teorema 3.1.1, pág. 315]

Corolario 3.17. Sean X una variedad proyectiva suave sobre C y R un rayo extremal KX-
negativo, entonces:

a) La contracción CR := ContR : X → Y de R existe, además Y es una variedad proyectiva
normal que viene dada por la factorización de Stein de�nida por cualquier múltiplo lo
su�cientemente grande de un divisor soporte de R.

b) Dada cualquier curva entera C en X con clase en R, existe una sucesión exacta

0 // Pic(Y )
(CR)∗ // Pic(X) // Z

[D] 7→ (D · C)

y además ρ(Y ) = ρ(X)− 1.

3.3.3. Contracción de Rayos Extremales

En la sección 1 de este capítulo vimos que las variedades con un divisor canónico nef tienen
un estructura birracional simple. Si el divisor canónico no es nef, por el Teorema del Cono existe
un rayo extremal KX-negativo. La idea central del Programa de Mori es contraer estos rayos
extremales para ver si se obtienen variedades más sencillas y repetir el proceso terminando
en una variedad con un divisor canónico nef. Desafortunadamente, esto no es tan simple. La
contracción de un rayo extremal R que sea KX-negativo en una variedad X siempre existe en
característica cero por el Corolario 3.17 y en cualquier característica cuando X es una super-
�cie (esto lo veremos con más detalle en el capítulo 4). Por la Proposición 2.21 inciso (b) esta
contracción esta univocamente determinada y contrae a todas las curvas cuyas clases están en
R, a la unión de todas estas curvas es llamado el lugar geométrico de R y se denota por locus(R).

Tipos de Contracción: Hay tres casos

† Si lugar geométrico de R es X, la contracción es llamada contracción �brada.

† Si lugar geométrico de R es un divisor irreducible, la contracción es llamada con-
tracción divisorial.

† El lugar geométrico de R tiene codimensión al menos 2, la contracción es llamada
contracción pequeña.



Capítulo 4

Super�cies

En todo el capítulo S representara una super�cie proyectiva suave, es decir, una variedad
proyectiva suave de dimensión dos. En este caso se tiene que Div(S) ∼= WDiv(S) = Z1(S), es
decir, es indistinto hablar de divisores o de curvas en S y por tanto, la forma de intersección es
simétrica.

De�nimos el género aritmético una variedad completaX de dimensión arbitraria como sigue:

Pa(X) := (−1)dimX(χ(OX)− 1)

en el caso de una super�cie S el género aritmético queda de la siguiente manera:

Pa(S) := χ(OS)− 1 = h2(S,OS)− h1(S,OS)

Usando el Teorema de Riemann-Roch para super�cies se puede probar que dado un divisor
efectivo D en S, se tiene la siguiente fórmula, llamada fórmula de adjunción;

2Pa(D)− 2 = (D · (D +KS))

4.1. El Teorema de Castelnuovo

Dado un mapeo birracional f : S // R entre super�cies proyectivas suaves y un subcon-
junto cerrado Z ⊆ S, de�nimos la transformada total de Z como:

f(Z) := pR(p−1
S (Z))

donde pS, pR son las proyecciones de S ×R en S y R respectivamente. Cuando Z = {p}, escri-
bimos f(P ) en lugar de f({p}).

Observación 4.1. Como vimos en el capítulo tres, el conjunto de puntos donde f no esta
de�nido tiene codimensión al menos 2, como S y R son super�cies, esto implica que este
conjunto consta de sólo una cantidad �nita de puntos. Además, por una variante del Teorema
Principal de Zariski [H1, V, Teorema 5.2, pág. 410] se tiene que si p es uno de estos puntos,
entonces el conjunto T (p) tiene dimensión mayor o igual a 1, nuevamente, por dimensión, esto
implica que T (p) tiene dimensión 1.

Proposición 4.2. Sea f : S → R un mor�smo birracional entre super�cies proyectivas suaves.
Sea p ∈ Exc(f−1), entonces f se factoriza a través de un blow-up con centro en p.

58
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Demostración.

Sea π : R̃ → R el blow-up con centro en p; de�nimos T := π−1 ◦ f : S → R, a�rmamos que T
es un mor�smo.

Si T no es mor�smo, existe p′ ∈ Exc(T ), como π−1 es un mor�smo en R − {p}, se tiene que
f(p′) = p, por la observación 4.1, T (p′) tiene dimensión uno en R̃, y por tanto, debe ser la curva
excepcional de π.

Por otro lado, 4.1 también implica que T−1 está de�nida en todo salvo un número �nito de
puntos, de manera que, podemos escoger un punto q ∈ E en donde T−1 este de�nido, tal que
T−1(q) = p′. Probaremos que esta situación es una contradicción.

Sea M la gavilla de ideales de p es R, entonces R̃ esta de�nido en una vecindad de p como
Proj(I ), donde I es la gavilla de álgebras graduadas I :=

⊕
d>0 M

d. Sean x, y para metros
locales de p, entonces, x, y generan a M en una vecindad (la cual podemos considerar afín)
U = SpecA de p, por [H1, III, Teorema 7.10, pág. 245] se tiene una resolución de M sobre U

0 // OU // O2
U

g //M // 0

Como g es suprayectivo, existen t, u ∈ O2
U tales que g(t) = x y g(u) = y, y por tanto el

núcleo de g es generado por ty − ux, por lo que I en U es la gavilla asociada a el A-álgebra
A[t, u]/(ty−ux), de donde concluimos que π−1(U) ⊆ R̃ es el subesquema cerrado de P1

A de�nido
por la ecuación ty − ux, con t, u coordenadas homogéneas de P1

A. Por un cambio lineal de las
variables x, y, t, u podemos suponer que q es el punto t = 0, u = 1 en E, lo que implica que las
coordenadas de q en R̃ son t, y. La ecuación local de E es y = 0 y x = ty.

Como p ∈ Exc(f−1) nuevamente, por la observación 4.1 f−1(p) es conexo y de dimensión 1,
por lo que existe C ⊆ f−1(p) curva irreducible que contiene a p′. Sea z = 0 la ecuación local de
C en p′. Dado que f−1(p) esta de�nida por x = y = 0, las imágenes de x, y en Op′ están en el
ideal generado por z y los podemos escribir como x = az y y = bz con a, b ∈ Op′ .
Por otro lado,considerando a Op,Op′ y Oq subanilllos del campo de funciones de R, R̃, S, se
tiene que Oq domina a Op′ . Además, t, y son las coordenadas locales de q, por lo que y /∈ M2

q

y por lo tanto y /∈Mp′ en Op′ , esto nos prueba que b es una unidad en Op′ y t = x
y

= a
b
en Op′ ,

entonces t ∈Mq que tiene como consecuencia que t ∈Mp′ .

T (p′) = E y por tanto, para cualquier w ∈Mp′ , la imagen de w en Oq debe de estar contenido
en el ideal generado por y, pues y es la ecuación local de E, en particular si w = t tenemos que
t ∈ 〈y〉, que es una contradicción, ya que t, y son las coordenadas locales de q.

Por lo tanto, T es mor�smo y por construcción, se tiene que f = π ◦ T .
Á

Corolario 4.3 (Factorización de Mor�smos Birracionales). Sean f : S → R un mor�smo
birracional entre super�cies proyectivas suaves y n(f) el número de curvas irreducibles en S
que son contraídas por f . Entonces, n(f) ∈ N y f puede ser factorizado como composición de
exactamente n(f) blow-up y un isomor�smo.

Demostración.

Si f(C) = p, entonces p es un punto donde f−1 no está de�nido, por la observación 4.1 el
conjunto de puntos donde f−1 no está de�nido es �nito y en cada uno su imagen inversa es un
subconjunto cerrado de S, el cual sólo puede tener un número de componentes irreducibles, por
lo tanto, el conjunto de curvas contraídas por f es �nito.

Sea p ∈ Exc(f) por la Proposición 4.2 f se factoriza a través de π1 : R̃ → R (blow-up con
centro en p1), es decir, f = π1 ◦ f1, con f1 : S → R̃ un mor�smo.
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A�rmación n(f1) = n(f) − 1. Sea C una curva irreducible en S, si f1(C) es contraída por f1,
entonces es contraída por f , por lo que n(f1) 6 n(f). Inversamente, si C es contraída por f ,
entonces es contraída por f1 o f1(C) es una curva excepcional de π1. Más aún, como f−1

1 es
mor�smo salvo en un número �nito de puntos, existe una única curva irreducible E en S tal
que f1(E) = f1(C) y por lo tanto n(f1) = n(f)− 1.

Aplicando el mismo razonamiento a f1 podemos factorizarlo como composición de un blow-up y
un mor�smo f2 tal que n(f2) = n(f1)− 1 = n(f)− 2, repitiendo el proceso n(f) veces, tenemos
que f = π1 ◦π2 ◦ . . . ◦πn(f) ◦ g con πi blow-up con centro en pi con i ∈ {1, . . . , n(f)} y n(g) = 0.

Como n(g) = 0, entonces Exc(g) = ∅, por lo que g es un isomor�smo.
Á

Teorema 4.4 (Resolución de Indeterminadas). Sea f : S // R un mapeo birracional entre
super�cies proyectivas suaves. Entonces es posible factorizar a f en un número �nito de Blow-
ups e inversas de blow-ups (conocidos como blowdown).

Demostración.

Usando el Corolario 4.3 es su�ciente con probar que existe una super�cie S ′ y mor�smos birra-
cionales g : S ′ → S y h : S ′ → R tales que f = h ◦ g−1.

Sea H un divisor amplio en R y CR una curva irreducible no singular en el sistema lineal |2H|
que no pasa por ningún punto de Exc(f−1). En otras palabras, CR está contenida en el abierto
más grande donde f−1 está de�nido, por lo que tiene sentido considerar a la curva CS :=
f−1(CR) ⊆ S. De�nimos m(f) := Pa(CS) − Pa(CR). Como tenemos un mor�smo birracional
�nito de CR en CS, se cumple que m(f) > 0 y m(f) = 0 si y sólo si CR es isomorfo a CS.

Observemos que si C ′R es una curva linealmente equivalente a CR que no pasa por Exc(f−1),
entonces C ′S := f−1(C ′R) es linealmente equivalente con CS. De hecho, si CR − C ′R = (g) para
alguna función racional en R, entonces CS − C ′S = (g) en S (identi�cando los campos de
funciones racionales por medio de f). Dado que el género aritmético de una curva depende
únicamente de la clase de equivalencia lineal, el entero m(f) depende únicamente de f y H, no
de la curva particular CR ∈ |2H| elegida.

Fijemos una curva CR ∈ |2H|. Si m(f) > 0, entonces CS es un curva singular. Sean p un punto
singular de CS, π : S̃ → S el blow-up con centro en p y C̃S la transformada estricta de CS. Por
[H1, V, Corolario 3.7, pág. 389] tenemos que Pa(C̃S) < Pa(CS) lo que prueba que si f̃ := f ◦ π,
entonces m(f̃) < m(f).

Continuando de esta manera, vemos que existe un mor�smo g : S ′ → S obtenido por un número
�nito de blow-ups tal que si f ′ = f ◦ g entonces m(f ′) = 0.

Demostraremos que f ′ es un mor�smo. Si no es así, entonces existe un punto p ∈ Exc(f ′),
por la observación 4.1 se tiene que f ′(p) contiene a una curva irreducible E ⊆ R. Como H
es amplio, por el criterio de Nakai-Moishezon 2.6 se tiene que (H · E) > 0 y por lo tanto
(CR · E) > 2 para cualquier CR ∈ |2H|. Sea CR ∈ |2H| una curva que no contenga ningún
punto de Exc(f ′−1), tal que CR intersecta transversalmente a E, esto es posible por [H1, V,
Lema 1.2, pág. 359], entonces CR intersecta a E en dos puntos distintos, y por lo tanto, la curva
C en S ′ correspondiente tiene al menos un punto doble en p, esto es una contradicción, ya que
m(f ′) = 0.

Por lo tanto f ′ es un mor�smo. De�nimos h := f ′ y aplicamos el Corolario 4.3 g y h; como
f = h ◦ g−1 se tiene el resultado.

Á
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Corolario 4.5 (Eliminación de Indeterminadas). Sea π : S // Y un mapeo racional con S
super�cie proyectiva suave y Y variedad proyectiva, entonces existe un mor�smo birracional
E : S̃ → S que es composición de blow-ups de puntos tal que π ◦ E : S̃ → Y es un mor�smo.

Demostración.

Basta con aplicar el teorema anterior a la proyección de grá�ca de f en S.
Á

De�nición 4.6. Si E ⊆ S es una curva tal que E ∼= P1 y E2 = −1 decimos que E es una
(−1)-curva.

Teorema 4.7 (Teorema de Contracción de Castelnuovo). Si E es una (−1)-curva en una
super�cie S, entonces existe un mor�smo f : S → S0 a una super�cie proyectiva suave S0 tal
que S es isomorfa al blow-up con centro en un punto p ∈ S0, con E la curva excepcional.

Demostración.

Construiremos a S0 usando la imagen de S de cierto mor�smo al espacio proyectivo.

Sea H un divisor muy amplio en S tal que H1(S,OS(H)) = 0, este divisor existe por el Teorema
Serre-Grothendieck 1.26. Consideremos k = (H ·E) , como H es amplio, por el criterio de Nakai-
Moishezon 2.6 se tiene que k > 0, de ser necesario podemos considerar un múltiplo más grande
de manera que k > 2, de�nimos M := OS(H + kE). La prueba del Teorema se hará en varios
pasos:

(1) Primero probaremos por inducción sobre i que H1(S,OS(H + iE)) = 0 para toda i ∈
{0, 1, . . . k}. Por hipótesis es cierto para i = 0. Supongamos que es cierto para i− 1 y conside-
remos la sucesión exacta

0→ OS(−E)→ OS → OE → 0

de la cual obtenemos la sucesión exacta

0 // OS(−E)⊗OS(H + iE) // OS ⊗OS(H + iE) // OE ⊗OS(H + iE) // 0

OS(H + (i− 1)E) OS(H + iE)

Como por hipótesis E ∼= P1 y además ((H + iE) · E) = (H · E) + i(E · E) = k − i por lo
que OE ⊗OS(H + iE) ∼= OP1(k− i), de donde obtenemos la siguiente sucesión exacta larga en
cohomología

· · · → H1(S,OS(H + (i− 1)E))→ H1(S,OS(H + iE))→ H1(P1,OP1(k − i))→ · · ·

Por hipótesis de inducción H1(S,OS(H + (i− 1)E)) = 0 y sabemos que para i 6 k se tiene que
H1(P1,OP1(k − i)) = 0 lo que prueba la a�rmación.

(2) Probaremos que M está generada por secciones globales. Dado que H es muy amplio, el
sistema lineal |H + kE| no tiene puntos base lejos de E, por lo que es su�ciente con probar
que M es generado por secciones globales en los puntos de E. Por otro lado, como M ⊗IE

∼=
OS(H + (k − 1)E) y por el paso uno H1(S,OS(H + (k − 1)E)) = 0, se tiene que el mapeo
natural

H0(S,M )→ H0(E,M ⊗OE)

es suprayectivo. Además ((H+kE)·E) = (H ·E)+k(E·E) = k−k = 0 por lo que M⊗OE ∼= OP1

que es generado por la sección global 1. Levantando esta sección a H0(S,M ) y usando el Lema
de Nakayama tenemos que M es generado por secciones globales en todo punto de E.
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(3) Probaremos que M determina un mor�smo de S es un espacio proyectivo que es un isomor-
�smo entre S − E y su imagen menos un punto. Por el paso anterior y la Proposición 1.18 se
tiene que |H+kE| es libre de puntos base, y por la Proposición 1.19 M determina un mor�smo
f1 : S → PN . Sea S1 la imagen de S bajo este mor�smo. Dado que f ∗1O(1) ∼= M y el grado de
M ⊗OE es 0, f1 contrae a E a un punto p1 ∈ S1. Por otro lado, H es muy amplio, por lo que
|H + kE| separa puntos y separa puntos in�nitamente cerca (lejos de E), además separa los
puntos de E de puntos que no están en E, por el Teorema 1.22 se tiene que f1 es un isomor�smo
de S − E en S1 − {p1}.
(4) Determinaremos a S0 y al mor�smo f : S → S0 del Teorema. Sea S0 la normalización de
S1 y g : S0 → S1 el mor�smo que cumple la propiedad universal de la normalización. Como
S es suave y por lo tanto normal, la propiedad universal de la normalización nos dice que el
mor�smo f1 se factoriza como

S
f1

��

f // S0

g

��
S1

Dado que E es irreducible, se tiene que f(E) se contrae en un punto p ∈ S0, además S1−{p1}
es no singular, lo que implica que f es un isomor�smo entre S − E y S0 − {p}.
(5) Probaremos que S0 es no singular en p. Dado que S es normal y f birracional, tenemos
que f∗OS ∼= OS0 y por lo tanto, podemos aplicar el Teorema sobre funciones formales [H1, III,
Teorema 11.1, pág. 277] y concluir que la completación del anillo Op es:

Ôp ∼= ĺım
←
H0(En,OEn)

donde En es un subesquema cerrado de S de�nido por Mn
pOS, como f−1(p) = E, esta sucesión

de ideales es co�nal con la sucesión de ideales I n
E , donde IE es el ideal de E, por [H1, II,

Observación 9.3.1, pág. 194] podemos considerar estos ideales en lugar de los de la de�nición
de En.

Probaremos por inducción que para cada n > 0, H0(En,OEn) es isomorfo al anillo de series de
potencias truncado An := k[[x, y]]/(x, y)n. Si n = 1, por hipótesis E ∼= P1 y E2 = −1 de donde
concluimos que H0(E,OE) = k y IE/I 2

E
∼= OP1(1). Por [H1, II, Teorema 8.21, pág. 184] se

tiene que I n
E/I

n+1
E
∼= Sn(IE/I 2

E) ∼= OP1(n). Considerando la sucesión exacta

0→ I n
E/I

n+1
E → OEn+1 → OEn → 0

al pasar a cohomología sabemos que H i(E,OP1(n)) = 0 para toda i > 0 y n > 0 lo que nos da
las siguientes sucesiones exactas

0→ H0(OP1(n))→ H0(OEn+1)→ H0(OEn)→ 0

para n = 1, H0(OP1(1)) es un k-espacio vectorial de dimensión 2. Tomando una base x, y se
tiene que H0(OE2) contiene a k y es isomorfo a A2. Inductivamente, si H0(OEn) es isomorfo a
An, levantando los elementos x, y en H0(OEn+1). Como H0(OP1(n)) es un espacio vectorial con
base xn, xn−1y, . . . , yn se tiene que H0(OEn+1)

∼= An+1 lo que prueba la a�rmación.

De esta manera, se tiene que

Ôp ∼= ĺım
←
H0(En,OEn) ∼= ĺım

←
An = k[[x, y]]

el cual es un anillo local y por lo tanto regular, por [AM, 10, Proposición 10.15, pág.121] se
tiene que Op es un anillo regular, por lo tanto, p es un punto no singular.
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(6) Probaremos que S es el blow-up de S0 en p. Como S0 es una super�cie suave y por cons-
trucción n(f) = 1 por el Corolario 4.3 f : S → S0 es composición de un blow-up, que como se
vio en la prueba de ese mismo Corolario tiene centro en p, con un isomor�smo, lo cual prueba
el Teorema.

Á

El mor�smo f : S → S0 del Teorema anterior nos da un isomor�smo

Pic(S) ∼= Pic(S0)⊕ Z[E]

de donde concluimos que
N1(S) ∼= N1(S0)⊕R[E]

en particular, este isomor�smo implica que ρ(S0) = ρ(S) − 1. Dado que el número de Picard
de una super�cie proyectiva suave es �nito, una consecuencia del Teorema de Contracción de
Castelnuovo es el siguiente:

Corolario 4.8. Dada una super�cie S, existe una sucesión �nita de blow-up de puntos en
super�cies no singulares tales que

S = Sn → Sn−1 → · · · → S1 → S0

con S0 una super�cie que no contiene (−1)-curvas.

4.2. El Cono de Curvas de una Super�cie Suave

Escribiendo el Teorema del Cono para una super�cie proyectiva suave, tenemos que existe
una familia numerable de curvas racionales irreducibles Ci tales que 0 < (−KS · Ci) 6 3 y

NE(S) = NE(S)KS>0 +
∑

R+[Ci]

donde los rayos R+[Ci] son extremales y sólo se acumulan en el hiperplano K⊥S .

Lema 4.9. Si D es un divisor en una super�cie proyectiva suave S con D2 > 0, entonces
|nD| 6= ∅ ó | − nD| 6= ∅ para n lo su�cientemente grande.

Demostración.

Dada n ∈ N∗ por dualidad de Serre [H1, III, Teorema 7.1, pág. 240] tenemos que

χ(OS(nD)) = h0(S,OS(nD))− h1(S,OS(KS − nD)) + h0(S,OS(KS − nD)) 6

h0(S,OS(nD)) + h0(S,OS(KS − nD))

χ(OS(−nD)) = h0(S,OS(−nD))− h1(S,OS(KS + nD)) + h0(S,OS(KS + nD)) 6

h0(S,OS(−nD)) + h0(S,OS(KS + nD)) (1)

Por otro lado, por el Teorema de Riemann-Roch [H1, V, Teorema 1.6, pág. 362] se tiene que

χ(OS(nD)) =
n2

2
D2 − n

2
(D ·KS) + χ(OS)

χ(OS(−nD)) =
n2

2
D2 +

n

2
(D ·KS) + χ(OS) (2)
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juntando ambas expresiones tenemos que

n2

2
D2 − n

2
(D ·KS) + χ(OS) 6 h0(S,OS(nD)) + h0(S,OS(KS − nD))

n2

2
D2 +

n

2
(D ·KS) + χ(OS) 6 h0(S,OS(−nD)) + h0(S,OS(KS + nD))

Como por hipótesis D2 > 0, para n lo su�cientemente grande la parte izquierda de ambas
desigualdades es grande, pero no puede pasar que h0(S,OS(KS − nD)) y h0(S,OS(KS + nD))
se hagan grandes simultáneamente ya que ambos divisores suman el sistema lineal �jo |2KS|.
Por lo tanto h0(S,OS(nD)) ó h0(S,OS(−nD)) crece junto con n, lo que prueba la a�rmación
del Lema.

Á

Corolario 4.10. Sea S una super�cie proyectiva suave y H divisor amplio en S. Entonces el
conjunto Q := {z ∈ N1(S)|z2 > 0} tiene dos componentes conexas

Q+ := {z ∈ Q|(H · z) > 0} y Q− := {z ∈ Q|(H · z) < 0}

más aún Q+ ⊆ NE(S).

Demostración.

Por el Teorema del Indice de Hodge [H1, V, Teorema 1.9, pág. 364], la forma de intersec-
ción en N1(S) sólo tiene un valor propio positivo, de manera que, escogiendo una base ade-
cuada se puede escribir como x2

1 −
∑
i>2

x2
i , además la podemos escoger de tal manera que

[H] = (
√

(H ·H), 0, . . . , 0) esto nos da las dos componentes conexas

Q+ = {x1 > (
∑
i>2

x2
i )

1
2} y Q− = {x1 < −(

∑
i>2

x2
i )

1
2}

Por otro lado, para cualquier z = [D] ∈ Q se tiene que D ó −D es efectivo por el Lema anterior
y una curva efectiva tiene intersección positiva con H por el Criterio de Kleiman. Por lo que
las curvas efectivas en Q son precisamente las que están en Q+.

Á

Lema 4.11. Sea S super�cie proyectiva y C ⊆ S una curva irreducible. Si C2 6 0 entonces
[C] está en la frontera de NE(S). Más aún, C2 < 0 entonces R := R+[C] es un rayo extremal
de NE(X).

Demostración.

Primero observemos que
NE(S) = R+[C] +NE(S)C>0

Si C2 < 0 entonces [C] /∈ NE(S)C>0 por lo que [C] está en la frontera de NE(S) y genera a
un rayo extremal.

Si C2 = 0 entonces el funcional lineal D 7→ (D ·C) es no negativo en NE(S) y vale 0 en C por
el Lema 3.11 inciso (a) se tiene que [C] está en la frontera de NE(S).

Á
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Teorema 4.12. Sea S una super�cie proyectiva suave y R ⊆ NE(S) un rayo extremal KX-
negativo. Entonces el mor�smo de contracción ContR : S → Z existe y es uno de los siguientes
casos:

1. Z es una super�cie suave y S se obtiene de Z con el blow-up de un punto cerrado p ∈ Z,
ρ(Z) = ρ(S)− 1.

2. Z es una curva proyectiva suave y S es una super�cie reglada sobre Z, ρ(S) = 2.

3. Z es un punto y −KX es amplio, ρ(S) = 1 .

Demostración.

Sea C ⊆ S una curva racional irreducible tal que R = R+[C] y 0 < (−KS · C) 6 3 que existe
por el Teorema del cono. Probaremos que los tres casos posibles del Teorema se corresponden
con el valor de C2.

C2 < 0

Por hipótesis C2 < 0 y (C ·KS) < 0, usando la fórmula de adjunción se tiene que

0 6 h1(C,OC) =: Pa(C) =
(C · (C +KS))

2
+ 1 =

C2 + (C ·KS)

2
+ 1

de donde concluimos que (C ·KS) = C2 = −1 lo que nos implica que C es una (−1)-curva y el
Teorema de contracción de Castelnuovo 4.7 implica el inciso 1.

C2 > 0

Por el Corolario 4.10 [C] está en el interior de NE(S), además [C] genera a un rayo extremal,
lo que implica que N1(S) = R[C] ∼= R, es decir, ρ(S) = 1. Por otro lado, la hipótesis de que
(C ·KS) < 0 implica que KS es negativo en NE(S) − {0}, por el criterio de Kleiman 2.18 se
tiene que −KS es amplio.

C2 = 0

Por la hipótesis y el Teorema de Riemann-Roch [H1, V, Teorema 1.6, pág. 362] se tiene que
para m ∈ N∗

χ(S,OS)+
−m(C ·KS)

2
= χ(S,OS(mC)) = h0(S,OS(mC))−h1(S,OS(mC))+h2(S,OS(mC))

6 h0(S,OS(mC)) + h2(S,OS(mC))

Como C es efectivo, para m lo su�cientemente grande H2(S,OS(mC)) = 0, por esto y la
desigualdad de arriba concluimos que para m lo su�cientemente grande

2 6 h0(S,OS(mC))

Por otro lado, cualquier componente �ja es multiplo de C, por lo que existe m′ > 0 tal que
|m′C| no tiene componentes �jas, dado que C2 = 0, un miembro general es disjunto de C y
por lo tanto |m′C| no tiene puntos base. Por lo anterior, tenemos un mor�smo ϕ : S → PN .
Usando la factorización de Stein [H1, III, Corolario 11.4, pág. 280] podemos factorizar a ϕ en

S
f //

ϕ   

Z

g
��
PN

con f mor�smo proyectivo con �bras conexas y g mor�smo �nito. De�nimos

ContR := f : S → Z

.



66 CAPÍTULO 4. SUPERFICIES

Sea
∑
aiCi la �bra de ContR, por construcción

∑
ai[Ci] = [C] ∈ R, como R es rayo extremal

[Ci] ∈ R para toda i, lo cual implica que C2
i = 0 y (Ci ·KS) < 0 para toda i. Por la fórmula de

adjunción se tiene que Ci ∼= P1 y (Ci ·KS) = −2, de manera que

−2 = (C ·KS) = (
∑

aiCi ·KS) =
∑

ai(Ci ·KS) = −2
∑

ai

esto prueba que
∑
aiCi es una curva irreducible y reducida isomorfa a P1, por lo tanto S es

una super�cie reglada sobre Z y por el Corolario 2.27 el número de Picard es 2.
Á

Cuando se cumple la condición 3 del Teorema anterior se puede probar además que S ∼=
P2, la prueba de esto se puede consultar en [Ko1, III, Teorema 3.7, pág. 175] para campos
algebraicamente cerrados de cualquier característica o para super�cies sobre C en [Ma, Teorema
1.4.4, pág 43] o [MP, II, Teorema 7.1.1, pág. 178]. Usando este resultado, se tiene que los casos
2 y 3 del Teorema anterior, dan un Teorema de estructura para S, pero el caso 1 nos introduce
a una nueva super�cie Z a la cual le podemos aplicar nuevamente el Teorema. En cada paso, el
número de Picard disminuye y por lo tanto el proceso debe terminar en algún momento. Esto
nos prueba el siguiente Teorema:

Teorema 4.13. Sea S una super�cie proyectiva suave, entonces existe una sucesión de con-
tracciones

S → S1 → · · · → Sn = S ′

tal que S ′ satisface una y sólo una de las siguientes condiciones:

1. KS′ es nef

2. S ′ es una super�cie reglada sobre una curva C

3. S ′ ∼= P2.

De�nición 4.14. Si KS′ es nef, llamamos a S ′ un modelo mínimo para S. En este caso, el
mor�smo S → S ′ es único y por lo tanto S ′ está determinado por S.

Lo anterior nos da un método para encontrar el modelo mínimo para una super�cie S y
podemos resumirlo en el siguiente diagrama:
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