UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

JCINAL AUTORDH
L L)
= os%& =
lun,M
¥ | ]
Il

FAcuLTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

22"/”15

NUCLEOS POR TRAYECTORIAS DIRIGIDAS
MONOCROMATICAS Y H-NUCLEOS EN
DIGRAFICAS m-COLOREADAS.

T E S 1 5

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MATEMATICO

PRESENTA:
MIGUEL EDUARDO LICONA VELAZQUEZ

DIRECTOR DE TESIS:
MAT. LAURA PASTRANA RAMIREZ

Ciudad Universitaria
CI1UDAD DE MEXICO FEBRERO, 2017


Tesis
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria

Tesis
Texto escrito a máquina

Tesis
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Ntcleos por trayectorias dirigidas monocromaticas y

H-ntucleos en digraficas m-coloreadas.

por

Miguel Eduardo Licona Velazquez

Tesis presentada para obtener el grado de

Matematico

en el

FAcUuLTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Ciudad de México. Febrero, 2017



Hoja de datos del jurado

1.

Datos del alumno

Licona

Velazquez

Miguel Eduardo

(595) 92 8 11 54

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

412000483

Datos del tutor
Mat.

Pastrana
Ramirez

Laura

Datos del sinodal 1
Dra.

Galeana

Sanchez

Hortensia

Datos del sinodal 2
Dra.

Sanchez

Lépez

Maria del Rocio

Datos del sinodal 3
Dra.

Zuazua

Vega

Rita Esther

Datos del sinodal 4
Dra.

Guevara

Aguirre

Mucuy-Kak del Carmen

Datos del trabajo escrito

Ntcleos por trayectorias dirigidas monocromaticas y
H-nucleos en digraficas m-coloreadas.

76. p

2017

IIT



v

A mis padres y hermanos.



Agradecimientos

A mi papd y a mi mama por haberme dado algo que para mi es invaluable, una carrera universi-
taria, a mis hermanos, quienes siempre me han apoyado y ain les sorprende la carrera que elegi.

A mi directora de tesis Laura Pastrana, mi profesora desde los inicios de mi carrera que me
enseno casi todo lo que sé hasta el dia de hoy de gréficas, gracias por todo el tiempo que me
dedicaste guiandome en este trabajo.

A los sinodales: Dra. Hortensia Galeana, Dra. Rocio Sanchez, Dra. Rita Zuazua y Dra. Mucuy-
Kak Guevara, por su tiempo y correcciones a este trabajo.



Indice general

1. Definiciones basicas.
1.1. Graficas. . . . . . . .
1.2. Digraficas. . . . . . . . .
1.2.1. Digraficas m — coloreadas por flechas. . . . . .. ... ... ... ... .

2. Producto Raiz.
2.1. Definiciones . . . . . . . ..
2.2. Nrucleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas en el producto raiz . . . . . .

3. Nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en L(D).
3.1. Definiciones. . . . . . . . L
3.2. Nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en L(D) coloreada interior-
mente. . . .o oL

4. Nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en la digrafica M SL(D).
4.1. Digrafica MSL(D). . . . . . . .

5. H —nicleos por H — trayectorias.
5.1. Definiciones. . . . . . . . ..
5.2. Digrafica L(D). . . . . . .
5.3. Digréafica MSL(D). . . . . . . . .

6. Producto cartesiano.
6.1. Definiciones. . . . . . . . . . e
6.2. Ntcleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en el producto cartesiano. . .

Bibliografia

16
16
18

27
27

29

36

48
48
90
52

60
60
62

75



Introduccion

En 1944 J. Von Neumann y Oskar Morgenstern en el articulo “The theory of games and eco-
nomic behaviour” [15] introducen el concepto de solucién en el contexto de la teorfa de juegos.
Berge aplica la nocién de solucion a la teoria de digraficas y define lo que denominé un nicleo,
un nucleo en una digrafica es un subconjunto N de vértices el cual es independiente, es decir,
no existen flechas entre los elementos de N y absorbente, lo cual significa que para todo vértice
que no pertenece a N existe una flecha de dicho elemento hacia algin vértice en V.

Continuando con esta idea Hortensia Galeana Sénchez [7] presenta los nicleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas para digraficas m — coloreadas de la siguiente manera:

Un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas es un conjunto N de vértices de una
digrafica m — coloreada independiente por trayectorias dirigidas monocromaéticas y absorben-
te por trayectorias dirigidas monocromaticas. Independiente por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas quiere decir que entre cada par de elementos de N no existe una trayectoria dirigida
monocromatica y absorbente por trayectorias dirigidas monocrométicas que para todo vértice
de la digrafica que no pertenezca a N, existe una trayectoria dirigida monocromatica de dicho
elemento a N.

Se sabe que no toda digrafica tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas, sin em-
bargo se han obtenido muchos resultados acerca de este concepto, algunos de ellos estan rela-
cionados en encontrar condiciones para la existencia de dichos conjuntos, por ejemplo, en 2009
Hortensia Galeana Sanchez [6] introduce lo que llamé la digrafica de clases crométicas de una
digrafica m—coloreada, con dicha digrafica prueba para el caso finito, una extensién del teorema
de Sands, Sauer y Woodrow [14]: Si D es una digrdfica m — coloreada y su digrifica de clases
cromdticas es bipartita, entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromadticas.

Otros resultados que se han obtenido estan relacionados con operaciones entre digraficas, las
cuales preservan la existencia de nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas, por ejem-
plo, en 1998 Hortensia Galeana Sénchez y Laura Pastrana Ramirez [8] demuestran que: El
numero de nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas de una digrdfica D, es igual al
nidmero de nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas de su digrifica de lineas L(D).

En 2011 Pietra Delgado Escalante y Hortensia Galeana Sénchez en el articulo “Independent
Restricted Domination” [3], generalizan el concepto de nicleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas y definen los H — ntcleos por H — trayectorias de la siguiente manera:

Sean H una digrafica posiblemente con lazos y D otra digrafica, diremos que D esta H —
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coloreada si los elementos de F(D) estan coloreados con las etiquetas de los vértices de H.
Denotaremos por ¢(u, v) el color que tiene la flecha (u,v) en D.

Dada una trayectoria T° = (vg,v1, Vs, ..., Un_1,V,) en D, T es una wvyv, — H-trayectoria si
(c(vi—1,v;), c(vi,vi41)) € F(H) paratodai € {1,...,n—1}. Es decir, (¢(vg, v1), ¢(v1,v2), c(va, v3),
wory¢(Up_1,vy,)) €s un camino en H, con esta clase de trayectorias tenemos que si N es un con-
junto de vértices independiente por H — trayectorias, es decir, dados dos elementos de N no
existe una H — trayectoria entre ellos y absorbente por H — trayectorias, lo que significa que,
para todo vértice que no pertenece a N, existe una H — trayectoria a N, entonces N es un
H — nicleo por H — trayectorias.

Al igual que con los nitcleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas, se ha trabajado pa-
ra encontrar operaciones entre digraficas que preserven la existencia de los H — nicleos por
H — trayectorias, por ejemplo, Pietra Delgado Escalante, Hortensia Galeana Sanchez y Laura
Pastrana Ramirez [4] demuestran que: El nimero de H — nicleos por H — trayectorias de una

digrdfica D es igual al numero de H — nicleos por H — trayectorias de su digrdfica de lineas
L(D).

El objetivo de esta tesis es trabajar con ntcleos por trayectorias dirigidas monocrométicas en
las siguientes operaciones: producto raiz, producto cartesiano y la super digrafica de lineas de
subconjuntos monocromaticos, en ésta ultima trabajaremos también el concepto de H —niicleos
por H — trayectorias.

Al inicio de esta tesis recopilaremos definiciones basicas sobre la teoria de graficas y digraficas
ademas de algunos resultados que nos seran de gran utilidad para el trabajo posterior.

En el segundo capitulo con base en el articulo de Godsil y McKay [10], donde definen el producto
raiz para graficas, generalizaremos esta operacion para digraficas m — coloreadas y buscaremos
condiciones para la existencia de nticleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en la ope-
raciéon definida.

En el tercer capitulo basdndonos en el articulo de Hortensia Galeana Sanchez y Laura Pastra-
na Ramirez “Kernels in edge coloured line digraph” [8], recopilaremos los resultados obtenidos
en dicho trabajo de investigacién los cuales nos seran de gran utilidad para el siguiente capitulo.

En el cuarto capitulo a partir de la definicion de “super grafica de lineas” presentada por K. S.
Bagga [1], vamos a introducir una nueva digréfica, construida a partir de una digrafica inicial
m — coloreada, la cual llamaremos “super digrafica de lineas m — coloreada de subconjuntos
monocrométicos” (MSL(D)) y mostraremos el siguiente resultado: El nimero de nicleos por
trayectorias dirigidas monocromdticas de una digrdfica D es igual al nimero de nicleos por
trayectorias dirigidas monocromdticas de su super digrdfica de lineas m — coloreada de subcon-
guntos monocromdaticos (MSL(D)).

En el quinto capitulo recopilaremos algunos de los resultados obtenidos por Pietra Delgado
Escalante, Hortensia Galeana Sanchez y Laura Pastrana Ramirez en el articulo “Independet
restricted domination and the line digraph” [4], utilizando dichos resultados y la digrafica



MSL(D), definida en el capitulo anterior demostraremos que: El nimero de H — niicleos
por H-trayectorias de una digrdfica D m — coloreada es igual al nimero de H — nicleos por
H-trayectorias de su super digrafica de lineas m — coloreada de subconjuntos monocromdticos
MSL(D), este teorema generaliza el teorema obtenido en el cuarto capitulo.

En el dltimo capitulo estudiaremos el concepto de nicleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas en una operacién binaria llamada producto cartesiano, trabajaremos una clase en
particular de digréficas, 73 y 4. buscaremos condiciones sobre estas digraficas para la existencia
de nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en la digrafica resultante de hacer dicha
operacion.



Capitulo 1

Definiciones basicas.

En este primer capitulo presentamos las definiciones béasicas y algunos resultados de la teoria
de gréaficas y digraficas que necesitamos para desarrollar nuestro trabajo.

1.1. Graficas.

Definicién 1.1.1. Una grdfica G = (V(G), A(G)) consiste de dos conjuntos finitos, uno no
vacio de objetos llamados vértices, denotado por V(G), y otro de pares no ordenados de distin-
tos elementos de V(G), denotado por A(G). Representamos a los elementos de A(G) por (u,v)
y los llamamos aristas.

Dos vértices u y v de V(G) estan relacionados si a = (u,v) € A(G); en este caso, diremos que
son adyacentes, que a incide en u y en v y que u y v son vértices extremos de a.

En este trabajo no se permitiran las multiaristas, es decir, sélo puede haber una arista entre
cada par de vértices; tampoco se permitiran los lazos, esto quiere decir que, (u,u) ¢ A(G).

El grado de un vértice v es el nimero de aristas que inciden en él, lo denotaremos por §(v).
Al obtener el grado de cada v € V(G) se puede definir el grado minimo, 6(G), de la gréfica
G como sigue: §(G) = min{o(v) : v € V(G)}. Anédlogamente, el grado maximo A(G) de la
grafica G se define como A(G) = maz{o(v) : v € V(G)}.

El orden de la grifica G es igual a |V (G)| y nos referiremos a él como p y el tamano de G es
igual a |A(G)| y lo denotaremos con la letra g.

El siguiente es un ejemplo de una grifica G = (V(G), A(G)) tal que: V(G) = {vy, va, v3, vy, v5}
y A(G) = {(v1,v2), (v1,v5), (v1,03), (v2,v3), (v2,v4), (V3,v4), (va,v5)}. La siguiente figura es la
representacién geométrica de GG, en la cual cada punto representa un vértice y cada linea una
arista:
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Ahora obtengamos los datos antes mencionados para ilustrar mejor lo que es una gréfica y sus
propiedades. En primer lugar encontremos el grado de los vértices:

Ya que tenemos el grado de cada vértice de G, podemos saber el grado minimo y méximo de
la grafica, los cuales son:

5(G) =2,
A(G) = 3.

De la misma manera podemos saber el orden y el tamano de G:
p=>yq=T.

De la definicion 1.1.1 se derivan algunos tipos de graficas como son:

1. Una grafica G es completa si §(v) = p — 1 para todo v € V(G).

2. Una gréfica G es r-regular si 6(v) = r para todo v € V(G).

Veamos un ejemplo de una grafica G completa y r—regular tal que: V(G) = {v1, ve, v3, 04}
y A(G) = {(v1,v2), (v1,v3), (v2, v3)(v2,v4), (3, V4), (Va, V1) }.

U1 U2

(%) (%]



Observemos que G es completa pues, p =4y §(v;) =3 = p — 1 para todo i = (1,...,4),
ademés es 3 — regular ya que §(v;) = 3 para todo i = (1,...,4).

3. Una grafica G es bipartita si existe una particién de V(G) en Vi y V5 tal que Vi # 0,
Vo 20, Vin Vo =0, ViUV, = V(G) y para todo {u,v} C V(G) si (u,v) € A(G), entonces
ueViyvelVooveViyuel.

4. El complemento de una grafica, denotado por G¢ es una grafica tal que:
a) V(G) =V(G°).
b) (u,v) € A(G) siy sélo si (u,v) ¢ A(G°).

Definicién 1.1.2. Una subgrdfica H de una grdfica G es una grdfica tal que V(H) C V(G) y
A(H) C A(G).

Se dice que H es una subgrafica generadora de una grafica G si H es una subgrafica de G
y V(G) = V(H).

Sea S C V(G), se dice que G[S] es una subgrafica de G inducida por S si V(G[S]) = Sy
(u,v) € A(G[S]) siy sélo si (u,v) € A(G) con {u,v} C S.

Definicién 1.1.3. Un camino C = (xg,...,x,) es una sucesion finita de vértices tal que
(i, xi11) € A(G) para cada i € {0,...,n — 1}, al cual llamamos un xox, — camino. Ademds
podemos definir la longitud de C como n y la denotamos por ((C).

Existen cuatro tipos de caminos:

1. Decimos que C' es un camino cerrado si el primero y el tultimo vértice son iguales.
2. Una trayectoria T = (xq, ..., x,) €s un camino que no repite vértices.
3. Un paseo P = (x,...,Z,) €s un camino que no repite aristas.

4. Un ciclo v = (zg, ..., ;) es un camino cerrado que no repite vértices, excepto el primero
y el ultimo, tal que £(y) > 3.

Definicién 1.1.4. Una grdfica G es conexa si existe un uv—camino para todo {u,v} C V(QG).

1.2. Digraficas.

Definicién 1.2.1. Una digrdfica D = (V(D), F(D)) estd definida por dos conjuntos finitos,
uno no vacio de objetos llamados vértices, denotado por V (D), y otro de pares ordenados de
distintos elementos de V (D), denotado por F(D).

Representamos a los elementos de F(D) por (u,v) y los llamamos flechas. Diremos que u es el
vértice inicial y v el vértice final de dicha flecha.
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Se dice que dos vértices u y v estan relacionados o son adyacentes si (u,v) € F(D) o
(v,u) € F(D). Ahora definimos la vecindad de cada vértice de D, dado que F(D) es un
conjunto de pares ordenados, tenemos la invecindad y la exvecindad de un vértice v. La
invecindad la denotamos por N~ (v), la cual es N~ (v) = {u : (u,v) € F(D)}. La exvecindad
denotada por N*(v), es N*(v) = {w : (v,w) € F(D)}. El ingrado de cada vértice de D es
0~ (v) = [N~ (v)| y el exgrado de cada vértice de D es 6T (v) = [NT(v)].

El orden de la digrafica D es igual a |V(D)| y nos referiremos a él como p y el tamano de D
es igual a |F(D)| y lo denotaremos con la letra gq.

Veamos un ejemplo de una digrafica D = (V(D), F(D)):
V(‘D) = {Ul,UQ, us, uq, Us, U6} y
F<D) = {(u17 Ug), <u2a ul)(u27 Ug), (Ug, U5), (Ug, U4), (U4, U5), (U'57 u6)7 (u67 ul)a (u67 U5)}

La siguiente figura es la representacién geométrica en la cual cada punto representa un vértice
y las flechas comienzan en el vértice inicial y terminan en el vértice final.

Uus Uy

U1 O< Ug

De igual manera que en gréaficas, podemos tener varios tipos de digraficas como son:

e Una digréfica D, decimos que es completa si (u,v) € F(D) y (v,u) € F(D) para todo
{u,v} C V(D).

e Una digréafica D es semicompleta si (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D) para todo {u,v} C
V(D).

e Un torneo es una digrafica semicompleta, tal que existe una y sélo una flecha entre cada
par de vértices.

e Una digriafica D es transitiva si para tres vértices distintos wu, v, w, si
(u,v) € F(D)y (v,w) € F(D), entonces (u,w) € F(D).

e Una multidigrafica es una digrafica que permite mas de una flecha en una misma direc-
cién, este tipo de digréfica sélo la usamos en casos especiales.

Daremos un ejemplo de una digrafica que es transitiva, torneo y semicompleta, sea D tal que:
V(D) = {u1,up,uz} y F(D) = {(u1,uz), (ug, u3), (u1,u3)}.

8
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Una digréfica D es r-regular si 6~ (v)= 07 (v) = r para todo v € V(D).

Una digrafica D es bipartita si existe una particién de V(D) en V; y V5 tal que toda flecha en
D tiene un extremo en Vj y el otro en V5.

El siguiente es un ejemplo de una digrafica D bipartita tal que:

V(D) = {ub Uz, U3, Ug, Us, u6} y F<D) = {<u17 U4), (uh u5>7 (u27 u6)> <u57 u2>7 (u67 ul)? (u67 U,3)} y
cuya particién es: Vi = {uy, ug, ug} y Vo = {uy, us, ug}.

Uy U2 uz o
A

Ug O Us Ug

Definicién 1.2.2. Una subdigrdfica H de una digrdfica D es una digrdfica tal que:
V(H) V(D) yF(H) <€ F(D).

Se dice que H es una subdigrafica generadora de una digrafica D si es una subdigrafica de
Dy V(D)=V(H).

Sea S C V(D), decimos que D[S] es una subdigrafica de D inducida por S si V(D[S]) = S
y (u,v) € F(D[S]) siy sblo si (u,v) € F(D).

Definicién 1.2.3. Un camino dirigido C = (xy, ..., x,) es una sucesion finita de vértices tal
que (x;,x41) € F(D) para cada i € {0,...,n — 1}, lo llamamos un xozx, — camino dirigido.
Ademdas la longitud de C la definimos como n y la denotamos por ¢(C).

Existen cuatro tipos de caminos:

1. Diremos que C es un camino dirigido cerrado si son iguales el primero y el tltimo
vértice.

2. Una trayectoria dirigida 7 = (z, ..., z,) es un camino dirigido que no repite vértices.
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3. Un paseo dirigido P = (z, ..., z,) es un camino dirigido que no repite flechas.

4. Un ciclo dirigido v = (z, ..., ;) es un camino cerrado dirigido que no repite vértices,
excepto el primero y el dltimo, tal que ¢(vy) > 2.

Cabe mencionar que en este trabajo de tesis omitiremos la palabra “dirigido” cuando hagamos
referencia a una trayectoria dirigida, un ciclo dirigido, un paseo dirigido o un camino dirigido.

Dadas las definiciones de los diferentes tipos de caminos, las siguientes proposiciones nos seran
de utilidad para resultados posteriores.

Proposicién 1.2.1. Todo uv-camino contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre la longitud del camino.
Base de induccidén. Sea C un camino, tal que ¢(C) = 1, esto implica que C = (u = xg, z1 = v)
es una trayectoria de longitud 1.

Hipétesis de induccién. Supongamos que para todo C' un wv-camino, tal que ¢(C') < n,
contienen una uv-trayectoria.

Paso inductivo: Dado un camino C, si ¢(C) = n, entonces C contiene una trayectoria.

Sea C = (xg, x1, ..., Tp) Un Tor,-camino de longitud n.

Caso 1: Si C no repite vértices, entonces por definicion C es una uv-trayectoria.

Caso 2: Si C repite vértices, entonces existen {i,j} C {0,...,n}, tal que x; = z;, de esta manera
podemos expresa a C como C = (2o, T1, ..., Ti = Tj, Tit1, -y Tj = Tj, Tjr1, -, T, = L), PO lo que
podemos construir C' = (zg, 1, ..., i—1, T; = j, Tj11, ..., L,) Un camino tal que ¢(C’) < n, por
hipétesis de induccién C’ contiene una trayectoria 7', como C' ¢ C y T C C’, todo uv-camino
contiene una uv-trayectoria. ]

Proposicién 1.2.2. Todo camino cerrado contiene un ciclo.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre la longitud del camino.
Base de induccién. Sea C un camino cerrado, tal que ¢(C) = 2, esto implica que C =
(20, 1, 0), lo cual por definicién es un ciclo.

Hipétesis de induccién. Supongamos que para todo C’ camino cerrado, tal que ¢(C’) < n,
contienen un ciclo.

Paso inductivo: Dado un camino cerrado C, si ¢(C) = n, entonces C contiene un ciclo.

Sea C = (z, x1, ..., L, = Tg) un camino cerrado de longitud n.

Caso 1: Si C solo repite el primero y el ultimo vértice, entonces por definicién C es un ciclo.
Caso 2: Siexisteni # 0y j # 0 con {i,7} C {1,...,n — 1}, tal que z; = z;, entonces podemos
ver a C como C = (29, %1, ..., T; = Tj,Tit1, ..., Tj = Li, Lj41,..., L, = Tp), por lo que podemos
construir C' = (g, 21, ..., Ti—1, T; = Tj, Tjt1, ..., Ty, = To) un camino cerrado tal que ¢(C') < n,
por hipétesis de induccion C’ contiene un ciclo 7, como C' C C 'y v C C', todo camino cerrado
contiene un ciclo. O

10



Definicién 1.2.4. Una digrdfica D es fuertemente conexa si existe un camino entre cada
par de vértices de D.

Definicién 1.2.5. Sean D una digrifica y N C V(D), decimos que N es un conjunto inde-
pendiente si {(u,v), (v,u)} N F(D) =0 para todo {u,v} C N.

Notemos que toda digrafica contiene un conjunto independiente, por ejemplo {v} tal que v €

V(D).

Definicién 1.2.6. Sean D una digrifica y N C V(D), decimos que N es absorbente si pa-
ra todo x € V(D)\ N ezistew € N, tal que (z,u) € F(D) y diremos que x estd absorbido por N.

Observemos que toda digrafica contiene un conjunto absorbente, a saber V(D).

Definicién 1.2.7. Si combinamos las dos iltimas definiciones, es decir, si a N C V(D) le pe-
dimos que sea un conjunto independiente y absorbente entonces diremos que N es un mnicleo

de D.

En la siguiente digrafica D encontraremos un conjunto /N tal como se describe en las definiciones
anteriores:

V(D) = {u1,us, us, ug,us} y F(D) = {(uy,us), (ug, us), (uz,us), (us, ug), (g, us), (us, ur)}.

Uy Uus

Us O« Uy

Primero encontremos un conjunto independiente de vértices. Consideremos Ny = {uy, u3}, ob-
servemos que no existen flechas entre los vértices u; y ug, por lo tanto podemos decir que
Nj es un conjunto independiente, sin embargo, no es absorbente, pues no hay una flecha del
vértice uy hacia N. Ahora busquemos entre los vértices de D un conjunto absorbente. Tome-
mos Ny = {uy,u3, us}, notemos que existen (us,u1) € F(D) y (ug,uq) € F(D), es decir, que
para cualquier otro vértice de D\ N; existe un flecha entre el vértice y algun elemento de No,
por lo tanto podemos concluir que Ny es absorbente, sin embargo, no es independiente ya que
(us,uq) € F(D).
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Por ultimo queremos un conjunto de vértices de D que denotaremos como N, el cual debe ser
independiente y absorbente al mismo tiempo, tomemos N = {uy,us}. Vemos que N es inde-
pendiente ya que no existe ninguna flecha entre sus elementos, ademés absorbe a los demas
vértices de D \ N pues u; absorbe a us y uy absorbe a uy y a ugz, por lo tanto podemos decir
que N es un nucleo de D.

Sin embargo, asi como hay digréficas en las cuales se pueden encontrar varios conjuntos de
vértices absorbentes e independientes, también existen digraficas que no poseen ntcleo, la si-
guente digrafica es un claro ejemplo de lo antes mencionado. Sea D tal que:

V(D) = {u1, uz,us} y F(D) = {(u1,uz), (uz, us), (us, u1)}.

Uz Uus

R

En esta digrafica el nicleo debe ser un sélo vértice ya que si no fuera asi no se cumpliria la
independencia:

e Si N = {u}, entonces no absorbe a us.
e Si N = {uy}, entonces no absorbe a us.
e Si N = {us}, entonces no absorbe a u;.

Por lo tanto D no tiene nucleo.

1.2.1. Digraficas m — coloreadas por flechas.

Definicién 1.2.8. Sea D una digrdafica, decimos que D esta m-coloreada si las flechas de
D estan coloreadas con m colores. Dado {u,v} C V (D), una trayectoria dirigida de u hacia v
en D es monocromdtica si todas sus flechas estdn coloreadas del mismo color, la denotamos
como una uv-tdm. Dada (u,v) € F(D) escribiremos como c(u,v) el color de dicha flecha.

Si en la definicion anterior los m colores son todos distintos, diremos que la digrafica m —
coloreada es heterocromatica.

Los siguientes resultados son de gran importancia, ya que seran de utilidad para demostraciones
posteriores.

Proposicion 1.2.3. Todo camino monocromdtico contiene una trayectoria monocromdtica.

Demostracion. Por la proposicién 1.2.1 tenemos que todo camino C contiene una trayectoria
T, dado que C es monocromatico y las flechas de T" estan contenidas en C, T' es una trayectoria
monocromatica. O
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Proposicion 1.2.4. Todo camino cerrado monocromadtico contiene un ciclo monocromdtico.

Demostracion. Por la proposicién 1.2.2 tenemos que todo camino cerrado C contiene un ci-
clo 7, dado que C es monocromético y las flechas de v estdn contenidas en C, v es un ciclo
monocromatico. O

La figura 1-1 es un ejemplo de una digrafica 6 — coloreada, donde:
V(D) = {a7 b? C7 d? 67 f})
F(D) ={(a,b),(a, [), (b,c),(c,a), (d, a), (e, a), (e, c), (e f), (f.d)}.

Figura 1-1: D una digrafica 6 — coloreada.

En D podemos hallar una bd — tdm; T = (b, ¢, a, f,d).

En la seccién anterior definimos lo que es un ntcleo en una digrafica, continuando con esta
idea Hortensia Galeana Sanchez [7] generaliza esta definicion para digréficas m — coloreadas,
veremos lo que significa un ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de una digrafica
m — coloreada. Este tipo de conjuntos inicialmente fueron trabajados por B. Sands, N. Sauer
y R.E. Woodrow [14].

Definicién 1.2.9. Sean D una digrdfica m — coloreada y N C V(D), decimos que N es un
conjunto independiente por trayectorias monocromadticas o independiente por tdm
de D si no existe una uwv — tdm en D para todo {u,v} C N.

Definicién 1.2.10. Sean D una digrdfica m — coloreada y N C V(D), decimos que N es ab-
sorbente por trayectorias monocromdticas o absorbente por tdm de D si existe una
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xv—tdm en D para todo x € V(D)\N y para algin v € N. Decimos que N absorbe por tdm a x.

Definicién 1.2.11. St N C V(D) cumple con ser un conjunto independiente por tdm y absor-
bente por tdm, entonces decimos que N es un niucleo por trayectorias dirigidas mono-
cromadticas de D y lo denotaremos NTDM.

En la digrafica de la figura 1-1 encontraremos un conjunto N tal como se describe en las
definiciones anteriores.

Veamos quién es el NTDM. Tomemos N = {d}, observemos que es independiente por tdm
ya que consta de un sélo vértice. Dado que T' = (b,¢,a, f,d) es una tdm y ademads existe
(e,d) € F(D), tenemos que N es absorbente por tdm y por lo tanto N es un NTDM de D.

Como vimos anteriormente para ntcleos, tenemos que no toda digrafica m — coloreada tiene
NTDM vy el siguiente ejemplo nos lo muestra.

Sea D una digréfica 3 — coloreada tal que: V(D) = {a,b,c}, F(D) = {(a,b), (b,c), (¢,a)}, figura
1-2.

Supongamos que D tiene un NTDM N, como D es completa, es decir, que todos sus vértices
estan relacionados, N debe de constar de un sélo elemento, sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que N = {a}, notemos que el vértice a no absorbe por tdm a b, ya que no existe una
trayectoria 7" monocromatica de b hacia a; lo mismo sucede si consideramos cualquiera de los
otros dos vértices, por lo tanto D no tiene un NTDM.

Figura 1-2: D una digrdafica sin NTDM.

Para relacionar los conceptos de nicleo y NTDM Hortensia Galeana Sénchez [6] introduce la
siguiente definicién, la cual a una digrafica D le asocia una nueva digrafica llamada la cerradura
de D.

Definicién 1.2.12. Sea D una digrafica m — coloreada, la cerradura de D, denotada por
&(D), es la multidigrdfica m — coloreada tal que:

o V(€(D)) =V(D),

o F(€(D))=U ", {(u,v) con color i : existe una uv —tdm en D con color i}.
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Teorema 1.2.1. Sean D una digrdfica m — coloreada y N C V(D), N es NTDM de D si y
sélo si N es nicleo de €(D).

Demostracion. =1. Sea N C V(D) = V(€(D)) tal que N es un NTDM en D, por lo que
no existe una uv — tdm en D para todo {u,v} € N NV (E(D)), asi por definicién de €(D),
no existe (u,v) € F(€(D)), de esta manera N es independiente en €(D). Dado que para ca-
da x € V(D) \ N, existe v € N tal que hay una zv — tdm en D, por definicién de €(D),
(x,v) € F(€(D)), de esta forma N es absorbente en €(D), por lo tanto N es niicleo de €(D).

<. Sean N C V(€(D)) = V(D) tal que N es niicleo de €(D) y {z,y} C N, por la definicién
de ntcleo, (z,y) ¢ F(€(D)) y por la definicién de €(D) no existe una xy — tdm en D, entonces
N es independiente por tdm en D.

Ahora, sea u € V(€(D)) \ N sabemos que existe x € N tal que (u,z) € F(€(D)) y por la

definicién de €(D), tenemos una ux — tdm en D, asi N es absorbente por tdm en D, por lo
tanto N es un NTDM de D. O
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Capitulo 2

Producto Raiz.

La operacién producto raiz en graficas fue introducida por C.D Godsil y B.D McKay en 1978,
en el articulo “A new graph product and it’s spectrum ” [10] y la definen de la siguente manera:
Sean H = (V(H),A(H)) con V(H) = {v1,...,v,} una grdfica con n vértices y & una sucesion
den grdficas G1,Go, ..., G,, donde cada G; es una grdafica en la cual se ha distinguido un vértice
como la raiz de dicha grdfica. El producto raiz, denotado por H(®), es la grifica que resulta de
identificar la raiz de G; con v;, el i — ésimo vértice de H.

En este capitulo definiremos de manera analoga el producto raiz de dos digraficas, es decir,
sean D = (V(D), F(D)), tal que V(D) = {vy,...,v,} una digrdfica con n vértices y ay una
sucesion de n copias de una digrifica H, ay = (Hy, Ha, ..., H,), donde H es una digrdfica en
la cual se ha distinguido un vértice como la raiz de dicha digrdfica. El producto raiz, denotado
por H,,, , es la digrdfica que resulta de identificar la raiz de H; con v;, el © — ésimo vértice de
D. Bajo esta operacion nos podemos hacer las siguientes preguntas, ;qué pasa con la operacién
para digraficas m — coloreadas?, jqué condiciones deben cumplir las digraficas, tales que al
operarlas, la digrafica resultante tenga NTDM?. En este capitulo daremos respuesta a algunas
de estas cuestiones.

2.1. Definiciones

Dada la idea del producto raiz para graficas, definimos el producto raiz para digraficas m —
coloreadas, para lo cual necesitamos las siguientes definiciones, cabe mencionar que para éste
y futuros capitulos, cada vez que se haga una operaciéon entre digraficas, éstas seran ajenas por
vértices.

Definicién 2.1.1. Sean H una digrdfica y v un vértice distinguido de H, v recibe el nombre de
vértice raiz o simplemente raiz y la digrafica H la llamaremos digrdfica raiz.

Definicién 2.1.2. Sea H una digrdfica tal que V(H) = {1, 22, ..., z,}, denotamos por ay una
sucesion de t — copias de H, es decir, ag = (Hi)ie{l,...,t} con H; = H para cada i € {1,..,t}.
Los vértices de cada copia los representaremos de la siguiente manera: V (H;) = {a, 2%, .., 2} }.
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Definicién 2.1.3. Sean D una digrdfica m—coloreada de ordenn, V(D) = {y1, ..., yn}, H una
digrdfica k — coloreada de orden p, V(H) = {x1,...,xp}, con raiz x, y ag = (H;)icq,.ny tal
como en la definicion 2.1.2, con ' el vértice raiz de H; para cada i € {1,..,n}. El producto
raiz de D con ay, denotado por D,,,, estd definido de la siguiente manera:

" V<DaH) = U?:1 V<Hi>;

= F(Day) = Uiz F(H)U{(2},2]) siy sdlo si (yi,y;) € F(D)}.
La coloracion de las flechas de la digrdfica es:

o (zk,at) tiene color j en D, siy sdlo si (z;,xs) tiene color j, cont € {1,...,n} y {s,i} C

{1,...,p}.

o (!, x%) tiene color i si y sdlo si (ys,ys) tiene colori en D, con {ys,ys} C V(D) y {s,t} C

{1,...,n}.

Observaciéon 2.1.1. Por la definicion de D,,, todas las x’;x;’f—tmyectorms en esta digrdfica,
con xj € V(H;) y x € V(H,), pasan por x; el vértice raiz de H; y x; la raiz de Hy. Cuando

t = s todas las xix—trayectorias, con {x},x3} C Hj, estdn contenidas en Hi.

Notemos que la subdigrafica inducida por los vértices de la forma z* en D, , con t € {1,...,n},
es isomorfa a la digréfica D.

Veamos un ejemplo del producto raiz: sean D una digrafica tal que V(D) = {y1,v2,y3,ya} ¥y

F(D) = {(y1,92), (Y1, Y4), (Y2,Y3), (Y3, 91), (y3,y4) }; vy H la digrafica tal que V(H) = {z1, 72},
F(H) = {(x1,22), (x2,21)} con raiz x; (ver figura 2-1) y D,,, se puede ver en la figura 2-2.

aOH

Figura 2-1: Dy H.

17



Figura 2-2: Ejemplo del producto raiz D, .

2.2. Nnucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas
en el producto raiz

Ya que definimos una nueva operacién con la cual podemos trabajar, nos hacemos las siguientes
preguntas: jqué condiciones deben cumplir D y H para que D, tenga NTDM?, ;basta pedir
que ambas digraficas tengan NTDM?.

Como respuesta a lo anterior obtuvimos los siguientes resultados:

Lema 2.2.1. Sean D una digrdfica m — coloreada de orden n, H una digrdafica k — coloreada
de orden p con raiz x,, tal que la interseccion de los conjuntos de colores de ambas digrdficas es
vacia y oy = (Hy)ieqn,..ny tal como en la definicion 2.1.2. Si H tiene un nicleo por trayectorias
dirigidas monocromdticas N, tal que x, ¢ N, entonces D,,, tiene un nicleo por trayectorias
dirigidas monocromadticas.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que H tiene un NTDM, denotamos por N; el NTDM de
cada copia H; con i € {1,...,n}. Por lo que para todo z! € V(H;) \ N; existe una x!N; — tdm,
de esta manera N = Uie{1 n} N; es un conjunto absorbente por tdm en D,,,.

Ahora demostraremos que N es independiente por tdm. Sabemos que N; es independiente por
tdm en H; con i € {1,...,n}. Dado que el conjunto de colores de las flechas de D y el conjunto
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de colores de las flechas de H no se intersectan, se sigue de la observacion 2.1.1 y de la definicién

de D,,, que para todo !y z} con t # s no existen tdm, es decir, no existen N;N; — tdm en
D,,,, por lo tanto NV es un NTDM de D,,,. [

Sin embargo, el resultado anterior no se cumple cuando el conjunto de colores de las flechas de
D se intersecta con el conjunto de colores de las flechas de H pues encontramos el siguiente
ejemplo:

Sean D wna digréfica 3 — coloreada tal que V(D) = {y1,ymys}, F(D) = {(y1 ), (42, 35).
(ys,y1)} v H una digrafica 5 — coloreada tal que V(H) = {x1, 29,23, 24,25} con raiz xy,
F(H) = {(xla x2)7 (1'2,331), (.Tg, x2)7 (l’3,$4), (.1'4, x5)7 (l’5,$2), (.1'5, x3)} y N = {$27x4} un NTDM
de H (figura 2-3).

De esta manera D,,, Se puede ver en la figura 2-4.

Afirmamos que D,,, no tiene un NTDM, lo demostraremos por contradiccién, supongamos que
existe N C V(D,,,) tal que N es un NTDM de D,,,, si 3 € N, entonces absorbemos por
tdm al conjunto {z%, x1, z3, 3, 22}, esto implica que dichos vértices no pertenecen a N, como
xd ¢ N, entonces {z3,x}, 2t} NN # (), sin embargo, la subdigréfica inducida por dichos vértices
es un tridngulo heterocromatico, por lo que no existe un conjunto independiente por tdm y
absorbente por tdm en dicha subdigrafica. Por lo tanto 23 ¢ N.

Si 23 ¢ N, entonces {z3, 23,22} N N # (), ya que los colores de las trayectorias que inician en
estos vértices tienen por lo menos dos colores, sin embargo, la subdigréafica inducida por dichos
vértices es un tridngulo heterocromatico, por lo que no existe un conjunto independiente por
tdm y absorbente por tdm en dicha subdigrafica. Por lo tanto, D,,, no tiene un NTDM.

Lo que observamos en este ejemplo es que H contiene un ciclo monocromatico de longitud 2,
v = (x1, 72, x1), que incluye a un vértice del NTDM de H y al vértice raiz de H, por lo que si
pedimos que H no contenga ciclos monocromaticos tenemos el siguiente teorema.

Figura 2-3: D 3 — coloreada, H 5 — coloreada y N = {x2,24}.
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Figura 2-4: D, sin NTDM.

Teorema 2.2.1. Sean D una digrdfica m—coloreada de orden n, H una digrdfica k— coloreada
de orden p con raiz x,, que no contiene ciclos monocromadticos, y oy = (Hi)z'e{h..,n} tal como
en la definicion 2.1.2. Si H tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas Ny, y
x,. ¢ Np, entonces D,,, tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que H tiene un NTDM, denotamos por N; el NTDM de
cada copia H; con i € {1,...,n}, por lo que para todo z%, € V(H;) \ N; existe una x}N; — tdm,
de esta manera N = Ui:{l,..,n} N; es un conjunto absorbente por tdm en D,,,.

Ahora demostraremos que N es independiente por tdm. Lo probaremos por contradiccién. Su-
pongamos que existe {x?, xé} C N tal que (2%, ..., xé) es una tdm, como z%. ¢ Ny, s # r y como

2t & Ny, j#r,conse€{l,...,p}, j€{l,...,p} yte{l,..,n}, tenemos dos casos:

Caso 1: Sit = [, entonces por la observacién 2.1.1 existe una (z, ..., z;) tdm en Hi, lo cual
es una contradiccién, ya que N;—; es independiente por tdm y {x,, z;} C Niy.

Caso 2: Sit # I, entonces T = (z%,...,2}) es una tdm de color i, por la observacién 2.1.1 T

pasa por z\. y at, los vértices rafz de H; y de Hy, respectivamente. Podemos expresar a T de la
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siguiente manera: T’ = (%, ..., 2L) U (), ..., 2}) U (2!, ..., 2%). Analicemos los siguientes subcasos:
Subcaso 1: Si j = s, entonces (2%, ..., 2t) induce una x4z, —trayectoria de color 7 en H, de igual
manera (zl, ..., xé) proyecta una x,z;—trayectoria de color i en H, por lo que (z, ..., z;, ..., x; =
xs) es un camino cerrado monocromatico de color ¢ en H, el cual contiene un ciclo monocrométi-
co, lo cual es una contradiccién, ya que por hipdtesis H no tiene ciclos monocromaticos.
Subcaso 2: Si j # s, entonces (2%, ..., 2t) induce una x4z, —trayectoria de color 7 en H, de igual
manera (2!, ..., xé) proyecta una x,z;—trayectoria de color ¢ en H, por lo que (s, ..., Ty, ..., T;)
es un camino de color ¢ en H, el cual contiene una z,x; — tdm, lo cual es una contradiccién, ya
que N es independiente por tdm en H y {zs,z;} C Ny.

De este modo N es independiente por tdm, por lo tanto N es un NTDM de D, . O

Observemos que en el lema 2.2.1, los conjuntos de colores de las flechas de las digréaficas no se
intersectan, por lo que la digrafica H puede tener ciclos monocromaticos, de esta manera el
lema 2.2.1 y el teorema 2.2.1 no son el mismo resultado.

Sin embargo el teorema anterior no se cumple cuando el vértice raiz pertenece al NTDM de la
digrafica raiz H, el siguiente ejemplo nos muestra este hecho.

Sea D una digréafica 3 — coloreada tal que V(D) = {y1,v2,ys} v F(D) = {(y1,y2), (y2,y3),
(ys,y1)}, coloreada de la siguiente manera: (y;,y2) de color 1, (ys,ys) de color 2 y (ys,y;) de
color 3. Sea H la digréfica 2 — coloreada, tal que V(H) = {x1,x9,23} con raiz z3, F(H) =
{(z1,22), (x1,23), (x2,23)}, con las flechas (x1,23) v (xe,x3) de color 2, (x1,z5) de color 1 y
N = {x3} un NTDM de H.

Hacemos el producto raiz con las digraficas antes definidas y D,,,, se puede ver en la figura 2-6.

1 1
G0 G—0
\, D P - H ; >4
b Y o
3 \\ ¥ 2 2 Y 2
&) &

Figura 2-5: D, 3 — coloreada y H, 2 — coloreada.
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Figura 2-6: D, sin NTDM.

Afirmamos que D,,, no tiene NTDM. Para demostrarlo, supongamos que existe N C V(D,,,)
un NTDM, si #3 € N, entonces 25 ¢ N y 23 ¢ N, pero como N1 (z3) = {z3}, implica que 3 no
es absorbido por tdm por nadie dentro de N, por lo tanto x} ¢ N. Si z ¢ N, entonces 2% € N,
puesto que N*(z1) = {22} y 22 es el tinico vértice hacia el cual hay una ziz2 —tdm, de esta ma-
nera zj ¢ N, pero ningun vértice de N absorbe por tdm a 3, por lo tanto D,,, no tiene NTDM.

Lo que observamos en el ejemplo anterior es que D no tiene NTDM, pero, ;bastara con agregar
esta condicién para que al hacer la operacién la digréfica resultante tenga NTDM?

Sin embargo ésto no es cierto, el siguente ejemplo lo muestra:

Sean D una digrafica 2 — coloreada, tal que V(D) = {y1,v2,y3} v F(D) = {(v1,v2), (y3, y2),
(y3,v1)}, las flechas (y1,92) v (y3,y2) tienen color 1, la flecha (ys3,y1)} con color 4, Ny = {y.}
un NTDM de D, H la digréfica raiz tal que V(H) = {x1, 22, T3, 24,25}, x4 la raiz, F(H) =
{(21,12), (2, 23), (22, x5), (3, 24), (x4, 21), (5, 21), (x3,25), (x5, 24) }, con colores {1,2,3}, Ny =
{z4} un NTDM de H, ver figura 2-8 y D,,, se puede ver en la figura 2-7.

Veamos que la digrafica D,,, antes definida no tiene NTDM, supongamos por el contrario que
N C D,,, es un NTDM. Si 27 € N, entonces zj ¢ N y {zl, 2} 2} 21} N N # (), como todos los
vértices mencionados estan relacionados o existe una tdm que los une, la intersecciéon consta
de un elemento. Si z} € N, x! no es absorbido por tdm por N. Si z3 € N, entonces no existe
una tdm de z} hacia N. Si z1 € N, entonces x} no es absorbido por tdm por algin elemento
de N. Por tltimo si 2t € N, entonces no existe una tdm de 1 hacia N, por lo tanto 2% ¢ N.
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Si 22 ¢ N, entonces 22 € N, pues es el tinico vértice que absorbe por tdm a 3, sin embargo,

no existen tdm de z2 hacia N. Por lo tanto D,, no tiene un NTDM.

aH

Figura 2-7: D, 2 — coloreada y H, 3 — coloreada sin ciclos monocromaticos.

Figura 2-8: D, sin NTDM y sin ciclos monocromaticos.
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Existe una operacién entre digréficas llamada suma, denotada por o(«, D), se han hecho di-
versas investigaciones en torno a ella, por ejemplo, I. Wloch [17] exhibe condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de NTDM, después Rocio Sanchez Lépez [13] en su tesis de
doctorado (dirigida por Hortensia Galeana Sanchez) generaliza los resultados obtenidos por
Wloch para H — ntcleos por H — caminos en la suma de dos digraficas H — coloreadas.

Podriamos pensar que el producto raiz es un caso particular de la suma entre digraficas, por
lo cual los resultados de Galeana, Sanchez y Wloch son generalizaciones de los nuestros, sin
embargo presentamos un ejemplo con el cual se aclara que se pueden lograr cosas distintas en
ambas operaciones. Primero veamos la definicién de suma entre dos digraficas m — coloreadas.

Definicién 2.2.1. Sean D una digrdfica m — coloreada, tal que V(D) = {1,...,p} conp > 2,

-----

dos, con V(D;) = {i1,...,0, } yp;i > 1 para cada i € {1,...,p}. La suma de D con la sucesion o
es la digrdfica, coloreada por flechas, o(c, D), tal que:

o V(o(a, D)) = U, ({i} x V(Di)) y

e F(o(a, D)) = {((s,81)(r,7¢)) con color k : (s = r y (s;,1¢) € F(Ds) con color k) o
(s,r) € F(D) con color k}.

Definamos dos digraficas, sean D tal que: V(D) = {1,2,3} y F(D) = {(1,2),(2,3),(3,1)} con
colores {a,b,c} respectivamente, Hy con: V(H;) = {x1,22} v F(Hy) = {(21,22)} con color
4, Hy con: V(Hs) = {y1,y2} v F(Hs) = {(y1,92)} con color 4 y Hz con: V(H3) = {z1,22} y

F(H3) = {(21,22)} con color 4. Sea o« = (Hy, Ho, H3) y (v, D) es:

V<0-(O‘7 D)) = {(1’ xl)v (17$2)7 (27 yl)? (2>y2)7 (37 21), (37 22)} Yy

F<U(& D)) = {((1,1’1),(1,$2)), ((1,1‘1),(2,y1)), ((1,1‘1),(2,y2)), ((1,1‘2),(2,y1)),
7y2))7 ((273/1)7(2’92))7 ((2ay1)’(3731))7 ((2>y1)’<137 <2 )7 ((273/2)’(3721))7

((1,5), 2 )
((273/2)7(3722))7 ((37 21>7(37z2))7 ((3721)7(17561))7 ((3721)7( 7x2)
((3,22), (1,22))} (figura 2-9)

)

Figura 2-9: D, 3 — coloreada y Hi, Hy y H3, 1 — coloreadas.
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Figura 2-10: o(«, D).

Observemos que D no tiene un NTDM, ya que es un tridangulo heterocromético y la digrafica H
si tiene un NTDM, N; = {2}, sin embargo, o(«, D) no tiene NTDM. Supongamos que tiene
un NTDM, como todos los vértices estan relacionados un NTDM consta de un sélo elemento,
si N ={(1,z2)}, entonces no existen (2, z;)N—tdm, por lo tanto N # {(1,x2)} .

Como N # {(1,z9)}, implica que N = {(2,z1)} o N = {(2,22)}. Si N = {(2,21)}, enton-
ces el vértice (3,21) no es absorbido por N. Por dltimo si (2,x2) € N, entonces no existen
(3, 29) N—tdm, por lo tanto o(a, D) no tiene un NTDM.

Ahora denotemos por V(D) = {y1,y2,43t v F(D) = {(y1,92), (y2,93), (ys, 1)} con colo-
res {1,2,3} respectivamente la digrafica D, H con: V(H) = {x1,20} vy F(H) = {(x1,22)}

con color 4, con raiz xy, Ny = {x2} un NTDM de H, figura 2-11, y D,,, es: V(D,,) =
{ZEI,CC%,Z‘?,ZE%,J?Q,IQ} (ﬁgura’ 2- 12)

Figura 2-11: D y H con un NTDM.
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Figura 2-12: D,,, con un NTDM.

Como H no tiene ciclos monocromaticos y la raiz x; ¢ N, por el teorema 2.2.1 D,,, tiene un
NTDM N = {z}, 23, 23}, por lo tanto los resultados que se obtienen al hacer la suma y los que
se consiguen al hacer el producto raiz entre dos digraficas m — coloreadas son distintos.
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Capitulo 3

Nucleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas en L(D).

En la teoria de digréficas, esxiste una operacion que consiste en asociarle a una digrafica D
una nueva digréafica llamada la digrafica de lineas, donde los vértices de la digrafica de lineas
corresponden a las flechas de D y dos vértices son adyacentes si en D el vértice final de una flecha
es el inicial de la otra. Se han obtenido varios resultados sobre la digrafica de lineas, por ejemplo:
Matus Harminc, en el articulo “Solutions and Kernels of a Directed Graph” [11], demuestra
que el ndmero de nicleos de D es igual al nimero de nicleos en L(D). Hortensia Galeana
Sénchez y Laura Pastrana Ramirez, en el articulo “Kernels in edge coloured line digraph” [8],
demuestran que dada una digréfica D m—coloreada y L(D) su digrafica de lineas m— coloreada
interiormente, el niimero de ntcleos por trayectorias monocromaéticas de D es igual al niimero de
nicleos por trayectorias monocromaticas de L(D). Los resultados de este articulo se presentan
en esta parte de la tesis los cuales nos seran de gran utilidad para el siguiente capitulo.

3.1. Definiciones.

En esta seccion empezaremos definiendo la digrafica de lineas de una digrafica D, después
veremos la coloracién interior de la digrafica de lineas de D m — coloreada.

Definicién 3.1.1. Sea D una digrdfica, definimos como L(D) a la digrdfica de lineas de D
de la siguiente manera:

o V(L(D)) = F(D),

o t = (a,b) € F(L(D)) siy sdlo sia = (x,y) yb=(y,2) con {a,b} C F(D), es decir, el
vértice final de la flecha a es igual al vértice inicial de la flecha b en D.

Veamos un ejemplo. Sea D un digréfica tal que: V(D) = {v,w,z,y,z} y F(D) = {a = (x,y),b =
(y,w),c = (v,y),d = (y,2),e = (z,w)}, ahora por la definicién 3.1.1, la digréfica de lineas de
D, L(D) esta dada por:



En la figura 3-1 damos un ejemplo de una digrafica D y su digréfica de lineas L(D).

e (9 @

D L(D)

Figura 3-1: D y L(D).

Definicién 3.1.2. Sean D wuna digrdfica m — coloreada y L(D) su digrdfica de lineas. La
coloracion interior de L(D) es la coloracién por flechas de esta digrifica que cumple la
siguiente condicion: si h € F(D) tiene color ¢ entonces cualquier flecha de la forma (x,h) €
F(L(D)) tiene color c.

Notemos que L(D) también estd m — coloreada.

Dada la siguiente coloracion para D de la figura 3-1, donde las flechas, a y b tiene color 2, cy e
color 3 y d tiene color 1, de esta forma L(D) esta coloreada de la siguiente manera: las flechas
(a,b) y (c,b) tiene color 2, (a,d) y (¢,d), color 1y (d,e) tiene color 3 (figura 3-2).

1 @\ 3
| \\

oy

€ a— O,

2 2
(ga

D L(D)

Figura 3-2: D 3 — coloreada y L(D) 3 — coloreada interiormente.
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3.2. Nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas
en L(D) coloreada interiormente.

Los siguientes dos lemas nos muestran cémo se relacionan las trayectorias dirigidas mono-
cromaticas de D y las de L(D) coloreada interiormente, cabe mencionar que en esta secciéon
L(D) siempre tendré dicha coloracién.

Lema 3.2.1. Sean D una digrdfica m — coloreada y {xo,z,} C V(D). Si T = (zg,...,T,) €S
una xox, —tdm en D y ag = (x,x0) € F(D) tal que el vértice final de ay es xy, entonces existe
una aga, — tdm en L(D), donde a,, = (Tp_1,%y).

Demostracion. Sea T = (xo, ..., x,) una xox, — tdm en D, denotemos por a; = (z;_1,x;) para
i = {1,...,n}, es decir, a1 = (xg,21),a2 = (T1,%2),...., ¥ @y = (Ty_1,2,). Por la definicién de
L(D), (a,...,a,) es una trayectoria en L(D) y por la eleccién de ag = (z, (), tenemos que
(ag,a1) € F(L(D)), por lo tanto T" = (ay, ..., a,) es una trayectoria en L(D).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7' tiene color ¢, de esta manera a;,; tiene color ¢
para 0 < ¢ < n — 1, por lo que (a;,a;,41) € F(L(D) tiene color ¢ para 0 < i < n — 1, por la
definicién de coloracién interior. Por lo tanto 77 = (ay, ..., a,) es una aga, — tdm en L(D) de
color c. O

Lema 3.2.2. Sean D wuna digrdifica m — coloreada sin ciclos monocromdticos 1y
{ag,a,} C V(L(D)). Si eziste una apa, — tdm en L(D), entonces el vértice final de ag es
distinto al vértice final de a,, y existe una tdm entre el vértice final de ag y el vértice final de
an, en D.

Demostracion. Sea (ag, ..., a,) una tdm de color ¢ en L(D) con a; = (x;,x;41) para 0 < i < n,
es decir, ag = (g, x1),a1 = (1,22), ...y Gpn_1 = (Tp_1,Tpn) ¥ an = (T, Tyy1). Por la definicién
de L(D) (21, ...,xp41) €s un camino en D. Como (a;,a;11) € F(L(D)) tiene color ¢ para todo
0 < i < n—1 por la definicién de coloracién interior a;,; tiene color ¢ con 0 <7 < n —1en
D, por lo tanto (x1, ..., Z,41) €s un camino monocromético de color ¢. Como D no tiene ciclos
monocromaticos tenemos que z; # x; para todo {i,j} € {1,..n + 1}, en particular z; # x,1.
Por lo tanto (z1, ..., Z,41) €8 una x1x,41 — tdm en D de color c. O

La funcién que se define a continuacion, la cual tiene como dominio el conjunto potencia de los
vértices de D, P(V(D)), y contradominio el conjunto potencia de las flechas de D, P(F(D)),
nos permite mandar conjuntos independientes por tdm de D a conjuntos independientes por

tdm en L(D), gracias a que sabemos, por los lemas anteriores, la relacién entre las trayectorias
de D y las de L(D).

Definicién 3.2.1. Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica. f : P(V(D)) — P(F(D)) una
funcion definida como sigue:

Para cada Z CV(D); f(Z) ={(u,z) € F(D) :z € Z}.

El siguiente es un ejemplo a la definicién anterior, primero construiremos una digrafica D:
V(D) = {u,v,w,x,y, 2},

F(D)={a= (u,z),b=(u,2),c=(v,2),d = (x,y),e = (y,2), f = (z,w)}, figura 3-3.
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Figura 3-3: D.

Tal como nos dice la definicién 3.2.1, si tomamos Z = {v,z,y, z} un conjunto de vértices de
D, tenemos que f(Z) = {a,b,c,d, e} es el conjunto de las flechas cuyos vértices finales son los
vértices del conjunto Z.

Lema 3.2.3. Sea D una digrdfica m—coloreada sin ciclos monocromdticos. Si Z C V(D) es in-
dependiente por trayectorias dirigidas monocromdticas en D, entonces
f(Z) CV(L(D)) es independiente por trayectorias dirigidas monocromdticas en L(D).

Demostracion. La demostracién se hard por contradiccién. Sea Z C V(D), tal que Z es inde-
pendiente por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Supongamos que f(Z) C V(L(D)) no es independiente por tdm en L(D), ésto quiere decir que
existe {h,k} C f(Z) tal que tenemos (h,...,k) una hk — tdm en L(D). Por el lema 3.2.2 el
vértice final de h es distinto al vértice final de k en D, ademas existe una tdm entre el vértice
final de h y el vértice final de k. Como {h,k} C f(Z) se tiene que el vértice final de h y el
vértice final de k son elementos de Z, sin embargo ésto no es posible ya que encontramos una
tdm entre dos vértices en Z y por hipétesis Z es independiente por tdm. Por lo tanto f(Z) es
independiente por tdm en L(D). O

El siguiente resultado es el mas importante en este capitulo, ya que si tenemos una digrafica
D tal que tiene uno o varios NTDM, al obtener L(D) tambien tiene NTDM, mds atin ambas
digraficas poseen el mismo nimero de NTDM y lo demostraremos con ayuda de los lemas
anteriores.

Teorema 3.2.1. Sean D una digrdfica m — coloreada sin ciclos monocromdaticos y L(D) su
digrdfica de lineas. El numero de nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas de D es
igual al nimero de nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas de L(D).

Demostracion. Denotamos por K el conjunto de todos los NTDM de D y K* el conjunto de
todos los NTDM de L(D).

Demostraremos que |KC| = |K*|, para lo cual primero veremos dos afirmaciones. La primera
nos dice que si K € K, entonces f(K) € K* y que f restringida a K es inyectiva, con ésto
concluimos que |[K| < [K£*]. En la segunda afirmacién se define una nueva funcién ¢ inyectiva
con la cual dado H C V(L(D)) si H € K*, entonces g(H) € K y concluimos que || > |K*|.
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Afirmacién 1: Si K € K, entonces f(K) € K*.

Sea K € K, si aplicamos la funcién de la definicién 3.2.1 a K C V(D), tenemos por el lema
3.2.3 que f(K) es independiente por tdm en L(D). Falta ver que f(K) es absorbente por tdm
en L(D).

Sea h = (u,v) € V(L(D)) \ f(K), como h ¢ f(K), por la definicién 3.2.1 tenemos que v ¢ K,
yva que K es NTDM de D existe z € K tal que z absorbe a v via una tdm en D, a saber
T = (v,21, ..., Tp_1, 2), por la definicién de L(D), (x,—1,2) € V(L(D)). Asi por el lema 3.2.1
existe una h(x,_1,z) —tdm en L(D). Y por la definicién 3.2.1 (x,_1, 2) € f(K). Por lo tanto,
f(K) es absorbente por tdm y asi f(K) es NTDM de L(D).

Afirmamos que la funciéon f': I — K*, donde f’ es la restriccion de la funcién f de la defi-
nicién 3.2.1 a I, es inyectiva. Sea {K;, Ko} C K tal que K; # K, sin pérdida de generalidad
supongamos que K1 — Ky # ). Tomemos v € V(D) tal que v € K; — K5. Como K3 € K, en par-
ticular K, es absorbente por tdm en D, entonces existe z € K5 tal que z absorbe via una tdm
a v, denotemos por h = (x,_1, 2, = z) la dltima flecha de dicha trayectoria, asi por definicién
de L(D) y de f', existe h € V(L(D)) tal que h € f'(K3). Notemos que como v € K; y K; es
independiente por tdm en D, entonces z ¢ K7 y de esta manera h ¢ f'(Ky)y f'(K;y) # f'(K>),
por lo tanto [’ es una funcién inyectiva.

Afirmacién 2: Definamos una funcién g : P(F(D)) — P(V(D)), tal que dado H C F(D),
g(H)=C(H)UJ(H) donde:

e C(H) = {z € V(D) : existe (z,2) € H}, es decir, C(H) es el conjunto de todos los
vértices finales de las flechas de H.

e J(H)={x € V(D):d,(x) =0y no existe una tdm entre v y los elementos de C'(H)}.
Hay que demostrar que dado H C V(L(D)), si H € K*, entonces g(H) € K.

I. Por demostrar que si H € K*, entonces g(H) es independiente por tdm en D. Sea {u,v} C
g(H), hay que ver que no existe una uv — tdm en D y no existe una vu — tdm en D, por
la definicién de g tenemos los siguientes casos:

Caso 1. {u,v} C C(H). Procedemos por contradiccién. Supongamos que existe

T = (u = zg,21,...,T, = v) una uv — tdm en D, como {u,v} C C(H) entonces u es
vértice final de algin @ € H y de la misma forma v es vértice final de algin b € H.
Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1.1. b = (zp_1,2, = v), por el lema 321 se tiene que existe una

a = (r,zg = u)b = (xy_1,2, = v) — tdm en L(D) m — coloreada interiormente, lo
cual es una contradiccién, ya que {a,b} C H y H es un NTDM de L(D).

Subcaso 1.2. Si b # t = (x,_1,7, = wv), entonces t ¢ H pues si suponemos que

t € H, pasa lo mismo que en el subcaso anterior.

Como t = (x,_1,z, =v) ¢ H'y H es absorbente por tdm, entonces existe d € H tal que
tenemos una td — tdm en L(D), de esta manera como el vértice final de b es v, entonces
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Caso 2.

Caso 3.

Caso 4.

II.

Caso 1.

Caso 2.

por el lema 3.2.1 existe una bd — tdm en L(D) m — coloreada interiormente y es una
contradiccién, pues {b,d} C H y H es un NTDM.

u € J(H)yv e C(H). Por la definicién de g(H) sabemos que no existen tdm entre los
elementos de J(H) y los elementos de C'(H), en particular no existe una uv — tdm en D.

ue C(H)yve J(H). Comowv e J(H) por la definicién de J(H) tenemos que d,(v) = 0,
entonces no hay ninguna trayectoria que llegue a v, en particular no existe una uv — tdm
en D.

u€ J(H)y v € J(H). Por un argumento anélogo al del caso anterior, como v € J(H)
por la definicién de J(H) tenemos que d,(v) = 0, entonces no hay ninguna trayectoria
que llegue a v, en particular no existe una uv — tdm en D.

Por lo tanto por los casos anteriores g(H) es independiente por tdm, ya que para cualquier
{u,v} C g(H) no existen tdm entre ellos.

Demostraremos que g(H) es absorbente por tdm. Sea u € V(D) \ g(H), es decir, u ¢
C(H)UJ(H), asi por la definiciéon de C(H)U J(H), u no es vértice final de alguna flecha
b en H y se cumple alguna de las siguientes condiciones:

dp(u) > 0.

Existe una tdm del vértice u a algin elemento de C(H).

Analicemos dos casos.

Si u no es vértice final de alguna flecha b € H y d,(u) > 0.

Por hipétesis del caso sabemos que existe d € F'(D) tal que u es vértice final de d = (¢, u),
también tenemos que d € V(L(D)) \ H. Como H € K*, en particular H es absorbente
por tdm, entonces existe ¢ € H con ¢ = (y, z) tal que hay una dc — tdm en L(D) y por el
lema 3.2.2 existe una tdm entre el vértice final de d y el vértice final de ¢, es decir, una
uz —tdm en D con u # z, ademds como ¢ = (y,z) € H, entonces z € g(H). Por lo tanto
existe una uz — tdm con z € g(H).

Si u no es vértice final de alguna flecha b € H y existe una tdm del vértice u a algin
elemento de C'(H).

Por hipotesis del caso tenemos que existe una tdm del vértice u a algin elemento de
C(H), es decir, existe una ug(H) — tdm en D.

Por los casos anteriores g(H ) es absorbente por tdm. Por lo tanto g(H) es un NTDM de D.

Afirmamos que la funcién ¢’ : £* — K, donde ¢’ es la restriccién de g en K* es inyec-
tiva. Sea {K7, Ko} C K* tal que Ky # K3, supongamos sin pérdida de generalidad que
K; — K5 # (), tomemos h € V(L(D)) tal que h € K1 — Ky con h € F(D) y u el vértice
final de h, asi h € K3, entonces por definicién de g, u € ¢'(K;). Como Ky es NTDM de
L(D), en particular es absorbente por tdm y ademés h ¢ K3, entonces existe k € Ky tal
que k absorbe a h via una tdm en L(D). Sea z el vértice final de k, asi z € ¢/(K3) y por
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el lema 3.2.2 existe una tdm entre el vértice final de h y el vértice final de k, es decir,
una uz —tdm en D con u # z pues D no tiene ciclos monocromaticos, de esta forma por
lo demostrado anteriormente y la definiciéon de NTDM tenemos que como u € ¢'(K),
entonces z ¢ ¢'(Ks), asi z € ¢'(Ks) — g(K1) vy ¢ (K1) # ¢'(K32), luego ¢’ es inyectiva.

Por lo demostrado anteriormente tenemos que [’y ¢ son inyectivas, por lo tanto |N| =

N
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Capitulo 4

Nucleos por trayectorias dirigidas

monocromaticas en la digrafica
MSL(D).

En este capitulo construiremos la super digrafica de lineas m — coloreada interiormente de
subconjuntos monocromaticos, que denotaremos como M SL(D). Mencionaremos algunas pro-
piedades que posee M SL(D) y con ayuda de los resultados del capitulo 4 daremos condiciones
para que dada una digréfica D m — coloreada, M SL(D) tenga NTDM. La idea para la cons-
truccion de esta digréfica surgié a partir de la grafica construida por K. S. Bagga, L. W. Beineke
y V. N. Varma en 1994 en [1] a la cual llamaron super grafica de lineas y la definieron de la
siguiente manera:

La super grafica de lineas de indice r, denotada por G,, es definida para cualquier grafica
G con al menos r aristas, los vértices son conjuntos de r aristas de G y dos vértices A y B son
adyacentes en G, si y solo si existen a € Ay b € B tales que a y b son adyacentes como aristas
en G.

Daremos un ejemplo de esta grafica. Sea G tal que, V(G) = {w,z,y,z} v A(G) = {(z,y) =
a,(y,z) =b,(z,w) = ¢, (w,x) = d} y construimos a G5 de la siguiente manera:

V(G2) = {{a,b},{a,c} {a,d} {b,c}, {b,d} {c,d}}, A(Ga) = {({a,b},{b,c}), ({a,b},{b,d}),
({a,0},{b,c}), ({a,b},{a,c}), ({a,b},{c,d}), ({a,c},{b,c}), ({a,c},{b,d}), ({a c} {c,d}),
({a,d}, {a,b}), ({a,d},{a,c}), ({b;c} {a,d}), ({b,c},{b,d}), ({b,c},{c.d}), ({b,d},{c d}),
({c,d},{a,d})}, ver figura 4-1.

En 1996 Biao Zhao y Xueliang Li en el articulo [18] y en el 2007 D. Ferrero en [5] trabajan la
super digrafica de lineas con la siguiente definiciéon: Dada una digrafica D = (V(D), F(D)) y
un entero positivo k, la super digrafica de lineas de indice k de D es la digrafica Si(D)
la cual tiene por vértices todos los subconjuntos de k elementos de F'(D) y (A,T) € F(Sk(D))
si y sblo si existen a € Ay b€ T tal que a = (u,v) y b = (v,w), Ferrero en su trabajo obtiene
algunas propiedades de dicha digrafica. Por su parte, Biao Zhao y Xueliang Li trabajan con
nicleos, seminticleos y cuasintucleos.
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Mostraremos un ejemplo de la super digrafica de lineas definida anteriormente. Sea D una
digrafica tal que: V(D) = {z,y,z2} v F(D) = {a = (x,y),b = (y,2),c = (z,2)}, dada esta
digrafica construyamos su super digrafica de lineas denotada por Sy(D) como sigue:

V(S2(D)) = {{a,b},{a,c}, {b.c}} y F(S2(D)) = {({a, b}, {b. c}), {a,b}{a,c}), ({a, c},{a,b}),
({a,c}, {b,c}), ({b,c},{a,b}), ({b,c},{a,c})} ver figura 4-2.

d
O—0
d b
C
G

Figura 4-1: Ejemplo de G y Gs.

D S,(D)

Figura 4-2: Ejemplo de D y So(D).
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4.1. Digrafica MSL(D).

La siguiente definicién nos ayudard para construir més facilmente la digrafica M SL(D).

Definiciéon 4.1.1. Sea D = (V(D),F(D)) wuna digrifica m — coloreada, definimos
AL ={AC FD): |Al =iycla) =j para cada a € A}, un elemento en A% lo denota-
mos por {ay,as, ...,a;}. Observemos que son subconjuntos monocromdticos de flechas de D de
cardinalidad 1.

En la figura 4-3 mostraremos como se forman los conjuntos antes definidos. Sea D una digrafica
4-coloreada tal que:

V(D) ={u,v,w,z,y, 2},

F<D) = {a = (yau)ab = (Z,U),C = (U’U)>d = (y,z),e = (U,Z),f = (Z,’LU),g = (w>v)>h =
(x,w)} y con colores 1,2,3, y 4.

Figura 4-3: D, 4 — coloreada.

De acuerdo con la digrafica tenemos que las flechas a y g tienen color 1, las flechas e y f tienen
color 2, ¢, d 'y h color 4 y la flecha b color 3, ahora construyamos los conjuntos A7 de la definicién
4.1.1:

= Ap = {{a}, {g}} v Al = {{a, g}}.

= Ay ={{e}, {f1} vy A3 = {{e. 1}

= A = {{0}}.

= Ay = {{c} {d}. {n}}, AT = {{e.d} {c, h} {d n}}y y Af = {{e.d b}
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Definicién 4.1.2. Sean D = (V(D), F(D)) una digrdfica m — coloreada, donde F(D) =
{ay,...as} y k € N\ {0}, definimos la super digrdfica de lineas de subconjuntos mono-
cromdticos de D con a lo mds k elementos, denotada por MSL(D), de la siguiente
manera:

-----

U Ak

2. Sean{a,,...,aq} € A y{ap, ...,a;} € AL ({ay, ..., a0}, {ap, ...,a,}) € F(MSL(D)) si y sdlo
si existen ay € {Qr, ..., Gy, ..., Qg } Y Qy € {ap, ..y Gy, ..y ar } tal que a, = (2,y) ¥y ay, = (y, 2),
es decir, el vértice final de a, es igual al vértice inicial de a, en D.
Para facilitar la notacion {ay, ..., Gy, ...;agt = {..., @, ..} y{@p, .o, Qpy ooy} = {0 Ay, .},
es decir, solo escribiremos los elementos que nos dan la adyacencia entre los vértices de

MSL(D).

Definicién 4.1.3. La coloracion interior de MSL(D) es la coloracion por flechas de esta
digrdfica definida como sigue: sea h € F(D) con color ¢, entonces toda flecha de MSL(D) de
la forma ({a;,...,a,},{....h,...}), tiene color c.

Note que la coloracién interior de M SL(D) esté bien definida porque {..., h, ...} es un conjunto
monocromatico de flechas.

El siguiente ejemplo nos muestra como se construye la super digrafica de lineas de subconjuntos
monocromaticos de un digréfica dada. Sean D una digréfica 2 — coloreada tal que, V(D) =
{w,z,y,2} y F(D) = {a = (w,z),b = (x,y),c = (y,2),d = (z,w)}, donde la flecha a tiene
color 1, los elementos del conjunto {d, c,d} C F (D) tienen color 2 y k = 3 asi obtengamos los
conjuntos de la definicion 4.1.1.

- A} = {{a}).

- A% = {{b}7 {C}a {d}}7 A% = {{bv C}7 {b7 d}v {C> d}} y A% = {{b> ¢ d}}
De esta manera M SL(D) es la digrafica:

V(MSL(D)) = {{a}, {b}, {c}, {d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}, {b, ¢, d} }.

F(MLS(D)) = {({a},{b}), ({a},{b,c}), ({a}, {b,d}), ({a},{b,c,d}), ({0}, {c}), ({b},{b,c}),
({6}, {c.d}), ({6}, {bc.d}), ({c}.{d}), ({c},{b.d}), ({c},{c.d}), ({c},{b,c.d}), ({d},{a}),
({b’ C}’ {C})7 ({b7 C}’ {d})7 ({b7 C}7 {b7 d})’ ({b7 c}’ {C7 d})’ ({b’ C}7 {b7 c’ d})’ ({b7 d}’ {a})7
({b,d}.{c}), ({b,d},{b,c}), ({b,d},{c,d}), ({b,d},{b,c,d}), ({e,d} fa}), ({c,d} {d}),
({e;d}, {b,c}), ({e,d},{b,d}), ({¢,d},{b, e, d}), ({b, ¢, d},{a}), ({b,c,d},{c}), ({b,¢ d},{d}),
({b, ¢, d}, {b,d}), ({b, ¢, d}, {c, d})}.

Dado que D esta 2 — coloreada, M SL(D) también esta 2 — coloreada interiormente, tenemos
que las flechas que conforman la vecindad interior de a tienen color 1 y el resto de las flechas
tienen color 2 en D.

La figura 4-4 representa la digrafica D y la 4-5 la digrafica M SL(D).
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Proposicién 4.1.1. Sean D = (V(D), F(D)) una digrdfica m — coloreada, k € N\ {0} y
MSL(D) su super digrdfica de lineas coloreada interiormente de subconjuntos monocromdticos
con a lo mas k elementos. Si L(D) es la digrdfica de lineas coloreada interiormente de D,
entonces L(D) es isomorfa a una subdigrdfica inducida de M SL(D).

Demostracion. Note que para a € V(L(D)) de color j € {1,...,m}, se tiene que {a = (u,v)} €
A y por la definicién de V(M LS(D)), {a} € V(MLS(D)).
Por otro lado, sea h = (a,b) € F(L(D)) con {a,b} C V(L(D)), por lo anterior tenemos
que {{a},{b}} € V(MSL(D)); como el vértice final de {a} es igual al vértice inicial de {b},
tenemos que ({a},{b}) € F(MSL(D)). Consideremos D’ la subdigréfica de M SL(D) inducida
por {{a} : a € F(D)}. Notemos que por lo anterior f : V(L(D)) — V(D’) dada por f(a) = {a}
es un isomorfismo que preserva adyacencias. Por lo observado anteriormente L(D) = D'.

[

Lema 4.1.1. Sean D = (V(D), F(D)) una digrdfica m — coloreada, k € N\ {0} y {zo,z,} C
V(D). Si T = (xo,...,z,) €s una tdm en D y ag = (x,29) € F(D) cuyo vértice final es xg,
entonces existe una {...,ag, ... {..., an, ...}-tdm en MSL(D) con la coloracion interior, tal que
ap = (xnfbajn)-

Demostracion. Por la proposicién 4.1.1 tenemos que L(D) es isomorfa a una subdigrafica indu-
cida de M SL(D), por hipétesis, por el lema 3.2.1 y por la definicién del isomorfismo entre L(D)
y la subdigrafica inducida de MSL(D), existe una ({a1},...,{a,—1}) tdm con a; = (x;_1,x;),
i € {1,...,n—1}, supongamos que tiene color j; esto implica que {{a;},...,{a,_1}} C A;. Por la
definicién de M SL(D) para todo {...,aq,...} € AL con 1 <i < k existe la ({...,ag,...},{a1}) €
F(MSLD), ya que ag = (z,z9) y a1 = (xo,21), es decir, el vértice final de ag es igual al
vértice final de ay. De igual forma, para todo {...,a,,..} € A;'- con 1 < 1 < k existe la
{an-1},{ -, an,...}) € F(MSLD), ya que a,_1 = (¥y_2,Zn_1) ¥ @y = (Ty_1,T,). Por lo tanto,
({...,a0, ...}, {ar }, {az}, ... {an—2}, {an-1}, {...,an, ...}) es una trayectoria en MSL(D).

Como {a, } tiene color j, entonces ({..., ag,...},{a1}) € F(MSL(D)) también tiene color j, de la
misma manera tenemos por hipétesis que {..., an, ...} € A}, de este modo ({an—1},{.-, an,-.}) €
F(MSL(D)) tiene color j. Por lo tanto ({...,aq,...},{a1},...,{an-1},{.--;an,...}) es una
{-.;a0, ... }{...,an, ...} —tdm de color j en MSL(D). O

Lema 4.1.2. Sean D = (V(D), F(D)) una digrdfica m — coloreada sin ciclos monocromdticos,
ke N\ {0} y {{....a0, . }{--.,an, ..}} S V(MSL(D)), tal que {...,a0, ...} € A5 y {...,an, ...} €
As con {i,s} C {1,...k}, {4,1} C {1,....,m}. Si existe una {...,ao,...}{...,an,...} —tdm en
MSL(D), entonces el vértice final de ay es distinto del vértice final de a, y existe en D una
tdm entre el vértice final de ag y el vértice final de a,,.

Demostracion. Sea T = ({...,a0,...},{--va1, ...}, oy {yan_1, ...}, {.., apn,...}) una tdm en
MSL(D), donde a; = (x;,x;41) con i € {0,....,n}, es decir, ag = (xo,21), a1 = (x1,21), ...,
an1 = (Tp_1,%n) Y @y = (Tp, Tpy1). Por la definicién de L(D) y de MSL(D), (ag, ay, ..., ay,) es
un camino monocromético en L(D) y por la proposicién 1.2.3 contiene una aga,, — tdm. Por
lo tanto, por la proposicion 4.1.1, como D no tiene ciclos monocromaticos y por el lema 3.2.2,
Ty # Tpy1 ¥y existe una (zo, ..., Tpy1) tdm en D.

O
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Definicién 4.1.4. Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica m — coloreada, denotamos por P(V)
al congunto potencia de V(D) y por P(V(MSL(D))) al conjunto potencia de V(MSL(D)).
Definimos la funcion f : P(V(D)) — P(V(MSL(D))) de la siguiente manera:

Para cada Z C V(D), f(Z) = {b = {a1,...,a.} € V(MSL(D)) : para todo a; = (v,x;) € b,
x; € Z,i € {1,...,r}}, es decir, los conjuntos de flechas monocromdticas que inciden en algin
vértice de Z.

Veamos un ejemplo de la definicién. Sean D tal que, V(D) = {v,w,z,y, 2z}, F(D) = {(w,y) =
e, (v,y) = a,(x,y) = b,(y,2) = ¢, (z,w) = d}, k = 2, figura 4-6 y MSL(D) se observa en la
figura 4-7.

Tomemos Z = {y, z}, de acuerdo con la definicién 4.1.4, f(Z) = {{a},{e},{a,e},{b},{c}},
notemos que los elementos de f(Z) son vértices de MSL(D).

Figura 4-6: D.

Figura 4-7: MSL(D).
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Lema 4.1.3. Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica m — coloreada sin ciclos monocromdticos.
Si Z C V(D) es independiente por tdm en D entonces f(Z) es independiente por tdm en
MSL(D) coloreada interiormente.

Demostracion. La demostracién la haremos por contradiccién. Supongamos que f(Z) no es
independiente por tdm, sea {{...,a; = (v, x),...},{..., b = (w,y),...}} C f(Z), con {z,y} C Z,
tal que existe una {...,a;,...}{...,bp, ...} —tdm en MSL(D), por la definicién de M SL(D) y por
el lema 4.1.2 existe en D una tdm entre el vértice final de a; y el vértice final de by, es decir, una
xy — tdm, lo cual es una contradiccién, ya que {z,y} C Z y por hipétesis Z es independiente
por tdm en D. O

Teorema 4.1.1. Sean D una digrdfica m — coloreada sin ciclos monocromdticos, k € N\ {0} y
MSL(D) su super digrdfica de lineas de subconjuntos monocromdticos con a lo mds k elementos.
El nimero de nicleos por trayectorias dirigidas monocromadticas de D es igual al nimero de
nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas de M SL(D) coloreada interiormente.

Demostracion. Denotamos por N el conjunto de todos los NTDM de D y N* el conjunto de
todos los NTDM de M SL(D).

Demostraremos que |[N| = [N*|; primero veremos dos afirmaciones, la primera nos dice que si

N € N, entonces f(N) € N* y que [ restringida a A es inyectiva, con ésto concluimos que
VT <IN

En la segunda afirmacion se define una nueva funcién ¢ inyectiva con la cual dado H C
V(MSL(D)) si H € N*, entonces g(H) € Ny concluimos que |N| > |N*|.

Afirmacién 1: Si N € N, entonces f(N) € N*.

Sea N € N, si aplicamos la funcién de la definicién 4.1.4 a N C V(D), tenemos que por el lema
4.1.3 f(N) es independiente por tdm en MSL(D). Falta ver que f(IN) es absorbente por tdm.

Sea {...,d;,...} e V(MSL(D))\ f(N) tal que d; = (u,v) € F(D)y v ¢ N. Como N es NTDM
de D existe z € N tal que z absorbe a v via una tdm, es decir, existe una vz — tdm en
D, a saber T = (v, 21, ..., Tp_1, 2), tomemos (z,_1,z) € F(T), por la definicién de MSL(D),
{(xn-1,2)} € V(MSL(D)), por el lema 4.1.1 para cualquier flecha de D que tenga a v como
vértice final, en particular d; = (u,v) existe una {...,d;, ...} {(x,_1,2)} — tdm en M SL(D) colo-
reada interiormente y por la definicién 4.1.4 {(z,-1,2)} € f(N), por lo que f(NN) es absorbente
por tdm. Por lo tanto, f(N) es un NTDM de MSL(D).

Afirmamos que la funcién f : N' — N*, donde f’ es la restriccion de la funcién f de la defini-
cién 4.1.4 a N es inyectiva. Sea { Ny, No} C N tal que Ny # N,, supongamos que Ny — Ny # ),
tomamos v € V(D), tal que v € N; — Ny. Como N, es absorbente por tdm en D, entonces
existe z € Ny, tal que existe una vz — tdm, denotemos por h = (x,_1,x, = 2) la ultima flecha
de dicha trayectoria, por definicién de M SL(D) y de f existe {at, ..., h,...,as} € V(MSL(D))
tal que {ay, ..., h,...,as} € f'(N3). Notemos que como v € Ny y Nj es independiente por tdm y
existe una vz — tdm en D, implica que z ¢ N; y de esta manera {ay, ..., h,...,as} ¢ f'(N7), por
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lo que f'(Ny) # f'(Ny), por lo tanto f’ es inyectiva.

Afirmacién 2: Definamos una funcién g : P(V(MSL(D))) — P(V(D)), tal que dado
HCV(MSL(D)), g(H) = R(H) U J(H) donde:
Para {ai, ...,as} € H tal que {ay,...,as} € V(MSL(D)), tenemos que:

e R(H) = {z; € V(D) : para toda a; € {ay,...,as},a; = (u,z;) con 1 < i < s}, es decir,
es el conjunto de los vértices finales de todas las flechas del subconjunto {ai,...,as} €

V(MSL(D)), en D.
o J(H)={veV(D):ép(v) =0y no existe una tdm entre v y los elementos de R(H)}.

Hay que demostrar que dado H C V(MSL(D)). Si H € N*, entonces g(H) € N.

I. Por demostrar que si H € N*, entonces g(H) es independiente por tdm en D.
Sea {u,v} C g(H), hay que ver que no existe una uv — tdm, ni una vu — tdm en D, por
la definicién de g(H), tenemos los siguientes casos:

Caso 1. {u,v} C  R(H). Procedemos por contradiccién. Supongamos que existe
T = (u = zg,21,...,x, = v) una tdm en D, como {u,v} C R(H), u es vértice final
de algin a; con a; € {ay,...,a;,...,as} tal que {ay,...,a;,...,as} € H y de la misma forma
v es vértice final de algtin b; tal que b; € {by,...,b;,....,b;} con {by,....,b;,....b;} € H, de-
notaremos los vértices anteriores de la siguiente manera: {as, ..., a;,...,as} = {...,a;, ...} y
{b1, ..., biy ..., b} = {..., b;, ...}. Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1.1. Si b; = (zp_1,2, = wv) € F(T) por el lema 4.1.1 se tiene que existe una:
{..a; = (z,29 = ), ...}y, {yby = (X1, @, = 0),...}) — tdm en MSL(D), es de-
cir, una tdm entre {...,a;,...} y {...,b;,...} en MSL(D), lo cual es una contradiccién, ya

que {{...,a;,..},{-.,b;,..}} CHy H es un NTDM de MSL(D).

Subcaso 1.2. Si b; # (vy_1,2, = v), entonces {..., (z,_1,2, = v),...} ¢ H pues si suponemos que
{...,(xp_1,2, =), ...} € H, pasa lo mismo que en el subcaso anterior.

Como {..., (zp-1,2, =v),...} € Hy H es absorbente por tdm, entonces existe {...,d;, ...} €
H tal que {...,d;, ...} absorbe a {..., (zp_1, 2, = v), ...} via una tdm en M.SL(D) coloreada
interiormente, de esta manera como en {...,b;, ...} el vértice final de b; es v, entonces por
el lema 4.1.1 existe una {...,b;,...}{...,d;, ...} —tdm en MSL(D) coloreada interiormente
y esto es una contradiccién pues {{...,b;, ...}, {....,d;, ...} } C H y H es un NTDM.

Caso 2. w € J(H) y v € R(H). Por la definicién de g(H) sabemos que no existen tdm entre los
elementos de J(H) y los elementos de R(H), en particular no existe una uv — tdm en D.

Caso 3. u€ R(H) yv € J(H). Como v € J(H) por la definicién de J(H) tenemos que 0, (v) = 0,
entonces no hay ninguna trayectoria que llegue a v, en particular no existe una uv — tdm
en D.

Caso 4. u € J(H) y v € J(H). Por un argumento anélogo al del caso anterior, como v € J(H)
por la definicién de J(H) tenemos que d,(v) = 0, entonces no hay ninguna trayectoria
que llegue a v, en particular no existe una uv — tdm en D.
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II.

Caso 1.

Caso 2.

Por lo tanto por los casos anteriores g(H) es independiente por tdm, ya que para cualquier
{u,v} C g(H) no existen tdm entre ellos.

Se demostrard que g(H) es absorbente por tdm. Sea u € V(D) \ g(H), es decir, u ¢
R(H)U J(H), asi por la definicién de R(H)U J(H), u no es vértice final de alguna flecha
b; con b; € {b,bs,...,b;, ...} y se cumple alguna de las siguientes condiciones:

dp(u) > 0.

Existe una tdm del vértice u a algtin elemento de R(H). Analicemos dos casos.

U no es vértice final de alguna flecha b;, tal que
b; € {br,bs, ..., b;, ...}, con {b,, bs, ..., b;, ...} € Hy dp(u) > 0.

Por hipétesis del caso sabemos que existe d; € F (D) tal que u es vértice final de d; = (¢, u),
también tenemos que {...,d;,...} € V(MSL(D))\ H, como H € N* y por el lema 4.1.1
L(D) es isomorfa a una subdigrafica inducida de M SL(D), entonces existe {¢;} € H con
{¢;} = (y, 2) tal que hay una {...,d;,...}{¢;} — tdm en MSL(D) coloreada interiormente
y por el lema 4.1.2 existe una tdm entre el vértice final de d; y el vértice final de ¢;, es
decir, una uz — tdm en D con u # z, ademds como {¢; = (y,z)} € H, entonces z € g(H).
Por lo tanto existe una uz — tdm con z € g(H).

U no es vértice final de alguna flecha b;, tal que
b; € {by,bs,....b;,...}, con {b,,bs,....;b;,...} € H y existe una tdm del vértice u a algin
elemento de R(H).

Por hipotesis del caso tenemos que existe una tdm del vértice u a algin elemento de
R(H), es decir, existe una ug(H) — tdm en D.

Por los casos anteriores g(H ) es absorbente por tdm. Por lo tanto g(H) es un NTDM de D.

Afirmamos que la funcién ¢ : N* — N, donde ¢’ es la restriccién de g en N* C
V(MSL(D)) es inyectiva. Sea { N1, No} C N* tal que N7 # N, supongamos que Ny \ Ny #
(). Tomemos {..., h;,...} € V(MSL(D) tal que {...,h;,...} € Ny \ Ny con h; € F(D) y u
el vértice final de h;, entonces por definicién de g, u € ¢'(N;). Vamos a demostrar que
u ¢ ¢'(N3), como Ny es un NTDM de MSL(D), en particular es absorbente por tdm
y ademds {...,h;,...} ¢ N, entonces existe {...,k;,...} € Ny tal que {...,k;,...} absorbe
a {...,h;,...} via una tdm, es decir, existe una {..., h;,...}{..., ki, ...} —tdm en MSL(D)
coloreada interiormente.

Sea z el vértice final de k; € F(D), asi z € ¢'(IN2) y por el lema 4.1.2 existe una tdm entre
el vértice final de {..., h;,...} y el vértice final de {..., k;, ...}, es decir, una uz — tdm en
D con u # z pues D no tiene ciclos monocrométicos, como ¢'(Ns) es independiente por
tdm, tenemos que u ¢ ¢'(N2), u € ¢'(N1) — g(N2) y ¢'(N1) # ¢'(N2), luego ¢’ es inyectiva.
Por lo tanto como [’y ¢’ son inyectivas, entonces |N| = |N*|.

43



Asi como definimos la coloracién interior de M SL(D), también podemos definir la coloracién
exterior de M SL(D) que es la coloracion por flechas definida como sigue: sea h € F(D) con
color ¢, entonces toda flecha de M SL(D) de la forma ({a,, ..., h,...,a,},{a1, ..., as}) tiene color
c.

Dada la definicién de coloracion exterior surge la pregunta, ;qué pasa si en las hipdtesis del
teorema 4.1.1 consideramos a M SL(D) coloreada exteriormente?. El enunciado no siempre se
cumple, ya que existen digraficas sin ciclos monocromaticos con NTDM para las cuales al cons-
truir M SL(D) coloreada exteriormente, la digrafica no posee un NTDM.

Presentaremos un ejemplo de una digrafica que le sucede lo dicho anteriormente. Sea D una
digrafica 3 — coloreada tal que V(D) = {u,v,w,z,y,2} y F(D) = {(u,v) = a,(v,w) =
b, (w,z) = ¢, (y,z) = d,(z,y) = e,(v,2) = f,(z,u) = g}, la coloracién de la digréfica la
podemos ver en la figura 4-8. Ahora, sea k = 2, definimos M SL(D) con la coloracién exterior:

V(MSL(D)) = {{a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {/}, {9}, {b,c}, {b,d}, {b, e}, {c,d}, {c, e}, {d, e} },
F(MSL(D)) = {({a},{b}), ({a},{f}), (a},{b,c}), ({a},{b,d}), ({a},{b,e}), ({0}, {c}),
({6}, {b,c}), ({b},{c,e}), ({b}.{e,d}), (e} {d}), ({e},{b,d}), ({e},{e,d}), ({e},{d,e}),
{1 Aed), (i Agd), ({Fhibed), () deed), ({hAde}), (g} {a}), ({bc} {c}),
({b.cr {c.e}), ({b;e} {e.d}), ({b,d} {c}), ({b,d}, {c,e}), ({b,d},{c.d}), ({b,d},{b,c}),
({b;e}{ch),  ({be}{d}), ({b,e},{b,c}), ({b,e},{e.d}), ({be},{ce}), ({be}, {b,d}),
({b;e}{d,e}), ({e.e} {d}), ({e.e} {b,d}), ({e.e}{ed}), ({ce}{d,e}), ({d;e},{d}),
({d,e},{c,d}), ({d,e},{b,d})}. La figura 4-9 observamos a M SL(D).

Afirmamos que N = {u,z} es un NTDM de D, notemos que de los vértices v, w,y y z existe una
tdm de color 4 hacia z € N, por lo que N es absorbente por tdm. Dado que 6 (z) = 0 tenemos
que no existen trayectorias que tengan como vértice inicial a x, de esta manera no existe una
tdm de z a u. Tampoco existe una ux —tdm, ya que 6 (u) = 1, (u,v) € F(D) tiene color 1y to-
das las flechas que tienen como vértice final x son de color 4, por lo tanto N es un NTDM de D.

Ahora veamos que M SL(D) no tiene NTDM. Supongamos que si, sea N* C V(MSL(D)) tal
que N* es un NTDM de MSL(D).

Notemos que 67 ({c}) = 07({d}) = d"({¢,d}) = 0 con {{c},{d},{c,d}} C V(MSL(D)),
por lo que no existen trayectorias que tengan como vértice inicial alguno de los vértices
que mencionamos, por lo que {{c},{d},{c,d}} € N*, por definicion de MSL(D) tenemos
que {({0}, {c}), ({e}, {d}), ({b, c}, {c}), ({b, d}, {c}), ({b, e}, {c}), ({c,e},{d}), ({d, e}, {d})} C
F(MSL(D), entonces {{b}, {e},{b,c}, {b,d},{b,e},{c,e},{d,e}} € V(MSL(D)) estdn absor-
bidos por N*, sin embargo faltan arreglar los vértices {{a},{f},{g}}. Notemos que los vértices
{{a},{f},{g}} inducen una subdigrafica completa, por lo que {{a},{f},{g}} N N* =1, pero
los vértices {{a},{f},{g}} nos inducen un tridngulo dirigido heterocromatico, por lo tanto
MSL(D) no tiene NTDM.

44



Figura 4-9: M SL(D), coloreada exteriormente.

En el teorema 4.1.1 la hipodtesis de que D no contiene ciclos monocromaticos es necesaria, ya

que encontramos una digrafica D la cual tiene un inico NTDM y el nimero de NTDM de
MSL(D) es mayor.

Sea D una digréfica 3 — coloreada con colores 1,2 y 3 tal que, V(D) = {v,w,z,y,z} y F(D) =
{(v,w) =a, (w,x) =0b, (y,w) = ¢, (z,y) =d,(y,z) =e,(z,y) = f}. Donde a y b tienen color 2,

45



c,ey f color 1y d color 3.

Sea k=3, MSL(D) es:

V(MSL(D)) = {{a}, {b}, {c}.{d}, {e} . {f} . {a, b} . {c,e} . {c, [} . {e, [}. {c,e, f}}.

F(MSL(D)) = {({a},{b}), ({a},{a,b}), ({b},{d}), ({d},{c}), ({d},{e}), ({d} {c,e}),
({d}{c, /1), {d} {e f}), {d}{c e, 1), {ed A1), ek, {e, f1), (Hed {e, f1), (et {e,e 1),
{fHAch), {fhAed), A Aeed), (e fD), {fhAe /), {1 {ee /1), (e e} {b}),
{ee A1), (eetA{a b)), (e el fe, 1), (e el fe 1), ({eed{ce f}), (e f1.{b}),
(e, f1Ach), (e f1Aed), (e f1Aa,0}), (e fh{ee}), (e fhAe 1), (e fhice f),
({e, f1.{c}), (e fh{ed), (e, /1A, (e fhAce}), (e fh{e 1), (e fh{ce f}),
({c.e, /3.4b}), (e e, f1{a, b}), ({e,e, f1{ch), ({e e, f1{e}d), ({e.e, f1 A1), (Heses f1{e,e}),
({ee, /1A f1), (ee f1{e, fH}

Debido a la coloracion interior, podemos afirmar que los colores de las flechas que llegan a los
vértices {b} y {a, b} tienen color 2, a {d} son color 3 y a los demds vértices son color 1. Figuras
410 y 4-11.

Notemos que la digréfica D tiene un tinico NTDM, N = {z, z}, es independiente ya que no
existen tdm entre sus elementos, ademas es absorbente ya que el vértice x absorbe via una
trayectoria de color 2 a {v,w} y z absorbe a y ya que (y, z) € F(D).

Ahora veamos que NN es Unico, supongamos que hay otro NTDM distinto de N y lo denotaremos
por N’ si z € Ny x ¢ N’ nos quiere decir que y € N’ ya que es el tinico vértice que absorbe
a x via una tdm, pero (x,y) € F(D).

Six € N'yz¢ N’ entonces y ¢ N'y w ¢ N’ pues {(z,y), (w,z)} C F(D), entonces el vértice
z no es absorbido por ningun vértice.

Six ¢ N'y z¢& N, entonces y es el unico vértice que absorbe a z, entonces y € N’, faltan
arreglar a los vértices {v, w}, perow ¢ N’ pues (y,w) € F(D), de esta manera w no es absorbido
por N’ ya que el unico vértice que lo absorbe via una tdm es z y « ¢ N'.

Por lo dicho anteriormente, N es el inico NTDM de D.

Sin embargo MSL(D) tiene mas de un NTDM: N; = {{b},{e}}, es independiente por tdm
pues no existen tdm entre estos vértices y también es absorbente por tdm ya que {({a}, {b}),
({c}{b}), ({a, 0}, {0}), ({c, e}, {0}), ({e, [}, {b}), ({ere, 1, {0})} € F(MSL(D)) y {({f}, {e}),
({d},{e}), ({e, f}.{e})} € F(MSL(D), Ny = {{b},{f}}, es independiente por tdm, ya que
no existen tdm entre los vértices de Ny y es absorbente por tdm, pues como también el vértice
{b} € N, tenemos las mismas adyacencias que ya mencionamos anteriormente. Falta absorber
por tdm al conjunto de vértices {{e}, {d}, {e, f}} pero tenemos que {({e}, {f}), {e, f}.{f})} C
F(MSL(D), la trayectoria monocromética T = ({d}, {e},{f}) en MSL(D) y N3 = {{b},
{e, f}}, observemos que es independiente por tdm, por un argumento andlogo a los ante-
riores, solo falta ver que {{d},{e},{f}} son absorbidos por N3, notemos que {({e},{e, f}),
{f}.{e,;fH} € FIMSL(D) y T" = ({d},{e},{e, f}) monocromatica en MSL(D), de esta
manera Ny, No, N3 son NTDM de MSL(D), por lo tanto el nimero de NTDM de D es menor
al nimero de NTDM de M SL(D).
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Capitulo 5

H — nucleos por H — trayectorias.

En este capitulo trabajaremos con el concepto de H — nicleo por H-trayectorias, el cual es
introducido por Delgado Escalante y Galeana Sanchez en el articulo “Restricted domination in
arc-colored digraphs” [3]. Recopilaremos algunos de los resultados obtenidos por Pietra Delgado
Escalante, Hortensia Galeana Sanchez y Laura Pastrana Ramirez en el articulo “Independet
restricted domination and the line digraph” [4], los cuales nos serviran para demostrar que:
El nimero de H — nicleos por H-trayectorias de una digrdfica D m — coloreada es igual al
numero de H — nicleos por H-trayectorias de su super digrdfica de lineas de subconjuntos
monocromdticos MSL(D) coloreada interiormente. Cabe mencionar que a lo largo de este
capitulo si permitiremos que algunas digréaficas tengan lazos.

5.1. Definiciones.

En esta seccion presentamos las definiciones necesarias para los resultados de este capitulo.

Definicién 5.1.1. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos y D otra digrdfica, diremos
que D esta H — coloreada si los elementos de F(D) estan coloreados con las etiquetas de los
vértices de H.

Consideremos D una digrafica coloreada por flechas, para toda (u,v) € F(D) denotaremos por
c(u,v) el color que tiene la flecha (u,v) en D.

Dada una trayectoria T = (vg,v1, V2, ..., Un_1,0,) en D, T es una vyv, — H-trayectoria si
(c(vim1,v;), c(vi,vi41)) € F(H) paratodai € {1,...,n—1}. Es decir, (¢(v, v1), c(v1,v2), c(ve, v3),
eery ¢(Up—1,vy,)) €s un camino en H.

Un camino W en D es llamado un camino del tipo A si con a lo mas una excepcién toda
trayectoria de longitud dos en W es una H-trayectoria en D.
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La demostracion del siguiente lema la usaremos para resultados posteriores.

Lema 5.1.1. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos y D una digrafica H — coloreada.
Todo H-camino cerrado en D, contiene un camino cerrado del tipo A.

Demostracion. Sea C = (xg,x1, ..., Tn, Tg) un H-camino cerrado.
Caso 1: C repite so6lo el primero y el dltimo vértice. Por la definicién de camino de tipo A, C
es un camino cerrado del tipo A.

Caso 2: C repite dos o mas vértices. Sin pérdida de generalidad supongamos que z; = x; con
i # 4,1 < j,{i,7} C {1,....,n}, por lo que a C lo podemos expresar de la siguiente forma,
C = (%0, X1, ooy Ti1, Tiy Tig 1y ooy Tj = Tiy Tjt1, ..., Tpp). Consideremos C' = (x4, Tit1, ..., Tj_1, 2 =
x;), como C estd H-coloreado, tenemos que (¢(xy, 411), ¢(Tiy1, Ti2)) € F(H) con t € {i,i +
1,....,5 — 3,7 — 2}. Por lo tanto, C' es un camino cerrado del tipo A. n

Con las siguientes digraficas ejemplificamos las definiciones antes mencionadas.

Sean H una digrafica con lazos donde: V(H) = {1,2,3,4,5,6,7} vy
F(H)=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,4),(4,6),(5,5),(5,7)}, figura 5-1, D una digrafica H —coloreada
con V(D) = {u,v,w,z,y,z} y F(D) = {(u,v), (v, w), (w, 2), (,v), (x,), (4, v), (2,9)}.

Donde las flechas de D estan coloreadas con las etiquetas de los vértices de H de la siguiente
manera: (u,v) tiene color 1, (v, w) color 2, (w, z) color 3, (x,v) color 7, (z,y) color 6 y (y,v) y
(z,y) color 4.

La trayectoria T' = (u, v, w, z,y) en D es una H-trayectoria, ya que si analizamos la sucesién de
colores (1,2,3,4) de las flechas de dicha trayectoria, tenemos que (1,2) € F(H), (2,3) € F(H)
y (3,4) € F(H).

Por ultimo el camino C' = (v,w,z,y,v)) es un camino cerrado del tipo A ya que (v,w, z),

(w, z,9) v ((2,y,v)) son H-trayectorias de longitud 2 con excepcion de la trayectoria (y, v, w),
ya que no existe (4,2) € F(H). Figura 5-2.

Y

® o o

Figura 5-1: H.
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Figura 5-2: D H — coloreada.

Definicién 5.1.2. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos y D una digrdfica H—coloreada.
Diremos que un conjunto N C V(D) es un H — nicleo por H-trayectorias si cumple con lo
siguiente:

e Para todo {u,v} C N no existe una uv — H-trayectoria, es decir, N es independiente por
H-trayectorias.

e Para todo x € V(D) \ N ezxiste v € N tal que v absorbe via una H-trayectoria a x, es
decir, N es absorbente por H-trayectorias.

Notemos que si en una digrafica H el conjunto F(H) consiste unicamente de los lazos de
cada vértice, las H-trayectorias en D son trayectorias dirigidas monocromaticas, por lo que la
definicion de H — nucleo por H-trayectorias es una generalizacién de ntcleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

5.2. Digrafica L(D).

En esta seccién presentaremos los resultados obtenidos por Pietra Delgado Escalante, Hortensia
Galeana Sanchez y Laura Pastrana Ramirez en el articulo “Independet restricted domination
and the line digraph” [4]. En este capitulo un objeto coloreado interiormente, se refiere a la
coloracion de la definicion 3.1.2.

Los siguientes lemas nos muestran como se relacionan las H-trayectorias de D y de L(D)
coloreada interiormente, en esta seccién L(D) siempre tendra dicha coloracién.

Lema 5.2.1. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos, D una digrafica H — coloreada y
{zo,z,} CV(D). Si T = (zo,...,xn) €S una xox, — H-trayectoria en D y ag = (z,z0) € F(D)
tal que el vértice final de ay es xy, entonces existe una apa, — H-trayectoria en L(D), donde
an = (Tp_1,2,) € F(D).

Demostracion. Sea T = (=g, ...,x,) una wor, — H-trayectoria en D, denotemos por a; =
(xi—1,2;) para i € {1,...,n}, es decir, a; = (xo,21),a2 = (21,%2),..., ¥ an = (Tp_1,2,). Por
la definicién de L(D), (ay,...,a,) es una trayectoria en L(D) y por la eleccion de ag = (x, zp)
tenemos que (ag,a1) € F(L(D)), ya que el vértice final de ag es igual al vértice inicial de a;.
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Por lo tanto, 77 = (ay, ..., a,) es una trayectoria en L(D).

Ahora por la definicién de coloracién interior, para toda 1 < i < n, tenemos que la flecha
(a;_1,a;) tiene el color de a; = (z;,-1,%;) € F(D), como T es una H-trayectoria en D, en-
tonces (c(z;_1,x;), (x5, xi41)) € F(H), por lo tanto T = (ag = (x,20),a1 = (xo, 1), .0y @y =
(Tn_1,2,)) es una H-trayectoria en L(D) . O

Lema 5.2.2. Sean H una digrafica posiblemente con lazos, D una digrafica H — coloreada sin
caminos cerrados del tipo A y {ag,a,} C V(L(D)). Si eziste una aga, — H-trayectoria en L(D),
entonces el vértice final de ag es distinto al vértice final de a,, y en D existe una H-trayectoria
del vértice final de ag al vértice final de a,,.

Demostracion. Sean T = (aq, ..., a,) una H — trayectoria en L(D) y a; = (x;,z;41) para 0 <
i < n, tenemos que por la definicién de L(D), ag = (xg,1),a1 = (21,22), ooy A1 = (Tp_1,Ty)
y an, = (Tp,xn11), por lo que (xg, 21, ...,Tp41) €s un camino en D. Por otro lado para toda
1 <i<n-=1, (claj_1,a;),c(a;,a;41)) € F(H), ya que T es una H-trayectoria en L(D) y
por la definicién de coloracién interior c¢(a;_1,a;) = c(a;) y ¢(a;, a;41) = c(aip1), por lo que
(c(a;),c(ais1)) = (c(zi, Tig1), c(Tig1,Ti2)) € F(H), por lo tanto (zo,21,...,Tn41) €s un H-
camino en D.

Por el lema 5.1.1 sabemos que cualquier H-camino cerrado contiene un camino cerrado del tipo
Ay por hipotesis del lema D no contiene caminos cerrados del tipo A, por lo que para todo
{z;,z;} C V(D) x; # xj con {i,5} C {l,...,n + 1}, en particular para xy # z,+1, es decir,
(xo, 1, ..., Tpy1) €s una H-trayectoria en D. a

Recordemos la funcién de la definicién 3.2.1 del cuarto capitulo. Sea D = (V(D), F(D)) una
digrafica. f: P(V(D)) — P(F(D)) una funcién definida como sigue:

Para cada Z C V(D) f(Z) = {(u,x) € F(D) :x € Z}.
Notemos que f(Z) estd contenido en V(L(D)).

Lema 5.2.3. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos y D una digrdafica H— coloreada sin
caminos cerrados del tipo A. Si Z C V(D) es independiente por H-trayectorias en D, entonces
f(Z) CV(L(D)) es independiente por H-trayectorias en L(D).

Demostracion. La demostracién se hard por contradiccién. Sea Z C V(D), tal que Z es inde-
pendiente por H-trayectorias. Supongamos que f(Z) no es independiente por H — trayectorias
en L(D), ésto quiere decir que existe {h,k} C f(Z) tal que (h, ..., k) es una hk — H-trayectoria
en L(D) coloreada interiormente. Por el lema 5.2.2 el vértice final de h es distinto al vértice
final de k y ademads existe una H — trayectoria entre estos vértices. Como {h,k} C f(Z), se
tiene que el vértice final de h y el vértice final de k son elementos de Z, sin embargo ésto
es una contradiccion ya que encontramos una H — trayectoria entre dos vértices de Z y por
hipétesis Z es independiente por H — trayectorias. Por lo tanto f(Z) es independiente por
H — trayectorias en L(D). O

o1



5.3. Digrafica MSL(D).

En esta seccién vamos a generalizar los resultados del capitulo 4, utilizando el concepto de
H — nicleo por H-trayectorias.

Los siguientes lemas nos muestran como se relacionan las H-trayectorias de D y de MSL(D)
coloreada interiormente, cabe mencionar que a lo largo de este capitulo M .SL(D) tendréa dicha
coloracion.

Lema 5.3.1. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos, D una digrdfica H — coloreada, k €
N\{0} y {zo,z,} C V(D). SiT = (o, ..., x,,) es una H-trayectoria en D y ag = (x,x0) € F(D)
cuyo vértice final es xy, entonces existe una {..., ag, ... }{..., an, ...} — H-trayectoria en MSL(D),
tal que a, = (Tp_1, Ty).

Demostracion. Por la proposiciéon 4.1.1, L(D) es isomorfa a una subdigrifica inducida de
MSL(D), sea a; = (x;—1,x;) con 1 < i < n, por hipétesis, por el lema 5.2.1 y por la
definicién del isomorfismo entre L(D) y la subdigrafica inducida de MSL(D), existe una
({a1},{as}, ..., {an_2},{an_1}) — H-trayectoria, por la definicion de M SL(D) sabemos que para
todo {...,aq,...} € AL con 1 <[ < k existe ({..., ag, ... }{a1}) € F(MSL(D)) pues el vértice final
de ag es igual al vértice inicial de ay, de igual forma, para todo {...,a,,...} € Asconl1 <s<k
existe ({an—1}{...,an,...}) € F(MSL(D)), ya que a,—1 = (Tp-2,Tn—1) Y @y = (Typ_1,Ty), por lo
tanto ({...,ao, ...}, {a1},{az}, ..., {an—a},{an—1},{...,an,...}) es una trayectoria en MSL(D).

Por la definicion de coloracién interior tenemos que para toda 1 < ¢ < n
{..,ai—1,...},{ a;..}) € F(MSL(D)) tiene el color de {...,a;,...} = {...,(wi_1,2;),...} en
particular ({...,ag,...},{a1}) € F(MSL((D)) tiene el color de {a;}, por lo que (¢({..., ag, ...} =
{-, (z,20),...}), c({ar } = {(z0,21)}) € F(H), de igual manera
({an-1},{.- an,...}) € F(MSL(D)) tiene el color de {...,an,...}, tenemos que (c({an—1} =
{(xn—2,xn-1)}),c({...;an, ..} = {..., (Tn-1,2n),...}) € F(H) y como por hipétesis T es una H-
trayectoria en D, tenemos que ({..., ag, ...}, {a1}, ..., {an_1},{.--, an, ...}) es una H-trayectoria en
MSL(D). 0

Lema 5.3.2. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos, D una digrdfica H — coloreada sin
caminos cerrados del tipo A, k € N\ {0} v {{...;a0,...}{:-r,an,...}} C V(MSL(D)), tal que
{a0,..} € A y{. . an, ..} €A} con{i,s} C{1,..,k}. Si existe una {...,ao, ..}{..., an, ...} —
H-trayectoria en MSL(D), entonces el vértice final de aqy es distinto del vértice final de a, y
existe en D una H-trayectoria entre el vértice final de ag y el vértice final de a,,.

Demostracion. Sean T = ({...,a0, ...}, {...;a1, ...}, {..a0, .} o {yan_1, . 1 {oo an, ... }) una
H-trayectoria en M SL(D) y a; = (z;-1, ;) para 1 <1i < n, por la definicién de M SL(D), ag =
(2o, 21),a1 = (T1,22), ooy 1 = (Tp_1,Tpn) Y @n = (Tp, Tps1), por lo que podemos reescribir a T’

como: T' = ({..., (xo,z1), ...}, {oors (w1, @2), .}y oo {oosy (@1, @)y o 3 {ovsy (@, Tngn) s -0 }), por la
definicién de L(D) y de MSL(D), (zo, 1, ..., Tnt+1) €s un camino en D. Por otro lado para toda

1<i<n,(e{..;ai—1,.-. {ai..}),c{. ai..},{. air1,...})) € F(H), yaque T es una H-
trayectoria en M SL(D) y por la definicién de coloracién interior c¢({...,a;—1,...},{..., @i, ...}) =

c{..,ai,...}) vy c{ag 3 ai, ) = c{...;a;41,...}), por lo que
c({.vap, o {sai, o)) = (e (Tim1, ), 1), e({s (i, 2i44), ... })) € F(H). Por lo tanto,
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(0, T1, ..o, Tpy1) €8s un H-camino en D.

Por el lema 5.1.1 sabemos que cualquier H-camino cerrado contiene un camino cerrado del tipo
A y por hipétesis del lema D no contiene caminos cerrados del tipo A, esto quiere decir que
para todo {z;,z;} C V(D) x; # x; con {i,j} C {1,...,n+ 1}, en particular para xo # Z,1, s
decir, (xg, 1, ..., Tp11) €s una H-trayectoria en D. ]

Recordemos la funcién de la definicién 4.1.4. f : P(V(D)) — P(V(MSL(D))) definida como
sigue. Para cada Z C V(D):

f(Z)=1{b={a1,....,a,} € V(MSL(D)) : para todo a; = (v,z;) € b, x; € Z,1 € {1,....;r}}.
Notemos que f(Z) esta contenido en V(M SL(D)).

Lema 5.3.3. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos, D una digrdfica H — coloreada sin
caminos cerrados del tipo A. Si Z C V(D) es independiente por H-trayectorias en D entonces
f(Z) es independiente por H-trayectorias en MSL(D).

Demostracion. La demostracion la haremos por contradiccion. Sea Z C V(D) un conjunto
independiente por H-trayectorias en D, supongamos que f(Z) no es independiente por H-
trayectorias en MSL(D).

Sea {{...,a; = (v,2),..},{...,op = (w,y),...}} C f(Z), con {x,y} C Z, tal que existe una
{..ai, ..} {...,bn, ...} — H-trayectoria en M SL(D), por la definiciéon de M SL(D) y por el lema
4.1.2 existe en D una H-trayectoria entre el vértice final de a; y el vértice final de by, es
decir, una xy — H-trayectoria, lo cual es una contradiccion, ya que {x,y} C Z y por hipétesis
Z es independiente por H-trayectorias en D. Por lo tanto, f(Z) es independiente por H-
trayectorias. O

Teorema 5.3.1. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos, D una digrdfica H — coloreada
sin caminos cerrados del tipo A, k € N\ {0} y MSL(D) su siper digrdfica de lineas de subcon-
Juntos monocromadticos con a lo mas k elementos. El nimero de H —ntcleos por H-trayectorias
de D es igual al niumero de H — nicleos por H-trayectorias de MSL(D).

Demostracion. Denotamos por N el conjunto de todos los H — niticleos por H-trayectorias de

D y N* el conjunto de todos los H — niicleos por H-trayectorias de M SL(D).

Demostraremos que |[A| = |[N*|, primero veremos dos afirmaciones, la primera nos dice que si

N € N, entonces f(N) € N* y que f restringida a N es inyectiva, con ésto concluimos que
VT < [N¥.

En la segunda afirmacion se define una nueva funcién ¢ inyectiva con la cual dado I C
V(MSL(D)) si I € N*, entonces g(I) € Ny concluimos que [N| > |[N*|.

Afirmacién 1: Si N € NV, entonces f(N) € N*.

Sea N € N, si aplicamos la funcién de la definicién 4.1.4 a N C V(D), tenemos que por el
lema 5.3.3 f(IV) es independiente por H-trayectorias en MSL(D). Falta ver que f(N) es ab-
sorbente por H-trayectorias. Sea {...,d;,...} € V(MSL(D)) \ f(N) tal que d; = (u,v) € F(D).
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Note que v ¢ N. Como N es un H — nicleo por H-trayectorias de D, hay un z € N tal que
T = (v,x1,...,xy_1,2) es una H-trayectoria en D, por el lema 5.3.1 para cualquier flecha de D
que tenga a v como vértice final, en particular d; = (u,v), existe una {...,d;, ... }[{(zp-1,2)} — H-
trayectoria en MSL(D) y por la definicion 4.1.4 {(x,_1,2)} € f(N). Por lo tanto f(N) es
absorbente por H — trayectorias'y f(N) es un H — nicleo por H-trayectorias de M SL(D).

Afirmamos que la funcién f': N' — N*, donde f’ es la restriccién de la funcién f de la defini-
cién 4.1.4 a N es inyectiva. Sea { Ny, No} C N tal que Ny # Ny, supongamos que Ny — Ny # (),
tomamos v € V(D) tal que v € N; — No. Como N, es absorbente por H-trayectorias en D,
entonces existe z € Ny tal que T' = (v, 1, ...,2,1,2) es una H-trayectoria, es decir, existe
una vz — H-trayectoria, denotemos por h = (x,_1, z) la ultima flecha de dicha trayectoria, por
definiciéon de MSL(D) y de f, {h} € V(MSL(D)) y ademés {h} € f'(Nz). Notemos que como
v € Ny, Ny es independiente por H-trayectorias y existe una vz — H-trayectoria en D, tenemos
que z ¢ Ny y de esa manera {h} ¢ f'(IV1), por lo que f'(Ny) # f'(N3). Por lo tanto f’ es una
funcion inyectiva.

Afirmacién 2: Definamos una funcién g : P(V(MSL(D))) — P(V(D)), tal que dado I C
V(MSL(D)), g(I) = R(I)U J(I) donde:
Dado {ay, ...,as} € I tal que {ay,...,as} € Aé conle{l,...k}yje{l,..,m}, tenemos que.
e R(I) = {x; € V(D) : a; = (u,z;) para toda a; € {ay,...,as} con i € {1,....;s}}, es
decir, R(I) es el conjunto de los vértices finales de todas las flechas del subconjunto
{ai,...,as}, en D.

o J(I) ={veV(D):dy(v) =0y no existe una H-trayectoria entre v y los elementos de
R(I)}.
Hay que demostrar que dado K C V(MSL(D)). Si K € N*, entonces g(K) € N.

I. Por demostrar que si K € N*, entonces g(K) es independiente por H-trayectorias en D.

Sea {u,v} C g(K), hay que ver que no existe una uv — H-trayectoria, ni una vu — H-
trayectoria en D. Por la definicién de g(K), tenemos los siguientes casos:

Caso 1. {u,v} C R(K).

Procederemos por contradiccion. Supongamos que existe
T = (u = zg,21,...,x, = v) una H-trayectoria en D, como {u,v} C R(K) entonces
u es vértice final de algin a; € {a, ..., a;,...,as}, con {ay,...,a;, ...,as} € K, de la misma
forma v es vértice final de algun b; € {by,...,b;,...,b; }, con {by,....b;, ..., 0} € K, deno-
taremos los vértices anteriores de la siguiente manera: {aq,...,a;,...,as} = {...;a;, ...} y
{b1,...,bi,.... 0} = {..,by,..} y tales que por la definicién del conjunto R(K),
{5 ai, ...}, {.bi,...}} € K. Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1.1. b; = (xy_1, 2, = V).

Por el lema 5.3.1 se tiene una
{,(x,20 = u),.. }{...,(xy_1,2, =), ...} — H-trayectoria, en particular, como el vértice
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Subcaso 1.2.

Caso 2.

Caso 3.

Caso 4.

I1.

final de a; también en u, entonces existe una H-trayectoria entre {...,a;,...} y {..., b;, ...} en
MSL(D), lo cual es una contradiccién, ya que

{5 ai ..}, {. bi,..}} CKy K es H—nitcleo por H-trayectorias de MSL(D).

by # (Tp_1, T, = V).

Tenemos que {..., (x,_1, 2, = v),...} ¢ K pues si suponemos que {..., (,_1, 2, =v),...} €
K, pasa lo mismo que en el subcaso anterior. Dado que K es un H — nicleo por
H-trayectorias de M SL(D), en particular K es absorbente por H-trayectorias, pot lo
que existe {...,d;,...} € K tal que se tiene una {..., (z,_1,2, = v),..}{....,d;, ...} — H-
trayectoria en MSL(D), como en {...,b;,...} el vértice final de b; es v, por la definicién
de MSL(D) y de coloracién interior, existe una {...,b;,...}{...,d;, ...} — H-trayectoria en
MSL(D) lo cual es una contradiccion, puesto que,
{{:-bi, ..}, {--diy ...} } C Ky K esun H — nicleo por H-trayectorias de M SL(D).

ue J(K)ywveR(K).

Por la definicién de g(K') sabemos que no existen uR(K) — H-trayectorias, en particular
no existe una uv — H-trayectoria en D.

u€ R(K)ywveJK).

Como v € J(K) por la definicién de J(K) tenemos que d,(v) = 0, entonces no hay
ninguna trayectoria que llegue a v, en particular no existe una uv — H-trayectoria en D.

ue J(K)ywveJK).

Por un argumento andlogo al del caso anterior, como v € J(K) por la definicién de J(K)
tenemos que 0, (v) = 0, entonces no hay ninguna trayectoria que llegue a v, en particular

no existe una uv — H-trayectoria en D y analogamente no existe una vu — H-trayectoria
en D.

Por lo tanto, por los casos anteriores g(K') es independiente por H-trayectorias, ya que
para cualesquiera {u,v} C g(K) no existen H-trayectorias entre u y v.

Se demostrard que g(K) es absorbente por H-trayectorias.

Sea u € V(D) \ g(K), es decir, u ¢ R(K)U J(K), por la definicién de R(K) U J(K), u

no es vértice final de alguna flecha b; con b; € {b,, b, ..., b;, ...} y se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

dp(v) > 0.

Existe una H-trayectoria del vértice u a algin elemento de R(K).

Analicemos dos casos.
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Caso 1.

Caso 2.

u no es vértice final de alguna flecha b; con b; € {b,,bs, ..., b;, ...}, tal que {b,, bs, ..., b;, ...} €
Ky dép(v)>0.

Por hipétesis del caso sabemos que existe d; € F(D) tal que u es vértice final de d; = (¢, u),
también tenemos que {...,d;,...} € V(MSL(D))\ K, como K C N* en particular K es
absorbente por H-trayectorias, entonces existe {...,¢;, ...} € K con ¢; = (y,z) tal que
hay una {...,d;,...}{..., ¢, ...} — H-trayectoria en M SL(D) y por el lema 5.3.2 existe una
H-trayectoria entre el vértice final de d; y el vértice final de ¢;, es decir, una uz — H-
trayectoria en D con u # z, ademds como {...,¢;, ...} = {...,(y,2),...} € K, entonces
z € g(K). Por lo tanto existe una uz — H-trayectoria con z € g(K).

U no es vértice final de alguna flecha b; con
b; € {by,bs, ..., b;, ...}, tal que {b,,bs,...,b;,...} € K y existe una H-trayectoria del vértice
u a algun elemento de R(K).

Por hipotesis del caso tenemos que existe una H-trayectoria del vértice u a algin elemento
de R(K), es decir, una ug(K) — H-trayectoria en D.

Por los casos anteriores g(K') es absorbente por H-trayectorias. Por lo tanto g(K) es
H — nicleo por H-trayectorias de D.

Afirmamos que la funcién ¢ : N* — N, donde ¢’ es la restriccién de g en N* C
V(MSL(D)) es inyectiva.

Sea { K1, K3} C N*tal que K; # Ky, supongamos que K\ Ko # (). Tomemos {..., h;, ...} €
V(MSL(D) tal que {...,h;,...} € K1\ K5 con h; € F(D) y u el vértice final de h;, como
u es vértice final de una flecha en {...,h;, ...} y {...,h;,...} € K, por definicién de g,
u € g(K1). Hay que demostrar que u ¢ g(K3), como Ky es H —nicleo por H-trayectorias
de MSL(D), en particular es absorbente por H-trayectorias y ademas {..., h;, ...} ¢ Ko,
de esta manera existe {...,t;,...} € K, tal que {...,t;,...} absorbe a {..., h;, ...} via una H-
trayectoria, es decir, existe una {..., h;, ...}{..., ;, ...} — H-trayectoria en M SL(D). Sea z el
vértice final de t; € F(D), z € g(K3), por el lema 5.3.2 existe una H-trayectoria entre el
vértice final de {..., h;, ...} y el vértice final de {...,¢;, ...}, es decir, una uz — H-trayectoria
en D con u # z pues D no tiene caminos cerrados del tipo A. Como g manda conjuntos
independientes en conjuntos independientes, tenemos que g(K5) es independiente por H-
trayectorias, como Ky C N*, entonces g(K3) C N, por lo demostrado anteriormente y
la definicion de H — niicleo tenemos que u ¢ g(Ks), por lo que v € g(K;) — g(Ks3) y
g(K1) # g(K3), de esta manera ¢’ es inyectiva. Por lo tanto como f’y ¢’ son inyectivas y

NT = V7.

]

Al igual que en el capitulo de NTDM en la seccién de la digrafica MSL(D), podemos colorear
exteriormente cualquier digrafica y la definicién es andloga, sin embargo, si a una digrafica D
la coloreamos exteriormente, al obtener a M SL(D) la digrafica podria no tener H — nicleo por
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H-trayectorias.

Con el siguiente ejemplo mostramos lo dicho anteriormente:

Sean H una digréfica tal que, V(H) = {1,2,3,4,5,6,7} v F(H) = {(4,4),(4,6),(5,5),(5,7)}
y D la digrafica, V(D) = {s,t,u,v,w,z,y,z} y F(D) ={a = (u,v),b = (v,w),c = (w,x),d =
(x,8),e = (t,s), f = (y,1),9 = (z,y),h = (v,2),i = (z,u)}, como D estd H — coloreada tene-
mos que a tiene color 1, b y ¢ color 4, d color 6, e color 7, f y g color 5, h color 2 e ¢ color 3.

Sea k =2, MSL(D) es:

V(MSL(D)) = {{a}, {0}, {b, ¢}, {c}, {d}, {e}, {/}. {f, g}, {h}, {i}} ¥

FMSL(D)) = {({a},{b}), ({a},{h}), ({a},{b,c}), ({b},{c}), ({0}, {b,c}), ({b,c} {c}),
({6 e} {d}), ({ch{d}), ({f}Aed), (or.Arh), (abde, /1), (o /471, (g, f1.{eh),
({h}Ag}), (A} {i}), (A} {F 93), (i} {a})}

Dada la H — coloraciéon de D, MSL(D) esté coloreada exteriormente de la siguiente manera:
las flechas con vértice inicial {a} son color 1, las flechas que salen de los vértices {b}, {c} y
{b, ¢} son de color 4, las flechas que tienen como vértice inicial los vértices {f}, {9} v {f, g}
de color 5, las flechas que inician en {h} de color 2 y por ultimo las flechas que tienen como
vértice inicial a {i} son de color 3. Figuras 5-3, 5-4 y 5-5.

Notemos que D tiene un H — nicleo por H-trayectorias, N = {s,u}, sin embargo M SL(D) no
tiene un H — nicleo, ya que, si suponemos que tiene un H — nicleo, N', debe estar conformado
por los vértices {{d}, {e}} ya que su exgrado es igual a cero por lo que no hay trayectorias que
inicien en estos vértices, con este conjunto se absorben a los vértices {b}, {b, ¢}, {c}, {f},{f. g}

y {g}-

Faltan arreglar los vértices {a}, {h} e {i}, notemos que no existen H-trayectorias entre estos
vértices y los vértices {d} y {e}, sin embargo, la subdigrafica inducida por {a},{h} e {i} es
completa, por lo que sélo un vértice puede pertenecer a N’, pero uno de ellos no es suficiente
para arreglar la absorbencia del conjunto. Por lo tanto MSL(D) no tiene H — nicleo por
H-trayectorias.

Figura 5-3: H.
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Figura 5-4: D, H — coloreada.

Figura 5-5: MSL(D), H — coloreada exteriormente.
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Si en el teorema 5.3.1 omitimos la hipotesis acerca de los caminos cerrados del tipo A, el teorema
no se cumple, en el sentido en el que aumentan o disminuyen el nimero de H — nicleos por
H-trayectorias de MSL(D) con respecto a D. El siguiente ejemplo muestra este hecho: Sean
H una digréafica tal que: V(H) = {1,2,3,4} y F(H) = {(1,1),(2,2),(3,3)}, D una digréfica
H — coloreada tal que:

V<D) = {vavx7yvz} y F(D> = {(U7w) = a, (w’x) = b, (yaw) = 6 (I,y)
e, (z

V(

,y) = f}. Donde a y b tienen color 2, ¢, e y f color 1y d color 3y k =3, M;L
MSL(D)) = {{a},{b}, {c},{d},{a, b}, {c,e}, {c, f},{e, [} . {c.e, [}}.
F(MSL(D)) = {({a},{b}), ({a},{a,b}), ({b},{d}), ({d},{c}), ({d},{e}), ({d} {c,e}),
({d}, {c, f1), ({d}.{e. f1), ({d} . {c.e, f}), {e}b. {f}), (Hed, {e. 11, (e} {e, 1), ({e}, {c.e, f}),
{r1Ach), ({rhAed), {rhAeed), {fHAefh, (e ), {5 {ee ), ({c,e},{b}g,
)

d,(y,2) =
(D):

(

({e.eb {f}), (e et {a,b}), ({eed{c, f}), (e} {e, f1), (e el {c.e.f}), (e f1{b}),
({e, f1:Aer), (e fhAded), (e 1 Aab}), (e /1 {ce}), (e fh{e /1), (e frdeef}),
({e, /1. {c}), (e, fhied), (e, /1ASD), (e fhiee}), (e fh{e, 1), (e fr{eef}),
({e;e, 11, {0}), (e e, f1,{a, 0}), ({e, e, f1,{c}), (e e, £}, {e}), (e, e, f1ASD), ({e e 1 {e e}),
({e.e, /1 {e, 1), (e, f1{e f1)}

Debido a la coloracién interior, podemos afirmar que las flechas que llegan a los vértices {b} y
{a,b} es de color 2, a {d} son color 3 y de los demds vértices son de color 1. Figuras 4-10 y
4-11 del capitulo de NTDM en M SL(D) y figura 5-6.

o o
w

Figura 5-6: H.

Notemos que en las digréficas D y MSL(D), toda H-trayectoria es una tdm lo cual nos muestra
que los NTDM son un caso particular de los H — nucleos por H-trayectorias, por lo que la
explicacién de este ejemplo es la misma a la que dimos para la figura 4-11 en el capitulo de
NTDM en la digrafica MSL(D).
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Capitulo 6

Producto cartesiano.

Uno de los objetivos de esta tesis es trabajar con operaciones entre digraficas m — coloreadas
y nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas. En este capitulo continuaremos con esta
linea de trabajo, veremos una operacion binaria entre digraficas llamada producto cartesiano.
Se han realizado varias investigaciones sobre el tema de conjuntos absorbentes y conjuntos
independientes, principalmente, Andrzej Wloch e Iwona Wloch [16] con (k, 1) — niicleos en pro-
ductos generalizados y recientemente Eduardo Pereyra [12], en su tesis de licenciatura dirigida
por Laura Pastrana con cuasinicleos ajenos.

Aplicaremos esta operacion a dos digraficas m — coloreadas con NTDM, primero colorearemos
la digrafica resultante y después analizaremos que sucede cuando hacemos el producto de dos
ciclos m — coloreados.

6.1. Definiciones.
Presentaremos las definiciones bésicas para este capitulo.

Definicién 6.1.1. Sean Dy y Dy dos digrdficas de orden my y my respectivamente, donde,
V(Dy) = {z1,.sxm, } ¥y V(D2) = {y1, ..., Yn, }, definimos el producto cartesiano de Dy y Do
denotado por (D1 x Ds) de la siguente manera:

o V((Dy x Ds)) ={zy; : & € V(D1) yy; € V(D2)}, es decir, el producto cartesiano del
conjunto de vértices de Dy y el conjunto de vértices de Ds.

o (v;ys,x;yr) € F((D1 X Dy)) si y solo si x; =xj y (ys, ) € F(Da) o (z4,2;) € F(D1) y
Ys = Yt

Observemos que al hacer esta operacién la digrafica D es isomorfa a una subdigrafica inducida
de (Dy x D3) y lo mismo ocurre con Dy, por lo que de manera natural tenemos la siguiente
definicion:

Un nivel H, en (D; X D,), es una subdigrafica inducida por el conjunto de los vértices de la
forma zy; con i = {1,...,n1} de (D; x Ds). Es decir:
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V(H,) = {zy; € V((D1 x Dy)) : x € V(Dq), y; € V(Ds) con i = {1,2,...n1}} y
F(H,) = {(zyi, vy;) € F((D1 x D2)) = (yi,y;) € F(D2)}. Notemos que H, = Ds.

Ejemplo: sean D, tal que V(Dy) = {x,y,2} v F(D1) = {(z,y),(y,2),(z,2)} y Dy tal que
V(D) ={a,b,c} y F(D3) = {(a,b), (a,c),(b,c)}, de acuerdo con la definicién de (Dy x Dy):
V((Dy x D)) = {za, zb, xc,ya, yb, yc, za, zb, zc}, F((Dy x Dy)) = {(xa, zb), (za,xc), (zb,xc),
(ya,yb), (ya,yc), (yb,yc), (za, zb), (za, zc), (2b, zc), (xa,ya), (ya, za), (za, za), (xb, yb), (yb, zb),
(zb, xb), (xc,yc), (ye, zc), (zc,xc)}, (figura 6-1).

Figura 6-1: Dy, Dy y Dy x Ds.

El nivel H, en (D; x Ds) es la subdigrafica inducida por los vértices {za, zb, zc} C V((Dy x D3))
con las flechas {(za, 2b), (za, zc), (zb, zc)} C F((D; x D3)). Notemos que H, = D;.

Ahora si Dy estd m—coloreada 'y D esté n—coloreada, ; Cémo se colorea la digréfica (D x Dy)?
Una manera natural y de acuerdo con la definicién de F((D; x Ds)), el color de la flecha
((x1,11), (22, y2)) es igual al color de la flecha (y1,y2) si x1 = 22y (y1,y2) € F(D2) 0 es igual al
color de la flecha (x1,25) si (z1,22) € F(D;) y y1 = y2. De acuerdo con lo dicho anteriormente,
colorearemos la digrafica (D; x Ds) de la figura 6-1, (figura 6-2).
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Figura 6-2: Dy, Dy y D1 X Dy m — coloreado.

6.2. Ncleos por trayectorias dirigidas monocromaticas
en el producto cartesiano.

Con la coloracién definida en la seccién anterior, nos podemos preguntar: jcuando (D; x D)
tiene NTDM?.

Observemos que no siempre es cierto que, si Dy y Dy tienen NTDM entonces (D; x Dy) tiene
NTDM. La siguiente digrafica es un ejemplo de lo dicho anteriormente.

Sean D, tal que: V(Dy) = {z,y,z} y F(D1) = {(z,v), (z,2),(y,2)} y D2 definida como:
?1)/)( 9) = {a,b,c,d,e} vy F(Ds2) = {(a,b), (b,c), (b,e),(c,d),(d,a), (e, a),(ec),(ed)} (figura 6-
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Ahora (D; x Ds) es tal que: V(Dy x D) = {za, xb, xc, xd, xe,ya, yb, yc,yd, ye, za, zb, zc, zd, ze},
F (D x Do) = {(za, xb), (xb, xc), (xb, xe), (xc, xd), (xzd, xa), (ze, xa), (xe, xc), (ve, xd), (ya,yb),
(yb,yc), (yb,ye), (yc,yd), (yd,ya), (ye,ya), (ye,yc), (ye,yd), (za, zb), (zb, zc), (zb, ze), (zc, zd),
(zd, za), (ze, za), (ze, zc), (ze, zd), (za, ya), (za, za), (ya, za), (xb, yb), (xb, zb), (yb, zb), (zc, yc),
(xe, zc), (ye, zc), (zd,yd), (zd, 2d), (yd, zd), (ze,ye), (xe, ze), (ye, ze)} (figura 6-4).

Figura 6-4: Dy x Ds.

Notemos que en Dy, N; = {z} es un NTDM, pues (z,z) € F(Dy) y (y,2) € F(D;), tam-
bién tenemos que Ny = {c} es un NTDM en Dy, ya que existe T = (d,a,b,c) una tdm y
(e,c) € F(D,y). Ademsés es tinico, ya que, si suponemos que N; es un NTDM distinto, entonces
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N} debe constar de un elemento, ya que podemos observar en la figura 6-4 que para cualesquiera
dos vértices de D, existe una tdm de ida que los une o una tdm de regreso, ademas podemos ver
que ningun vértice en V(Dy)\{c} es absorbente por tdm, por lo tanto D; tiene un inico NTDM.

Sin embargo, (D; X Ds) no tiene un NTDM, supongamos que si tiene, sea N un NTDM de
(D1 x Ds), notemos que no existen flechas de V/(H,) a los demds niveles, por lo que H,NN # (),
como H, = D,y {c} es el inico NTDM de Dy, zc € N, por lo que V(H,)\{z¢}NN =0y yc ¢ N.

Consideremos el nivel H,, como N*(V(H,) \ {yc}) C V(H,) \ {zc} UV (H,), tenemos que
V(H,) \ {yc} NN # 0. Como T = (yd,ya,yb) es una tdm, ye es adyacente a ya, yb y a yd,
por lo que un conjunto independiente por tdm en H, \ {yc} consta de un sélo elemento, pero

el vértice ya no absorbe a yb via una tdm, el vértice yd a ya, yb a ye y el vértice ye a ya, por
lo tanto (D; X D) no tiene un NTDM.

También notemos que no siempre es cierto que si (D x D) tiene un NTDM entonces Dy y Dy
tienen un NTDM respectivamente. La digrafica siguiente es un ejemplo.

Sean D; una digréfica 3 —coloreada tal que: V(Dy) = {z,y, 2z} y F(D1) = {(z,v), (y, 2), (z,2)},
D5 una digrafica 3 — coloreada definida como: V(Ds) = {a,b,c,d,e} y F(Dy) = {(a,b), (b, c),
(¢,d),(d,e),(e,a)} (figura 6-5).

(D7 x Dy) es: V(Dy x Dy) = A{za,zb, xc,zd, xe,ya, yb,yc,yd, ye, za, zb, zc, zd, ze}
F(D;y x Dy) = {(xa, zb), (xb, xc), (zc, xd), (zd, xe), (xe, xa), (ya,yb), (yb,yc), (yc,yd), (yd, ye),
(ye,ya), (za, zb), (2b, zc), (zc, 2d), (2d, ze), (ze, za), (xa,ya), (ya, za), (za, xa), (xb, yb), (yb, zb)
(zb, zb), (zc,yc), (ye, zc), (zc, ac), (xd,yd), (yd, zd), (2d, ad), (ze,ye), (ye, ze), (ze,xe)} (figura
6-6).

Notemos que (D7 X Ds) tiene un NTDM, N = {yb, ye, xa, xd, zc}.

Primero veamos que N es independiente por tdm. No existe una tdm entre yb y ye, ya que
{yb,ye} CV(H,)y H, = Dy yen D, no existen tdm entre e y b, ademéds D; es heterocromatica.
No existen tdm entre los vértices za y zd, ya que {za,xd} C V(H,)y H, = Dy y en Dy no
existen tdm entre a y d, ademas D; es heterocromatica.

En la figura 6-6, podemos notar que no existen tdm entre los vértices de N que estan en los
niveles H, y H., puesto que D; es heterocromatica, por lo que no existen tdm con vértice inicial
zc y vértice final yb o ye.

No existen (zc)(zd) — tdm, ya que T = (z¢,xc,xzd) no es una tdm pues, c(zc,xzc) = 1y
c(xe,xd) =3, T = (z¢, zd, xd) tampoco es monocromatica ya que ¢(zc, zd) = 3y ¢(zd, xd) = 1.
Por un argumento andlogo no existen (zc)(za) — tdm.

En la figura 6-6, podemos notar que no existen tdm entre los vértices de N que estan en los
niveles H, y H,, puesto que D; es heterocromatica, por lo que no existen tdm con vértice inicial
ra o xd y vértice final zc.

No existen (yb)(zc) — tdm, ya que T" = (yb, zb, zc) no es una tdm, ya que c(yb,zb) = 6 y
c(zb,zc) = 2, T = (yb,yc, zc) no es una tdm, ya que c(yb,yc) = 2y ¢(yc,zc) = 6. Por un
argumento andlogo no existen (ye)(zc) — tdm.

Ahora veamos que N es absorbente por tdm. Los vértices ye y yb absorben por tdm a los
vértices del conjunto {yc, yd, ya, xb, ze}; xa y xd absorben por tdm a los vértices del conjunto
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{zc, za, zd, ze} y zc absorbe por tdm a zb. Por lo tanto, N es un NTDM de (D; x Dy).

Sin embargo tenemos que D; no tiene un NTDM ya que es un ciclo de longitud tres hetero-
cromatico. En cambio Dy si tiene un NTDM, N; = {b, e}, ya que es independientes por tdm y
absorbe por tdm a todo vértice de V(D3) \ N como se puede observar en la figura 6-6.

Figura 6-6: Dy x Ds.

Observemos también que no siempre se cumple que, si Dy y Dy no tienen un NTDM respecti-
vamente, entonces (D7 X D) no tiene un NTDM. Las siguientes digraficas son un ejemplo de
ésto.

Sean D; una digrafica 3 — coloreada tal que V(D) = {x,y,z} v F(D1) = {(z,y), (v, 2), (2,2)},
D5 una digrafica 3 — coloreada definida como sigue: V(Ds) = {a,b,c}, F(D2) = {(a,b), (b,¢),
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(c,a)} y el conjunto colores de las flechas de D; es distinto al conjunto de colores de las
flechas de Dy. (Dy x Do) es la digrafica: V((Dy x D)) = {za,zb, xc,ya, yb, yc, za, zb, zc} y
F((Dyx Dy)) = {(za,zb), (zb,xc), (zc,za), (ya,yb), (yb,yc), (yc,ya), (za, zb), (zb, zc), (zc, za),
(za,ya), (ya, za), (za,za), (xb,yb), (yb, zb), (2b, xb), (zc,yc), (yc, zc), (zc,zc)} (figura 6-7).

Figura 6-7: D; x Dy m — coloreada.

Sabemos que D; y Dy no tienen un NTDM ya que son dos triangulos heterocromaticos, sin
embargo (D; X Ds) si tiene un NTDM, N = {za, yb, zc}, este conjunto de vértices es indepen-
diente por tdm, ya que, no son adyacentes, los colores de ambas digraficas son distintos y Dy y
D, son heterocromaéticas.

Es absorbente por tdm, dado que, el vértice xa absorbe por tdm a los vértices xc y za, el vértice
yb a ya y a b, por ultimo zc a zb y a yc, por lo tanto N es un NTDM de (D; x Ds).
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Recopilando lo que vimos con los ejemplos anteriores, obtuvimos las siguientes tablas 6-1 y 6-2.

D, D (D1 x Ds) || Referencia.
Con NTDM. || Con NTDM. || Sin NTDM | Ejemplo 1.
Sin NTDM. | Sin NTDM. || Con NTDM. || Ejemplo 2.

Tabla 6-1: Tabla 1.
(D1 x Ds) D, D, Referencia.
Con NTDM. || Sin NTDM. || Con NTDM. | Ejemplo 3.

Tabla 6-2: Tabla 2.

Por lo anterior nos preguntamos, ;qué clase de digraficas si cumplen con que su producto car-
tesiano si tiene un NTDM?

Con respecto a nuestra cuestién veremos algunos casos para los ciclos v3 y 4, vamos a obtener
un NTDM del producto cartesiano de 3 con 74, considerando algunas coloraciones para ambos
ciclos, de tal manera que los ciclos mencionados tengan un NTDM.

Proposicién 6.2.1. Sean v3 un ciclo 1 — coloreado y 74 un ciclo 1 — coloreado, tal que 73
no usa los colores de v4. St y3 y 4 tienen un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas
respectivamente, entonces (3 X v4) tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion. Sean 3 un ciclo 1 — coloreado tal que V(v3) = {x1, 22,23}, F(73) = {(x1, z2),
(22, 23), (r3,71)}, tal que las flechas (z1,x2), (22, 23) v (23, 21) tiene color 1, Ny = {x3} es un
NTDM de 73, 4 un ciclo 1—coloreado tal que V(v4) = {y1,y2, y3, s}, F(73) = {(y1,92), (Y2, y3),
(y3,94), (y1,91) }, tal que las flechas (y1,y2), (v2,93), (y3,94) ¥ (ya,91) tiene color 3, Ny = {ya}
es un NTDM de 74, figura 6-8, (73 X 74) vy N = {x3y4, 22y3, 192} es un NTDM de (y3 X v4)
(figura 6-9).

Y g\

ey | |
A\

o

¥, J%

Figura 6-8: v3 y 4.
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Figura 6-9: (v3 X 74).

Notemos que (73 X 74) estd dos coloreado. Sands, Sauer y Woodrow [14], demuestran que toda
digréfica 2 — coloreada tiene un NTDM. Por lo tanto (y3 X 74) tiene un NTDM. O

Proposicién 6.2.2. Sean 3 un ciclo 2 — coloreado y 4 un ciclo 2 — coloreado, tal que 73
no usa los colores de v4. Siy3 y 4 tienen un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas
respectivamente, entonces (3 X 74) tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracién. Sean 73 un ciclo 2 — coloreado tal que V(7y3) = {x1, xe, 23}, F(y3) = {(21,22),
(x2,23), (x3,21)}, sin pérdida de generalidad supongamos que las flechas (x1, z2) y (22, x3) tie-
nen color 2y (z3,x7) color 1, Ny = {z3} es un NTDM de 3, 74 un ciclo 2 — coloreado tal que

V(%) = {yl,yQ,yg,y4}, F(V:a) = {(yl,y2), (3/2,y3)7 (Z/3;Z/4)a (y4,y1)}, tenemos que 3 no usa los
colores de ;.

Caso 1: Las flechas de 74, (y1,¥2), (¥2,y3), (ys3,ys) tienen color 4 y (y4,y1) tiene color 3,
Ny = {ys} es un NTDM de ~y, figura 6-10 y (73 X 74) se observa en la figura 6-11.
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Afirmamos que N

Figura 6-11: (y3 X 4).

tanto, NV es un NTDM de (73 X 74).
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{x3y4, x2y3, x1y2} es un NTDM de (73 X 74). Observemos que
Ty = (z3y1, T3Y2, T3ys3, T3y4) €s una tdm de color 4, Ty = (x1y4, T2ys, T3ys4) €s una tdm de
color 2, T3 = (zay1, T2y2, T2y3) es una tdm de color 4, ademas (z1ys, x2y3) € F((v3 X 74)) y por
ultimo (z1y1, x1y2) € F((3 X 74)). Por lo que N es absorbente por tdm.

Por definicién de (73 X 74), no existen flechas entre cada par de vértices en N y como 3 no
usa los colores de 74, tenemos que no existen tdm entre los vértices de dicho conjunto. Por lo



Caso 2: Las flechas de 74, (y1,¥2) v (y3,vs) tienen color 4, (y2,y3), (y4,y1) tienen color 3,
tenemos ahora que Ny = {y1,y3} es un NTDM de 7y, figura 6-12 y (73 X 4) se observa en la
figura 6-13.

D, A

Figura 6-12: v3 2 — coloreado y 4 2 — coloreado.

Figura 6-13: (y3 X 74).

Afirmamos que N = {x3y1, T3y3, TaYa, T2ys} es un NTDM de (y3 X v4). Observemos que
(z3y2, 23y3) € F((v3 X 74)), (x3ys, z3y1) € F((y3 X 7)), Tv = (¥1y1, X291, 2391) es una tdm
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de color 2, To = (x1ys, Z2ys3, r3y3) es una tdm de color 2, (z1ya, xaye) € F((y3 X V1)) ¥
(x1Y4, T2ys) € F((73 X 74)). Por lo que N es absorbente por tdm.

Por definicién de (73 X 74) no existen flechas entre cada par de vértices en N, como el nivel
H,, = ~4 no existe una (x3y;)(z3y3)-tdm o una (x3ys)(z3y;)-tdm en H,,, ocurre lo mismo con
{z2y2, xoys} € H,, y como 73 no usa los colores de 74, tenemos que no existen tdm entre los
vértices de dicho conjunto. Por lo tanto N es un NTDM de (y3 X 74).

Caso 3: Las flechas de 74, (y1,%2) v (y4,%1) tienen color 4, (y2,y3) v (ys,y4) tienen color 3,
tenemos ahora que Ny = {y1,y3} es un NTDM de ~y, figura 6-14 y (3 X 4) se observa en la
figura 6-15.

Figura 6-14: v3 2 — coloreado y 4 2 — coloreado.

Figura 6-15: (y3 X 74).
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Afirmamos que N = {x3y1,23ys3, Taya, 194} es un NTDM de (y3 X 74). Observemos que
(x3y2, x3y3) € F((7v3 X)), (x3ys, x3y1) € F((73%X74)), Th = (x1y1, T2y1, T3y1) €s una tdm de co-

lor 1, Ty = (21y3, T2ys3, T3y3) es una tdm de color 1, (z1ya, x2y2) € F((73%x74)) ¥ (T2ys, T2y1, T2Yy2)
es una tdm. Por lo que N es absorbente por tdm.

Por definicién de (y3 X 74), no existen flechas entre cada par de vértices en N y como 3 no usa

los colores de 74, tenemos que no existen tdm entre los vértices de dicho conjunto. Por lo tanto
N es un NTDM de (73 X 74).

]

Proposicién 6.2.3. Sean 3 un ciclo 2 — coloreado y 4 un ciclo 4 — coloreado, tal que ~y3
no usa los colores de vy. Siy3 y y4 tienen un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas
respectivamente, entonces (3 X 74) tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion. Sean 73 un ciclo 2 — coloreado tal que V(7y3) = {x1, xe, 3}, F(y3) = {(21, 22),
(9, x3), (r3,71)}, tal que las flechas (x1, x3) v (22, x3) tiene color 2 y (x5, 1) color 1, Ny = {x3}
es un NTDM de 73, 74 un ciclo 2 — coloreado tal que V(v4) = {y1,v2,y3,v4}, F(vy3) =
{(y1,92), (y2,93), (ys,9a), (ys,21)}, tal que las flechas, (y1,y2) de color 3, (ya,ys) tiene color
4, (y3,y4) con color 5y (ys4,y1) color 6, tenemos ahora que Ny = {y1,y3} es un NTDM de ~y,
figura 6-16. (3 X 74) se observa en la figura 6-17.

Afirmamos que N = {x3y1, X3Y3, T2y, Tays } es un NTDM de (73 X 74) y la prueba es la misma
que en la proposicién 6.2.2 en el caso 2.
]

Analizando los casos anteriores podemos notar que depende completamente de la coloracién
del ciclo para poder encontrar un NTDM en el producto cartesiano de dos ciclos. Por lo que la
pregunta, ;cuando el producto cartesiano de dos ciclos de cualquier longitud tiene un NTDM?
sigue abierta.

) %

Figura 6-16: v3 2 — coloreado y 4 4 — coloreado.
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Figura 6-17: (y3 X 74).
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Conclusiones

En esta tesis estudiamos la existencia de niicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas y
de H — niicleos por H-trayectorias en operaciones entre digraficas coloreadas por flechas. En
conclusion, con el desarrollo de este trabajo de investigacion, constamos la dificultad de garan-
tizar la presencia de dichos conjuntos.

En el producto raiz encontramos condiciones necesarias para probar cuando el producto raiz
de dos digraficas tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, sin embargo, la ge-
neralizacion de los resultados obtenidos para H —nicleos por H-trayectorias quedan por hacer.

En el producto cartesiano trabajamos con una digrafica en particular, v3 y 74, sin embargo
no conseguimos resultados en el producto cartesiano de ciclos de cualquier longitud y aun
nos quedan muchas preguntas abiertas, principalmente, ;cuando el producto cartesiano de dos
digraficas tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas?

Por el contrario, para la stuper digrafica de lineas de subconjuntos monocromaticos los objetivos
fueron alcanzados, ya que demostramos que el numero de H — nicleos por H-trayectorias de
D es igual al nimero de H — nicleos por H-trayectorias de MSL(D). Con respecto a las
operaciones entre digraficas coloreadas por flechas, queda un camino largo por recorrer en
torno a los fascinantes conceptos de nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas y de
H — nicleos.
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