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Resumen

El presente trabajo es un estudio numérico de tres modelos que describen la propagacién de dos
tipos de haces de luz, un Gaussiano y un vortice 6ptico, en un medio no lineal coloidal. Para ésto fue
necesario estudiar la fisica detrds de este tipo de medios, en base a los trabajos que ya se han realizado
previamente, y aterrizar a la ecuacion No Lineal de Schrodinger (NLS), que es la piedra angular de
la presente tesis, para cada modelo. Posteriormente, se realizé el estudio de una resolucién numérica
apropiada para la ecuacion NLS mediante el método de Split-Step Fourier (SSF) y finalmente, el
desarrollo del algoritmo encargado de ejecutar las simulaciones. Los tres modelos que fueron estudia-
dos, difieren en la dependencia del término no lineal con la intensidad. El primero, presenta una
dependencia exponencial, mientras que el segundo, derivado del primero apartir de una aproximacion
a intensidades bajas, depende de manera cuadritica (tal como las no linealidades Kerr). El tercer
y ultimo modelo considera la interaccion entre particulas, que si bien puede ser despreciable a bajas
intensidades, es un factor que no se puede descartar debido a que impone una saturabilidad del medio.

Los resultados de realizar las simulaciones para un haz Gaussiano en los tres modelos, muestran
que los tres tienen un comportamiento similar a intensidades bajas (que puede variar dependiendo
de las condiciones del sistema). Cuando se aumenta la intensidad inicial, el comportamiento del
modelo Kerr difiere ampliamente de los otros dos. Al seguir incrementando la intensidad, el modelo
exponencial muestra un comportamiento que diverge rapidamente, que carece por completo de sentido
fisico. Asi, el tnico modelo capaz de simular la propagacién de un haz en un medio coloidal para
intensidades mayores, fue el modelo saturable y, de hecho, es valido una rango de intensidades
cercanas a cero. En dicho modelo, se observo la formacién de un solitén espacial, bajo condiciones
similares a las condiciones experimentales. Esto muestra un primer resultado prometedor, ya que
el algoritmo del modelo saturable seria una herramienta de gran utilidad para poder comparar la
teoria con el experimento. Es importante sefialar que se observd un comportamiento oscilatorio y
amortiguado en la intensidad inmediatamente después de la formacion del soliton, el cual se ha
reportado en la literatura pero no se ha discutido a fondo, por lo que se intenta dar una posible
explicacion superficial al fendmeno mediante la ecuacidn de reaccidn-difusion, que comparte similitu-
des con la ecuacion NLS.

Finalmente, se realizaron las simulaciones de la propagacion de vortices opticos, en donde se
observo nuevamente la formacién de un soliton espacial, la cual requirié de una intensidad todavia
mayor. Posterior a la formacién del solitén, también se observé la filamentacién del haz. Estos
resultados también son prometedores, ya que es un comportamiento reportado en la literatura de
manera experimental para medios coloidales. Asi, se espera que en un futuro, se pueda modelar la
propagacion de otro tipo de haces estructurados.



Capitulo 1

Motivacion y Objetivos

Un sistema fisico o matematico es no lineal cuando las ecuaciones de evolucion que lo describen
tienen un comportamiento que no esta sujeto al principio de superposicion, a diferencia de los sistemas
lineales. Esto implica que una perturbacién sobre un sistema no lineal no es directamente proporcional
a la respuesta de éste. Los sistemas no lineales son de gran interés debido a que se presentan en
diversas ramas de la fisica, matemadticas, ingenieria, biologia, quimica y ciencias sociales, que presen-
tan comportamientos complejos, impredecibles y cadticos. Frecuentemente, el estado de un sistema
no lineal depende de su estado anterior, ya sea temporal o espacialmente, complicando la expresion
matematica de dichos sistemas con una ecuacion explicita . Es por ésto que generalmente se recurre
a métodos iterativos y desarrollos numéricos para poder obtener una aproximacion. Si bien es cierto
que su estudio es complicado, el reciente desarrollo de ordenadores y simulaciones numéricas ha
permitido un anélisis mds sistematico del problema, mejorando nuestra comprension sobre las matema-
ticas no lineales (G. P. Agrawal, 2007; Biswas y Konar, 2006; Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014;
New, 2011).

En general la respuesta de un sistema fisico estimulado o perturbado se considera, para facilitar
su estudio y obtener una solucién analitica, de manera lineal. No obstante, diversos fenOmenos son
’ligeramente no lineales’, en el sentido que, a pesar de que los efectos no lineales se encuentran
presentes y son esenciales, los términos lineales tienden a predominar, mitigando la contribucién
no lineal. Matemadticamente, para éstos problemas, una primera aproximacion lineal es vdlida y su
desviacion tiende a ser ligera, especialmente si la perturbacion es pequefia. Asi, los fendmenos no
lineales se pueden estudiar como una perturbacion de sus aproximaciones lineales. No obstante, al
momento de estudiar un sistema donde los efectos no lineales son considerables y no pueden ser
despreciados, el modelo matemético tiende a ser mds complejo, presentando como consecuencia
principal un factor que evita resolver el modelo de manera analitica, es por esto que la mayoria de
los sistemas no lineales recurren a soluciones numéricas. Generalmente, los fendmenos no lineales
pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, que varian seguin sea el
problema y el sistema, por lo que existe una gran gama de éstas, €sto sin mencionar los diversos
métodos numéricos para resolverlas. Algunos sistemas fisicos notables que tienen una dependencia
no lineal son las ecuaciones de campo de Einstein (Schutz, 2009), las ecuaciones de Navier-Stokes
(Acheson, 1990), la dindmica del péndulo (Beléndez, Pascual, Méndez, Beléndez, y Neipp, 2007) y
condensados de Bose-Einstein (Bao, Jaksch, y Markowich, 2003; Javanainen y Ruostekoski, 2006),
entre otros. Uno de los campos que mayor atencion ha recibido es la Optica no lineal, la cual estudia
la propagacién de haces de luz en medios que presentan una respuesta no lineal. La aplicacion més
conocida se encuentra en la industria de las telecomunicaciones: la fibra 6ptica (Fujioka-Rojas, 2003).
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Aparte de la transferencia de informacidén, la 6ptica no lineal tiene potenciales aplicaciones en el
almacenamiento 6ptico de datos, holografia, conjugacién de fase Optica, procesamiento de sefiales
Opticas, generacion de guias de onda, impresién 3D, optoelectronica y foténica. La mejoria del
procesamiento de los ordenadores en las ultimas décadas ha permitido un gran auge de la dptica lineal,
si bien es cierto que ya existian estudios experimentales, la teoria permanecia como una interrogante.
Es por ésto, que la dptica no lineal es relativamente reciente y sus estudios numéricos ain son escasos,
comparados con otras ramas.

Por otro lado, es bien sabido que un haz de luz que incide sobre algin objeto material transfiere
parte de su momento a este ultimo, ejerciendo asi una fuerza, que se puede manifestar de diferentes
maneras: el objeto puede ser empujado en la misma direccion de propagacion del haz, a través del
fenémeno que se conoce como presion de radiacion, o también puede ser confinado o atraido de
acuerdo a los gradientes de intensidad del haz de luz. Dado que el momento que transporta la luz es
muy pequeiio, estos efectos se hacen evidentes cuando el haz de luz es muy intenso y los objetos son
muy pequeiios, del orden de micrometros o menores. En la actualidad existe todo un campo de estudio
conocido como micromanipulacion éptica que busca ampliar el entendimiento de dichos fendmenos y
utilizarlos para entender otros fendmenos fundamentales de la fisica que ocurren a nivel microscopico
(Novotny y Hecht, 2012).

Cuando un haz de luz incide en algiin medio granular, en particular en suspensiones coloidales, la
fuerza ejercida por el gradiente de la intensidad y por la presion de radiacion sobre los componentes
del medio pueden modificar dristicamente las propiedades Opticas efectivas de dicho medio, y con
esto las propiedades de propagacién del haz de luz. Esto se traduce en una dependencia no lineal
de las propiedades 6pticas del medio efectivo (indice de refraccidén) con la intensidad del haz de
luz incidente. Puede darse el caso en donde estos cambios de indice de refraccidn locales conlleven
un enfocamiento del haz de luz o incluso lleguen a contrarrestar la difraccion natural de un haz de
luz laser, permitiendo asi que éste se propague por distancias muy grandes sin verse modificado
drasticamente. A éste ultimo fendmeno se le conoce como solitén Gptico, que se caracteriza por el
balance entre los procesos disipativos y la respuesta no lineal del medio donde se propaga la onda
electromagnética (El-Ganainy, Christodoulides, Rotschild, y Segev, 2007; El-Ganainy, Christodoulides,
Musslimani, Rotschild, y Segev, 2007; Gordon, Blakely, y Sinton, 2007). La propagacién de los
solitones espaciales, donde se contrarrestan los efectos no lineales con la difraccidn, estd gobernada
principalmente por la ecuacion No Lineal de Schrodinger (NLS), la cual es una ecuacién diferencial
parcial no lineal que puede ser (1+1) dimensional o (2+1) dimensional, lo cual quiere decir que
considera el eje de propagaciéon més 1 o 2 dimensiones transversales. La primera si tiene una solucién
analitica que describe la propagacién de un haz en una pelicula delgada. La segunda requiere de
métodos numéricos para su resolucion y es el caso de estudio en ésta tesis. Por el interés inmediato
en el campo de la fisica de fendmenos no lineales, el estudio de los solitones Opticos ha cobrado gran
relevancia en las tltimas dos décadas. Se han estudiado una gran diversidad de medios no lineales y
haces de luz con diferentes propiedades de propagacion.

1.1. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar una herramienta capaz de simular la propagacion
de un haz 6ptico en un medio no lineal coloidal, en base a un modelo tedrico que se ajuste lo mas
posible a la realidad. Lo anterior, se debe a que en el Laboratio de Micromanipulacién Optica, se
han realizado vastos experimentos sobre solitones espaciales en medios no lineales, en particular,
en medios coloidales. Por lo que se requiere de un algoritmo que pueda comparar los resultados
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experimentales con los modelos tedricos. Por otro lado, también se han realizado experimentos que
involucran diversos haces estructurados, por lo tanto, también se propone como objetivo desarrollar
un algoritmo que permita introducir cualquier tipo de haz, ya sea Gaussiano o estructurado.

Asi, el primer objetivo es de indole tedrico, ya que se pretende estudiar a fondo la fisica que rige
a los sistemas no lineales, a los solitones Opticos y a la ecuacion No Lineal de Schrodinger (NLS).
Aqui, se buscard desarrollar y plantear mateméaticamente, con detalle, las ecuaciones NLS propuestas
para describir la propagacién de un haz en un medio no lineal coloidal, en base a la literatura. Es
decir, se quiere derivar los modelos y aproximaciones que rigen a este fendmeno fisico.

Una vez que los modelos se encuentren planteados, se estudiardn los métodos numéricos encargados
de entregarnos una aproximacién apropiada al problema, los factores y las herramientas computacio-
nales necesarias para alcanzar una resoluciéon 6ptima. Es decir, las condiciones numéricas para que
las simulaciones sean confiables y no presenten posibles fuentes de error considerables. Por otro lado,
es necesario tener en cuenta el tiempo de computo que las simulaciones puedan requerir, ya que si
éstas toman mucho tiempo en compilar, se deberdn implementar elementos adicionales que agilicen
el proceso.

Para la propagacion de un haz, se introducird primero un campo con perfil Gaussiano al sistema
para entender la influencia de la intensidad en la no linealidad. Con el fin de facilitar el estudio, algunas
variables se mantendrdn fijas y se empleardn como constantes, teniendo en cuenta las condiciones
del sistema que se han empleado experimentalmente para observar la formacién del solitén. Asi, la
variable libre sera principalmente la intensidad. Es importante tener presente que los pardmetros no
deberdn discrepar ampliamente con los valores experimentales, ya que seria un indicio de que el o
los modelos son erréneos. Con ésto, se estudiard cada modelo para después compararlos entre si y
entender el funcionamiento de cada uno, sus limitantes, las ventajes que tienen sobre los otros, sus
diferencias y similitudes, ademads de saber si, de alguna manera, convergen a una misma expresion o
comportamiento bajo ciertas condiciones para que sean congruentes entre si. Por ejemplo, una primera
prueba que se plantea es revisar la convergencia de los modelos con intensidades muy bajas, ya que
se esperaria que dichos modelos converjan a un comportamiento lineal bajo estas condiciones.

Asi, otro objetivo a destacar, es buscar los pardmetros 6ptimos con los que se logre observar la
formacion de un solitén espacial y los modelos que describan al solitén de manera adecuada. Se
espera que el haz Gaussiano funcione como una primera funcién que permita corroborar la validez
del algoritmo. Cuando el analisis del haz Gaussiano concluya, se buscara introducir un vértice 6ptico
sencillo en el sistema, el cual serd un primer paso para comprobar si el algoritmo es capaz de propagar,
en un futuro, campos con funciones mds complejas como lo son los Laguerre y los Bessel. Para dicho
vortice, también es de interés estudiar los efectos de la carga topoldgica en la propagacion.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Introduccion

2.1.1. Antecedentes

La llegada del 1aser de rubi a los laboratorios en 1960 (Maiman, 2002) proporcioné la herramienta
necesaria y fundamental para el estudio de la 6ptica no lineal. El primer experimento en ésta nueva
rama de la 6ptica se remonta al trabajo de Franken et al. (1961) en la Universidad de Michigan cuando
se descubri6 la generacion del segundo arménico. El experimento (Fig. 2.1) consistié en enfocar el
laser en una placa de cuarzo cristalino con el fin de descubrir si la respuesta no lineal del medio ante
la exposicién a un campo eléctrico intenso de 694.3 nm era lo suficientemente grande como para
generar un segundo componente armoénico detectable a 347.15 nm (New, 2011; Boyd, 2003).

QUARTZ
RUBY LASER -  CRYSTAL

S R

PHOTOGRAPHIC
PLATE

Figura 2.1: Diagrama del experimento realizado por Franken para la generacién del segundo
armoénico. Imagen tomada de (New, 2011).

2.1.2. Optica lineal

La 6ptica prosperd bajo la suposicion de que la respuesta de los materiales ante la presencia de un
haz era de manera lineal, ignorando los efectos no lineales. Comencemos por fijarnos en la respuesta
lineal de un material ante un campo 6ptico aplicado. Consideremos el efecto de un campo eléctrico
sobre un atomo. La distribucién de cargas eléctricas en el 4tomo se ve distorsionada por el campo
eléctrico que actua sobre las cargas positivas y negativas del atomo. Una primera medicion de dicha
distorsion es el momento dipolar eléctrico p inducido al 4tomo por el campo eléctrico
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B =qi. @.1)

La parte derecha de la ecuacién implica sumas sobre todo el rango del indice repetido (i), siguiendo
la notacion de Einstein y en donde ¢g; es la carga eléctrica en el punto denotado por el vector de
posicion 7; y la suma es sobre el volumen atémico. El momento dipolar es el primer momento de la
carga. Un 4tomo aislado no tiene un momento dipolar permanente lo cual supone que el centro de
la carga negativa coincide con el centro de la carga nuclear. Al aplicar un campo eléctrico E, ocurre
un desplazamiento del centro de las cargas negativas con respecto al nicleo. En la dptica lineal, el
momento dipolar inducido es proporcional al campo eléctrico segun la relacion

P =oE, (2.2)

donde o es la polarizabilidad electrénica del &tomo. Consideremos ahora la dependencia del momento
dipolar por unidad de volumen, o polarizacién f’(t), de un sistema material ante un campo eléctrico
aplicado E (t). En el caso de la 6ptica convencional (lineal), la polarizabilidad del medio depende
linealmente del campo eléctrico descrita por la relacion

B(t) = eoxVE(1). (2.3)

A la constante de proporcionalidad x(l) se le conoce como susceptibilidad eléctrica lineal y & es
la permitividad del vacio. Los fenémenos lineales de refraccion, absorciéon y difraccion son regidos
por ésta primera susceptibilidad, el cual es un tensor de segundo orden que relaciona tres componentes
vectoriales de la polarizacion con las tres componentes del campo eléctrico:

(0

Py XXJ{ ?ny1 szl E,
Bl =& %y%) xy(yl) xy(zl) Ey (2.4)
F A L) \E

Por lo que hay 9 coeficientes de susceptibilidad X,-(jl) dados por (Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014;
New, 2011):

P.= ey} E; 2.5)

2.2. Optica No Lineal

La 6ptica no lineal es el estudio del fendmeno que ocurre como consecuencia del cambio en las
propiedades Opticas de un sistema material en presencia de luz. Dicho fenémeno se produce cuando
la respuesta de un sistema material depende de una manera no lineal a la amplitud de un campo
optico aplicado. Para el caso real, la radiacion laser puede alcanzar intensidades tan altas como para
modificiar las propiedades del sistema material (Boyd, 2003).

La Ec. (2.3) sirvié durante mucho tiempo como una buena aproximaciéon debido a que no se
disponia de fuentes de luz con la intensidad suficiente para perturbar considerablemente a los campos
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dentro de 4&tomos y moléculas. Sin embargo, para intensidades de campo grandes, la respuesta Optica
de un material se puede expandir en una serie de potencias del campo eléctrico:

P=eolx)} Ej+ X0 EjEx+ X ESEED ). (2.6)

ij ij

Las diversas susceptibilidades eléctricas de n-ésimo orden )((”), que son un tensor de orden (n+ 1)
con 3(n+ 1) componentes, corresponden al orden de polarizacién lineal cuandon =1,y n=2,3,...
corresponde a los 6rdenes no lineales.

La Fig 2.2 muestra las respuestas de la polarizabilidad al estimulo de un campo eléctrico E. Se
puede observar que cuando la intensidad del campo eléctrico es bajo, la diferencia entre las respuesta
lineal y no lineal de segundo orden es practicamente nula. Conforme E aumenta, crece la brecha entre
ambas y las subsecuentes susceptibilidades comienzan a ser considerables.

P c

Figura 2.2: Respuesta lineal y no lineal de la polarizabilidad ante un campo eléctrico aplicado. a)
Caso lineal, b) no linealidad cuadrética y c¢) no linealidad cubica. Imagen tomada de (New, 2011).

Es importante mencionar que la expresion (2.6) supone que el medio responde de manera instant-
nea a la intensidad del campo eléctrico, lo cual implica (a través de las relaciones de Kramers-Kronig)
que no tiene pérdidas ni dispersion (Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014; New, 2011).

2.2.1. Segundo orden de susceptibilidad

La polarizabilidad no lineal de segundo orden se expresa tensorialmente como sigue

— @)
P,(l) = 80%1’]/( EjEk. 2.7
Aqui la suma del lado derecho es sobre los indices repetidos j y k. Esta susceptibilidad es un tensor
de tercer orden compuesto por veintisiete componentes dey®, que relacionan las tres componentes
de polarizacién con las nueve componentes del producto de los componentes del campo eléctrico. La
susceptibilidad de segundo orden es la responsable de las siguientes propiedades Opticas:

1. Generacién del segundo arménico: ¥ ?)(—2w : @, ®)
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2. Mezcla y amplificacién paramétrica: x@ (—01 £ o : 0, 0)

3. Rectificacién 6ptica: ¥ 2 (0: o, —o)
4. Efecto Pockels: x® (—w : @,0)
Las frecuencias angulares @ que aparecen en los paréntesis es una notacién que sirve para etiquetar

los diferentes procesos no lineales originados por la combinacién de diversos campos eléctricos
monocromadticos que corresponden a distintas frecuencias angulares @ (Murti y Vijayan, 2014).

2.2.2. Tercer orden de susceptibilidad

El tercer orden de susceptibilidad ¥) es un tensor de cuarto orden con 81 coeficientes que relaciona
la polarizacién con el campo segin

P (1) = Soxi(;k)EjEkEl- (2.8)

1

Algunos de los fendmenos que surgen a partir de ésta susceptibilidad son:

1. Generacién del tercer arménico: x®) (=30 : 0,0, o).

N

Generaci6n del segundo arménico inducido por un campo eléctrico: y ) (—20: 0,0,0).
Mezcla de cuatro ondas no degenerado: y (%) (—o+ 0+ s : 0,0, +03).
Conjugacién de fase 6ptica: ¥ (—0 : 0,0, —o).

Absorcién de dos fotones: ¥ (—o: 0, —0, ®).

Dispersién de Brillouin estimulada: ) (—{0+Q}: 0,—0,0 £ Q)

N S AW

Dispersién Raman estimulada: ) (—{0+Q} : 0, -0, 0 £ Q)

Una de las manifestaciones de interés es el indice de refraccion dependiente de la intensidad. Para
su estudio, consideremos un campo sencillo que es monocromatico descrito por

E(t) = Acos(r). (2.9)

Bajo la condicién de un material isotrépico, algunos componentes de la polarizacién pueden ser
despreciados, ademds de algunos componentes del tensor, como se explicard mds adelante en la
seccion 2.5 (Wei, 2015; Fujioka-Rojas, 2003). Sustituyendo la ecuacion (2.9) en (2.8) y utilizando

la identidad cos® ot = %cos3 or + %coswt, podemos reducir (2.8) como:

= 1 3
pe) (1) = Zsox(3)A3c0s3a)t + Zeox(3)A3c0sa)t. (2.10)
El primer término de la Ec. (2.10) describe la respuesta a una frecuencia 3@ generada por una
frecuencia aplicada @ mientras que el segundo término es el encargado de la contribucién no lineal a
la polarizabilidad a una frecuencia incidente. Por consiguiente, éste término contribuye en el cambio
del indice no lineal, el cual se explicard mas adelante (Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014).
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2.2.3. Propagacion de un haz en un medio no lineal

Para obtener la ecuacién de onda que describe la propagaciéon de un haz en un medio no lineal,
partimos de las ecuaciones de Maxwell en el sistema de unidades internacionales.

V-D=p, (2.11)
V-B=0, (2.12)
N Y:

VXE=—— 2.13
X 3 (2.13)

wﬁ:aa—’fm (2.14)

Nos interesa la solucidon de éstas ecuaciones en las regiones del espacio que no contienen cargas
libres, p = 0 y que no contiene corrientes libres, J = 0. Las densidades de flujo D y B surgen en
respuesta al campo eléctrico y magnético que se propagan dentro del medio y se relacionan mediante
las siguientes ecuaciones constitutivas:

= —

D =gFE +P, (2.15)

B=uH+M, (2.16)

donde & es la permitividad del vacio , 1ty la permeabilidad del vacio y P y M son las polarizaciones
eléctricas y magnéticas inducidas, respectivamente. El vector de polarizacion P depende no lineal-
mente del valor local de la intensidad del campo eléctrico E.LaEc. (2.16) se puede simplificar cuando
se considera un medio no magnético, i.e. M = 0.

B=H. (2.17)

Ahora procedemos a derivar la ecuacion de onda de la manera usual. Tomemos el rotacional del
rotacional de la Ec. (2.13)

VXVXE=Vx(—=), (2.18)

en seguida intercambiamos el orden de las derivadas espaciales y temporales del lado derecho y
utilizando las ecuaciones (2.14), (2.15) y (2.17) para reemplazar V X B por uy(dD/dt), se obtiene
que

VxVxE:—uoa%(Vxﬁ),

_ 2D
- Hge

(2.19)
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Ahora utilizamos la ecuacién (2.15) para descartar a D, considerando que oy = 1/&yc?, con lo que se
obtiene:

102E 1 0%P

VXVXE=———=> — : 2.20
2 Jt?2 gyt or? (2.20)

Con frecuencia es conveniente expresar a P en su parte lineal y no lineal:
p=p" 4 pNL. (2.21)

aqui PW esla parte de P que depende linealmente de la intensidad del campo eléctrico E.

Debido a la complejidad para usar las ecuaciones (2.20) y (2.21), es necesario hacer una aproxima-
cidn: la polarizabilidad no lineal PNL se trata como una perturbacion relativamente pequefia comparada
con la polarizacién total inducida. El siguiente paso consta en resolver (2.20) con PNE = 0, por lo que
se comporta de manera lineal para E.Es practico reescribirlo en el espacio de frecuencias como sigue:

E(r,w)=0, (2.22)

. o?
VxVXE(ro)-¢ew)—
C

donde E(r, ) es la transformada de Fourier de E (r,7) definida como

E(r,0) = / E(r,t)exp(iot)dt. (2.23)
La constante dieléctrica dependiente de la frecuencia estd dada por

e(w)=1+7"(w), (2.24)

donde ¥"(w) es la transformada de Fourier de (V) (¢). En general, 7(!)(®) es complejo y por
transitividad, lo es también €(®). Su parte real e imaginaria se relacionan con el indice de refraccién
n(w) y el coeficiente de pérdidas o(@) mediante (G. P. Agrawal, 2007)

e(w) = (n+i§‘—ac))2. (2.25)

De (2.24) y (2.25), se obtienen las siguientes relaciones

(@) =1+ 3Relz (@) -

a(@) = 2 mlz (o),

donde Re e Im son las partes real e imaginaria, respectivamente. Para simplificar los célculos, en este
estudio se despreciaran las pérdidas ya que a distancias cortas, el término imaginario es muy pequefio
en comparacion a la parte real. Por lo tanto, se obtendrd que €(®) = n?. Asi, se llega a que
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2

O E(r,0)=0. 2.27)

VxVxE(r,o)—n? =

Esta es la ecuacién de onda mds til en la ptica no lineal. Bajo ciertas condiciones, puede ser
simplificada. Por ejemplo, utilizando las indentidades del célculo vectorial, podemos reescribir el lado
izquierdo de la ecuacién como (Griffiths, 2005):

VxVxE=V(V-E)-V?E. (2.28)

En la 6ptica lineal de un medio isotrépico, el primer término del la parte derecha de la ecuacion es
cero ya que la ecuaciéon de Maxwell V - D=0 implica que V- E =0.En algunos casos de interés,
se puede despreciar el primer término de la parte derecha de la ecuacién (2.28). Por ejemplo, si
E es una onda plana, infinita y transversal, V - E se anula. En general, el primer término a menudo
puede demostrarse que es pequeiio, especialmente cuando la aproximacién de una evolvente que varia
lentamente es valida, como se vera mas adelante.

Ahora, ¢ y @ se relacionan mediante

(0
= 2.29
c=7 (2.29)

donde k =2m/A es el nimero de onda.

Sustituyendo (2.28) y (2.29) en (2.27), se obtiene la ecuacién de Helmholtz (Boyd, 2003),
(G. P. Agrawal, 2007; Forbes, 2014)

V2E 4+ n?k*E = 0. (2.30)

2.2.4. Dependencia respecto al indice de refraccion de la intensidad

Para estudiar los fenémenos que surgen a partir de las no linealidades, es necesario entender la
reaccion de un sistema ante un haz incidente. El indice de refraccidon de diversos medios materiales
depende de la intensidad aplicada sobre éstos de la siguiente manera (Boyd, 2003):

n=ny+ i (E?) (2.31)
donde nq representa el indice de refraccion lineal, ny una nueva constante optica conocida como el
indice de refraccion de segundo 6rden, el cual denota la razén de aumento del indice de refraccion en

funcién de la intensidad y () denota el promedio temporal. Supongamos el campo ptico de una onda
monocromadtica plana:

E(t)=E(®)e ™ +c.c. (2.32)

donde su promedio temporal es
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(B2 = & / " Re(E)Re(E)di

T/Tl +EY) (E+E i

—

:_/Tl —l(L)l_|_E>k za)t) —(E za)t_|_E* za)t)d

_ ﬁ/o E(0)E*(0)di

donde los términos con dependencia temporal son cero. Con lo que se obtiene que el promedio
temporal es:

[\.)

E(w)]>. (2.33)

Djz
B
I

(E(1)) = SE(@)E"

Al sustituir (2.33) en (2.31) se tiene que

1.
n:n0—|—§ﬁ2|E(w)]2. (2.34)

A un medio donde su indice de refraccion depende de la intensidad se le conoce como medio tipo Kerr.
En cambio, se le llama efecto Kerr 6ptico al fendmeno donde el cambio en el indice de refraccion
de un sistema material varia proporcionalmente a la intensidad de un campo eléctrico (Boyd, 2003).
Aqui, es importante dejar muy claro que, de este punto en adelante, cuando nos referimos a intensidad,
hablaremos de la norma al cuadrado de la amplitud del campo eléctrico |E(®) % esto debido a
que el presente trabajo se desarrolla empleando esta expresion. No obstante, es importante sefialar
que la intensidad [ estd dada como I = @|E(co)|2 y mas adelante, en la seccién de resultados, se
presentaran los valores correspondientes de /.

Podemos describir la interaccion entre un haz con un medio no lineal en términos de la polarizacion.
Supongamos un campo E(®) linealmente polarizado y un material no lineal isotrépico, donde el
segundo orden de susceptibilidad es despreciable (Wei, 2015). Tomemos entonces la Ec. (2.8) para
obtener la polarizabilidad no lineal de tercer orden

PV (w) =3y |E(0) | E(0). (2.35)

Asi, la polarizabilidad total del material es:

PO () = gy VE (0) +3e0x P |E (0) [ E (0) = go)terE(0), (2.36)

donde x.; = 3V +3xO|E(w) 1 es la susceptibilidad efectiva. Por otro lado, el indice de refraccion
no lineal ny depende de la susceptibilidad de tercer orden de la siguiente manera (Boyd, 2003):

nt =14 Qe (2.37)

Es importante sefialar que n, y 71, son conceptos distintos ya que el primero denota el indice de
refraccion no lineal mientras que el segundo denota la razén del cambio en el indice de refraccion
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conforme incrementa la intensidad. A la ecuacion (2.37) se le introducen las Ec. (2.34) y Xy para
obtener que

1_ - _
no+5mlE(@)] = 142" + 32 Y| (@),

, 1 A , (2.38)
n§ +nofa |E (o)] +Zﬁ2\E(w)\ =14+ W +3xYE(0)]".

Comparando los términos de |E(@)|?, se observa que los indices lineal y no lineal estan relacionado
con sus respectivas susceptibilidades:

no = (14 xM)1/2, (2.39)
y
(3)
iy = 3%~ (2.40)
no

Abhora, si la intensidad se relaciona con el campo eléctrico por (Griffiths, 2005):

1
1= Esonoc|E(ao)|2, (2.41)

y tomando la siguiente definicidn alternativa del indice de refraccion (Boyd, 2003):

n=ngy-+nl

se encuentra que el indice de refraccién dependiente del campo eléctrico como:

1
n=ny+ Enzeoc|15(a))|2, (2.42)

Igualando (2.34) y (2.42) y utilizando (2.41) se llega a que 71, y n, estan relacionados por

m=—2_. (2.43)
no&c
Y en términos de la susceptibilidad de tercer orden:
3
m=——zx%. (2.44)
ng€oc

Por lo que el indice de refraccion dependiente de la intensidad es (Boyd, 2003; Murti y Vijayan,
2014):

231 (2.45)
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2.3. Solitones espaciales

En el contexto de la Optica no lineal, los solitones son clasificados en temporales y espaciales,
dependiendo del confinamiento de la luz, si es temporal o espacialmente durante su propagacion.
Los solitones temporales son aquellos que representan pulsos Opticos que mantienen la forma de
su espectro, mientras que los solitones espaciales representan haces auto-guiados que se mantienen
confinados en las direcciones transversales ortogonales a la direccion de propagacidon. Ambos tipos de
solitones emergen de un cambio no lineal en el indice de refraccion de un material, el cual es inducido
por la intensidad de un haz luminoso. La dependencia con el indice de refraccion a la intensidad
conlleva a un auto-enfocamiento espacial y una auto-modulacién de fase temporal en los solitones
espaciales y temporales, respectivamente. Estos son los dos efectos no lineales mds importantes
responsables de la formacién de solitones Opticos, ya sea espaciales o temporales. Un solitén espacial
se forma cuando el auto-enfocamiento de un haz se balancea con la divergencia inducido por la
difraccién. En cambio, cuando la auto-modulacion de fase contrarresta el ensanchamiento espectral
inducido por la dispersion, se forma un solitén temporal (Kivshar y Agrawal, 2003).

2.3.1. Antecedentes

Las llamadas ondas solitarias o solitones, han sido sujeto de estudio de manera experimental y tedrica
en diferentes campos como la hidrodindmica, 6ptica no lineal, fisica de plasmas y biologia. Su
descubrimiento se remonta al afio 1834 cuando James Scott Russell observé que una pila de agua
en un canal se propagaba sin distorsion a través de varios kilémetros de un canal. El término solitén
se introdujo hasta 1965 para reflejar la naturaleza tipo-particula de dichas ondas solitarias que se
mantenian intactas incluso después de colisiones mutuas.

El primer ejemplo de solitones espaciales corresponde al descubrimiento en 1964 del fenémeno
no lineal de auto-enfocamiento de un haz 6ptico de onda continua en un medio no lineal (Kivshar
y Agrawal, 2003). El auto-enfocamiento no fue relacionado al concepto de solitones espaciales de
inmediato por su naturaleza inestable. En los afios 80’s fueron observados solitones espaciales estables
utilizando medios no lineales en los cuales el esparcimiento inducido por la difraccién era limitado en
una sola direccion transversal. La Figura 2.3 muestra un ejemplo de un soliton espacial formado en
una guia de onda. El haz se difracta a bajas intensidades pero mantiene casi su forma original cuando
el pico de potencia es ajustado.

Desde su descubrimiento, los solitones, en particular los temporales, han tenido una amplia gama
de aplicaciones en el disefio de sistemas de comunicacién basados en fibras dpticas de largos recorri-
dos (Kivshar y Agrawal, 2003).

2.3.2. Efectos de auto-accion

Para entender la formacion de solitones espaciales en un medio no lineal, es necesario entender
primero cdmo es que la luz es confinada. Los haces Opticos tienen una tendencia a difractarse conforme
se propagan en cualquier medio. No obstante, esta difraccién se puede compensar con el fenémeno
no lineal 6ptico de auto enfocamiento. Asi, un haz Optico puede crear su propia guia de onda de
manera auto-inducida. La Figura 2.4 ilustra esquemdticamente los fendmenos Opticos que sufre un
haz al propagarse por un medio. El haz se difracta a potencias bajas pero a una intensidad mayor sufre
un efecto de auto enfocamiento por el cambio en el indice de refraccién del medio inducido por la



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 15

Figura 2.3: Formacion de un solitén espacial en una guia de onda semiconductora. El haz inducido
(arriba) se difracta y se ensancha a intensidades bajas (medio) pero mantiene su forma original (abajo)
en un cierto valor de la potencia inducida. Imagen tomada de (Kivshar y Agrawal, 2003).

intensidad del haz. Este cambio es maximo en el centro del haz y gradualmente se reduce a cero cerca
de las orillas del haz formando un gradiente en el indice de refraccion.

Otro enfoque para estudiar la propagacion de un haz en un medio no lineal es haciendo una
analogia con lentes. La difraccion crea un frente de onda curvo similar al producido por una lente
concava y esparse el haz. Por otro lado, el grandiente del indice creado por el auto-enfocamiento
actia como una lente convexa que enfoca al haz. Como se muestra en la figura 2.4, el haz puede
auto-atraparse y propagarse sin cambiar su forma si los efectos de las dos lentes se cancelan mutuamen-
te. Es importante mencionar que el perfil de intensidad del haz debe tener una forma especifica para
una cancelacion perfecta de ambos efectos.

El proceso de auto-enfocamiento involucra un haz intenso que modifica las propiedades dpticas
de un medio material de tal manera que el haz se enfoca cuando se propaga a través de dicho material.
El esquema de la Figura 2.5 (a) asume que np > 0 y muestra que el haz induce una variacién en el
indice de refraccion, siendo éste mayor en el centro del haz.

La Figura 2.5 (b) ilusta cuando un haz se propaga con un didmetro constante como consecuencia de un
balanceo exacto entre los efectos de auto-enfocamiento y difraccion. El fendmeno de auto-atrapamien-
to se presenta s6lo cuando la potencia del haz es igual a l1a llamada potencia critica de auto-atrapamien-
to (Boyd, 2003)

~ 7m(0.61)%A3

cr —

(2.46)
8nony

donde Ay es la longitud de onda en el vacio de la radiacion laser. A partir de este razonamiento,
se concluye que para que ocurra el efecto de auto-enfocamiento, la potencia P del haz debe ser
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Input Output Output
intensity  phase front  intensity

Diffraction
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) Spatial soliton

= 0P
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e

Figura 2.4: a) La difraccion actiia como una lente concava, b) mientras que el medio no lineal (medio
tipo Kerr) actiia como una lente convexa. ¢) Un solitén se forma cuando los efectos de las dos lentes
se balancean entre si de tal manera que la fase fronta se mantenga plana. Imagen tomada de (Kivshar
y Agrawal, 2003)

mayor a P,,. Cuando P >> P, el haz experimenta una ruptura (Figura 2.5 (c)) y se separa en varias
componentes las cuales tienen aproximadamente una potencia de FP,,. Esto es debido al crecimiento
de imperfecciones en el frente de onda del laser (Boyd, 2003).

Figura 2.5: Ilustracion esquemadtica de a) el efecto de auto-enfocamiento de la luz, b) el efecto de
auto-atrapamiento (solitén espacial) y c) la ruptura en filamentos del haz. Imagen tomada de (Boyd,
2003)

2.3.3. El efecto de Auto-enfocamiento

Comencemos por describir el auto-enfocamiento de manera cualitativa. Para ésto, se ignoran los
efectos de difraccién por un instante justificando que el didametro o la intensidad del haz son los
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suficientemente grande. La Figura 2.6 muestra un haz colimado con un radio caracteristico @y y una
intensidad Iy que incide a un material 6ptico no lineal con un indice de refraccion ny positivo.

i / Z/C08 35 "

Figura 2.6: Esquema para calcular la distancia de auto-enfocamiento zsy utilizando el principio de
Fermat. Las trayectorias curvas del haz en el medio no lineal son aproximadamente rectas. (Boyd,
2003)

La distancia z;¢ desde la cara de incidencia al punto de auto-enfocamiento se determina mediante
el principio de Fermat, el cual establece que la distancia del camino 6ptico [ n(r)dl de todos los rayos
propagandose de un frente de onda desda la cara de incidencia al punto focal, son iguales. Como
primera aproximacion, tomamos de manera lineal al indice de refraccion ng en la regién marginal del
haz y el indice de refraccién a lo largo del haz central como ng + nyly. El principio de Fermat indica
que:

noZsf
cosOsy’

(no +noly)zsr = (2.47)

Si expandimos a cos6gr en su serie de Taylor, al rededor del cero, debido a que el dngulo 6 es
pequeiio, obtendremos 6 =1 — %fo y resolvemos para 6;, encontramos que

Gsf =\ 27121/1’1(). (2.48)

Esta cantidad es conocida como el dngulo de auto-enfocamiento y en general es interpretada como
el angulo caracteristico con el cual un haz de luz es desviado como consecuencia de los efectos de
auto-accion. La razon npl /ng del indice de refraccion lineal con el no lineal varia poco a intensidades
bajas. En términos del dngulo de auto-enfocamiento, podemos calcular la distancia caracteristica de
auto-enfocamiento como zsr = @/ Oy

np 211()(1)(% 1
2ml X \/P/P,

La ecuacion anterior ignora los efectos de difraccion, y por lo tanto se espera que sélo sea valida
cuando los efectos de auto-accidén sean mucho mayores a la difraccidn, esto es, para P >> P.,. Para
potencias mds bajas, la distancia de auto-enfocamiento puede ser estimada considerando que el 4ngulo
de convergencia del haz es reducido por los efectos de difraccién y estd dado aproximadamente por

6= (Gszf - Gil.f)(l/z), donde

(para P >> P,,). (2.49)

Zsf = o

Ou4ir = 0.6140/nod, (2.50)
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es el dngulo de difraccion de un haz de didmetro d con longitud de onda en el vacio Ay. Entonces, una
vez mds argumentando que z; = @y/6, encontramos que

2n0 03 1
sf = .
Tk /PPy 1

De manera mds general, para un haz que entra al medio con una cintura arbitraria, la distancia del
autoenfocamiento es

(2.51)

Tko?
isf = 1/2 2

(2.52)

donde k = npw/c. Los pardametros del radio del haz @, @y y Zuin estdn definidos en la Figura 2.7
(Boyd, 2003).

2w
-
EH”JL«R__Q_WU I I B
_..—'—'—"'_'_'__'_.—-_\__‘_\_'_‘"-\—-__
f"ﬁ + ™
—
|-(_ Zmin_)-l

Figura 2.7: Esquema que ilusta la distancia minima de autoenfocamiento z,;,, la cintura del haz
incidente @ y la cintura en la distancia de autoenfocamiento ay. (Boyd, 2003)

2.3.4. El efecto de Auto-atrapamiento

Consideremos ahora las condiciones para que ocurra el auto-atrapamiento. Se espera que ésto suceda,
como se menciono anteriormente, cuando los efectos de difraccion por dispersion y auto-enfocamiento
son equilibrados. La condicién puede expresarse mateméticamente cuando el dngulo de difraccion de
la ecuacion (2.50) sea igual al 4ngulo de auto-enfocamiento (2.48), es decir:

6uir = Osr- (2.53)

Sustituyendo las ecuaciones (2.48) y (2.50) en lo anterior, encontramos que el auto-atrapamiento
ocurrird cuando la intensidad del haz es:

06110/”061’ =V 21’121/110
(0.61)*A8 (2.54)
2nonpd?

Como la potencia del haz estd dada por P = (7 /4)d’I, podemos observar que la potencia critica
para que ocurra el auto-atrapamiento es:
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_ w(0.61)A5  Ag

cr —

R~ . 2.55
81’121’10 81’1271() ( )

Noétese que segin el modelo que se presenta, el haz auto-atrapado puede tener cualquier didmetro
d ya que no depende de éste. El resultado numérico del coeficiente de esta férmula depende de las
suposiciones del modelo matemético del auto-enfocamiento.

Figura 2.8: (a) Distribucion de la intensidad radial de un haz con méximo plano. (b) Un haz de la luz
incidente en la orilla formada por el borde del haz laser. (Boyd, 2003)

Fisicamente, el proceso de auto-atrapamiento se puede describir de la siguiente manera: se consi-
dera que el haz del l4ser tiene una intensidad méxima de forma plana como se muestra en la Figura
2.8 (a). La distribucién del indice de refraccion a través del medio no lineal tiene la forma de la parte
(b) de la figura. Aqui el indice de refraccién del material se denota como ng mientras que el indice
de refraccion variante, en la seccion de en medio expuesta al haz se denota como ng + 6n, donde
on es la contribucion no lineal al indice de refraccién. También se muestra en la parte (b) un rayo
incidente a la frontera entre las dos regiones. Este rayo se mantendra atrapado dentro del haz del laser
si experimenta una reflexion total interna en el confin. La reflexion total interna ocurre cuando 6 es
menor que el dngulo critico 6y de reflexién total interna, dado por

no

e (2.56)

cos6y =

como 6n es mucho mas pequefio que ng esencialmente para todos los materiales épticos no lineales,
6p es mucho menor a la unidad. Con lo que la ecuacion previa puede ser aproximada por

1 on
1——62=1- = 2.57
2 0 I’l()’ ( )

lo cual muestra que el dngulo critico estd relacionado al cambio no lineal del indice de refraccién

mediante

60 = (26n/ny)"/?. (2.58)

Un haz laser de didmetro d contiene rayos dentro de un cono cuya extension angular maxima es
del orden de magnitud del dngulo caracteristico de difraccion 6,;¢ = 0.61Ag/nod. Se espera que el
auto-atrapamiento suceda si la reflexion total interna ocurre para todos los rayos contenidos en el haz,
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esto es, si 6y, = 6y. Comparando las ecuaciones (2.50) y (2.57), observamos que el auto-atrapamiento
ocurre cuando

Sn= %n0(0.6120 Jdng)?, (2.59)

o equivalentemente, si

d = 0.619(2nn) "'/, (2.60)

Si ahora sustituimos dn por nyl, podemos notar que el didmetro de un haz auto-atrapado estd
relacionado con la intensidad mediante

d = 0.614(2nonyd) /2. (2.61)

Asi, la potencia contenida en un haz de didmetro dado por (2.61) es

P., = Ed2]: M_

2.62
4 8112]’10 ( 6 )

Cuando la potencia P excede la potencia critica P, y ocurre el auto-enfocamiento, el haz suele
romperse en varios filamentos (como se muestra en la Fig. 2.5 ¢), cada uno con potencia aproximada
de P.,.

2.4. La Ecuacion No Lineal de Schrodinger (NLS)

La ecuacion no lineal de Schrodinger (NLSE por sus siglas en inglés) es una ecuacion diferencial
parcial no lineal cuya aplicacion se extiende a diversas ramas de la fisica como la hidrodindmica,
acustica, fisica de plasmas y Optica no lineal, entre otras, hasta ciencias bioldgicas, quimicas e ingenie-
rias. Como su nombre lo sugiere, dicha ecuacién tiene similitud con la ecuacién de Schrodinger
ampliamente utilizada en la mecénica cudntica. De hecho, la expresion (2.22) deducida en la seccién
anterior, es la ecuacion no lineal de Schrédinger de un medio Kerr. No obstante, se pretende llegar a la
misma ecuacion siguiendo un tratamiento mds riguroso de las susceptibilidades, como se presentara
en la seccién 3.4.

En la 6ptica no lineal, la ecuacion no lineal de Schrodinger rige la propagacion de solitones a
través de un medio no lineal. En general, suponiendo un campo u complejo con su eje de propagacion
sobre z, la ecuacion NLS se puede escribir de la forma

1
iuz+§Viu+F(|ulz)u:0. (2.63)

Donde el primer término, de la primera derivada respecto a z, describe la propagacion del haz en
dicho eje. En cambio, si la derivada es respecto al tiempo, la ecuacion NLS permitird describir la
evolucién temporal de un haz en un medio no lineal, el cual es qtil para el estudio de pulsos 6pticos.
El Laplaciano se encarga de describir la evolucién de las componentes transversales a la propagacion
del campo. Finalmente, el dltimo término es la esencia de la ecuacién ya que incluye un término no
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lineal, donde la funcién F es una funcién algebraica que depende de la intensidad y del sistema no
lineal que se desea estudiar.

En la ecuacién (2.63), cuando F(|u|*) = |u|?, la ecuacién NLS describe la propagacién de un haz
en un medio Kerr. Hoy en dia, éste modelo es el mds utilizado en la rama de las telecomunicaciones ya
que la mayoria de Is fibras Opticas funcionan bajo el modelo de Kerr. La ecuacion NLS normalizada
mads general para un medio Kerr es:

ou 1,0°u d%u ’
| —— —( —— —_— = O_ 2.64
e T2lga t )t (269
Cabe mencionar que en la ecuacion anterior se deprecid el término de pérdidas. Nétese también que
cuando se ignora el término no lineal, (2.64) toma la forma de la ecuacidén de onda paraxial en un
medio lineal. (Kivshar y Agrawal, 2003; Fujioka-Rojas, 2003; Biswas y Konar, 2006; Mollenauer y
Gordon, 2006)

2.5. Deduccion formal de la Ecuacion NLS para un medio Kerr

Para ésta seccion, se realizard un andlisis andlogo al realizado por Fujioka (Fujioka-Rojas, 2003)
con la diferencia de que aqui se pretende obtener la expresion NLS para el caso (2+1) dimensional.
Retomemos las ecuaciones de Maxwell para un caso dieléctro p = 0 y no magnético M = 0.

V. (eE+P) =0, (2.65)
V.-B=0, (2.66)
JB
VxE=-—", (2.67)
JE JP
VxB= .LLOEOE + HOE (2.68)

de las dltimas dos ecuaciones se sigue que:

J J’E 0J°P

Pero de la identidad en (2.28), lo anterior se reescribe de la forma:

J’E J%pP
V’E—-V(V-E) - Ho&o 3 — Mo = 0. (2.70)

Consideremos la propagacion de una onda de tal forma que el eje z coincida con el eje de
propagacion y que el campo E(x,y,z,¢) tenga sus componentes:
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E(X,y,Z,t) :(EX7EY50)7 (271)

donde j es un vector unitario paralelo al eje y. Si el material es isotrépico, entonces el campo P(x, y, z,)
inducido por la onda eléctrica transversal sera,

P(x,y,2,1) = (Px,Py,0). (2.72)

Aplicando las dos ecuaciones anteriores, la expresion (2.70) toma la forma:

Exx+Eyy+ E;; — Uo&Ey — HoP: = 0.

o de manera andloga:

V3 E + Ez. — to€oEu — toPy =0, (2.73)

d*’E _

Donde se hizo un cambio de notacién para facilitar la descripcidn en esta seccion (‘fl—f =Ey 2=

E)CX)'

Como se menciond en la seccion 2.2, suponemos una respuesta instantdnea de parte de P ante E.
Asi, la relacion entre éstas estd dada por la ecuacion (2.6):

giP:xU).EHA” :EE+ x®EEE +.... (2.74)
0

Los términos del lado derecho son vectores tridimensionales con componentes:

(2™ ~E)i:in(jl)Ej, (2.75)
7
(x@) : EE) =YY 2 EE, (2.76)
i TR
(x(3)EEEE) =Y VY 2 EEE:. (2.77)
i j ok 1

Cuando el material es isotrdpico, el tensor 2 es diagonal con sus elementos de la diagonal
iguales, () es nulo y 21 elementos con indices repetidos de los 81 de %) son distintos de cero y de
esos 21, s6lo 3 son independientes. Si ademds, E estd linealmente polarizado, las restricciones sobre
%) implican que P tendrd la misma polarizacién que E, de modo que la ecuacién (2.74) se reduce a
una ecuacion escalar:

P=seyxVE+ ey E>=pL) 4 pNL), (2.78)
donde yV) = y(yl) y x®) = y(y3y)y, PL) y PINL) son 1a parte lineal y no lineal de la polarizacién,
respectivamente. Los términos no lineales de orden superior a 3 se desprecian en la expresion ya que
la magnitud de dichos 6rdenes es mucho menor. Al sustituir lo anterior en (D.1) obtenemos que



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 23

V2E 4 E,, — toeLEy — toP"Y =0, (2.79)

donde la constante dieléctrica &, esta definida como:

e =eo(1+ %), (2.80)

y la parte no lineal de la polarizacién depende solo del tercer orden de susceptibilidad de la forma:

PV — gy OE3. (2.81)

Consideremos ahora a las soluciones de (2.70) que pueden expresarse de la forma:

1_
E(x,z,1) = SE(x,z,t)expli(foz — aot)] +c.c., (2.82)
donde c.c. denota al complejo conjugado, @y es la frecuencia inicial de @ y E(x, z,t), es la envolvente
que varfa lentamente en z comparada con expli(Boz — wpt)], de manera que | E, |[<< Bo | E | y |
E.. |<< Bo | E; |. El término fy es una constante que se calcula aplicando condiciones iniciales a la
constante de propagacién f(w) definida como (Fujioka-Rojas, 2003):

(pogr)"/?

B@) = o+ (uoer) (@~ ay) + H72

Noétese que cuando @ = @y, entonces 3 (@) = Po, es decir es el nimero de onda dentro del dieléctrico
correspondiente a la frecuencia wy.

Para obtener la forma de P(VD), segun el campo eléctrico incidente de la forma (2.82), se sustituye
ésta dltima en (2.81):

1. 1 3
PV (x,z,1) = gox®) EEexp[i(Boz — apt)] + EE*exp[i(Boz —apt)]|

desarrollando,

PVE (x,2,1) = %80%(3){ES€XP[3i(5OZ — @ot)] + 3E*E* expli(oz — axt)]
+ 3E(E’*)Zexp[—i(/30z —aot)] + (E*)3exp[—3i(ﬁoz —apt)]}. (2.83)

Si se sustituyen las expresiones de la polarizabilidad y el campo eléctrico en la ecuacion (2.79),
todos los términos tendrian el factor exp[i(Boz — @pt)], por lo que al eliminarlo, algunos términos
quedarian multiplicando por exp[2i(Boz — wopt )| mientras que los restantes describirdan cambios lentos.
Este es un término que oscila rdpidamente y fisicamente indica una fluctuacién aleatoria, que en un
momento contribuye a un sentido y en seguida en el sentido opuesto, por lo que su contribucién se
puede considerar practicamente nula. Asi, se pueden despreciar los términos en la ecuacion (2.83)
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que contienen el tercer armoénico 3@y resultando una expresion para la polarizabilidad de la siguiente
manera:

PO (5, 2,1) = oo P {BE2E explifPoz — ou)] + 3E(E"expl—i(Boz — an)]}

1 (2.84)
= EP(NL)exp[i(Boz —wot)] +c.c.,
donde se definié PNV como el segundo término de la ecuacion (2.10):
PO (x,7,1) = Zeox | E E. (2.85)

4
Sustituyendo (2.82) y (2.85) en (2.79), se obtiene que:

3
V3 E 4 E 4 2iBoE, — BSE — toeL By + 2itoer o By + poeL 0 E — Zuoeox N E PE)u
3 o .
+Sittoeoenx* (| E*E). + 1“0800)3%(3)\ E|’E=0.

Si elegimos B02 = uosLa)g y despreciamos el término E_;, debido a la aproximacion paraxial:

Notese que para obtener la expresion anterior, se utiliz6 la aproximacion paraxial dada por:

Py, vy o’y ‘v, Py
A|a_Z2|<<|a_Z|7 |8Z2|<<|8X2|’|8y2|

donde la primera desigualdad significa que la variacién de la propagacion es despreciable en una
distancia del orden de A mientras que la segunda implica que la variacion en z es lenta comparada
con los ejes transversales (Milonni y Eberly, 2010). Asi, lo anterior se reduce a:

2ioE; + V3E — poerEn + 2ittoer @0Er — S uogox (| E PE)

3 3
—zuoeoa)ox (|E|E)t+ uosoa)ox |E|E 0. (2.86)

A partir de la ecuacion anterior se pueden obtener las ecuaciones NLS espacial y temporal. Para el
caso de la ecuacién espacial, consideremos que | E | es independiente de ¢, es decir que despreciamos
las parciales de E respecto al tiempo, asi la ecuacion (2.86) toma su forma espacial:

s 3 -
2iPoE: +VAE + Jpogo@ix V| E'E =0,

iE, + 2[3 ViE+y|E|E 0, (2.87)
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a la cual se le conoce como la ecuacion no lineal de Schrodinger espacial para un medio no lineal
Kerr de dimension (2+1), en donde el 2 denota el nimero de dimensiones transversales x y y y el 1
corresponde a la direccion de propagacion z. Se ha definido a ¥ como un coeficiente que multiplica al
término no lineal

2,,(3)
y= 3 Ho€o 0y X (2.88)

8 Bo

En algunas ocasiones, es mds conveniente expresar la ecuacion NLS de manera adimensional,
para ésto se consideran los siguientes variables adimensionales escaladas:

X — XpX,

z — x5 Boz,

E— (yﬁox(z))_l/zﬁ

con lo que (2.87) toma la forma (Kivshar y Agrawal, 2003; Fujioka-Rojas, 2003):

1
iu; + EViu—l— | u [*u=0. (2.89)

La cual es vélida para medios isotropicos debido a que partimos de dicha suposicion.

2.6. Solucion (1+1) dimensional

La ecuacién NLS como se presenta en (2.87) 6 (2.89) no tiene una resolucion analitica, por lo que
generalmente se recurre a un método numérico para obtener una aproximacion. No obstante, una
solucion analitica es posible cuando se considera una onda plana con una sola componente transversal
como se muestra en la figura 2.9 donde el haz es confinado en una sola direccién transversal. Asi, la
ecuacion NLS de dimension (1+1) es

1
— .
// ( /‘ // wo-dimensional sol =
/ | /// //
i - | ' >
A 5 5
iid 5l i -.//

Figura 2.9: Un haz confinado en un medio de dimensién (1+1) (izquierda) y (2+1) de dimensién
(derecha). Imagen tomada de (Kivshar y Agrawal, 2003).
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Supongamos que existe una solucién a la ecuacién (2.90), que conserva su forma, dada por

u(z,x) =V (x)explig(z,x)], (2.91)

donde V es independiente de z mientras que la fase ¢ puede depender de x y z. Al sustituir (2.91) en
(2.90) se obtiene que

—¢;Vexplig (z,x)] + %{ Vix = V] +i[20:Ve + 0V Y explig (z,%)] + | V [*Vexplig (z.x)] = 0.

Separando lo anterior en sus partes real e imaginaria:

1
Re: —¢zv+§[vxx—¢3v] +V3=0,

Im:¢,Vy+ ¢,V =0.

(2.92)

Por otro lado, al considerar una guia de onda plana, la onda continua es plana, por lo que la
ecuacion de fase muestra que ésta debe ser de la forma ¢ (z,x) = Kz + px (Kivshar y Agrawal, 2003),
donde K y p son constantes. La posterior, representa el dngulo de la trayectoria del soliton respecto
al eje z, por lo que p = 0. Sustituyendo ¢ en la ecuacién (2.92), tendremos que

Ve =2V (K —V?). (2.93)

La ecuacion anterior se puede resolver multiplicando por ’é—‘; e integrando sobre x

/ VViedx = / 2V (K — V?)Vydx

av 2
(d_) =2KV?—V*+ce., (2.94)
X

Tomando en cuenta la condicién de frontera donde V y dV /dx tienden a cero cuando |x| — oo,
se encuentra que la constante de integracion c.c. es 0. En el mdximo del soliton, se presentan las
condiciones V = A con A la amplitud del campo y dV /dx = 0, lo cual define las constantes K = A% /2
y por ende ¢ = A%z/2.

Considerando lo anterior e integrando (2.94) por variable separables,

/d / A%
x= | —/—,
VV2K — V2

l/ dg
x=— | ———,
AJ g\/1-g?

donde se considerd el cambio de variable g> = V2 /2K para la resolucion de la integral. Asf,
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1
x= Ksecif1 (V/A)

V = Asech(Ax), (2.95)

donde A es la amplitud del soliton. Finalmente, se obtiene la solucion para la ecuaciéon NLS (1+1)
dimensional:

A%z
u(z,x) = Asech(Ax)exp(lT). (2.96)

A la solucién de la forma anterior se le conoce como el solitén fundamental. Este es similar a
un gaussiano pero con la diferencia de tener un pico més estrecho y extremos anchos. Nétese que el
término de fase no depende de ¢ por lo que es no dispersivo.

Diversos trabajos presentan la solucion analitica de éste tipo, ya que resulta sencillo estudiar su
comportamiento de ésta manera que resolver numéricamente la ecuacion NLS (2+1) dimensional. A
pesar de que generalmente se aleja de la realidad fisica, funciona en algunos casos como un primera
aproximacion a la solucién del problema planteado.



Capitulo 3

Ecuacion No Lineal de Schrodinger de un
Medio Coloidal

En los capitulos previos, se estudié la propagacién de un haz en un medio no lineal partiendo de las
ecuaciones de Maxwell y de las susceptibilidades no lineales de un material isotropico y dieléctrico.
No obstante, existen otros sistemas que, al ser perturbados por una intensidad incidente, presentan
respuestas no lineales y a diferencia de los medios Kerr, la dependencia a la intensidad no es de
manera cuadrética. Dos sistemas que se han estudiado ampliamente son los medios fotopolimerizables
(Villafranca y Saravanamuttu, 2008, 2009; Belgacem y cols., 2015; Zhao y Mouroulis, 1994; Close,
Gleeson, Mooney, y Sheridan, 2011) y los medios coloidales (Smith, Ashkin, y Tomlinson, 1981;
Ashkin, Dziedzic, y Smith, 1982; Smith, Ashkin, Bjorkholm, y Eilenberger, 1984; Yashin y cols.,
2005; Reece, Wright, y Dholakia, 2007; El-Ganainy, Christodoulides, Rotschild, y Segev, 2007;
El-Ganainy, Christodoulides, Musslimani, y cols., 2007)

(El-Ganainy, Makris, Christodoulides, Rothchild, y Segev, 2007; Gordon y cols., 2007; W. Lee,
El-Ganainy, Christodoulides, Dholakia, y Wright, 2009; Terborg, Torres, y Volke-Sepulveda, 2013).
En ésta tesis se pretende estudiar a éstos tltimos, desde su planteamiento matemaético hasta su resolu-
cién numérica y ajustes posteriores al modelo.

Un medio coloidal consiste en una mezcla de fases en donde una sustancia dispersa de particulas
microscopicas (fase dispersa) se encuentra suspendida en un medio, que generalmente es, liquido (fase
continua). Dichas particulas tienen la caracteristica de tener un didmetro de 1 a 1000 nanémetros. En
el caso de interés, una trampa Optica es utilizada para introducir una respuesta de manera no lineal.
La fuerza de gradiente actda contra la difusion para atraer a las particulas en las regiones de mayor
intensidad, formando asi un cimulo de particulas que cambia el indice de refracciéon locamente. Como
consecuencia de dicho cambio en el indice de refraccidn, el haz se enfoca contrarrestando los efectos
de difraccion, permitiendo asi que éste sea confinado en el medio. En éste caso la no linealidad es
consecuencia directa de la fuerza de gradiente 6ptico. Desde una perspectiva préctica, éste tipo de
materiales son atractivos debido a que los efectos no lineales son despreciables a intensidades bajas.
Los primeros trabajos realizados por Ashkin (Smith y cols., 1981; Ashkin y cols., 1982) demostraron
experimentalmente que, con la observacion de los efectos de autoenfocamiento y autoatrapamiento,
éstos sistemas podian funcionar como un medio Kerr artificial. Cabe destacar que en un principio,
matematicamente, se les consideraban como un medio Kerr. Sin embargo, mas adelante se demostré
que ésta suposicion sOlo era aplicable para intensidades bajas y que la no linealidad depende de
manera exponencial a la intensidad. La figura 3.1 muestra el proceso donde la fuerza de gradiente
optico contrarresta los efectos de difusion de las particulas.

28
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Figura 3.1: Esquema del auto-atrapamiento 6ptico por particulas. El gradiente local de la intensidad
del campo eléctrico atrae a las particulas suspendidas, resultando en un cambio en el indice de
refraccion y por ende, el auto-enfocamiento del haz. Imagen tomada de (Gordon y cols., 2007).

3.1. Deduccion

Debido a que se requiere estudiar la interaccién entre un campo electromagnético con nanoparticu-
las suspendidas en un medio liquido, es necesario partir de la ecuacién que gobierna el transporte de
particulas en un medio continuo:

ap

o +V.J=0, 3.1

donde p es la concentracion de particulas y J es la densidad de corriente asociada al flujo. En este tipo
de sistemas, los mecanismos que contribuyen a la densidad de corriente de particulas esta descrito por
la ecuacién de Nerst-Planck:

J=pv—DVp,
en donde D representa el coeficiente de dlfU.SlOIl y V es la velocidad convectiva de la particula la cual

esta relacionada con una fuerza externa F actuando sobre las particulas a través de la relacién ¥ = uF,
con u representando la movilidad de la particula.

J=puF —DVp, (3.2)

El primer término del lado derecho de la ecuacion (3.2) representa la corriente debida a la fuerza
externa mientras que el segundo término es la contribucién debido a la difusién del movimiento
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Browniano. Es importante sefialar que en las 2 ecuaciones previas, se supone una mezcla altamente
diluida ignorando interaciones entre particulas.

Para resolver las ecuaciones anteriores, es necesario considerar condiciones estacionarias i.e.
d/dt = 0. Ademds, bajo equilibrio la densidad de corriente es cero, J=0, ya que la corriente se
equilibra con la difusion. Ahora, en el caso del régimen de Rayleigh, es decir el régimen en donde
el didmetro de la particula d es menor a la longitud de ondad (d < A), la fuerza de gradiente optico
promedio actuando sobre las particulas se obtiene con la aproximacién del dipolo (Novotny y Hecht,
2012).

= 04 2. 0 2,
F=—-V|E —|E 3.3
SVIER+ 2B, (33)

donde la cantidad I se asocia a la intensidad del haz mediante I = E - E* mientras que o representa
la polarizabilidad de una particula esférica con indice de refraccion n, (El-Ganainy, Christodoulides,
Rotschild, y Segev, 2007):

2
m-—1
o= 3Vp80n,%1 (mz——{—2> . (3.4)

El volumen V), de una particula esférica es V), = 4ra’ /3 siendo a su radio, € la permitividad en el
vacio, ny, el indice de refraccion del medio liquido y el pardmetro adimensional m = n,, /n,, representa
la razén entre los indices de refraccion de la particula respecto al medio. Por otro lado, en la ecuacion
(3.3), o es el coeficiente de scattering que se relaciona con & mediante:

Ko 128@%a’n,

olf = —=
67r£02’ | 3

42172
%) Gy (3.5)

Al primer término de la ecuacién (3.3) se le denota como la fuerza de dipolo o fuerza de gradiente
y al segundo se le conoce como la fuerza de scattering. La primera surge de las inhomogeneidades
del campo y es proporcional a la parte dispersiva (componente real) de la polarizabilidad compleja,
mientras que la segunda es consecuencia de la transferencia de momento por el campo de radiaciones
sobre la particula y es proporcional a la parte disipativa (componente imaginaria) de la polarizabilidad
compleja. Para una particula sin pérdidas, no existe una transferencia de momento por lo que la fuerza
de scattering se vuelve cero (Novotny y Hecht, 2012). En el caso real las pérdidas son inevitables, no
obstante, para particulas nanométricas, dicho término se puede ignorar ya que su contribucion es muy
pequefia en comparacion a la fuerza de gradiente. Por lo tanto, la ecuacion (3.3) se reduce a:

Lo
F=-VIE|*. (3.6)
4
Cabe mecionar que a puede ser positivo o negativo dependiendo de si el indice de refraccion de la
particula es mayor (m > 1) o menor (m < 1) que el medio.

En presencia de fuerzas Opticas, se sustituye la ecuacion (3.6) en (3.2), bajo la condicion de
equilibrio (/ = 0):
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J=puF —DVp,
Ozpu%VIEIZ—DVp,

resolviendo la dltima ecuacidn diferenciable por variables separables, se obtiene

oGl 2
—ZIE|* =1 .
ap|Elf=lnp+c

aplicando exponenciales en ambos lados y despejando p:

(04
p = poexp( S IEI),

y empleando la relacién de Einstein /D = 1/kgT (Reif, 2009), se obtiene la siguiente expresién para
la densidad que depende de la intensidad:

o
p = poexp(—|E[?), (3.7)

4kpT
donde kpT es la energia térmica y po es la densidad de particulas uniforme sin perturbacién (en
ausencia de luz). Si definimos a i) como el factor de empaquetamiento

N = (AN, /AV)V, =pV,, (3.8)

con N, el niimero de particulas en un volumen V, AV es un fragmento de volumen V' y V), el volumen
de una particula, podemos reescribir (3.7) como sigue:

o
n = moexp(g |l (3.9)

Si definimos el potencial U = _TO‘|E|2, llegamos a que éste resultado es otra manifestacion de la
distribucion estadistica de Maxwell-Boltzmann (Reif, 2009):

_ -v
n = Noexp T )

De las ecuaciones (3.4) y (3.9) notamos que la concentracion de particulas incrementa en las
regiones donde la intensidad es alta, siempre y cuando n,, > n,,. En el régimen opuesto, las particulas
escapardn de las regiones de alta intensidad. Como resultado, el indice de refraccién es perturbado
localmente por la concentracion de particulas dependiente de la intensidad. Para calcular dicho cambio
local, se usa la ecuacion de Maxwell-Garnett (Apéndice A.2):
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3Nen(&p—€m)
& +26n—1 (& —&n)

Eeff =Em+ (3.10)

donde &.7f, &, y €p son la permitividad efectiva, del medio y de la particula, respectivamente. Se
utiliza dicha aproximacién por que es una teoria de homogenizacidn que ha sido utilizada y estudiada
durante afios para aproximar un medio electromagnético complejo como una solucién coloidal de
particulas en agua con un medio homogéneo efectivo (Garnett, 1904, 1906; Markel, 2016).

Multiplicando el lado derecho de la ecuacién (3.10) por &,/ €:

3n (m*—1)
m2+2—-n(m2—1)|’

Eeff = Em 1+

donde se utilizé que m?> = (n,/ny)* = €,/&n debido a que n* = ¢. Si lo indices de refraccién son
cercanos, i.e. m*> — 1 — 0, la contribucién del término m? — 1 en el denominador es despreciable, por
lo que en éste limite, la ecuacién anterior se reduce a:

seffzem[1+3n6], (3.11)

. 2_ . . . e
donde se definié 6 = ’rzz é. Cuando el medio no es perturbado por la intensidad, la permitividad

efectiva del background (&) es:

eorr(|EI* =0) = & = €, [1 +310] (3.12)

Para desarrollar la ecuacién de evolucion de un haz en una suspensién de nanoparticulas partimos
de la ecuacién de Helmholtz obtenida en (2.30). Suponiendo que la envolvente de un campo y(x,y,z)
varia lentamente, esto es, E(x,y,z) = y(x,y,z)explikon, (1 +3810) %z], donde el término (14 35170)%
representa el indice de refraccion efectivo (Matuszewski, Krolikowski, y Kivshar, 2008, 2009a, 2009b;
Matuszewski, 2010), podemos hacer el siguiente desarrollo:

1

VZ{W(-X?yJ Z)exl’[iko”lm(l + 35770) ZZ]} +k(%geffw<x7y7z)€xp[ik0nI11(1 + 35”0)%Z] = 07

—_

Vexplikonm(1+3610)2 2]V (x,y,2) + explikonm (1 +3810)22) V2w (x, . 2)
+ VY (x,y,2) Vexplikon (1 +38M0)2 2] + W(x,y,2) VZexplikon (14 3810) 2]
ke w(x,y,2)explikon(1+3810) 32 = 0,

1 1

2ikony, (1 + 35n0)%exp[ik0nm(l +38M0)22)Vw(x,y,2) + explikonm (1 +3810)22) V2w (x, y,2)
+ 232, (1380 )explikorm (14 3870) 2 W(x,,2) + Ko W (.3, 2)explikomm (14 3870) 2] =0,
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eliminando los exponenciales,

2ikonn(14381M0)2 VY (x,3,2) + VW (x,,2) + k3n2 (14 38M0) W(x,3,2) + k3o s W(x,3,2) =0,

dividiendo ambos lados entre 2kon,, (1 + 367]0)%,

Oy(x,yz 1
l W(a ) + lVZW(x7yaZ)
2 2kon,(1+38mn0)2
12n2 (1+36m0)2 K2e
— 2 (2k ) v(x,y,2) + O y(x,y.2)=0
07m Zkonm<1 + 357‘[0) 2
retomando la expresion para €.y y sustituyendo en lo anterior:
Oy(x,y,z 1
z 2k0nm(1 + 35170) 2
K2n2 (1438102 12en(1+3n8
— -0 m(2k ) y(x,y,2) +— ml )lw(x,y,Z) =0.
0"m 2konm,(1+38Mn0)2
Recordando que €, = n2, resulta:
dy(x,y,z 1
l W(a . ) + lVZW(xLyaZ)
z 2konm,(1+30m0)2
—kgn2,(1+38n0) + kgn2,(1+ 38
Onm( rl()) Onl’l’l(l n) l//(x,y,Z) — O7
2konm(1+30M0)?2
Oy(x,y,z 1 3k3n2 8(n —no
i W(a n VAW (x,y,) + —2 ( ); v(x,y,2) =0,
< 2konm(1+35170)2 2k0”m(1+35n0)2

donde ky = 27/ Ay. Definimos las constantes ¢y, ¢ y ¢3 como

1
1 19

Bl 2k0nm(1 +36T]0)7
¢y = 3k3n2 8,

o

ST 4T’
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con el fin de reducir la expresién a

Iy (x,y,
i W(gzy Z) + 1 V2 (x,y,2) +cre2(n —no)w(x,y,z) = 0. (3.13)

Retomando la expresion para 1 en (3.9),

l.8l//(x,y,Z)

2
8z +C1V21I/(X,y,Z) + CICZ(nOecs‘w - nO)‘l/(Xa)@Z) =0.

Si definimos cyz = c1¢c2n0 y renombramos c¢; = ¢z, llegamos a

ia v(x,y,2)

P eLV2y(x,y,2) +ene (e = 1) y(x,y,2) = 0. (3.14)

La ultima expresion es la ecuacion NLS para un medio coloidal, al cual se le hard referencia mas
adelante como el modelo exponencial. El primer término describe la propagacion del haz en el eje z,
el segundo la variacion de las componentes transversales del campo eléctrico y finalmente el dltimo
es el encargado de los efectos no lineales y depende de la intensidad de manera exponencial.

3.2. Aproximacion a un Medio Kerr

Una interesante y sencilla aproximacion seria el mismo realizado por Gordon (Gordon y cols., 2007),
en donde aproximé el modelo coloidal (de respuesta exponencial) a un medio Kerr (de respuesa
cuadrética) considerando intensidades muy bajas. Con éste modelo, Gordon realiz6 un estudio (1+1)
dimensional (s6lo considera una componente transversal del campo) donde comparé la simulacién
numeérica del modelo exponencial a intensidades bajas con el resultado analitico de la solucién (1+1)
dimensional, similar a la ecuacién (2.96). Los resultados obtenidos por Gordon se muestran en la
Figura 3.2, donde se presenta una grafica del perfil del haz en una posicion, concluyendo que, en
efecto, en el limite de intensidades bajas ambos modelos se comportan de una manera muy similar.
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Figura 3.2: La linea continua muestra el perfil del haz en la aproximacién al medio Kerr y los puntos
representan los célculos numéricos del perfil a una intensidad baja. Imagen tomada de (Gordon y
cols., 2007).
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Siguiendo lo realizado por Gordon, se pretende hacer un estudio andlogo (2+1) dimensional para
compararlo con el modelo exponencial y un modelo saturable, que se desarrollard en la siguiente
seccion, a intensidades bajas. Retomemos la expresion del factor de empaquetamiento dependiente
de la intensidad 1(|E|*) en (3.9)

n = noexp (EP/IE). (3.15)

donde se redefini6 a ﬁ = % = ¢3 como la intensidad critica. La aproximacion al medio Kerr
.

ocurre cuando la intensidad |E|* es menor a la intensidad critica, i.e. |E|* < |E|*. Es importante
mencionar que de ahora en adelante, \Eo\z serd considerada como una intensidad referencia, ya que
mds adelante nos serd util para el andlisis del rango de intensidades vdlidas en los modelos. Si se
cumple la desigualdad, expandimos (3.15) en su serie de Taylor al rededor del cero:

2 2
e (EP ) = s T
c| n=0 :

~ 1+ |E]P/|E P,

por lo que la expresion del factor de empaquetamiento es

n o (1+EP/EL) =m0 (1+esEL) (3.16)

Con lo que al hacer un desarrollo andlogo a la seccion 4.1, se llega a la ecuacion NLS

iwz+clviw+c1czn0(1+c3\E\2—1) v =0, 3.17)

y finalmente, se obtiene

iV +c.V2 W+ caenz|w)Pw = 0. (3.18)

Notese que la ultima expresion tiene la forma de la ecuacion (2.89), de la NLSE para un medio Kerr.
Por lo que se concluye que en el régimen de intensidades bajas (intensidades cercanas a la intensidad
critica ]Eclz), la propagacién de un haz en un medio coloidal se comporta como un medio Kerr debido
a la dependencia cuadratica al campo en el término no lineal. Nos referiremos a ésta ecuacién como
el modelo Kerr.

3.3. Correccion a un Medio Coloidal Saturable

La siguiente aproximacion o, mejor dicho, ajuste al modelo coloidal consiste en considerar la satura-
cién en la concentracién de particulas, es decir incorporar al modelo la interaccion entre éstas. Un
problema que surge en el modelo coloidal presentado previamente, es que dicho sistema considera
a las particulas puntuales, es decir que no existe un impedimento matemdtico que evite un cimulo
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infinito de particulas. Este ajuste es necesario ya que conforme se incrementa la intensidad, también
lo hace la concentracion de particulas y la no linealidad y al ser exponencial, eventualmente termina
creciendo en valores muy grandes que carecen de sentido fisico ademads de brotar problemas compu-
tacionales. Por lo mencionado anteriormente, el modelo exponencial funciona bien en un rango de
intensidades intermedias pero se le debe incorporar la interaccién entre particulas cuando se trabaja a
intensidades o distancias mayores.

Los trabajos presentados por Matusewski (Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b; Matuszewski,
2010) y Selvaraj (Selvaraj, 2013) proponen un modelo basado en una analogia al modelo de una
esfera dura donde la compresibilidad juega un rol vital, que a su vez, se fundamenta en la formula
de Carnahan-Starling (Carnahan y Starling, 1969; Song, Mason, y Stratt, 1989; Mansoori, Carnahan,
Starling, y Leland Jr, 1971; L. L. Lee, 1995; Robles, Lopez de Haro, y Santos, 2014) (Apéndice
A.3). Dicho modelo resulté funcional para regimenes de intensidades bajas, intermedias y altas,
demostrando la formacion de solitones espaciales. La figura 3.3 muestra una gréifica de intensidad
adimensionalizada |u|2 contra el factor de empaquetamiento 17 de ambos modelos, donde se puede
notar claramente que a intensidades bajas, ambos comportamientos son similares pero comienzan a
diverger a intensidades mayores.

Figura 3.3: La linea punteada representa la gréifica de intensidad vs concentracion del modelo coloidal
mientras que la linea continua muestra el comportamiento de 1 en el modelo saturable. Imagen
tomada de (Matuszewski y cols., 2008).

En la aproximacion de esferas duras, la féormula de Carnahan-Starling (Carnahan y Starling, 1969;
Song y cols., 1989; Mansoori y cols., 1971; L. L. Lee, 1995; Robles y cols., 2014) es una buena
aproximacion para la dependecia del factor de compresibilidad Z a 1, que funciona hasta un valor de
N ~ 0.5 de la ecuacion de estado (Apéndice A.3):

S Ltntn’—n’
(1-n)°

A pesar de funcionar bastante bien, la ecuacion no diverge sino hasta que 17 toma un valor de 1, lo
que equivale a decir que ya no existe espacio disponible en el sistema careciendo de sentido fisico. El
maximo valor que puede tomar el factor de empaquetamiento para esferas es en un arreglo hexagonal
(hcp) siendo 1 =0.7405. Por lo que valores cercanos a éste ya no serdn considerados en el presente
trabajo.

(3.19)
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El proceso matematico que se lleva a cabo es muy similar al desarrollo del modelo coloidal. Para
derivar la ecuacién de la densidad de corriente de particulas, asumiremos primero que el gradiente
de la densidad p(r) es localmente paralelo a £ y un pequefio cubo dentro del medio de volumen
dV = dxdS con dx la longitud y dS la superficie normal a X. La diferencia de presion dP ejercida
sobre las dos caras de la superficie dS da lugar a una fuerza efectiva interna F;,, actuando sobre
las particulas coloidales. Como las fuerzas externas e internas actuardn en sentidos opuestos para
equilibrar el gradiente de densidad, dicha fuerza interna se considerard como negativa. La Figura
3.4 ilustra el esquema de las fuerzas actuando sobre el cubo dxdS. Asi, la presion ejercida sobre la
superficie es

Font _ pﬁm‘dv

dp=——" —
ds ds

donde f,-m es la fuerza interna promedio ejercida sobre cada particula individual. Considerando que
dx = dV /dS, lo anterior se reescribe como

dP = —p fons - 7. (3.20)

Figura 3.4: La fuerza interna ejercida sobre las particulas por la diferencia de presion actia en el
sentido opuesto a la fuerza externa proveniente del gradiente 6ptico.

Por otro lado, la presion ejercida por las particulas, se obtiene de la ecuacién de estado de una
esfera dura

pZ(n)
p="2U 3.21
B (3.21)

donde Z es el factor de compresibilidad, P es la presion, p la densidad de particulas, B = 1/kgT y
N = pV,, es el factor de empaquetamiento como se defini6 en (3.8). De las dos ecuaciones anteriores
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obtenemos que
d(pZ —
dP = ———= = —p fint - 7,
1
—V
Bp

Asi, la densidad de corriente de particulas estard dada como

fie = —==V(pZ). (3.22)

j: pu(fexz+ﬁnt)a

= Pl — %V(pzx (3.23)

= plfex —DV(pZ)

Donde la fuerza externa serd la fuerza ejercida por el gradiente ptico dado por (3.6) y (3.4) y la
corriente debida a la difusién estd incluida en el segundo término del lado derecho. Nétese que si
n — 0 (particulas puntuales) en (3.19), entonces p — 0 y por lo tanto Z — 1. En este limite, se
recupera la expresion (3.2) de la seccion 4.1:

J = plfen—DVp

Andlogamente a la seccion 4.1, para resolver lo anterior, debemos considerar la condicién de
equilibrio J = 0, por lo que se obtiene

VIE|? = %V(pz) (3.24)

Sustituyendo (3.19) y p = n/V,, en (3.24), obtendremos dos ecuaciones:

po
4

aB J|E]

V, 9 (nl+n+n*-7’
4 ox _nax(vp (i—np ) (3-25)
@B IIEE_Vp 9 (0 L+ntn’—n’ (3.26)
4 dy may\V, (1-n) ' '

Resolvamos la primera que depende de x:

aBdlEP _1d (n+n*+n’—n*
4 odx  mdx (1-n)3 ’

derivando el lado derecho,
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aBIEP 1 (n4—4n3+4n2+4n+1> on
dx’

4 (1-n)*

4 dx 7
Y ahora resolviendo lo anterior por variables separables

/lm ABOIEE _ (’74—4”3+4n2+4” g
| n

Eo\2=OT dx 0 n(t—mn)?* ox’
af .2 3—-1 1
B [0 "
4 (1_77) Mo
efiniendo la funcién g(n) = ~——XL; +1nmn, se obtiene la expresiéon que relaciona a 1 con la
y definiendo la funcién g(n) = =1 +In7, se obtiene la expresion que relaci n con 1
intensidad |E|*:
[2(1) —g(M0)] — e3|E* = 0. (3.27)

Donde se utiliz6 ¢3 = ﬁ. La expresion anterior no tiene solucidn analitica por lo que es necesario

recurrir a un método numérico para obtener valores de 7. En este caso, el método de Runge-Kutta
de 4o orden serd suficiente para resolverlo. De manera similar, si resolvemos la ecuacién (3.26), se
llegard a la misma ecuacion.

Andlogamente al caso del medio coloidal, se utiliza la ecuacion de Maxwell-Garnett (3.10) para
obtener la permitividad efectiva y nuevamente, para permitividades cercanas €, /&, ~ 1, es aproxima-
damente

Eeff = Sm(l —|—357]),

donde se retomé § = (m? —1)/(m* +2). Y una vez mds, la permitividad efectiva del background en
ausencia de un campo es

e.rr(|E|* =0) = & = &,(1+35n0)
Asi, para obtener la ecuacién NLS de este modelo, consideramos de nuevo una envolvente de

un campo que varia lentamente E(x,y,z) = y(x,y,z)explikon,(1 + 35170)%4 propagdndose, en la
ecuacion de Helmholtz (2.30), de manera andloga a la seccién 4.1.

V2 [wexplikon, (1 + 35n0)%z] + kg€, rrwexplikonm (1 + 35n0)%z] =0,

Vexplikony, (1 + 35n0)%z]Vl//+ explikony, (1 + 33n0)%z]VZI//+ VyVexplikon, (1 + 35n0)%z]

+ yV2explikon (1 +3810)22) + koeus s Wexplikomn (1 +36810)22] = 0,
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V2 yr + 2ikon(1+3810)2Vy — kg, (1+38100) y+ kees s = 0,

—12n2 (1438M0) + k2, ¢ |
iy + V3 y 4 | 30N RSy,
2k()l’lm(1 —|-35T]())§ 2k0nm(1 —|-35T]())z
. 1 —Kk2nZ (1+38M0) +Kk3nZ(1+387)]
iy + (Viy ¢ | 3OM) (L 30M) ),
2k0nm(1—|—35n0)2 2k0nm(1+357'[())2 ]
, 38k3n2,
iy, + Viy+ ¢ | (1 —m0)w =0.
2konm(1+361M0)2 2konm(1+361M0)2

Retomando ¢; = 1/2kon,,(1+38 no)% y ¢2 = 38k3n2,, lo anterior lo podemos reescribir como

iV +c1V2 W+ cier(n —no)y =0,

y con c; =cp y cyL = c1¢2Mo, llegamos finalmente a la ecuacién NLS para la correccién saturada:

y=0. (3.28)

2
il[/z—f-CLVil[/—f— CNL(—n(L;T ) - 1)

Donde (] y|?) es una funcién que depende de |y|* a través de (3.27). Al modelo anterior se le referird
como modelo saturable.

3.4. Comparacion entre Modelos

Hemos derivado las ecuaciones NLS de los tres modelos (3.14), (3.18) y (3.28):

v, +c Vi + CNL(eC3W‘2 —Dy=0 Modelo Exponencial
iWZ+CLV2lW+C3CNL|W‘2W =0 Modelo Kerr

) n(lvl*)
iy, +c Viy+ CNL(T -y =0 Modelo Saturable

donde sus respectivas concentraciones son:
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n = noexp(c3|v]?) Modelo Exponencial
n="mno (1 +C3|ll/|2> Modelo Kerr
[g(1n) —g(no)] — C3W”2 =0 Modelo Saturable

y las constantes estdn definidas como

1

cp = 1

2kon, (1+38n0)2
386k3n?
CNL = 0 m 1o
Zkonm(l —}—351’]0)j
o o
ST dhgT

Notemos que las tres tienen una estructura similar a excepcion del término no lineal. Si sélo
considerdramos al medio liquido sin la suspension de particulas (19 = 0), la constante no lineal ¢y,
es igual a cero y por transitividad el término no lineal también es cero. Asi las 3 expresiones recuperan
la misma ecuacién de la propagacién de onda en un medio lineal.

Por otro lado, si la intensidad es pequefia, i.e. (| 1//]2 — 0), la concentracién casi no varia respecto
a la concentracion inicial (1 — 1g) y, en los tres casos, el término no lineal tiende a cero de igual
manera. Por lo tanto, es valido suponer que a intensidades bajas (|y|* < |E.|*), los tres modelos
tendrdn un comportamiento muy parecido. A intensidades intermedias (| l[/|2 > |EC|2), el modelo de
Kerr deja de funcionar ya que la no linealidad depende cuadraticamente del campo a diferencia de los
otros dos en donde la no linealidad crece rdpidamente. En un régimen de intensidades mas amplio,
el modelo exponencial y el modelo saturable seguirdn comportdndose similarmente y divergiendo
ampliamente del modelo Kerr. Finalmente, cuando la intensidad alcanza un valor mucho mayor a la
intensidad de referencia (| l,l/|2 >> |EC|2), el comportamiento del modelo exponencial y el saturable
tenderan a distintos valores. Mas adelante, cuando se resuelvan numéricamente los tres modelos,
se hard el estudio de los rangos de intensidades en donde los modelos tienen comportamientos
similares y seremos capaces de reproducir los resultados de la Figura 3.3 obtenidos por Matuszewski
(Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b; Matuszewski, 2010) y agregarle resultados anédlogos a los
estudios de Gordon (Gordon y cols., 2007).



Capitulo 4

Resolucion Numérica

Las ecuaciones NLS (3.14), (3.18) y (3.28) que se presentaron en las previas secciones para cada caso
son ecuaciones diferenciales parciales de las cuales s6lamente se conoce una solucidn analitica para
el caso (1+1)D Kerr, como se presentd en la seccion 2.6. Por lo que en general no tienen una solucién
analitica para los sistemas (2+1)D. Como consecuencia, una resolucién numérica es indispensable
para encontrar una aproximacion apropiada.

Para la resolucion de la ecuacion NLS se han utilizado principalmente dos métodos: diferencias
finitas y métodos espectrales. Los diversos algoritmos de diferencias finitas que se han utilizado,
principalmente en los afos 70’s cuando surgieron los primeros estudios numéricos, fueron perdiendo
impulso con el surgimiento de los métodos espectrales. Posteriormente, las diferencias finitas tuvieron
un resurgimiento en los afios 90’s para resolver sistemas especificos, en particular para solitones
temporales y pulsos ultracortos. Los mas tipicos son el de Cranck-Nicholson, "hopscotch’, el ’leap
frog’ y todas las variantes de las anteriores (G. P. Agrawal, 2007). No obstante, para el estudio de un
solitén espacial, los métodos espectrales suelen ser mds efectivos por lo que en el presente trabajo nos
concentraremos en uno que serd la piedra angular y que se expondra en la siguiente seccion.

4.1. El método de Split-Step Fourier (SSFM)

El método espectral que mayor éxito ha gozado es el Método por Pasos Separados de Fourier (Split-
Step Fourier Method), desarrollado por Tappert y sus colaboradores en 1972 (Tappert y Judice,
1972; Hardin y Tappert, 1973; Fisher y Bischel, 1975). En 1984, Taha y Ablowitz realizaron pruebas
extensivas para comparar los métodos de diferencias finitas con el SSFM y mostraron que, en general,
el método SSF es incondicionalmente estable y que puede llegar a ser por dos 6rdenes de magnitud
mas veloz (Taha y Ablowitz, 1984). El hecho de que el SSFM ocupe menos tiempo de computacion
se le atribuye a que emplea un algoritmo de la transformada rdpida de Fourier (FFT) (Cooley y Tukey,
1965). Diversos estudios del método dentro de la Sptica no lineal se han realizado, mientras que
otros se han enfocado en mejorar su eficiencia (Feit y Fleck, 1988; Yevick y Glasner, 1990; Zoldi,
Ruban, Zenchuk, y Burtsev, 1997; Chang, Jia, y Sun, 1999; Sinkin, Holzl6hner, Zweck, y Menyuk,
2003; Muslu y Erbay, 2005; Wang, 2005) y su uso se ha extendido a otros campos de la fisica
como la propagacion de ondas en la atmdsfera, ldseres semiconductores, fibras opticas con indices
graduados, resonadores inestables y condensados de Bose-Einstein, entre otros, que consideran la
ecuacion espacial (G. P. Agrawal, 1984; G. Agrawal, 1984; Feit y Fleck, 1978, 1980; Hermansson,
Yevick, y Danielsen, 1983; Lax, Agrawal, Belic, Louisell, y Coffey, 1985; Thylen, Wright, Moloney,
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Stegeman, y Seaton, 1986; Bao y cols., 2003; Javanainen y Ruostekoski, 2006).

Para comenzar, es necesario una condicidn inicial yp, que corresponde al haz incidente, y dividir
el eje de propagacion z en fragmentos de longitud Az. El siguiente paso consiste en separar la ecuacion
NLS en una contribucién lineal y en otra no lineal como operadores:

£f+@+me:Q
dz

donde los operadores L. y NL corresponden a la contribucién lineal y no lineal, respectivamente.

La esencia del método reside en considerar que para cada fragmento Az, los efectos lineales y no
lineales actuan de manera independiente para después combinar éstos dos efectos de manera sucesiva.
Especificamente para un segmento Az, se resuelve la contribucién lineal (NL = 0) en la primera
mitad de dicho segmento para después utilizar éste resultado como condicional inicial para obtener
los efectos del término no lineal (L = 0) en todo Az y finalmente emplear, de nuevo, el producto no
lineal como condicién inicial del fragmento lineal restante. Este proceso se repite n veces segtn la
definicién del tamafio del paso Az = z/n. Como notaremos mas adelante, la resolucién lineal requiere
de la aplicacion de una transformada de Fourier, la cual numéricamente se procesa empleando la
transformada rapida de Fourier. La Figura 4.1 muestra el diagrama de flujo para resolver los primeros
dos pasos mediante el SSFM.

Figura 4.1: El haz incidente yp pasa por la contribucién lineal en segmento Az/2 para después resolver
la contribucion no lineal y el producto Yy, 1 de éste es la condicién inicial del dltimo fragmento lineal.
El dltimo resultado y; es la condicidn inicial para el siguiente paso.

Para que el codigo sea eficiente, es necesario considerar diversos factores. Por ejemplo, la seleccion
del tamafio de un paso suficientemente pequefio implicard una mejor resolucién, a pesar de que esto
conlleve a pérdidas en la velocidad de computo. Por lo que se deben ir eliminando la mayor cantidad
variables y elementos posibles para agilizar el proceso. Otro factor a considerar es el tamafio de la
ventana espacial en la que se trabajard la propagacion. Lo anterior se debe a que en algunos casos, el
haz puede difractarse rdpidamente y colisionar con los bordes, lo que puede provocar inestabilidades
numéricas, y reentrar por el extremo opuesto debido a que el uso de FFT implica condiciones de
frontera periddicas. Comunmente se utiliza una funcién de apodizaciéon que absorbe los valores
cercanos a los bordes.
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4.2. Aplicacion matematica del SSFM al Modelo Exponencial

En ésta seccion estudiaremos la aplicacion directa del método SSF a la ecuacion no lineal de Schrodin-
ger del medio coloidal. Para ésto, consideremos la ecuacion presentada en (3.14):

iy, + e V2wt e (e — 1)y = 0. @.1)

Comencemos por identificar las contribuciones lineal y no lineal:

L:iy,+cp[Wn + ‘VW] =0, (4.2)
NL: iy, +enn (e — 1)y = 0. 4.3)

4.2.1. Resolucion de la Contribucion Lineal

Primero resolveremos la parte lineal y para ésto debemos considerar la transformada de Fourier
definida como (Fourier Transform, s.f.)

85D = FleI(f) = | _gwpexp(~2mifia)dx @4

donde f, es la coordenada de frecuencias en el espacio de Fourier. Al aplicar la ecuacién anterior en
ambos lados de (4.2), tendremos que

iF W]+ cL{F W] + Flyyy]} =0,

. _ ~ 4.5)
W, + c{Pux + Wy} = 0.
Ahora, es necesario recurrir a la propiedad de diferenciacion de la transformada de Fourier
(Fourier Transform, s.f.):
Fg'(x)](k) = 2mifcF [g(x)] (k) (4.6)

donde la funcién f es integrable en todo el dominio de los reales y para una doble diferenciacion es
de la forma (véase Apéndice B.1)

Flg"(0)(k) = —(2mfe)*F[g(x)] (k) 4.7)

Asi, la (4.5) se reescribe como
i, — e [(27) f29 + (2m)2 ] = 0.

iy — (2m) e, [fe+ 7] W =0. (4.8)
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La ecuacion (4.8) es ahora una ecuacion diferencial de primer orden que se puede resolver por
variables separables

= =—ien e [F+ 1]V,
Iny = —i(27) e [f7 + fy] 2+ cte,
¥ = Yoexp{—i(2m)’cL [f¢ + 17 ] 2}

Aplicando una transformada inversa de Fourier a ambos lados, se obtiene

w(x,y,2) = F~' [Fly(x,,0)]exp{—i(2m)%c. [f + f7] 2}] -

Y para cualquier intervalo Az, tendremos

wL(x,y,z+Az) = F~V [Fy(x,y,2)]exp{—i(27)c, [fZ + 7] Az}] . (4.9)

La expresion anterior es la contribucién lineal en un punto z+ Az, donde F[y(x,y,z)] es la
transformada de Fourier de la funcién de entrada y Az es el paso. Recordemos que el método de
SSF divide la contribucion lineal en dos partes en un segmento Az, por lo que la expresion final que
se utilizard en el algoritmo es

YL(r e+ Ac/2) = F [Fly(ey.a)]exp{—i@nPe [+ 2] ac/2)]. @10)

4.2.2. Resolucion de la Contribucion No Lineal

A comparacion de la parte lineal, la no lineal resulta ser mas sencilla, ya que la ecuacion (4.3) es
una ecuacion diferencial de primer orden y también se puede resolver por el método de variables
separables.

a_ll/ = iCNL<€C3|lV|2 _ 1)‘/’7
dz

Iny = icNL(eC3|"’|2 — 1)z +cte,
2
w(x,y,2) = y(x,y,0)exp{icys (e — 1)z},

Notese que para poder integrar respecto a z, | Y |2 tiene que ser independiente de z (Apédice B.2).
Finalmente, tendremos la expresion para el segmento Az como

WL (3,24 AZ) = w(x,y,2) explienr (¢ VT — 1Az}, (4.11)
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4.2.3. Contribucion lineal y no lineal

Ya derivadas las expresiones (4.10) y (4.11), procedemos a conglomerarlas para obtener una aproxima-
cion. Sea Yy un haz incidente al sistema, Y, el resultado de aplicar la primera mitad de la contribucién
lineal en el n-€simo segmento, Yyz ., €l producto de aplicar la aportacion de la parte no lineal en el
n-ésimo segmento y ¥, el haz que dimana del n-ésimo segmento. Matemdticamente, ésto, para el
primer segmento es

L. wi(wo,Az/2) = F~ 1 [Flwolexp{—i(2m)%cL [f7 + f7] Az/2}] = w1
2. l//NL(l//L71,AZ) =VYL1 exp{icNL(e”"”LJ'z - 1)&} = YnL1-
3. Wi(Wve1,A2/2) = F~ [Flyweilexp{—i(27)%cL [f7 + f7 ] Az/2}] = wi.

Y en general, para el n-€simo segmento Az se ejecuta

Loyi(Wn-1,A2/2) = F U [Fly, 1] exp{—i(27)%c [f7 + f7] Az/2}] = Wia-

2. WNL(YLn,A2) = YLn exp{icyz (¢ — 1)Az} = WNL.n-
3. WL(WNLn,Az/2) = F ! [Flynpa) exp{—i(2m)%cL [f7 + f7] Az/2}] = W

Por lo que se puede aplicar en el algoritmo como un ciclo que se repetird n veces segin la definicién
del tamario del paso Az = z/n. Hasta aqui, el método de SSF se ha aplicado de una manera matematica

la cual serd la esencia del algoritmo. No obstante, para su implementacion computacional es necesario
considerar diversos factores los cuales se explicaran en el siguiente capitulo.

4.3. Aplicacion del SSFM a la Aproximacion del Medio Kerr

Resolveremos ahora la expresion (3.18) mediante un desarollo similar al de la seccién anterior.
Separémosla en sus respectivas contribuciones

L:iy,+c Viy =0, (4.12)

NL: iy + czen|w)Pw = 0. (4.13)

Siguiendo el mismo proceso que en la seccién 6.1.1 para resolver la contribucidn lineal, se obtiene
que Y7 en general, es de la forma

V(e Ac/2) = F [Fly(ey.o)]exp{—iQaPelf2 + £18/2)]. (414

Y similarmente a la seccién 6.1.2,

II/NL(X,_)/,Z + M) = W(X7y7 Z) eXp{iC3CNL| W‘zM} (415)

Por lo que para la propagacién en un segmento Az, se realiza



CAPITULO 4. RESOLUCION NUMERICA 47

Loy (Wn-1,A2/2) = F~ 1 [Fy 1] exp{—i(27)cL[f{ + f7]Az/2}] = Wi
2. WNL(WLn,AZ) = WL pexplicsenp|WLal* Az} = W g
3. WL(WNLa,AZ/2) = F 1 [Flynpa) exp{—i(27)%cL[fZ + f7]Az/2}] = Wi p-

4.4. Aplicacion del SSFM a un Medio Coloidal Saturable

Para la ecuacion NLS del medio coloidal saturable, la aplicacion del método SSF serd andloga al
desarollo realizado para el modelo exponencial. Separando (3.28) en su parte lineal y no lineal
obtendremos

L:iy,+c Viy=0, (4.16)

NL : il[/z +CNL(

2
) 4y o 4.17)
o

De igual forma, al resolver la contribucién lineal tendremos que

Yi(x,y,2+Az/2) = F~' [Fy(x,y,2) exp{~i(27)cL[f¢ + f71Az/2}] (4.18)

mientras que el aporte no lineal es

2
(v )—1] Az}. (4.19)
No

Y el ciclo, en general, del algoritmo seguird el siguiente orden:

WNL(X, Y2+ A7) = Y(x,y,z) exp {icNL

Loy (Wao1,A2/2) = F~ 1 [Fly_1]exp{—i(27)%cL[f2 + f]Az/2}] = Win.
2
2. WNL(WLn,AZ) = Wr pexplicne [% - 1} Az} = UL

3. WL(Wnen,Az/2) = F~ [Flywea]exp{—i(2n) cL [ + £7]Az/2}] =y



Capitulo 5

Desarrollo del Algoritmo

En éste capitulo se explicard a detalle el desarrollo del algoritmo, asi como los factores fisicos y
numéricos que fueron necesarios considerar. La implementacién computacional del presente trabajo
se llevé a cabo en el entorno de programaciéon de MATLAB debido a los conocimientos previos que
se tenian sobre éste lenguaje, ademds de la disponibilidad de alguas herramientas matematicas.

El cédigo principal se divide en las siguientes secciones: las variables y condiciones del sistema,
creacion de ventanas, optimizacion, pre-tratamiento del campo, célculos con el método SSF, genera-
cién de los vectores resultantes y las graficas de éstos. El algoritmo permite al usuario definir la
magnitud de los valores experimentales, incluyendo la estructura del haz, asi como la seleccion de
cualquiera de los tres modelos. Para cada modelo se definié una funcién en subcédigos al cual el
cddigo principal llamard si el usuario lo requiere. Las lineas del c6digo que se escribieron se presentan
en el Apéndice E.

5.1. Definicién de variables y constantes fisicas

Primero se definieron las constantes fisicas necesarias en el sistema internacional de unidades, segin
las ecuaciones obtenidas en el capitulo 3:

& = 8.854187817 x 10712 {E} Permitividad en el vacio
m
~12 H oy ,
Uo =4m x 10 {5} Permeabilidad en el vacio
co = 299792458 [E} Velocidad de la luz en el vacio
S
J
kg = 1.38064852 x 10~23 [E} Constante de Boltzmann

Establezcamos ahora las condiciones del sistema de una suspension de particulas esféricas de
poliestireno en agua a temperatura ambiente:

48
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a=35x10"" [m] Radio de las particulas
n, =157 Indice de refraccién de las particulas
ny, = 1.33 Indice de refraccién del agua
T =295[K] Temperatura ambiente
No=1x 1073 Concentracion inicial de particulas(Matuszewski y cols., 2008)

Se utilizé6 dicho material en particular debido a que es uno de los sistemas experimentales mas
empleados por los miembros del laboratorio de Micromanipulacién Optica y en un futuro se prente
realizar una comparacion entre el modelo tedrico y el experimental. Por otro lado, el valor de ng = 1 x
1073 corresponde a un volumen ocupado por las particulas en el volumen total de 1%. Consideremos
ahora, que un haz de laser incide con las siguientes caracteristicas:

o =532x 107" [m| Longitud de onda en el vacio

wo=3x107° [m] Radio del haz (Apéndice C)
. 2npriPy [W o .

Ih= m\Eg\z — 70 W Intensidad inicial (Apéndice A.1.1)
2 w? | m?

donde Py es la potencia aplicada al laser y experimentalmente es el valor que controla la intensidad
inicial del haz. No obstante, para el andlisis se tratard directamente con la intensidad ya que resulta
mads conveniente tratar directamente con ésta, ademds de que serd util si mds adelante se requiere
tener la intensidad en términos de la potencia aplicada. Con los valores anteriores, podemos escribir
las siguientes relaciones:

1
ko =27/ Ao {—} Numero de onda
m
4
V, = 5717513 [m?] Voltimen de las particulas
m=np/np Razon entre indices
B m*—1
C om? 42
2 Cm? . .
o = 3V,&n;, 6 ~ Polarizabilidad de las particulas

Posteriormente, se definieron las constantes cy,cyr y ¢3 como se presentan en la Seccién 3.4 del
Capitulo 3, en funcién de los valores ya definidos:
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1
Ccl = 1
2k0nm(1 +35n0)7
38k*n?
CNL = 0 T 1o
2kO”m(l ""36770)j
a
c3 = )
37 MkpT

5.2. Definicion de la ventana y los pasos

Una vez que se definieron las constantes necesarias, el siguiente paso consiste en definir el tamafio de
la ventana en la que se trabajard la propagacion del haz. En general, se utilizan tamaiios de, al menos,
10 veces mayor que el didmetro del haz para evitar colisiones en las fronteras como se menciond
anteriormente (G. P. Agrawal, 2007). No obstante, cuando se trabajan con distancias de propagacion
mayores, es conveniente definir ventanas mds grandes debido a que pueden existir filamentos que se
difracten mas rapido.

El método de SSF nos indica que es necesario la implementacion de transformadas de Fourier
y transformadas inversas, por lo que ésto implica que debemos crear otra ventana en el espacio
reciproco. Es decir, para la propagacion lineal, se trabajard en el espacio de Fourier mientras que
el espacio de coordenadas servird para propagar la contribucién no lineal.

5.2.1. Espacio de Coordenadas

Para la creacion de la matriz de coordenadas, primero se fij6 un tamafio de paso 6ptimo dx para
generar un vector que sea el encargado de producir a la ventana. Si consideramos que el haz incide
con una cintura del orden de micrometros, como minimo debemos tener una ventana 10 veces mas
grande:

dx =1 x 107 [m].

Lo siguiente consistié en definir una constante N que controlard el tamafio de la matriz. Asi,
definimos ahora el vector que generard eventualmente a la matriz de coordenadas:

N dx N dx
— cdx
2 2

—dx,

XX =

donde el tamafio de xx estd sujeto al valor de N. La matriz por lo tanto, se define como una malla o
cuadricula del vector xx con la funcién meshgrid de MATLAB:

[X,Y] = meshgrid(xx,xx). 5.1
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Aqui, X es una matriz donde cada renglén es una copia de xx, mientras que Y es una matriz conforma-
da por copias de xx en cada columna. Por lo que X y Y conforman las matrices para sus respectivas
coordenadas.

También se determind el tamafio del paso dz a lo largo de la longitud de propagacion z, que puede
ser variada segun sea el caso

dz=1x10""[m].

Conforme dz sea menor, la precision del algoritmo aumentard a costa de mayor tiempo de computo
y viceversa. En general, la distancia minima de propagacion serd de 0.1 X 10_3[m], por lo que un
tamafo de paso del orden de nandmetros entregara una buena resolucion.

Como se menciono anteriormente, las fronteras de la ventana son periddicas al aplicar la transfor-
mada répida de Fourier y se quiere evitar a toda costa las inestabilidades numéricas que éstas puedan
ocasionar. Para solucionar ésto, a la ventana se le multiplicé una funcién de apodizacién, la cual
es una supergaussiana, con forma de meseta, que multiplica por 1 a todos los valores centrales pero
cerca de las fronteras se desvanece rapidamente a cero "eliminando los pies’ de la funcién original. En
MATLAB, esto se puede implementar utilizando la funcion tukeywin, la cual se encuentra disponible
en la biblioteca de MATLAB, que genera un vector:

ap = tukeywin(N,p)

donde N es el mismo valor definido previamente y define el tamafio del vector de apodizacion,
mientras que p es un valor que varia entre 0 y 1 y determinara qué tan ancha es la meseta. Conforme p
tiende a 0, la funcién se acerca a 1. La Figura 5.1a muestra el comportamiento de la funcién tukeywin
para distintos valores de p. Para éste caso, un valor de p= 0.15 es suficientemente bueno para prevenir
posibles problemas en las fronteras. Posteriormente, se genera una matriz de apodizacién del mismo
tamafio que la ventana:

[Apx, Apy| = meshgrid(ap,ap)

Ap = Apx - Apy

La variable Ap es una matriz de N xN que se multiplicara directamente al campo para mandar a cero
todos los valores cercanos a las fronteras. A dicha matriz nos referimos como funcion de apodizacion,
la cual es ampliamente utilizada en procesos numéricos que involucran tratamientos de sefiales con
transformadas de Fourier (Tahic y Naylor, 2005). La Figura 5.1b muestra el gradiente de los valores
de la matriz para p= 0.15, donde se puede observar que una amplitud de 1 abarca una gran parte de
la ventana.

5.2.2. Espacio de Fourier

Asi como se definié una ventana en el espacio de coordenadas para trabajar la propagacion, es
necesario crear otra ventana en el espacio de Fourier. Retomemos la ecuacién que describe la contribu-
cién lineal de los tres medios:
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Figura 5.1: Esquemas para ilustrar la apodizaciéon para N= 1000. La primera grifica muestra que
conforme p— 0, la apodizacidén se acerca a 1. En éste caso, p=0.15 es un valor razonable para aplicarlo
a la ventana. En la segunda figura se muestra la matriz de apodizacién creada por p= 0.15.

vL(x,y,2+Az/2) = F ! [Fly(x,,2)] exp{ —i(2m)2cL[f? +fy2]Az/2}} : (5.2)

Como podemos observar, el término [f2 + fyz] implica que debemos trabajar en el espacio reciproco.
Dado a que el espaciamiento entre los elementos de la ventana del espacio de coordenadas se definié
de manera discreta, el espacio de Fourier también deberd ser discreto. Por lo tanto, es favorable
emplear la transformadad discreta de Fourier (B.10) (Apéndice B.2) en lugar de una transformada
de Fourier convencional. Para crear dicha ventana, comencemos por definir los valores Ax=L/N y
Af= 1/AxN como se presentan en (B.8) y (B.9), respectivamente. El valor N, de nuevo, define la
cantidad de elementos que tendrd un columna de la matrix cuadrada de la ventana reciproca. Asf,
definimos en el algoritmo los tamaiios del paso reciproco

dfy = 1/dx N,
con lo que generamos el vector
Ndfy Ndfy
g =— 5 :de:T—de,
y las matrices
fx,fy| = meshgrid(g,,g,). (5.3)

5.3. Factores para agilizar el computo

Antes de comenzar con la parte fisica del problema, se consideraron algunos factores para optimizar
el tiempo de computo que se aplicaron en el algoritmo, ya sea de manera inmediata o posteriormente.
Siempre que se realizan simulaciones, el tiempo requerido para terminar una simulacién es un factor
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muy importante a considerar. En algunos casos, los célculos pueden tardar hasta semanas o incluso
meses. Por razones obvias, ésto no es practico y por eso se emplean diversas técnicas para agilizar el
computo.

Transformada Rapida de Fourier

La transformada rdpida de Fourier (FFT) es una herramienta computacional que, su principal ventaja
es reducir el cémputo de una transformada discreta de Fourier (DFT) mediante el uso de un valor de
N apropiado. Para ésto, se requiere que N sea de la forma

N =2 (5.4)

donde s es un entero arbitrario. Para el cdlculo de N ciclos, el método DFT implica repetir el proceso
2N veces. En contraste, la FFT requiere el uso de %log(2N) operaciones (método de Cooley y Tukey
(Cooley y Tukey, 1965)). Si, por ejemplo N = 1024 = 2!, la transformada rapida logra una reduccién
computacional por un factor de 200 (Arfken y Weber, 1999). Para la mayoria de los casos, un valor
de N= 512 = 2? fue lo suficientemente grande para evitar colisiones en el borde.

Almacenamiento de datos

Por otro lado, se definié un pardmetro que llamamos Nstp. La funcién de dicho valor es almacenar la
informacién cada que el ciclo realice Nstp célculos. Es decir, si Nstp= 100, el ciclo correrd 99 veces
sin guardar los resultados sino hasta el centésimo paso. A pesar de que éste ajuste es fuente de pérdida
de informaciodn, resulta ttil cuando la variacion entre cada Nstp pasos es pequefia.

Por ejemplo, si se tiene una longitud de propagacién de z = 1 x 10~*m y un tamafio de paso de
dz =1 x 1077, el algoritmo deberd almacenar 100 000 valores de datos en la memoria, alentando
como consecuencia el proceso. En cambio, si se escoge Nstp= 100, la computadora guarda 1 000
matrices, lo cual aligera el computo en gran medida. Por ésto se debe ser cuidadoso con la eleccion
de Nstp para optimizar la velocidad y al mismo tiempo, procurar que la pérdida de datos sea minima.

Unidad de Procesamiento Grafico

Una herramienta muy util es la Unidad de Procesamiento Gréfico (GPU), el cual es un co-procesador
que contiene una gran cantidad de unidades funcionales y su gran ventaja es que aligera la carga
de trabajo del CPU. De manera sencilla, a cada valor de una matriz se le asigna una unidad que se
encargard de realizar los cdlculos de manera independiente. Para ésta implementaciéon en MATLAB,
se convierte el vector o la matriz deseada a un arreglo de GPU mediante la funcién X’ = gpuArray(X).

Estructura en Funciones

Finalmente, en lugar de escribir todas las lineas de c6digo en un sélo script, se crearon funciones
independientes, para los distintos modelos, que pueden ser llamadas por el algortimo principal si
se necesitan. Esto debido a que MATLAB trabaja de manera mads eficiente en una estructura de
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funciones, ademds de resultar més sencillo y conveniente editarlas individualmente. La herramienta
para definir y llamar a una funcién es:

X1,X2,...,X;] = funcion(xy,xa,...,n;)

donde x; son los valores de entrada que necesita cada funcion para poder realizar los calculos, mientras
que X serdn los resultados obtenidos por la funcion, que regresara al c6digo principal.

5.4. Tratamiento previo del Campo

Con lo realizado en las secciones anteriores, ya se tienen las bases para comenzar a trabajar con la
parte fisica del problema. Lo primero que se hace es definir la estructura del campo eléctrico incidente
y convertirlas en un arreglo de GPU, por lo que se le permite escoger al usuario entre un haz Gaussiano
o un vortice optico:

_ X24Y2

Eo = gpuArray(Epe "0 ) Haz Gaussiano (5.5)
X242 . , )

Eo = gpuArray(Ege "0 e %) Vértice Optico (5.6)

donde X y Y son las matrices que se obtuvieron en (5.1). Si se desea trabajar con un vortice dptico,
es necesario introducir un valor de la carga topoldgica ¢, mientras que la fase estd dada por ¢ =
tan ™! (Y/X). En el Apéndice E, donde se encuentran las lineas de cdédigo, se puede observar que el
usuario puede ingresar cualquier estructura, para lo que s6lo necesita definir la ecuacion del campo
en cuestion.

Posteriormente se le aplica la funcién de apodizacién, que debe pasarse primero a un arreglo de
GPU, Ap = gpuArray(Ap):
E = Ap-E (5.7

Ahora, recordemos que para comenzar con el método SSF, debemos aplicar una transformada
rdpida de Fourier en dos dimensiones al campo de entrada fff2. Primero se aplica una funcién
fftshift al campo original, la cual reordena el componente cero del espacio reciproco al centro

E = fftshift(E)
E = ffr2(E)

lo cual serd la expresion de entrada la amplitud en la ecuacion (5.2).

De manera adicional debemos convertir las ventanas del espacio de Fourier en (5.3) a un arreglo
de GPU y aplicarles un f ftshift para que concuerde con el campo E:

fx = gpuArray(fy) fy = gpuArray(fy)
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y finalmente podemos definir:

f=f;+1;

5.5. Funciones para cada modelo

Una vez que ya se definieron las matrices Ap, E y f, se escribieron funciones adicionales, que
corresponden al modelo Kerr, exponencial y saturable. Adicionalmente, se cre6 un menu con una lista
de opciones para hacer el andlisis de cualquiera de los 3 modelos si el usuario lo requiere, ésto con el
fin de poder estudiar cada una de manera individual o comparar el comportamiento de la intensidad y
concentracion entre modelos.

Como resultado, cada funcion entrega 3 vectores, que serviran para graficar la intensidad y concen-
tracion en el centro del haz, y una matriz, necesaria para graficar el perfil del haz a lo largo de la
propagacion con una escala de colores.

La Figura 5.2 muestra el diagrama de flujo que sigue el algoritmo principal, donde realiza todo el
tratamiento inicial para llegar a Ey y dependiendo de la eleccion, manda a llamar las funciones. Cada
funcion resuelve el campo mediante el método de SSF en donde almacena la informacion cada Nstp
célculos y realiza éste proceso z/(Nstpxz) veces. Una vez que termina el ciclo, la funcién regresa los
vectores y matrices al algoritmo principal para que éste grafique los resultados y los guarde en una
carpeta nueva al cual le asigna un nombre relacionado con las caracteristicas del sistema y del haz de
entrada.

5.5.1. Modelo Exponencial

Guiandonos en el desarrollo de la seccidon 4.2, se escribieron dos ciclos anidados, uno para el desarro-
llo del método de SSF y otro para el amacenamiento de datos, es decir:

kk=1;
for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z
for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1ix(dz/2) *«((2xpi)"2)xcL.xGV);
E=ifft2 (E).xap;
E=E.xexp(lixdzxcNLx(exp(c3«((abs(E))."2))—1));
E=1fft2 (E);
E=E.xexp(—11x(dz/2) *((2xp1)"2)*xcL.xGV) ;
end
ff=ifft2 (E);
etaexp=etalOx(exp(c3*x(abs(E).*"2)));
9Almacenamiento de Datos (Seccion 5.5.4)
end

Donde la tercera linea da la indicacion de realizar el ciclo Nstp*dz veces en pasos de dz y una vez que
acaba, aplica una transformada inversa de Fourier al campo resultante s6lo para almacenar la matriz
correspondiente a la distancia Nstpxdz. Asi, se reinicia el ciclo para los siguientes Nstpxdz pasos. el
proceso se repite z/(Nstpxdz) veces hasta llegar a la longitud de propagacién z. Podemos notar que
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Figura 5.2: Diagrama de flujo del algoritmo principal. Los bloques elipticos simbolizan acciones que
realiza el cédigo principal mientras que los bloques cuadrados representan el proceso que siguen los

c6digos en funciones.
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la tercera linea del codigo corresponde al aporte lineal de la propagacion en dz/2, la cual trabaja en el
espacio de Fourier. Posteriormente, aplica una transformada inversa al resultante, multiplicidndole la
funcién de apdizacion, para poder propagar el haz en el espacio de coordenadas en la linea 6. Ya que
termina de calcular la parte no lineal, manda al campo a su espacio reciproco con una transformada
rdapida de Fourier para terminar de obtener la segunda parte de la contribucion lineal. Nétese que
la linea 11 es la expresion de la concentracion de particulas, por lo que calcula el valor de n a la
distancia Nstp xdz. Las lineas de c6digo que se escribieron para guardar la informacién se explicaran
mds adelante, ya que son practicamente las mismas para todos los modelos.

5.5.2. Modelo Kerr

Andlogamente al modelo exponencial, se escribieron las siguientes lineas, que difieren del modelo
exponencial sélo por la contribucién no lineal y la expresion de la concentracion:

kk=1;
for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z
for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—11%(dz/2) *((2xpi)”*2)xcL.xGV) ;
E=ifft2 (E).xap;
E=E.xexp(lixdzxcNLxc3*(abs(E)."2));
E=fft2 (E);
E=E.xexp(—1i*x(dz/2) «((2xpi)"2)*cL.xGV);
end
ff=1fft2 (E) ;
etakerr=eta0x(l+abs(E)."2);
9Almacenamiento de Datos (Seccion 5.5.4)
end

5.5.3. Modelo Saturable

Antes de presentar las lineas de c6digo esenciales del modelo saturable, es necesario recordar que éste
modelo requiere una solucién numérica de la ecuacion (3.27) para obtener un valor de 17 dependiente
de la intensidad I:

[g(n) — g(10)] — c3|E|* = 0.

Es decir que, en cada ciclo es necesario resolver dicha ecuacién mediante un método iterativo, por
ejmplo el de Runge-Kutta. No obstante, implementar la iteracion en cada ciclo implicaria una gran
pérdida en el tiempo de cémputo. Para solucionar lo anterior, se propuso crear primero un muestreo
de las soluciones de la ecuacidon (3.27) mediante un método iterativo para un amplio rango de valores
de la intensidad, y después almacenar una matriz de dos columnas: una para los valores de |E|* y la
otra de los valores de m correspondientes a su intensidad.

En MATLAB, la funcién vpasolve(f(x),x,xp) es una herramienta que facilita la resolucién de
ecuaciones de manera numérica, donde f(x) es la ecuacion a resolver igualada a cero, x la variable en
cuestion y xg es la estimacion inicial. Es decir, la resolucion se escribe en el algoritmo de la forma:
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3— 3—
ﬁﬂnn —ﬁ—lnno—%\mz,n,xo)

x = vpasolve (
Para estimar el conjunto de 11 que depende de I, s6lo es necesario definir al conjunto de valores
de la intensidad y aplicarle un for a lo anterior

x0=0.5;
11=0;
for int = 0:5el2:1el5
syms X
xl=vpasolve ( (((3—x)/((1—=x)"3)) + log(x) ...
— ((3—eta0)/((1 —eta0)"3))— log(etaO0))=*(1/c3) — int ,x,x0);
I1=11+1;
I(11)=int;
veceta (1l )=double (x1);
end

Con el fin de corroborar la validez de lo anterior, se compard resolviendo numéricamente con el
método de Runge-Kutta de 40 orden, ambas con pasos de dE?>=lel1, un valor final de E*f=1el5 y
estimacion inicial de 0.5, debido a que la concentracién varia entre 0.001 y 0.74. En la Figura 5.3a,
se muestra dicha comparacién, en donde se puede observar que en general, ambas se comportan
practicamente de la misma manera. No obstante, a intensidades bajas, existe un error en el método de
Runge-Kutta(puntos), ya que se consideré que la concentracién inicial era g = 1 x 1073 y como se
observa en la gréfica 5.3b, que 1(|E|* = 0) # 0.001. Esto se debe a que el tamafio del paso no era
lo suficientemente pequefio y definir un tamafio mas pequeno llena la memoria de la computadora.
Por ende, la iteracién no fue precisa con el método de Runge-Kutta, ademds de que la estimacién
inicial era lejana al valor de 7. Por ésto y, sobre todo, por simplicidad, se utilizé la funcién vpasolve.
Con el fin de evitar repetir éste proceso cada vez que se corra una simulacion, los vectores resultantes
se almacenaron en un archivo con extension .mat, el cual simplemente es llamado por el algoritmo
cuando es necesario.

Para poder calcular cualquier valor arbitrario de 7, se utiliza una cerca cibica interpoladora
(Apéndice A.4), la cual ajusta una curva de manera polinomial a trozos a un conjunto de puntos
discretos dados para construir nuevos valores de puntos (Mathews y Fink, 2004). Por lo que implemen-
tando una interpolacion, nos podemos evitar el empleo de un método iterativo en cada ciclo, agilizando
el computo de manera drastica. En MATLAB dicha herramienta se encuentra establecida por la
funcidn spline. A pesar de que es importante que se necesita un tamafio de paso entre intensidades lo
suficientemente pequeiio para obtener buenas aproximaciones, es importante considerar que confor-
me el conjunto de valores incrementa, la funcién spline tarda mas en calcular la interpolacién. Es
por ésto que se busca un tamafio intermedio que sea lo suficientemente pequefio para tener una buena
precision pero a la vez no genere un conjunto muy amplio de valores. La Figure 5.4 muestra una
comparacion entre tamafios de pasos, de donde se concluyé que un tamaiio de paso que genere 1000
elementos es suficiente.

Finalmente, se escribi6 el cddigo para el modelo saturable de la forma:

load(  Directorio\\vectores .mat’)
veceta=double(veceta);

kk=1;

for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z
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for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1i*x(dz/2) *((2%x pi)"2)*cLxGV) ;
E=ifft2 (E).xap;
sp=(abs(E))."2;
eta=spline (I, veceta ,sp);
E=E.xexp(lixcNLx((eta/etaQ)—1)xdz);
E=fft2 (E);
E=E.xexp(—1ix(dz/2) x((2xpi)"2)*xcL*GV);

end

ff=ifft2 (E);

JA1lmacenamiento de Datos (Seccion 5.5.4)

end

Notemos que la contribucidn lineal es idéntica a los otro dos modelos, mientras que la gran diferencia
reside en la no linealidad donde es necesario aproximar primero el valor de la concentracién en las
lineas 6 y 7 mediante la funcion spline al valor correspondiente de la intensidad. La primera linea es
necesaria para llamar los vectores de intensidad y eta calculados en un algoritmo previo con el fin de
poder emplearlos en la interpolacion.

5.5.4. Generacion de los vectores resultantes

Las lineas para el almacenamiento de resultados fue parecido para todos los modelos. Principalmente,
se almacenaron 3 vectores: el primero para graficar el indicador de la distancia recorrida zj y los otros
que contienen la informacién sobre la concentracion y la intensidad méxima en el centro del haz.
También se guarda la informacion sobre el perfil del haz en el plano central. Las lineas, en general,
para poder generar generar los vectores son:

absu=abs (ff(round(end/2) ,round(end/2)));
absuperf=abs(ff(round(end/2) ,:));
maxu=max(absu) ;
maxint=((maxu)) ."2;

veta=max(eta (round(end/2) ,:));
absuu=gather (absuperf);

ampumat (: ,kk)=absuu;

plotkk (kk)=zj;

plotveta (kk)=veta;

plotmaxint (kk)=maxint;

kk=kk+1;

Las lineas 1, 3 y 4 se encargan de obtener la intensidad maxima del vector central de la matriz
resultante, mientras que la linea 6 extrae el valor mdximo de la concentraciéon, también del vector
central de la matriz y las lineas 2 y 6 son las responsables de obtener el plano central del perfil y
generar una matriz. Finalmente, las lineas 7, 8, 9 y 10 sirven para almacenar las distnacias y los
maximos de intensidad y concentracion en un arreglo de vectores y la matriz del perfil. El pardmetro
kk funciona como indicador para poder guardar los valores en orden.
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Comparacion entre R-K4 y vpasolve (cada 100 elementos de rk4)
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Figura 5.3: a) Comparacién de los resultados numéricos de la funcién vpasolve (linea continua)y el
método de Runge-Kutta (puntos). b) Se observa en la segunda grafica (acercamiento de la primera)
que en era(|E|* = 0) no corresponde al valor de la concentracién inicial 1y para el método de
Runge-Kutta. Cabe destacar que para ambas gréficas, se graficaron una menor cantidad valores de
los obtenidos con el fin de permitir una mejor visualizacion.
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Comparacion entre vpasolve de 10000 y 100 elementos
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Figura 5.4: Los valores en forma de circulos representan el conjunto de valores obtenidos para un
tamafio de paso mds grande, generando un conjunto de 100 valores. Mientras que la linea continua
tiene un tamafio de paso mds fino que produce un conjunto de 10000 valores.



Capitulo 6

Resultados y Analisis

En este Capitulo se presentan los resultados de los cdlculos numéricos para la descripcion de la
propagacion de dos tipos diferentes de haces en un medio no lineal coloidal. Primero se presentaran las
gréficas de intensidad contra concentracion y asi obtener el rango de intensidades donde el comporta-
miento de los modelos es comparable. Por lo que los resultados se dividen en 3 casos para un
haz Gaussiano: la primera de intensidades bajas para todos los modelos, seguida de intensidades
intermedias para los modelos exponencial y saturable y por ultimo, un andlisis mds profundo de los
pardmetros que influyen en la propagacion de un haz en el modelo saturable. En una seccién posterior,
se muestran también los resultados obtenidos de la propagacion de un vértice en el medio saturable.
En resumen, tendremos dos secciones, la primera para analizar los 3 modelos con un haz Gaussiano
mientras que la segunda serd para el estudio de la propagacion de vortices en un medio saturable.

Para la propagacion de un haz Gaussiano se presentan 3 graficas que describen la evolucion de
dicho haz: una gréfica de la distancia recorrida en el medio no lineal contra la concentracién de
particulas, otra del cambio de la intensidad en funcidn de la distancia recorrida y la tercera del perfil
del haz en el plano central de la propagacion. Con las primeras dos podremos analizar la influencia
de algunos parametros, mientras que la tltima permite visualizar la propagacidn. Asi, se presentard al
final de la seccion de los Gaussianos, los pardmetros necesarios para lograr la formacion de un solitén
espacial. En el caso de un vértice, se presenta adicionalmente el perfil frontal del haz, ya que éste sera
la principal fuente de informacion que nos permite estudiar la evolucion de su estructura.

Por otro lado, como se mencioné anteriormente, a lo largo de este trabajo nos referimos a |E|*
como la intensidad del haz debido a que, como se puede observar en los capitulos anteriores, la
resolucion requiere s6lamente de la norma cuadrada de la amplitud del campo eléctrico. Por lo que
los resultados presentados también estardn en funcién de |E ]2. No obstante, al final de cada seccién
se muestra una tabla de equivalencias de |Eg|? con Iy y P, para tener una percepcién mds clara de los
resultados.

6.1. No Linealidades

Con el fin de conocer el rango de intensidades validas para los 3 casos que se explicaron previamente,
se graficaron las respectivas ecuaciones de 1 obtenidas en la Seccién 3.4.:

62
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n = Noexp(c3|w|?) Modelo Exponencial
n="o (1 +C3|1/f|2) Modelo Kerr
[g(n) —&(no)] — 03"/”2 =0 Modelo Saturable

Asi, la Figura 6.1 muestra el comportamiento de la concentracién en funcién de la intensidad descrita
por las ecuaciones anteriores. La linea amarilla representa el comportamiento del medio Kerr, mientras
que la roja al exponencial y la azul al saturable. Cabe destacar que dicha gréfica tiene la misma forma
que la presentada por Matuszewski (Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b; Matuszewski, 2010).

Concentracion vs Intensidad
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Figura 6.1: Dependencia de la concentracion en funcion de la intensidad para los tres modelos
estudiados.

Haciendo un acercamiento al régimen de intensidades bajas |E |2 ~ 1012[,‘:7] (Figura 6.2a), podemos
observar que en éste orden de magnitud, el comportamiento es comparable en los tres modelos. Por
lo que las primeras simulaciones se hicieron con dichas consideraciones. La Figura 6.2b presenta
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intensidades intermedias donde el modelo exponencial y el saturable son equiparables hasta |E |2 ~

2 . . . . , .
6 % 1013[::7]. A partir de éstos valores, el modelo exponencial carece de sentido fisico ya que la
concentracion alcanza valores muy altos, sobrepasando el limete fisico que es 1 = 0.74..

Concentracion vs Intensidad (Baja) i Concenl'ltraclonl ve Intel:ISIdad {!\qula) ‘

x 10728 0.14
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il 008
ar
n 5 ‘r} 0.06
= 1 004 [
L —_— o0z
1
a
05
A 0.02
n\-; 2 3 4 [ & 7 8 o i0 . . . . . |
E|? [V2/m? x 1012 2 . : FE— s
SrIEe |E|? [VZ/m?] x 1013
(a)
(b)

Figura 6.2: a) En las intensidades bajas se observa un comportamiento equiparable en los tres casos.
b) A intensidades ligeramente mayores, los modelos exponencial y saturable divergen ampliamente
del modelo Kerr.

Debido a que s6lo podemos controlar la intensidad inicial, en las simulaciones es conveniente
aplicar una intensidad inicial que pertenezca dentro de estos rangos. De manera concentra, si se

quieren comparar los tres modelos, se necesita una intensidad inicial del orden de |[E |2 ~ 1012[}‘:7]
hasta la intensidad critica definida por 1/c3. En el caso de la exponencial, un valor menor a |E |2 ~

6x 1013 [X?] Esto, sin mencionar que a partir de cierta intensidad, la contribucion no lineal es mayor
a la lineal, por lo que es necesario tener cautela con la seleccidn inicial de la intensidad y la distancia
de propagacion.

6.2. Haz Gaussiano

6.2.1. Intensidades Bajas

Como se explico en la aproximacién del medio Kerr, éste modelo es valido cuando la intensidad es
menor a la intensidad critica 1/c3, la cual, para particulas de poliestireno en agua es:

1 4kgT

’Ec'lz =
Cc3

VZ
~1.6651 x 103 [—2} ,
m

con lo que se probaron intensidades iniciales por debajo de dicho valor para los tres modelos. Se
llevaron a cabo las simulaciones para las siguientes condiciones experimentales:
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a = 35nm Radio de las particulas
A =532nm Longitud de onda incidente
n, =1.57 Indice de refraccién de las particulas
ny, = 1.33 Indice de refraccién del agua
T =295K Temperatura ambiente
No=1x 1073 Concentracion inicial de particulas(Matuszewski y cols., 2008)
wo = 3um Cintura del haz

Respecto a las condiciones numéricas, se utilizaron los siguientes valores:

dx=dy=0.1um Intervalo del muestreo
N XN =512x512 Tamafio de la ventana
z=0.Imm Distancia de propagacién
dz = 1nm Tamafio de paso a lo largo de la propagacion

: : 2 :
Con los pardmetros anteriores y conociendo que |E|* = 1.6651(x 1014)[,‘:7], se analizaron cuatro

casos para los valores iniciales: |Eg|?= 0.01 x 10'#,0.05 x 10'#,0.1 x 10'* y 1.6651 x 1014[,‘%]. En
el Cuadro 6.1 se presentan los respectivos valores de la intensidad inicial /y y potencia inicial Py que
corresponden a cada caso.

Tabla 6.1: Valores equivalentes de Iy y Py para |E0|2 bajas.

2
[Eo*(x10")[}5] | Io(x10')[5] | Ro[W]
0.01 0.1765 | 0.025
0.05 0.8827 | 0.1243
0.1 1765 | 0.2496
1.6651 29397 | 0.4156

En seguida se presentan los resultados obtenidos para las condiciones iniciales ya mencionadas.
La Figura 6.3 muestra la evolucion de la intensidad en el eje central del haz conforme se propaga.

Con el fin de poder darnos una idea del efecto no lineal, se analizé adicionalmente la propagacion
cuando el efecto no lineal es cero, es decir, en ausencia de particulas (9 = 0), lo que implica
que es la propagaciéon de un haz en el medio liquido (en éste caso, agua). En las gréficas de la
Figura 6.3, se puede observar que la intensidad decrece conforme el haz se propaga debido a que



CAPITULO 6. RESULTADOS Y ANALISIS

x 1011

Intensidad vs Distancia

10

|Egl? [V? /m?]

|Egl* = 0.01 x 10™[V?/m?]

—— Saturado
— Exponencial
Kerr
—NL=0
o 01 02 D,IS 04 D,IS 06 Df? 08 ng 1
Distancia[m] % 107

(@) [Eo* = 0.01 x 10"[¥]

x 1012 Intensidad vs Distancia
10 _‘-':L_‘\ T T T T T
i T S |Egl? = 0.1 x 10M[12/m?]
Ny
8 | \
I NS
'g. 7+ \\..'\\
o AN
— N
= NN
~ L iy
- Ny
= Saturado \:‘
5 r Exponencial ; S
Kerr \‘ "
it NL=0 N
] L ' ' L L ' ' A 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
Distancia[m] x 1074

(© |Eof* = 0.1 x 104[]

66
x 10'? Intensidad vs Distancia
g — , , ‘ : ;
@ s |Egl? = 0.05 x 10112 /m?)
“"‘-a;-\
4 A
— N
N N,
8 AN
a5 N
z AN
s R \‘\
— Saturado N
25 ; .
Exponencial e
Kerr TR
- NL=0 Sy
is i ; 3 ; ‘ . ‘ i i
1] 01 0.2 03 04 05 08 a7 048 09 1
Distancia[m] x 10~*
2 _ 141v2
(b) |Ep|” = 0.05 x 10 [mZ]
x 101 Intensidad vs Distancia
1B . - , - : . - .
e |Egl* = 0.16651 x 101V /m?]
H — = ——
\\:\
1.4 “‘-\\l\\
&
E
™
=
t’_, 1
Ec Saturado -
o8 Exponencial N
Kerr Rt
061 NL=0 3
0.4 . . . . . ‘ . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distancia[m] x 1074

(d) |Eo[* = 0.16651 x 10"] %3]

Figura 6.3: Gréficas del cambio en la intensidad en el eje central del haz con respecto a la distancia
recorrida para las intensidades iniciales |E0|2 a) 0.01 x 10, b) 0.05 x 10'4, ¢) 0.1 x 10!* y d)
0.16651 x 1014[}‘%]. Las lineas azules, naranjas, amarillas y moradas representan la propagacion

del haz con el modelo saturable, el modelo exponencial, el modelo Kerr y la propagacién lineal,
respectivamente.
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la contribucién lineal es mayor a la no lineal, por lo que la difraccion tiene un mayor peso teniendo
como consecuencia pérdidas en la intensidad del haz. No obstante, la propagacién lineal nos permite
visualizar que el efecto no lineal se hace presente haciendo que el decaimiento sea mas lento. Los
modelos saturable y exponencial se comportan practicamente de la misma manera a intensidades
bajas, mientras que el caso Kerr se encuentra entre dichos modelos y el medio lineal.

Veamos ahora el cambio en la concentracidn de particulas, también en el eje central del haz. Las
gréficas de la Figura 6.4 muestran dicho cambio para los tres modelos con sus respectivas intensidades
iniciales.

x 1073 Concentracion vs Distancia
L r , . ,
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Figura 6.4: Graficas de la concentraciéon de particulas 1 en el eje central del haz en funcién de
la distancia recorrida para sus respectivas intensidades iniciales |E0|2 a) 0.01 x 10, b) 0.05 x
1014, c) 0.1 x 104 y d) 0.16651 x 1014[,‘:72]. Las lineas azules, naranjas, amarillas y moradas
representan la propagacion del haz con el modelo saturable, el modelo exponencial y el modelo Kerr,
respectivamente.

Podemos notar, sobretodo en la Figura 6.4a, que la concentracion tiende a la concentracién inicial
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Mo = 1 x 1073, Conforme se emplea una intensidad inicial mayor, la brecha entre los modelos incre-
menta, siendo mucho mds notable para el caso Kerr con repecto a los otros dos. Sin embargo, la
diferencia entre éstos modelos es del orden de ~ 1073, por lo que atin se puede considerar que a
intensidades bajas, los tres modelos son comparables. De hecho, como podemos notar en la Figura
6.2b, a partir de un valor inicial de |Eo|* ~ 0.4 x 1014[:;—2], el comportamiento del modelo Kerr se
aleja de manera considerable con respecto a los otros.
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Figura 6.5: Perfiles del haz en el plano central de la propagacién de los 3 modelos para las intensidades
iniciales |Eg|* a) 0.01 x 104, b) 0.05 x 10'4, ¢) 0.1 x 10" y d) 0.16651 x 1014[,%].

Finalmente, se presentan los perfiles de los tres modelos para cada caso en la Figura 6.5. Dichos
perfiles ilustran la propagacion del haz en un plano donde la escala de colores es un indicativo de la
intensidad. Para cada caso, se fij6 la misma escala de colores para los tres modelos. Como podemos
ver, en la entrada los perfiles tienen la intensidad inicial y los haces se difractan en la salida. Esto
concuerda con las gréficas de la intensidad maxima en la Figura 6.3.

De los resultados anteriores, notamos que en este régimen de intensidades bajas (|Eg|* < |E.|* =

2 . . . -
0.16651 x 1014[%]), los tres modelos tienen un comportamiento parecido, el cual es mds marcado
cuando la intensidad inicial disminuye. Y en el caso contrario, conforme se incrementa la intensidad
incidente, el comportamiento del modelo Kerr comienza a diferir ampliamente de los otros dos. De

hecho, ésto demuestra que los medios no lineales coloidales no pueden ser descritos con una ecuacion
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NLS Kerr cuando se trabajan con intensidades mayores a |Ec|2.

6.2.2. Intensidades Intermedias

Una vez que concluye el andlisis a intensidades bajas, pasamos ahora al régimen de intensidades
intermedias. En éste caso, el medio Kerr ya no es necesario considerarlo por lo que nos enfocaremos
en los modelos exponencial y saturable. Para estas simulaciones se emplearon exactamente las mismas
condiciones iniciales y pardmetros numéricos aplicadas en la seccién anterior. Una vez mds, se
estudiaron cuatro casos de valores iniciales de |Eg|* = 0.2 x 10'#,0.25 x 10'#,0.3 x 10'* y 0.33 x
1014[,‘%]. Las intensidades de prueba fueron las subsecuentes a las intensidades bajas de la seccién
anterior, hasta una intensidad donde se observé que la contribucién no lineal fue mayor a la lineal,
es decir, donde ya se observa el efecto de auto-enfocamiento. En el Cuadro 6.2 se presentan los
respectivos valores de la intensidad inicial 1y y potencia inicial By que corresponden a cada caso.

Tabla 6.2: Valores equivalentes de Iy y Py para |Ep|? medias.

2
|Eo>(x10M™)[5] | Io(x10"0)[5] | Ry[W]
0.2 3.531 0.499
0.25 4413 0.624
0.3 5.296 0.748
0.33 5.826 0.823

Los resultados de esta seccion se presentardn con la misma estructura de la seccién anterior.
Las gréficas de intensidad en el eje central contra distancia recorrida se presentan en la Figura 6.6.
Una vez mads, se graficé la propagacion lineal en cada caso para poder visualizar el efecto no lineal.
Podemos notar que al igual que en las intensidades bajas, la intensidad decrece en ambos modelos de
manera similar conforme se propaga hasta una intensidad inicial | Eo|* = 0.3 x 1014[,‘%]. No obstante,
es claro que la contribucién no lineal comienza a jugar un papel importante, ya que se observan
incrementos en la intensidad en los primeros pasos en forma de ’jorobas’. En la Figura 6.6d, emerge
una brecha considerable entre las jorobas de los modelos exponencial y saturable, la cual se espera
que crezca para |Ey \2 mayores. Fisicamente, éstos incrementos en la intensidad nos indican que existe
un auto-enfocamiento debido a la no linealidad. Esto se podra visualizar también en las graficas de los
perfiles. Asi, para intensidades de entrada mayores, se espera la generacion de solitones espaciales.

Andlogamente a las intensidades bajas, se muestran los resultados obtenidos para el cambio en la
concentra-
cién con respecto a la distancia recorrida en la Figura 6.7. Al igual que en las intensidades, dichas
gréficas presentan jorobas debidas al autoenfocamiento del haz en donde incrementa la concentracion
de particulas. No obstante, éstos cambios son muy pequefios considerando que son del 6rden de la
concentracién inicial 1073,

Finalmente, se muestran los perfiles de la propagacién del haz de ambos modelos para sus respecti-
vas intensidades iniciales en la Figura 6.8. Como se menciond anteriormente, se puede observar un
autoenfocamiento en los perfiles, andlogos a la Figura 6.6.

7z 2 .
Por otro lado, se encontré que para un valor mayor a |E |2 =0.33x 10" [%] , el modelo exponencial
presenta un comportamiento estable a lo largo de cierta distancia donde el haz continda auto-enfocédndo-
se, incrementando asi su intensidad y por ende, también la concentracion de particulas. Sin embargo,
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Figura 6.6: Gréficas del cambio de la intensidad en el eje central del haz con respecto a la distancia
recorrida para las intensidades iniciales \Eo\z a) 0.2 x 10, ) 0.25 x 10'4,¢) 0.3 x 10'* y d) 0.33 x
1014[,‘%]. Las lineas azules, naranjas y amarillas representan la propagacién del haz con el modelo
saturable, el modelo exponencial y la propagacion lineal, respectivamente.
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Figura 6.7: Gréficas del cambio en la concentracion de particulas en el eje central del haz con respecto
a la distancia recorrida para las intensidades iniciales |Eg|* a) 0.2 x 1014, b) 0.25 x 104, ¢) 0.3 x 104

y d) 0.33 x 1014[::72]. Las lineas azules y naranjas representan la propagacion del haz con el modelo

saturable y el modelo exponencial, respectivamente.



CAPITULO 6. RESULTADOS Y ANALISIS

__Perfil de Intensidades  |Eql* = 0.2 x 10M[V/m?]

x10 : Modelo Saturable
3
1

E

= Modelo Exponencial

x 107°

x[m]

5
3
1
1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10

z[m] %1075

(@) |Eo|* = 0.2 x 104[%]

Perfil de Intensidades

x 1012

x 1042

Modelo Exponencial

z[m]

© |Eof* = 0.3 x 104[%]

[Lw/ ,Al 4]°4]

|Egl® = 0.3 x 101412 /m?]
Maodelo Saturable

[;w/ ZAl £1°7]

Perfil de Intensidades 1Ep|* = 0.25 x 10™*[V?/m?]

®107F Modelo Saturable

5
3

Modelo Exponencial

x[m]

i 2 3 4 5 [ 7 8 L]
z[m]

10
x 107%

(b) |Eo[* = 0.25 x 10] ]

72

x 1012

25

2025

16
12.25

6.25

[Zm/ ZA] Zlog[

Perfil de Intensidades |Eg|* = 0.33 x 10" [V?/m?)

x 1078 Modelo Saturable

5
3
1

x[m]

Modelo Exponencial

12 3 a s & 7 8 9
z[m]

10
x 107°%

(d) |Eo[* = 0.33 x 10 ]

x 10'?

36

25

[zl-uf zfl] zlngl

[

Figura 6.8: Perfiles del haz en el plano central de 1a propagacion de los 2 modelos para las intensidades
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cuando la intensidad alcanza un valor aproximado de |E |2 ~0.6x 10" [r‘;—z] , los valores de la intensidad
y la concentracion crecen de manera exponencial, careciendo de sentido fisico, tal como se mencioné
en la primera seccioén de éste capitulo. Por lo que la distancia en donde el haz es estable en forma
de solitén es inversamente proporcional a la intensidad inicial y sélo se observa a valores iniciales

|Eof* > 0.33 x 10[2].

En la Figura 6.9a se muestra el cambio en la intensidad del eje central del haz a lo largo de toda la
distancia de propagacién. A diferencia de los casos anteriores, ésta presenta un crecimiento exponen-
cial cuando alcanza cierta intensidad y en seguida, se presentan inestabilidades numéricas. Haciendo
un acercamiento a la primera grifica en 6.9b, podemos notar que la distancia donde la intensidad
permanece estable es alrededor de ~ 0.55 x 10~*m.

(a) [Eo[> = 0.34 x 1014 3] (b) |Eo|* = 0.34 x 10"[ ] (Acercamiento)

Figura 6.9: Cuando la intensidad inicial es|Eq|* = 0.34 x 1014[,‘:7], la contribucién no lineal es mayor
a la lineal, generando una region estable de auto-enfocamiento hasta llegar a un punto donde la
intensidad crece de manera exponencial y en seguida se presentan inestabilidades numéricas.

Las siguientes graficas muestran el cambio en la concentracion de particulas en el eje central del
haz para el mismo caso, donde al igual que las gréficas anteriores, el cambio es exponencial a partir
de un punto y en seguida presenta inestabilidades numéricas donde el valor de la concentracién carece
de sentido fisico. La Figura 6.10b es el acercamiento a la Figura 6.10a, donde podemos observar que
el cambio en la concentracion cambia de manera dréstica de un punto a otro.

En éste caso podemos observar que los modelos divergen a partir de una distancia de ~ 3 x 10™°m
lo cual corresponde a una intensidad ligeramente mayor a |E|* = 4 x 1013[,‘;—2]. Por lo que ambos
modelos tienen comportamientos similares hasta dicha intensidad y en éste régimen de intensidades
intermedias son equiparables. Con lo anterior comprobamos lo predicho con las gréficas 6.1 y 6.2b.
Por lo que podemos decir que el modelo exponencial funciona relativamente bien para describir la
propagacién de un haz en un orden de pm, mds alld de éste rango, el modelo no es confiable. Asi,
el gran inconveniente es que la longitud de propagacion en la que el modelo exponencial es vélido
es muy corta y que, a diferencia del caso del modelo saturable, no tiene un limite en el crecimiento
de la concentracién y por ende, de la intensidad. Esto surge de que el modelo exponencial ignora
la interaccidn entre particulas, considerdndolas como puntuales, las cuales pueden ocupar el mismo
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Figura 6.10: Cuando la intensidad inicial es |Eo|> = 0.34 X 1014[}‘:7], la concentracion de particulas
crece de manera exponencial y en seguida se presentan inestabilidades numéricas que carecen de
sentido fisico.

espacio de manera infinita. Es evidente que fisicamente ésto no puede ocurrir ya que, las particulas
nanomeétricas interactian entre si, provocando una saturacion. A la luz de estos resultados, se concluye
que, a pesar de que el modelo exponencial puede describir la propagacion de un haz en un medio no
lineal coloidal hasta valores de |E0|2 ~ 1013 [}%], se encuentra limitado por la misma exponencial, que
diverge de manera muy répida, teniendo como consecuencia el incremento dréstico en la intensidad y
concentracion de particulas que alcanzan valores sin sentido fisico.

6.2.3. Intensidades Altas

Para terminar el andlisis con un haz Gaussiano, se estudi6 su propagacion con las mismas condiciones
experimentales que los casos anteriores, pero cambiando los pardmetros numéricos:

dx=dy=0.1um Intervalo del muestreo
N x N =1024 x 1024 Tamafio de la ventana
z= lmm Distancia de propagacién
dz=1nm Tamafio de paso a lo largo de la propagacion

A diferencia de los casos anteriores, se estudi6 el comportamiento a lo largo de una mayor distancia
de propagacién z = Imm, ademds de incrementar la resolucién y el tamafio de la ventana al doble.
Esto debido a que, al tener intensidades mayores, se observan filamentos que se difractan rapidamente
colisionando con los bordes, ademds de que se busca un andlisis més profundo en donde se desean

evitar inestabilidades numéricas. Los valores de entrada fueron |E0|2 =0.34y0.35 x 1014[:;—;]. En el
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Cuadro 6.3 se presentan los respectivos valores de la intensidad inicial Iy y potencia inicial Py que
corresponden a cada caso.

Tabla 6.3: Valores equivalentes de Iy y Py para |Eo|? altas.

EoP(x10")[ 5] | Ip(x1010)[ %] | Py[w]

0.34 6.002 0.8486
0.35 6.179 0.8736

La primera simulacién realizada fue para una intensidad inicial de |Eo|* = 0.34 x 1014[,‘%], la

misma que se empled para el caso anterior en donde se comparé con el modelo exponencial. Esto
debido a que en el caso exponencial, vimos que la contribucidn no lineal resulté ser mayor a la lineal.
Por lo que se quizo comprobar lo que ocurria en el modelo saturable. Las Figuras 6.11 muestran el
cambio en la intensidad y concentracion en el eje central del haz en funcién de la distancia recorrida.
Podemos notar que, al igual que en las intensidades bajas e intermedias, ambas crecen en un principio

para después desvanecerse y, a diferencia del modelo exponencial, la contribucién lineal sigue siendo
mayor.
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Figura 6.11: Graficas que muestran la evolucion de a) la intensidad y b) la concentracién en el eje
central del haz en funcién de la distancia para |Eo|*> = 0.34 x 1014[,‘;—2]. A diferencia de las grificas de

la Figura 6.9, aqui se realiz6 una propagacioén a lo largo de una distancia mas larga (1mm) y se omiti6
el comportamiento del modelo exponencial.

Por otro lado, cuando incide un haz de intensidad inicial |Ey|* = 0.35 x 1014[}‘%] (Figura 6.12), los
efectos no lineales resultan ser mayores, por lo que el haz continda auto-enfocandose a lo largo de la
distancia de propagacion. De manera similar al modelo exponencial, la intensidad y la concentracion
crecen exponencialmente a partir de un punto hasta alcanzar una saturacion de particulas. Podemos
notar en las gréficas que los valores de la intensidad y la concentracion parecen oscilan a lo largo
de una distancia de manera ’amortiguada’. Posteriormente, incrementa la intensidad y se rompe el
haz central en filamentos perdiendo asi intensidad. Cabe destacar que la concentracién de particulas,
a pesar de superar el valor de la transicion de fase 11 ~ 0.5, no sobrepasa el valor de n = 0.74,
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el cual es el mdximo valor del factor de empaquetamiento. Encontramos entonces que para los
parametros experimentales fijos w =3 x 107°m, a = 35nm, g = 1 x 1073, A = 532nm y m = 1.1805,
la formacién de un solitén se puede observar a partir de dicha intensidad inicial, lo cual corresponde a
una potencia aproximada de Py = 0.8736[W], segiin la ecuacién A.6 del Apéndice A.1. Las variables
que se fijaron, en realidad afectan en el proceso, ya que un cambio en éstas podria provocar que el haz
se enfoque antes o que requiera de mayor intensidad de entrada para lograr la formacién de un solit6n.
No obstante, en el andlisis se decidié descartarlas, ya que no es un tema de interés por el momento, lo
cual podria cambiar en un futuro cuando se comparen los resultados tedricos con los experimentales
y se requiera ajustar el algoritmo a las condiciones experimentales reales.

(a) Intensidad vs Distancia (b) Concentracion de Particulas vs Distancia

Figura 6.12: Gréficas que muestran la evolucion de a) la distancia y b) la concentracion en funcion de
la distancia para una intensidad inicial de |Eo|* = 0.35 x 1014[%].

Las graficas de la Figura 6.13 muestran el perfil para las dos intensidades iniciales, en donde se
graficé de manera adicional, la evolucién del ancho del haz w(z) en un medio lineal representado por
una linea roja, segun la ecuacion (A.2) del Apéndice A.1:

w(d) = woy 1+ (i)z,

ZR

donde wy es la cintura del haz, z es la distancia recorrida y zg es la longitud de Rayleigh. El primer
caso no es tan sencillo de diferenciar ya que, como podemos ver en las Figuras 6.11, el incremento en
la intensidad es muy pequefio. Sin embargo, si uno observa detenidamente la Figura 6.13a, se puede
notar que la intensidad maxima no se encuentra justo en la entrada, sino después de una pequeia
distancia, asi como se puede observar en la ’joroba’ de su gréfica de intensidad contra distancia. En
cambio, en la Figura 6.13b se nota claramente la diferencia entre ambas propagaciones y la formacion
de un filamento intenso que se propaga sin variar su cintura. De hecho, como podemos observar,
al igual que en su grafica de distancia contra intensidad, la intensidad incrementa abruptamente,
reduciendo la cintura y formando asi, un solitén espacial. Se hace hincapié en el comportamiento
oscilante amortiguado en la intensidad que también se presenté en su correspondiente grafica de
intensidad contra distancia. Las fluctuaciones de la intensidad contindan hasta que se acerca a un valor
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Figura 6.13: Gréficas que muestran el perfil de intensidades para una intensidad inicial de a)
|Eo|> = 0.34 x 1014["%] y b) |Eo|* = 0.35 x 1014["%]. Las lineas rojas representan la evolucién de
la cintura en un medio lineal. En a) se observa que cerca de la entrada se observa auto-enfocamiento
que rdpidamente se pierde por la divergencia del haz, mientras que en b) se observa claramente la
formacion de un solitén espacial.
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promedio, en donde crece de nuevo abruptamente por una distancia y finalmente termina decayendo
rdpidamente. No obstante, se sigue manteniendo un filamento de menor intensidad, por lo que el
soliton adn se conserva a éstas intensidades.

En un principio, el anélisis del haz Gaussiano ha finalizado aqui, ya que se logré hacer un estudio
sobre la propagacion de éstos haces en los distintos modelos derivados en las secciones anteriores
para ciertos parametros. No obstante, algo intrigante que observamos fueron las oscilaciones de la
concentracion y de, manera mas notoria, la intensidad. Este resultado ha sido reportado en la literatura
(Matuszewski y cols., 2008; Travis, Norris, McConnell, y Oppo, 2013), pero no se ha estudiado a
fondo el proceso que original dichas oscilaciones, por lo que aqui se pretende proponer una posible
causa. Lo primero que se sugiri6 fue que era ocasionada por un problema computacional, por lo que
se incrementd la resolucién con los siguientes parametros:

dx=dy=0.03um Intervalo del muestreo
N xN =1024 x 1024 Tamafio de la ventana
z=0.2mm Distancia de propagaciéon
dz=0.5nm Tamaiio de paso a lo largo de la propagacion

Debido a que ahora también se redujo el tamaio del paso, un mayor tiempo de computo fue requerido,
al menos el doble de lo que tardaron las simulaciones originales. Sin embargo, como lo que nos
interesa observar es si las oscilaciones atin se presentan incluso incrementando la resolucion, la
distancia total de propagacidn se redujo de z =1 mm a z = 0.2 mm. De manera adicional, también se
obtuvo el perfil de la concentracion de particulas y los perfiles Gaussianos en cada paso de dz, para
asi poder proponer una explicacion a éstas fluctuaciones.

Las Figuras 6.14 muestran los resultados de realizar de nuevo la simulacién con una mayor
resolucion. Podemos notar que el vaivén de intensidades sigue presente (Figura 6.14a), por lo que
se descartd un posible error numérico en la simulacién. Mientras que en 6.14b se presenta el perfil
de concentracion, el cual, a pesar de ser menos marcado que en el caso de la intensidad, también se
presenta una fluctuacién en la concentraciéon. Un fendmeno interesante que se observa, es que a las
orillas de cada mdximo, hay minimos de intensidad debido al efecto de autoenfocamiento del haz. Es
decir, los maximos de intensidad estdn rodeados por un anillo de minimos en donde la concentracién
de particulas tiende a ser nula debido a que el centro del haz atrae a las particulas en su entorno.

Veamos ahora lo que ocurre con el perfil del haz, ya que éste juega un papel importante en el
gradiente Optico que atrae a las particulas. Las gréaficas de las Figuras 6.15 y 6.16 muestran los perfiles
de algunos puntos notables. Las Figuras 6.15 muestran los perfiles del haz de entrada (azul), del haz
a una distancia en donde el auto-enfocamiento comienza a ser considerable (verde) y el haz de una
distancia intermedia (rojo). Estas graficas sirven simplemente para ilustrar de manera sencilla lo que
ocurre con el perfil y su evolucién al sufrir efecto de auto-enfocamiento. Lo mds destacable de éstas
grificas es que podemos observar que a z = 7.345 x 10>m, se empiezan a formar en los costados
unos l6bulos, los cuales eventualmente formarén la region de intensidad minima en la zona periférica
del haz central.

En las graficas de la Figura 6.16, se presentan cuatro perfiles; el mismo de la gréfica anterior donde el
haz se comienza a auto-enfocar drasticamente (azul), la distancia en donde ocurre el primer maximo
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Figura 6.14: Perfil de a) intensidad y b) concentracion de particulas a una intensidad inicial de |Eq |2 =
2 ., . <2 >
0.35 % 1014[,‘:7], que corresponde a un solitén espacial, con mayor resolucién numérica.
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de amplitud (rojo) seguido del perfil donde ocurre el minimo de la amplitud en el haz central (verde)
y finalmente, en donde ocurre el segundo maximo (violeta). Notemos un par de comportamientos
destacables, la primera es que la intensidad maxima va disminuyendo, por lo que si es de manera
amortiguada en cierto sentido. La segunda y quizds mads relevante, es que en los costados del haz
principal, la intensidad alcanza un valor cercano a cero, formando en su periferia otra region donde la
intensidad vuelve a crecer.

(@)
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Figura 6.15: a) Grafica de los perfiles de amplitud antes de que ocurra un auto-enfocamiento. Las
lineas azul, roja y verde corresponden a una distancia de propagacion z=5x 1073,4 x 107 y 7.345 x
10~>m, respectivamente. La grafica b) es un acercamiento de la primera.
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Figura 6.16: a) Gréfica de los perfiles de amplitud antes de que ocurra un auto-enfocamiento.
Las lineas azul, roja, verde y violeta corresponden a una distancia de propagacion z = 7.345e x
107,7.685 x 107>,8.42 x 107 y 9.165 x 10~>m, respectivamente. La grifica b) es un acercamiento
de la primera.
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Para poder observar de manera mas clara los perfiles de amplitud que se seleccionaron en las Figuras
6.16 y 6.15, se presenta de manera adicional la Figura 6.17. Se puede observar que el punto A
corresponde al perfil de entrada, el punto B a un punto en donde el auto-enfocamiento comienza a
ser relevante, el punto C cuando los efectos no lineales ya son mayores que los lineales, el punto
D al primer maximo de intensidad (el cual también corresponde al maximo de intensidad en la
propagacion), el punto E al primer minimo que se observa después de un fuerte auto-enfocamiento y
finalmente, el punto F que es donde ocurre segundo maximo de intensidad, menor a la intensidad en
el punto D.

Figura 6.17: Sobre el perfil de intensidades, se sefialan las posiciones de donde se tomaron los perfiles
de amplitud en las Figuras 6.15 y 6.16. Los puntos A, B, C, D, E y F corresponden a las distancias
2=5%x10784x107°,7.345x 107>,,7.685 x 107>,8.42 x 107 y 9.165 x 10~ m, respectivamente.

Las Figuras 6.15 y 6.16, ademds de mostrarnos la evolucién espacial del perfil, nos permiten observar
en las oscilaciones que existe una estructura compuesta por un perfil central mas intenso, seguido
de una region donde la intensidad es minima y rodeada por otra zona de menor intensidad que la
central. Este patron se repite cada que ocurre un miximo en la intensidad, la cual va disminuyendo
gradualmente, es decir, que la energia en el eje central del haz se pierde conforme se propaga, lo cual
tiene sentido debido a la divergencia. Mas adelante, se dard una posible explicacién a ésto, por lo que
hay que tener presente que se formé de una estructura periddica en cada méximo.

Adicionalmente, se consideraron otros dos criterios para descartar un posible problema computa-
cional. El primero y mads relevante corresponde al teorema de Shannon-Nyquist. En pocas palabras,
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éste teorema nos indica el valor minimo del intervalo de muestro que debe tener una ventana para que
el muestreo sea lo suficientemente refinado con respecto al ancho de banda del espectro de Fourier
(Apéndice A.5). En la Figura 6.18, se puede observar que a lo largo de toda la propagacion, el valor
del intervalo dx siempre es menor al valor minimo requerido por el teorema de Shannon-Nyquist. No
obstante, para distancias de propagaciéon mayores, no se puede asegurar que se siga cumpliendo. Aun
asi, en la region presentada, el intervalo de muestreo dx cumple con el teorema de S-N, por lo que el
muestreo es optimo.

Figura 6.18: La grafica en la parte superior muestra el cambio en el valor del teorema de
Shannon-Nyquist a lo largo de la propagacion (linea azul), mientras que la linea roja representa el
valor del muestreo empleado en ésta simulacién (dx = 0.3 x 10~7). El perfil de la parte inferior es
el mismo perfil presentado la Figura 6.14a, el cual solo funciona como referencia. Se observa que en
toda la propagacion, el teorema de Shannon-Nyquist se cumple.

El segundo criterio es para descartar las reflexiones de la transformada de Fourier al alcanzar
la frontera apodizadora (Apéndice A.6). Para ésto, se calculd la energia total en el plano ortogonal
para cada Nstp*dz= 100 pasos (la misma cantidad en la que el algoritma almacena los resultados)
de propagacion y asi obtener la porcion de energia que llega a la frontera de apodizacién. Conforme
ésta sea mayor, las reflexiones provocadas por la ventana de apodizacion serdn mayores y por ende,
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también el ruido numérico, que afectard directamente a la simulacién. La Figura 6.19 presenta una
gréifica del cambio en la razén de la energia total respecto a la energia total inicial a lo largo de la
propagacién. En dicha figura, podemos observar que la energia perdida es menor al 0.5%, lo que
significa que durante la propagacion, el ruido inducido por las fronteras es despreciable y que este
criterio respalda al anterior.

Figura 6.19: La gréfica en la parte superior muestra el cambio en la razén de energia total. El perfil de
la parte inferior es el mismo perfil presentado la Figura 6.14a, el cual solo funciona como referencia.

Ya realizado lo anterior, se descarté que las fluctuaciones tienen un origen numérico, por lo
que es necesario acudir a los sistemas de reaccion-difusion, con lo cual podriamos dar una posible
explicacion al fendmeno de las oscilaciones. Los sistemas de reaccién-difusiéon son modelos matema-
ticos que describen diversos fendmenos fisicos y quimicos, en particular del cambio en la concentra-
cién de una o mds substancias. Dichos sistemas se pueden representar en general con la siguiente
ecuacién (Liehr, 2013; Unal, 2013):

dru(x,t) = DVu+R(u), (6.1)

donde D es un coeficiente de difusién y R(u) es una funcién de reaccién. La dindmica compleja de



CAPITULO 6. RESULTADOS Y ANALISIS 85

éstos sistemas lleva a un amplio rango de mecanismos como la formacién de ondas que viajan y
formacion de patrones, entre otros.

Recientemente, la formacién de solitones disipativos han llamado la atencién desde ésta perspecti-
va. Un solitén disipativo es una estructura periddica o un patron que se forma en el plano ortogonal
al eje de propagacion del haz debido a la constante dindmica compleja de balanceo entre los efectos
no lineales y de difraccidn, ésto puede ser complementado también por el flujo de materia dentro del
solitén (Descalzi, Akhmediev, y Brand, 2013; Coulibaly, Durniak, y Taki, 2008). Unos de los casos de
interés en donde se han observado dichos solitones es en medios de absorcion saturable(Taranenko,
Staliunas, y Weiss, 1997). Con respecto a los medios coloidales saturables, que si bien se ha reportado
éste tipo de comportamiento (Matuszewski y cols., 2008; Travis y cols., 2013), no se ha discutido
ampliamente sobre su origen.

Con ésta breve explicacion, podemos ver al modelo saturable como un sistema de reaccion-difu-
sién, formando como consecuencia, algo que es similar a un soliton disipativo en donde se repite una
estructura periddica. Lo anterior se debe a que la ecuacion NLS es una expresion que toma la forma
de la ecuacioén de reaccion-difusion (6.1), la cual contiene un término de difraccion y otro no lineal
que funciona como reactor. La formacion del patrén en el plano ortogonal al eje de propagacién
del haz ocurre cada vez que el haz alcanza un maximo, con un punto brillante en el centro, una
region de menor intensidad al rededor de éste y finalmente por otra regiéon un poco mas brillante
en su periferia. Debido a que el patrén no es constante, no se puede asegurar que el soliton sea en
su totalidad disipativo, a pesar de que si muestra comportamientos similares a la definicién de uno
disipativo. Existen escasos articulos sobre la propagacion de solitones espaciales disipativos y mucho
menos en medios coloidales. No obstante, es necesario realizar un estudio mas amplio de la relacién
entre ecuaciéon NLS y la ecuacidon de reaccion-difusion, ademds de una revision minuciosa sobre
solitones disipativos para entender de manera mds pronfunda la fisica del problema, por lo que en
éste trabajo se reporta la observacion numérica de un comportamiento similar a solitones espaciales
disipativos en medios no lineales coloidales.

Por otro lado, es importante sefialar que la mayoria de los trabajos realizados en ésta rama trabajan
con solitones temporales en donde presentan el perfil de tiempo contra amplitud o intensidad (Grishin,
Dmitriev, Skorokhodov, y Sharaevskii, 2015; Liehr, 2013), los cuales también presentan estructuras
periddicas. Haciendo una analogia con los resultados presentados para éste modelo espacial en las
Figuras 6.12, en donde la intensidad del haz oscila, podriamos decir que se sugiere un fendmeno
similar, haciendo hincapié en que no es exactamente el mismo, a lo reportado por dichos trabajos.
No obstante, cabe mencionar que la ecuacion de reaccidon-difusion tiene al tiempo como pardmetro,
mientras que en nuestro caso, propagamos solitones espaciales.

Para terminar con la seccion de los haces Gaussianos, es importante mencionar la gran diferencia
entre los modelos con respecto al tiempo computacional. Si hiciéramos una simulacién con los
mismos parametros, digase dx = 0.1um,dz = Inm,z = Imm y N x N = 1024 x 1024, el tiempo
de cémputo requerido por el modelo saturable es 2.5 veces mayor que el requerido por los otros
modelos. Por lo que, si se desean realizar simulaciones, es importante tomar en cuenta la intensidad
inicial, ya que ésto puede ser decisivo para escoger el modelo empleado. Para intensidades bajas
(la cual puede variar dependiendo del modelo con respecto al régimen presentado aqui) se pueden
emplear el modelo Kerr o el exponencial, ya que ambos ocupan aproximadamente el mismo tiempo.
Es importante considerar también la distancia de propagacion, ya que, como se discutid, conforme
la distancia recorrida incrementa, la desviacion del comportamiento de dichos modelos se desvia
ampliamente con respecto al modelo saturable. El modelo Kerr y exponencial también pueden servir
para dar una primera idea sobre el comportamiento esperado a un tiempo de cémputo bajo. Por
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ejemplo, en este trabajo, el modelo exponencial nos dio un primer indicio de la formacién de un
soliton antes de aplicar el modelo saturable. Finalmente, el modelo saturable funciona para cualquier
intensidad, para una estructura Gaussiana, a costa de un gran tiempo de cémputo.

6.3. Vértices Opticos

Los resultados de la seccion anterior con una estructura Gaussiana son relevantes, principalmente
por que, una vez que se comprueba la validez del algoritmo del modelo saturable, nos abren las
puertas para proseguir con otro tipo de estructuras. Un ejemplo de éstas son los vortices dpticos. Los
vortices son objetos localizados que aparecen diversas ramas de la fisica, desde mecénica de fluidos
hasta la 6ptica. En los dltimos existen varios tipos, por ejemplo, el més sencillo de ellos contiene
una singularidad de fase en una onda 6ptica (Pismen, 1999; Salgueiro y Kivshar, 2004). Los vortices
opticos han sido objeto de estudio (Soskin y Vasnetsov, 2001; Curtis y Grier, 2003; Swartzlander Jr,
2001; Briedis, Petersen, Edmundson, Krolikowski, y Bang, 2005; Dai, Yang, Zhang, y Pang, 2015;
Petroski, Petrovi¢, y Beli¢, 2007; Salgueiro y Kivshar, 2004) debido a que sus propiedades son de
interés cientifico y tecnoldgico, como sus posibles aplicaciones en el almacenamiento y transferencia
de informacidn, trampas Opticas, procesamiento y encriptacion de informacién cudntica, microfluidica
y sistemas con estructuras micro electromecdnicas (Soskin y Vasnetsov, 2001; Dai y cols., 2015).
Cuando un haz con frente de onda helicoidal es enfocado, se enfoca, no de manera puntual, sino
que forma una especie de anillo que puede cargar momento angular orbital (Allen, Beijersbergen,
Spreeuw, y Woerdman, 1992; Allen, Padgett, y Babiker, 1999; Volke-Sepulveda, Garcés-Chévez,
Chavez-Cerda, Arlt, y Dholakia, 2002). Cuando se enfoca fuertemente, los modos helicoidales forman
trampas Opticas con forma toroidal, conocidas como vortices Opticos (He, Friese, Heckenberg, y
Rubinsztein-Dunlop, 1995; Gahagan y Swartzlander, 1996; Simpson, Allen, y Padgett, 1996).

En un medio no lineal, los vértice dpticos pueden existir como haces en forma de anillos con intensi-
dad cero en el centro donde tiene una singularidad de fase (Kruglov y Vlasov, 1985). No obstante,
éstos anillos se vuelven inestables a perturbaciones azimutales, decayendo a varios solitones funda-
mentales provenientes del anillo central (Firth y Skryabin, 1997; Skryabin y Firth, 1998).

La ecuaciéon mds sencilla que describe un campo eléctrico Gaussiano que contiene un vortice
optico, estd dada por (Soskin y Vasnetsov, 2001; Curtis y Grier, 2003; Swartzlander Jr, 2001; Briedis
y cols., 2005; Dai y cols., 2015; Petroski y cols., 2007; Salgueiro y Kivshar, 2004):

E(x,y,z) = Ege'"?, (6.2)

donde Eg es la ecuacion del perfil Gaussiano dada por Eg = Eoexp(—xzvjzy ’ ), £ es la carga topoldgica

que define la cantidad de torciones que da el haz en una longitud de onda y ¢ = tan~!(y/x) es la
fase. Como se explicard en el capitulo de Trabajo a Futuro, éste no es en realidad un vértice dptico
que satisface la ecuacion paraxial de Helmholtz. No obstante, debido a que uno de los objetivos del
presente trabajo es realizar una primera prueba que permita estudiar, posteriormente, otro tipo de
estructuras, el campo presentado en (6.2) funcionard como un primer paso.

Para la propagacion del campo (6.2), se empled solo el modelo saturable, ya que, a partir del
andlisis para el caso Gaussiano, éste presenta mayor estabilidad y coherencia para un amplio rango de
intensidades de entrada. Es importante sefialar que en esta seccion, la intensidad y potencia empleadas
corresponden a la amplitud Gaussiana y no del vortice. A diferencia de las simulaciones anteriores,



CAPITULO 6. RESULTADOS Y ANALISIS 87

se observo que para que el haz presente efectos de auto-enfocamiento, se necesit6 todavia una mayor
intensidad inicial. Para la obtencion de dicha intensidad, se realizaron multiples simulaciones previas
donde se increment6 la intensidad inicial de manera gradual hasta que en un valor de |Ep|*~ 1 x
1014[,‘%], se observaron los efectos de auto-enfocamiento. Podemos notar que esta intensidad es
mucho mayor a la empleada en el campo Gaussiano, lo cual respalda el uso del modelo saturable. En
estas simulaciones, también se observé que hay filamentos secundarios que se difractan de manera
muy rapida en comparacion al haz Gaussiano, por lo que fue necesario incrementar la resolucion y el
tamafio de la ventana. Para las condiciones experimentales se emplearon los mismos que para un haz

Gaussiano, mientras que los numéricos si se tuvieron que cambiar:

dx=dy=0.05um Intervalo del muestreo
N x N = 4096 x 4096 Tamaifio de la ventana
z=>50um Distancia de propagacion
dz=1nm Tamafio de paso a lo largo de la propagacion

Cabe destacar que estos parametros se alcanzaron realizando la simulacién varias veces, refinan-
dolos cada vez mas hasta alcanzar una resolucion 6ptima donde los resultados convergian. Para este
caso, se realizaron tres simulaciones en donde se aplicé una intensidad inicial de |E|* = 1 x 1014[,‘%],
variando la carga topologica L = 1,—1 y 2. En el Cuadro 6.4 se presentan los respectivos valores de
la intensidad inicial I y potencia inicial Py de la amplitud del campo Gaussiano |Eg|?.

Tabla 6.4: Valores equivalentes de Iy y Py para la amplitud del campo Gaussiano |E0|2 en el vortice.

2
[Eo* (< 10")[55] | To(x10™)[55] | Ro[W]
i 1765 | 2.495

Los resultados de estas propagaciones se presentan mediante una grafica de distancia contra
concentracion de particulas, un perfil de intensidades y perfiles del haz, paralelo y perpendicular
al eje de propagacion, respectivamente. Adicionalmente, también se obtuvo el perfil frontal de la
fase del haz. Dichos perfiles se guardaron como imégenes, con el propdsito de presentar sélo las
mads relevantes. No obstante, para su estudio, también se generd un archivo GIF a partir de todas las
imagenes generadas, el cddigo fuente que realiza éste proceso se presenta en el Apéndice E.7. En éste
caso, nos interesan mas los ultimos dos perfiles ya que se quiere observar la evolucion de la estructura
del haz, es decir, si la estructura espiral del haz se conserva o no y bajo qué condiciones ocurre.

La Figura 6.20 presenta el cambio en la concentracion méxima del plano frontal en cada paso de
la propagacion. Podemos notar que de manera andloga al caso Gaussiano, se forma una estructura
periddica que da indicios de la formacién de un solitén disipativo. Si vemos el perfil lateral del haz
6.21, observamos un comportamiento oscilatorio en donde el haz de entrada se auto-enfoca por los
efectos no lineales, para después difractarse ligeramente y finalmente, enfocarse una vez mds antes de
romperse. En las regiones mds intensas, la concentracion de particulas también alcanza un maximo.
En la gréifica 6.21, se sefalan también las distancias en las que el vortice tiene un comportamiento
relevante, dichos sefialamientos, corresponden a los incisos de la Figura 6.22, donde se presentan los
perfiles frontales del haz.
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Figura 6.20: Evolucién de la concentracion de particulas conforme se propaga el vértice con carga
topolégica L = 1.

Figura 6.21: Perfil de intensidades del vortice. Los puntos sefialados corresponden a los incisos de la
Figura 6.22.

En seguida, se muestra la evolucién del perfil frontal del vértice de carga L = 1 con sus respectivas
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distancias. Las imdgenes que se presentan fueron seleccionadas para ilustrar de manera general el

proceso que sufre el haz.

%1075 Evolucion espacial del vértice

z=1x10""[m]

0.25 05 075 1 1.25 15 175 2
x [m] %1075

(@)z=1x10""m.

x107° Evolucién espacial del vértice
2
198 z=5.2x10"%[m]
1.5
1.25
y[m]
‘ O©

0.75
0.5

0.25
0.25 05 075 1 1.25 15 175 2
x [m] %1075

() z=5.2x10"°m.

% 107° Evolucién espacial del vértice

z=1.09 x 10~5[m]

025 05 075 1 125 15 175 2
x [m] x 1075

(e)z=1.09 x 10 m.

x107% Evolucidn espacial del vértice

z=2x10"%m)

025 05 075 1 125 15 175 2

(b) z=2x 10"°m.

x 1073 Evolucidn espacial del vértice

z=8x10"%m]

025 05 075 1 125 15 175 2

(d)z=28x10"°m.

x 1073 Evolucién espacial del vértice

z=1.3%10"%[m)]

y[m]
©‘

025 05 075 1 125 15 175 2
x [m] x 1075

) z=13x10"m.



CAPITULO 6. RESULTADOS Y ANALISIS

%1075 Evolucion espacial del vortice

z=1.6x10"%m)

@)

0.25 05 075 1 1.25 15 175 2
x [m] %1075

(g)z=1.6x10""m.

x107° Evolucion espacial del vortice

z=2.49 x 10" 5[m)]

0.25 05 075 1 1.25 15 175 2
x [m] %1075

(i) z=12.49 x 10°m.

x107° Evolucién espacial del vértice

z=2.9%10"%m]

©

0.25 05 075 1 125 15 175 2
x [m] %1075

(k) z=2.9x10m.

90

*x107% Evolucidn espacial del vértice

z=2x%x10"%m)

y[m]

025 05 075 1 125 15 175 2

(h)z=2x 10" m.

x 1073 Evolucién espacial del vértice

z=2.7%x10"%[m)]

0.25 05 075 1 125 15 175 2
x [m] %1075

(G)z=2.7%x107°m.

x 1073 Evolucién espacial del vértice
2
175 z2=3.2x107%m]

15

yim)
1 Q

0.75
0.5

0.25

0.25 05 075 1 125 15 175 2
x [m] %1075

D) z=32x10"m.



CAPITULO 6. RESULTADOS Y ANALISIS

%1075 Evolucion espacial del vortice

z=3.33 x1075[m)]

*x107% Evolucidn espacial del vértice

i | z2=3.57x10"%[m]

15

1.25

91

y[m]
1
0.75
0.5
0.25
025 05 075 1 125 15 175 2 025 05 075 1 125 15 175 2
x [m] x 1075 x [m] %1075
(m) z=13.33x10"°m. (n) z=3.57x10"°m.
x 1073 Evolucién espacial del vértice %x107°% Evolucion espacial del vortice
2 2
i z=4.2x10"%[m) i z="5x10"%m]
1.5 1.5
) 1.25 4 135
y[m] y[m]
1
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
025 05 075 1 125 15 175 2 025 05 075 1 125 15 175 2

x [m] x 1073

(0)z=5x10"m.

x [m] %1075

(fi) z=4.2x107m.

Figura 6.22: Evolucién del perfil frontal del vortice Optico para L = 1.

Podemos observar que desde que incide el haz hasta una distancia aproximada de z = 8 x 107 %m Ia
intensidad incrementa en un solo anillo, lo cual es consecuencia del incrementeo en la concentracion
de particulas en dicha regién. Posterior a ésto, el haz comienza a auto-enfocarse hasta una distancia de
z=1.09 x 10> m, donde se observa un minimo en su didmetro. Este proceso ocurre una vez mas en
donde el segundo desenfocamiento estd seguido de una ruptura de la estructura en tres filamentos en
z=73.2x 10~ m. Estos filamentos se separan y conforme se propaga el haz, rotan en sentido opuesto a
las manecillas del reloj. De hecho, los vortices son estructuras inestables a lo largo de su propagaciéon
y la minima perturbacién podria provocar una filamentacion, donde la cantidad filamentos formados
depende de la carga topoldgica (Petroski y cols., 2007).

Un resultado importante a destacar es que a lo largo de toda la propagacidn, la singularidad central
caracteristica de los vortices Opticos se mantiene. Veamos ahora la evolucion de la fase del perfil
frontal presentado en la Figura 6.23. El color rojo indica una fase de 27 y decrece gradualmente a 0
hacia el color azul.
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Figura 6.23: Evolucién de la fase del vortice Optico para L = 1.

94

Veamos que, en general, la estructura de la fase se mantiene durante toda la propagacién en la regién
periférica al haz intenso. A diferencia de ésto, en la region central, la fase tiene un comportamiento

mads independiente.

Para observar el efecto de la carga topoldgica sobre la estructura del haz, se presentan en seguida
los resultados obtenidos para una carga de L = —1, en los mismos puntos, del cual se espera que tenga
el mismo comportamiento que el anterior, a diferencia de que el haz gira en el sentido opuesto.
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Figura 6.24: Evolucién del vortice 6ptico para L = —1.

Con los perfiles anteriores se demuestra que la propagacién de ambos vértices no varia, ya que
las distancias a las que ocurren los efectos de auto-accién y la ruptura del haz ocurren a la misma
distancia. La tnica notable diferencia es el sentido del giro, el cual en éste caso es en el sentido de las

manecillas del reloj. De igual manera se puede observar en la fase:
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1 125 15

x [m]
(i) z=4.2x10m. (0)z=5x10"m.
Figura 6.25: Evolucién de la fase del vortice Optico para una carga topolégica L = —1.

Hay un par de resultados a destacar a partir de las graficas en las Figuras 6.24 y 6.25. El primer punto
es que se observa la ruptura del haz aproximadamente de la misma distancia en la que los filamentos
exteriores que se estdn difractando alcanzan las fronteras. De aqui que no podemos asegurar si la
filamentacion es un fenémeno intrinseco de la propagacién del haz o si se debe al ruido computacional.
Por lo que se verificé (Figura 6.26) la cantidad de energia que se pierde por la ventana de apodizacién
calculando nuevamente la razon de la energia total en cada paso con respecto a la energia total inicial,
como se realizé en el caso Gaussiano.

Energia Apodizada

o
[Uo]
o
[ ¥}
T

1 2 3 4 5
Distancia[m] x 1073

Figura 6.26: La energia perdida por la ventana de apodizacion muestra que a lo largo de la propagacion
se pierde poco mas del 2 % de la energia total.
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Veamos que la energia perdida es relativamente baja y que a lo largo de la propagacion, se
pierde poco méss del 98 % de la energia total. No obstante, es posible pensar que la energia que esta
alcanzando a la ventana de apodizacién produce ruido que perturba al vértice que, como se explicd
anteriormente, es inestable a lo largo de la propagacion, rompiéndose posteriormente en filamentos.
De hecho, dicha filamentacién ha sido reportada experimentalmente en medios no lineales (Ashkin
y cols., 1982; Petroski y cols., 2007; Salgueiro y Kivshar, 2004). Valdria la pena intentar probar
con una ventana mucho mds grande (N = 8192) para ver si el didmetro del haz sigue oscilando
o si se rompe en filamentos. Lamentablemente, lo anterior ya no fue posible realizar por la obvia
carga computacional que ésto requiere, por lo que de momento sélo se concluye que se presenta una
fluctuacion en el didmetro, al cual también se le conoce como ’breathing’. El segundo punto, es justo
sobre éste fendmeno, ya que, andlogamente al caso Gaussiano, se observan oscilaciones, en éste caso
de intensidad y del didmetro del haz, lo cual es otro indicio de que se presentan comportamientos
similares a los de solitones dispersivos, una manifestacion directa del sistema de reaccién-difusion.

Adicionalmente, se volvié a verificar de manera andloga al haz Gaussiano en el medio saturable
el muestreo y la energia perdida por la ventana de apodizacion haciendo uso del teorema de Shannon-
Nyquist (6.27), con el cual se verific que el muestreo es lo suficientemente bueno como para poder
descartar errores numéricos debidos al muestreo.

x 10~7 Teorema de Shannon-Nyquist

| : : : :
\ Valor de Shannon-Nyquist ||
' S dx=1%10"7[m]

1 2 3 4 5

Distancia[m] X 1075

Figura 6.27: El intervalo de muestreo se mantiene por debajo del valor minimo impuesto por el
teorema de Shannon-Nyquist a lo largo de toda la propagacion.

Una vez que observamos el efecto del signo en la carga topoldgica, veamos lo que ocurre cuando

se hace incidir un haz de |Eq|>= 1[%] y una carga topolédgica de L = 2, manteniéndo todos los demas
pardmetros iguales. Primero se muestran la grifica de distancia vs concentracion mixima de particulas
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y el perfil lateral de intensidades conforme se propaga el haz en la Figura 6.29.

Figura 6.28: Evolucion de la concentracion de particulas conforme se propaga el vortice con carga
topolégica L =1.

Figura 6.29: Perfil de intensidades del vortice. Los puntos sefialados corresponden a los incisos de la
Figura 6.30.

Se observa que s6lo se presentan dos picos, el primero en un autoenfocamiento y el sengudo una
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vez que el haz se rompe en filamentos. Para éstos parametros, el auto-enfocamiento que reduce el
didmetro del haz ocurre una sola vez a diferencia del caso anterior.

(@)z=1x10"m. (b) z=2x 10"°m.

(€)z=6.5%x10"°m. (d)z=28.5x10"°m.

() z=1.55%x10">m. (f)z=2x%x10""m.
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(g) z=2.4x10""m. (h) z=2.65x 10" m.

(i) z=2.71x10"m. () z=12.86 x 10m.

(k) z=3.05x 10°m. D) z=3.4%10"m.
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(m) z=4.2x10""m. (n)z=5x10"m.

Figura 6.30: Evolucién del perfil frontal para una carga topoldgica de L = 2.

En seguida se presentan los perfiles de la fase, donde la diferencia més notoria es que la fase esta
divida en dos, tal como se esperaba de una carga topoldgica de L = 2 que denota la cantidad de ciclos
de 27, en donde se observa que la parte interior tiene un comportamiento independiente de la exterior.

(@)z=1x10""m. (b)z=2x10"%m.

(€)z=6.5%x10"°m. (d)z=8.5x10"%m.
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(e)z=1.55%x10"m. ) z=2x10""m.

(g) z=2.4x10""m. (h) z=2.65x 10> m.

)z=2.71%x10"m. i)z=2.86x 10""m.
() ()]
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(k) z=3.05x 10"m. D)z=3.4x10"m

(m) z=4.2x10""m. (n)z=5x10""m.

Figura 6.31: Evolucidn de la fase del vortice Optico para una carga topodgica de L = 2.

Podemos notar a partir de los perfiles de las fases mostradas en las Figuras 6.23, 6.25 y 6.31, que
se puede observar la filamentacién del haz debido a que, dentro del perfil de fase, se forman tres o
cuatro subestructuras que llevan una fase independiente del resto de la estructura. A diferencia del
caso L = +1, en donde se formaron 3 filamentos, cuando la carga topoldgica toma el valor de L = 2,
se formaron 4 filamentos. De aqui se comprueba que la cantidad de filamentos formados después de
la ruptura tiene una dependencia a la carga topoldgica, tal como se habia mencionado anteriormente.

Con los resultados obtenidos en esta seccion, podemos decir que el algoritmo acepta también
funciones con otro tipo de estructuras que no sean Gaussianas. Esto en realidad es muy sencillo
de implementar, debido a que el usuario s6lo debe conocer la funcién necesaria a ingresar en el
campo. Por otro lado, como se menciond anteriormente, el campo introducido no satisface la ecuacién
paraxial de Helmholtz, a diferencia de un vortice tipo Laguerre-Gauss. Sin embargo, estos resultados,
que se hicieron de manera adicional, son una primera prueba que demuestra la validez del algoritmo
para otro tipo de estructuras. Con ésto es posible propagar més adelante en un trabajo a futuro los
vortices tipo L-G en medios no lineales coloidales.

Un aspecto importante a cuidar cuando se realizan este tipo de simulaciones, es verificar que el tamafio
de la ventana sea lo suficientemente amplio, ya que los voértices probados se difractan mucho més
rdpido que los haces Gaussianos. Como uno se podrd imaginar, ésto implica un mayor tiempo de
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computo requerido. Por ejemplo, las simulaciones de los resultados ocuparon aproximadamente 4.5
dias, por lo que propagar una mayor distancia podria tomar semanas o incluso meses, ésto claro, si la
capacidad de la memoria es suficiente.

Finalmente, seria de gran interés realizar un estudio mds profundo sobre los pardmetros necesarios
para observar la formacion del solitén, la estabilidad del vortice, la relacion entre la carga topoldgica
y la cantidad de filamentos formados y sobretodo, el estudio de la propagacién de otro tipo de
estructuras.



Capitulo 7

Conclusiones y Trabajo a Futuro

El objetivo principal de la presente tesis fue crear una herramienta capaz de simular la propagacion de
un haz 6ptico en un medio no lineal coloidal, en base a un modelo tedrico que se ajuste lo mas posible
a la realidad. Para ésto, se realiz6 un estudio numérico de 3 modelos que describen la propagacion
de dos tipos de haces de luz, un Gaussiano y un voértice Optico, en un medio coloidal. Con este
objetivo presente, fue necesario obtener la ecuacion No Lineal de Schrodinger (NLS) para cada
modelo, realizar el estudio de la resolucion numérica, desarrollar los algoritmos correspondientes
encargado de ejecutar las simulaciones y hacer un andlisis empleando dichas herramientas.

Asi, se partié primero de las ecuaciones de la mecénica de fluidos que consideran el movimiento
browniano de las particulas en un medio, al cual se le incorpora una fuerza de gradiente Sptico
aplicada. Con ésto, primero se obtuvo una expresion para el cambio en la concentracion de particulas
en funcion de la intensidad 1 (7). Mediante el uso de las ecuaciones de Maxwell Garnett y Helmholtz
se llegd, como se esperaba, a una ecuacion diferencial parcial no lineal o bien, a la siguiente ecuacién
NLS:

v, +c Viy+ CNL(ec3|""2 —Dy=0 Ecuacion NLS Exponencial
(04
1N = Noexp (m | l//|2> Concentracién de Particulas Exponencial
B
donde
1
L= 1
Zk()nm(l + 357’]0) 2
36kgn>
CNL = 0"m 1 n07
2kony, (1+30M0)2
o
3= :
37 4kgT

De las primeras dos ecuaciones podemos notar un par de propiedades a simple vista: la primera es que
tanto la concentracién como el término no lineal de la ecuacién NLS dependen exponencialmente con
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la intensidad |y |2 y la segunda es que la concentracion de particulas sigue la distribucién estadistica
de Maxwell-Boltzmann.

Cabe mencionar que éste modelo difiere ligeramente en el término no lineal de la expresion
obtenida por El-Ganainy y Segev (El-Ganainy, Christodoulides, Rotschild, y Segev, 2007), ya que
en su desarrollo no hacen una clara distincion entre el indice de refraccion del agua y del background
o efectivo, suponiendo que son practicamente iguales. Por lo que dicha ecuacién carece del término
que estd restando un uno a la exponencial el cual, como se explicé en el parrafo previo, juega un papel
importante cuando se consideran intensidades muy bajas. Asi, se encontrd una pequefia correcion al
modelo propuesto por El-Gananiny y Segev.

El segundo modelo que se planted surge del primero, haciendo una consideracion a intensidades
bajas, con lo que se logré desechar la relacion exponencial y aterrizar a una ecuacién NLS que
depende cuadriticamente del campo aplicado, es decir, un modelo no lineal de Kerr. De igual forma,
la dependencia exponencial de la concentracion con la intensidad se descarté (Gordon y cols., 2007):

iv, +c Vi y+eent|yPy =0 Ecuacién NLS Kerr
n="mno (1 +c3|y ]2> Concentracion de Particulas Kerr

En el tercer y tltimo modelo, se considerd la interaccion de particulas mediante el modelo de
esferas duras, el cual se implementd en el desarrollo de fuerzas, ésto con el fin de considerar la
saturacion de particulas que los modelos anteriores ignoran. Asi, se llegé a una expresion de la
concentracion en funcion de la intensidad, la cual requiere de un método iterativo para su resolucion.
La ecuacion NLS y la expresion para la concentracion que se obtuvieron fueron las siguientes
(Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b):

2
iy, + cLVZLIV—i— cNL(%W —1y=0 Ecuacién NLS Saturable
0
[g(n) —g(M0)] —c3w]* =0 Concentracion de Particulas Saturable
3-7
g(n) = +Inn
W=y

Los tres modelos presentan las mismas propiedades en ciertas condiciones. Primero, cuando el
sistema no es perturbado por un haz, i.e. I = 0, la concentracién es la inicial 11(0) = 1o en los tres
casos. Por otro lado, si hiciéramos 19 = 0, con lo cual estariamos quitando la fuente de la no linealidad
del sistema, entonces la expresion de la ecuacion NLS retoma la forma de la ecuacion de propagacion
de una onda en un medio lineal. Finalmente, si la intensidad es muy baja, i.e. I — 0, la concentracién
varia muy poco respecto a la concentracion inicial (n = 1ng) y el término no lineal tiende a cero,
haciendo que la propagacion sea practicamente lineal. En resumen, los tres modelos convergen a las
mismas ecuaciones cuando no es perturbado, si no se suspenden particulas en el medio y cuando se
consideran intensidades bajas.

Para la resolucién numérica de las respectivas ecuaciones NLS, se estudié el método de Spli-Step
Fourier (SSF) para el cual fue necesario acudir a la transformada discreta de Fourier y la ventaja
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numérica que ésta aporta en cuanto a la velocidad de computo cuando se utiliza una cantidad de
2" x 2" elementos. Este método parte de considerar las contribuciones como operadores, separando
la ecuacion NLS en una lineal y en otra no lineal con el fin de ir mezclando ambas contribuciones
para obtener una aproximacion. Se realizaron los célculos necesarios siguiendo el método SSF para
obtener las expresiones que fueron escritas en las lineas del algoritmo.

El algoritmo que resolvi6 las ecuaciones fue escrito en el lenguaje de MATLAB en donde se
tuvieron que considerar diversos factores. Primero se definieron las constantes y variables fisicas
inherentes del problema. Posteriormente, se definieron las ventanas para ejercer la propagacién en el
espacio de coordenadas y en el espacio reciproco. Encontramos que dichas ventanas tienen que ser
lo suficientemente grandes debido a que, conforme se propaga el haz, algunos filamentos se difractan
muy rdpido, alcanzando las fronteras que generan rebotes, los cuales, eventualmente, terminarian
interfiriendo con la propagacion del haz. Para amortiguar éstos rebotes, se utilizé una funcién apodiza-
dora encargada de eliminar a cero los valores de la intensidad en los bordes. No obstante, se observé
que conforme aumenta la intensidad de dichos filamentos, los rebotes y la interferencia numérica
incrementa, por lo que el tamafio de ventana sigue siendo vital para obtener resultados adecuados.
Ademads, otra manera de reducir los rebotes es empleando una funcién de apodizacién mas suave, por
lo que se plantea en un futuro probar distintas funciones.

Con el fin de agilizar el tiempo de computo, se decidié implementar un ciclo encargado de guardar
cada cierta cantidad de elementos en lugar de guardar los resultados en cada paso. Otra manera de
reducir el tiempo fue empleando una tarjeta grifica, ademds de escribir las lineas del cddigo en una
estructura de funciones. Las consideraciones anteriores lograron reducir drdsticamente el tiempo de
computo en un orden de dias.

El cédigo principal consistié entonces, en lo antes mencionado, ademds de darle un tratamiento
previo al campo para aplicarle una transformada de Fourier. Asi mismo, el algoritmo despliegua tres
ventanas, una para ingresar el valor de las variables, como la intensidad inicial, tamafio de la ventana,
cintura del haz, distancia de propagacion y carga topoldgica, en caso de emplear un vortice optico.
Posteriormente permite escoger el modelo o modelos a analizar y finalmente la estructura del haz,
ya sea Gaussiano o un vortice optico. La informacién sobre las condiciones iniciales del sistema y
del campo incidente fueron introducidas a funciones que se escribieron previamente correspondientes
al modelo exponencial, Kerr y saturable. Es decir, el codigo llama a las funciones necesarias con
las variables introducidas y obtiene s6lo las matrices resultantes. Con lo anterior se evitd escribir un
c6digo para cada caso, ademds de facilitar el uso del algoritmo para el usuario.

Las funciones de los modelos Kerr y exponencial, resultaron ser practicamente las mismas, con
la dnica diferencia en la expresién para la contribucién no lineal. Recordemos que para el modelo
saturable, fue necesario resolver la ecuacidn de la concentracién de manera numérica, por lo que se
implement6 el método de Runge-Kutta y se compar6 con la herramienta vpasolve de MATLAB con
lo cual se encontré que la segunda era més eficiente. Con el fin de evitar realizar éste proceso en cada
ciclo, se ejecutd el cdlculo una sola vez donde se obtuvieron dos vectores, uno de intensidades y otro
de concentraciones correspondientes a dichas intensidades. Estos vectores se guardaron en un archivo
que es llamado por la funcién del modelo saturable con el fin de realizar una interpolacién cuibica
en cada ciclo. Notamos que es muy importante considerar la cantidad de elementos del rango de
intensidades, ya que si éstos son pocos, la resolucion no es suficiente y al contrario, si son demasiados,
requiere mds tiempo de computo. Sin embargo, éste proceso, que también consume tiempo, agilizé
drasticamente el cémputo.

Finalmente, cada funcién regresa los siguientes resultados: el valor de la distancia recorrida, la
concentracion de particulas e intensidad del haz en el eje central (en donde es maximo) correspondien-
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te a su distancia y la matriz de intensidades del plano central. Con las primeras tres, se obtienen
gréificas de distancia recorrida contra intensidad y contra concentracién, ambas en el eje central del
haz. La dltima sirvié para graficar los perfiles en el plano central del haz. Para el caso del vértice
optico, se obtuvieron adicionalmente las matrices necesarias para graficar el perfil frontal del haz.

Con lo anterior, el andlisis se llevo a cabo variando sélo el pardmetro de la intensidad inicial, ya
que éste es el principal responsable de la no linealidad. Otras variables experimentales como la cintura
del haz o el tamafio y concentracién inicial de particulas se propusieron en un inicio para estudiar su
contribucién. No obstante, el rango de variacién de éstos, experimentalmente, no es tan amplio como
el caso de la intensidad, por lo que se descart6 la variacién de dichos pardmetros, manteniéndolos fijos.
Esto también, con el fin de realizar un andlisis més sencillo y menos embrollado. Las simulaciones,
como se menciond anteriormente, se realizaron primero para un haz Gaussiano propagdndose en los
tres modelos y posteriormente, un vortice en el medio saturable, ya que resultd ser el mas estable
numéricamente.

Para darnos una idea de los rangos de intensidades, primero se grafic6 el comportamiento de la
concentracién de cada modelo. Con lo que se observé que hasta una intensidad del orden de |E|*~
1% 1012% los tres modelos convergen a resultados similares, en especial el exponencial y el saturable.
Mas alla de éstos valores, se observo claramente que el comportamiendo del modelo Kerr difiere
ampliamente de los otros dos, por lo que el para el siguiente rango de intensidades, sélo se considera-
ron el exponencial y saturable. Estos, de hecho, tienen comportamientos semejantes hasta el érden
de I ~ 35 x 1013%. Pasando dicho valor, el modelo exponencial crece muy rdpidamente y diverge,
careciendo de sentido fisico. Con lo que se esperaba que, para mayores intensidades, s6lo el modelo
saturable seria estable numéricamente.

Ya con lo realizado, se comenz6 por realizar las simulaciones para el caso de intensidades bajas.
Aqui, se fijaron todos los pardmetros y se varid la intensidad incidente, aplicando ésto a los tres
modelos. Asi, se observé que para un rango de intensidades iniciales |Ey| de entre 0 y =~ 0.16%, el
comportamiento de los tres modelos es equiparable, ya que la intensidad y el cambio en la concentra-
cién de particulas tienen comportamientos parecidos, sobre todo los modelos exponencial y saturable.
Conforme se incremento la intensidad inicial, se observé una brecha mas amplia entre el modelo Kerr
y los otros dos, por lo que el modelo Kerr tiene una validez limitada. Adicionalmente, se realizaron
simulaciones con los mismos parametros pero en un medio lineal, las cuales sirvieron como referencia
cuando fueron comparadas con los resultados de los modelos no lineales. De aqui, se observé que
incluso a intensidades muy bajas, los efectos no lineales se encuentran presentes, a pesar de que éstos
siguen siendo insignificantes.

La siguiente ronda de simulaciones consistio en realizar las mismas comparaciones, pero ahora sélo
entre el modelo exponencial y el saturable. De manera andloga sélo se estudio el efecto de la intensidad
inicial, manteniendo fijos los demds pardmetros experimentales. Los resultados fueron los esperados
basandonos en las observaciones de las simulaciones anteriores: conforme aumenta la intensidad, la
discrepancia entre modelo incrementa. Asi, se emplearon 5 intensidades iniciales, en las primeras
cuatro, los efectos no lineales siguieron siendo pequeiios en comparacion con la difraccion del haz.
No obstante, en los perfiles de intensidad y concentracién, se observaron crecimientos en forma de
jorobas que eventualmente decaian. En la quinta simulacién, se empled una intensidad inicial de
|Eo|>=0.34 x 1014%, donde se observo que los efectos no lineales ya comienzan a ser mayores en el
modelo exponencial, por lo que el haz se va enfocando lentamente hasta que llega a un punto en donde
la intensidad incrementa drasticamente de manera desmesurada hasta alcanzar valores que carecen de
sentido fisico, por lo que se concluyé que el modelo exponencial también se encuentra limitado a
un rango intermedio de intensidades. Por otro lado, en el modelo saturable, la contribucion no lineal
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sigue siendo menor a la difraccién del haz, por lo que éste atin no alcanza un auto-atrapamiento.

Posteriormente, se realizé un andlisis exclusivo para el modelo saturable, donde se considerd una
mayor distancia de propagacion a diferencia de los casos anteriores. Aqui se volvi6 a estudiar el caso
para ]E()]z: 0.34 x 1014%, del cual se observé la joroba donde la intensidad crece un poco para
después desvanecerse. La siguiente intensidad de entrada que se aplicé fue de |Ep|>= 0.35 x 1014%,
obteniendo que la contribucioén no lineal es ahora mayor que la lineal y, andlogamente al modelo
exponencial, la intensidad crece gradualmente hasta un punto en donde incrementa drasticamente.
A diferencia del anterior, éste modelo se muestra estable, ya que no crece desmesuradamente ni
sobrepasa el limite de la saturacidon. A los perfiles de intensidad, se les graficd adicionalmente un
par de lineas que representan la evolucién del ancho del haz en un medio lineal, con lo cual se pudo

observar la diferencia drastica en la cintura del haz cuando ocurre el auto-enfocamiento.

Del analisis de los tres modelos y sus correspondientes simulaciones, se recomienda al lector que
si desea realizar una simulacién para un medio no lineal coloidal, primero verifique los parametros
experimentales que desea imponer, sobre todo la intensidad, ya que ésta es la principal responsable
de los efectos no lineales. Para intensidades bajas (la cual puede variar dependiendo del modelo con
respecto al régimen presentado aqui) se pueden emplear el modelo Kerr o el exponencial, ya que
ambos ocupan aproximadamente el mismo tiempo de computo. Es importante considerar también la
distancia de propagacién, ya que, como se discutid, conforme la distancia recorrida incrementa, la
desviacién del comportamiento de dichos modelos se desvia ampliamente con respecto al modelo
saturable. El modelo Kerr y exponencial también pueden servir para dar una primera idea sobre el
comportamiento esperado a un tiempo de computo bajo. Por ejemplo, en este trabajo, el modelo
exponencial nos dio un primer indicio de la formacién de un solitén antes de aplicar el modelo
saturable. Finalmente, si se desea tener un resultado mas preciso, es preferible el empleo del modelo
saturable, aunque a costa de un gran tiempo de cémputo.

En el modelo saturable se observo la formacion de un solitén para los pardmetros wy = 3um,
A =532nm, a = 35nm, m = 1.1805, T = 295K, 1o = 1 x 1073 = 0.1 %(en sélidos) y |Eg|>= 0.35 x
1014%. Dicha intensidad correspone a Iy = 3.179 x 10'°W /m? y Py = 0.8736W. La formacién de
dicho solitén bajo estas condiciones es prometedora, ya que los valores son cercanos a los empleados
experimentalmente en el Laboratorio de Micromanipulacién Optica (Salazar-Romero y cols., 2016),
dejando una potencial trabajo a futuro donde se pretende realizar simulaciones con los parametros
experimentales, con el fin de corroborar la validez de la teoria mediante la comparacion entre simula-
cién y experimento. Asi, si se valida el algoritmo, seria una herramienta de gran utilidad para estimar
un rango de valores con los cuales se observa la formacion de un solitén, aportaria una idea del
comportamiento esperado y sobretodo, otorgaria un firme soporte a las simulaciones o a los experi-
mentos. En dichos experimentos, se analizé la propagacion de un haz para cuatro casos con dos
diametros de particulas (62nm y 77nm) y concentraciones (0.5 % a 1 % en s6lidos, o lo que equivale a
1N =0.005y 0.01). Para ésto, la cintura minima del haz incidente fue colocada en distintas posiciones,
dentro y fuera de la muestra, al igual que la potencia, con el fin de observar la formacion de solitones
espaciales. Uno de los resultados més relevantes de éste trabajo para el algoritmo, es la observacién de
un solitén estable para particulas con didmetro de 62nm (a = 31nm), concentracion de 1% en so6lidos
(n =0.01), cintura de wg ~ Sum, y a una potencia de P = 0.8W. Podemos notar que estos parimetros
son del orden de valores que se emplearon en la simulacién.

De manera paralela, también se desea comparar el algoritmo con otro que actualmente se encuentra
en desarrollo por un alumno del laboratorio de Micromanipulacién Optica. Este segundo algoritmo
se basa, a diferencia del método SSF, en un método de integracion numérica mediante el método de
Runge-Kutta, el cual la diferencia principal reside en que éste emplea multiplicaciones para propagar
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el campo y no transformadas de Fourier. Por otro lado, las simulaciones realizadas con el cddigo de
R-K emplean componentes radiales > = x? +y?, que reducen el problema a una dimensién cuando
el campo tiene simetria azimutal como la de un haz Gaussiano. No obstante, cuando se propagan
campos con estructuras de vortices, la simetria se pierde y no se puede reducir a una componente
radial y se debe general una malla 3D. Debido a que el algoritmo de Runge-Kutta ain se encuentra
en un estado precario, no se han realizado atin comparaciones entre ambos, no obstante, una de las
primeras ventajas que se observan del algoritmo presentado en esta tesis sobre el R-K, es el tiempo
de cémputo.

Otro resultado importante a destacar para éste modelo es que se observd que cuando ocurre el
auto-enfocamiento y se forma el solitén, hay un vaivén de intensidades, el cual es un fendémeno
que, a pesar de que ha reportado, no se ha estudiado a fondo. Con el fin de descartar artefactos
numéricos, la propagacion se realiz6 una vez mas, incrementando la resolucién mediante la reduccion
de pardmetros como el tamafio de paso. Se comprobé adicionalmente que la cantidad de energia
perdida en la apodizacién fue minima, lo que indica que el ruido numérico generado por los rebotes
en las fronteras es despreciable. Por otro lado, también se verificé el teorema de Shannon-Nyquist
con el fin de validar el tamafio de paso empleado que genera el muestreo y resulté que a lo largo de
toda la propagacién, el muestro cumple con el teorema. Aun realizado ésto, se siguid presentando
la oscilacién, por lo que se descarté un problema computacional. Para explicar éste fendémeno, se
recurrio a literatura adicional y se encontré que se presenta una similitud con los llamados solitones
dispersivos, los cuales surgen de sistemas de reaccion-difusion. Haciendo una analogia, ésto se debe
a que la difraccion funciona como el sistema difusivo, mientras que la no linealidad es el reactivo,
asi la ecuacion NLS tiene la forma de la ecuacion de reaccion-difusion. No podemos asegurar que la
region en donde las intensidades oscilan es un solitén dispersivo, ya que para que sea uno de éstos,
debe tener un patrén periddico en el plano ortogonal al eje de propagacidén que se mantiene constante.
Los resultados muestran un patrén que se repite cada vez que se forma un maximo o minimo de
intensidades, pero remarcando que no es constante. De aqui, se concluye que un estudio mas profundo
sobre las ecuaciones de reaccion-difusiéon podrian explicar de manera mas detallada el origen de las
oscilaciones.

Finalmente, las dltimas simulaciones realizadas fueron para la propagacion de voértices Opticos en el
modelo saturable. Lo primero que se observo, es que éstos requieren de una ventana mas amplia, ya
que el radio de éstos es mayor que el radio Gaussiano. Para ésto, se tuvo que aumentar el tamafio de la
ventana empleada por los haces Gaussianos, por lo que también se redujo drésticamente la distancia
de propagacién para mantener un tiempo de computo razonable. Con el fin de obtener los pardmetros
Optimos, las simulaciones se repitieron, cada vez incrementando el tamafio de la ventana o reduciendo
el tamafio del paso, hasta que se obtuvieron resultados que convergian. Con ésto, se presentaron el
cambio de la concentracion maxima conforme se propaga, el perfil lateral de las intensidades y el perfil
frontal del haz. Las simulaciones se hicieron con todos los parametros fijos, a excepcion de las cargas
topoldgicas, las cuales se variaron para L = 1,—1 y 2, con el fin de estudiar los efectos de éstos en la
propagacion. En general, se observé un efecto de “breathing’ similar al vaivén en la cintura del haz que
se observo para el caso Gaussiano, lo cual también da indicios de que éstos vortices son similares a
los solitones disipativos. Posteriormente, se rompe la estructura en filamentos, lo cual, a pesar de estar
reportado (Ashkin y cols., 1982; Petroski y cols., 2007), es necesario descartar artefactos numéricos,
ya que la estructura de vortice suele ser muy inestable y el minimo ruido numérico podria provocar
su ruptura. Por ésto, se verificé la cantidad de energia que alcanza las fronteras de apodizacion, donde
los ruidos numéricos se originan. A pesar de que éstos fueron de poco mas del 2% a lo largo de toda
la propagacion, no es posible descartar un origen numérico. Por lo que se propone emplear en un
futuro, distintas funciones de apodizacion que tengan un perfil mas suave, ya que ésto reduce el ruido.
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Por otro lado, se observoé que el signo de la carga topoldgica define el sentido del giro de la fase y que
la carga topoldgica define la cantidad de filamentos que se forman después de la ruptura del haz. Por
lo tanto, seria de gran interés realizar un estudio mds profundo sobre los pardmetros necesarios para
observar la formacion del soliton, la estabilidad del vortice, la relacion entre la carga topoldgica y la
cantidad de filamentos formados y sobretodo, el estudio de la propagacion de otro tipo de estructuras.

Un resultado muy relevante, como se puede observar en la propagacién del vortice, es que el algoritmo
acepta también funciones con otro tipo de estructuras que no sean Gaussianas. Por lo que en un futuro,
también se pretende emplear distintos haces estructurado. Por ejemplo, el siguiente campo que se
propone es un vortice 6ptico que se describe mediante la descomposicion en eigenmodos de Laguerre
(Curtis y Grier, 2003):

donde Lf, (x) es un polinomio generalizado de Laguerre. Por lo que se pretende implementar dicha
funcién para propagar un vortice ptico. Haciendo hincapié en que el vértice empleado no satisface
la ecuacidn paraxial de Helmholtz, éste dltimo si lo hace. No obstante, el vortice propagado en esta
tesis es un buen comienzo, ya que en la literatura no se han reportado la propagacién de este tipo de
estructuras en medios no lineales coloidales.
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Apéndice A

Conceptos Fisicos y Numéricos

A.1. Ecuacion de un haz Gaussiano

Un haz Gaussiano es un haz de radiacion electromagnética cuya distribucion del campo eléctrico e
intensidad son descritos por funciones Gaussianas. La mayoria de los laseres emiten campos eléctricos
que se pueden aproximar con dicha distribucién. En general, la representacion paraxial de un haz
Gaussiano estd dada por (Saleh, Teich, y Saleh, 1991; Milonni y Eberly, 2010; Jones, Marago, y
Volpe, 2015):

@@k

wo e w(z) e_IZR(z)e_i[kZ_(P(Z)], (Al)
w2 (2)

E(anaZ) = EO

donde wq es la cintura minima del haz en funcién de la longitud de Rayleigh zg

[ Aozr
wo =\ ——>
nmw
el tamafio de la cintura que depende de wy
z 2
w(z) =woy/ 1+ (—) ) (A.2)
<R

R(z) es el radio de curvatura

R(z)=z

1+(§)Z],

y a ¢ se le denomina como el cambio de fase de Guoy

w(z) =tan~! (ZER) .
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La longitud de Rayleigh denota la distancia, desde z = 0, a la que la cintura del haz increment6 por
un fator de v/2:

Beam waist
Intensity 2 Intensity
= nw,
=gt 5 522 mwg

Figura A.1: Diagrama de los pardmetros. Imagen tomada de (Milonni y Eberly, 2010).

La ecuacion (A.1) describe la solucidn a la ecuacion de onda paraxial de Helmholtz para cualquier
punto del haz. Dicha expresion se puede simplificar cuando z = 0, es decir, que la cintura del haz es
w(z) = wy, por lo que se reduce a (Jones y cols., 2015):

(2 +?%)

E(x,y,z) = Egpe ™0 (A.3)

Lo anterior se puede aplicar cuando el haz es enfocado a un sistema de tal manera que en la entrada,
la cintura sea minima. Este principio es el que se utilizo para el disefio experimental (Apéndice C) y
las simulaciones.

A.1.1. La potencia en funcion de la intensidad

En ésta seccidn se pretende obtener una relacion entre la potencia aplicada con la intensidad inicial y la
amplitud del campo eléctrico de un haz Gaussiano, ya que, experimentalmente, si se desea modificar
la intensidad de un haz de laser, se realiza manipulando la potencia de entrada. Para ésto, tenemos
que la potencia y la intensidad se relacionan mediante:

P:/_ZI-dA:/_Z(s>-dA, (A4)

donde (s) es el promedio temporal de la magnitud del vector de Poynting. Para ondas monocromaticas
y planas propagéandose en el eje z, (Hecht, 1988; Jones y cols., 2015; Griffiths, 2005):

(s) = C—§°E2, (A.5)
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lo que es el promedio de la potencia por unidad de drea transportada por una onda electromagnética.
Lo anterior considerando que la amplitud del campo eléctrico de un haz Gaussiano es de la forma

202 /12 . . . . ...
E = Ege~ ™ +)/%" Asi, la potencia de entrada Py a una intensidad inicial Eg es:

2

2,y
cg [ 27—
P() = 7 Ege "0 dA,

€ 2x +}
ﬂEO / / "5 dxdy,

c&y 2 o Z‘X e 72‘)
== 0/_ e "Odx e wOdy

donde las integrales son integrales Gaussianas que en los limites +oo, se reducen a wo\/7/ 21/2. Por
lo tanto:

Py =

080E2<W0ﬁ>2
2 '\ v2 )7

con lo que se obtiene una expresion para la potencia inicial en funcién de la intensidad:

2

j. %10. (A.6)

Nétese que se utiliz6 la expresién I = “X2|E|.

A.2. Aproximacion de Maxwell-Garnett

La ecuacion de Maxwell-Garnett es una aproximacion de medios efectivos derivada en 1904 (Garnett,
1904). Esta férmula nos entrega la permitividad efectiva de un medio en términos de un factor de
empaquetamiento, la permitividad del medio y de las particulas. Su derivacidn parte de la relacién de
Clausius-Mossotti en un medio:

é‘eff—é'b Ep— &
Efr+28 €y + 28,

(A.7)

Al resolver para €, se llega a la expresion

Ep—E
317 Sb <8pp+2gb )
8eff =&+ -
- (£p+2£,,)

3ney(ep—&) € +28
g, +2&,—n (g, — &) €+ 28

Eeff =&+
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de donde se obtiene la expresion empleada en (3.10)

3nep (&p — &)
g+2e,—1n(ep—8)

Eeff =&+ (A.8)

A.3. Formula de Carnahan-Starling

La férmula de Carnahan-Starling fue derivada en 1969 por Norman Carnahan y Kenneth Starling
(Carnahan y Starling, 1969) a partir de un andlisis de una serie virial reducida para describir el
comportamiento de esferas rigidas. Desde entonces ha sido utilizada para describir expresiones para la
funcion de distribucion radial de una esfera dura, mezclas y hasta fluidos inhomogéneos(Song y cols.,
1989; Mansoori y cols., 1971; L. L. Lee, 1995; Robles y cols., 2014). Esta férmula fenomenoldgica
da una buena aproximacién hasta la transicion liquido-sélido donde 1 ~ 0.5 (Hansen y McDonald,
1990). Ademas, concuerda con célculos de la teoria de perturbaciones, asi como simulaciones sobre
dindmica molecular (Matuszewski y cols., 2008).

La aproximacion de Carnahan-Starling es

PV 1+n+ni-n’

Z: ~
NkgT (1—1])3

(A9)

donde Z es el factor de compresibilidad, P la presion, V el volumen, N el numero de particulas, kp la
constante de Boltzmann, T la temperaturay 1 = gN 03 /V el factor de empaquetamiento para esferas
duras de diametro o©.

El motivo por el cual se mencioné que 1 es vdlido hasta ~ 0.5, es por que en esa region existe
una transicion de la fase liquida a sélida. En otras palabras, hay un rango de valores de 17 donde
coexisten ambas fases. A éste fendmeno se le conoce como la transicion de Kirkwood-Alden, ya que
John G. Kirkwood especul6 que dicha transicion ocurriria en 1 = 0.5, mientras que Bernie J. Alden
fue el primero en observar la solidificacién en 1957 mediante calculo de dindmica molecular (Gast
y Russel, 1998). Posteriormente, en 1968 Hoover presentd una ecuaciéon de estado para determinar
el rango de la transicidn, la cual corresponde a 0.494 < 1 < 0.545 (Hoover y Ree, 1968). La Figura
A.2 muestra la grafica de concentracion contra presion normalizada en donde se observa la transicion
cercade n =0.5.
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Figura A.2: Diagrama de fase de un sistema de esferas s6lidas donde la linea punteada muestra la
rama metaestable mientras que la continua representa la rama estable.

A.4. Cerca cabica interpoladora

”Supongamos que N + 1 puntos {(xz, k) Z) cuyas abscisas estdn ordenadas de manera creciente a =
xo < xl <--- < xy =b. Se dice que una funcién S(x) es una cerca cubica interpoladora para dichos
datos si existen N polinomios ctibicos Si(x), que podemos escribir en términos de unos coeficiente
Sk,055k,155k,2,Sk,3 COMO

S(x) = Sk(x) = s.0+ sk (x — ) +sx2(r = x0)? + 53 (r — 1)’
parax € [x;,x 1] yk=0,1,...,N — 1, que verifican las siguientes propiedades:

S(xx) =yr parak=0,1,...,N

S(Xkt1) = Skt1(%k41) parak =0,1,...,N =2

Se(xkg1) = Sp g (k1) parak =0,1,...,N =2
' LN-=2

Sk/(xk—H) = SZ—H (xk—i-]) parak=0,1,...,

La primera relacion significa que S(x) es un polinomio cibico a trozos. La segunda relacion significa
que S(x) interpola los datos y las siguientes dos indican que S(x) es una funcién derivable y con
derivada continua. Finalmente, la dltima relacion significa que la derivada segunda de S(x) también
existe y es continua ”’ (Mathews y Fink, 2004).
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A.5. Teorema de Shannon-Nyquist

Uno de los principales problemas que uno se enfrenta al realizar simulaciones mediante la dptica
de Fourier, es que las funciones estan representadas de manera discreta y el muestreo de dichas
funciones debe cumplir con ciertos criterios para obtener un resultado aproximado a una funcién
continua, como suelen ser las ecuaciones fisicas. No obstante, las simulaciones que emplean métodos
de Fourier, deben considerar también los factores computacionales, tales como la memoria y el tiempo
de computo, con el fin de balancear a éstos con el muestreo.

Uno de los criterios establecidos que mas se emplean para corroborar la validez de una simulacion,
en cuanto al muestreo, es el teorema de Shannon-Nyquist. Este teorema se aplica en general para
funciones donde el contenido espectral de una sefial se encuentra limitado. Es decir, una funcién
continua puede ser recuperada de manera precisa a partir del muestreo si el tamafio de paso que
genera al muestreo es menor a un valor especifico. Asi, el teorema bidimensional de Shannon-Nyquist
establece que (Voelz, 2011):

1 1
Ax < — Ax < — A.10
< 2B < 2B ( )

donde B, y By son los anchos de banda del espectro de la funcién continua a lo largo de las direcciones
x y y. En general, las funciones con soporte finito (conjunto de puntos donde la funcién no es cero),
no pueden ser limitadas. No obstante, estas funciones tienen un anchos de banda efectivos los cuales
engloban los valores de la frecuencia mds significativos. Una aproximacién eficaz para definir el
ancho de banda efectivo, es calculando el radio que contiene el 98 % de la potencia espectral total.

Si se tiene una funcién g(x,y) definida por un tamafio de paso dx y dy, con su transformada de
Fourier F(f, fy) con d f, y df, como las inversas de dx y dy, entonces la potencia espectral total es
(Voelz, 2011):

PT:/Z/Z]FFdfxdfy. (A.11)

Por lo que los anchos de banda efectivos B, y By se determinan de la siguiente manera:
B./2 [By/2
/ |F|*df.df, = 0.98Pr. (A.12)
~By/2J—By/2

Notese que el término 0.98Pr se refiere al 98 % de la potencia espectral total.

Para el caso del presente trabajo, lo anterior se implementa relativamente facil de manera computa-
cional. Primero, se eleva al cuadrado el valor absoluto del campo en el espacio de Fourier, seguido de
una integral mediante el método del trapecio, definido en MATLAB por la funcién:

trapz(FX,Z)

donde FX es el vector que genera al muestreo de fy, mientras que Z es el vector a integrar. Para el
caso bidimensional, se aplica la funcion dos veces de la siguiente manera:
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trapz(FX,trapz(FY,Z)) = Pr

donde FY es el vector que genera la coordenada fy en el espacio de Fourier.

La integral anterior nos entrega el valor de Pr, por lo que el siguiente paso consiste en calcular
el valor del ancho de banda efectivo. Para ésto, se deben integrar regiones cuadradas (si d, = dy),
empezando del pixel central, donde se encuentra el maximo de intensidad, mediante un loop que
se encargue de incrementar la regién cuadrada dos pixeles en cada lado por coordenada. Es decir,
si el pixel central lo nombramos {jo}, entonces la siguiente regién a integrar estard definida por
el cuadrado {—jyi : je1,—jy1 © jy1}. Si la integral en dicha region es menor a 0.98Pr, entonces se
integrard el siguiente cuadrado definido por {—j,2 : jx2, — Jy2: jyz}, y asi sucesivamente (A.3). Debido
a que dificilmente se obtendran valores que coincidan exactamente con 0.98Pr, cuando la integral de
la regioén alcanza un valor estrictamente mayor al 98 % de la potencia espectral total, en una regién
correspondiente a j,, el loop le ordena detenerse mediante un if y obtiene la longitud de la matriz
correspondiente al valor anterior inmediato j —i. Asi, el ancho de banda efectivo estarda dado por
la longitud de la matriz de orden j — 1 multiplicada por dfy. En la Figura A.3 si, por ejemplo, la
integral en la region verde (correspondiente a j = 3) resulta mayor a 0.98Pr, entonces se tomara la
longitud de la region azul (j = 2). Finalmente, si al ancho de banda efectivo se le multiplica por 2 y
se obtiene su inverso, éste ultimo serd el valor minimo que impone el teorema de Shannon-Nyquist
para el muestreo Ax. El algoritmo empleado se presenta en el Apéndice E.6 junto a la obtencién de la
energia apodizada.

A.6. Energia perdida en la Apodizacion

Se implement6 una seccion encargada de calcular la razén de la intensidad total del plano ortogonal a
la propagacidn con respecto a la intensidad total inicial en cada Nstp*dz pasos. El fin de dichas lineas
del cédigo recae en observar la porcion de energia que llega a la frontera de apodizacion. Conforme
ésta sea mayor, las reflexiones provocadas por la ventana de apodizacion serdn mayores y por ende,
también el ruido numérico, que afectara directamente a la simulacion.

Una vez mds, se emple6 la integracién mediante el método del trapecio a |E|? en el espacio de
coordenadas:

En = trapz(dx,trapz(dx, \E|2))/En0,

donde Eng es la energia inicial, la cual sirve como factor de normalizacion. El algoritmo empleado se
presenta en el Apéndice E.6 junto al teorema de Shannon-Nyquist.
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Figura A.3: Diagrama para ilustrar el procedimiento seguido para obtener el ancho de banda efectivo.
Las regiones gris, rojo, azul y verde corresponden al orden j = 0, 1,2, 3, respectivamente.



Apéndice B

Desarrollos Matematicos

B.1. Propiedad de diferenciacion de la transformada de Fourier

Se pretende demostrar que

Flg"(x)](f) = —(2mk)*F[g(x)](f), (B.1)

donde la transformada de Fourier, como se definié en (4.4), es:

8(F) = Fle@)(f) = | _stexp(~2mif o, ®.2)

Se presentard solo el caso para x ya que para la coordenada y, el procedimiento es andlogo. Partimos
de sustituir la ecuacion (B.1) en la transformada de Fourier:

FIg' @) = [ g"(f)e > B.3)

Definimos ahora el siguiente cambio de variables para integrar lo anterior por partes

u=e M dv=g"(x)dx

du = —2mif.e 2T gy v=¢(x)

asi,

FIg"(0))(f) = [e 25 ()]~

—o0

— (=2mify) /oo g (x)e 2T g

[

donde el primer término del lado derecho es una funcién oscilante y la funcién g(x) corresponde en
éste caso a un haz donde sus componentes transversales a la propagacién se desvanecen en el limite:
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lim g(x) =0,
X—yoo
. / o
SRE =0
con lo que resulta
FIg"@)(f) = 2nifs [ (e > ax. (B.4)

Nuevamente definimos los cambios de variables de tal forma que

u=e 2T dv = g'(x)dx
du = —27ifre 2"/ dx v=_g(x)

aplicando lo anterior,

o)

FI"0)() = [ g()]”_+2mifi(2mifs) [ glw)e >

donde el primer término tiende a cero aplicando de nuevo el argumento del limite fisico. Nétese que
el término de la integral es la transformada de Fourier de g(x), i.e.

/,x _ 2 « xe—szxx X
FIg" (1) = ~xf? [ gloe ®5)

= —(2nf,)*Flg(x)].

B.2. Transformada Discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier (DFT) es una variante de la transformada de Fourier, en donde la
funcidén de entrada debe tener la caracteristica de que es discreta y finita. Partamos de la transformada
espacial de Fourier como se defini6 en (4.4):

8() = Fle@)(f) = | _g(exp(~2mifx)dx (B.6)

cuando se trabaja con un conjunto discreto, la integral se puede aproximar a una suma de tal forma
que:

N-1
F,= Z g(x;)e 2 a%iAx (B.7)
Jj=0

donde x; es un conjunto de la forma
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xj = {x0,x1,%2,...,Xy_1},

pero para elementos igualmente espaciados:

xj={0,Ax,2Ax,..., (N — 1)Ax}
={0,1,2,...,N— 1}Ax,

donde Ax = x;;1 —x;. Andlogamente para f, se tiene que:

fq=10,1,2,...,N—1}Af,

con Af = fu11— fy. Porlo que el j-€simo y g-€simo elemento de ambos son:

xj=(—1DAx
fe=(g—1DAf
Con lo anterior, se puede reescribir (B.7) como sigue:

N—1
F([ = Ax Z g(x])eiznl(Jil)(qfl)AXAf,
j=0

lo que equivale a :

N
Fy =AY, g(xj)e 2misss,
j=1

Abhora, en la transformada espacial de Fourier, Ax significa que es un segmento de L definido por:

Ax=L/N, (B.8)

donde N es el numero de elementos de Ax. Por otro lado, si Af es el reciproco de Ax en el espacio de
Fourier, se define como

1 1

Af =——=—.
f=aN"L

(B.9)

Con las udltimas dos ecuaciones, la transformada discreta de Fourier queda como (Arfken y Weber,
1999) :

N
Fy=Ax Y g(xj)e 2"V, (B.10)
j=1
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B.3. Intensidad independiente de z

En la seccién 6.1.2, para llegar a la expresion (4.11) se asumi6 que |y |2 era independiente de z, esto
se puede demostrar sencillamente retomando la ecuacién (4.3) como:

WV iepesslVPy — 0, B.11)
dz

Multiplicando lo anterior por el complejo conjugado y*, se tiene que

w*%_lg —icye I yry =0,

(B.12)
d ,
v 2L sV |y 2 = 0
dz
donde yy = yy* = |y|*.
Por otro lado, obtengamos el complejo conjugado de (B.11):
v + iczec3|l”|2w* =0,
dz
multiplicando lo anterior por y
dy* d
VAl SRVELA ) (B.13)
dz dz
Sumando (B.12) y (B.13), se elimina el término complejo:
dy* v
*_ — 0
Vo TV, =Y
d
— *)=0.
5, (vv')
Y finalmente se llega a que
2
oWV =0. (B.14)

0z



Apéndice C

Obtencion de la Cintura del Haz

A pesar de que el estudio es numérico y tedrico, se desea en un futuro poder comparar los resultados
obtenidos con los experimentales para poder corroborar la validez de los modelos. Es por ésto que
debemos considerar el sistema experimental de donde se obtuvieron los pardmetros iniciales para
realizar las simulaciones. Recordemos que en el Apéndice A.l1 se presentd la ecuacion de un haz
Gaussiano (A.1), que se puede simplificar en la cintura minima (A.3). También se argument6 que la
ultima ecuacion se puede utilizar como el campo inicial cuando se enfoca un haz Gaussiano en la cara
de entrada del sistema. Generalmente, el didmetro ¢ de un haz de laser, con longitud de onda A, es del
orden de milimetros. En éste rango, la intensidad no es lo suficientemente alta para que los efectos no
lineales del medio sean considerables. Por lo tanto, es necesario reducir el diametro incidente del haz
mediante una lente convergente de distancia focal f. La Figura C.1 ilusta el esquema experimental
descrito previamente. Dichos parametros se relacionan mediante la ecuacion (Saleh y cols., 1991):

Af
(¢/2)

wo = (C.1)

Si experimentalmente tenemos que la longitud de onda del ldser es A = 532nm, la distancia focal de
la lente es f = 18mm y el didmetro del haz inicial es ¢ = 2.2mm, obtendemos que el radio de la
cintura incidente wy es:

0.532um18mm
= =2.77Tum~ 3 C2
M0 2. 2mm)2) HELS SpM ©2)
q) 2Wq

Medio Coloidal
Laser

b

Figura C.1: Un haz Gaussiano de didmetro @, que proviene de un ldser A, se enfoca con una lente de
distancia focal f a la cara frontal del sistema coloidal con wy como el radio de la cintura incidente al
medio.
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Apéndice D
Sugerencias para Mejorar el Algoritmo

En esta seccion, se presentan las siguientes sugerencias para el modelo y para el algoritmo, que surgen
de algunas correcciones y efectos que se despreciaron, que podrian jugar un papel importante bajo
ciertas condiciones.

D.1. Pérdidas por esparcimiento

En los modelos anteriores, se ignoraron las pérdidas por scattering desde la fuerza 6ptica. No obstante,
en la realidad fisica, éstas pérdidas existen y para poder tener un modelo mds preciso, es necesario
considerarlas. Como se observard mds adelante, el término de las pérdidas es no lineal, por lo que se
vuelve un fenénemo dificil de ignorar a intensidades altas. Una manera sencilla de incluir las pérdidas
es definiendo un factor y imaginario en la ecuaciéon NLS saturada (3.28):

2
il//z—l—CLVil//—l—CNL (%—1) v +iyy =0. (D.1)

Para determinar el valor de 7, consideremos s6lo un medio con pérdidas, ignorando los otros términos:

d
i i d +iyy =0,
dz
y resolvemos la ecuacion diferencial:
ll’ll[/ - _YZ + c,

v = Yoexp(—vz),

y la norma cuadrada nos entregara:

v > = wo [Pexp(—272),
(D.2)
1

©=ew(-27)
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Por otro lado, consideremos que la ley de Beer-Lambert relaciona la transmitancia 7 con la
profundidad 6ptica T (Swinehart, 1962):

T =exp(—1), (D.3)

T— / op(2)dz, (D.4)

donde ¢ es la magnitud del coeficiente de la seccidn transversal de scattering presentada previamente
en la ecuacion (3.5) y p(z) es la densidad numérica. Si p(z) es uniforme a lo largo de z, entonces la
integral resulta:

T =o0p:.

Recordando que 11 = pV),, podemos sustituir p en funcion de 7 como:

= _—n3. D.
T Vpnz (D.5)

Por otro lado, igualando las expresiones (D.2) con (D.3), ya que T = I/, se obtiene la relacién
entre la profundidad 6ptica y el coeficiente de pérdidas:

2y =1. (D.6)

Igualando (D.5) y (D.6), tendemos una expresion de ¥ en funcién de 1:

_9 25
Y= 2Vpn(l Vo |7)2. (D.7)

Es importante mencionar que la ecuacion anterior implica que el término de pérdidas también es no
lineales y depende de la concentracion de particulas.

Asi, la ecuacion no lineal de Scrodinger para un modelo saturable con pérdidas es:

2 o’
i+ e V2 Wt ent <M - 1) v+i=n( vo Py = 0. (D.8)
Mo 2V,

Lo anterior resulta ser muy complejo de resolver por varias razones. La primera es que la expresion
para la concentracién de particulas 1 (| y |2) es diferente a la presentada en (3.27). Esto cuando se
pretende considerar la fuerza de scattering en la fuerza dptica de la ecuacion (3.3). Por otro lado, la
solucién mediante el método de SSF también se vuelve mas laboriosa ya que la contribucién no lineal
conlleva ahora el término de pérdidas. Los dos motivos anteriores son sélo la punta del iceberg que
se pueden resolver facilmente con un poco mds de algebra. El mayor problema reside en que ahora
la intensidad depende de z, es decir que d1/dz # 0 (como podemos notar en (D.2)) y la obtencién
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de la concentracién se vuelve mds complicado, ya que implicaria resolver un método iterativo dentro
de una resolucién numérica y por obvias razones, es un proceso muy pesado para resolver de manera
computacional.

No obstante, Selvaraj (Selvaraj, 2013), propuso una solucién semianalitica (1+1) y (2+1) dimen-
sional para un medio coloidal saturable con pérdidas por scattering empleando un método variacional
mediante densidades Lagrangeanas promediadas y funciones de prueba. Por lo que es necesario un
estudio minuscioso de éste método para poder simular la propagacién de un haz con éste modelo.

D.1.1. Efectos Térmicos

En algunos casos, por ejemplo a potencias mds altas, los efectos térmicos se vuelven considerables,
agregando al problema otro término que depende de manera no lineal a la temperatura. Esto se
debe a que una porcién de la potencia es absorbida por el material cuando un haz incide sobre éste.
Consecuentemente, el indice del material incrementa en la regién iluminada (Boyd, 2003). Por otro
lado, en medios no lineales coloidales, también se observan otros efectos térmicos como efectos de
conveccion que afectan directamente en la dindmica de las particulas (Salazar-Romero y cols., 2016).
Para implementar los efectos térmicos seria considerdndolos en las ecuaciones de flujo empleadas
para asi obtener una expresion de la concentracion de particulas que dependa de la temperatura.

D.1.2. El Método SSF Simétrico

En el método de SSF, un tamafio de paso espacial o un tamafio de la ventana inapropiado pueden
ser fuentes de error comunes que se pueden evitar. Sin embargo, existe otro error significante que se
origina al considerar las contribuciones como operadores, ya que ignora la propiedad no conmutativa
de éstos. Matemdticamente, ésto se puede ver partiendo de la solucion formal a (4.1):

W(z+Az) = exp[Az(L+NL)]y(z), (D.9)

donde la solucién aproximada que hemos estado empleando es:

V(z+Az) ~ exp[AzL]exp[AzNL]y(z) (D.10)

Consideremos la formula de Baker-Hausdorff para dos operados no conmutativos con el fin de observar
el error en el método de SSF (G. P. Agrawal, 2007):

A A N BN I o . . .
exp(L)exp(NL) = exp (L+NL—|— E[L,NL] + E[L_NL’ [L,NL]]+. ) , (D.11)

donde [L,NL] = LNL — NLL. Fisicamente ésto significa que ambas contribuciones se encuentran
acopladas. Comparando la ecuacién (D.10) con (D.11), podemos notar que la precision del primero
es solo del segundo orden ya que el método SSF ignora los siguientes términos. La implementacion
de dichos términos mejora la resolucion a costa de complicar y aumentar el tiempo de computo.

El método SSF simétrico, el cual considera los efectos no lineales a la mitad de la propagacion
(Figura D.1)en lugar de los extremos incluyendo el tercer término de la ecuacién (D.11), proveera
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una mejora al tercer orden. Con lo que la solucién de (4.1) en un segmento de z a Az se expresa de la
forma:

z+Az
Y(z+Az) = exp <%ﬁ> exp </ ]\fL(z')dz) exp <%]\7L) (D.12)
Z

donde la integral incluye la dependencia a z del operador no lineal y se puede aproximar mediante la
regla del trapezoide:

z+Az AZ . .
/ NL()dz ~ SEINL(z) + NL(z+A2). (D.13)

Lo cual se puede reducir a ANL si el tamafio del paso es muy pequefio. Esta implementacién no es
simple debido a que se requiere de un proceso iterativo para calcular el valor de NL(z + Az).

LI
]

|

Py Az
NL

Figura D.1: Esquema del método de SSFM simétrico. Las lineas punteadas representan la
contribucion no lineal a la mitad de cada segmento Az.

D.1.3. Correcion de Kolafa

Jir1 Kolafa proporcion6 una ligera correccion a la ecuacion de Carnahan-Starling, la cual provee
una mejor en la precision (Robles y cols., 2014):

S Entn?—504+mn’

~ D.14
(1—n) (19
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Apéndice E

El Algoritmo

E.1. Cédigo principal

clear all; close all;
reset (gpuDevice () );

dJDefinicion de variables

prompt = { Intensidad inicial (lel4):”,”Cintura del haz (
"Distancia de propagacin:’,’Tamao de la ventana:’
’dx:’,’dz’,’Carga Topolgica ( v rtice )’ };

dlg_title = *Valores Iniciales

num_lines = 1;

defaultans = { 0.1 ,°3", " le—4",’512", le—=7","1e=9",71"};

answer = inputdlg (prompt,dlg_title ,num_lines ,defaultans);

Eo2=str2num (answer {1});

wo=str2num (answer{2});

z=str2num (answer {3});

N=str2num (answer {4});

dx=str2num (answer {5});

dz=str2num (answer {6}) ;

L=str2num (answer {7});

clear prompt dlg_title num_lines defaultans answer

EO02=Eo02x1el4;
w=wox*le —6;
a=35E-9;
eta0=1E—-3;
lambda=532E—-9;
pi=3.1415926535;
epsilon0=8.854187817E—12;
muO=4xpixle—7;
vc=299792458;
kO=(2xpi)/lambda;
np=1.57;
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APENDICE E. EL ALGORITMO

nm=1.33;

m=np/nm;

Vp=(4xpixa”3)/3;
alpha=3%«Vpxepsilon0 x(nm"2) x((m*2 —1)/(m"2 +2));
kB= 1.38064852e —23;

T=273+22;

del=((m"2) —1)/((m"2) +2);

Nstp=100;

EO=sqrt (E02) ;

cL=1/(2xk0*nmx(1+ 3xdelxetal0)"(1/2));
cNL=3xdel x((k0)"2) x((nm)"*2)xetal=cL;
c3=alpha/(4xkBxT) ;

est = menu(’ Escoge un haz’, 1) Gaussiano’,’2)

if est==1;
9Espacio de coordenadas
xXx=—(Nxdx)/2: dx :(Nxdx)/2—(dx);
len=length (xx);
[X,Y]=meshgrid (xx, xx) ;

gdCampo Gaussiano
E=EO0xexp(—(X."2+Y."2) /(W."2));
E=gpuArray (E);

9%Ventana de Apodizacion
apx=gpuArray (tukeywin(N,0.15));
[APx,APy]=meshgrid (apx , apx):
ap=APx.x APy;

E=ap.xE;

clear apx APx APy;

JZIl'ransformada de Fourier
E=fft2 (fftshift(E));

9Espacio de Fourier
dfx=1/(N/dx);
gx=(—N/2:1:N/2—-1)*dfx;
[fX,fY]=meshgrid (gx,gx);
fX=gpuArray (fX) ;
f=(fX."2 + {X."2);

clear fX fY;

lz=length (Nstpxdz: Nstpxdz:z);
ampumat=zeros (N, 1z) ;
ampumatexp=ampumat ;
ampumatkerr=ampumat ;

V rtice ’);
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APENDICE E. EL ALGORITMO

resp

= menu( 'Que quieres calcular?’,’1) Saturable’ ,...
>2) Exponencial’,’3) Kerr’,’4) Todas’ ,...
>5) Exponencial y Saturable’);

if resp==1;

9Creacion de directorio y archivos

mkdir ([ "Crear Directorio del Modelo Saturable’]);
dvsint=[ " Directorio\\intensidad ’ ];
dvseta=[’Directorio\\concentracion’];

perfil=[ Directorio\\ perfil ’];

9d.1ama a la funcion saturable
[plotkk , plotveta , plotmaxint ,ampumat] = .
modsaturable (Nstp ,z,dz,1z ,eta0 ,cL,cNL,E,f,ap);

9Graficas

hl=figure (1);

plot(plotkk , plotmaxint)
xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad )
legend (  Saturable ,  Location’, northeast’)
title ("Medio Coloidal Saturable )

saveas (hl,[dvsint ~.png’], png’)

saveas (hl ,[dvsint, . fig’ ], fig’)

h2=figure (2);

plot(plotkk , plotveta)

xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad ™)
legend (  Saturable ’,  Location’, northeast’)
title ("Medio Coloidal Saturable )

saveas (h2,[ dvseta ~.png’], png’)

saveas (h2,[dvseta, . fig’ ], fig’)

h3=figure (3);

imagesc (ampumat)

title (’Medio Coloidal Saturable )
colorbar

saveas (h3,[ perfil *.png’], png’)
saveas (h3 ,[ perfil , . fig’ ], fig’)

elseif resp==2;

mkdir ([ "Crear Directorio del Modelo Exponencial ' ]);
dvsint=[ Directorio\\intensidad ’];

dvseta=[ Directorio\\concentracion’];

perfil=[ Directorio\\ perfil "];

[plotkk , plotvetaexp , plotmaxintexp ,ampumatexp] =

modexponencial (Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,c3 ,E,f,ap);
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hl=figure (1);

plot(plotkk , plotmaxintexp)
xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad ™)
legend (  Saturable ,  Location’, northeast’)
title (’Medio Coloidal Exponencial )

saveas (hl,[dvsint ~.png’], png’)

saveas (hl ,[dvsint, . fig’ ], fig’)

h2=figure (2);

plot(plotkk , plotvetaexp)
xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad )
legend (  Saturable ’,  Location’, northeast’)
title (’Medio Coloidal Exponencial )

saveas (h2,[ dvseta ~.png’], png’)

saveas (h2,[dvseta,’ . fig’ ], fig’)

h3=figure (3);

imagesc (ampumatexp)

title (’Medio Coloidal Exponencial )
colorbar

saveas (h3,[ perfil *.png’], png’)
saveas (h3 ,[ perfil , . fig’ ], fig’)

elseif resp==3;

mkdir ([ "Crear Directorio del Modelo Kerr’]);

dvsint=[ Directorio\\intensidad ’];

dvseta=[’Directorio\\concentracion’];

perfil=[ Directorio\\ perfil " ];

[plotkk , plotvetakerr , plotmaxintkerr ,ampumatkerr] =
modkerr (Nstp ,z,dz,1z ,eta0 ,cL,cNL,c3 ,E,f,ap);

hl=figure (1);

plot(plotkk , plotmaxintkerr)
xlabel (" Distancia ™), ylabel( Intensidad ™)
legend (  Saturable ',  Location’, northeast’)
title (’Medio Coloidal Kerr’)

saveas (hl,[dvsint ~.png’], png’)

saveas (hl ,[dvsint, . fig’ ], fig’)

h2=figure (2);

plot(plotkk , plotvetakerr)
xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad )
legend (  Saturable ’,  Location’, northeast’)
title ("Medio Coloidal Kerr )

saveas (h2,[ dvseta ~.png’], png’)

saveas (h2,[dvseta, . fig’'], fig’)
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176 h3=figure (3);

17 imagesc (ampumatkerr)

178 title ("Medio Coloidal Kerr )

179 colorbar

180 saveas (h3,[ perfil ~.png’], png’)

181 saveas (h3,[ perfil , . fig’ ], fig’)

182

183 elseif resp==4;

184 mkdir ([ "Crear Directorio de la comparacin’]);

185 dvsint=[ Directorio\\intensidad " ];

186 dvseta=[’Directorio\\concentracion’];

187 perfil=[ Directorio\\ perfil " ];

188

189 [plotkk , plotveta , plotmaxint ,ampumat] = ...

19 modsaturable (Nstp ,z,dz,1z ,eta0 ,cL,cNL,E,f,ap);
191 [plotkk , plotvetaexp , plotmaxintexp ,ampumatexp] = ...
192 modexponencial (Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,c3 ,E,f,ap);
193 [plotkk , plotvetakerr , plotmaxintkerr ,ampumatkerr] =
194 modkerr (Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,c3,E,f,ap);

195 [plotkk , plotvetalin , plotmaxintlin ,ampumatlin] =

19 modkerr (Nstp,z,dz,1z ,0,cL,cNL,c3,E,f,ap);

197

198 9Para que los perfiles de intensidad tengan

199 9da misma escala

200

201 vmx (1 )=max (max (ampumat) ) ;

202 vmx (2 ) =max (max (ampumatexp) ) ;

203 vmx (3 )=max (max (ampumatkerr)) ;

204 vmn (1)=min(min(ampumat) ) ;

205 vmn (2)=min (min (ampumatexp) ) ;

206 vmn (3)=min(min(ampumatkerr)) ;

207 vmax=max (vmx) ;

208 vmin=min (vmn) ;

209

210 hl=figure (1);

211 plot(plotkk , plotmaxint , plotkk , plotmaxintexp , plotkk ,...
212 plotmaxintkerr , plotkk , plotmaxintlin)

213 xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad ™)

214 legend (  Saturable ',  Exponencial ®, Kerr’,'NL=0" ,...
215 "Location’, northeast’)

216 title (’Comparacion de Intensidades ’)

217 saveas (hl,[dvsint "~ .png’], png’)

218 saveas (hl ,[dvsint, . fig’ ], fig’)

219

220 h2=figure (2),

21 plot (plotkk , plotveta , plotkk , plotvetaexp ,...

m plotkk , plotvetakerr)

23 xlabel (" Distancia’), ylabel( Eta’)
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legend (’ Saturable’,’ Exponencial’,’ Kerr’,’  Location’ ,...
"northeast’)

title (’Comparacion de Concentraciones ’)

saveas (h2,[ dvseta ~.png’], png’)

saveas (h2,[dvseta, . fig’'], fig’)

h3=figure (3);

subplot(3,1,1)

imagesc (ampumat)

shading interp;

caxis manual

caxis ([ vmin vmax]) ;

title (’Medio Coloidal Saturable )

subplot(3,1,2)

imagesc (ampumatexp)

shading interp;

caxis manual

caxis ([ vmin vmax]) ;

title (’Medio Coloidal Exponencial )

subplot(3,1,3)

imagesc (ampumatkerr)

shading interp;

caxis manual

caxis ([ vmin vmax]) ;

title (’Medio Coloidal Kerr’)

colorbar(’location’, Manual’, “position’, [0.925 0.1
0.02 0.81])

saveas (h3,[ perfil *.png’], png’)

saveas (h3 ,[ perfil , . fig’ ], fig’)

elseif resp==5;

mkdir ([ "Crear Directorio de la comparacin’]);
dvsint=[ Directorio\\intensidad ’ ];
dvseta=[’Directorio\\concentracion’];

perfil=[ Directorio\\ perfil "];

[plotkk , plotveta , plotmaxint ,ampumat] = ...
modsaturable (Nstp ,z,dz,1z ,eta0 ,cL,cNL,E,f,ap);

[plotkk , plotvetaexp , plotmaxmtexp ampumatexp] = .
modexponencial (Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,c3,E, f ap);

[plotkk , plotvetalin , plotmaxintlin ,ampumatlin] =
modexponencial (Nstp,z,dz,1z ,0,cL,cNL,c3 ,E, f ap)

vmx (1)=max (max (ampumat) ) ;
vmx (2 )=max (max (ampumatexp) ) ;
vmn (1 )=min(min(ampumat) ) ;
vmn (2)=min (min (ampumatexp) ) ;
vmax=max (vmx) ;
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vmin=min (vmn) ;

hl=figure (1);

plot (plotkk , plotmaxint , plotkk , plotmaxintexp ,...

plotkk , plotmaxintlin)

xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad )

legend (’ Saturable’,’ Exponencial’,’NL=0",’Location’ ,...

"northeast’)
title (' Comparacion Intensidades’)
saveas (hl,[dvsint "~ .png’], png’)
saveas (hl ,[dvsint, . fig’ ], fig’)

h2=figure (2);
plot (plotkk , plotveta , plotkk , plotvetaexp)
xlabel (" Distancia’), ylabel( Eta’)

legend (’ Saturable’,’ Exponencial’,’ Location’,  northeast’)

title (’Comparacion de Concentraciones ’)
saveas (h2,[dvseta ' .png’], png’)
saveas (h2 ,[dvseta, . fig’ ], fig’)

h3=figure (3);

subplot(2,1,1)

imagesc (ampumat)

shading interp;

caxis manual

caxis ([ vmin vmax]) ;

title (’Medio Coloidal Saturable )

subplot(2,1,2)

imagesc (ampumatexp)

shading interp;

caxis manual

caxis ([ vmin vmax]) ;

title (’Medio Coloidal Exponencial )

colorbar(’location’, Manual’, “position’
0.02 0.81])

saveas (h3,[ perfil *.png’], png’)

saveas (h3,[ perfil , . fig’ ], fig’)

elseif est==2;

9Espacio de Coordenadas
xXx=—(Nxdx)/2: dx :(Nxdx)/2—(dx);
len=length (xx);
[X,Y]=meshgrid (xx, xXx) ;

9V ortice Optico
fase=atan2 (Y,X); Y%Fase
fgaus=EO*xexp(—(X."2+Y."2) /(w."2));

b

[0.925 0.1
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%
%

flag=exp(—1lixfasexL);

%81 se desea agregar ruido
rnd=randn (length (fgaus));
fnoise=amnoixmax(max(fgaus))*rnd;

E=fgaus.x flag; %Vortice Optico

E=gpuArray (E);

apx=gpuArray (tukeywin(N,0.15));
[APx,APy]=meshgrid (apx ,apx);
ap=APx.x APy;

E=ap.xE;

clear apx APx APy;

E=fftshift(E);
E=fft2 (fftshift(E));

dfx=1/(N/dx) ;
gx=(—N/2:1:N/2—-1)*dfx;

[fX,fY]=meshgrid (gx,gx);
fX=gpuArray (fX) ;
fY=gpuArray (fY);
fX=fftshift (fX);
fY=fftshift (fY);
f=(fX."2 + fY . "2);

clear fX fY;

lz=length (Nstpxdz: Nstpxdz:z);
ampumat=zeros (N, 1z) ;

xx=—(Nxdx)/2: dx :(Nxdx)/2—(dx);
len=length (xx);
[X,Y]=meshgrid (xx, xXx) ;

mkdir ([ "Crear Directorio de la comparacin’]);
dvsint=[ Directorio\\intensidad ’];

dvseta=[ Directorio\\concentracion’ ];

perfil=[ Directorio\\ perfil " ];

vort=[’Directorio\\evolucion del perfil frontal’];

vfase=[ Directorio\\evolucion de la fase’];

[plotkk , plotveta , plotmaxint ,ampumat] =

modsaturablevortice (Nstp,z,dz,1z ,eta0 ,cL,cNL,E,f,...

ap,vort ,vfase) ;

h=figure (1) ;
plot(plotkk , plotmaxint)
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xlabel (" Distancia’), ylabel( Intensidad ™)
legend (’ Vortice Saturable’,’Location’,  northeast’)
title (7 V rtice en Medio Coloidal Saturable’)
saveas (hl,[dvsint ~.png’], 'png’)

saveas (hl,[dvsint, . fig’ ], fig’)

h2=figure (2);

plot(plotkk , plotveta)

xlabel (" Distancia’), ylabel( Concentracion )
legend (’ Vortice saturable’,’Location’,’ northeast’)
title (* V rtice en Medio Coloidal saturable ’)
saveas (h2,[dvseta ~.png’], png’)

saveas (h2,[dvseta, . fig’ ], fig’)

h3=figure (3);

imagesc (ampumat)

colorbar

title ("’ Vortice en Medio Coloidal saturable )
saveas (h3,[ perfil *.png’], png’)

saveas (h3,[ perfil ,” . fig’], fig")

end

E.2. Funcion Exponencial

function [plotkk ,plotvetaexp ,plotmaxintexp ,ampumatexp |
modexponencial (Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,c3 ,E,f,ap)

kk=1;

for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z
tic

for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1ix(dz/2) *«((2xpi)"2)xcL.xf);
E=ifft2 (E).xap;
E=E.xexp(lixdzxcNLx(exp(c3«((abs(E))."2))—1));
E=fft2 (E);
E=E.xexp(—1ix(dz/2) *((2xpi)"2)*cL.xf);

end

ff=ifft2 (E);
etaexp=eta0 x(exp(c3«(abs(E)."2)));

fft=ifft2 (E);

absuexp=abs (ff(round(end/2) ,round(end/2)));
absuperfexp=abs (ff(round(end/2) ,:));

clear ff;
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maxuexp=max (absuexp) ;
maxintexp=(abs(maxuexp))."2;
vetaexp=max(etaexp (round(end/2) ,:));
absuuexp=gather (absuperfexp);
ampumatexp (: ,kk)=absuuexp;

plotkk (kk)=zj ;
plotvetaexp (kk)=vetaexp;
plotmaxintexp (kk)=maxintexp ;

kk=kk+1;
tl=toc;
disp ([ "TR:” num2str(tl x(lz—kk)/3600) ° hrs ...
TLTC:7 num2str(tl) " Lzj:7 num2str(zj) ':° num2str(z)]);
end
end

E.3. Funcion Kerr

function [plotkk ,plotvetakerr ,plotmaxintkerr ,ampumatkerr]...
= modkerr(Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,c3 ,E,f,ap)

kk=1;

for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z

tic

d9dDesarrollo del SSFEM

for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1ix(dz/2) *«((2xpi)"2)xcL.xf);
E=ifft2 (E).xap;
E=E.xexp(lixdzxcNLxc3x(abs(E)."2));
E=fft2 (E);
E=E.xexp(—1ix(dz/2) *((2xpi)"2)xcL.xf);

end

ff=i1fft2 (E) ;
etakerr=eta0x(1+abs(E).~2);%.a concentracion

ddntensidad y concentracion en el eje central
absukerr=abs (ff (round(end/2) ,round(end/2)));
absuperfkerr=abs(ff(round(end/2) ,:));

clear ff;

maxukerr=max(absukerr) ;
maxintkerr=(abs(maxukerr)).*2;
vetakerr=max(etakerr (round(end/2) ,:));
absuukerr=gather (absuperfkerr);

ampumatkerr (: ,kk)=absuukerr;
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9Vectores de distancia , concentracion e intensidad
plotkk (kk)=zj ;

plotvetakerr (kk)=vetakerr;

plotmaxintkerr (kk)=maxintkerr;

kk=kk+1;
tl=toc;
%l'iempo restante
disp ([ "TR:” num2str(tl x(lz—kk)/3600) ° hrs’
LTC:7 num2str(tl) " Lzj:7 num2str(zj) ':° num2str(z)]);
end

end

E.4. Funcion Saturable

function [plotkk ,plotveta ,plotmaxint ,ampumat]
= modsaturable (Nstp,z,dz,lz ,eta0 ,cL,cNL,E,f,ap)

load (* Archivo de los valores de intensidad y concentracion’)
veceta=double(veceta);

kk=1;

for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z

tic

for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1i%(dz/2) *x((2xpi)"2)*cLxf);
E=ifft2 (E).xap;
sp=(abs(E))."2;
eta=spline (I, veceta ,sp); % nterpolacion cubica
E=E.xexp(lixcNLx((eta/eta0)—1)xdz);
E=fft2 (E);
E=E.xexp(—1ix(dz/2) *«((2xpi)"2)*cLxf);

end

ff=1fft2 (E) ;

absu=abs (ff(round(end/2) ,round(end/2)));
absuperf=abs(ff(round(end/2) ,:));

clear ff;

maxu=max ( absu) ;

maxint=((maxu)) ."2;

veta=max(eta (round(end/2) ,:));
absuu=gather (absuperf);

ampumat (: ,kk)=absuu;

plotkk (kk)=zj;
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plotveta (kk)=veta;
plotmaxint (kk)=maxint;

kk=kk+1;
tl=toc;
disp ([ "TR:” num2str(tl x(lz—kk)/3600) ° hrs ...
CLTC:7 num2str(tl) " Lzj:7 num2str(zj) ':° num2str(z)]);
end
end

E.5. Funcion Vortice

function [plotkk ,plotveta ,plotmaxint ,ampumat]...
= modsaturablevortice (Nstp,z,dz,1z ,eta0 ,cL,...
cNL,E,f,ap,vort,vfase)

pi=3.1415926535;
load (’ Archivo de los valores de intensidad y concentracion’)
veceta=double (veceta) ;

kk=1;

for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z

tic

for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1i%(dz/2) *x((2xpi)"2)*cLxf);
E=ifft2 (E).xap;
sp=(abs(E))."2;
eta=spline (I, veceta ,sp);
E=E.xexp(lixcNLx((eta/eta0)—1)xdz);
E=fft2 (E);
E=E.xexp(—1i1%(dz/2) *((2xp1)"2)*cLx*t);

end

ff=i1fft2 (E);
absu=abs (ff (round(end/2) ,:));
absuperf=abs(ff (round(end/2) ,:));

9Crea y guarda los perfiles frontales de intensidad
h5=figure (5);
imagesc (abs (ff)."2)

xlabel ("X"), ylabel(’Y")
title ([ "Evolucion del vortice:
drawnow

saveas (hS,[ vort '_° num2str(zj)

>

num?2str(zj)])

B

.png’], png’)

9d9F ase
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ph=angle (ff);
ph=mod (ph+2xpi,2% pi);

9Crea y guarda los perfiles de la fase
figure (6)

imagesc (ph)

xlabel ('X"), ylabel('Y")

title ([ "Evolucion del vortice:  num2str(zj)])
drawnow
saveas (h6 ,[ vfase

’

num2str(zj) ~.png’], png’)
clear ff;

maxu=max (absu) ;
maxint=((maxu)) ."2;

veta=max(eta (round(end/2) ,:));
absuu=gather (absuperf);

ampumat (: ,kk)=absuu;
plotkk (kk)=zj;
plotveta (kk)=veta;
plotmaxint (kk)=maxint;

kk=kk+1;
tl=toc;
disp ([ "TR:” num2str(tl x(lz—kk)/3600) ° hrs ...
LTC:7 num2str(tl) " Lzj:7 num2str(zj) ':° num2str(z)]);
end
end

E.6. Teorema de Shannon-Nyquist y Energia Apodizada

kk=1;
P=0.98; 9Porcentaje del ancho de banda efectivo
ENO=trapz (xx, trapz (xx,(abs(E))."2)); 9% Energia Inicial

for zj= Nstpxdz:Nstpxdz:z

for zk=dz:dz:Nstpxdz
E=E.xexp(—1ix(dz/2) «((2xpi)"2)*xcL*GV) ;
E=ifft2 (E).xap;
sp=(abs(E))."2;
sp=gather(sp);
eta=spline (I, veceta ,sp);
E=E.xexp(lixcNLx((eta/eta0)—1)xdz);
E=fft2 (E);
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end

E=E.xexp(—1ix(dz/2) *«((2xpi)"2)*xcL*GV);
end

ff=1fft2 (E);

[ff=ifft2 (E).xap;

ENT=trapz (xx, trapz (xx,(abs(Iff)).72)); %Energia Total
[ff=fftshift (fft2 (Iff));

[ff=Cabs(Iff)/(N"2))."2;

PT=trapz (fx ,trapz (fx, Iff));

.oop para calcular los valores de B
for j=1:1:N/2—-1;

B=Iff (N/2 —j:N/2+j, N/2 —j:N/2+j);

IB=trapz (trapz (B)) *x(dfx"2);

if (PT«P) < IB;

break

end

end

9E1 elemento anterior a B>0.98PT

k=j —1;

K=Iff(N/2 —k:N/2+k, N/2 —k:N/2+k);
ABE=length (K)*dfx; 9%Ancho de Banda Efectivo
SN=1/(2*xABE); 9%E] muestreo minimo

9%Generacion de Vectores

VSN(kk)=SN; 9%Valores de S—N

VEN(kk)=gather (ENT/ENO); 9%Normalizacion de la Energia
Dist(kk)=zj; 9%Distancia recorrida

kk=kk+1;

9Para graficar dx
pdz=dz:Nstpxdz:z;
pdx=dxxones(length(pdz));

figure (1)

plot (Dist ,VSN, pdz, pdx)

title ("Shannon Nyquist’)

legend (" Valor mnimo de Shannon—Nyquist’  ,[  dx=" num2str(dx)])

figure (2)
plot (Dist ,VEN)
title ("Energa Apodizada’)
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E.7. Creacion de un GIF

clear all; close all; clc;

imagenes = dir( Directorio de las imagenes’);
evolucion = “Archivo de salida ’;

[~,1idx] = sort([imagenes.datenum]) ;

S = [imagenes (:) .datenum]. ’;

[S,S] = sort(S);
S = {imagenes(S).name} ;
for i = 1 : length(S)
filename =strcat( Directorio’ ,char(S(i)));
[X,map] = imread(filename);
figure (1)
imshow (X, map) ;
frame = getframe (1);
im = frame2im (frame) ;
[imind ,cm] = rgb2ind (im,256) ;
if i==
imwrite (imind ,cm, evolucion , " gif ™ ...
"DelayTime” ,0, loopcount’ ,inf);
else
imwrite (imind ,cm, evolucion , " gif ™ ,...
"DelayTime’ ,0,  writemode ’, append’);
end
end
9dE ase
imagfase = dir(  Directorio de las imagenes’);
fase = ’Archivo de salida’;
[~,idxf] = sort([imagfase.datenum]) ;
Sf = [imagfase (:) .datenum]. ’;
[Sf,Sf] = sort(Sf);
Sf = {imagfase(Sf).name} ;
for 1 = 1 : length(S)

filenamef =strcat(’ Directorio’ ,char(Sf(i)));
[X,map] = imread(filenamef);

figure (2)
imshow (X, map) ;
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end

frame2 = getframe(2);
im2 = frame2im (frame2) ;
[imind2 ,cm2] = rgb2ind (im2,256);

if i==
imwrite (imind2 ,cm2, fase , " gif ~ ,...
"DelayTime” ,0, loopcount’ ,inf);
else
imwrite (imind2 ,cm2, fase , " gif " ,...

"DelayTime’ ,0,  writemode ’,  append’);

end
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