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INTRODUCCION

La manera més simple de definir un limite inverso en topologia es la siguiente.
Tomamos una funcién continua f : [0,1] — [0,1] y definimos

lim([0,1], f) = {(z1,22,...) € [0,1]° : 2, = f(z41) para toda n € N}.

A primera vista, esta definicién parece muy rebuscada y lo es. Podria parecer
de esas definiciones que tienen algin sentido desde el punto de vista categérico
y que no tienen mucho sentido para los topélogos que gustan de la geometria o
que les gusta estudiar algunos objetos particulares. Sin embargo, estos ultimos
han descubierto en los limites inversos herramientas muy ttiles.

En casos concretos pueden servir para obtener propiedades interesantes de
algunos espacios topolégicos importantes.

Por ejemplo, para la circunferencia unitaria S' y f : S* — S! dada por
f(z) = 22, se obtiene el objeto llamado "solenoide diddico", el cual se puede
construir como la interseccién de una sucesién de toros sélidos anidados en
el espacio euclideano R?. Usando su representacién como limites inversos, es
posible mostrar que el solenoide admite una estructura de grupo topolégico,
admite promedios (es el tinico objeto no aciclico que se sabe que los admite),
etc.

Otro ejemplo espectacular de aplicacién de los limites inversos es el siguiente.
Los continuos que se obtienen usando limites inversos con el intervalo [0,1] y
funciones continuas f, : [0,1] — [0, 1], son encadenables. De una manera
relativamente fécil (usando estos limites) se puede probar que hay un continuo
encadenable que contiene a todos los continuos encadenables. En cambio, es
dificil imaginarse cémo se podria probar esto sin usar los limites inversos.

Por esta razén atin los topélogos geométricos mas recalcitrantes se permiten
conocer los limites inversos como parte de su formacién.

Un problema grande al que se enfrenta uno cuando quiere usar estos limites
es reconocer qué continuo se obtiene para una funcién f : [0,1] — [0,1] en
concreto. Atn en casos de funciones simples es dificil hacer esto. Ha habido
problemas que han costado mucho esfuerzo resolver. Por ejemplo, el problema
de decidir si todos los limites inversos, cuando se toman funciones tienda de
distintos tamafios, son todos no homeomorfos, tomé una buena cantidad de
anos y el esfuerzo de muchos investigadores para resolverlo.

En la definicién de limite inverso, la condicién (x,11,%,) tal que z,411 =
f(z,), representa pedir que la pareja (x,+1,2,) pertenezca a la grifica de la
funcién f. Entonces, es natural preguntarse, ;qué pasa si en lugar de la grafica
de la funcién f se pone un subconjunto cerrado M C [0, 1]? y se pide la condicién
(xnﬂ,xn) € M?. Como ocurre con muchos conceptos matemadticos, esta idea
pudo habérseles ocurrido a muchas personas, pero fue William S. Mahavier el
primero que se propuso estudiarla en serio. Cuando la presenté por primera vez,
por alla de 2004, alguien de la audiencia expres6 "Bill has given us a new toy",



y este juguete ya ha sido tomado en serio por muchos investigadores quienes
han jugado y obtenido resultados muy interesantes.

Cuando se toman conjuntos cerrados en lugar de gréficas de funciones, estos
limites reciben el nombre de limites inversos generalizados (LIG).

El trabajo de investigacién que se ha hecho en torno a los LIG, se ha desa-
rrollado principalmente en las siguientes lineas:

1. Analizar las propiedades de los limites inversos que se pueden extender a
los LIG.

2. Dado un conjunto concreto M, dar un modelo para su respectivo LIG.

3. Dado un continuo X, la existencia de M C [0, 1]? tal que X es homeomorfo
al LIG de M.

Este trabajo se inserta plenamente en el punto 2. Aqui desarrollamos metédi-
camente, paso a paso, la mayoria de los modelos conocidos para algunos con-
juntos M en espescifico. Casi todos fueron tomados de los libros [4] y [5]. Por
supuesto en estos libros desarrollan los ejemplos, pero desafortunadamente no
todos los detalles. Lo que hemos hecho, es desarrollarlos en forma ordenada y
detallada, para que puedan ser leidos y comprendidos fécilmente.

Como se verd, ain cuando se toman M muy simples, el desarrollo de los
modelos suele ser complicado. Para dar una idea de cuan dificil puede resultar,
mencionaremos que no se conoce un modelo para el LIG de M, cuando M es la
frontera del cuadrado [0, 1]2.

Varios de los modelos que presentamos no son una simple curiosidad matema-
tica, han servido para dar ejemplos de que algunas propiedades que tienen los
limites inversos, no necesariamente se preservan en los LIG, tal es el caso de la
conexidad. En especifico, el Ejemplo 18 muestra que no basta que M sea conexo
para que su LIG también lo sea.

Otro ejemplo significativo que se desarrolla es el Ejemplo 26, en él mostramos
una M tal que su LIG es una 2-celda con un segmento anadido. Este ejemplo
fue el primer indicio para mostrar que un LIG puede tomar cualquier dimensién,
al principio se sospechaba que sélo era posible obtenerlos con dimensién uno o
infinita.

Por falta de tiempo, no pudimos desarrollar todos los ejemplos importantes,
y en algunos de ellos s6lo damos una descripcién del modelo resultante. Este
es el caso del Ejemplo 28, alguna vez fue conocido por el "monstruo", aparece
en forma detallada en un articulo escrito por Paula Ivon Vidal E. [9], a quien le
agradecemos que nos haya permitido usarlo. También le agradecemos a Verénica
Martinez de la Vega y Mauricio Esteban Chacén T. quiénes nos han permitido
usar algunos modelos que desarrollaron (Ejemplos 33 y 34) y que todavia no
han sido publicados [2].

Para finalizar esta introduccién, mencionaremos algunos hechos relacionados
con el punto 3.

Contestando una pregunta de T. Ingram, Van Nall en 2011 [6], prob6 que
no existe una M tal que su LIG sea una 2-celda.



También en 2011, A. Illanes [3] mostré que no existe una M tal que su LIG
es una circunferencia.

En 2012, Van Nall [7] probé que la tnica grifica que puede obtenerse como
LIG de algin M es el arco.

En 2015, Van Nall [8] ha obtenido mds continuos que no son LIG de ningin
M.

Uno de los problemas abiertos méds interesantes en esta direccién es el de-
terminar si cualquier continuo se puede obtener como LIG cuando se usa una
sucesion de conjuntos {M, }5° ; en lugar de una M fija.



PRELIMINARES

A continuacién definiremos algunos conceptos que utilizaremos para probar
algunas propiedades que nos serdn 1iitiles para el desarrollo de los modelos que
presentamos.

En adelante todos los espacios topolégicos con los que trabajaremos serdn
espacios métricos.

Sean Ay B subconjuntos no vacios de X y sea ¢ > 0. Denotaremos por BY(x)
a la bola de radio € con centro en z con respecto de la métrica d. Definimos la
nube de radio ¢ alrededor de A como U{Bg(a) :a € A} y la denotaremos por
N(A).

Observemos que si para todo x € B se tiene que B.(z) N A # () entonces
B C N.(4).

Diremos que una sucesién de subconjuntos A, de X converge a A, si para
toda e > 0 existe N € N tal que, sin > N, entonces A,, C N.(4) y A C N.(4,).
Denotaremos esto escribiendo nlzlgzo A, =A.

Denotaremos por [0, 1]°° al producto numerable [0, 1] x [0, 1] X ... de espacios
métricos [0, 1].

Nosotros trabajaremos con el cubo de Hilbert [0, 1]>° dotado de la métrica
d :[0,1]* x [0,1]°° — R definida como sigue:

d(z,y) = Z ‘wzi‘ donde z = (z1,22,...) Y y = (Y1, ¥2, -..).
i=1

A lo largo de este trabajo veremos que con frecuencia se nos presentan suce-
siones de puntos y sucesiones de arcos en el cubo de Hilbert, por esta razén y
para que nos sea suficiente conocer las caracteristicas de la sucesién en cuestién
para decir a donde convergen, si es que lo hacen, a continuacién probamos al-
gunas propiedades que tenemos en el cubo de Hilbert sobre la convergencia de
puntos y de conjuntos a partir de la definicién de la métrica.

Proposicién 1: Dados y = (y1,¥y2,...) € [0,1]° v {2,}52; sucesién de
puntos en [0,1]%°. Si z,, = (z¥,2%,...) es tal que 2 = y1, 5 = ya, ..., T = Yn,

entonces lim x, = y.
n—oo

Prueba. Sea ¢ > 0. Por la propiedad arquimediana existe N € N tal que
o <€
o0 o0
. T—yi 1 _
Sin € N es tal que n > N, entonces d(z,,y) = Z “”279‘ < Z o =
1=n+1 i1=n+1
L < 2% < ¢. Por tanto, limz, =y. m

n
2 n—oo



Proposicién 2: Dados z = (z1,22,...) ¥ {A4,}32, sucesién de arcos en
[0,1]°° tales que para cada n € N, existe m,, € N que satisface que las primeras
m,, coordenadas de cada punto en A,, son iguales a las primeras m,, coordenadas
de x y m, depende de n de forma que m, crece conforme n va creciendo,

entonces lim A, = {z}.
n—oo

Prueba. Sea e > 0. Tomemos N € N tal que 57+ <.

Sin € Nes tal que n > N, entonces para caday € A, d(z,y) < Z 5 =
1=mnp+1
2w < g < &, por lo que B.(y) N{z} # 0y B.(z) N A, # 0. Asi tenemos
que A, C N.({z}) y {z} C N.(A,). Por lo tanto, lim A, = {z}. m

Proposicién 3: Sean A C [0,1]* arco definido a partir de f : [a,b] —
[0,1]°° donde f(t) = (f1(t), f2(¢),...) ¥ {An}52 susesién de arcos definidos a
partir de las funciones gy, : [a,b] — [0, 1] donde g, () = (f1(t), f2(t), ..y fm,, (t)
,hi(t), ha(t),...) para algunas funciones h; tal que si n1 < ng, entonces m,, <
Mp,, entonces lim A, = A.

n—oo

Prueba. Sea ¢ > 0. Tomamos N € N tal que ﬁ < €.

Para cada x € A, x = f(ty) para algun ¢ € [a, b].

Sin € N es tal que n > N, consideramos y = g, (tp) que pertenece a A,,
entonces d(z,y) < 3+ ...+ 500 + g + e + e = gan < gow < &, asl
que B:(z) N A, # 0. Entonces A C N.(A,,).

Reciprocamente, para cada y € A,,, y = g,(to) para algin tq € [a, b]. Consi-
deramos z = f(tg) que pertenece a A y entonces d(z,y) < g—i—...—i—z%n—i—%% +

QM% + .= 27,{” < 27%\, < g, asi que Be(y) N A # 0. Entonces A,, C N.(A).
Por lo tanto, lim A, = A. m

Durante el desarrollo de este trabajo en algunas ocasiones usaremos al con-
junto de Cantor como {0,1}°°. Por lo tanto, a continuacién veremos un ho-
meomorfismo entre ellos.

Para ello denotemos por C' al clasico conjunto de Cantor contenido en el
intervalo [0, 1].
Usando notacién ternaria podemos ver a C' como el conjunto de series de la

forma Z 23? donde i € N, y t; € {0, 1}, es decir

i=1

3

=1

Cz{zt t; € {0,1} paracadaieN}.

Proposicién 4: C es homeomorfo a {0,1}°°.



Prueba. Para probar que C' es homeomorfo a {0,1}°° mostraremos que la
funcién ¢ : {0,1}°° — C dada por

= 2t
3i

i=1

o(ty,ta,...) =

es un homeomorfismo.

Dado que ¢ tiene por dominio un espacio compacto y por contradominio un
espacio Hausdorff, nos basta ver que ¢ es una funcién continua y biyectiva.

a) Inyectividad. Sean z = (z1,22,...), ¥ = (y1,92,...) € {0,1}*° con z # y.

Como z # y, existe m = min{n € N : z, # yn} Podemos suponer que
Tm = 0y ym = 1. Entonces p(z) = 22 + 22 + 4+ ;,L" = + 3% + ;ﬂﬁl +
2Tm 2 2 2y, 2Ym 2Ym
;ijf + ... ygo(y) — yl + y2 + . + 3ym711 +37m+ 3ym;r11 + 3ym4:r22 4+
o0
Notemos que Z 2z; Z 5 = 3w 31 y 0 < Z 35'. Entonces
1=m-+1 i=m-+1 1=m-+1

2 2 2T m 2z; 2 2 2Zm
p(z) =2+ 32 + .+ Tt g Z e S TR =
t=m-+1

T e R . e Z i — p(y
i=m-+1
Ast que p(z) # ¢(y). Por lo que entonces ¢ es inyectiva.

o0
b) Suprayectividad. Tomemos y € C. Entonces y = Z 23% con t; € {0,1}
i=1
para cada i € N. Observemos que x = (t1,t2,t3,...) estd en {0,1}° y es tal que
oo

p(z) = p(t1,ta,...) = 23“ = y. Asi que ¢ es suprayectiva. Por tanto ¢ es

=1

biyectiva.

Veamos que pes continua. Sean x = (1, z2,...) € {0,1}*° y € > 0. Tomemos
m € N tal que 3," <e.

Sea Uy, = {x1} x {22} X ... x {z;n} x {0,1} x {0,1} x ... Entonces U,,
es un abierto de {0,1}* que contiene a z. Si y = (y1,%2,...) € Up, entonces
las primeras m coordenadas de y son iguales a las de z. Asi |p(z) — p(y)| =

o0
2 2
2o, }: 2u; Z \leyl E Z = 5= < e. Por tanto ¢ es
i=1 i=m+1 i=m+1

continua. A51 hemos probado que ¢ es un homeomorfismo. g
Ya que hemos probado que C' es homeomorfo a {0,1}*° en adelante C de-
notard al conjunto de Cantor visto como {0, 1}°°.

La definicién més importante que daremos y en la cual se basara el desarrollo
de todos los ejemplos de este trabajo es la siguiente.



Definicién: Dado M un subconjunto cerrado del cuadrado [0,1] x [0,1]
definimos el limite inverso generalizado de M, denotado por @M, como el

subconjunto del cubo de Hilbert [0, 1]*° dado por:
limM = {(z1, 22, ...) € [0,1]* : (Tp41,7,) € M para cada n € N}.

Proposicién 5: Para todo M subconjunto cerrado no vacio de [0, 1] x [0, 1]
el limM es compacto.

Prueba. Sea M subconjunto cerrado no vacio de [0, 1] x [0,1]. Nos basta
mostrar que @M es cerrado pues el cubo de Hilbert es un espacio métrico
compacto.

Sea {,}52,; una sucesién de puntos en limM que converge y sea y =
(y1,y2, ...) su limite.

Supongamos que para cada n € N, z, = (27,2%,...). Entonces para cua-
lesquiera n,m € N, (z7, 1, xy,) € M. Como {xz,}72; converge a y = (y1,¥2,-..),
entonces para cada m € N, {(a]} 1, 2) e, converge a (Ym+1,Ym), ¥ ya que
(@), 1,2y,) € M para cada n € Ny M es cerrado, entonces (Ym+41,¥Ym) € M
para cada m € N. Asi que y € limM. Por lo tanto [imM es cerrado.

Por lo tanto, mM es compacto. m

10



Desarrollo de los modelos

Ejemplo 1

0,1) (L1)

(0,0) (1,0)

M =[0,1] x [0,1].
Propiedades de M.
(A) Para cualesquiera z,y € [0, 1], la pareja (y,z) pertenece a M.

Propiedades de los puntos de limM.

(1) Dados dos nimeros xn41,%, € [0,1], por (A), (Tp+1,2,) € M. Asi,
cualquier sucesién de puntos (z1,2,...), con x, € [0,1] para toda n € N,
pertenece a @M Esto muestra que

limM = {(x1, z2,...) : ¢, € [0,1] para toda n € N}

—

Modelo de [imM.
Lem

Por (1), tenemos que [émM es el cubo de Hilbert. m

11



Ejemplo 2

(L1)

(0,0) (1,0)

M = ([0,1] x {0}) U {(1, 1)}
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

>_-._.
<
Il
u)—‘
@
j}
=+
[}
=}
a
@
w
S
I
=

Propiedades de los puntos de gz_M

Sea (1’171’2, ) S éi_’ﬂlM

(1) Dadan € N, como (541, 2,) € M, por (A), z, = 0 0 x, = 1. Por tanto,
zp, € {0,1} para todo n € N.

(2) Si existe n € N tal que x,, = 1, como (2, 11,2,) € M, por (C), x =1
para toda k > n.

Es decir, si una coordenada z,, es igual a 1, entonces todas las que le siguen
son iguales a 1.

Modelo de [imM.
Lem

Para cada n € N, hacemos p,, = (0,...,0,1,1,...) y definimos py = (0,0, ...).
——

n—1

12



Por (1) y (2), tenemos que

limM = {po, p1,p2, -..}.

Por la proposicién 1, lim p, = pg.
n—oo

Por lo tanto, [#mM consiste de una sucesién convergente con su limite. g

13



Ejemplo 3

0,1) (1,1)

(0,0) (1,0

M =[0,1] x {0,1}.
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) y =00y =1y en cualquiera de los casos x puede tomar cualquier valor
de [0,1].
(B) Los puntos (0,1), (1,0), (0,0) y (1,1) pertenecen a M.

Propiedades de los puntos de [imM.

Sea (21,2, ...) € limM. Entonces:

(1) Dada n € N, como (nt1,2,) € M, por (A), 2, =00 z, = 1. Por lo
tanto, x,, € {0,1} para todo n € N.

(2) Por (B), cualquier sucesién (z1, T2, ...), con z, € {0,1} para todan € N,
pertenece a limM.

Modelo de [imM.
Lem

Por (1) y por (2) se sigue que
limM = {(z1,22,...) : , € {0,1} para toda n € N} = {0,1}.

Es decir, de la proposicién 4, MM es homeomorfo al conjunto de Cantor.

14



Ejemplo 4

(1,1/2)

(0,0)

Consideremos la funcién f : [0, 3] — [0, 1] dada por f(y) = 2y.
Notemos que para cada n € N, f"( )= 1(fo Hy) = 2™y, siempre que
\W_/

27y < 1. Ademds, si 0 < y, entonces f(y) < f2(y) < f(y) <
M= {(f(y).y): y€[0.1]}.

Propiedades de M.

Sea (z,y)
(A)0<y
B)z=f
(©)

€ M. Entonces:
1

<3

(y)

0
X
(0,0) € M.

Propiedades de los puntos de limM.

Sea x = (z1,xa,...) € limM y sea n € N. Entonces:

(1) Por (B), ns1 = f ().

(2) Por (1), 2 = (z1, f (1), f* (21) ,...) -

(3) Por (2), para toda m € N 1, = f™ (x) .

(4) z,, = 0 para toda n € N.

Probemos (4). Sea n € N. Supongamos que z,, > 0. Sea m € N tal que = <
Zn. Entonces 1 < 2™z, = f™ (z,) = Tptm. Esto es absurdo pues 4., € [0,1].
Por tanto z,, = 0.

Modelo de [imM.
Lem

Por (C) y (4), se obtiene que [imM es el conjunto {(0,0,...)}. m

15



Ejemplo 5

(L1)

(0,0) (1,0)

M = ([0, 1] x {0}) U ({1} x [0,1]).
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M.

(A) Si y = 0, entonces x puede tomar cualquier valor en [0, 1].
(B) Si 0 < y, entonces z = 1.

(C) (0,0) e M.

Propiedades de los puntos de limM.

Por (C), (0,0, ...) € limM.

Sea x = (x1, 22,...) € limM, con z # (0,0,...) y seam =min{n € N: z, #
0}. Entonces:

(1) por (A) y por la definicién de m, z,, € (0,1],

(2) por (B), Z;+1 = 1. De modo que z;, = 1 para toda k > m + 1. Es decir,
las coordenadas siguientes a la primera que es distinta de cero son todas iguales
al.

Modelo de [imM.

—

16



Para cada n € N, definimos A, = {(0,...,0,z,,1,1,...) : =, € [0,1]} ¥
——"
n—1

hacemos Ay = {(0,0,...)}.
Por (A), (B) y las propiedades de los puntos de [imM obtenemos que
limM = | J{4, : n e NU{0}}.
Notemos que para cada n € N, A, es un arco con extremos en
pn =1(0,...0,1,1,...) y pp—1 = (0,...0, 1,1, ...). Observemos que A, NA,_1 =
—— ——

n n—1
{pn-1} v An N Apy1 = {pn} para toda n > 2.
Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = Ay,
n—oo

Por lo tanto, [imM es un arco con extremos en po = (1,1,...) y (0,0,...). m

emeeeeee——s——@seeess@—————————

00, . . . B A p, A p, A p=(1,1,...)

2 1
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Ejemplo 6

(1,1/2)
[

(0,0) (1,0)

M = ([0,1] x {0) U {(L, 3)}-
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

Propiedades de los puntos de [imM.

Sea © = (21,2, ...) € limM. Entonces:

(1) Dadon € N, como (241, 2,) € M, por (A), ,, = 00, = 1. Por tanto,
Ty € {07 %} para todo n € N.

(2) 2, = 0 para toda n € N.

Probemos (2). Sea m € N. Supongamos que z,, # 0. Por (1), z, = %,

como (Tp+1,2Z,) € M, por (B), z,+1 = 1, lo que contradice el hecho de que
Zni1 € {0, 3}. Por tanto z,, = 0.

Modelo de [imM.
Lem

Por (2), tenemos que limM es el conjunto {(0,0,..)}. m

18



Ejemplo 7
(1/2,1) (1,1)

(0,0)

Consideremos la funcién f [0,1] — [0, 1] dada por f (y) =
M = {(f(v)y) sy € 0,1} U ([3,1] x {1}).

Propiedades de M.

(SIS

Sea (x,y) € M. Entonces:

(A) Siy < 1, entonces z = f(y).

(B) Si y = 1, entonces = puede tomar cualquier valor en [%, 1] .
(C) Los puntos (0,0) y (1,1) pertenecen a M.

Propiedades de los puntos de @M

Por (C), p=(1,1,...) € limM.

Sea x = (21,%2,...) € limM tal que x # (1,1,...) y sea m = min{n € N :
T, # 1}

(1) Para toda n € N, Zpypy = f™ (1) -

Por la eleccién de m, z,, < 1. Por (A), z;ymy1 = f () < 1. De modo que:
Tman = f™(x,) para todo n € N.

2) = (1, Lam, [ (@m), 2 (zm),...)-

m—1

(3) Si m > 1, como (z,,1) € M, entonces por (B) y la definicién de m,

Tm € [3,1).

19



(4) Si m = 1, entonces z,, puede tomar cualquier valor en [0, 1).

Modelo de [imM.
Lm

Para cada n € N, definimos A,, = {(1,..., 1,2z, f (zn), f* (z0),...) : T, €
~——
n—1

[3,1]} y hacemos Ag = {(z1, f (z1), f* (21),...) : @1 € [0,1]}.
Por (2),(3) y (4) tenemos que: [imM = U{A" :n € NU{0}}.

Notemos que Aj es un arco con extremos ¢ = (0,0,...) y p1 = (1, %7 i %7 )
y para cada n € N, A, es un arco con extremos p,_1 = (1,...,1,3, 5 £ )y
——
n—1
Pn = (]—7 e 1 %7 iv %7 )a ApNA, 1= {pnfl} y Ap N An+1 = {pn} para cada
——

n
n > 2, ademds por como se definié A;, tenemos que A; C Ag.
Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.
n—oo
Por lo tanto, [imM es un arco con extremos py q. m

b, b b

1 2

A Al A2 . . .

0

o0
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Ejemplo 8

(1/2,1)

(0,0 (1/2,0) (1,0

M = ([0,1] x fo}) U ({3} x [0,1]).

Propiedades de M.
Sea (z,y) € M. Entonces:
(A) Si y = 0, entonces x puede tomar cualquier valor en [0,1].
(B) Si 0 < y, entonces & = 3.
(C) (0,0) € M.

Propiedades de los puntos de limM.

Por (C), (0,0,...) € limM.

Sean x = (71, %2,...) € [imM, con x # (0,0,...) y m = min{n € N: z, # 0}.
Entonces:

(1) por (A), z,, puede tomar cualquier valor en (0, 1],

(2) por (B), ppy1 = % De modo que z = % para cada k > m + 1. Es decir,
las coordenadas siguientes a la primera que es distinta de cero son todas iguales

1

a §.

(3) @ tiene la forma: (0,...,0,Zm, 3, 5, ...).

N——

m—1

Modelo de [imM.
Lem

21



Para cada n € N, definimos A, = {(07...,0,36”7%7%7...) sz, € [0,1]} y
——
n—1
hacemos Ay = {(0,0,...)}.

Por (1), (2) y (3), limM = | J{4, : n € NU{0}}.

Notemos que para cada n € N, A,, es un arco con extremos en

pn = (0,..,0,3. 2 .)y g, = (0,...,0,1, 1, L ..), ademéds el punto p, 1 =

S~—— e

IRSIOREDR] )59 90
n n—1
(0,...,0, %, %, ...) es un punto interior de A,,, asi que A,_1 N A, = {p,—1} para
n—1
cadan € N.

£

D; " |

1

D, D:

q.

il
>

£y

a:

Por la proposicion 2 se sigue que: lim A, = Ag.
n—oo

22



Por lo tanto, [imM es un "peine nulo" que converge a Ag. m

q,

(0,03-") p3 p2 pl

23
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Ejemplo 9

(L,1)

(0,0) (1,0)

M = {(z,z) : x € [0,1]} U ({1} x [0,1]).
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:
(A)z=yozxz=1
(B) Siy =1, entonces = = 1.

Propiedades de los puntos de mM

Sea ¥ = (71,22, ...) € limM.

Dada n € N, si z,, = 1, por (B), z,+1 = 1. De modo que z; = 1 para todo
k > n. Es decir, todas las coordenadas siguientes a la primera que sea igual a 1
tienen que ser iguales a 1.

(1) Si &1 = 1, entonces = = (1,1, ...).

(2) Si &1 < 1, entonces sélo puede ocurrir una de los siguientes casos:

(2.1) Las coordenadas siguientes son todas iguales a x; o

(2.2) en algin momento una coordenada es igual a 1y, en consecuencia, las
siguientes son todas iguales a 1.

(3) De (2) se sigue que: z = (21,21, ...) 0 £ = (21, ...,21, 1, 1,...) para alguna

————

m

m € N.

24



Modelo de limM.
-

Para cada n € N, sea 4, = {(z,...,z,1,1,...) : = € [0,1]} y definimos
——

A={(z,z,...):z €]0,1]}.

Por (3), l[imM = AU (U{A” ‘n e N}) .

Notemos que A es un arco con extremos p = (0,0,...) y ¢ = (
cada n € N, A,, es un arco con extremos p, = (0,...,0,1,1,...) y

~——

De modo que A, N A = {q}.

M4ds ain si n, m € N son tales que n # m, entonces A, N A,, = {q}.

Sean n,m € N, tales que n # m y sea x = (z1,x2,...) € A, N A,,. Como
x € A, entonces x = (z1,...,21,1,1,1) y por estar en A, se tiene que x =

———

n
(z1,...,21,1,1,1). Sin pérdida de generalidad supongamos que n < m, entonces
——
m
Zm = 1, lo que implica que z; = 1. Por lo tanto « = (1, 1,...).
Por la proposicion 3 se tiene que: lim A, = A.
n—oo

Por lo tanto, [imM es un abanico armdnico con vértice el punto q. g

b,
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Ejemplo 10

(1,1)

(0,0) (b,0)

Sea 0 < b< 1.
M = {(z,z) : z € [0,1]} U ([0, 0] x {0}).

Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Si y = 0, entonces = puede tomar cualquier valor en [0, b] .
(B) Si 0 < y, entonces = = y.

(C) (0,0) e M.

Propiedades de los puntos de limM.

—

Por (C), (0,0,...) € limM.
..) € limM, con z # (0,0,...) y m = min{n € N: z, # 0}.

Sea x = (21, xa,.
Entonces:

(1) Por (B), Zm+1 = Zm. De modo que x = x,, para toda k > m + 1.

Es decir, todas las coordenadas siguientes a x,, son todas iguales a x,,.

(2) El punto = debe tener la forma: (0, ...,0, Zp, Tm, ...).

m—1
(3) Si m = 1, entonces z; puede tomar cualquier valor en (0, 1].
(4) Sim > 1, por (A), z,, € (0,0].

Modelo de [imM.

—

26



Definimos A¢ = {(z,z,...) : € [0,1]} y para cada n € N hacemos A4, =

{(0,...,0,z,x,...) : x € [0,b]}.
——

n—1

Por (2), (3) y (4), limM = | J{A, : n € NU{0}}.

Notemos que para cada n € N, A, es un arco con extremos p = (0,0,...)
y bn = (0,...,0,b,b,...) ademds Ay también es un arco cuyos extremos son p =

——
n—1

(0,0,...) y g = (1,1,...). Por como es A; se tiene que A; C Ay

Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.

n—oo

Veamos que si n,m € N son tales que n # m, entonces A, N 4,, = {p}.

Sean n,m € N tales que n # m, con n < m, y x = (z1,22,...) € A, N Ay,
Como z € A, entonces z = (0, ...,0,a,a,...) para alguna a € [0,b] y por estar en

——
n—1
A, = (0,...,0,¢,¢,...) para alguna ¢ € [0, b], entonces a = ¢ de manera que
——
m—1
z = (0,..,0,a,a,...) = (0,...,0,a,a,..) n—1 <n <m—1, entonces x, =0y
SN~ S~——

n—1 m—1
por lo tanto a = 0, asi que = (0,0, ...). Similarmente se prueba que si m € N,
entonces Ao N A, = {p}.
Por lo tanto, @M es el abanico F,, con vértice p. g

27



Ejemplo 11

(1,1)

(1,b)

(0,0

Sea 0 < b < 1.
M = {(z,z) : € [0, 1]} U ({1} x [b,1]).
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Si 0 <y <b, entonces x = y.

(B) Si b <y <1, entonces ocurre una de las siguientes dos cosas:
(Bl)z=yo

(B.2) x = 1.

(C) Siy =1, entonces x = 1.

Propiedades de los puntos de limM.

Sea x = (21,22, ...) € limM.
(1) Si0 <z <b, por (A), xo = x1. Por la misma razén 1 = z3 =24 = ...

De modo que todas las coordenadas son iguales a x.

(2) Si b <z <1, entonces ocurre una de las siguientes cosas:

(2.1) todas las coordenadas son iguales a 1 o

(2.2) existe m = min{n € N : x,, # x1}. Por (B.2), 2, = 1 y por (C),
Tm+1 = 1. De modo que x = 1 para toda k > m. Es decir, todas las coorde-
nadas siguientes a x,,_1 son iguales a 1.

28



(3) x = (z1,21,...) con x1 € [0,1] 0 z = (21,...,21,1,1,...) con z1 € [b,1].
————

m—1

Modelo de [imM.
Lem

Para cada ndmero natural n > 1, hacemos A4, = {(z,...,z,1,1,...) : = €
n—1
[b,1]} y definimos 4; = {(z,z,...) : © € [0, 1]}.

Por (3), limM = U{A" :n € N}

Observemos que para cada n > 1, A,, es un arco con extremos

by = (b,...,b,1,1,...) y p = (1,1,...) v el conjunto A; también es un arco

——
n—1
cuyos extremos son ¢ = (0,0,...) y p = (1,1,...), ademds como 0 < b < 1,el
punto b, = (b, b, ...) es un punto interior de A;.
Por la proposicién 1 se sigue que: lim b, = b,.
n—oo

Veamos que para cualesquiera n,m € N, con n # m, se tiene que 4, NA,, =
{p}.

Sean n,m € N tales que n # m. Primero supongamos que 1 < n < m.
Sea x = (x1,29,...) € A, N A,,. Como z € A, y x € A,,, entonces x =
(ay..,a,1,1,...)yz = (¢ ...,c,1,1,...) para algunas a,c € [b,1], asi a = ¢. Como
~—— ~——

n—1 m—1
n—1<m—1, entonces ¢ = 1 = a. Por tanto z = (1,1,
Si m = 1, entonces z = (a,a,...) y ¢ = (¢,...,c, 1,1,
——

...) para algunas a, ¢ €
m—1

[b,1],asia =1y a = c. Por tanto z = (1,1, ...).
De esta manera concluimos que A, N A, = {p} siempre que n # m.

29



Por lo tanto, [imM es un arco con un abanico que tiene por vértice un
extremo del arco y que converge a un punto interior del mismo. g
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Ejemplo 12

(1/2,1)

(1/2,1/2)

0,0) (1,0)

M= {(z,2):z e [0} ul(@1-2):xe L1 u({1)}x[1.1]).
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A)Sio<y< %, ocurre una de las siguientes cosas:
(Al)z=yo

(A2)z=1-y.

(B) Si & <y <1, entonces z = 1.
Propiedades de los puntos de limM.

Sea x = (z1, 9, ...) € limM.

(1) Si % < x, <1 para alguna n € N, por (B), = % para toda k > n + 1.
Es decir, las coordenadas siguientes a la primera que es mayor o igual que % son
todas iguales a % En particular, si % <z <1l,z= (931, %, %, ) .

(2)Si0 <1 < %, por (A), o = 1 0 z2 = 1 — x7. En el caso en que
x9 = 1 — 21, como % <1l—z <1, por (1), z, = % para cada n > 3. Si
xo = x1, entonces x3 € {x9,1 —xa} = {z1,1 —a1}. Sizg =1 —x1 > %,
entonces ,, = % para cada m > 4. Si por el contrario x3 = x1, entonces x4 es
igual a 3 = 1 o x4 = 1 — x3 = 1 — 1. De manera que, procediendo de esta

forma tenemos que todas las coordenadas son iguales a x; o para alguna n € N,
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Tp=1—21 > % y entonces Tn4; = % para toda i € N. Por tanto = (21,1, ...)
ox=(x1,..,21,1 — 21, %, %, ...) para alguna n € N.
———

n—1
Modelo de [imM.
Lem

Para cada n € N, definimos

Ap = {(t,..,t,1—t,

A = {(tt,.):telo, %]}.

Sin=1,4, ={(1-t,41 . ):te[0,L]} ={(tL L) te[L1]}.
Por (1) y (2), limM = (U{An ‘ne N}) U A.
Notemos que A es un arco que tiene por extremos a p = (0,0,...) y ¢ =

% ) Ademsds, para cada n € N, A, es un arco con extremos p, =

(l
2
(0,...0,1,4, 1 )y ¢=(3,3,-..) . Veamos que la interseccién de cualesquiera

\V—/
n—1
dos de estos arcos es unicamente el punto g. Sean n,m € N y m < n. Sea

r = (z1,2,...) € ApNA,. Entonces x = (¢,...,t, 1—t, 1 L . )yx=(s,...,51-
\v/ N——

727 27
m—1 n—1

s, %, %, ...) con t, s € [0, %} Como m < n, entonces m + 1 < n. Como Tpy1 = %
entonces 1—s = % 0s= % En cualquier caso s = é Por lo tanto x = (é, %, ) =
q.

Sean n € N y ¢ = (x1,22,...) € A, N A. En este caso z = (t,t,...) =
(85008, 1 — ,2, é,) para algunos t,s € [0, 2] Como Zpy1 = %, entonces
R/—/

n—1
t= % Asf que z = (%, %, ) =q.
Por la proposicién 3 se sigue que: lim A, = A.

n—oo
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Por lo tanto, [imM es un abanico arménico con vértice en el punto q. g

33



Ejemplo 13

(L1)

(0,0) (1,0)

M = ([0, 1] x {0}) U{(z,z) : = € [0,1]}.
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Si y =0, entonces z puede tomar cualquier valor en [0, 1].
(B) Si 0 < y, entonces z = y.
(C) (0,0) € M.

Propiedades de los puntos de @M

Por (C), (0,0, ...) € [imM.

Sea x = (71, %2,...) € [imM, con = # (0,0,...) y m = min{n € N: z, # 0}.
Entonces:

(1) Por (A) y por la eleccién de m, 0 < z,, < 1.

(2) Por (B), @41 = Tpm. Por la misma razén zj = z,, para toda k > m.

Es decir, todas las coordenadas siguientes a z,, son todas iguales a x,,.

Modelo de [imM.
Lem

Para cada n € N, definimos A,, = {(0,...,0,z,z,...) : z € [0, 1]}
~——

n—1
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Por (A) y (B), limM = | J{A, : n € N}.
Notemos que A,, es un arco con extremos p = (0,0, ...) y ¢, = (0,...,0,1,1,...)
——

n—1
para cada n € N.
Sean n,m € N, con m < n. Sea = = (x1,22,...) € A, N A,,. Entonces x =
(,...,0,t,t,...) = (0,...,0,s,8,...). Como m—1<n—1, entonces s = x,,, = 0.

n—1 m—1
oo
Ast 2 = (0,0,...) = p. En vista de lo anterior tenemos que ﬂ A, = {p}.

n=1
Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.
n—oo

Por lo tanto, [imM es un abanico F,, con vértice p. m
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Ejemplo 14

0,1) (L1)

(0,0 (1,0)

M= {(z,z):z€[0,1]}U{(z,1—=z):z€[0,1]}.
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Para cualquier y ocurre una de las siguientes cosas:
(A1) z =y,
(A2)z=1—y.

Propiedades de los puntos de limM.

Sea x = (1,2, ...) € limM.

(1) Dado z; € [0,1], por (A), 2 = 1 0 £2 = 1 — x1. Por la misma razén
T3 =To0x3 =1—xo. Sixog =21, entonces r3 =1 023 =1—x1, 81 290 = 1 —1x1,
entonces x3 = 1—x7 o x3 = 1 —(1—21) = x1, en cualquiera de los casos tenemos
que 3 = w1 0 3 = 1 — z1. Continuando de la misma manera tenemos que para
cualquier n > 2, z,, € {x;,1 — x1}. Entonces x,, = % + (—1)0n—1 (% — :cl) para
alguna a,_q € {0,1}.

(2) 2 = (21, L+ (1) (3 —21), b+ (D= (G —21), b+ (DB (G —a1),.)
con a; € {0,1} para cada i € N.
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Modelo de [imM.

Por (2),
M = (6 5 (D0 = 1), 5 (DR = 1 g+ ()G - 6,

t€10,1] y a; € {0,1} para cada i € N}.

Veamos ahora que este conjunto es un abanico sobre el conjunto de Cantor.

Cuando t =0, z = (0,4 + (—1)* (2 = 0), 3 + (-=1)"2(3 — 0),...) = (0,1 —
ai,1 —as,1 — ag,...) que depende unicamente de los valores de cada a;, y ya
que para cada i € N, a; € {0,1}, entonces z,, € {0,1} para cada n > 2. Por
lo que estos puntos corresponden a puntos en el conjunto de Cantor que tienen
por primer coordenada 0. Reciprocamente, para cada punto z en el conjunto
de Cantor que tiene por primer coordenada 0, existe una sucesiéon de nimeros
a; € {0,1} tal que z = (0,1 —a1,1 — ag,...) = 2.

t=0

Puntos[én[¢l[Cantor
con[primera[¢oordenada
igualfa¢cero.

Cuando ¢ = 1, para cualquier sucesién de nimeros a; € {0,1} tenemos que
T = (%, % + (_1)(11(% - %)7 % + (_1)a2(% - %)7 ) = (%a %a )

Asi que, por cada sucesion (ai,az,...) € {0,1}°° al variar ¢ en el intervalo
[0, %], lo que obtenemos es un arco con extremos (0,1—ay,1—ag,...) y (%, %, )
Por lo que tenemos arcos de cada punto del conjunto de Cantor con primera
coordenada 0 al punto (3, 1,...).

(1/2,1/2,...)

o0 oo oo o8
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Ahora, cuando t = 1, x = (1,5 4+ (=1)" (5 — 1), 2 + (=1)®2(3 = 1),...) =
(1,a1,as,as, ...) que nuevamente depende sélo de los valores de cada a;, asi que
ahora tendremos todos los puntos del Cantor cuya primera coordenada es 1.

t=1

\

Puntos[eén[el[Cantor
con[primera[¢oordenada
igualfa[l.

Entonces cuando ¢ varfa en el intervalo [%, 1], por cada sucesion (a1, asg,...) €
{0,1}°° lo que tenemos es un arco con extremos (3, 1,...) y (1,a1,az,...).
Por lo que ahora tenemos arcos de cada punto del conjunto de Cantor cuya

primera coordenada es 1 al punto (3, 1,...).

1/2,1/2,...)

Afirmacién: Cualquier par de arcos sélo se intersectan en el punto (%, %, ) .

Prueba: Sean [; y 5 arcos en @M con l; # ls. Consideramos 2 casos.

Caso 1. Iy = {(t, 3+ (- (3 —t), 2+ (-1)™= (3 —t),...): t € [0,3]}
para alguna sucesién (a1, as, ...) € {0,1}°°.
Sea x = (z1,z2,...) € I3 Nia.

Silo={(s,3+(-1)" (2 —s),3+(-1)2 (2 -5s),...) : s€[0,3]} paraal-
guna sucesion (bl, ba,...) € {0,1}>. Como Iy # I y s,t € [0, 1], entonces existe
m = min{n € N : a, # b,}. Sln perdlda de generalidad supongamos que
am =0yb, =1 Como(t,% “(l—t),3+(D2(3-1),.)=a=
(8, % +(=1)» (% - ) , 2 +( 1)b2 (7 — s) ) para algunos s,t € [0, %] , en-
tonces s =z =ty ++ )0 (3 = t) =2m+1 = 3+ (—1)' (5 — s) de donde se

w\»—t
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tieneque%—&-%—t:%—%—i—s,esdecir1:s+t:2s:2t,asfque8:%:t.
Por lo tanto z = (%,%,)

Sily = {( ,% + (=1t (% — ),§—|—(—1)b2 (% —s) ,) RS [%,1]} para al-
guna sucesion (b1, ba, ...) € {0,1}°°.

Como »= (14 (1) (104 + ()% (10

m:(s,%—i—( 1)b1(%— ),§+ (7 5) ) contG[O,% y s €
[%,1] , entonces s = x1 = t de donde tenemos que s =t € |0, ]
entonces s = % =t. Por lo tanto = = (%, %, ) .

Caso 2. Iy = {(t, 5+ (-1 (3 1), 2+ (1) (3 —1),...) : t € [3,1]}
para alguna sucesién (a1, as, ...) € {0,1}°°.

Sea x = (z1,x2,...) € 11 Nia.

Sily={(s,3+(-1)" (-
guna sucesion (by, ba, ...) € {0,
m = min{n € N : a, # b

s),3+ (=12 (3—5),..):s€[5,1]} paraal-
1. Comoly #1lyy s, t € [ 1] , entonces existe
. Sin pérdida de generahdad supongamos que
0 (=) A+ (1P () ) — 2 -
1)%2 (% — s),...) para algunos s,t € [%,1] , en-

tonces s=x1 =ty 3+ (-1)° (3 —t) =241 = 1 + (-1) (3 — 5) de donde se
= sesdecir1:s+t:25:2t,a81’ques:%:t.

Sily = {(s,% + (=1)n (5 — s) , % + (=1)bz (% — s) ,) 15 € [0, %]} para al-
guna sucesion (b1, b, ...) € {0,1}*°.

Comoz=(t, 2+ (-1)" (3 —t), 2+ (-2 (3-1¢),..)y

v = (s34 (=D (L -s),3+(-1)"2(5-5),..) cons € [0,3] ytE€

|—=

[%,1] , entonces s = x; = t de donde tenemos que s = t € [ é] %,1],
entonces § = % =t. Por lo tanto z = (%, %, ) .

De los casos 1 y 2 concluimos que cualquier par de arcos sélo se intersectan

en el punto (%, %, ) .
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Por lo tanto, MM es un abanico sobre el conjunto de Cantor. g
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Ejemplo 15

(1,1)

(0,0 (1,0

M = {(z,z): z €[0,1]} U{(1,0)}.
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Siy =0, entonces x =00z = 1.
(B) Si 0 < y, entonces x = y.

(C) (0,0) e M.

Propiedades de los puntos de limM.

Por (C), (0,0, ...) € limM.
Sea x = (1,2, ...) € [imM, con x # (0,0,...) y sea m = min{n € N: z,, #
0}. Entonces:

(1) Sim =1, z; € (0,1], por (B), x2 = 1. De modo que =} = 1 para toda
k > 2. Es decir, todas las coordenadas son iguales a z;.

(2) Sim > 1, zp_1 =0, como (T, Tm—1) € M, por (A) y la eleccién de m,
Zm = 1. Por (B), se sigue que x = 1 para cada k > m + 1. Es decir, todas las
coordenadas siguientes a x,, son iguales a 1.

Modelo de [imM.
Lem
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Para cada n € N, definimos p, = (0,...,0,1,1,...
——

[0, 1]}
Por (1) y (2), imM = AU (U{pn ‘n€ N}) .
Notemos que A es un arco con extremos p = (0,0,...) y ¢ = (1,1,...).
Por la proposicién 1 se sigue que: lim p, = p.

Por lo tanto, [&mM es la dnion de un arco con una sucesién de puntos
convergente a (0,0,...). m

P
p3 pz o !
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Ejemplo 16

(1,1)

(1/4,1/4)

(0,0 (1,0)

= ({1} x [0,1) U ([0,1] x {0}) U {(z,2) s 2 € [0, 1]} .
Propiedades de M.
Sea (z,y) € M. Entonces:

(z,

Siy=0, entonces x puede tomar cualquier valor en [0, 1].
Sio<y< < , ocurre una de las siguientes cosas:
1)
2)
Si

)

)
rT=Yyo
x—l

ea
A
B
B.
B.2
C)Si 5 < y, entonces x = 1.

(
(
(
(
(©)

Propiedades de los puntos de limM.

Sea x = (21,22, ...) € limM.

(1) Sl + < a1, por (C), 2 = 1. De modo que, por (C), zx = 1 para cada

k> 3.

(2)Si0 <z < %, por (B), zo = x1 0 9 = 1. En el caso de que 25 = 1,

se sigue de (1) que zy = 1 para cada k > 3. Si, 2 = x1, nuevamente por
(B), 23 = 29 0 x3 = 1. Procediendo de esta manera, tenemos que todas las
coordenadas son iguales a 1 o existe m = min{n € N: z, # x,} y por (B.2),

m = 1 lo que implica por (C) que Z,,4; = 1 para toda i € N.
(3) Si zy = 0, tenemos 2 casos:
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(3.1) 2 = (0,0,...)

(3.2) Existe n € N tal que z,, # 0.

Si m = min{n € N: x, # 0} se sigue que:

(3.2.1) Si @y, > %, por (1), @ = 1 para cada k > m + 1.

(3.2.2) Si 0 < @, < 1, por (2), las coordenadas siguientes a x, son todas
iguales a z,, o existe k = min{n € N: n > m, z, # x,,} tal que x5 = 1 para
toda s > k.

(x) Por (1), (2) ¥ (3), = es de alguna de las siguientes formas.

(1) x =(0,...,0,¢,1,1,...) para algunan € Ny ¢ € [0,1],

n—1
(i) = = (0,...,0,t,¢t,...) para algunan e Ny t € [0, i] ,
n—1

(#i) = = (0,...,0,¢,...,¢,1,1,...) para algunos n,m e Ny t € [0, i] )
—— ——

m—1 n
Modelo de [imM.
Lm

Para cada n € N, definimos

Ap = 1{(0,..,0,4,1,1,..) 1 t € [0,1]}, By = {(0,...,0,t,t,...) : t € [0, >]}.

Para n,m € N definimos el conjunto el conjunto C,, , como
Crnn = {(0,..,0,¢,...,t,1,1,...) : t € [0, 1] }.
—— N~

m—1 n
Hacemos A = U A,, B= U B,y C= U Cmn-
neN neN n,meN

Por (%), limM = AUBUC.
Para cada n € N, A,, es un arco con extremos p, = (0,...,0,1,1,...) y
——

n

Pn—-1= (07 0,11, )
~——

n—1
Sean n,m € N con m < n, tales que A,NA,, # 0. Seax € A,NA,,. Entonces
z=(0,..,0,¢,1,1,..) = (0,...,0,8,1,1,...) con ¢, s € [0,1], como m < n —1 se
S~—— S~——

n—1 m—1
m

. — .
tiene que, s = 0y t = 1. Por tanto z = (0,...,0,1,1,...), es decir, pp,—1 = pm
——

n—1
y entonces m = n — 1. Asi, los arcos A, y A,, se intersectan si y sélo si, son
consecutivos.

Sea p = (0,0,...).
Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.
n—oo

Asi que, A es un arco con extremos py pp = (1,1,...).
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Para cada n € N, B,, es un arco con extremos en p y g, = (0, ...,0, %, i, o)

n—1
Sean n,m € N con m < n. Sea = (z1,22,...) € B, N B,,. Entonces
z=(0,..,0,t,¢,...) = (0,...,0,s,s,...) para algunos ¢, s € [0, ], como m < n—1,
N—— S~——
m—1 n—1

entonces t = x,,, = 0. Por tanto x = p.
Por la proposicién 2 se sigue que: lim B,, = {p}. Entonces B es un abanico
n—oo

F,, con vertice en p.
Observemos que dada la definicién de A, v By, Ap N B, = 0 para cua-
lesquiera n, m € N.

a,

p L] . ] pg A3 pz A2 pl Al pO

Paracadan,m € N, C,, ,, es un arco con extremos py4m—1 = (0,...,0,1,1,...)
——
n+m—1

1,1,

N

1
Y Umon = (0,..,0, =, ...,
—— 4
m—1

{

n
Si4,j,m,n € N son tales que ¢ + 7 = m + n, entonces pj1i—1 = Pntm—1-
Sean n,m,i,j € N tales que Cp,,, # C; ;. Veamos que si Cp,, N C;; # 0
entonces m +n =i+ j. Sea & = (z1,22,...) € Cpp, N C;; ¥ sSupongamos que
m+n # i+ j. Como z € Cp,n, N C;j, entonces z = (0,...,0,s,...,5,1,1,...)

S—— Y~
m—1 n

yx = (0,...,0,¢,....,t,1,1,...) para algunos t,s € [0, ﬂ Como m+n #i+j

S~ Y~

i—1 j
podemos suponer que m+n < i+j. Por tanto, 1, = 1. Comom+n < i+j—1
se sigue que T4, € {0,t} cont € [O, ﬂ lo cual es una contradiccién. Por tanto
m+n=1+j.

Ahora veamos que si Cp, , # Cij ¥ Crun NCi j # 0, entonces Cy, , NC; j =
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{Prym-1} = {pi+j71}~
Sean m,n,4,j € N tales que Cy, ., # C; 5 y Cpy,nNC; j # 0. Entonces m+n =
i+j. Sea x = (x1,x2,...) € Cpyp N C; ;. Entonces x = (0, ...,0,s,...,s,1,1,...)
—— ——

m—1 n
yz=(0,..0t..¢t1,1,..) para algunos t,s € [O, ﬂ . Comom+n =1+ 7,
S~ Y~
i—1 j

(0,...,0,s,...,8) (0,...,0,t,....t), por lo que s = t, y ya que Cp,,, # Ci
—— —— N~

m—1 n i—1 j
y m+n = i+ j, entonces ¢ # m, podemos suponer que m < 14, entonces
j+i—1

~— .
§ = &m = 0. Por tanto z = (0,...,0,1,1,...), es decir, ppym—1 = Pjti—1-
———
n+m—1
De lo anterior observamos que para el punto p, salen tantos arcos C}; ; como

maneras hay de escribir a n de la forma n =i+ j — 1, donde 7,5 € N. Notemos

que cada n € N se puede escribir como 14+n—1=24+(n—-1)—-1=...=n+1-1,
que son n formas. Es decir, la cantidad de arcos C; ; que se tienen en el punto
Pp €S M.

Para cada m € N, tenemos que C,,, 1 C Ap,.
Por la proposicién 2 se sigue que: lim C,,,, = {p}. Y por la proposicién 3
m— 00

se sigue que para cada m € N, lim C,, , = B),.
n—oo

Por lo tanto, [imM se ve de la siguiente forma. m

q,
C
L4 Cl3 Cl2
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Ejemplo 17

(1,1)

(3/4,1/4)

(0,0 (1,0)

Consideremos la funcién f : [i, 1] — [%, 1] dada por f(y) = %

Notemos que f(1) = % =2=3yf1=1

La funcién f es estrictamente creciente, y para cada n € N, f™(y) € [%, 1] .

M = ({1} x [0,1)) U ([0, 1] x {0}) U {(F(v),») 1y € [1.1] }-

Propiedades de M.

)
4 3

<y, entonces z =1loxz = f(y) € [3,1].

Si

Sio<y< 1 entoncesz=1.
S 1
S

1, entonces x = 1.

.d
O R =
[l

Propiedades de los puntos de gz— M.

Por (E), p = (0,0,...) € limM.
Sea x = (z1, %2, ...) € limM tal que = # (0,0,...) y m = min{n € N: z, #

0}.
(1) Ast, z,,, € (0,1].
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(2) Si 0 <z, < %, por (B), 241 = 1. De modo que, por (D), zj, = 1 para
toda k > m + 2. Es decir, las coordenadas siguientes a la primera que es igual
a 1 son todas iguales a 1.

(3) Si % <z, <1, por (C), zymy1 =10 e = (). Entonces:

(3.1) Si 41 = f(xm), puede ocurrir una de las siguientes cosas:

las siguientes coordenadas son todas aplicaciones sucesivas de f o para alguna
n > m+1, z, = 1y en consecuencia las siguientes coordenadas son todas iguales
al.

(3.2) Si zyp41 = 1, por (D), z = 1 para toda k > m + 2.

(%) Por (2) y (3), = es de alguna de las siguientes formas.

i)z =(0,..,0,¢,1,1,...) para algin n € Ny ¢t € (0, 1],
~——

n—1
i)z = (0,...,0,t, f(t), f2(t),...) paraalgin n e Ny t € [§,1],
——
n—1
iii)x = (0,...,0,t, f(t), f2(t), ..., f™(t), 1,1,...) para algunos m,n € Ny t €
——
n—1

Modelo de [imM.
Lem

Para cada n € N, definimos A4, = {(0,...,0,¢,1,1,...) : t € [0,1]} vy B, =
——
n—1
{00, .., 0,8, f(1), £2(t),...) + t € [, 1]}
——

n—1
También definimos para cada m,n € N,

1

Crm = {0, 0.t F(B), s S7(8), 1,1, ) st € [, 1]},

n—1

Hacemos A = U A,, B= U B,y C= U Chnm.
neN neN n,meN
Por (x), limM = AU BUC U{(0,0,...)}.
Para cada n € N, A,, es un arco con extremos p, = (0,...,0,1,1,...) y
——

n

Pno1=(0,..,0,1,1,...).
——

n—1
Sean n,m € N conm < n, tales que A,NA,, # 0. Seax € A,NA,,. Entonces
z=(0,..,0,¢1,1,..) = (0,...,0,8,1,1,...) con t,s € [0,1], como m < n, s =0
N—— S~——
n—1 m—1

m

—~
yt=1,asf que x =(0,...,0,1,1,...) = pp—1 = D, y entonces m =n — 1.
——

n—1
Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.
n—oo

Asf que, A es un arco con extremos p = (0,0,...) y po = (1,1, ...).

48



c
p . [} [} p3 A3 pz AZ pl ‘A1 pl]

Para cada n € N, B, es un arco cuyos extremos son los puntos ¢,_1 =
(0,...,0, %, (%),f2(i),...) Y Pn—1=(0,...,0,1,1,...).
N~~~ e
n—1 n—1
Veamos que B, N B,, = () siempre que n # m.
Sean m,m € N con m < n. Supongamos que B, N B, # 0. Sea x =
(z1,x2,...) € By N By,.
Entonces x = (0, ...,0,¢, f(t), f2(t),...) = (0,...,0, s, f(s), f?(s),...) con t,s €
S—— S——
n—1 m—1
[i, 1] . Como m < n—1, entonces s = 0 lo cual es una contradiccién. Por tanto
B, N B, =0.
Por la proposicién 1 se sigue que: lim g, = p. Y por la proposicién 2 se
n—oo
tiene que: lim B, = {p}.
n—oo
Notemos que si % <t < 1, entonces f(t) < 1. De manera que si n,m € N,
y BoN A, # 0, entonces (n = my B, NAp = {pm_1}) o(n =m+1y
B,NA, = {pm})'

p-+ AP A D A P

Para cada n,m € N, C,, ,,, es un arco con extremos
UT = (Ov "'707 %7 (i)? seey fm(%)’ 17 17 ) Y Pn—1= (07 "'707 1a la )
S—— S~——

n—1 n—1
Por la proposicién 3 se sigue que para cadan € N, lim C,, ,, = B,.
m—00

Veamos como se intersectan los conjuntos Cy, ., entre ellos.
Afirmacién 1: Sin,m,i,j € Nson tales que Cy, ,, # Ci j y CroomNCi 5 # 0,
entonces n =1y Cpm NCi 5 = {Pn-1}.

Prueba. Sean n,m,i,j € N tales que C, y # Ci j v Cpyn N Cij # 0.
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Sea « = (x1,22,...) € Cpm NCi 5.
Entonces z = (0, ...,0,¢, f(¢), ..., f™(¢),1,1,...) y
——

n—1
z=(0,..,0,s, f(s),..., f7(s),1,1,...) para algunos s,t € [1,1].
i—1
Sin # i, entonces i < n on < i. Sii<n,entonces s = z; = 0, lo que es
una contradiccién al hecho de que s € [%, 1] . Sin < i, entonces t =z, =0, lo
que también es una contradiccién al hecho de que t € [i, 1] . En ambos casos
tenemos una contradiccién, por lo tanto n = 1.
Como Cypm # C;; y n = i, entonces m # j. Supongamos que m < j.
Entonces f7(s) = 1, lo que implica que s = 1. Asf que = = (0,...,0,1,1,...) =
n—1

Pn—1. Por lo tanto, n =1y Cy . NCij = {pn—1}.

Afirmacién 2: Sin,m,i € N son tales que B; N C), ,,, # 0, entonces i = n
y 31 N Cn,m = {pn—1}~

Prueba. Sean n,m,i € N tales que B; N Cp,py # 0y = (21,22,...) €
B;NCpom.

Entonces x = (0, ...,0,¢, f(t), f2(t),...) y

i—1
z=1(0,..,0,s, f(s), f2(s), ..., f™(5),1,1,...) con s,t € [§,1] .
n—1

Sin # i, entonces i < non <i. Sii<mn,entoncest=x; =0, lo que es
una contradiccién al hecho de que t € [%, 1} . Sin < i, entonces s =z, =0, lo
que es una contradiccién al hecho de que s € [i, 1] . En ambos casos tenemos
una contradiccién, por lo tanto n = 1.

n—1
—~
Como = = (0, ...,0,t, f(t), f2(t),...) ¥y
——
i—1
i—1
—~
x=(0,...,0,s, f(s), f2(5), ..., f™(s),1,1,...), entonces f™1(t) = 1, por tanto
n—1
i—1
f-/\‘\ .
t=1. Asiquez = (0,..,0,1,1,...) = py—1. Por lo tanto, i =ny B;NCm =
——
n—1

{pnfl}'

Afirmacién 3: Sin,m,i € N son tales que A; N C), ,,, # 0, entonces n = 4
on—1=1iy en ambos casos A; N Cp m = {Pn-1}

Prueba. Sean n,m,i € N tales que A; N Cppy # 0y = (21,22,...) €
A; N Cy, . Entonces z = (0, ...,0,¢,1,1,...) y
——"

i—1
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r = (0,...,0,8, f(s), f2(s), ..., f™(s),1,1,...) para algunos t € [0,1] y s €
~——

1
[1.1]. ‘ L
Supongamos que ¢ > n. Entonces s = x, = 0, lo que es una contradiccién al
hecho de que s € [i, 1]. Asi que i < n. Si i = n, entonces f(s) = x,41 = 1, lo

que implica que s = 1. Asf que z = (0,...,0,1,1,...) = p,_1.
——

n—1

n—1
Si i < m, entonces t = x; = 0. Asi que x = (0,...,0,1,1,...) = p; y entonces
~
K2
s=1ly n—1=u.
Por lo tanto, n =7 0n —1 =14y en ambos casos A; N Cy, = {Pn_1}-

Por lo tanto, [imM se ve de la siguiente forma. m
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Ejemplo 18

(1,1)

(1/4,1/4)
(3/4,1/4)

0,0) (1,0)

Consideremos la funcién f : [%, 1] — [%, 1] definida en el ejemplo 17 por
la féormula f(y) = %

M = ({1} [0, U0, 1< ONUL(F(9).9) € [1.1]}0{(w.2) s w € [0.1]}.

Notemos que M es la unién de los conjuntos tomados para los 2 ejemplos
anteriores.

Veremos que el [imM no es conexo, ain cuando es la unién de dos conjuntos
cuyo limite inverso es conexo.

Para ver que [{mM no es conexo definiremos y describiremos algunos con-
juntos y después probaremos que [imIM es la unién de todos estos conjuntos.
Para cada n € N, definimos los siguientes conjuntos:

Ap ={(0,..,0,¢,1,1,...) : t € [0,1]},
——

n—1
B, ={(0,...,0,t,t,...) : t € [0, i]}’
e

D, = {(o?f.,o,t,f(t),fQ(t), L) te 1)

n—1
Definimos también, para n,m,r € N los conjuntos:
Crm ={(0,...,0,¢,...,t,1,1,...) : t € [0, 7] }.
—— N~

n—1 m
Epm = {(0,...,0,¢, f(), ..., f™(t),1,1,...) s t € [5,1]}.
n—1

92



n—-1
Los conjuntos

A=A, B=UBnC= | Com D=JDuyE= |J Enm

neN neN n,meN neN n,meN

son los que aparecen en la descripcién de los limites inversos de los ejemplos 16
y 17, entonces la unién de estos conjuntos luce de la siguiente forma.

Cl’3 C12

’

Unicamente nos hace falta ver cémo son los conjuntos Fy, m, Gnm.r ¥ Hom-
Notemos que los conjuntos Fj, ., Grom,r ¥ Hp,m dependen tinicamente de
n,m y r, por lo que para cualesquiera n,m,r € N, los conjuntos Fj, ., Gp m,r
y Hy ., son unipuntuales. Ahora, por como estdn definidos estos conjuntos
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se tiene que para cualesquiera n,m,%, 5,k € N, Fy, , # H;j, Fum # Gijr y
Hy, »m # Gy jk, es decir, son todos diferentes entre si.
Sea ¢, = (0,...,0, i, i, )
n—1
Por la proposicién 1 se sigue que:
lim F, = (0,0, ...), JZ_@OH"W =(0,0,...) y nlingonm,r =(0,0,...).

n—oo

Para cadan €N, lim F, ;, = qn, lim Hy o =qny lim Gy = g
m—0o0 m— 00 m— 00

Para cualesquiera n,m € N, lim Gy, m,r = Fy m-

T—00

Por lo tanto, la unién de todos los conjuntos que hemos definido se ve de la
siguiente forma.

E1,1 EMELS
E2,1 E.,
Esv‘ E.’(,.’G
o D1
DZ
D3
D, D,
) \
p4 p3 pZ p
1 p[l
[ ]
CS,Z
CZ3
’ CZ,Z
Cl,4 L3 Cl,2
Sea F = Fom, G= |J GumryH= |J Hum
n,meN n,m,reN n,meN

o4



Prueba: Los puntos (0, 0), (50) , (i i) , (17 %) , (f (%) , %) , (%, i) y (1,1)
pertenecen a M, ademéds para cada n € N, los puntos (f"‘“1 (%) " (%))
y (1, fm (%)) también pertenecen a M. Esto implica que para cualesquiera n, m,r
€ N los conjuntos Fy, 1, Grm,r ¥ Hp,m son subconjuntos de @M

Como M es la unién de los conjuntos de los que obtuvimos el limite inverso
en los ejemplos 16 y 17, entonces los conjuntos A, B, C, D y E naturalmente
son parte de [imM ya que A, B,y C son los conjuntos cuya unién es el limite
inverso del ejemplo 16 y los conjuntos A, D y E son los conjuntos cuya unién
es el lfmite inverso del ejemplo 17.

Por lo tanto, AUBUCUDUEUFUGUHQéi_mM.

Ahora probaremos que [imM C AUBUCUDUFEUFUGUH.

Sea x = (21,22, ...) € limM.

Six = (0,0,...), entonces = € By.

Tomemos entonces z = (71,2,...) € limM tal que z # (0,0,...) y sea
m =min{n € N: z,, # 0}.

Consideramos 3 casos.

Caso 1. z,, € (0, i) .

Como (Tpm+1,Tm) € M, tenemos dos opciones: ,,11 es igual a z,, 0 Tp41
esigual a 1. Si 2,41 = 1, como el dnico punto en M que estd a altura 1 es (1,1),
entonces T2 = 1, Tmis = 1, etc. De manera que z = (0,...,0,2,,,1,1,...) €

——
m—1
A Si Zt1 = Tyn, €OMO (Typt2, Trmt1) € M, nuevamente tenemos que &, 1o =
1 0 xpmy2 = Xyy1. Procediendo de esta forma tenemos que las coordenadas
siguientes a x,, son todas iguales a z,, o existe un primer momento n para el
cual x4+, es igual a 1 y en consecuencia z, = 1 para toda k& > m + n. Por lo
tanto, x = (07 ey 07 Ty Ty ) € Bm 0T = (07 ceey 07 Ty ooy Ty 17 17 ) € Gm,n-
—— —— ———
m—1 m—1 n
Caso 2. z,, = i.
1 .
Como (Tpmi1,Tm) € M, Zyyy1 = 7, Trng1 = % 0 Tys1 = 1. Si Zypyq =
1, entonces todas las coordenadas siguientes son iguales a 1, asi que =z =
1 : 3 3
(0,..,0,4,1,1,...) € App. Si @py1 = 3, entonces Tmqo = f(3) 0 Tpio = 1,
——
m—1
en el caso de que z,,+2 = 1 ya sabemos que todas las coordenadas siguientes
son iguales a 1y entonces z = (0,...,0,%,2,1,1,...) € Hy 15 8i 22 = f(2),
——
m—1
entonces Tpi3 = f(Tmaz2) = f2 (%) 0 Tmy3 = 1. Procediendo de esta forma
tenemos que las coordenadas siguientes a z,,2 son todas aplicaciones suce-
sivas de f o existe un primer momento n para el cual T,4n12 = 1 y en
consecuencia todas las coordenadas siguientes son iguales a 1. Asi que x =
13 ¢(3 3
(0, ...70, 404 (Z)’ f2(1), ) S Fm71 o
~——
m—1
1 3 ¢(3 3 : 1
r=(0,..,0, 5,5, f(5), -, fM(5), 1,1,...) € Grin- Si Tpy1 = 7, entonces

m—1
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para T4 tenemos las mismas opciones que tenfamos para Z,,i1, asi que
podemos seguir teniendo coordenadas iguales a i hasta que decidamos cam-

biar a % o 1, en cuyos casos ya sabemos qué sucede después de que se pone
alguno de los dos valores o todas las coordenadas siguientes a x,, son iguales a

%. Asi que z = (0,...,0, %, %,...) € By, 0

1
x = (0,...,0, T %,f(%%fz(%), )€ F,no0
mL 1 =
1 1 3 3 r(3
T = (07 703 4) 7Z,Z,f(1),"',f (1)713]—7“') S Gm,n,r o

z=(0,...,0, T ,1,%1,1,...) € Hypp 0
m—1 H,—/

z=(0,..,0,— ..., 1,1,...) € Cpun
N——

m—1 M

n

Caso 3. z,, € (1,1] .

Como (Tma1,Tm) € M, a1 = f(Tm) 0 Typar = 1. Si xpa1 = 1, todas
las coordenadas siguientes son iguales a 1, entonces x = (0, ...,0,z,,,1,1,...) €

——
m—1
Am- Si Tm+1 = f(J:TrL)v entonces Ty = f(xm-‘rl) = fQ(xm) O Tm+42 = 1.
Procediendo de esta forma tenemos que todas las coordenadas siguientes a x,,
son aplicaciones sucesivas de f o existe un primer momento n para el cual
Tmin = 1. Asf que z = (0,...,0, 2, f(@m), f2(Tm),...) € Dy 0
——
m—1
z=1(0,...,0,Tim, f(Tm), s [ (@m), 1,1,...) € Epyp.
——
m—1
De los casos 1 a 3 tenemos que r € AUBUCUDUEUFUGUH.
Por lo tanto, nuestra afirmacién esta probada. g
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Ejemplo 19

(1,1)

(0,1/2) (1,1/2)

(0,0)

M = ({0} x [0, 1) U (0.1 x {2}) U ({1} x [5,1])

Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Si 0 <y < 3, entonces z = 0.

(B) Siy = %, entonces x puede tomar cualquier valor en [0, 1].
(C) Si 3 <y, entonces x = 1.

(D) (3 eM.

Propiedades de los puntos de M.

Por (D), p = (%,%,) € limM.
Sea x = (1,2, ...) € limM tal que z # (3.5...)y
m:mz’n{nEN::pn;ﬁ%}.

(1) Por (B) y la eleccién de m, z,, € [0,3) U (1,1] .

(2) Si x, € [O,%), por (A), z,,41 = 0. Por tanto, x; = 0 para toda
k > m + 1. De manera que todas las coordenadas siguientes a la primera que

estd en [07 %) son todas iguales a 0.

(3) Si @p € (3,1], por (C), Zm41 = 1. De modo que z = 1 para toda
> m + 1. Es decir, todas las coordenadas siguientes a la primera que estd en

%, 1] son todas iguales a 1.
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Modelo de [imM.
Lem

1 1 1 1
Sea A, = {(5, w0 5:6:0,0, L) ite0, i}y B, = {(5,..., >t L L L)ite
~—— ~——
n—1 n—1
[1,1]} para cada n € N.
Definimos A = U A,y B= U B,,.
neN neN
Por (2) y (3), limM =AU BU {p}.
1 1
Para cada n € N, A, es un arco con extremos p,_1 = (5, cny 5,0,0,...) y
——
n—1
1 1
Pn = (5, ceey 57070, ...).
——

n
Sean n,m € Ncon m <nyx=(x1,2,...) € Ay N Ap,.
11 171 )
Entonces x = (5,...,§,t,0,0,...) = (5,...,575,0707...) con t,s € [0, 5].
[ —— ——

n—1 m—1
Comom<n,%:xmzsyOan:t,asfque

m

——
1 1
(E:(i,...,§,0,0,,,,):pn71 :pmym:n_l
——
n—1

Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.
n—oo

Entonces A es un arco con extremos pg = (0,0,...) y p = (%, %, - ) .

A

P A p, AAp . . D

1
Para cada n € N, B, es un arco con extremos ¢,_1 = (=,

1 1
dn "(57'“3531,17“')
——

n
Sean n,m € Ncon m <nyzx=(x1,22,..) € B, N By,.

1 1 1
Entonces z = (5,...,5,15,1,1,...) = (5,...,5,5,1,1,...) con t,s € [0, %]
~—— N——
n—1 m—1
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Comom<n, 3=z, =syl=ux,=t, asl que
m
——

1 1
57"'7§a1a17"'):(In71:qmym:n_]-'
——

n—1
Por la proposicién 2 se sigue que: lim B,, = {p}.
n—oo

o=

Entonces B es un arco con extremos go = (1,1,..) y p=(3,3,...).

Notemos que A, N B, = (} para cualesquiera n,m € N porque los elementos
de A,, tienen colas infinitas de ceros y los de B,, las tienen de unos.

Por lo tanto, [#mM es un arco con extremos py y qo- m

A B
D, p q,
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Ejemplo 20

0,1)

(0,1/2) (1,1/2)
(1/2,1/2)

(1,0)

M= (0.1] % {3}) U ({1}  [0.2]) U{(@.1 —2) s e [0.3]}.

Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Si0<y< 3, entonces x=1.

(B) Siy = %, entonces x puede tomar cualquier valor en [0, 1].
(C) Si 3 <y, entonces z =1 —y.

(D) (3,4) eM.

Propiedades de los puntos de limM.

Por (D), p = (%, %, ) € l[imM.
limM tal que = # (3,3,..) ¥
m:min{nEN:a:n;é%}.

(1) Por tanto, z,, € [0,4) U (3,1] .

(2) Si z,, € [0,%) , por (A), z;y1 = 1. Por (C), zppye = 1 -1 =0,
nuevamente por (A), x,+3 = 1. Procediendo de esta forma tenemos que las
coordenadas siguientes a la primera que estd en [0, %) toman alternadamente
los valores de 1 y 0.

(3) Si z,,, € (%,1] , por (C), zppy1 = 1 — 2, € [0,%) y entonces las
coordenadas siguientes a z,,4+1 toman alternadamente los valores de 1 y 0.

Sea x = (x1, 2, ...) €
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(%) De este modo, z es de alguna de las siguientes formas:

1
i) = (5, e i’t’ 1,0,1,0,...) para algunam e Ny t € [0, %) ,
——
m—1
1 1
it)x = (5, e §7t, 1-1¢,1,0,1,0,...) para algunam e Ny ¢ € (%, 1] )
——
m—1

Modelo de [imM.
Lem

Para cada n € N, definimos

1 1 1
A"l = {(7?"'a 7at71a0a1707"') it S [077]} y
2 2 2
——
n—1
1 1 1
B, = — ey =, 1 —1,1,0,1,0,...) : —,1]}.
n {(2a a25t7 t7 aOa 507 ) t€[27 ]}
——
n—1

Sea A= |J Any B= ] Bn. Por (x), limM = AUBU{(},3....)}.

neN neN
1 1
Observemos que A,, es un arco con extremos p,_1 = (5, e 5,0, 1,0,1,...)
——
n—1
1 1
Y qn = (5, e 5,1,0, 1,0,...) para cada n € N. Ademss, A, N A,, = () siempre
N——

n
que m # n. De otro modo, si n,m € N son tales que m < ny z = (z1,22,...) €

1 1 1
A, N A,,. Entonces x = (57..., i’t’ 1,0,1,0,...) y & = (57..., 505 1,0,1,0,...)
—— ——
n—1 m—1

para t,s € [0,3]. Comom < n, s =z, = 3 yt =, € {0,1}, y ya que

1
77071a071707“') =PnYy

g ey

DN | =

t e [O, %} , entonces t = x, = 0. Asi que & = (

2
——
n—1
1 1
x = (5, e g 1,0,1,0,...) = ¢ Esto es una contradiccién, ya que por un lado
N——

m
la coordenada inmediata después de la tiltima que es igual a % es igual a 0 y
por el otro es igual a 1. Por tanto A, N 4,, = 0.
Por la proposicién 2 se sigue que: lim A, = {p}.
n—oo

Para cada n € N, B,, es un arco cuyos extremos son los puntos g,+1 =

1 1 1 1
S =1,0,1,0,) Y gt = (=50 =,1,0,1,0,...).
(27 DX 703 507 ) Y Gn—1 (2 9 0 0 )
N—— ——

n+1 n—1
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Sean n,m € N tales que n < my B, N B,, # 0. Sea x = (x1,x3,...) € B, N

1 1
B,,. Entonces x = (= —t,1—-1¢,1,0,1,0,...) = (5, e g0 S 1-s,1,0,1,0,...)

50 5
N—— N——
n—1 m—1
para t,s € [%, 1] .Comon<m,t=ux,= %, lo que implica que 1 — ¢ es igual
1 1
a % De modo que z = ¢p11. Como x = (5,..., 578,1 -s,1,0,1,0,...), s = % 0
——
m—1
m+1
1
s=1.Sis= %, entonces r = (5, e g 1,0,1,0,...), lo cual es una contradiccién.
N——
n+1
m—1
1 1
Entonces s = 1. Asi que x = (5, e g 1,0,1,0,...) = gp+1 y entonces m = n+2.
N——

n+1
Por tanto, si n,m € N son tales que n < m y B, N By, # (), entonces m = n + 2
y dicha interseccién es el punto g,41-

Ya que ¢p4+1 es un extremo del arco A, se sigue que: B, NBpioNA,11 =
{Qn—i-l}-

4

A,

qn[l B qn+1 B qn+3

n n+2

Por la proposicién 2 se sigue que: lim B, = {p}.
n—oo

Veamos ahora como se intersecta un conjunto A,, con un conjunto B,.
Sean n,m € N tales que A, N B, # 0. Sea © = (v1,%2,...) € 4, N By,.

1 1 1
Entonces x = (5, cery §,t7 1,0,1,0,...) = (5, 305 1-15,1,0,1,0,...) para t €
—— S———
n—1 m—1

[0.5] yse[3.1].

Sin =m, entonces 1 — s = x,,41 = 1, lo que implica que s = 0, lo cual no
es posible. Asi n # m.

Sin < m, entonces t = x,, = % Asique x = ¢, yentonces s =1yn=m—1.
Sim < m, entonces s = X, = % Asi que x = @41 y entonces t = % yn=m++1.
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Por lo tanto, si n,m € N son tales que A, N B,, # 0, entonces n = m — 1 o

n=m+ 1y en ambos casos A, N By, = {¢qn}-

Por lo tanto, [imM es como en la siguiente figura. m

b,

D

Dy
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Ejemplo 21

(0,1)

(b,0) (1,0)

Sea 0 < b< 1.
M = ([b,1] x {0}) U{(z,1 —z) : 2z €[0,1]}.

Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

A) Si y = 0, entonces x puede tomar cualquier valor en [b, 1].
B) Si 0 < y, entonces x =1 — y.

C) Si y =1, entonces z = 0.

D) Si = 0, entonces y = 1.

) Siz =1, entonces y = 0.

) Los puntos (0,1) y (1,0) estdn en M.

Propiedades de los puntos de MM

Por (F), los puntos p = (0,1,0,1,...) y ¢ = (1,0, 1,0, ...) estdn en l[imM. Sea
z = (21,%2,...) € imM tal que p # x # ¢ y m = min{n € N: z, ¢ {0,1}}.

(1) Sim =1, 3 € (0,1). Por (B), 2 = 1 — z1. En general, tenemos que
Tn, =1 Sl n esimpary x, =1 —x; sin es par.

(2) Sim > 1, por (C) y por la eleccién de m, z,,,—1 = 0. Por (D), 2,2 = 1,
por (E), x,,—3 = 0, etc. Procediendo de esta manera vemos que las primeras
m—1 coordenadas de x toman alternadamente los valores 1 y 0. Como z,,—1 = 0,
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por (A) y la eleccién de m se sigue que: z,, € [b,1). Por (B), Zyp41 = 1—24, > 0,
Tmt2 = 1 — Tymy1 = Ty, etc. De modo que las coordenadas siguientes a z,,

toman alternadamente los valores de x,, y 1 — ,.
Modelo de [imM.
Lem

Definimos para cada n € N,

B, = {(0,1,0,1,...,0,1,0,t,1 —t,t,1 —t,...) : t € [b, 1]},
—_——
2n—1
{(1,0,1,0,..,1,0,¢,1 —t,t,1 —¢,..) : t € [b,1]} ¥
—_———

2n

A = {(t1-tt,1—t,..):tel0,1]}.

Sea B = UBnyC: UC”'
neN neN
Por (1) y (2), imM =AU BUC.
El conjunto A es un arco con extremos p = (0,1,0,1,...) y ¢ = (1,0,1,0,...).

A
p q

Ch

Observemos que B,, es un arco con extremos p, = (0,1,0,1,...,0,b,1 —
—————
2n—1

b,b,1—10,...) yp=1(0,1,0,1,...) para cada n € N.
Afirmacién 1: Si n #m, B, N B,, = {p}.

Prueba: Sean n,m € Ncon m <ny z = (z1,22,...) € B, N B,,. Entonces
z=1(0,1,0,1,...,0,1,0,6, 1 —t,t,1 —t,...) y
—_————

2n—1
z = (0,1,0,1,...,0,1,0,8,1 — s,8,1 — s,...) con t,s € [b,1]. Como m < n,

2m—1
2m —1 < 2n — 1, asf que s = xa9,, € {0,1}. Ya que s € [b,1] y b > 0, entonces

$ = xay, = 1. Por tanto z = (0,1,0,1,...) = p.
Por la proposicién 2 se sigue que: lim B, = {p}.
n—oo

Entonces B es un abanico F,, con vértice en p.
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b,

Para cada n € N, C,, es un arco con extremos ¢, = (1,0,1,0,...,0,b,1 —
—_————

2n

bb,1—b,..) vy q¢=(1,0,1,0,...).
Afirmacién 2: Sim #n, C, NC,, = {q}.

Prueba: Sean n,m € N con m < n,y x = (z1,22,...) € C, N C,,. Entonces
z=(1,0,1,0,..,1,0,t,1 —t,t,1 —¢,...) y
—_———

2n
z = (1,0,1,0,...,1,0,5,1 — s,8,1 — s,...) para t,s € [b,1]. Como m < n,
—_————
2m

2m < 2n, asi que s = Toy,y1 € {0,1}. Ya que s € [b,1] y b > 0, entonces
$ = Zomy1 = 1. Por tanto z = (1,0,1,0,...) = q.

Por la proposicién 2 se sigue que: lim C,, = {q}.

n—oo

Asi que C' es un abanico F,, con vértice en gq.

Dada la definicién de B, y C,,, se sigue que B,, N C,, = () para cualesquiera
n,m € N.
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Por lo tanto, [zmM es un arco con un abanico F,, en cada extremo. g

P, q,
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Ejemplo 22

(0,1) (1,1)
(0,1/2) (1,1/2)
(0,0 (1,0)

= ({0,1} x [0,1) U ([0,1] x {3}) -

Propiedades de M.

Sea (z,y) G M. Entonces:

(A) Siy =1, entonces 2 puede tomar cualquier valor en [0, 1].
(B) Siy# 5, entonces z =00z = 1.
(©) (3:3) €M

Propiedades de los puntos de @M

Por (C), p = (% %,. )

Sea x = (21, %2, ...) € limM alquex#py

m = min {n eN:x, # %} Entonces:

(1) zm € [0,3) U(5,1] .

(2) Por (B), Zy+1 = 0 0 @1 = 1. Por la misma razén 43 =00 i3 =
1. Es decir, (Zm+i1, Tmt2,-..) € {0,1}°°. Que recordemos, es homeomorfo al
conjunto de Cantor C.

Modelo de [imM.
Lem
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Sea A,(c) ={(5,... ftc) t €]0,1]} paracadan e Ny ce C,y A4, =

U{An(c) :ceCh.

Por (1) y (2), imM = (U{A ‘ne€ N}) U {p}.

Por la proposicién 2 se sigue que: para cada ¢ € C, lim A,(c) = {p}. Por
lo tanto, lim A, = {p}. T

Para Z;&O; n € Nyce C, Ay(c) es un arco con extremos p,_1(c) =
(%, - %,O,c) Y qn-1(c) = (%, - %, 1,¢). Asi que para cada n € N,
— ——

n—1 n—1
A, es homeomorfo al producto del conjunto de Cantor con el arco [0, 1].

I

A,

Consideremos la funcién o : C — C, dada por o(cy, ¢z, ...) = (c2,c3, ...).
Sic= (c1,co,...) € C, los puntos (0,c1,ca,...) ¥y (1,¢1,c2,...) también estdn
en Cyo((0,c1,¢,...)) =c=0((1,c1,ca,...)). Entonces o es suprayectiva.

Sean € Ny c¢=(c1,ca,...) € C. Notemos que el punto ( €1,C2,...) €S

5, () 57
N—
n

punto interior del arco A, (c) y dado que ¢; € {0, 1}, es ademds, un extremo del
arco Ap41(o(c)). Sicp =0, se trata del punto extremo p,,(o(c)) y si ¢; =1, se
trata de ¢, (o(c)).

Sean m,n € N con m < n tales que A, N A, # (. Sea = = (z1,22,...) €
1 1 1 1
A, N A,,. Entonces v = (5,..., §,t,c) = (5,..., 5,3,@) cont,s € [0,1]yc=
—_——

n—1 m—1

(c1,¢2,...), a = (ar,as,...) € C. Como m < n, s = % y t € {0,1}. Por tanto

1 1 1
(5,...,§,a) =z = (5,...,§,t,c) € {pn-1(c),gn-1(c)}. Esto sélo es posible si
(—

-

m n—1
m=n—1ya=(ay,as,..) = (t,c1,ca,...). Es decir, z es "el punto medio" de
a)

Ay (a) y es un punto extremo de A, (c) = A, (o(a)). Por tanto, para cada a € C
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el arco A, (o(a)) intersecta al arco A,_1(a) en un extremo de A, (c(a)) que es
"el punto medio" de A,_1(a).

De lo anterior podemos concluir que para cada n € N, A, 1, intersecta a A,
en un conjunto homeomorfo al conjunto de Cantor.

A,

Ay
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Ejemplo 23

0,1) (1/2,1/2) (1,1)

0,0) (1/2,0) (1,0

M = ([0,1] x {0,1}) U ({1} x [0,1]).
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Siy =00y =1, entonces = puede tomar cualquier valor en [0, 1].
(B) Si 0 <y <1, entonces z = 3.

(C) Los puntos (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1) pertenecen a M.

Propiedades de los puntos de @M

(x) Por (C), C = {(z1,22,...) : z; € {0,1} para cada i € N} C [imM.
m

Sea x = (z1,%2,...) € limM tal que z ¢ C'y m = min{n € N: z, ¢ {0,1}}.
Entonces:

(1) Por (A) y la eleccién de m, z, € (0,1).

(2) Por (B), 41 = 3. Més atin, z, = 1 para toda k > m + 1.

(3) De (1) y (2) se sigue que z tiene la siguiente forma:

T = (@1,%2, .., T;y—1, T 5, 5, -..) con z; € {0,1} para cadai € {1,2,...,m—

1.

Modelo de [imM.

—
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Sean n, k € N tal que la representacion binaria de n estd dada por axai_1...ag
con ap =1y a; €{0,1} para cada i € {0,1,....k — 1}.

Entonces agag—1...a00 es la representacién binaria de 2n y agag—1...agl es
la representacion binaria de 2n + 1.

Definimos el conjunto A; = {(t, %, %, ) :t €0, 1]} y para cada n > 2
tomamos apag_1...ao Su representacion binaria y definimos

A, = {(ak,l, Ak—2, .-, G0, T, %, %, ) 1t e [O, 1]} .

Por () y (3), limM = ( | J 4, | uC.
neN
El conjunto A; es un arco con extremos py = (0, %, %, ) y p3 = (1, %, %, ) .
Para cada n > 2, A, también es un arco cuyos extremos son
= 0.1 1 = 1.1 1 demss el
D2n (ak—la---aaOa 7272?-") Y P2n+1 (ak—la'“aaOa 32323"')3 ademas €
punto p, = (ak_l, .y G, %, %, ) es el punto medio del arco A,,.

Afirmacién: Sin,m € Nson tal que n < my A, N A, # 0, entonces
sznyAnﬂAm = {an} om=2n+1 yAnmAm = {p2n+1}-

Prueba: Sean n,m € N tales que n < my A, N A, # 0. Sea x =
(z1,22,...) € A, N Ay, Si lag_165—2...a0 es la representacion binaria de n y
1b,_1br_2...bg es la representacién binaria de m, entonces

T = (ak,l,ak,g, ey G0, T, %, %, ) = (br,l,br,g, .y b0y S, %, %, ) con t,s €
[0,1]. Comon <m, k—1<r—1.Sik—1=r—1, entonces lag_1a5_3...a0 =
1b,_1b,—2...bg de modo que n = m lo que es una contradiccién, asi que k — 1 <
r — 1. Esto implica que ¢ € {0, 1}, entonces x = (ak_l, Ak—2, -, 00, T, %, %, ) €
{p2n,P2nt1}. Sit = 0, @ = pa,, por lo que (ar—1,ar-2,...,a0,0, %, 5,...) =
(br,l,br,z,...,bo,s,%,%,...), y vaque s € [0,1] y r+ 1 > k + 1, entonces
§ = Tpy1 = %, asf que (ax_1,a5—2,...,00,0) = (by_1,br_2,...,bp), y entonces la
representacion binaria de m es lag_1ax_2...a00 que es la representacién binaria
de 2n. Sit =1, = pap41, por lo que

(ak_l, Ak—2,4 ..., A0, 1, %, %, ) = (br—la br_g, ceey bo, S, %, %, ) ,y ya que s €
[0,1] y 7+ 1> k+ 1, entonces s = x,11 = %, asi que (ag—_1,aK—2,...,00,1) =
(br—1,br—2,...,bp), y entonces la representacién binaria de m es lag_1a5—2...apl
que es la representacién binaria de 2n+1. Por lo tanto, sin < my A, NA,, # 0,
entonces m =2ny A, N Ay, ={pamtom=2n+1y A, N A, = {pans1}-
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p4n p4n+1 p4n+2 p4n+3

No es dificil notar que C'N (U An> = (. M4s atin, dada la definicién de
neN

los arcos A,, C C U A, vy cuando n tiende a infinito el didmetro de los arcos

neN
A,, es cero.

Por lo tanto, [imM es homeomorfo a la dendrita de Gehman. u

P

1
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Ejemplo 24

(1/2,1)

(1,1/2)

(0,0

Consideremos las funciones f : [0,1] — [0, 3] dada por f(y) = %y
[%, 1] —>1 [%, 1] dada por g(y) = —y—i—%. Entonces f(0) =0, f(1) = %, 9(3)

yg(l) =3
Para cada n € N, la imagen de la funcién g estd contenida en [%, 1] y la

imagen de la funcién f™ = fo...o f estd contenida en [O, 2%} .
W—’

||%

1
2

M = {(f(y), )ye[Ol}U{ ).y):y € [3.1]}.

Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Si0 <y < 3, entonces z = f(y) € [0, }) .

(B) Si % < y < 1, entonces ocurre una de las siguientes cosas:
(B.1) 2 = f(y) € [0,3] o

(B2) z =g(y) € [3,1] .

(C)Siy=3, entonces z =1 oz =1

(D) Si y =1, entonces z = 3.

(E) Siz= l entonces y = 1.

(F)Siz= 1 entonces y = 1.

(G) Los puntos (3,1) y (1,3) pertenecen a M.

Propiedades de los puntos de limM.

(6]



) ) 27

Sea x = (z1,22,...) € MM tal que z ¢ {p,q}t y

m=min{n€N:z, ¢ {5,1}}. Entonces:

(1) zm € [0,3) U(5.1).

(2)Sim=1ya, € [07%) , por (A), o = f(x1) € [O, i) . Por la misma
razén z3 = f(xa) = f2(z1), z4 = f3(21), etc. Entonces z,, = f"~1(z1) para
cada n > 2.

(3) Sim =1y z, € (,1), ocurre una de las siguientes cosas:

(3.1) zo = f(z1) € (}1, 2) , y en consecuencia las siguientes coordenadas son
todas aplicaciones sucesivas de la funcién f o

(3:2) w2 = g(21) € (3,1), y por (B), x5 = f(g(x1)) 0 x3 = ¢°(21).

(3.2.1) Si asz = f(g(z1)), por (A), za = f*(g(x1)), x5 = f*(g(21)),etc. De
manera que despues de la primera vez que se aplica la funcién f las siguientes
coordenadas son todas aplicaciones sucesivas de f.

(3.2.2) Si z3 = g*(z1), por (B), z4 = f(9*(z1)) 0 z4 = g3(z1). Asi que
estamos en la misma situacién de antes, se aplica la funcién f y en consecuencia
las siguientes coordenadas son todas aplicaciones de f o se aplica g y para
la coordenada siguiente tenemos nuevamente la misma situacién. De manera
que, todas las coordenadas son aplicaciones sucesivas de g o en algiin momento
se aplica la funcién f y a partir de ahi las siguientes coordenadas son todas
aplicaciones de f.

(4) Sim > 1, zy—1 = 3. Si -1 = 1, como (T, Tm-1) € M, por (D),
Ty = % lo que es una contradicciéon. Por tanto x,,_1 = %

(5) Por (E), &2 = 1. Por (F), z,,—3 = 3. Procediendo de esta manera
tenemos que las primeras m — 1 coordenadas toman alternadamente los valores
ly %, hasta x,,_1 que es igual a %

(6) Como (X, Tm—1) € M, por (C) y la definicién de m, ,, = ;. Por (A),
b = 1 (1) = b tsa = £ (8) = . ete.

Por (G),p=(3,1,3,1,... =(1,4,1,3,...) estdn en limM.
l

(%) Por lo descrito en los puntos anteriores, = es de alguna de las siguientes
formas:

) (t f@), f (t), )Conte[o 3) U(3:1),
() (t) )conte( 1),

i4i) ( ), ),f(g"(t)),f2(g”(t)),...) para alguna n € Ny t €
1
(5’1)’ 111 11 1

, _ 11 1 _ 11 1

w)x = (1a§a17§7~--7§71 5160 ) 0T = (§a1,§717---7§,zagaﬁ,---) para

—_——— —_——
n—1 n—1

alguna n € N.

Modelo de [imM.
ym
Definimos los siguientes conjuntos:

A={(tg(t),g*(t),..): t € [5,1]},
Ao = {(t, f(1), f2(t),...) - t € [0,1]},
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Ay = {(t79(t)» g (), F(g™ (), F2 (9™ (1)), ...)  t € [%, 1] } para cadan € N.

Por (x), fimM = AU (| {4 :n € NU{0}}).

El conjunto A es un arco con extremos p = (%, 1, %, 1, ) yq= (1, %, 1, %, ) .
Ap es otro arco con extremos pg = (0,0,...) y qo = (17 ;, }l, é, ) .

Para cadan € N, A,, es un arco que tiene por extremos los puntos

(313 Long™ (1) f (o7 (5 )) (9" (3)) ) ¥
(1,51, 5, 79() Flg"(1), f*(g ()) -) -
Observemos que sin es par g" ( ) = 2 yg"(1) =1, ysinesimpar g" (%) =1

yg"(1) = 3.
Entonces, si n es par, A,, tiene por extremos los puntos
1 1 1 1 .
DPn = (5) 17 57 1a (a3} 57 i7 %a %7 ) Y qn = (17 §a 17 57 ey 17 %7 %7 %, ) Ysin
—— ——
n+1 n+1

1
es impar, A,, tiene por extremos los puntos p,+1 = (5, 1, o 1,..,1,4
| ———

n+1
1 1 1,4
Y @n—-1 = (1;57175 1904 g7T67"')'
N—— ———

n+1
Veamos de que manera se intersectan los arcos A,,.

Sea n,m € N con n < m tales que A, N A,, # 0.

Sea x = (z1, T2,...) € A, N Ay

Entonces & = (t,g(t), -..g" (t), £ (6" (1)), £2(g" (1)),

2 = (5,9(8) s (5}, 7™ (), (™)), ) con 5, € [3,1]. Como s =
x1 =tymn < m,entonces Tyt = g"(s) = f™ "(g"(t)). Como para cadam € N
la imagen de la funcién g estd contenida en [3,1] y para cada k € N la imagen

de f estd contenida en [0, 1], entonces g™ (s) = § = f™"(g"(t)), asf que s = 1

—

1 1
ymes par o s =1y m es impar. Entonces x = (5 '3 B 5 i %,...) = Dm
|
m+1

1 1
ox=(1, 2 1, 20 3.5, %: ) = @m—1. Por otra parte, como f™"(g"(t)) = 1
—_———

m
entonces ¢"(t) = 1y m —n = 1l,asi que m = n + 1. Si ocurre que s = % vy
m =n+ 1 es par, entonces n es impar y A, N A,11 = {pn+1}. Silo que ocurre
esque s =1y m=mn+1 es impar, entonces n es par y A, N A, 11 = {gn}. Por
lo tanto, si n,m € N son tales que n <m y A4, N A4,, # 0, entonces m =n + 1
y dicha interseccién es {p,+1} si n es impar o es {g,} si n es par.
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Las intersecciones de estos arcos se ven de la siguiente forma.

q-ll[l qn+ 1 qnga qn qn+2

an pn+1 pn+3 pn pn+2
Sim[eées[impar Sim[es[par

Por la proposicién 3 se sigue que: lim A, = A.
n—oo

Por lo tanto, [imM es homeomorfo al continuo sen (1) . u
2l x

q, q. q, q, q; q

VQ ‘X X A

p0 pz p4 pﬁ ps p
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Ejemplo 25

(0,1)

(0,1/2)

(1,0

= ({0} x [%,1]) U{(z,1—=z):x€l0,1]}.

Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:
(A)Si0<y< 3, entonces z=1—y.
1s<y<l entoncesx=1—yox=0.
B)Sii<y<l, 1-y 0
(C) Siy =0, entonces x = 1.
(D) Siy =1, entonces = = 0.
1y = 5, entonces x =5 ox =0.
E)Siy % % 0

Propiedades de los puntos de [imM.

Sea = (21,22, ...) € limM.

()SI£E1€[ ) o( ),zo =1—x1. Por (B),z3 =00x35 =1—x2 = x7.

(1.1) Sl.’L’g—O por (C) y (D), z4 =1, z5 = 0, zg = 1, etc. De manera que
las coordenadas siguientes a la primera que es igual a 0 toman alternadamente
los valores 1 y 0.

(1.2) Sizg = 1, por (A), x4 = 1—z1. Por (B), z5 = 0 0 x5 = 1.Procediendo
de la mima forma tenemos que todas las coordenadas siguientes toman altenada-
mente los valores 1 y 1 —z; o existe un primer momento m para el cual x,, =0
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y en consecuencia las siguientes coordenadas toman alternadamente los valores
1yo0.

(1.3) Si existe m = min{n € N : z,, = 0}, entonces m es impar.

(2) Sizi € (4,1], por (B), za =00 22 =1—a1.

(2.1) Si 23 = 0, por (C) y (D), todas las coordenadas siguientes toman
alternadamente los valores de 1 y 0.

(2.2) Si @2 = 1 — a1, por (A), z3 = 1 — 29 = z1. Por (B), z4 = 0 o
x4 = 1—x1. Procediendo de la misma manera tenemos que todas las coordenadas
siguientes toman alternadamente los valores de 1 y 1 — x1 o existe un primer
momento m tal que z,, = 0 y en consecuencia las siguientes coordenadas toman
alternadamenete los valores 1 y 0.

(2.3) Si existe m = min{n € N: z,, = 0}, entonces m es par.

(3) Si @y = 4, por (E), z2 =% 0 22 = 0. Si 2 =0, por (C) y (D), todas las
coordenadas siguientes toman alternadamenete los valores de 1 y 0. Si xo = %,
por (E), 3 = % o x3 = 0. Siguiendo de la misma manera tenemos que todas las
coordenadas son iguales a 1 o existe un primer momento m tal que z,, = 0y

2
en consecuencia las siguientes coordenadas toman alternadamente los valores 1

y 0.

Modelo de [imM.
Lem

Para cada n € N, definimos As, = {(t,1 —¢,¢t,1—¢,...,1—1¢,0,1,0,1,...) :

2n
t€ 0,4}y Bap—1 = {(t,1 —t,t,1 —¢,...,£,0,1,0,1,...) : t € [4,1]}, definimos

2n—1
también el conjunto A = {(¢,1 —¢,t,1—¢,...): ¢t € [0,1].

Por (1), (2) y (3), limM = AU <U A2n> U (U BQ,H) .

neN neN
El conjunto A es un arco con extremos p = (0,1,0,1,0,...) y ¢ = (1,0, 1,0, ...),

ademds el punto ¢ = (%, %, ) es "el punto medio" de A.

P ¢ q

Afirmacién 1: Para cada n € N, Ay, N Bg,,_1 = 0.

Prueba: Sean € N. Supongamos que As,NBa,_1 # (. Seax = (z1, 22, ...) €
Asp, N Boy,—1. Entonces « = (¢,1 —¢,¢,1 —1¢,...,1 —¢,0,1,0,1,...) y

x=(s,1—8,81—s,..50,1,0,1,..) para t € [O, %] y § € [%,1] . Como
1—t = z9, = 0, entonces t = 1, lo que es una contradiccién al hecho de que
te [O, %] . Por lo tanto Ag, N Ba,—1 = 0.
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Para cada n € N, Ay, es un arco con extremos p = (0,1,0,1,...) y pa, =

11
(5550, 1,0,1,...).
———

2n
Afirmacién 2: Para cualesquiera m,n € N distintos, As, N Aa,, = {p}.

Prueba: Sean n,m € Nconn <my z = (x1,xa,...) € Aap N Aoy
Entonces z = (¢t,1 — ¢, t,1 —¢,...,1 —1,0,1,0,1,...) y

2n
x=(s,1—s,8,1—s,...,1—5,0,1,0,1,...) para s,t € [O, %] . Como 2n + 1

2m
es menor que 2m, 0 = xg,41 = s. Asi que z = (0,1,0,1,...) = p. Por lo tanto,

A2n N A2m = {p}
Por la proposicién 1 se sigue que: lim pa, = c.
n—oo
Sea I = {(t, 1—t,t,1—t,...):te [O, %] } . Notemos que I; es el subarco de
A que abarca su primera mitad.
Por la proposicién 3 se sigue que: lim Ag, = I7.
n—oo

Por lo tanto, U As, es un abanico arménico con vértice p.
neN

D

¢ q

Para cadan € N, By,,_1 es un arco con extremos ¢ = (1,0,1,0,...) y gan—1 =

1 1
— ., =,0,1,0,1,...).
(27 727()’ 707 ) )
——

2n—1

Afirmacién 3: Para cualesquiera m,n € N distintos, Ba,,—1 N Bam—1 = {q}.

Prueba: Sean n,m € Nconn < myxz = (x1,a,...) € Bap_1 N Bap—1. Asi

que ¢ = (t,1—¢t,t,1—t¢,..,t0,1,0,1,...) = (s,1 —s,5,1—s,...,5,0,1,0,1,...)
2n—1 2m—1

para s,t € [%, 1] . Como 2n es menor que 2m—1, 0 = x5,, = 1—s, entonces s = 1,

de donde tenemos que z = (1,0,1,0,...) = g. Por lo tanto, Ba,_1NBam—_1 = {q}.
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Por la proposicién 1 se sigue que: lim q2,—1 = c.
n—oo

Sea I, = {(t,1 —t,t,1 —t,...) : t € [,1] } . Notemos que I es el subarco de
A que abarca su segunda mitad.
Por la proposicién 3 se sigue que: lim By,—1 = Is.
n—oo

Por lo tanto, U Bs,,_1 es otro abanico armoénico, ahora con vértice q.
neN

P

82



Ejemplo 26

(L,1)

(1/2,1/2)

(1,1/2)

(0,0) (1/2,0)

M = ([0.3] % 10)) U ({4} x [0.3]) U ([3.1] x {8}) U (1) x [5.1)).

Propiedades de M.

wn

o

) € M. Entonces:

= 0, entonces = puede tomar cualquier valor en [0, 3] .
<y < %, entonces r = %
— l
<

(z,

S

entonces x puede tomar cualquier valor en [%, 1] .

e
A
B
C
D y < 1, entonces z = 1.
E

NN SN N
~

Para poder dar un modelo de [#mM primero definiremos los siguientes con-

juntos:

Para cada n € N, Sea

11 1
B, = {(0,..,0,t,=,=,..):te0,=]}y
~—— 2'2 2
n—1
1 1 1
Co = {(zrmgot L1 ) st €[5 1)
N——
n—1

Para n,m € N tales que n <my m—n > 2, Sea
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1 1
An,m = {(07"',0737717 57"'7 iaxnn]w]-a ) Tn € [07 %} Y Tm € [%a 1]}
n—1 v
m—n—1

Sea ¢ = (0,0, ...).

Afirmacién 1: B = {¢q} U (U Bn> €s un arco.
neN

Prueba: Paracadan € N, B, es un arco con extremos ¢, = (0, ...,0, %7 %7 o)
——

n
¥ qn—1 = (0,...,0, %, %, ...). Sean n,m € N conn < m, tales que B,,NB,, # (. Sea

n—1
z = (21,2, ...) € ByNBy,. Entonces z = (0,...,0,t, 5, 3,...) = (0,...,0, 5,3, 1, ...)

S~—— S~——
n—1 m—1
para s,t € [0,%]. Comon < m,t =z, =0y s =z, = %, entonces

T=¢y =(Qm-1- Asiquem=n+1y B,NByy1 = {Qn}
Por la proposicién 2 se sigue que: lim B, = {q}.
n—oo

Por lo tanto, B es un arco con extremos ¢ = (0,0,...) y o = (3, 3,...) .

q oo q. q, qO

Sea pp = (1,1, ...).

Afirmacién 2: C = {p,} U (U C’n> €s un arco.
neN

Prueba: Paracadan € N, C,, es un arco con extremos p,, = (5, o 1,1,..)
N——

n

1 1
Y Pn_1 = (5, o g 1,1,...). Sean n,m € N con n < m, tales que C,, N C,, # 0.

——
n—1
Sea x = (z1, 22, ...) € Cp N Chy.
1 1 1 1
Entonces z = (5, ey 5,7571, 1,...) = (5,..., 575,1, 1,..) para s,t € [1,1].
—— N—

n—1 m—1
Comon<m,t=ux, = % y s =z, = 1, entonces x = p, = pm_1. Asi que
m=n+1y C,NChi1 ={pn}
Por la proposicién 2 se sigue que: lim C,, = {qo}-
n—oo

Por lo tanto, C' es un arco con extremos gy = (%, %, ) ypo=(1,1,..).
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Como cada elemento de B\{gy} termina en una cola de niimeros % y cada

elemento de C\{qo} lo hace en una cola de unos, tenemos que (B\{go}) N

(C\{qo}) = 0.
Py

b,

B
q . q, q, q0

Para cualesquiera n,m € N tales que n < my |n —m| > 2, A, ,,, es una
2-celda y se ve de la siguiente forma.

n  ((m-1)-n) (n-1)  (m-n)

(....,0,1/2,...,1/2,1,1,...) (....,0,1/2,...,1/2,1,1,...)

(,...,0,x,,1/2,...,1/2,1,1,...)
n-1

0,...,0,1/2,...,1/2,1,1,...) 0,...,0,1/2,...,1/2,1,1,...)
n (m-n) (n-1) (m-(n-1))
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En el conjunto A,, ,, cuando se fija la coordenada z,, = 0 y se varfa x,, en
[3,1] tenemos el arco I, = {(0,...,0,%, ..., 5, %m,1,1,...) : @p, € [3,1]}. Si en
~——

n
el conjunto Ay,41.m, fijamos la coordenada x,4+1 = % y variamos x,, en [%, 1]
tenemos también el arco [,,. Entonces A, ,, y Ant1,m se "pegan" en el arco I,.

l
/

n

An+ 1,m An,m

1

, 2] tenemos el arco [, =

Si ahora en Ay, , fijamos z,, = % y variamos x,, en [O

1 1
{(0,...,0, 2, 50 571, 1..) : x, €0, %]} Sien Ay mt1 se deja fijo o1 =1
n—1 v
m—(n+1)

y variamos z,, en [0, %

"pegan" en el arco [},.

] tenemos también el arco [;,. Asf que A, ¥ Anomt1 S€

An,m

A'n,m+1

Por como hemos definido los conjuntos A, ,,, cuando n va creciendo las n—1
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primeras coordenadas de A, ,,, que son todas iguales a 0 van aumentando, por
lo que cuando n tiende a infinito los conjuntos 4,, ,,, convergen a {(0,0,...)}.

Si ahora fijamos n y observamos que cuando m va creciendo el nimero de
coordenadas posteriores a x,, iguales a % va aumentando, de esto tenemos que
los conjuntos A, ., convergen al arco B,.

En los conjuntos A, ,, cuando n = 1, por la condicién de que m —n > 2,
el menor valor que puede tener m es 3, entonces para n = 1 el primer conjunto
que tenemos de la forma A,, ,, es A; 3. Para cada m > 3, en el conjunto A ., =
{(z1, 3, 3, 2m,1,1,.0) s 21 € [0,3] y 2 € [£,1]} cuando fijamos z; = 3,
tenemos que al variar z,, en [%, 1] obtenemos el arco C,,. Entonces para cada
m > 3, Cp C Al,m'

Por todo lo que hemos descrito hasta ahora, podemos concluir que la unién

de todos los conjuntos que definimos se ve de la siguiente manera.
o
C,
D,
C,
D,
C;
bp;
C,
P,

C;
P;

»

1,3

>

2,4 1,4

>
»>|

A3,5

2’5 195

q oo e q; Bg q, Bg q, B1 qO

Este conjunto es homeomorfo a una 2-celda con un segmento afiadido.

SeaA:U{An’m:n,meN,n<mym—n22}.
Denotemos por L al conjunto AU B U C.
Afirmacién 3: MLM = L.

Prueba: Primero veremos que L C [imM.
Sea



y & = (z1,22,...) € L. Por como estdn definidos los conjuntos que forman a
L, para cadan € N, (z,,41,2,) € S. Por (A), (B), (C), (D) y (E), S C M. Asi
que x € MM Por tanto, L C mM

Ahora veamos que limM C L.

Sea x = (z1,%2,...) € limM. Por (E), (0,0,...) € limM. Si z = (0,0,...),
entonces x € L. Tomemos z = (z1,22,...) € limM tal que = # (0,0,...) y sea
m = min{n € N: z,, # 0}.

(1) Sim=1, z; € (0,1].

(1.1) Si z; € (0, %), por (B), 23 = % Por (C), 3 puede tomar cualquier
valor en [%, 1] . Sixg = %, por (C), ¢4 puede tomar cualquier valor en [%, 1] .
Procediendo de esta forma tenemos que todas las coordenadas siguientes a xo

1

son todas iguales a 5 o existe un primer momento m > 3 para el cual z,, estd

en (%, 1] y por(D), todas las coordenadas siguientes a x,, son iguales a 1. Asi
que en este caso x = (xl, %7 %7) oxr = (xl, %, cey %,xm,l, 1, ) para alguna
m>3y Tm € (%, 1] , por lo que entonces x € By o z € A .

(1.2) Sizp = %, por (C), z2 puede tener cualquier valor en [%, 1] . De la
misma manera que en el punto anterior tenemos que las coordenadas siguientes
a x1 son todas iguales a % o existe un primer momento m > 2 para el cual
Tm € (%, 1] y por (D), todas las coordenadas siguientes a x,, son iguales a 1.
De manera que en este caso z = (3,1,...) € Bioz = (3,....3,2,,1,1,...)
para algunam > 2y z,, € (%, 1} , entonces x € By o x € C,,.

(1.3) Six; € (%, 1] , por (D), o = 1. Por la misma razén, todas las coorde-
nadas siguientes a x5 son iguales a 1. Entonces x = (z1,1,1,...) € Cj.

(2) Sim > 1, como (T, Tm—1) € M, por (A) y por la definicién de m,
Tm € (0, %] .

(2.1) Si zm € (0,3), por (B), @ys1 = 3. Por (C), Tpmys puede tener
cualquier valor en [%, 1] . Como ya hemos visto ocurre que las coordenadas
siguientes a ,,4+1 son todas iguales a % 0 existe un primer momento k£ >
m + 2 para el cual 7 estd en (%, 1] y por (D), todas las coordenadas sigu-
ientes a xp son iguales a 1. Asi que en este caso x = (O,...,O,mm,%,%,...) 0
r = (O,...,O,xm,%,...,%,:pk,l,1,...) para alguna k > m + 2 y xp € (%,1] ,
entonces x € By, o © € Ay, k.

(2.2) Si @y, = 5, por (C), Zp41 puede tomar cualquier valor en [1,1] . Nueva-
mente ocurre que las coordenadas siguientes a x,, son todas iguales a % o existe
un primer momento k > m+ 1 para el cual x € ( %, 1] y en consecuencia todas
las coordenadas siguientes a zj son iguales a 1. Asi que z = (0, ...,0, %, %, )0

——
m—1
x = (0,...,0, %, ey %,xk, 1,1,..) para alguna k > m+ 1y a € (%, 1] , entonces
m—1

rE€EBpoxr €Ay 14
Por (1) y (2), = € L. Esto muestra que [imM C L.

Por lo tanto, limM = L. u
@m
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Ejemplo 27

(1/2,1)

(0,1/2) (1,1/2)

(1/2,0)

Consideremos las funciones:
I) f:[0,1] — [0, 1] dada por f(y) = |y — %]
I g:[0,1] — [%,1] dada por g(y) =1 — |y— %| .

Notemos que f(0) =%, f () =0, f(1)=1,9(0) =23, 9(3)=1yg(1) = 1.

M = {(f(¥),y) : y € [0, 1]} U{(9(y),y) : y € [0,1]}.
Propiedades de M.

Sea (z,y) € M. Entonces:

(A) Para cada y, x = f(y) o z = g(y).

(B) Los puntos (0, %) , (%, 0) , (%, 1) y (17 %) pertenecen a M.

Propiedades de los puntos de @M

Sea x = (x1,%2,...) € M y n € N. Entonces:

(1) Por (A), zni1 = f(zn) 0 Tns1 = g(@n).

Notemos que si a € {0, 1}, entonces la expresién (1 —a)f(t) + ag(t) toma los
valores f(t) o g(t).

Modelo de [imM.
42m
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Recordemos que C' denota al conjunto de Cantor visto como {0,1}°.

Veremos que [imM es homeomorfo a la grafica completa bipartita K¢ c.

Por (1) tenemos que

limM = {(21,22,...) 1 71 € [0,1], i1 = (1—a;) f(z:) +aig(z:) y a; € {0, 1}
para cada ¢ € N}.

Sea A = {(21,22,...) : x1 € [0, 3], mip1 = (1—a;) f(2;) +aig(z;) y a; € {0,1}
paracadai € N}y B = {(x1,22,...) : ¢1 € [%, 1], i1 = (1 —a;) f(x;) + a;g(ax;)
y a; € {0,1} para cada i € N}, entonces AU B = [imM.

Por (B),

C, = {(al, %,aQ, %,) :a; € {0,1} para cada i € N} y
Cy = {(%,al, %,ag, ) :a; € {0,1} para cada i € N}

son subconjuntos de MM
Afirmacién 1: C; y C5 son homeomorfos a C.

Prueba: Dado x = (ay,as,...) € C, definimos h; : C — C} como hy(z) =
(al,%,ag,%,...) y he : C — Cy como hy(z) = (%7CL1,%,CL27...). Probaremos
que hi y he son homeomorfismos.

Por como estdn definidos Cy y Co, hy y ho son suprayectivas.

Si ¢ = (a1,a2,...), y = (b1,b2,...) € C son tales que x # y, para alguna
n € N a, # by, entonces hi(z) = (a1, 5,a2,3,...) # (b1,5,b2,5,...) = hi(y)
y ho(z) = (%,al,%,ag,...) * (%,bl,%,bg,...) = ha(y). Asi que hy y hg son
inyectivas.

Probemos ahora que h; y hs son continuas.

Sea x = (a1, as,...) € C'y sea ¢ > 0. Tomamos m € N tal que Q}n < e.

Hacemos U,, = {a1} x {a2} x ... x {am} x {0,1} x {0,1} x ... Entonces
U,, es un abierto de C que contiene a x. Si y = (by,bs,...) € Uy, entonces las
primeras m coordenadas de y son iguales a las de . Asi que d(hi(x), h1(y)) =

m _bm m _bm

i st Engitenly b agiteal < <oy dnto) ) =
St ot gy + gl 0l el 4 < L < e Entonces
h1 y ho son continuas.

Asi hy y hg son homeomorfismos. Por tanto, Ci;y Cy son homeomorfos a C.

) f(5)=0yg(3) =1L
entonces z3 = (1 — a1) f(0) +
(%)-Fazg( ) =0+ae —ag,
) =% (pues as € {0,1}),..

Observemos que f(0) = f(1) =1 = g(0) = g(1

Sea x = (z1,xa,...) € lzmM tal que xl 0,
a19(0) = (1 —a1)3 +ai(z) = 3, w3 = az)f
x4 = (1 —a3)f(a2) +azg(az) = (1 - a3 as (3
que x = (07 %7(127 %70,47 %7 ) € (.

Por otra parte, si ; = %, calculando en forma similar, tenemos que x =

2
(%’alﬁ %aa?n ) e Cs.
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Finalmente, si 1 = 1, se obtiene que x = (1, %, asg, %, Qyq, %, ) e (1.

En A por cada sucesién (aq,asg,...) € {0,1}°° cuando x; varfa en [0, 2} te-
nemos un arco con extremos (O7 %,ag, %,a4, ) eCyy (%,al, %,ag, %, ) € Cs.
En B por cada sucesion (aq,as,...) € {0,1}*° cuando x; varia en [%, 1] tenemos
un arco con extremos (%,ah %,ag, %,) e Cyy (1, %,ag,%,a4,...) € Cy. Asi
que éinM es la unién de todos estos arcos.

Afirmacién 2: Para cualesquiera = € C; y y € C5 existe un arco en AU B
que los tiene por extremos.

Prueba: Sean z = (al,%,ag,%,...) e Ciryy = (%,bl,%,bg,...) € (Cs.
Consideremos dos casos.

Caso 1. a; = 0. Tomamos en A el arco que resulta de tomar la sucesién
(b1, az2,b2,as3...) € {0,1}°° y variar z1 en [O, %] , como ya vimos este arco tiene
extremos (07 %,ag, %,(13, ) =zxy (%,bl, %,bg,...) = y. Asi que existe un arco
en A que tiene por extremos los puntos x € Cy y y € Cs.

Caso 2. a; = 1. Tomamos en B el arco que resulta de tomar la sucesién
(b1, az,bs,...) € {0,1}° y variar z1 en [3,1], este arco tiene por extremos los
puntos (%,bl, %71127...) =yy (1, %,ag, %, ) = x. Asi que existe un arco en B
que tiene por extremos los puntos z y y.

Por lo tanto, para cualesquiera = € C y y € C5 existe un arco que los tiene
por extremos.

Afirmacién 3: Cualquier par de arcos sélo se pueden intersectar en sus
extremos.

Prueba: Sean [y y I arcos en @M con Iy # Iy tales que I3 Ny # 0.
Consideramos 2 casos.

Caso 1. 1; C A.
Como l; C A, entonces l1 = {(z1,22,...) : 1 € [0, %] vairr = (1—a;) f(z:)+
a;g(z;) para cada i € N} para alguna sucesién (a1, az,...) € {0,1}*°.

Si ly C B, entonces ly = {(z1,22,...) : 71 € [$,1] y @1 = (1 = b;) f(z;) +
b;g(x;) para cada i € N} para alguna sucesion (b1, ba,...) € {0,1}°.
Sea © = (x1,%2,...) € l1 Nly. Entonces x = (¢, (1 — a1)f(t) + a19(t), (1 —
= (s:(

h (1
az) f(z2) + azg(x2),...) = (5, (L = b1)f(s) + b1g(s), (1 — b2) f(x2) + b2g(x2), ...)

para algunas t € [0, %] y s € [;, . Como t =27 = s, entonces t = s € [0, 5
ys=te [%, 1] , por lo que entonces t = s =z = % y como ya vimos en este

caso x es un extremo del arco I y del arco [s.
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Sily C A, entonces ly = {(z1,22,...) : 1 € [0, 3] y zip1 = (1= b;) fz;) +
big(z;) para cada i € N} para alguna sucesion (by, ba, ...) € {0,1}*°.

1 Nla. Entonces x = (¢, (1 — a1) f(¢) + a1g(t), (1 —

Sea x = (v1,x2,...) €1
= (5, (1 = b1)f(s) + brg(s), (1 = b2) f(22) + bag(x2), ...)

az) f(x2) + azg(w2), . )
para algunas t, s € [0 5

Como I # o, entonces (a1,az,...) # (b1,bs,...), por lo que existe m =
min{n € N : a, # b,}. Podemos suponer que a,, = 0 y b,, = 1. Entonces
Tmi1 = (1 — am)f(@m) + amg(@m) = f(@m) ¥y tmy1 = (1 = bp)f(zm) +
bmg(xm) = g(xm), asi que f(z,,) = g(zm), por lo que entonces z,, = 0 o
Zm = 1. En cualquiera de los casos, como (2, zm—1) € M, entonces x,,—1 = %
Como (Zy—1,Tm—2) € M, entonces x,,_o € {0,1}. Procediendo de esta forma
llegamos a que x7 = % o x1 € {0,1}. En cualquiera de los casos tenemos que
entonces x es un extremo del arco [y y del arco [s.

Asi que, l1 y lo se intersectan s6lo en uno de sus extremos.

Caso 2. || C B.
Como l; C B, entonces Iy = {(x1,22,...) : 1 € [%, Uy ziz1 = 1—a;) f(x;)+
a;g(z;) para cada i € N} para alguna sucesién (ay, az,...) € {0,1}°°.

Sily C A, entonces ly = {(z1,22,...) : 1 € [0, 3] ¥y zip1 = (1= b;) f(z;) +
big(z;) para cada i € N} para alguna sucesion (by, ba,...) € {0,1}*°.

Sea © = (x1,22,...) € l1 Nly. Entonces x = (¢, (1 — a1)f(t) + a19(t), (1 —

az) f(x2) + azg(w2),...) = (s, (1 = b1) f(s) + brg(s), (1 — b2) f(w2) + bag(2), ...)
para algunas s € [0, 2] yte [%, 1} . Como t = 1 = s, entonces s =t € [0, %]
yt=s¢€ [%, 1] , por lo que entonces t = s =z = % y como ya vimos en este

caso z es un extremo del arco l; y del arco ls.

Sily C B7 entonces Iy = {(1‘1,1‘2, ) 1 X1 € [%,1] Y Tit1 = (1 — bz)f(fﬁz) +
big(z;) para cada i € N} para alguna sucesién (by, ba, ...) € {0,1}*.

Iy Nly. Entonces © = (¢,(1 — a1)f(t) + a19(t), (1 —
(s, (1 = b1)f(s) + big(s), (1 — b2) f(w2) + bag(z2), )

Sea © = (z1,%2,...) €
a2)f(z2) + azg(z2), ...) =
para algunas t, s € [%, 1]

Como Il; # Iy, entonces (ay,as,...) # (b1,be,...), por lo que existe m =
min{n € N : a, # b,}. Podemos suponer que a,, = 0 y b,, = 1. Entonces
Tm4+1 = (1 - am)f(mm) + amg(xm) = f(xm) Yy Tm41 = (1 - bm)f(mm) +
bmg(zm) = g(xm), asi que f(zm,) = g(zm), por lo que entonces z,, = 0 o
ZTm = 1. En cualquiera de los casos, como (2, Tm—1) € M, entonces x,,_1 = %
Como (Ty—1,Tm—2) € M, entonces x,,—o € {0,1}. Procediendo de esta forma
llegamos a que x1 = % o z1 € {0,1}. En cualquiera de los casos tenemos que
entonces x es un extremo del arco Iy y del arco [s.

Asi que, l1 y lo se intersectan s6lo en uno de sus extremos.
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De los casos 1 y 2 concluimos que cualquier par de arcos sélo se pueden
intersectar en uno de sus extremos.

Por lo tanto, @M es homeomorfo a la grafica completa bipartita K¢ c. m
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Ejemplos importantes que no desarrollamos.

Ejemplo 28

(0,1)

(0,0) (1,0)

M = ({0} x [0,1]) U{(z,1 — ) : z € [0,1]}.

En [9] Paula Ivon Vidal Escobar desarrolla de manera detallada el modelo
de [imM.

Para entender como es el modelo de [imM ilustraremos unos primeros pasos
que reflejan el comportamiento de éste.

Primero consideremos dos copias disjuntas del conjunto de Cantor que lla-
maremos C; = {0} x C' x {1} y Cy = C x {0} x {0}.

Para cada n € N, definimos los siguientes conjuntos.

Si n es impar, definimos

D, = Cm({o}x[lg,}?,lgiﬂ]x{l})y
E, = Cgﬂ<{1—3n121,1]><{0}><{0}).
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Si n es par, definimos

D, Cin ({0} X {1— 31 ,1] X {1}) y

CQO(|:]._37}22,1_32§:| ><{0}><{0}>.

w3

E,

Para cada n € N, F), representa el paso n-éstmo del proceso y consiste en
tomar desde cada punto de D,, un arco a un punto de F,. Estos arcos tienen
cierto orden y no se intersectan entre ellos.

A continuacién representaremos los primeros 4 F),, para poder ver como se
comportan estos.

Podemos representar Fj como en la siguiente figura.
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Podemos representar F» como en la siguiente figura.

Podemos representar F3 como en la siguiente figura.

Cl D3
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Podemos representar F; como en la siguiente figura.

c, b

Llamamos [ al arco en R? que tiene por extremos los puntos a = (0,1,1) € Cy
y b=(1,0,0) € Cs.

El modelo de imM es ( Fn> ul.
neN
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Ejemplo 29
(1,1)

(1/2,3/4)

(1/2,1/4)

(0,0

Consideremos las funciones:

I) f:[0,2] — [0,1] dada por f (y) = 2y.

IT) g: [%,1} — [%, 1] dada por g (y) =2y — 1.

M= {(f(®),y):yec[0,5]}u{le@®),v):yve[}1]}.

En este caso [imM = {(0,0,...),(1,1,...)}.
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Ejemplo 30

(1,1)
(2/3,8/9)
(2/3,5/9)
(1/3,4/9)
(1/3,1/9)
(0,0)
Consideremos las siguientes funciones:
I) f:[0,5] — [0,%] dada por f(y) = 3y.
IT) g: [g, 3] — [4,2] dada por g(y) =3y — 1.
I) h: [§,1] — [2,1] dada por h(y) = 3y — 2.
M = {(f(¥).y):y€[0,5]}U{s®).y):ye 53]} Uiy : y €

En este caso [imM = {(0,0, o), (%7 %, ) , (1,1, )} .
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Ejemplo 31

1/2,1) 1,1

(L,2)

(0,0)

Sea % <a<l.
El conjunto M que tomamos son dos segmentos de lineas rectas, el primero
es el segmento de linea que tiene por extremos los puntos (0,0) y (3,1) y el

segundo es el segmento de linea que tiene por extremos los puntos (%, 1) y (1,a).

En este caso [imM es un arco que llamaremos A.
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Ejemplo 32

(1/2,1) (1,1)

(0,0) (1,0
Consideremos la funcién f : [0, 1] — [0, 1] definida como sigue

2x siz € [0,%),

fz) =
2-2z size[3,1].
M = {(z, f(2)) : z € [0, 1]}

En este caso [imM es el continuo conocido como arcoiris de Knaster.
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Ejemplo 33

0,1)

(0,0) (1,0)
M = ({0} x [0,1]) U ([0, 1] x {0}).

Recientemente en [2] Verénica Martinez de la Vega y Mauricio Esteban Cha-
con T. han probado que:

limM es homeomorfo al cubo de Hilbert.
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Ejemplo 34

(1,1)

0,0) (1,0)

M= {(z,y) : z < y}.
Como en el egjemplo anterior, MM es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Este modelo también fue desarrollado recientemente por Verénica Martinez
de la Vega y Mauricio Esteban Chacon T. [2].

Cabe mencionar que ellos también en [2] han dado una familia I' de subcon-
juntos de [0,1]? para los cuales limM es homeomorfo al cubo de Hilbert para
cada M €T
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Ejemplo 35

0,1) (1,1)

(0,0 (1,0

En este caso el conjunto M luce como en la figura anterior, en [1] prueban
que tomando adecuadamente una cantidad infinita de arcos a ciertas alturas se
tiene que [imM resulta ser el continuo que se conoce como dendrita universal.

N
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Algunos conjuntos m para los que no se conoce
un modelo de jimm.

Los siguientes son algunos subconjuntos simples de [0, 1]? para los que no se
conoce un modelo de [imM, sin embargo, en [2] prueban algunas propiedades
que tiene su respectivo LIG.

M = ([0,1] x {0,1}) U ({0,1} x [0,1]).
(&) gl)

(0,0) (1,0)

M = (0.1] x {0,1}) U ({0} x [0.1)).

(1,1)

(0.0) (1,0)

M = ([0,1) x {0}) U ({0, 1} x [0,1).

0,1) 1,

(0.0) (1,0)
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Lista de modelos de imm.

Para finalizar este trabajo en la siguiente tabla pondremos la lista completa
de los subconjuntos M de [0, 1] con su respectivo modelo de limM.

M C [0,1]? limM

[(AY) (1,1

00 w0 Cubo de Hllbert .

T

o 7o | Sucesién convergente con su limite.
0,1y [Ny
ey o Conjunto de Cantor.
(1,1/2)
oo Un punto.
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M C [0, 12 IimM
P
[£55)
b, b, b, pE(L1,..)
(0,0,...) i
(0,0) (1,00 A‘K Az 1

(1,12

)
00 0 Un punto.

@7Z,T) (I,T)
P, P D
q A A, p
(0,0) A,
A Q
q,
q;
a, A
1
1 A A,

0,0) (1/2,0) (1,0 00, s p; b, P,

(1,1

(0,0) (1,00
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M C [0, 1]

(1,1)

0.0) (b.0)
Ty
(Lb)
0,0)
aZT)
(1/2,1/2)

0,00 (1,0)

(LTT
(0.0) (1,0)
©,Iy (LT
(0,0) (1,0
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2 ’
M C [0,1] [imM
Pl
(TI)
pZ pl
P, ° [ ]
0.0) (1.0)
LT
(1/4,1/4)
(0.0) (1,0)
[£5)
(3/4,1/4)
(0,0) (1,0)
(LI
(1/4,1/4)
(3/4,1/4)
(0,0) (1,00
ny
(0,1/2) (1,1/2)
©,0) pO p q0
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M C [0, 1]

() P. P,
D,
b;
1,1/2) p5 p4
« W2,172) A
L]
A4 AG . . ° A5
. .
@0
()
(b.0) (1,00
©,1) (1,1)
0,1 1,1/2)
A,
0,0) (1,0)
(0,1) (ARIR) (1,1
0,0) 1/2,0) (1,0)
[IEAY)
q
[}
i) V“ o0 A
©0 P, p, p, D, P, p
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©,1)
(0,1/2)
(1,00
(1,1)
1/2,12)
(1,1/2)
(0,0) (172,0)
(1/2,1)
(0,172) L,172)
(1/2,0)
©,1)
, 7
[((XD} (1,0)
T,
(1/2,3/4)
(112,1/4)
o0 Dos puntos.
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M C 0,1 [imM
lim

[EN)
(2/3,8/9)
(2/3,5/9)
(1/3,4/9)
(1/3,1/9)
firy Tres puntos.
azn (1,1)
(La)
(0,0)
Tz T
(0,0) (1,0)
[(3Y]

) Cubo de Hilbert.

Cubo de Hilbert.
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M C [0, 1]

©,1)

(1,1)

0,0

(1,0)
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