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Resumen

La trayectoria de un meteoroide que llega a la Tierra tiene dos fases: la primera es su movimien-
to orbital, gobernado principalmente por su interacciéon gravitacional con el Sol, y la segunda
comienza cuando ingresa en la atmosfera terrestre. En ésta pasa por cuatro procesos: el preca-
lentamiento, la ablacién, el vuelo oscuro y el impacto. En esta tesis se desarrolla un método para
reconstruir la trayectoria de meteoroides a partir del registro en fotografia o video de su trayec-
toria durante su ablacion desde dos puntos distintos. Empleando distintas transformaciones y
conociendo la ascension recta, la declinacién y las coordenadas sobre la imagen de estrellas de
referencia se determina la ascension recta y la declinacién que tuvo el objeto. Con esto se cons-
truyen planos con esta direccién que contendran la trayectoria del meteoroide. Intersectdandolos

se obtiene la posicién, velocidad y aceleracién del objeto durante la ablacién.

Para reconstruir la érbita del objeto se obtiene el radiante del mismo y se corrige la
velocidad promedio observada para obtener la velocidad preatmosférica. Con esto se calculan sus
coordenadas heliocéntricas y se obtiene la velocidad que llevaba en su 6rbita para determinar sus
elementos orbitales. Para obtener la elipse de dispersién se resuelve numéricamente el conjunto
de ecuaciones diferenciales que describe el movimiento de un objeto que ingresa en la atmosfera.
Usando los datos cinéticos del objeto al término de la ablacién y estimando su masa se calcula

un punto de impacto a partir del cual se construye la elipse.






Capitulo 1

Introduccion

1.1. DMotivacién y antecedentes

Siguiendo la resolucién nimero 5 de la Unién Astrondémica Internacional del ano 2006, los aste-
roides y los nicleos cometarios son cuerpos pequenos del sistema solar independientemente de su
érbita y composicion [1]. Para nosotros, un meteoroide serd un cuerpo de naturaleza asteroidal,
cometaria o planetaria que tiene un tamano entre 10 gum a 1 m [2]. Desde un punto de vista
cientifico, estudiar a los meteoroides es de interés ya que nos ayudan a entender més acerca del

origen de la vida y del sistema solar.

Los meteoroides chocan con nuestro planeta continuamente. Se estima que entran en la
atmosfera de la Tierra alrededor de 40000 toneladas por ano [3]. Al ingresar en la atmdsfera
terrestre pueden pasar por cuatro procesos: el precalentamiento, la ablacién, el vuelo oscuro
y el impacto. Durante el precalentamiento el material del meteoroide, que lleva velocidades
entre 11.2 y 72.8 km/s, comienza a interactuar con los dtomos y moléculas de la atmésfera y el
objeto comienza a calentarse. Como consecuencia, empieza el proceso conocido como ablacién
en el cual el material del meteoroide se calienta, funde, evapora, excita y/o ioniza debido a
su interaccién con la atmosfera. La emision de luz es lo que se conoce como meteoro, conocido
comunmente como estrella fugaz. Si el meteoro es més brillante que el planeta Venus se le nombra
bolido. El vuelo oscuro comienza cuando el meteoroide deja de brillar debido a que ya no hay
energia suficiente para excitar los dtomos del material. Esto permite que se forme la corteza
de fusién. Cuando la presién aerodinamica iguala a la resistencia del objeto, éste se fragmenta
subitamente liberando una gran cantidad de energia. Los fragmentos del meteoroide contintan
cayendo siguiendo el camino que el centro de masa del meteoroide habria llevado. Cuando el
meteoroide o sus fragmentos logran sobrevivir a su entrada en la atmosfera y se depositan sobre

la superficie terrestre reciben el nombre de meteoritas [4].

La Red Mexicana de Meteoros “Citlalin Tlamina” busca cubrir el territorio nacional con

estaciones con camaras de video que permitan registrar la entrada de meteoroides en la atmosfera
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terrestre para que, analizando los registros fotogréaficos obtenidos, se reconstruyan las trayectorias
de estos objetos y, posteriormente, determinar orbitas de pre-entrada y extrapolar los sitios de

emplazamiento de las meteoritas asociadas para su posterior busqueda [5].

1.2. Objetivos

Los objetivos principales de este trabajo son:

= Entender los métodos para reconstruir las trayectorias de los meteoroides a partir de videos.

= Hacer un programa que incorpore estos métodos y observaciones para determinar la érbita

del meteoroide y el posible lugar de emplazamiento de la meteorita.

= Presentar un método que sirva como base para proponer técnicas mas eficientes que per-
mitan estudiar varios aspectos sobre la fisica de los meteoroides (interaccion meteoroide-

atmosfera, dindmica orbital, entre otros).

Esto se hace estudiando las trayectorias aparentes (proyectadas sobre la béveda celeste)
de estos objetos desde diferentes sitios. A partir de esta informacién y sabiendo la ubicacién de

los observadores en la superficie, la trayectoria real puede ser calculada.

1.3. Justificacién

Una teoria que describa el origen y evolucién del sistema solar debe ser consistente con las actuales
caracteristicas dindmicas y de composiciéon quimica que los objetos en él tienen. Tomando en
cuenta la valiosa informacién que contienen las meteoritas sobre ésto es importante recuperar
la mayor cantidad posible de éstas para su andlisis en laboratorio y poder conocer la ubicacién
en el sistema solar de la cual vienen. Ademads, es importante entender las propiedades fisicas
y quimicas de los meteoroides para poder comprender a sus cuerpos padres y de esta forma
planear mejor cémo proceder en caso de una futura colisién significativa con alguno de ellos.
Estudiar sus orbitas, procedencia y periodicidad permitird encontrar patrones orbitales que en
algin momento ayuden a predecir la entrada de estos objetos en la atmdsfera terrestre. Por
ultimo, la deteccién temprana de estos objetos permitird proporcionar informacién a las distintas
estaciones de proteccion civil de los estados con el propésito de guiar su actividad tanto en caso

de peligro probable como para dar informacién veridica y oportuna a la sociedad civil.

1.4. Metodologia

Para construir este método se hizo un estudio profundo de gran parte de la bibliografia referente al

tema. El método que se presenta contiene ideas de los trabajos de varios autores, especificamente:
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» En las expresiones para realizar el trabajo astrométrico se hacen adaptaciones y correcciones
de los trabajos de Atreya [6], Steyaert [7], Trigo-Rodriguez [8] y Van de Kamp [9)].

= El proceso para generar los planos que contienen la trayectoria durante la ablacién se
construye a partir del trabajo de Ceplecha [10] que posteriormente Trigo-Rodriguez [8]

retoma.

= Para obtener los elementos orbitales del objeto se hace uso tanto de las técnicas propuestas

por Ceplecha [10] como del trabajo de Jenniskens [11] y Murray y Dermott [12].

= Finalmente, para obtener el punto de impacto se hace uso de expresiones desarrolladas
por Vinh, Busemann y Culp [13] y Passey y Melosh [14] que son unificadas por Cordero-
Tercero [15].

1.5. Hipodtesis

Las suposiciones que se realizaron para construir el método estan en funcién tanto de los aspectos
fisicos detras del movimiento de los meteoroides como de los instrumentos que se utilizan para
obtener las imagenes de los objetos. El método propuesto para realizar la astrometria es vélido
tinicamente cuando se usan camaras que no cubren un campo de visiéon cercano a los 180° como
lo hacen las lentes de ojo de pescado. El procesamiento de esta clase de imagenes requiere otros
métodos astrométricos como el sugerido por Borovicka, Spurny y Keclikova [16]. Las suposiciones

que se hacen sobre el movimiento del meteoroide son

= La velocidad que el meteoroide tenia antes de impactar a la Tierra inicamente difiere de
la velocidad promedio observada durante la ablacién por dos factores: la rotacién terrestre

y su campo gravitacional.

= Una vez corregida la velocidad de impacto del meteoroide, su 6rbita de procedencia esta
en funcién unicamente de su interaccién gravitacional con el Sol, es decir, su movimiento

orbital puede modelarse con el problema de 2 cuerpos.

= Las ecuaciones que describen el movimiento del meteoroide en la atmdsfera no toman en
cuenta la fragmentacién del objeto. Se determina un punto de impacto imaginario (que es
el sitio donde habria impactado el centro de masa del meteoroide) y a partir de este sitio

se determina la elipse de dispersién asociada.

» El efecto del viento sobre el objeto es prescindible (en caso de querer consultarse cémo el

viento afecta el movimiento de estos objetos ver [15]).



1.6. Contenido de la tesis

El capitulo 2 inicia con una breve descripcion de los procesos de formacién planetaria con el fin
de introducir al lector a las ideas que actualmente se tienen sobre la formacién de los cuerpos
pequenos. Posteriormente, se hace una exposicion de los lugares donde se concentran estos objetos
yendo desde la Nube de Oort hasta las érbitas que ocupan los Objetos Cercanos a la Tierra para
conocer como es la distribucion de asteroides y cometas en el sistema solar. Finalmente, se habla
sobre los mecanismos que permiten que los meteoroides lleguen a la Tierra y los procesos que

sufren al ingresar en su atmosfera.

En los capitulos 3 y 4 se estudian las ecuaciones que describen el movimiento del me-
teoroide. En el capitulo 3 se estudian las expresiones del movimiento orbital. Primero se realiza
el planteamiento de la ecuacién de movimiento de una particula que se mueve con una fuerza
central dada por la ley de gravitacién de Newton. Una vez resuelta esta ecuacion de movimiento
se introducen los tipos de érbitas (eliptica, parabdlica e hiperbdlica) y los elementos orbitales. En
el capitulo 4 se construyen las ecuaciones que describen el movimiento de un objeto que ingresa

a hipervelocidad en una atmosfera planetaria.

El capitulo 5 comienza con una descripcion del método desarrollado. En la primer seccién
de este capitulo se explica el tratamiento que debe hacerse a las imagenes obtenidas de la traza
del meteoro para conocer su posicién en la boveda celeste respecto a cada estacion. Después se
presenta el procedimiento para generar los planos que contienen la trayectoria del meteoroide
y la expresion que resulta de su intersecciéon para obtener la trayectoria del objeto durante su
ablacién. A partir de esta informacion se puede reconstruir tanto la drbita como el sitio de
emplazamiento de las meteoritas. Primero se expone el procedimiento para reconstruir la érbita
del objeto haciendo correcciones al valor promedio de la velocidad y usando el valor calculado para
el radiante. Esta informacién permite determinar los elementos orbitales del meteoroide. Después,
se expone como obtener un valor estimado de la masa del objeto al término de la ablacion para
poder resolver numéricamente el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen la trayectoria
del meteoroide durante el vuelo oscuro. Esto permite determinar un punto de impacto suponiendo
que el objeto no se fragmentd. A partir de este punto se puede construir la elipse de dispersién.
Por lo elaborado del método, se buscod que las secciones 5.1 y 5.2 tuvieran explicitamente como
realizar el tratamiento de los videos y las expresiones para las transformaciones empleadas en
el orden en que se tienen que realizar. En caso de querer conocer cé6mo se construyen estas
expresiones se pueden consultar los apéndices A y B. Finalmente, se incluye una seccién donde
se explica un poco el funcionamiento del conjunto de hojas de calculo y programas que llevan a

cabo estas tareas.

Por ultimo, en el capitulo 6 se presenta una idea de como se puede mejorar el software en un
futuro y se esbozan nuevas propuestas que permiten obtener mas informacion de los meteoroides

a partir del trabajo hecho en la presente tesis.



Capitulo 2

Los meteoroides

2.1. Marco histérico

Quiza uno de los procesos mas interesantes en la historia de la ciencia ha sido la evolucién en
la comprensiéon de los cuerpos celestes. Ya en el siglo 111 a. C. algunos fildsofos griegos sostenian
que el Sol era el centro del sistema solar. Pero los aristotélicos, cuyas ideas dominaron hasta la
edad media, supusieron que la Tierra era el centro del universo y que los demads cuerpos celestes
se movian en torno a ella. Los cuerpos conocidos en aquel tiempo eran la Luna, el Sol, Mercurio,

Venus, Marte, Jupiter y Saturno [17].

El astronomo Ptolomeo de Alejandria, en el siglo II d. C., desarrollé la teoria de los
epiciclos para explicar el movimiento de los planetas los cuales se movian alrededor de la Tierra.
En su libro, Almagesto, se recopila la parte esencial de los logros de la astronomia antigua y fue
el primer tratado matematico sistemédtico que dio una descripciéon de los movimientos celestes,

mostrando el sistema geocéntrico y el movimiento aparente de las estrellas y los planetas [17].

En cuanto se hizo evidente que los epiciclos no podian explicar con precisiéon los movi-
mientos planetarios, los astrénomos anadieron mas epiciclos para determinar la posicion de los
planetas, pero no se llegé a un modelo que describiera con precisién lo que se observaba. Todo
esto condujo a la revolucion copernicana. Copérnico rechazo el sistema de Ptolomeo y buscd un
método de célculo radicalmente nuevo. Para él, la necesidad de remendar una teoria era un claro
indicio de que se requeria de un enfoque distinto. Como consecuencia comenzé a pensar en la
movilidad de la Tierra. En su libro De revolutionibus orbium coelestium afirma que la Tierra es

esférica y describe las drbitas circulares de los planetas ubicando al Sol en el centro [17].

Si Copérnico fue el principal astrénomo europeo en la primera mitad del siglo XVI, Tycho
Brahe lo fue en la segunda. Fue el responsable de cambios de enorme importancia en las técnicas
de observacion astronémica y en los niveles de precision que cabia exigir a los datos astronémicos.
Inauguro la técnica de efectuar observaciones regulares de los planetas en su curso a través de

los cielos. Las observaciones modernas indican que sus datos poseian un error de un minuto de
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arco, lo cual es sorprendente para una observacion a simple vista, aunque hay que recordar que
Tycho construyé una serie de instrumentos con la intenciéon de obtener mediciones més precisas

que las obtenidas con los instrumentos comunes en su época [18].

Tiempo después Johannes Kepler, empleando las observaciones realizadas por Tycho
Brahe, insistié en que, si el Sol regia todos los planetas, los planos de las diferentes orbitas
planetarias debian contener al Sol. En su libro Astronomia Nova, expuso que los planetas se des-
plazaban sobre érbitas elipticas donde uno de los focos estd ocupado por el Sol. Esto es conocido
como la primera ley de Kepler. La segunda ley dice que la velocidad orbital de cada planeta
varia de tal forma que una linea que una al Sol con el planeta en cuestién barre areas iguales en
intervalos de tiempos iguales. Por primera vez las predicciones tedricas estaban en acuerdo con
los datos obtenidos por la observacién. La tercera ley de Kepler fue enunciada durante 1619 en su
libro Harmonices mundi. Esta ley afirma que, si T1 y 15 son los respectivos periodos que tardan
dos planetas en completar sus respectivas revoluciones y R; y Rs son las distancias medias de
tales planetas al Sol, la razén de los cuadrados de los periodos entre el cubo de sus distancias

medias al Sol es tal que

7T}
B (2.1)
1 2

Los componentes astrondémicos de la historia no acaban en la obra de Kepler. En 1609, el
cientifico italiano Galileo Galilei observaba por primera vez los cielos a través de un telescopio,
con el cual se pudieron descubrir innumerables testimonios en favor de la nueva teoria. Ademsds,
descubrié que la superficie de la Luna estaba cubierta por cavidades, valles y montanas, que el
Sol giraba constantemente sobre s{ mismo, observé que Jupiter tenfa alrededor cuatro pequenos
puntos luminosos cuya explicacién méas simple era suponer que giraban continuamente alrededor
suyo. Con la obra astronémica de Galileo se logro la popularizacién de la astronomia copernicana
[18].

El ano en que Galileo murié, nacié Isaac Newton. El ingresé al Trinity College a la edad
de 18 anos y se consagré al estudio de las matematicas. A mediados del verano de 1665, la gran
peste cayd sobre Londres y la Universidad de Cambridge cerré por su proximidad al centro de la
plaga. Newton volvié al hogar de sus padres y permanecié ahi hasta que la Universidad volvi
a abrir. Durante este periodo concibié practicamente todas las ideas que le debe el mundo. En
su libro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Newton da las ideas de la interpretacién
dindmica del movimiento de los cuerpos, un punto de vista que dominé la fisica hasta principios
del siglo pasado y sdlo sucumbié bajo el efecto de la teoria de la relatividad. Después de formular
sus famosas tres leyes, incluyé la idea de que la fuerza de gravedad es responsable tanto de la
caida de una roca como del movimiento de los cuerpos celestes. Newton llegé al resultado de que
la fuerza gravitacional decrece como el cuadrado inverso de la distancia al centro de la Tierra.
Generalizando este descubrimiento a todos los cuerpos del universo, Newton formulé la ley de la

gravitacion universal segin la cual todo cuerpo material atrae a otro con una fuerza directamente

8



proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
entre ellos [17].

Ya en el siglo XVIII, Johann Tietz (Titius) tradujo al alemén la obra Contemplation de
la Nature de Charles Bonnet en la cual agregd una nota en la que sugeria que la distancia media

al Sol de cada planeta podia obtenerse usando la siguiente expresién

Distancia (UA) = 0,4+ (0,3 x 2") (2.2)

donde n = —o0, 1,2, .... Esta regla fue popularizada en el afio de 1772 por Johann Bode, por lo
cual es conocida como la ley de Titius-Bode. En la tabla 2.1 se compara la distancia al Sol de
los primeros 6 planetas, que eran los que hasta ese tiempo se conocian, con la obtenida con la
ley de Titius-Bode [18] .

Durante el siglo XVIII, los astréonomos estuvieron fascinados con esta expresion. Como se
menciond, hasta ese tiempo sélo se conocian los planetas hasta Saturno y la ley de Titius-Bode
parecia predecir correctamente las posiciones de los planetas. El inico inconveniente era que n
debia valer 3 para Jupiter y se observaba que las distancias del Sol a Jupiter y a Saturno sélo
se recuperaban si n = 4 para Jupiter y n = 5 para Saturno. Los astrénomos comenzaron a
preguntarse ;Qué existe en el sitio para n = 3, es decir, a aproximadamente 2.8 UA? ;Cdémo

puede explicarse el hueco entre las érbitas de Marte y Jupiter?

Tabla 2.1: Distancia del Sol a los planetas segin la ley de Titius-Bode.

Planeta n  Ley de Titius-Bode [UA] Distancia al Sol [UA]

Mercurio —oo 0.40 0.39
Venus 0 0.70 0.72
Tierra 1 1 1
Marte 2 1.60 1.52

3 2.80
Jupiter 4 5.20 5.20
Saturno 5 10 9.54

Cuando Sir William Herschel descubrié Urano en 1781 a la distancia que la ley de Titius-
Bode indicaba para n = 6, la gran mayoria de los cientificos se convencieron de que un planeta
debia existir entre Marte y Jupiter. A principios del siglo XIX, en 1801 Guiseppe Piazzi descubrié
a Ceres en esa region del sistema solar. Lo tinico que no encajaba con lo esperado era el tamano del
objeto. Las observaciones indicaban que el didametro de Ceres era de aproximadamente 940 km, lo
cual era muy pequeno para lo esperado, por lo que la busqueda por el planeta perdido continué.
Entre 1801 y 1808 los astrénomos encontraron 3 objetos mas con caracteristicas similares a las

de Ceres: Pallas, Juno y Vesta en la regién alrededor de las 2.8 UA. En los siguientes 40 afios no
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encontraron mas objetos de este tipo. Durante estos anos, Herschel propuso que estos cuerpos
necesitaban un nombre distinto e introdujo el término de asteroides (que significa como estrellas).
Luego de estos 40 anos se encontré a Astraea y después, cientos de objetos fueron encontrados

en Orbitas heliocéntricas comprendidas entre 2.2 y 3 UA (tabla 2.2).

Tabla 2.2: Los primeros 10 asteroides encontrados

Objeto Ao de descubrimiento Observador
(1) Ceres 1801 Giuseppe Piazzi
(2) Pallas 1802 Heinrich Wilhelm Matthias Olbers
(3) Juno 1804 Karl Ludwig Harding
(4) Vesta 1807 Heinrich Wilhelm Matthias Olbers
(5) Astraea 1845 Karl Ludwig Hencke
(6) Hebe 1847 Karl Ludwig Hencke
(7) Iris 1847 John Russell Hind
(8) Flora 1847 John Russell Hind
(9) Metis 1848 Andrew Graham
(10) Hygiea 1849 Annibale de Gasparis

Asi, la idea de que estos objetos eran el remanente de un planeta que pudo haberse roto
de alguna manera comenzé a tener auge. Actualmente se dice que estos cuerpos con didmetros
de unos pocos cientos de kilémetros o menos (siendo Ceres el més grande de ellos), con un
semieje mayor entre 2 y 4.2 UA forman lo que se conoce como Cinturén Principal de Asteroides.
Como el niimero de asteroides conocidos aumentd, pudo comenzarse a estudiar sus principales
caracteristicas y las técnicas empleadas para su estudio fueron refindandose. Para 1900 se conocian

450, 1000 en 1923, 5000 en 1991 y actualmente el nimero va en mas de medio millén [19].

2.2. Los procesos de formacion planetaria

A grandes rasgos, actualmente se acepta que el sistema solar comenzé a formarse a partir de una
nube molecular la cual comenzd a girar y a contraerse en un disco de gas y polvo llamado disco
protoplanetario. A partir de este disco se formé una estrella central y muchos cuerpos girando

alrededor de €l [20]. Toda esta evolucién se resume en los siguientes procesos

= Colapso y fragmentacion de la nube molecular interestelar.
= Formacién del protosol y de la nebulosa solar a su alrededor.
= Evaporacion y condensacién de sélidos. Acumulacién en planetésimos.
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= Acrecentamiento de planetésimos en embriones planetarios y posteriormente en planetas.
» Migraciones planetarias.

= Fotoevaporacién del disco.

Se presume que los procesos que llevan a cabo la formacién de los sistemas planetarios
ocurren en el medio interestelar, donde la densidad y la temperatura varian de forma considera-
ble. Los lugares para que se formen las estrellas son las regiones més frias (ya que el movimiento
del gas por su energia cinética es menor) y las mas densas (ya que la atraccién entre las particu-
las del medio es relativamente fuerte). Estas regiones son conocidas como nubes moleculares.
Debido al impacto de una onda de choque de una supernova, el material de la nube se volvié
gravitacionalmente inestable y comenzé a contraerse. Asi, se formaron regiones con una densidad
mayor que, con el paso del tiempo se contrajeron de manera independiente formando nicleos que
estaban destinados a convertirse en estrellas. Con el colapso de la nube molecular se formé un
disco que tuvo el tamano de unas pocas veces el tamano actual del sistema solar con un ntcleo

de unas 10 UA de radio [20].

El material en este disco protoplanetario siguié contrayéndose y acumulandose sobre todo
en el centro del disco donde se acumuld una gran energia gravitacional. La mitad de ésta fue
liberada como energia de radiacion calentando el material del disco. Ya que en el centro del disco
hay una mayor masa y el material siguié cayendo, la energia gravitacional continué aumentando
lo cual provocé que en la parte central del disco aumentara la presién. Esto frené parcialmente
la contraccion de la masa central. La temperatura de la parte central del disco, debida al calen-
tamiento derivado de la energia de amarre gravitacional, hizo que el gas se ionizara. La energia
que se empled en la ionizacion de los atomos disminuyé la energia térmica por lo que ocurrié
un segundo colapso que finalmente formé una protoestrella de unos pocos radios solares. Este
colapso se fren6 cuando la fuerza ejercida por la presién del gas se igual6 con la gravitacional. Al
final de este segundo colapso, en el interior solar habia la densidad y la temperatura suficientes

para empezar la fusién del hidrégeno [20].

El proceso de formacion planetaria comenzo6 con la condensacion de solidos. Primero se
formo el polvo y fue arrastrado por el gas, lo cual generd colisiones entre sus particulas dando
lugar a una aglomeracién. Después se formaron las rocas y éstas se acumularon en planetésimos.
A partir de choques entre los planetésimos se formaron los embriones planetarios. Los embrio-
nes planetarios son cuerpos de mas de 10 km. Por su tamafo, su movimiento estd controlado
unicamente por el campo gravitacional del protosol. En funcién de su tamano y del material
del que estaban formados, el campo gravitacional hizo que presentaran una diferenciacién. Los
embriones planetarios fueron del tamano de la Luna y Marte en la regién interna y formaron los
nicleos de los planetas gaseosos en la region externa. Los planetas gigantes se habrian terminado
de formar por la acrecién del gas restante en la nebulosa y los planetas terrestres por colisiones

entre los embriones planetarios [20].
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Durante la migracién planetaria, las 6rbitas de los planetas gigantes cambiaron de semieje
debido a la interaccion gravitacional de estos cuerpos con el gas del disco. Segin algunos modelos,
Jupiter migré hasta la posicién actual de Marte removiendo el material presente en el disco a
grandes escales espaciales. Esta migracion provocd un intercambio de materiales entre la zona
interna y externa del disco protoplanetario. Después de un cierto periodo, Jupiter y Saturno
cayeron en una resonancia orbital que ocasioné que las 6rbitas de Neptuno y Urano se movieran

mas alld de la o6rbita de Jupiter.

El material restante en los discos protoplanetarios podria ser dispersado por el viento solar
y el calor debido a la radiacién electromagnética. Esta radiacién interactia con la materia y la
calienta, lo cual le aporta la energia cinética suficiente para escapar del sistema. De esta manera,
el gas del disco protoplanetario que no se acret en los planetas se dispersé mediante el proceso

conocido como fotoevaporacién [20].

Enfocandonos en nuestro objetivo de estudio, se considera que tanto los asteroides como

los cometas:

= Representan los escombros de la formacion del sistema solar, es decir, material que no

alcanzd a acretarse lo suficiente para presentar diferenciacion.

En el caso de los cometas se piensa que constituyen el remanente de gas y polvo congelado
en la regién externa del sistema solar (donde la temperatura fue lo suficientemente fria
como para que los volatiles se condensaran). Sin embargo, los hielos cometarios muestran
fuertes diferencias, mientras unos muestran similitudes con los hielos interestelares otros
muestran procesamiento dentro de la nebulosa solar y seniales espectroscépicas de silicatos

cristalinos que requieren procesamiento a altas temperaturas.

= Los mayores a 120 km, representan los fragmentos generados después de la colisién de

objetos grandes que presentaron diferenciacion.

En el caso de los asteroides algunos estudios muestran que los objetos con un didmetro
mayor a los 120 km pudieron fragmentarse a partir de colisiones entre ellos lo que nos
permite encontrar desde objetos con una abundancia quimica mayoritariamente metalica
(que representa el nicleo del objeto diferenciado) hasta objetos silicatados (que representan

la corteza del objeto progenitor).

Asi, en los meteoroides encontramos informacién valiosa que permite comprender mejor la
formacion del sistema solar ya que representan a la materia prima que lo formé. Por fortuna, gran
parte de los meteoroides han conservado su composicion original y a partir de distintos estudios
de sus meteoritas asociadas pueden inferirse algunas condiciones del sistema solar primitivo, es

decir, pueden utilizarse como discriminantes entre los modelos de formacién planetaria [21].

En la figura 2.1 se muestra una linea del tiempo en la que se pueden observar los periodos

que ocuparon los procesos de formacién planetaria mientras que en la figura 2.2 se ilustran.
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Nube molecular y su
colapso y fragmentacion.

Condensacién de sélidos y
acumulacion en
planetésimos.

Formacioén del protosol y
de la nebulosa solar.

Acrecentamiento de

planetésimos en embriones Migraciones planetarias.
planetarios y en planetas.

Figura 2.2: Tlustraciones de los procesos de formacién planetaria. Adaptada de [23].
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2.3. Reservas de cuerpos pequenos

Los cientificos clasifican a los cuerpos pequenos del sistema solar basados en su localizacion,
caracteristicas y comportamiento. La diferencia principal entre estos objetos depende del lugar
donde han pasado la mayor parte del tiempo los 1ltimos 4.5 mil millones de anos en el sistema
solar. La gran mayoria de los asteroides se encuentra en el Cinturén de Asteroides aunque también
pueden encontrarse en Orbitas cercanas a la Tierra o en puntos estables de Lagrange de los
distintos planetas. Por parte de los cometas se conocen dos reservas principales: el Cinturén de
Kuiper y la Nube de Oort [24]. En la figura 2.3 se muestra una comparacion entre las érbitas de

estos sitios.

Upiter

Cinturdn de Kuiper

Asteroides
Sistema Solar : \
Interior . i Exterior

Interior de'la Orbita de
nube de Oort Sedna

Figura 2.3: Distancia de la nube de Oort a los diferentes objetos del sistema solar. Fuente [25].

Entonces, si pudiéramos viajar a los limites del sistema solar llegariamos a la Nube de Oort.
Este sitio fue formado por las perturbaciones gravitacionales que Jupiter y Saturno ejercieron
sobre el remanente del material del disco, expulsando a una parte de los planetésimos a esta
region. El material de esta zona, al estar poco ligado gravitacionalmente a nuestra estrella,
puede ingresar al sistema solar interior gracias a las perturbaciones ejercidas por otros cuerpos

de la Via Lactea. El llamarle nube es un término adecuado, ya que se supone que los cometas de
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esta regién estdn distribuidos en un cascarén esférico alrededor del Sol [26].

Otro lugar donde parte de los cuerpos pequenos se localizan es en el Cinturén de Kuiper. En
1951, Kuiper propuso que algunos escombros de la formacion del sistema solar debian estar maés
alla de los planetas gigantes, siendo una zona donde un planeta no logré terminar de formarse.
El cinturén se divide en el cinturén de Kuiper clasico y el disco disperso. El disco disperso se
encuentra a una distancia entre las 30 y 100 UA, esta poblado por un nimero incierto de objetos
de hielo y silicatos, algunos de mas de 1000 km de didmetro. El primer objeto en ser descubierto
en esta region fue encontrado en el afio de 1995 mientras que el primer objeto que se descubrié en
el Cinturén de Kuiper clésico fue encontrado por los astrénomos estadounidenses David Jewitt
y Jane Luu en 1992. Se estima que hay al menos 70000 objetos con didmetros mayores a 100 km
en esta regién. Las observaciones indican que los objetos de esta zona estdn confinados en una

banda delgada que forma un anillo o cinturén alrededor del Sol [27].

Un poco mas cerca, ya en la érbita de Jupiter, han sido descubiertos alrededor de 700
asteroides cerca de los puntos estables de Lagrange. A esta clase de asteroides se les llama
asteroides troyanos. El primer objeto de esta clase fue descubierto por Max Wolf en 1906 y fue
nombrado Aquiles. Recientemente se ha descubierto que en los puntos estables de Lagrange de
las orbitas de Marte, Neptuno y la Tierra también existen troyanos. El de nuestro planeta fue

descubierto en 2010 y recibié el nombre provisional de 2010 T'K7 [28].

Se estima que el 99.8 % de las meteoritas que se han encontrado provienen de los meteo-
roides con origen en el Cinturén Principal de Asteroides. El Cinturén de Asteroides, que abarca
de las 2 a las 4 UA, contiene asteroides con tamanos muy variados. El mas grande de ellos es
(1) Ceres con 952,4 km de didmetro. Los siguientes més grandes son (2) Pallas, (4) Vesta e (10)
Hygiea. La mayor parte de la masa del Cinturén de Asteroides se concentra en estos objetos

aunque los asteroides més pequenos son méas numerosos [19].

Por dultimo, los asteroides que tienen una distancia media al Sol menor que 1.5 UA se
conocen como asteroides cercanos a la Tierra o NEAs (por su acrénimo inglés de near-Earth
asteroid). Estos asteroides se clasifican en asteroides tipo Amor, cuyos perihelios van entre las
1.017 y las 1.3 UA; asteroides Apolo, cuyos perihelios son menores a 1.017 UA y semiejes mayores
a 1 UA; asteroides Atdn, que tienen 6rbitas cuyos semiejes son menores a 1 UA y afelios mayores
a 0.983 UA y los asteroides Atira o Apohele, con 6rbitas dentro la érbita de la Tierra. Estos
asteroides no pueden permanecer en sus érbitas por mas de unas decenas de millones de afos
sin colisionar con alguno de los planetas terrestres. Mientras que las orbitas de los asteroides
Apolo y Atén cruzan la érbita terrestre (por lo que se conocen como asteroides cruzadores), los
asteroides Amor cruzan la érbita de Marte y los Atira estdan dentro de la érbita terrestre pero,
a pesar de que no cruzan la érbita de la Tierra, en su trayectoria pueden sufrir perturbaciones

que los desvien a una érbita que los puede llevar a impactar nuestro planeta [29].

En la figura 2.4 podemos observar la distancia al Sol de las reservas de cuerpos pequenos

del sistema solar.
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2.4. Dinamica de los meteoroides

Los meteoroides chocan con nuestro planeta continuamente, entrando en la atmosfera de la Tierra
del orden de 40000 ton/ano [3]. El camino que sigue un meteoroide hasta llegar a la superficie
terrestre se puede visualizar en 2 fases, una de ellas describe su movimiento en el sistema solar y la
otra tiene que ver con su interaccién con el cuerpo planetario. Respecto a esta ultima, en cuerpos
sin atmdsfera, como Mercurio o la Luna, todos los objetos que chocan contra sus superficies
producen criteres de impacto cuyos tamanos van de centimetros a cientos e incluso miles de
kilémetros de didmetro. En cuerpos con atmésfera, el movimiento del objeto puede tener hasta
4 etapas: el precalentamiento, la ablacién, el vuelo oscuro (del inglés dark flight) y el impacto.
Su trayectoria dentro de la atmosfera, ademas de estar en funcion de la naturaleza del cuerpo
planetario, esta relacionada con su angulo de impacto y con la masa, velocidad y composicién

del objeto [4]. A continuacién se explica de forma breve cada una de estas fases.

2.4.1. Movimiento orbital

La ruta de los meteoroides hacia los cuerpos que finalmente impactan es aleatoria ya que, aunque
su movimiento en el sistema solar es dominado por el campo gravitacional solar, se modifica por
la radiacién de la estrella (efecto Yarkovsky), las colisiones y las perturbaciones gravitacionales

con cuerpos mayores [30].

Efecto Yarkovsky

El efecto Yarkovsky es la consecuencia de la exposicién de los meteoroides a la radiacién solar.
Cuando el momento asociado a las ondas electromagnéticas cambia el estado de movimiento del
cuerpo observado se dice que sobre el cuerpo se estda ejerciendo presion de radiacién. En este caso,
los objetos pequenios van absorbiendo la radiacién solar mientras rotan y por su forma irregular,
se produce un ligero desequilibrio por el cual un meteoroide (en el rango de los 0,1 a 10m) puede

tener cambios importantes en sus 6rbitas con el paso del tiempo [31].

Colisiones

En el caso de las colisiones tenemos las que se producen entre ellos mismos y las colisiones
que tienen contra otros cuerpos planetarios. Las colisiones entre asteroides suceden de manera
frecuente astronémicamente hablando: se espera que las colisiones entre objetos con un radio de
10 km en el Cinturén de Asteroides ocurran una vez cada 10 millones de anos. Estas colisiones,
dependiendo de la velocidad de impacto, hacen que los asteroides se fragmenten en objetos maés
pequenios o bien, que queden unidos. Finalmente, el cambio de velocidad produce un cambio
en el movimiento del objeto lo cual termina en la modificacién de la érbita [31]. El impacto

de asteroides y cometas contra otros cuerpos planetarios hace que algunos fragmentos de la
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superficie planetaria puedan salir arrojados del cuerpo planetario si estos vencen la velocidad de
escape. Después de deambular por el espacio, su érbita puede acercarse lo suficiente a nuestro

planeta como para ser atrapado y chocar con él [30].

Perturbaciones gravitacionales

Finalmente, las perturbaciones originadas por los planetas gigantes producen zonas cadticas
alrededor de las ubicaciones de las resonancias lo cual ocasiona que las excentricidades de las

érbitas alcancen valores grandes al grado de moverlos de su lugar de origen [30].

2.4.2. Movimiento en la atmosfera
Precalentamiento

La velocidad de impacto de un meteoroide o de un cuerpo pequeno con otro cuerpo planetario
depende de la velocidad de escape de este ultimo, de su velocidad orbital heliocéntrica y de
la velocidad del impactor a la distancia heliocéntrica del cuerpo impactado. Para la Tierra, la
velocidad de impacto minima es la velocidad de escape, 11.2 km/s, y la maxima es de 72.8 km/s.
Cuando los meteoroides y los asteroides de hasta unas pocas decenas de didmetro entran en la
atmosfera terrestre, su velocidad disminuye conforme el objeto atraviesa capas mas densas de
atmésfera. El precalentamiento (en inglés preheating) es causado por el impacto de las moléculas
de la atmoésfera con el meteoroide. Esto sucede en una regién comprendida entre los 300 y
los 100 km y dura sélo algunos segundos. La temperatura superficial del meteoroide se eleva
rapidamente mientras que su interior se mantiene frio (con excepcién de meteoroides pequenos).
Para los objetos grandes, mayores a 1 mm, este proceso estd gobernado por la conduccion de

calor, mientras que la radiacién es el fenémeno importante para objetos més pequenos [32] [4].

Ablacién

La ablacién es un proceso que se da por la interacciéon del meteoroide con la atmésfera terrestre.
En este proceso la velocidad se reduce por la resistencia de la atmésfera, la cual es lo suficien-
temente densa para desacelerar al meteoroide permitiéndole alcanzar el suelo a una velocidad
mucho menor que la velocidad de entrada. Este cambio en la velocidad implica una conversién
de energia cinética a térmica, produciendo un calentamiento del cuerpo asi como del aire cir-
cundante, calentandose la cara delantera del meteoroide al grado de erosionar, fundir y evaporar

parte de su superficie [4].

La ablacién inicia con la interaccién de las moléculas del aire con el meteoroide lo que
origina al meteoro asociado. La luz es producida por dos mecanismos diferentes actuando de
forma simultanea. Primero, el cuerpo sélido del meteoroide se vuelve incandescente al alcanzar

su punto de fusién, esta incandescencia emite luz, pero no tan fuerte como para ser observada
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desde el suelo. Después, como el aumento de temperatura del meteoroide continua, los atomos
del meteoroide y los de la atmosfera que estan rodeando al meteoroide se excitan y los a&tomos del
meteoroide pierden electrones. Posteriormente, los atomos recapturan sus electrones, liberando

la luz que caracteriza a los meteoros [32].

La presién aerodinamica de la atmosfera sobre el meteoroide puede llegar a igualar o
sobrepasar la resistencia interna del material en cuyo caso el objeto empezara a fragmentarse.
La fragmentacién del objeto no es inmediata, la onda de presiéon debe transmitirse al interior
del objeto, lo cual ocurre bastante rapido considerando que la velocidad de propagacion de este
tipo de ondas estéd entre 2930 y 6260 m/s. Al principio, los fragmentos se mueven conservando
una misma onda de choque, pero conforme se van separando lateralmente, entre ellos empieza
a haber mayor espacio hasta que cada fragmento adquiere su propia onda de choque. Cuando

ocurre esta separacion brusca se dice que el objeto explota [33].

Aproximadamente a los 50 km de altura la intensidad del meteoro es maxima mientras
que bajo los 30 km de altura el meteoro se extingue. Es también en este punto en el que termina
el proceso de ablacién. En promedio el meteoro de un meteoroide dura entre 1 y 6 segundos.
Los fragmentos del meteoroide tienen dos destinos dependiendo de su masa y velocidad, uno es

seguir su trayectoria a través de la atmdsfera o bien, evaporarse [4].

Vuelo oscuro

Si el meteoroide ha sobrevivido a este proceso, entonces tendra una buena oportunidad de llegar
al suelo y convertirse en una meteorita. A la etapa entre que el meteoroide deja de brillar y cae al
suelo se le conoce como vuelo oscuro, aunque en sentido estricto no es un vuelo si no una caida.
Durante el vuelo oscuro ya no hay energia cinética suficiente como para evaporar o proveer calor
al meteoroide por lo cual la temperatura superficial del meteoroide disminuye permitiendo que el
material se solidifique. Asi es como se forma la costra de fusién. Los fragmentos del meteoroide
contindan viajando por la atmdsfera més o menos juntos siguiendo el camino que el centro de

masa del meteoroide habria llevado [4].

Impacto

El material que sobrevive a todos estos procesos es el que impacta contra la superficie terrestre.
Como vimos, el meteoroide puede o no fragmentarse. Si el meteoroide no se fragmenta, el punto
de impacto se determina siguiendo el camino del centro de masa. Cuando se fragmenta, sus restos
continian viajando por la atmdsfera més o menos juntos siguiendo la trayectoria que el centro de
masa del meteoroide habria llevado y quedan distribuidos sobre el suelo dentro de una elipse de
dispersion. En ésta, los fragmentos mas grandes son llevados més lejos debido a su gran momento
y los més pequenios caen cerca del sitio de caida. Norton y Chitwood sefialan que, en promedio,

las piezas grandes caen con un angulo de 30° con la vertical y las pequenas con uno de 20°. El eje
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mayor de esta elipse coincide con la direccién que tenia el meteoroide en su trayectoria (figura
2.5) [34]. Los fragmentos sobrevivientes se conocen como meteoritas. Cominmente el nombre
que se les asigna a las meteoritas es el nombre de la localidad o la ubicacién geografica donde

fue encontrada.
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Figura 2.5: Elipse de dispersién asociada a la fragmentacién de un meteoroide. Fuente [34].

En el caso de objetos muy grandes, de decenas de metros de largo, sus fragmentos pue-
den tener dos destinos: llegar a Tierra con la energia cinética suficiente para crear crateres de
impacto o sufrir una explosién que pulverice el material y genere una onda de choque (evento
tipo Tunguska) [35]. La onda de choque atmosférica, generada durante la explosiéon de un me-
teoroide, puede generar movimientos teliuricos detectables por sismémetros [36]. En la figura 2.6
se muestra un diagrama en el que se observa la frecuencia de impacto en funcién del tamano del

objeto y sus posibles consecuencias en la Tierra.
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Didmetro inicial del objeto
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improbable la formaci6n de un escala la civilizacién las especies.
crater. continental.

Figura 2.6: Frecuencia de impacto de meteoroides de distintos tamanos y sus posibles efectos. Adaptada de [37].
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Capitulo 3

Movimiento orbital

Aunque previamente mencionamos que la érbita del meteoroide estd influenciada tanto por su
interaccion con la radiacién solar como por las perturbaciones que otros objetos tengan sobre
él, en este caso consideraremos que su 6rbita depende tnicamente de su atraccion gravitacional
con el Sol. El problema de los dos cuerpos consiste en dos masas puntuales moviéndose bajo la

atraccion gravitacional mutua descrita por la Ley de Gravitaciéon Universal

Mm
F=k—r 3.1
mE (3.1)
donde F es la fuerza ejercida entre los dos cuerpos de masas M y m separados una distancia

r [38] y k es la constante gravitacional.

3.1. Ecuaciones de movimiento

Consideremos el movimiento de dos masas M y m con vectores de posicién ry y ra con respecto
a un origen O fijado en el espacio inercial (figura 3.1). Definiendo el vector r = ro — r; como
la posicién relativa de la masa ms con respecto a la masa my la fuerza gravitacional que siente

cada una de las masas es

M 2
Fi= k- r =M <—k"2r> _min

r—
Fy = 4 Am M d’rz |
= —T = mMm —7T = Mm—
? BE BE dt?

2 ., 2 : .
donde £Et es la aceleracion de la masa M y 422 es la que experimenta m. Si sumamos F; y Fy

dat? di?
y empleamos la segunda ley de Newton llegamos a
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+m=—2 =0 (3.3)

Figura 3.1: Diagrama vectorial para las fuerzas que actdan sobre M y m con vectores de

posicién r; y ro respectivamente.

La expresion (3.3) puede integrarse directamente respecto al tiempo y se obtiene

dI‘l dI‘Q
bty Pk 3.4
a TMar ~? (3:4)
Integrando nuevamente obtenemos
Mri+mro=a+tb (3.5)

donde a y b son constantes de integraciéon. El vector de posicién del centro de masa estd dado

por

_ Mry + mr a+tb

R = 3.6
M +m M +m (36)
Derivando la expresién (3.6) obtenemos
dR a
b 3.7
dt  M+m (37)

Las tdltimas dos expresiones nos muestran que el centro de masa se estd moviendo en linea
recta con velocidad constante con respecto a O. Adicionalmente, tomando la diferencia entre las

aceleraciones mostradas en (3.2) llegamos a

24



d?ry  dPr; M+ m
— =k 3.8
a2 ar? s (38)

donde el factor k (M + m) se conoce como pardmetro gravitacional estdndar y se denota con la
letra griega u 1.

Derivando dos veces el vector r obtenemos

d?r _ d?rs  d?rq

A2 dr2 dr? (3.9)
con lo cual la expresién (3.8) queda como
r d*r
—+——==0 3.10

Resolver esta ultima expresién nos permite encontrar la trayectoria que describe m con

respecto a M o viceversa. Ahora calculemos el producto cruz de r con (3.10)

r d?r -

r X ,u—‘r‘?) + w7 0

r X X +|rx @ =0
Hlel3 a2 ) ~

El primer término de este producto vectorial es cero, por lo cual

(3.11)

rx —=20 (3.12)
que puede integrarse directamente para obtener

r X % =h (3.13)

donde h es una constante de integracién perpendicular a r y a % cuyo valor determinaremos

mas adelante. Este vector nos indica que el movimiento de m respecto a M estd en un plano
perpendicular a la direcciéon de h lo cual implica que los vectores de posicién y velocidad siempre
estan en el mismo plano. Esto quiere decir que h, conocido como momento angular por unidad

de masa, es siempre perpendicular al plano de la érbita.

'En general, el pardmetro gravitacional estandar est4 dado por p = k(M +m) sin embargo en nuestro caso, como
m < M, pu puede expresarse como p = kM donde M es la masa del cuerpo central. En el caso del Sol, el parametro
gravitacional estandar es ug, = 1,32712440018 x 1020%; y en el caso de la Tierra pipjarra = 3,986004418 ¥ 1014?—;
(39].
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3.2. Movimiento debido a una fuerza central

Una fuerza central es una fuerza que esta dirigida a lo largo de una recta radial a un centro fijo y
cuya magnitud sélo depende de la coordenada radial r. La caracteristica que tiene esta clase de
movimiento es que cumple con los teoremas de la conservacion de la energia y de la cantidad de
movimiento angular orbital lo cual mostraremos mas adelante. En nuestro caso, la fuerza central
que estd actuando sobre el cuerpo es la fuerza gravitacional [40]. Con respecto a un punto de
referencia O, sean r el vector de posicion de una particula con masa m, v el vector velocidad y

a la aceleracién como funcién del tiempo.

En la figura 3.2 vemos que podemos construir un vector unitario ud, en la direccién de r

y ortogonal a éste estd Udy. De esta manera, podemos expresar a r como

r =ru, (3.14)

Figura 3.2: Notacién usual para denotar a los vectores de un movimiento curvilineo.

Derivando la ecuacién (3.14) la velocidad queda como

dr dr . dd,
V=—=—Uu,+r
dt — dt " dt
Observando que dcg‘" = %ﬁ@ obtenemos
dr do
v = %ﬁr + rau‘g (3.15)
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Derivando la ecuacién (3.15) para obtener la aceleracién tenemos

dv d<drh do >
= — = — r—|—TflI9

dt — dt \ dt dt
_&ﬁ‘ +ﬁdlir “rﬁ@ +71d20u +r @@
et g a taat TNty
Como d;f’ = —%ur tenemos

a—

d2r _ drdf drdf ~ d%0 _ do\? _
+ Uy + ug +7r—— Uy

a2 T Gt dt i dt
2r . _drdf d26 doN? .
:@ur—i—Q%a 9+7“dt2 9 T a Uy
Factorizando obtenemos
&r_, do\* iy [pdrdo | &0) (3.16)
dt2 ar ) | U dtdt " aez | '

Ya que sabemos que F = ma, utilizando las ecuaciones (3.16) y (3.1) tenemos

1 =m @—r d—021i+ 2@d0+ 0 U,
Mot = i dt T T |

+ —i-&—r ﬁ
dt? dt

Separando la ecuacién (3.17) en sus componentes tenemos para la parte radial

de donde

420 _drdo
" ]},:0 (3.17)

T 2——
u +[ az " a@

d2r AT
y para la parte angular
d*0 dr df
5 df '
—=h
=T I

donde h es la magnitud del vector momento angular por unidad de masa visto en (3.13). Para
conocer su valor debemos recordar que cuando una fuerza es central, el momento angular esta

dado por
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—=7xF=0 (3.20)

Lo cual implica que

L=rxp=rxmv=cte (3.21)
Sustituyendo las expresiones (3.14) y (3.15) en (3.21) tenemos

- dr . do . do .
L =rd, xm (dtur + rdtu9> = mrQEz (3.22)
donde Z es un vector unitario perpendicular al plano de la érbita. Definiendo h como el momento

angular por unidad de masa tenemos que

L db
h:;%:r%ﬁz (3.23)
y su magnitud es
5 df

Las componentes de h son 3 de las 4 constantes de movimiento asociadas a este problema.

Elevando (3.19) al cuadrado tenemos que h? = 7“4%2 de donde

a9? [ h\’
Sustituyendo (3.25) en (3.18)
d?r h\? I
es decir
dr K pu

ﬁ_ﬁ_}—ﬁzo (3.27)

Haciendo u = % y usando la regla de la cadena

dr dr d7u

dr du df 1 du dof

dt  dudt dudfdt  u2dodt

De la expresién (3.24) obtenemos

df h
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Por lo cual,

dr 1. ,du du
=g = —h <d0> (3.29)
Adicionalmente,
d*r d (du df d*u
r g d(du)  ,d0du 3.30
dt? dt <d9> dt do? (3:30)
Usando nuevamente (3.28) tenemos
d*r 5 o [(d*u
Z = i 31
72 h*u <d62> (3.31)

De esta manera, usando (3.31) la expresién (3.27) se reescribe como

2
—h%*u? <ZHZ> —h2ud - pu® =0

Dividiendo entre h?u? tenemos
d’u I
PR

La solucién para la ultima ecuacién diferencial es de la forma

w®) = (f) 1+ ecoi(& — o)

De tal forma que

h2

r(6) = 1+ eco:(e —w) (3:32)

donde e es una amplitud que se conoce como la excentricidad de la dérbita y w es una fase.

Definiendo el semilado recto p como

h2
m

P (3.33)

obtenemos que la ecuacién (3.32) tiene la misma forma que la ecuacién polar de una seccién

p
- .34
" 1+ ecos(f —w) (3:34)
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Sabiendo el valor de la excentricidad podemos determinar el tipo y la forma de la cénica.
Las cuatro posibles cénicas que puede tener el cuerpo m como trayectoria son circunferencia,

elipse, pardbola e hipérbola (tabla 3.1).

Tabla 3.1: Posibles formas que puede tener una 6rbita en funcién de su excentricidad, semilado

recto y energia. Adaptado de [38] y [12].

Cénica Excentricidad Semilado Recto Energia
Circunferencia e=0 p=a E <0
Elipse 0<e<1 p=a(l—¢?) E<O0
Parabola e=1 p=2q E=0
Hipérbola e>1 p=a(e? —1) E>0

En el caso de la parabola, el semilado recto esta en funcién de ¢ que es la distancia minima
del objeto a su centro de fuerzas. En tanto, los valores del semilado recto estan en funcién de
a que se conoce como el semieje mayor. De aqui en adelante, estudiaremos las 6rbitas elipticas.
En este caso, el semieje mayor es el promedio de los desplazamientos minimo y méaximo de la

particula desde la localizacion de la fuerza central, es decir

a = 5 (rmin + rmax)

En la ecuacién (3.32) observamos que 7y, ocurre cuando § = @ + m y se conoce como

afelio, mientras que, cuando 7,;,, § = W se conoce como perihelio,

1 h2 1 N 1
a=—-——
2p\l14+e 1-e

-3 {(1112;(1%:)]

Por tanto

(3.35)
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De la expresién (3.2) podemos ver que %2 = a (1 —€?). Con esto, la ecuacién (3.34) se

reescribe como

__a(l=¢)
~ l+ecos(f—w)

donde r se mide desde el foco de la 6rbita, 6 se conoce como longitud verdadera y @ es la longitud
del perihelio. Definimos el dngulo v = 6 — @ el cual es llamado anomalia verdadera. Con esto

podemos reescribir

_a(l-¢?)
"= T4 ecosy (3-36)

En el caso del problema de 2 cuerpos, si la 6rbita es circular, la velocidad angular promedio

n es constante. De la tercera ley de Kepler

T 47203

(3.37)

y sabiendo que n = 2% entonces,

N — <“)5 (3.38)

Adem3ds como %2 =q (1 - 62).

h=+/pa(1—e?) =na®\/1 — e (3.39)

La excentricidad y el semieje mayor son dos pardmetros que nos definen la forma y el
tamano de la érbita del objeto que estamos estudiando. Por una parte, la excentricidad describe
que tan elongada es la elipse comparandola con una circunferencia mientras que el semieje mayor
representa la distancia media del cuerpo a la fuente central gravitacional. Sin embargo, el conocer
estos dos elementos no nos da una informacién completa que nos permita describir la Orbita
del objeto alrededor (en este caso) del Sol. Para hacerlo, en un espacio de tres dimensiones,

necesitamos la ayuda de varios dngulos que orienten la 6rbita (figura 3.3).

Cuando consideramos el movimiento de objetos alrededor del Sol, es usual considerar
nuestro sistema con el Sol en el centro donde el plano de referencia es el plano de la orbita
terrestre (la ecliptica) y la linea de referencia estd en la direccién del punto vernal. En general, el
plano de la érbita del objeto en cuestién estara inclinado respecto a la ecliptica, es decir, existe
un angulo que especifica el dngulo que hace el semieje mayor de la érbita con la ecliptica. Este
se conoce como la inclinacién y se denota con la letra 4. La linea de interseccién entre el plano
orbital y el sistema de referencia estandar es conocida como linea de nodos. El punto en ambos

planos donde la érbita cruza el plano de referencia es llamado nodo ascendente mientras que el
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angulo entre la linea de referencia y el radio vector dirigido a él se conoce como longitud del nodo
ascendente (). El angulo entre este radio vector y el pericentro de la érbita es conocido como
argumento del pericentro w (en nuestro caso, argumento del perihelio). Estas caracteristicas de
la érbita sélo son vélidas en una determinada época ya que la 6rbita se modifica a través del
tiempo por las perturbaciones gravitacionales que ejercen otros cuerpos sobre ella. Por esto, para
terminar de caracterizar la érbita, debemos determinar la posicién del objeto en su érbita en
algun tiempo concreto. A este valor se le conoce como anomalia media M. En algunas ocasiones,
en lugar de la anomalia media de la época se utiliza la anomalia verdadera v la cual es el dngulo
que forman las lineas que parten del perihelio y de la posicién actual del cuerpo hacia el punto
alrededor del cual el objeto orbita. Las cantidades a, e, ,w, 2 y M o v se conocen como elementos

orbitales.

afelio

orbita
Plano
orbital

Plano de
la ecliptica

% perihelio

/

Figura 3.3: Elementos orbitales de un cuerpo alrededor del Sol.

3.3. Ecuacion Vis Viva

Ahora, derivemos la 1ltima constante de movimiento tomando el producto punto de % con la

ecuacién (3.10)

de ( ro dry
at \Mep T ae) T
dr r dr d?r

= f—  f— - — . =
Mo Pep T ae

(3.40)
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Sustituyendo (3.14) y (3.15) en (3.40) obtenemos

dr do r dr do d*r
e + 15y ) - oty + [ oty + 1oty ) - oty = 0 3.41
“(dtu +rdtu9> 3 +<dtu +Tdtu9> a2 (341)

En esta ultima ecuacion todos los términos en los que se encuentre U, - Uy se hacen cero

porque son vectores perpendiculares. Con esto, llegamos a la ecuacion escalar

dr d’r  pdr
T 42
dt  dt? + r2 dt 0 (342)

% : % se obtiene con las expresiones (3.15) y (3.16)

@ &— @ﬁ _|_»,«d701i‘ &_7« i& ? li _|_ 2@&9_{_71@ li
dt a2 \at * " dt ? d? dt P Tatar T ]t
—ﬁ ﬂ—?" i@ ? —|—’l“i9 QQdie_Frﬁ
o dt | dt? dt dt |~ dt dt dt2

drd?r  dr (dO\®  ,dOd%0
=————+tr— |\ T
dt dt2 " dt \ dt dt dt?

1d | [(dr\?| 1d ]|, [do\?
= —— J— + —— |7r JE—
2dt |\ dt 2dt dt
Sustituyendo en (3.42)

Ld | [/dr\?
2dt dt

Integrando la ecuacién (3.43)

1 [d (dr\* 1 [d|,/do\? 1
g e Sy = =—u | = 44
2/dt<dt> dt+2/dt [r (dt) ]dt “/ﬂdr (3:44)

El producto

1d |, [do\? p dr
- FE— = —_—— -4
Tow [T <dt> ] r2 dt (3:43)

de donde

;{(Z)QJF [7"2 (ﬁ)QI}—‘;JrE (3.45)

donde la magnitud de la velocidad de la particula es v? = (%)2 + [7’2 (%)2} y E = cte. Reescri-

biendo la ecuaciéon tenemos

E=3v - % (3.46)
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esta expresion se conoce como ecuacién vis viva y muestra que la energia orbital o energia total

por unidad de masa se conserva. La energia gravitacional total entonces puede escribirse como

Epr = —mv° +7(r) = —mv* — —

donde 7(r) es la energia potencial.

Ya que la velocidad se expresa como

do __ d(v+w)
Ya = ~ a

v? = @ 2—|—
o\ dt

Diferenciando la ecuacién (3.36) tenemos

“(@)]

dr 'rd—ge sin v

dt 1+ ecosv

Usando que 7"2% = h = na®v/1 — €2 podemos escribir

dr na .
— = ————esinv
dt 1 —e?
dv na
r— = ———=(1+ecosv)

dt /1 —e?

Con lo cual, (3.49) se puede escribir como

v? = 1n_a62 (1 + 2ecosv + 62)
n2a? | 2a (1 — 62)
:1—62[ r - (1=

de donde
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Capitulo 4

Movimiento a través de atmosferas

planetarias

4.1. Ecuaciones de entrada

Para describir el movimiento de un cohete que reingresa en la Tierra, de un misil que viaja a
través de nuestro planeta o de un meteoroide después de su colision hay que obtener las ecuaciones
de movimiento de un objeto que entra a hipervelocidad en una atmésfera planetaria [13]. El
movimiento de un objeto con masa m estd definido por su vector de posicién r(t) y su vector
velocidad v(t). Consideremos que el objeto se encuentra en un sistema de referencia Oxyz que

rota con una velocidad angular w respecto a un sistema fijo OXYZ (figura 4.1).

1 A(t+At)

A(t+At)

=)

AA

Figura 4.1: Movimiento del objeto visto desde el sistema de referencia fijo.
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Sii, j v k son los vectores unitarios en Ozyz, un vector A cualquiera tiene coordenadas

A(t) = A i+ Aj+ Ak (4.1)

Ya que Ozxyz estd rotando, i, j y k estdn en funcién del tiempo. Por ende, al derivar (4.1)

tendremos

%_dAxi+ d’i+% _|_Adij dA, %
at ~ dt TR R g *dt (42)
dAy; dA,; dA, - di dj dk
= k+ A, A A,—
T TR T ydt+ dt
En la figura 4.1 podemos observar que el cambio |AA| = |A|sin~y. Para volver esta

expresién un vector, hay que tomar en cuenta la direccién en que la velocidad angular cambia.

Con esto obtenemos que

= |A|sinyAbi (4.3)
donde 1 = |$§£| Dividiendo la ecuacién (4.3) entre At y tomando la expresién como una
derivada obtenemos

AA AH
At = |Alsiny— v
dA do
A
dt = |Sm7dt
Como % = |w| entonces
dA
T = |A|siny|w|i

= |lw x Alf

Usando la definiciéon de i tenemos que

dA w x A wx A
W Baditielell
dt lw x Al
Para obtener finalmente que
dA

Si en la expresion (4.4) sustituimos i, j v k obtendremos
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a =w X1
Yoo
dt
Por tanto, w x A puede escribirse como
di dj dk
A=A,—+A,— — 4.5
v TR FTRT (4:5)
Sustituyendo la expresion (4.5) en (4.2) obtenemos
dA  dA,; dA,; dA.-
— = i j k A
TR T R TR
Si llamamos al término inercial
0A dAxi—i— dAy¢+ dAZf{
st at o at? T at
tenemos que
dA A
o= T A 4.
7 5 + w X (4.6)

La ecuacién (4.6) es la expresién para transformar la derivada temporal de un vector de
un sistema fijo a un sistema que esta rotando [41]. Consideremos el vector de posicién r(t) del
objeto. Para obtener una expresién de su velocidad en el sistema que estd rotando no hay que

hacer més que sustituir en (4.6)

dr Or (4.7)

Para obtener una expresién de su aceleracién en el sistema que esta rotando derivamos

(4.7) usando (4.6)

v _2o ﬁ—i— Xr|+ x@—k X (4.8)
dt ot |er TN T g Tent '

Suponiendo que la velocidad angular w es constante, entonces ‘2—‘;’ = 0, por tanto

dv  &°r or
E—ﬁ—FQwXE—FUJX(u}XI‘) (49)

Usando la expresién (4.9) y la segunda ley de Newton podemos escribir
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F = d—v— &+2wx@+wxwxr
~ M T\ 2 5t

de donde, desde el sistema de referencia inercial
52 d
mﬁg:F—2mwx d—z—mwx(wxr)

Reescribiendo en términos de la velocidad y cambiando la notacién

d
md—\t,:F—Qmwxv—mwx(wxr) (4.10)

En el sistema de referencia fijo al planeta, r es funcién de su magnitud |r|, su latitud
¢ y su longitud 6. El sistema de referencia en rotacién Ozyz quedard definido al poner el eje
x en la direccién del vector de posicion r del objeto y y en la direccién del plano ecuatorial.
Ahora definiremos dos dngulos: el primero ird en la direccién del angulo entre el plano horizontal
local y es conocido como el dangulo de la trayectoria de vuelo . El segundo se conoce como

encabezamiento 1 y es el dngulo entre el paralelo local y la proyeccién de v (figura 4.2).

Z

Figura 4.2: Sistemas coordenados
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De esta manera el vector de posicién y el vector de velocidad se escriben como

r=ri (4.11)

v = vsinyi + v cosy cos ¥ + v cos v sin Yk (4.12)

Por otra parte, la velocidad angular w se escribe como

w = wsin @i + w cos Pk (4.13)

Con las expresiones (4.12) y (4.13) podemos obtener el producto w X v,

i j k
wXVv=lwsing 0 w oS ¢

vsiny wvcosycosy vcosysiny
Con lo cual,
W X v = (—vwcosy cos ) cos @) i+ (vw sin -y cos ¢ — vw cos y sin ¢ sin @)

] (4.14)
+ (vw cosy cos ¢ sin ) k

Con (4.11) y (4.13) podemos obtener la expresién para w x (w x r). Calculando primero

w X r tenemos

~ ~

i jJ k
WwXr=|wsing 0 wcosg = 1w cos ¢
T 0 0
Con eso,
i j k
wX (wxr)=|wsing 0 w Cos ¢
0 rW COoS ¢ 0
de donde
w X (w x 1) = —rw? cos? i + rw? sin ¢ cos Pk (4.15)

Sustituyendo (4.14) y (4.15) en (4.10)

39



dv

1
at  m
— 20w [— 0S 7y oS 1) cos Pi 4 (siny cos ¢ — cosysin 1 sin @) J + cosy cos ¢ sin ¢ﬁ] (4.16)

— rw? [— cos? qbi + sin ¢ cos ¢f<]

Resta ver como se comporta la fuerza. A cada instante, el objeto estd sujeto a una fuerza
neta compuesta por la fuerza gravitacional, la fuerza aerodinamica A y el impulso T. De esta

manera

F=T+A+mg (4.17)
La fuerza gravitacional es simplemente

~

mg = —mg(r)i (4.18)

La fuerza aerodinamica A puede descomponerse en una fuerza de arrastre D que se opone
al vector velocidad y en una fuerza ascensional L ortogonal a él. Adem4s, si el vuelo es simétrico,
el vector T esta contenido en el plano definido por D y L. Descomponiendo T en una componente

a lo largo del vector velocidad y otra a lo largo de la fuerza ascensional podemos escribir

Fr=Tcose—D
(4.19)
Fy =Tsine+ L

donde F7 es la componente que agrupa las componentes a lo largo de v y Fy las ortogonales a

ésta. Como Fr va a lo largo de v, usando (4.12) tenemos

Fr = Frsin ’yi + Fr cosycos wj + Fcosysin vk (4.20)

Para obtener una expresién para Fxn tenemos que observar que podemos separarla en una
componente Fn cos o en el plano vertical ortogonal a v y en otra ortogonal al plano vertical dada

por Fnsino (figura 4.3).
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Plano
vertical

Plano
horizontal

O y

Figura 4.3: Fuerzas aerodinamicas y componentes de empuje.

Sean ',y y 2’ tres ejes paralelos a x, y y z que tienen origen M que coincide con el punto
donde esta el centro del objeto y =1, y1 y 21 otros ejes que apuntan a lo largo de Fncoso, v y
Fn sin o respectivamente.

En este caso podemos obtener a Mxiy,21 a partir de rotar el sistema Mzx'y’2’ con un

angulo v en el plano horizonal seguido de una rotacién con un angulo ~ en el plano vertical. De

esto

z 1 0 0 cosy siny 0 1
y | =10 cosyp —siny —siny cosy O Y1
, .
z 0 sinvy cosy 0 0 1 21 (4.21)
cos 7y sin 7y 0 T1
= | —sin~ycos® cosycosy —siny Y1
—sinysiny cosvysiny  cosy z1

Esto implica que
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a2’ = x1cosry + y; sinvy
Yy = —x1sin~y cos + y; cosy cos — z1 sinp (4.22)

2 = —x1sinysiny + y; cos ysin + 21 cos

Ya que en el sistema primado Fnx = Fy cosoi + Fy sinok, en el sistema que rota Fn'

queda como

Fy = Fy coso cos i
+ (—Fy cososin~ycosth — Fysinosine) ] (4.23)
+ (—Fycososinysiny + Fy sinacosw)f{

De esta manera podemos obtener una expresién para la fuerza sustituyendo en (4.17) las
expresiones (4.18), (4.20) y (4.23)

F = [—mg(r) + Frsiny + Fy cos o cos~] i
+ [Frcos~ycosty — Fy cososiny cosyp — Fiy sin o sin )] (4.24)

j
+ [Frcosysiniy — Fy cos o sinysint + Fy sino cos ] k

Con la expresién (4.24) hemos terminado de resolver las componentes de la ecuacién (4.16).
Para poder derivar las ecuaciones de (4.16) necesitamos conocer la expresién de la velocidad
angular en los sistemas en rotacién. El sistema Oxyz se obtiene de OXY Z haciendo una rotacién
con un angulo 6 en el eje Z seguido de una rotacién con un angulo ¢ en el eje Y. De este modo

Q se ve como

Q = sin qb(ji—fi - %? + cos qb(jl—if( (4.25)

De esta manera

di - df, do-

A6 i s Aop

g = Amcosogit g

% = X j = — cos ¢ZT2§+ sin qb(ji—if( (4.26)
dk . do . . dO.

m = Xk——al—snuba_]

De la ecuacién (4.11) tenfamos que r = ri, derivando
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dr dr s di

= ﬁ1 + cos (b— + @ |
dt dt

Igualando las ecuaciones (4.12) y (4.27) tenemos

ar .

2 = vsiny

df  vcosvycosy

i i 4.2
dt 7 COS ¢ (4.28)
@ __wvcosysiny

dt r

Por otro lado, si tomamos la derivada de (4.12) obtenemos

~
0

v dv il d'yi Lo di
—_— SlIl VCOSY— vsiny—
a oa Tt Tt

A

dv dry
+ acos'ycoswj — vsm’yd— coswj — vcos*ysmw—d]_] —Hjcos'ycosw—

dv ~ dry ~ ~
+ Ecosysinz/)k — vsin'yﬁ sin¢k+vcos'ycos¢d—qfk+vcos'ysin¢a

sustituyendo las ecuaciones (4.26) se obtiene

d—v d—vsm + v cos dy ?
ar a7 Tar|?

d d dy] »
+ [dzcosycosw—vsmvcos*ydz —UCOS’YSmTﬂdZ)]J

dv dry dy| -
+ [dtcosvsmz/)—vsmvsmqﬁ it —i—vcosycosd)dt] k
dgi) ]

+ vsiny [cos d)*_] + I

o df ~
+ v cosycos [— cos qﬁai + sin ¢E + k]
de ; ]

dod -
+ v cosysin ¢ [—d(fl — smgb—J

Factorizando por componentes

43



d d d do d
v [d: smv—i—vcoswdry vcosvcoswcos¢——vcos'ysmwd(f

dat
dv . d . d . . .
+ Lit COS 7y COSY — vsmvcoswl — vcosvsmdz—w + vsm'ycosgba — vcos*ysm’ysm(ﬁdt
dv )
+ y cosysiny — vsmfysmw— + vcos'ycosw— +vsiny— i + vcos*ycosz/}smgbdt
do .
Sustituyendo las expresiones para d 7 Y g que se obtuvieron en (4.28)
dv dv dy  wvcosycosy cospvcosycosy  wvcosysinyvcosysiny |,
— = | —siny+vcosy— — —
dt dt dt T COS ¢ r
dv . dry dy  wvsinycos¢uvcosycosty  vcosysiny singvcosycosy] »
+ | — cosycosty —vsinycosy— — v cosysinyY — - J
dt dt dt T COS ¢ 7 COS ¢
d i i i -
n [l cosy sin g — vsm’ysmw— " vcosvcosw—zb v sin yv cos y sin ¢ " v €Os 7y cos 1) sin ¢vcoswcosw} &
dt dt r T COS ¢
Entonces
d d d 2 2 s
di‘t, = {d—j sin~y 4+ v cosy d'y - v? cos? 'ycosz P — v? cos? 'ysinQ w] i
d 2 2 ; .
Y ¢ 2.y sin g S0P cos ’14 J

d dy
+ {—’Ucosycoswf'usmycosw o 7vcoswsinw—w+ d—sinwcosvcoswf — cos 'ysmz/J p)
r 0s

dt
dv dry dy  v? v2 in ¢ ~
+ Ecosysmwfvsm'ysmiﬁ +vcos*ycos¢ +—sm‘ycoswsmw+—coswcos¢ (z)cosycosw k
r
Finalmente
dv dv n y 2 .
— = |—sin v Cos — — cos
at ~ a7 Tat ~ T
d d d 2 .
+ {dit] cosycosy — vsin'ycoszp—’y — vcos*ysinlpd—:fy + - cosy cos? (siny — cosysin tan qb)} J (4.29)
r
dv . . . dry 2 . . 2 -
+ | — cosysiny — vsm'ysmi/)a —i—vcos*ycoswg + — cosvy (Sln’ysmw + cos wtanqbcos*y) k
r

dt

Igualando componente a componente las ecuaciones (4.16) y (4.29) y usando (4.24) obte-

nemos las siguientes ecuaciones escalares

dv dy v?
siny +vcosy— — —cos“y =
dt dt T (430)

1 1
— Frsiny 4+ —Fy cos 0 cosy — g — 20w cos 7 €os 1) cos ¢ + rw? cos® ¢

dv dry d v?
I cos "y cos ) — vsm*ycosw— - 11005751111/) 1/) + — cosycos® (siny — cosysiny tan ¢) =
r (4.31)
1 1 1
— Frcosycosty) — —Fy cososinycosyy — — Fy sino siny — 2vw (siny cos ¢ — cos y sin v sin ¢)
m
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d d d 2
d—:cosysinq/)fvsin'ysinwd—z +vcos'ycos¢d—zf + U—cos'y(sin'ysin@/}+cos21/)tan¢cosv) =
r

1 1 1
— Fpcosysinty — — Fy cos o sinysin ) + — Fiy sin -y cos 1) — 2vw cos y cos 1 sin ¢ — rw? sin ¢ cos ¢
m m m

(4.32)

Las expresiones (4.30), (4.31) y (4.32) nos proporcionan un sistema de ecuaciones con tres

incognitas que nos permite obtener las ecuaciones para %, Cgll—z y %
dv 1 . 2 . . .
i — Fr — gsinvy 4+ w”r cos ¢ (sin~y cos ¢ — cos -y sin ¢ sin 1) (4.33)
m

d 1 2
vd—z = —Fycoso —gcosy + U—COS’y ~+ 2w cos ¢ cos +wQTcosqb(cosvcosqS—l—sin*ysin(bsind}) (4.34)
m r

d 1 Fysi 2
4 _ 1 Fysino — U—cos*ycoswtan(b—!—Zwv (tany cos ¢ sinyp — sin @) — d
r co

2
v— = ! sin ¢ cos g cosp  (4.35)
dt m  COS7Y Sy

Las expresiones (4.33), (4.34) y (4.35) son las tres ecuaciones de la fuerza. En este punto
es conveniente hacer un par de suposiciones. La primera es que la atmédsfera no rota con respecto
al planeta. Si suponemos que la atmésfera estd en reposo respecto al planeta, entonces la w del
planeta y la atmésfera es la misma. En términos generales w es pequena, por lo que el término
w?r puede despreciarse. La segunda suposicién es que el planeta y la atmésfera no rotan. Esto
puede suponerse Uinicamente si el interés estd en las variaciones de la velocidad y la altitud del
objeto en la parte de la trayectoria donde se produce la desaceleracion. Si w = 0 entonces el

término de Coriolis, 2wv, puede ignorarse. Asi, (4.33), (4.34) y (4.35) se pueden ver como

d 1
d—: = EFT — gsinvy
d 1 2
v = —Fycoso — gcosy + v—cosv (4.36)
dt m T

d 1 Fysi 2
v—w:—w—v—cosvcoswtanqﬁ
dt  m cosy r

En el caso de un vuelo de entrada en la atmésfera se tiene que T'=0, Fr = —Dy Fy = L,
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de donde las ecuaciones se reducen a

dv D .
— = —— —gsin
dt m gsmy
d L 2
vl _ ST gcosy + v cos 7y (4.37)
dt m T

d Lsine 1?2
v—w: — — cosycos tan ¢
dt  mecosy r

donde 7 es el dngulo de trayectoria de vuelo y ¢ es el dngulo de alcance (figura 4.4).

Horizontal

\\/\ ’3’) (b local

mg

A X

Figura 4.4: Sistema inercial en la superficie de la Tierra.

4.2. Las ecuaciones de movimiento del meteoroide

En cada instante de tiempo el meteoroide estd sujeto a dos fuerzas

= La fuerza gravitacional F, = mg.

= La fuerza aerodindamica A que puede descomponerse en una fuerza de arrastre D y una

fuerza de elevacién L.

Si asumimos que la fuerza de elevacién L y la fuerza de arrastre D tienen la forma
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1
L= §pSCLv2

1
D= 3 pSCpv?
donde p es la densidad atmosférica y S el drea de seccién transversal del objeto en caida. Cp y
C, se conocen como coeficiente de arrastre y elevacién respectivamente y dependen del dangulo
de ataque «, el nimero de Mach M y el nimero de Reynolds R, (figura 4.5).

Figura 4.5: Fuerzas que actian sobre el meteoroide en su vuelo a través de la atmdsfera.

Sustituyendo lo anterior en las expresiones (4.37) y considerando que la fuerza de elevacién

es despreciable, las ecuaciones de movimiento en el plano de un circulo maximo son

o _ —LSCDUQ — g(r)sin

dt m g 7

dy pSCrv?coso v?
Vs g(r) — — | cosy

a_ vsin

at — U

donde r es la distancia radial a partir del centro del planeta. En estas circunstancias ¢ =0 y la
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densidad atmosférica p y la aceleracion son funciones inicamente de la distancia r. Introduciendo

la ecuacion de ablacién y cambiando la notacién tenemos

dd  mg(r)cosd — 3CLpSv?

dt mu
dﬂ__}pSCva U2—U%«R
a 2 ¢ v2
d

d—i:—vsinﬁ

d

d—fzvcosH

Corrigiendo las ecuaciones debido a la esfericidad del planeta llegamos a

dv o pSCDU2 .

dt ~ 2m +9(r)sind

df _ g(r)cost  wvcosf

dt v Ry, + 2

dm 1 pSCrv® [v? — U%«R
— = 4.
dt 2 ¢ v2 (4.38)
d

d—i = —vsinf

dz  wvcost

a1+ R,

donde m la masa del meteoroide, S = S (pﬂ) ® es el factor de forma, Cp es el coeficiente de
arrastre , C'y es el coeficiente transferencia de calor y ( es el calor de ablacién del meteoroide. 8
se mide en grados con respecto a la horizontal local, v es la velocidad del meteoroide, Vog es la

velocidad critica (en kTm), g es la aceleracion gravitacional y R, el radio del planeta.

4.3. Consideraciones sobre la atmosfera

Falta conocer como varia la densidad de la atmosfera terrestre p. Para esto hay que suponer que
la atmésfera no rota con respecto al planeta y que tiene una simetria esférica. Esta ultima tiene
una consecuencia inmediata: la presién es funciéon tnicamente de la altitud. Con esto, podemos

suponer que la presiéon cumple con la ecuacién de equilibrio hidrostatico [42]

dp = —pgdr (4.39)

Suponiendo que la atmosfera se comporta como un gas ideal, es decir, que cumple con la

ecuacién de gases ideales
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pV = kT (4.40)

y recordando que la densidad estd dada por p = {7 entonces la expresién anterior queda como

p= ﬁpT (4.41)
m
de la expresion (4.41) llegamos a
T
b _io dr o
p p T

Si sustituimos las expresiones (4.39) y (4.41) en la ecuacién (4.42) obtenemos

mg dp dT
=24 = 4.4
T ) + T (4.43)
de la ecuacion (4.43) podemos despejar d—pp
dp mg 1dT
p e Rl 4.44
p [k‘T T d’r] : (444)

Llamemos S al término entre corchetes, es decir,

mg 1dT
_mg 1dT 4.4
b kT * T dr (445)
Con esto la ecuacién (4.44) se reduce a
d
?’) = —Bdr (4.46)

[ en este caso puede identificarse como un reciproco de la altura. Haciendo diferentes suposi-
ciones sobre el pardmetro 5 podemos modelar distintos tipos de atmdsfera [42]. En este caso

supondremos que S es constante a trozos. Ya que S es localmente constante, la solucién para
(4.44) es

p(r) = poePr=re) (4.47)

donde vemos que la densidad se comporta localmente como una exponencial. Un caso particular
serfa suponer una atmosfera isotérmica. Como no hay un cambio en la temperatura, el término

% se hace cero. Esto nos lleva a

myg
= — = 4.4
54 T cte (4.48)
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De esta manera, la solucién para la ecuacién (4.44) estard dada por

p(r) = poe™ 11" (4.49)

Asi, podemos ver que la densidad va variando como funcién de la altura y estd modulada
tanto por la densidad pg como como por el factor — 7. De esta manera podemos reescribir estos
parametros para describir el decrecimiento que presenta la densidad en funcién de la altura con

la siguiente expresién
h
p = poe H (4.50)

donde, para la Tierra, py = 0,00129307%3 es la densidad a una altura h = 0 km y el factor de
escala H es H ~ 8 km [43].
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Capitulo 5
Reconstruccion de la trayectoria

Como revisamos previamente, el movimiento de un meteoroide que entra en la atmoésfera de la
Tierra tiene dos fases. La primer fase, previa al contacto con la atmésfera, es su movimiento
orbital gobernado principalmente por su interaccion gravitacional con el Sol. La segunda fase
es el movimiento a través de la atmosfera terrestre. Esta tultima se puede ver en 4 etapas, el

precalentamiento, la ablacién, el vuelo oscuro y el impacto.

Boveda Celeste

Superficie terrestre

Figura 5.1: La obtencién de imagenes de un meteoro desde al menos dos estaciones de obser-

vacion permite reconstruir la trayectoria real del meteoroide.

Ya que es de interés recuperar las meteoritas para su estudio y conocer la zona del sistema
solar de la cual provienen es importante observar y estudiar a los meteoroides. Un método para

hacerlo, propuesto en 1800 por Brandes y Benzerberg, es estudiar la trayectoria que el meteoroide
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lleva durante la ablacién (ya que esta etapa es visible debido a la formacién del meteoro). Si se
observa la trayectoria aparente (con respecto a un observador) desde dos puntos distintos sobre
la superficie terrestre se puede reconstruir la trayectoria del meteoroide (figura 5.1) [44]. Esto
se realiza usando el registro del meteoro. Con éste podemos decir, desde cada punto, en qué
direccion se observa usando estrellas de referencia. Si conocemos bien las coordenadas ecuatoriales
(ascension recta y declinacién) de las estrellas de referencia y sus coordenadas sobre la imagen
(que llamaremos coordenadas de imagen) puede determinarse qué ascensién recta y declinacién
tuvo el objeto empleando distintas transformaciones. De esta forma se puede determinar el plano
donde se encuentra la trayectoria del meteoroide desde dos lugares distintos. Esto se lleva a cabo
usando tres marcos de referencia: el sistema ecuatorial, el sistema estandar y el sistema propio

de la imagen como se explicara en los parrafos siguientes.

l Béveda Celeste:

2 Coordenadas ecuatoriales ( «, 8 ).
Plano ideal:

Coordenadas estandar (£, ).

Fotografia:
M Coordenadas de imagen (x,y ).

Figura 5.2: Sistemas coordenados empleados para realizar la astrometria. Fuente de la foto-
grafia: [45].

Ya que el meteoro puede proyectarse en una region de la béveda celeste podemos aso-
ciarle coordenadas ecuatoriales (ascension recta y declinacién). Estas coordenadas nos indican
los puntos ocupados por el objeto sobre la esfera celeste. Sin embargo, hay que recordar que
una imagen de cualquier regién de la béveda celeste es una representacion plana de un area
curva. Esta clase de representaciones se conoce como proyeccion estereogrifica o gnomonica. De
forma ideal se toma como punto de origen el centro de la esfera y el plano de proyeccién se

toma tangente a ella. Las coordenadas de este plano ideal son llamadas coordenadas estdndar
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y son coordenadas rectangulares definidas por (§,1). Su origen es el punto de tangencia T a la
esfera definido por su ascension recta A y su declinacién D, el cual coincide con el centro de
imagen. De esta manera, a cada punto P; = (z;,y;, z;) sobre la esfera (o béveda celeste) en la
direccién (o, ;) le corresponde uno P/ en el plano tangente que tendrd coordenadas (;, 1;). Por
la incertidumbre asociada a cualquier medicién, sabemos que la imagen que se tenga del meteoro
no va a coincidir con la imagen que se tendria sobre el plano ideal (el de coordenadas estandar).
Por esto, es necesario encontrar una relaciéon entre las coordenadas medidas sobre la imagen y

las coordenadas estdndar (figura 5.2).

Lo primero que se hace es conocer las coordenadas ecuatoriales («,d) que tengan las
estrellas de referencia en el momento en que ocurre el meteoro. Con esto se puede calcular
la direccion que tendrd el punto de tangencia 7' del plano ideal sobre la béveda celeste. Asi,
podemos obtener las coordenadas estdndar (sobre el plano ideal) que tienen las estrellas de
referencia en ese instante. Una vez que se determinan las coordenadas ecuatoriales y sobre la
imagen de esas estrellas de referencia, podemos hacer una transformacién que nos permitira saber
las coordenadas estandar de cualquier punto sobre la imagen a partir de sus coordenadas sobre

ésta.

*~
~o

Radiante

Estacion B

Estacion A

Figura 5.3: Planos que contienen la trayectoria del meteoroide generados desde dos estaciones.

El paso a seguir es determinar las coordenadas de imagen de la traza del meteoro. Con
la transformacion obtenida en el paso anterior podemos determinar sus coordenadas estandar y
después sus coordenadas ecuatoriales. Con esto tendremos las direcciones desde el observador a

cada uno de los puntos que delimitan la trayectoria del meteoroide. Conociendo dichas direcciones
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se pueden hacer dos cosas: una es construir un plano promedio definido por todas las direcciones
determinadas y la otra es construir una serie de planos definidos con cada par de direcciones
(figura 5.3).

En cada uno de los planos estara contenida la trayectoria del meteoroide durante la abla-
cién. Al intersectar los planos obtenidos por dos observadores diferentes, se obtiene la trayectoria
del meteoroide vista desde el centro de la Tierra. Esto traera consigo la informacién sobre la tra-
yectoria del objeto, es decir la posicién, velocidad y aceleracion que llevaba el meteoroide en esta
etapa de su trayectoria. Con esta informacién seremos capaces de reconstruir la érbita de origen
y obtener la elipse de dispersién para poder buscar las meteoritas asociadas al objeto que ingresé

a nuestra atmoésfera.

Para reconstruir la érbita del objeto, podemos suponer que su movimiento era gobernado
Unicamente por el campo gravitacional del Sol. Asi, la velocidad heliocéntrica con la que haya
impactado a la Tierra sera la misma que el cuerpo llevaba en ese punto de su 6rbita. Como se vera
posteriormente, para conseguir los pardametros orbitales s6lo hara falta hacer unas correcciones

debidas a los movimientos de la Tierra.

Para calcular la elipse de dispersién, el area de emplazamiento de las meteoritas, hay
que emplear el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de un objeto a
través de una atmosfera obtenidas en el capitulo anterior. La solucién de éstas depende de los
parametros fisicos del objeto (posicién, velocidad, dngulo de entrada, resistencia, etc.). Ya que
la trayectoria que reconstruimos del objeto debe ser solucién de este sistema de ecuaciones, los
valores de posicién, velocidad y aceleracién del objeto al término de la ablacién se toman como
valores iniciales del vuelo oscuro. Haciendo un estimado de la masa del meteoroide se calcula un

punto de impacto a partir del cual se pueda construir la elipse de dispersién.
Resumiendo, los pasos a seguir para reconstruir la trayectoria son
1. Obtener los videos donde se muestre la traza del meteoro.
2. Procesar las imagenes para conocer los valores de ascensién recta y declinacién del objeto.

3. Sabiendo las coordenadas ecuatoriales del meteoroide, construir los planos que contengan

la trayectoria del objeto.
4. Intersectando estos planos, calcular su trayectoria durante la ablacién.

5. Calcular el radiante y velocidad promedio del objeto para obtener la érbita de procedencia
del objeto.

6. Hacer una estimacion de la masa del meteoroide al término de la ablacién, calcular la

trayectoria en el vuelo oscuro y determinar su elipse de dispersion.

En la figura 5.4 se muestran ilustraciones de este procedimiento.
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5.1. Astrometria de la traza del meteoro

Ya que desde cada sitio la trayectoria aparente es distinta podemos identificar desde cada estacién
la traza del meteoroide. Como los meteoros son fenémenos que ocurren en la atmodsfera podemos
asociar a su traza coordenadas ecuatoriales, las cuales determinardn la posicion del meteoroide
en la béveda celeste. Ademas de estas coordenadas, podemos asociarle unas coordenadas de
imagen que son las que se miden de forma directa sobre el registro fotografico obtenido. El uso
de catédlogos estelares permite determinar los pardmetros necesarios para realizar el cambio entre
coordenadas ecuatoriales y coordenadas de la imagen. Para realizar todo el proceso anterior,
primero, es necesario procesar los videos de los meteoros para poder obtener las coordenadas de

imagen del objeto. El objetivo es conocer

Las coordenadas ecuatoriales (a,d) y las coordenadas de imagen de cada estrella de refe-

rencia.

= La ascensién recta y declinacién del centro de la imagen.

Las coordenadas de imagen de la traza del meteoro en cada cuadro del video.

Las coordenadas ecuatoriales de la traza del meteoro.

El proceso inicia separando los distintos cuadros del video y suméandolos en una sola
imagen. Con la imagen sumada se obtienen las coordenadas de imagen de las estrellas que se
emplearan como referencia. Estas deben estar situadas cerca de la traza del meteoro, la cual se
encuentra dentro del area comprendida por un poligono que es construido tomando como vértices
las estrellas de referencia. Ya que conocemos las coordenadas de imagen de las estrellas se debe
buscar en algiin catdlogo su ascensién recta y declinacién. De este modo para cada estrella de

referencia i tendremos las coordenadas de imagen x; vy y; y las coordenadas ecuatoriales «; y 6;.

Una vez hecho esto, se determinan las coordenadas del centro de imagen, el cual se asume
coincide con el punto de tangencia T'. Para determinar el punto de tangencia 7T lo supondremos

como el centro del drea comprendida por las estrellas de referencia haciendo que

1 « 1 —
T = n;an;(s = (A4,D) (5.1)

para cada estrella ¢ con ascension recta «; y declinacién d; donde n es el niimero total de estrellas
1

!Para determinar el punto T estamos usando el método propuesto por [6] por su simplicidad, sin embargo,
existen otros procedimientos para calcularlo con mayor precisién. Uno de ellos es el método del simplex propuesto

por Steyaert [7] y empleado por [8]. El desarrollo de este método se encuentra en el apéndice A.
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Este punto depende de las estrellas de referencia, ya que con éstas se determinan las
propiedades geométricas de la proyeccion de esa seccién de la boveda celeste. Sabiendo las coor-
denadas ecuatoriales de cada estrella y las del centro de imagen se determinan las coordenadas
estandar & y 1; de cada estrella de referencia (para ver con detalle todo el desarrollo de estas

transformaciones, consultar el apéndice A). Esto lo haremos con las ecuaciones (A.29):

sin (o; — A) cos §;
~ cos (a; — A) cos &; cos D + sin &; sin D
—cos (a; — A) cos d; sin D + sin §; cos D
cos (a; — A) cos §; cos D + sin §; sin D

& =
(5.2)

i =

Con las coordenadas estandar &; y 1; y las coordenadas de imagen x; y y; de las n estrellas

determinamos los parametros de imagen con las ecuaciones mostradas en (A.89), los cuales son

A= Zn: xX;
i—1

B = Zyz
=1

C=> &
i—1

D= Z¢ (5.3)
zzl

E = fo + 42
=1

F= Z &ixi + Vil
=1

G =) &yi— i
i—1

Con éstas podemos calcular los valores de los parametros u, dados por el conjunto de

ecuaciones (A.90)

uy =nk — AC — BD
uy = nG — BC + AD

uy = —BF 4+ AG+ ED
1
us =

nE — (42 + B2
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Con estos tltimos podemos obtener la relacién que nos permite pasar de las coordenadas

de imagen a las coordenadas estandar sustituyéndolos en las ecuaciones

& = us (wixj + usy; + ug) (5.5)

) = us (—ugxj + w1y + ua)

Una vez encontradas las coordenadas estandar de las estrellas de referencia y se calculen
los parametros para calibrar la imagen, se determinan las coordenadas de imagen de cada punto
de la traza del meteoro. Estos tltimos valores se sustituyen en las ecuaciones (5.5) y asi se
obtienen sus coordenadas estandar (las coordenadas sobre el plano ideal tangente a la esfera
celeste). Finalmente, a cada punto (;,v;) podemos asociar un valor de ascension recta «; y

declinacién d; con las expresiones (A.30), es decir,

: &
= A 1 J
“ +tan (cosD —jsinD

1 [ ¥jcosD +sinD (56)

VUi &+

con las cuales conoceremos los valores de ascensién recta «; y declinacién ¢; de la traza del

0j = sin

meteoro desde cada punto de observacion.

5.2. La trayectoria durante la ablacion

Con los distintos valores de la ascensién recta y declinacién de la traza meteoro y con la in-
formacién geogréfica sobre el sitio donde se obtuvo el registro se determina la ecuacién de los
planos que contienen a la trayectoria. Después estos planos se intersectan y se obtiene una recta
que describe la trayectoria promedio del meteoroide durante la ablaciéon. Con esto se determinan
las posiciones y velocidades del meteoroide durante este proceso. Asi, tendremos las posiciones,

tiempos y velocidades para cada punto de esta parte de la trayectoria.

Ya que conocemos las coordenadas ecuatoriales «; y d; de cada punto de la traza del
meteoro, podemos construir m vectores unitarios dirigidos hacia la trayectoria aparente vista
desde cada estacién (el desarrollo de las siguientes expresiones puede consultarse en el apéndice

B). Estos puntos son de la forma P; = (&;,;,7;) tales que

§j = cosdj cos a;
j = cos d; sin o (5.7)

7n; = sind;
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en coordenadas ecuatoriales. De esta forma, visto desde el centro de la Tierra, el plano que
contendrd tanto la trayectoria del meteoroide como el sitio donde se tomé la imagen esta dado

por la expresién (B.25), es decir

apé + bp +cpn — di, =0 (5.8)

donde k denota la estacién. Si a’, b’ y ¢ son iguales a

ah =D &y Wy — Y &y Y
j=1 j=1 j=1 J=1

M= & &mi— D> &> tmy (5.9)
j=1 j=1 Jj=1 j=1

2
m m m
/ 2 2
=D &> v~ | D&
j=1 j=1 7=1
entonces, los coeficientes ax, by v ¢ se definen como
/
a
ap = k
12 12 /2
ap + bp + ¢
b/
by = £ (5.10)
2 2 /2 :
ap + b7 + ¢
/
c
L = k

2 2 2
ai + b2 + ¢
y la distancia di, que es la distancia desde el centro de la Tierra hasta el sitio donde esta la
estacion, puede calcularse con la expresién (B.24), es decir
di = arzr + bryr + cr 2k (5.11)

donde x, yr v 2 son las coordenadas de la posicién geocéntrica del punto donde se tomé la

medicién. Estas estdn dadas por las expresiones (B.19), es decir

xp = (Rk + hy) cos A\ cos ¥y,
yr = (R + hg) cos Ag sin ¥y, (5.12)
2 = (Rk + hk) sin A
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donde hj es la altura sobre el nivel del mar, ¥ es el tiempo sideral local, Ay es la latitud
geocéntrica y Ry, es el radio geocéntrico de la estacién. Si sabemos la latitud geogréfica X, de la

estacién, podemos determinar la latitud geocéntrica usando la expresién (B.21)

1— 2
A :tan_1< " ¢ ) (5.13)

con

(5.14)

donde a = 6378137 m y b = 6356752 m usando el sistema WGS84. Para determinar R; usamos
la expresién (B.20)

1

1+ [ﬁ—l} sin? \

Ry = (5.15)

donde, usando el sistema WGS84, r es el radio ecuatorial (r = 6378137 m), f es el achatamiento

f= 9875 1223563 y A es la latitud geocéntrica [46].

Ya que, en principio, se tiene el registro de la trayectoria del meteoroide durante su ablacién
desde al menos 2 estaciones, se pueden generar al menos 2 planos que contienen la trayectoria
del mismo. Si sélo se tienen dos registros del meteoro, la interseccién de los dos planos nos dara
la trayectoria promedio del meteoroide. Si tenemos la imagenes desde la estacién 1 y la estacién

2, usando las ecuaciones (5.8) y (5.11) tendremos los planos

» desde la estacion 1

aE+biv+cen—di =0 (516)
con
di =a1x1 +biy1 +az (5.17)
= desde la estacién 2
a2 + bap +con —da =0 (5.18)
con
dy = aox9 + boyo + cozo (5.19)

Con esto, la recta que resulta de la interseccién de los dos planos tendra la forma

L=s+1tv (5.20)
donde s es un punto sobre la recta y v es el vector unitario del producto cruz de iy y ra. Asi,
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rfl X I’fz

V=— = (5.21)
n; X ng
Entonces
Ifl X If2 = (blCQ — bQCl, asCcp — aicy, a1b2 — agbl) (5.22)
y
|If1 X If2| = \/(5162 — b261)2 + (a261 — a162)2 + (a1b2 — a2b1)2 (5.23)
Finalmente, s = (£*,4*,0) lo podemos obtener como la solucién al siguiente sistema de
ecuaciones

il + oyt =d;

(5.24)
agl™ + bay)p* = d

usando el método de Cramer. Conociendo estos dos vectores podemos determinar la recta L =
s+tv que resulta ser la trayectoria promedio del meteoroide durante la ablaciéon. Para determinar
el peso estadistico de la interseccién se obtiene el valor del dngulo 6 entre los dos planos, el cual

estd dado por

0 — cos—! ]alag + b1by + 0102‘
Va@ +b3+c3 a3+ b3+ c3

-1
= cos " |ajaz + biby + cica|

(5.25)

si 6 fuera muy pequeno la interseccion entre los planos pierde peso estadistico. En este caso, el
peso estadistico puede definirse como proporcional al sin®#. En cualquier caso, el valor de § nos

permite obtener una estimacién de qué tan confiable es la trayectoria obtenida.

Para conocer la latitud geocéntrica A\ y la altura sobre el nivel del mar h de cada punto

de la trayectoria del meteoroide se utilizan las ecuaciones (5.12)

zj = (Rj + hj) cos Aj cos ¥
yj = (Rj + hj) cos Aj sinv; (5.26)
zZj = (Rj + hj) sin )\j

Al resolverlas podemos convertir la latitud geocéntrica A en la latitud geografica X' y la

longitud estard dada por ¥; que es el tiempo sideral local. Con esto podemos calcular distancias

a lo largo de la trayectoria del meteoroide,
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by = (0 = 1) + o = 91)° + (20 — 21)° (5.27)

Ahora, debemos ver céomo interpretar los intervalos temporales. Estos dependen tanto
del movimiento del meteoroide como de la cdmara que registre el video. Si definimos el tiempo
relativo como cero para el primer punto (es decir, ¢ = 0 cuando | = ;) entonces t,,, el tiempo
en el que se tomo el emésimo cuadro es m% donde N es el numero de cuadros por segundo que

es capaz de tomar la camara.

Con este procedimiento ya tenemos la informacién dindmica del meteoroide durante su
ablacién y podemos determinar su elipse de dispersién (determinando la trayectoria del objeto

en el vuelo oscuro) y su érbita de procedencia.

Teniendo las distancias recorridas por el meteoroide entre cada par de cuadros [, para
cada tiempo t,, podemos obtener la velocidad media del meteoroide en cada tramo, la cual estara

dada por

v = — (5.28)

~+
ST

5.3. La 6rbita del meteoroide

Para definir los elementos orbitales del objeto emplearemos los datos observacionales que se
acaban de determinar. Lo primero que calcularemos es el radiante, que es la zona del cielo por
donde parece que el objeto ingres6 en la atmosfera. Para hacerlo, se obtiene el promedio de las
coordenadas de la trayectoria, es decir, se promedian las componentes x, y y z de cada punto de
la trayectoria determinada durante la ablacién. Despejando « y 6 de las ecuaciones en (5.7), el

radiante estarda dado por

QR = tan [i]

op = sin"![Z]

(5.29)

Ahora se requiere determinar la velocidad preatmosférica v, del meteoroide. Primero
determinaremos la velocidad promedio Vv, que llamaremos velocidad observada, empleando la

direccién definida por el radiante. Asi, las componentes de V estdn dadas por

vy = |v| cosdg cos ar
vy = |v| cosdrsinagr (5.30)

v, = |v|sindg
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donde |v] es la velocidad promedio durante la ablacién. Lo que sigue es obtener la velocidad
preatmosférica del objeto. Para ello, se corrige la velocidad observada debido a los efectos que
la rotacién terrestre y el campo gravitacional de la Tierra inducen sobre la velocidad v, al
interactuar con ella. Para determinar el efecto de la rotacién de la Tierra vy emplearemos la

expresion

21 (R + h) cos A
T

VR = (5.31)

donde R + h corresponde a la magnitud del radio vector que apunta al punto medio de la
trayectoria calculada, A es la latitud geocéntrica de este punto y T es el periodo de rotacién de
la Tierra (si T = 23 h 56" 4" entonces T ~ 86164 s). El factor vr sélo modifica la velocidad
observada en la direccién de la ascension recta, de tal forma que el vector velocidad corregida v,

tiene componentes dadas por

Vge = Uy — URCOSQR
Uye = Uy — UrSinag (5.32)

Vze = Uy

El paso que sigue es determinar la correccién por la atraccién gravitacional terrestre. Esta

correccion estd dada por

2UTierra

Rih (5.33)

V2 =

donde ppierrq €s el parametro gravitacional estandar de la Tierra. Ya que la velocidad corregida
es proporcional a la velocidad preatmosférica y al efecto que tiene el campo gravitacional terrestre

en ella (vZ = vZ +v%) la magnitud de la velocidad preatmosférica estd dada por

N|=

Voo = [v? - v%;] (5.34)

Esta magnitud de la velocidad es la que se observa desde un sistema geocéntrico. A partir
de este se determina tanto la posicién rgy como la velocidad heliocéntrica vy del meteoroide
en ese punto de su érbita. Primero calcularemos la longitud L y la latitud B eclipticas con las

expresiones obtenidas en el apéndice A

B = sin" ! [cos esin d, — sin e cos &, sin a,]

(5.35)

I — tan-! sin € sin . + cos € cos . sin .

€0S 0. COS Q.
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donde € es la inclinacién de la ecliptica en el ecuador ~ 23° 26’ 21,4091”. En este sistema ecliptico,

las componentes de rg se escriben como

x =rcosLcosB
y = rsin L cos B (5.36)

z=rsin B

donde r es la distancia desde el Sol. El vector velocidad de la Tierra en 6rbita puede calcularse
a partir del cambio de la longitud solar Lg,; y del cambio en el radio vector 7. Denotando esta

velocidad como v4p en kTm podemos escribir

w8+ (45)]

La direccién de vap viene dada por la longitud ecliptica del dpex terrestre (Lap) con lo

que podemos escribir

dr
_ T at
Lap = Lsa 5 rdei[)l (5.38)

Por otra parte, las coordenadas rectangulares de la velocidad heliocéntrica vy del meteo-

roide se calculan a partir de la velocidad obtenida en (5.34),

VHg = —Vso COS Lcos B +vap cos Lap
VHy = —Usosin L cos B +vapsin Lap (5.39)
VHs = —Uso SIN B

Con la posicién ry y la velocidad heliocéntrica vy se determina el vector momento angular

por unidad de masa con la expresion

h:I‘H X VH (5.40)

Con las componentes de este vector se determinan la inclinacién 4 y la longitud del nodo
ascendente ) de la érbita usando la funcién atan2 (definida en el apéndice C). La inclinacién se

obtiene con la expresién

1
i = atan2 [(hi +12)? ,hz} (5.41)
mientras que la longitud del nodo ascendente con la ecuacién

64



Q = atan2 [hy, —hy] (5.42)

Para determinar la excentricidad, el semieje mayor y el argumento del perihelio se calcula

el pardmetro € con la siguiente expresion

e=|vul? — “:il' (5.43)

De aqui, la excentricidad estarda dada por la magnitud del siguiente vector

1

o lexryg — (vg - vH) VH] (5.44)

e =

que es el vector de excentricidad. Para obtener el inverso del semieje mayor, usamos la ecuacién
(3.53)

12 2
t_2 _lval (5.45)
a rg HSol
de la cual, tenemos que el semieje a estarda dado por
MSOI‘I‘H‘
S s i S 5.46
255~ ferl vl (5:40)
Con las expresiones (3.35) se calcula la distancia al afelio y al perihelio
Q=a(l+e
( ) (5.47)
g=a(l—e)

Definiendo el vector de momento angular relativo como n = (—hy, hs, 0) el argumento del

perihelio es

_1 n-e
— 5.48
w = cos [\nued (5.48)

Por dltimo, para determinar la anomalia verdadera se usa la expresién (3.36), es decir,

a(l+e)

= 7 5.49
" 1+ ecosv ( )
de donde
—a(l
v =cos ! [rha(Jre)} (5.50)
ery

Con lo anterior, los elementos orbitales del meteoroide quedan determinados.
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5.4. La trayectoria en el vuelo oscuro

Las ecuaciones (4.38) son las que describen el movimiento de un meteoroide durante su trayectoria

en la atmoésfera terrestre. Estas ecuaciones son

dv_ ,OSCDU2 .
@ o Tosind
dy _ g(r)cosé  wcosd
dt v R, + =
o TP </wz
d

d—j:—vsine

dj_ v cos

dt 1+pr

La ablacion concluye cuando la velocidad del meteoroide se iguala con la velocidad critica.
Esto quiere decir que la ecuacion para el cambio de masa se hace cero. De esta manera, durante

el vuelo oscuro las ecuaciones se reducen a

dv pSCpuv? i

a =~ om 90

df _ g(r)cos  wcosd

dt R+

p ! P T e (5.51)
i —vsinf

dz _ vcost

dt 1+ &,

donde las variables que se pueden obtener a partir de nuestros datos son 6 (que se mide en
grados con respecto a la horizontal local), v es la velocidad del meteoroide, g es la aceleracién

gravitacional y R, el radio del planeta. Los parametros relacionados con la forma y composicién
2

del meteoroide son S el factor de forma (S = Sp (p%) 3), m la masa del meteoroide y Cp el
coeficiente de arrastre.

Para poder estimar la zona de impacto del material del meteoroide que sobrevivié a la
ablacién se resuelven numéricamente las ecuaciones mostradas en (5.51). Las condiciones iniciales
de esta simulacién coincidirdn, en primera aproximacion, con los ultimos valores reconstruidos de
la ablacién. Los valores que podemos conocer a partir de la reconstruccién de la trayectoria son
la posicidn, la velocidad, la aceleracién y el angulo con respecto a la horizontal local. Nos falta
conocer el valor del coeficiente de arrastre Cp y el factor de forma S del meteoroide, la densidad

atmosférica, la masa aproximada del objeto y su densidad al término de la ablacién. Los valores
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Cp y S estan ligados a la forma del meteoroide. Si suponemos que el objeto es esférico, Cp = 0,5
y la constante S dentro de la expresion para el factor de forma serd Sp = 1,21. Para determinar
cémo va cambiando la densidad atmosférica en funcién de la altura emplearemos la expresién

(4.50) dada por

p=poc T (5.52)

con pg = 0,00129307%3 es la densidad a una altura h = 0 km y el factor de escala H es H ~ 8
km.
Para hacer una aproximacién de la masa del meteoroide se determina su masa al término

de la ablacién. Para hacerlo emplearemos la primer ecuacién del conjunto de expresiones en
(4.38), es decir

dv 7pSCD112

g v + gsin (5.53)

win

Recordando que el factor de forma se expresa como S = Sp <pﬂm) tenemos que

d 2 3
v:_ﬂb%v<m> 4 gsind
at 027; ) 1pm (5.54)
_ _PEDory DQFU -+ gsiné
208, M3
de donde
Cpv?Sp 1 d
PEDUOF  — gsin — d%’ (5.55)
2p5, M3
despejando la masa m tendremos
, 3
CpS
m = PEDoFY (5.56)

Qpi (gsin@ — %)

Ahora s6lo falta conocer la densidad del objeto. Como sabemos, la densidad es funcién
de la masa y del volumen de un cuerpo por lo cual estara en funcién del material del que esté
formado el meteoroide. Los valores de la densidad que tipicamente se usan son 1000 % para

meteoroides que tienen origen cometario, 3300 % para los meteoroides con origen asteroidal
formados principalmente por silicatos y 7800 % para los que tienen también origen asteroidal
pero que son formados mayoritariamente por materiales metalicos [47]. Se pretende incluir con

las camaras una rejilla de difraccién que permita obtener el espectro de emisién del objeto. A
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partir del espectro se puede elegir la densidad asociada al objeto, sin embargo, la seccién de
espectroscopia de meteoros no es objeto de estudio en esta tesis. En caso de no tener un espectro
y por ende, no saber de qué material esta formado cada meteoroide, pueden hacerse simulaciones

distintas para observar el movimiento en cada caso.

Con todo lo anterior ya sabemos las condiciones iniciales para la solucién numérica de las
ecuaciones mostradas en (5.51) y (5.54). El resultado nos mostrard el punto de impacto ya sea de
los residuos del objeto original o bien el punto de contacto del centro de masa de los restos con
la superficie en el caso de que el meteoroide se haya fragmentado en la atmosfera. En este tltimo
caso se trazaria la elipse de dispersion alrededor de este punto de tal manera que el semieje quede

en la direccién de entrada del meteoroide.

5.5. Software

Para reconstruir la trayectoria durante la ablacién fueron elaboradas unas hojas de calculo que
permiten al usuario introducir los valores de las coordenadas de imagen de la traza del meteoro
y de las estrellas de referencia. Ademaés, se permite introducir las coordenadas ecuatoriales de
las estrellas, las cuales deben buscarse manualmente con la ayuda de algin programa como
Stellarium o una base de datos como Simbad. A partir de estos datos el programa calcula las
coordenadas ecuatoriales de la traza del meteoro. Una vez hecho esto, introduciendo los datos
geograficos de las estaciones en cuestién, se determinan los planos que contienen la trayectoria
y su interseccién. La salida de la hoja de cédlculo incluye los datos sobre posicién, velocidad,
aceleracién y la estimacién de la masa del objeto al término de la ablacién. Para obtener los
datos orbitales se elaboré otra hoja de céalculo en la cual se introducen los datos de salida
previamente obtenidos. La salida de esta hoja contiene los elementos orbitales del objeto y una

grafica en la que se observa su orbita.

Por ultimo, para resolver las ecuaciones durante el vuelo oscuro, se empleé el método de
Runge-Kutta de cuarto orden. Este algoritmo fue implementado en un programa en C con el
propdsito de conocer el punto de impacto (cuando z = 0). A partir de esta informacién puede
obtenerse la latitud y longitud geografica del punto donde el centro de masa del meteoroide
impactaria y a partir de él puede determinarse la elipse de dispersién (en el caso de que se

considere que el objeto se haya fragmentado).

Todas estas herramientas pueden ser consultadas solicitindolas a la autora por correo

electrénico.
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo futuro

La Red Mexicana de Meteoros “Citlalin Tlamina” actualmente estéd trabajando en proporcionar
la infraestructura necesaria para poder estudiar a los meteoroides. Su meta a mediano y largo
plazo es poder cubrir todo el territorio nacional con estaciones que permitan registrar su en-
trada en la atmosfera terrestre. Algunos de sus objetivos son estudiar en detalle la interaccién
meteoroide-atmosfera, determinar propiedades fisicas de los impactores y recuperar y estudiar
meteoritas. El primer paso para realizar esto es conocer la trayectoria que el meteoroide siguio
a través de la atmosfera analizando los registros fotograficos obtenidos. En este contexto nacid
la necesidad de crear un método que permitiera reconstruir la trayectoria del meteoroide. Asi,
a partir de videos registrados desde distintos puntos sobre la superficie terrestre donde se vea
la traza de su meteoro, se buscd crear programas que arrojaran la orbita de procedencia y la
elipse de dispersién del objeto lo cual fue el objetivo de este trabajo. Si bien varios autores han
trabajado en la determinaciéon de trayectorias y érbitas, era vital entender todos los procesos
involucrados para ser capaces no sélo de entender a fondo la dindmica involucrada sino poder
modificar y mejorar los trabajos previos (incluso se hicieron algunas correcciones a las ecuaciones
que los autores planteaban). Por ejemplo, un punto importante de este trabajo fue el calculo del
punto de impacto del meteoroide, o bien, del centro de masa de sus fragmentos a partir de com-
binar las ecuaciones (5.51) con las observaciones. Esto permitird obtener la elipse de dispersién
asociada a cada objeto. De esta manera, el trabajo que se presenta en esta tesis constituye la
primer parte del tratamiento de la informacién que se obtendré con la Red. Sin embargo, existen

varios aspectos en los que este trabajo puede ser complementado o mejorado, por ejemplo:

= Crear mallas que asocien a cada punto sobre la imagen coordenadas ecuatoriales. Esto
permitird analizar objetos cuando no existan estrellas de referencia y ahorrar tiempo de

analisis.

» Estudiar la interaccién meteoroide-atmosfera. Tomando parejas de puntos consecutivos se

puede construir un conjunto de planos para describir la trayectoria durante la ablaciéon con

69



mayor precision.

Estas propuestas se explicaran en las siguientes secciones con mayor detalle.

6.1. Aspecto computacional

Calibracién y creacién de mallas

Una ventaja que el sistema ecuatorial ofrece es que las coordenadas « y § no varian debido a
la rotacién diurna de la esfera celeste, ya que se miden desde puntos del ecuador celeste que
participan de la rotacién. Este hecho puede aprovecharse para crear un programa que permita
saber qué ascencion recta y declinacién le corresponde a cada pixel mostrado por las camaras.

Esto da dos ventajas importantes

= Permitird poder hacer el andlisis de imagenes de trazas de meteoros ocurridos durante el
dia.

= Se podrd evitar realizar el ajuste cada que ingrese un objeto ahorrando tiempo de anélisis.

Para realizar esto, el programa puede partir de una imagen en la que se observen la mayor
cantidad posible de estrellas que se utilizaran como referencia. Buscando de nuevo manualmente
las coordenadas ecuatoriales de las estrellas se determinan las coordenadas del centro de imagen

T ya sea obteniendo un promedio

T— (iiaii)) — (A, D) (6.1)
=1 i=1

o usando el método del simplex. A partir de esto, el programa calcula las coordenadas estandar

&y ¢ de cada estrella de referencia con las ecuaciones (A.29)

B sin (o; — A) cos §;
cos (a; — A) cos §; cos D + sin §; sin D
—cos (a; — A) cos d; sin D + sin §; cos D

cos (a; — A) cos §; cos D + sin §; sin D

&=

(6.2)

i =

Con las coordenadas estandar &; y ¢; y las coordenadas de imagen x; y y; de las n estrellas

determinamos los parametros de calibracién de la imagen
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o
=
B=§yi
o=y«
D:jiw (6.3)
B=Y a4y
=
F= Zj;ézwz + Yiyi
G = zn;&yz — i

y calcular los pardametros u

uy =nk — AC — BD
uy =nG — BC + AD
uz = —AF — BG + EC

us = —BF + AG + ED
1
[nE — (A% + B2))?

(6.4)

us =

para finalmente obtener la relacién entre coordenadas estdandar y puntos-pixel sobre la imagen

i = U5 (U1T5 + ugy; + U3
& (u1; Yj ) (6.5)
Y = us (—uow; + ury; + ug)

Para finalmente asociar a cada punto (£;,1);) un valor de ascensién recta o y declinacién

d; con las expresiones (A.30), es decir,

_ —&;
;= A+tan"! d
Y +tan (cosD —jsinD

1 [ ¥jcosD +sin D (6:6)

VU &+

d; = sin
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Los parametros de calibracién de cada camara y su ubicacion geografica pueden guardarse
en un archivo en alguna computadora central que permita tener listas las transformaciones para

trabajar en caso de ser necesario

Automatizacion de los procesos

Ya que las cdmaras son capaces de detectar movimiento, seria titil hacer un programa que distinga
meteoros de otros objetos en movimiento para optimizar/clasificar los registros y que envie el
video de la traza del meteoro a la computadora central empleada el paso anterior. Obtener la
posicién del objeto durante la ablaciéon serd un proceso sencillo de realizar que también, junto

con la determinacién de la érbita y la elipse de dispersién, puede automatizarse.

Comunicacién del fenémeno

Seria ideal que toda esta informacién podria ser reportada lo mas pronto posible en la pagina
de la Red Mexicana de Meteoros para que la poblacién esté informada sobre éstos fenémenos
asi como una comunicacién directa con Proteccién Civil. Esto ayudaria a mantener a la gente
informada y evitar el panico. La poblacién incluso pudiera ayudar a recuperar las meteoritas
asociadas ya que en caso de que algin ciudadano se encontrara cerca de la elipse de dispersién

y encontrara alguna meteorita podria entregarla posteriormente a la Red.

6.2. Posibles lineas de investigacion a partir de este trabajo

Estudio de la interaccién meteoroide-atmosfera

En la reconstruccion de la trayectoria durante la ablacién se pueden obtener dos grupos de datos

= Datos promedio

A partir de la ascensién recta y declinacién de la traza del objeto se puede obtener un
plano que contenga la trayectoria promedio vista desde cada estacion. Esta aproximacién
sirve para nuestros fines ya que las correcciones que se hacen para obtener la velocidad y
posicién de entrada a la Tierra y la trayectoria durante el vuelo oscuro utiliza los datos

promedio de la posicién y la velocidad promedio.

= Datos punto a punto

De una manera similar, puede construirse un conjunto de planos para describir la trayectoria
durante la ablacién con mayor precision. Tomando parejas de puntos consecutivos pueden
construirse planos que contengan la trayectoria en ese pequeno intervalo de tiempo durante

la ablacion para conocer con mayor precision la posicién del objeto y la velocidad del mismo
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entre estos puntos. La trayectoria quedaria como un conjunto de rectas. Entre més corto

sea el intervalo temporal entre cada cuadro del video mas preciso serd este calculo.

Los datos punto a punto son de suma importancia para aprovechar el hecho de que la
trayectoria reconstruida durante la ablacién es solucién del sistema de ecuaciones mostrado en

(4.38), es decir,

dv_ pSCDU2 .

E = —T +g(r)sm9

dg _ g(r)cos wcosd

dt v R, + =

d7m — _EPSCH’U?) U2 — U%R (67)
dt 2 v2

d

d—i = —vsinf

dj _ wcosf

dt 1+ 4

donde m es la masa del objeto, C'p es el coeficiente de arrastre del objeto, C'i es el coeficiente
de transferencia de calor y ( el calor de ablacion. Estos valores dependen de la forma del meteo-
roide y del material del cual esta formado. Con la informacién que tenemos, podria hacerse una
estimacién de los valores de estos pardametros. La determinacién de estos pardmetros también

permitira conocer mejor la naturaleza de los cuerpos que ingresan en la atmosfera.

Descubrimiento de nuevas lluvias de estrellas o grupos de NEOs

Ya que muchos enjambres metedricos asociados a cometas y asteroides tienen orbitas todavia
desconocidas determinar la informacién orbital extraida del andlisis de los meteoroides y la
frecuencia de entrada de estos objetos es util. Esta puede emplearse para analizar la evolucion
temporal en el sistema solar del objeto que originé el meteoro y, en algunos casos, establecer el
cuerpo progenitor del que se desprendid. Esto se hace comparando el radiante y la érbita de los

distintos objetos con el objeto que se piense es el cuerpo progenitor.

Trabajo de campo y en laboratorio

Ya que con el método propuesto puede estimarse el area en que las meteoritas asociadas cayeron
puede realizarse trabajo de campo que permita encontrarlas. Al realizar un analisis petroldgico
de las meteoritas se puede saber la composicién quimica de cada meteoroide. Como ademas
se conoce la érbita de procedencia del mismo se puede caracterizar la composicién quimica de
los objetos de cada region del sistema solar. Estudiando la evolucién orbital de estos objetos

podemos obtener informacion sobre el origen y la formacion de nuestro sistema planetario.
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Apéndice A

Astrometria

La astrometria es una rama de la astronomia que se encarga, entre otras cosas, de medir y estudiar
las posiciones de los cuerpos celestes. Esta es esencial en campos como la mecénica celeste ya que,
ademas de dar un marco de referencia para realizar las observaciones, permite calcular las drbitas
y hacer un seguimiento de diversos objetos. Durante el siglo XX, el posicionamiento preciso de
estrellas fijas en la boveda celeste y su posterior registro en un catalogo, asi como la amplia
difusién de esta informacién, favorecié el trabajo astronémico. Por otro lado, los astrénomos
idearon toda una serie de desarrollos matematicos para calcular posiciones de diversos objetos, a
partir de las posiciones de varias estrellas utilizadas como referencia. En este apéndice estudiamos
las transformaciones entre los distintos sistemas coordenados que se emplean para reconstruir la

trayectoria del meteoroide.

A.1. Meétodo del simplex

Este punto depende de las estrellas de referencia, ya que con éstas se determinan las propiedades
geométricas de la proyeccién de esa seccion de la béveda celeste. Un método para determinar la
ascension recta A y declinacién D de T es el método del simplex. El método consiste en asignar
previamente un valor aproximado del centro con coordenadas (Ap, Dy) con el que obtenemos una
medida inicial del error cuadrético J. A partir de ese punto, se construye un simplex (un poligono
que tiene un vértice mas que la dimensién del espacio donde estd definido) con los vértices del
tridngulo P = (Ao, Do), M = (Ao +¢,Dy) y N = (Ao, Dy + €) donde € es un aumento angular
pequenio. Para cada uno de estos vértices se debe calcular el error cuadratico. Este método se
adapta del trabajo de [7] y [8]. Una vez determinado este error se revisa qué vértice proporcioné

el error mas alto y es sustituido por otro usando el siguiente procedimiento:
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Valores
iniciales
(Ag, Dy)

Creacion de
los vértices
P N,M
Determinar
los errores
JM<JN<JP
Suficiente |
precision v
Reflexién R
Calcular JR
COI‘ItlélCClOI‘I No No Si Expansién E
Calcular JC Calcular JE
Si
Compresion
S
Calcular JS
A 4 A\ 4
Aceptar Aceptar Aceptar Aceptar
vértice C vértice S vértice R vértice E

Figura A.1: Organigrama del método del simplex. Adaptado de [7].

» Reflexion

Si P fuera el peor vértice, se calcula un nuevo vértice R por la reflexién de P, siendo
RO = OP con O el punto medio de M N. Si el vértice R es mejor que el de P y peor que

M entonces se sustituye P por R.



= Expansién
Si R es mejor que P y mejor que M entonces se calcula un vértice F por expansién de P:
EO =20P. Si
e I/ es mejor que R entonces se toma F

e I es peor que R entonces se acepta R

= Contraccién
Si el vértice R fuera peor que P se calcula un vértice C' tal que CO = %. Si C es mejor
que P entonces se acepta C.

= Compresion

Si el vértice C resultara peor que P se hace una compresion para crear S moviéndose hacia

M con PS = % y OM = % A partir de este punto se repite el algoritmo.

Este algoritmo recursivo debera aplicarse conforme vayamos minimizando el error cuadratico J
para obtener el centro de imagen con ascension recta A y declinaciéon D. En la figura A.1 se

muestra de forma esquematica este proceso.

A.2. Sistema ecuatorial y estandar

Para poder pasar de las coordenadas ecuatoriales a las estandar se realiza lo siguiente. Definimos

un sistema de coordenadas rectangulares con origen O en el centro de la esfera OXY Z (ver figura
A.2).

a) Y X

Figura A.2: a) Sistema estandar representado junto con el ecuatorial. b) Seccién transversal de

la esfera y el plano tangente a ella.

77



Asi, las coordenadas de un punto P; = (z;,y;, 2;) en la direccién (o, 0;) estaran dadas por

las siguientes expresiones

x; = tcos (a; — A) cos d; (A1)
y; = tsin (a; — A) cos d; (A.2)
z; = tsind; (A.3)

donde ¢ es un pardmetro de la imagen. De esta forma, el plano tangente a la esfera en el punto

T, con coordenadas angulares (A, D), serd el plano {1 cuya ecuacién es

xcosD +zsinD =1 (A.4)

Sustituyendo (A.1) y (A.3) en (A.4) se tiene

1 =tcos(a; — A)cosd; cos D+ tsin d; sin D
= t[cos (a; — A) cos ; cos D + sin §; sin D]

con lo cual se llega a

- ! (A.5)
~ cos (o — A) cos &; cos D + sin §; sin D '

De la ecuacién (A.5) podemos ver que conforme el campo fotografico se haga mas pequeno
el valor de t ird acercandose a 1, es decir, nos encontraremos mas cerca del punto de tangencia T'.
Trasladaremos el punto (z;,y;, z;) al sistema de coordenadas tangente a la esfera en T haciendo

una traslacién sobre el vector (cos D, 0,sin D)

T; cos D x; —cos D
yi | — 0 = Yi (A.6)
Z; sin D z; —sin D

Como ahora estamos en T§n haremos una rotacién de 5 alrededor del eje Z para que el

eje X y el ¢ coincidan

z} x —cosD
T
yi | =1tz (5) y (A7)
2] z —sin D
como la matriz de rotacién es
cosy —sing 0 0 -1 0
Rz (5)=|sm3 cos3 0f={1 0 0 (A.8)
0 0 1 0 0 1
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entonces

x’ 0 -1 0 x — cos D —y
y|l=11 0 0 Yy =|xz—cosD (A.9)
2! 0 0 1 z—sinD z—sinD

Finalmente, al resultado de (A.9) le haremos una rotacién alrededor del eje X’ con un

dngulo de — (D + %) para que el sistema X”Y”Z" coincida con el &yn

§ I
v | = Rx [— <D+g)] x—cst (A.10)
n z—sinD

1 0 0 10 0
Rx [-(D+3)] = (0 cos[~ (D+%)] —sin[- (D+g)}) = (0 —sinD  cosD ) (A11)

0 —cosD —sinD

Sustituyendo (A.11) en (A.10)

13 1 0 0 -y —y
Y| =10 —sinD cosD x—cosD | = (z — cos D) (—sin D) + (2 — sin D) cos D (A.12)
n 0 —cosD —sinD z —sin D (z — cos D) (—cos D) + (z —sin D) (—sin D)

De la expresion (A.12) podemos se tiene

=~y (A.13)

= (x —cosD)(—sin D)+ (z —sin D) cos D
= —xsin D + cos Dsin D + z cos D — cos D sin D (A.14)

= —xsinD + zcos D

n=(x—cosD)(—cosD)+ (z—sinD) (—sin D)
= —zcos D+ cos’ D — zsin D + sin? D (A.15)
=—zcosD —zsinD +1

Sustituyendo (A.2) y (A.5) en (A.13)

sin (a; — A) cos §;
cos (a; — A) cos §; cos D + sin §; sin D

& =

(A.16)

De manera similar, si sustituimos (A.1), (A.3) y (A.5) en (A.14) tenemos
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—cos (a; — A) cos 0; sin D + sin §; cos D
cos (a; — A) cos d; cos D + sin §; sin D

Pi = (A.17)

Las ecuaciones (A.16) y (A.17) son las relaciones que nos permiten obtener los valores de

las coordenadas estandar en funcién de la ascensién recta y declinacién de cada punto.

Para obtener los valores de ascension recta y declinacion en funcion de las coordenadas

estandar realizaremos lo siguiente. De la ecuacién (A.17) tenemos

5 [cos (a; — A) cos d; cos D + sin §; sin D] = — cos (a; — A) cos §; sin D + sin §; cos D
1 sind; sin D — sin §; cos D = —; cos (a; — A) cos d; cos D

— cos (a; — A) cos §; sin D

sin §; [1; sin D — cos D] = cos §; [—; cos (a; — A) cos D — cos (a; — A) sin D] (A.18)
sind; _ cos(a; — A) (—tp; cos D — sin D)
cosd; 1; sin D — cos D

i cos D + sin D

tand; = cos (a; — A) ——————
cos D — 1p; sin D

de donde

(A.19)

cos (ai — A) = tan 6 (cosD — SmD)

Wi cos D +sin D
De la ecuacién (A.16)

sin (o — A) = —& cos (a; — A) cos d; cos D + sin 0; sin D
cos §; (A.20)
= —¢&; [cos (a; — A) cos D + tan d; sin D]

Sustituyendo (A.19) en (A.20)

cos D tan §; (cos D — 1; sin D)
1 cos D +sin D
cos? D — 4 sin D cos D + 1; sin D cos D 4+ sin? D
; cos D + sin D ]
cos? D +sin? D
¥; cos D + sin D]

sin (o; — A) = =¢; [ + tan d; sin D]

= —¢; tan 0; |: (A21)

= —fi tan 5z I:
de donde

&' tan (52

; A =
sin (e ) 1 cos D + sin D

(A.22)
Dividiendo la ecuacién (A.22) entre la ecuacién (A.19)
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& tan §;

sin(o; —A)  ~Jrcos DtsmD
CoS (Oé' _ A) " tand;(cos D—1p; sin D)

' ; cos D+sin D
tan (a; — A) = i

cos D —;sin D

- —&i
,— A =tan"!
i o (cos D —;sin D

con lo cual

- —&i
;= A+ tan™!
i - tan (cos D —;sin D

Elevando las ecuaciones (A.22) y (A.19) y suméndolas tenemos

€2 tan? §; tan? §; (cos D — v; sin D)?
(1 cos D + sin D)? (1h; cos D + sin D)?
tan? ; |£2 4 (cos D — 4;sin D)?
(13 cos D 4 sin D)?
&+ (cos D — 1 sin D)?

sin? (o — A) + cos? (; — A) =

= cot?§; =
tan? §; ’ (1); cos D + sin D)?
Como
sin? z = _
1+ cot?x
tenemos
1
<2
sin” 0 = 1+ £2+(cos D—v; sin D)?
(1; cos D4+sin D)?
B (1; cos D + sin D)?
(1 cos D + sin D)? + €2 4 (cos D — ; sin D)?
_ (1h; cos D + sin D)?
Y2 cos? D + 2¢; cos Dsin D + sin® D + cos? D — 2i; cos Dsin D + ¢? sin® D + &2
B (1b; cos D + sin D)?
~ ¢?(cos2 D +sin® D) + 1 + &
_ (¥ cos D +sin D)?
VP 1
. 1p; cos D +sin D
sing; = ————-——

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)
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con esto

1 [ YicosD +sinD

Y@+l

Con todo lo anterior obtuvimos dos conjuntos de ecuaciones que nos permite ir de un

d; = sin

(A.28)

sistema coordenado a otro. El primero se conforma por las ecuaciones (A.16) y (A.17)

sin (o; — A) cos §;
~ cos(a; — A) cos§; cos D + sin §; sin D

(A.29)

—cos (a; — A) cos d; sin D + sin d; cos D

s =

cos (a; — A) cos §; cos D + sin §; sin D

que son las relaciones con las que sabiendo los valores «; y J;) se obtienen las coordenadas

estandar.

El segundo grupo estd formado por las ecuaciones (A.24) y (A.28)

i=A -1 _é’i
“ - tan <cosD—1/JiSinD>

(A.30)
1 [ YicosD +sin D

VR +EE+1

que son las ecuaciones con las que se pueden determinar el valor de la ascensién recta «; y d; si

0; = sin~

se saben las coordenadas estandar.

A.3. Sistema estandar y coordenadas de imagen

Es necesario encontrar una relacién entre las coordenadas medidas sobre la imagen y las coor-
denadas estandar. Para conocer las dependencias entre (£,%) y (x,y) se toman en cuenta las
ecuaciones de los movimientos entre los ejes coordenados en el plano: la rotacién con un angulo

B, la traslacién en (zg,yo) y un cambio de escala k.

De esta manera, la relacion entre las coordenadas estandar y las coordenadas de imagen

Ol
Wi —sinf8 cosf Yi — Yo

es
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De la ecuacién (A.31) tenemos que para obtener las coordenadas estdndar de un punto

arbitrario sobre la imagen podemos escribir

k& = cos B (x; — o) +sin B (i — yo)
ki = —sin B (z; — x0) + cos B (yi — Yo)

asi,
¢ cos 3 . sin 3 g cos B + yosin S
_ oy _
¥ k,‘ K2 k’ yZ k
" sin 3 n cos 3 o sin 8 — yg cos B
o "y o
1 k 1 k yl k
Si definimos las constantes
cos 3
V1 = L
sin 3
Vo =
Tk
xg cos B + yo sin B
V3 = —
k
o sin 8 — yg cos B
V4 = 2

las ecuaciones (A.33) y (A.34) se reescriben como

fi = ;U1 + Y;V2 + U3
Y = =02 + Y;v1 + vy

Diviendo la ecuacién (A.36) entre (A.35) obtenemos

V9 Snléﬁ sin 8
vy @B cosf

de donde

Ahora, elevando (A.35) y (A.36) al cuadrado para sumarlas después

1 1
v%—i—v%:?(cosQﬂ—i-sinQﬁ) =

de donde

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
(A.36)
(A.37)

(A.38)

(A.39)
(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)
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despejando k se llega a

k=

(A.44)

(A.45)

Para obtener las constantes de traslaciéon hacemos los productos de las expresiones

(A.35) v (A.37)

cos f3 xg cos B + yo sin B
e (52) ()

1
i (xo cos? B 4 yo sin 3 cos 6)

sin 3 g sin 8 — yg cos 8
”2”4:( k )< k )

1
=12 (a:o sin? 8 — yo sin 3 cos ﬂ)

= (A.36) y (A.38)

(A.36) v (A.37)

sin 3 Zg cos B + ygsin B
o (12 ()

1
=12 (1’0 sin 8 cos 3 — yo sin? ﬂ)

V104 =

cos 3 o sin 8 — yg cos B
o) ()
= % (xo sin 3 cos 8 — yo cos? B)

o

Restando a (A.47) la ecuacién (A.46)

1

vavL — V13 = o5 (zo sin® B — yo sin B cos B + z¢ cos® B + yo sin B cos 3)

k2 (vovg — V1V3) = X0 (sin2 B + cos? ﬂ)

g = kQ (UQU4 — U1U3)
Usando (A.44) llegamos a
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VU4 — V1V3
T) = —5—55— A5l
0 v% + U% ( )

Sumando las expresiones (A.49) y (A.49)

1
VU3 + V1Ug = 72 (—xo sin B cos 8 — yo sin? B+ xgsin B cos B — yo cos? 5)
k2 (vous + v1v4) = —Yo (sin2 B + cos? ﬂ) (A.52)

yo = —k? (vav3 + v1v4)
Usando nuevamente (A.44) llegamos a

V2U3 + V104
0= —o—— A.53
Y v% + v% ( )
Las ecuaciones (A.42), (A.45), (A.51) y (A.53) nos muestran que utilizando las cuatro
constantes propuestas, vy, v9, v3 y v4, podemos determinar los valores de las constantes de

rotacién, cambio de escala y traslacién.

Las ecuaciones (A.39) y (A.40) nos muestran como podemos pasar de las coordenadas
sobre la imagen a las estandar sabiendo v1, v9, v3 y v4. Para determinar estos valores se necesitan
n puntos de referencia de los cuales sepamos tanto sus coordenadas sobre la imagen como las
coordenadas estandar. Para un sistema general con n puntos de referencia , (A.39) y (A.40)

adquieren la siquiente forma

&1 rr oy 10
() yo—x 0 1| [
B A N (A.54)
U3
gn Tn Yn 1 vy
¢n Yn —Tn 1
Si
&1
Y
o—| (A.55)
€n
Yn
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Ty 0
U1 —I 0 1
M= : Do
Tn Yo 1 0
Yn —Tn 0 1

U1

v=|"

v3

V4

tenemos que ® = MV, entonces
MV —® =0

para resolver (A.58) hacemos

MT (MV —®) =0
MTMV — MT® =0
(MTM)V =M"®

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(MTM) " (MM V = (MTM) ™ M7

de donde

V= (M"M)" MT

(A.60)

Entonces, habré que calcular (M M ) T uT y aplicarlo a ® para determinar V. De (A.56),

podemos calcular M7, que es

1 U1 In
MT — Yy —I1 Yn
1 0 1
0 1 0

Usando (A.56) y (A.61) tenemos que
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X1
X1 Y1 Tn Yn
U1
MTM = Yy —I1 Yn —Tn )
1 0 0
T
0 1 0 1 n
Un
2 2 2 2 _ _
] +yi + g T1Y1 — T1Y1 + - + TnYn — Tnln
_ | my -zt znyn — 2nyn of+yi 4. +al +un
Tyt T yi+-+yn
Y1+ +yn —T1 == Tn
X1
X1 Y1 Tn Yn
Y1
MT M = Yy —I1 Yn —Tn )
0 1 0
T
0 1 0 1 "
Un
de donde
> T +y; 0 >
i=1 i=1
n 9 9 n
0 2Ty v
MTM _ i=1 =1
- n n
> T > i n
i=1 i=1
n n
> Yi - > 0
i=1 i=1

yi 10

—I1 0

yn 1 0

—x, 0

y1+ -+ yYn

T+ 41
0

yi 10

—I1 0 1

Yn

—Tp 1

n

> Yi
=1
n

_in

i=1
0

Y1+ -+ Yn
) — e —
0
1+---+1

(A.62)

(A.63)

(A.64)

n n
Si renombramos como z = Y. x;, y = >y y 2 = Y. 27 + y? la expresion (A.64) se ve
= i=1 i=1

=1 %
COomo

z 0 =z vy
MM — 0 2 y —=x

z Yy n

y —x 0 n

(A.65)

. -1 . . . . . [
Para determinar (M Trr ) hay que recordar que si una matriz A tiene inversa, ésta estard

dada por

-1

i(A
detAadJ( )

(A.66)
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Entonces, para encontrar la inversa de M” M habra que calcular su adjunta (transpuesta

conjugada) y su determinante. La adjunta de M7 M es

n 0 —x —y

0 _

adj(MT M) = n
—-r -y =z 0

-y 0 z

Ahora, calculemos el determinante de la matriz (A.65) por menores

z Yy —x
y n 0 :n22—ny2—m2
-z 0 n
Yy -
x n 0]|=-2nzy
0 n
z —x
_ 3 2
z y 0|=-nrz+z +uay
- n
z Yy
T Yy n =nyz — 22y — y>
—x 0

con las ecuaciones (A.65), (A.68), (A.69), (A.70) y (A.71) el determinante queda como

det (MTM) = z (n*z — ny? — nz®) — 0(—2nzy) + z (—naz + 2° + 2y?)

—y (nyz — 2%y — y°)

=n?2% — ny?z — na?

=n?z? — 2ny2z —2na’z + 2t + 2:623/2 + y4

=n?2? = 2nz (2% +y*) + (2* + y2)2
de donde
det (MTM) = [nz — (x2 + y2)]2

Con (A.67) y (A.73)

88

z—nalz 4+t + x2y2 - nyQZ + x2y2 + y4

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)



-1 1 0 n -
(MTM) ™ = - Y (A.74)
nz — (22 4+y?)]" | -« -y =z O
-y 0 z
Usando (A.61) y (A.74)
n 0 - -y x Y1 T Yn
(MTM)_l MT — 1 0 n ) X Y1 —Z1 Yn —Tn
nz— (2242 |-z -y 2z 0 1 0 1 0
-y T 0 z 0 1 0 1
nry — T ny1 —y nTp — T nyn — Yy
1 nyy —y —nx| +x nYn — Y —NnT, +T
- (A.75)
[nz — (22 + y?)])° | —z21 —yy1 + 2 —zy1 +yT1 C . —XTTn — YYn + 2 —TYn + YTn
—yx1 + Y1 —yy1 —xx1+z - —YTn + TYn —YYn — TTn + 2

En la expresién (A.60) tenfamos que V = (MTM )_1 M7T®. Haciendo el producto de
(A.75) por (A.57) tendremos para v;

1
vy = iz @ 7)) (& (n21 —2) + Y1 (nys —y) + -+ + & (nzn, — @) + Uy (nyn — y)]
1
= [nz _ (1‘2 i y2)}2 [51711'1 —&1x +Y1inyr — Y1y + -+ Eany — EuT + Ypnyn — wny] (A76)
1 n n n n
= ny Gri—x) &+n)y by —vy %]
de donde
1 n n n
U1 = n Sixi+viyi | —x ) &i—y) i (A.77)
[z — (a2 + ) [ (2 ) ; ;
Para vy
vy = m (61 (ny1 — y) + b1 (@1 +2) + -+ &n (NYn — Y) + Pn (—nan + )]
= m [E1nyr — &1y — Y1y — Y1inz1r + Y1z + - - + Ennyn — EnY — Ynn@n + Y] (A.78)
1 n n n n
= 4[112 — (xz +y2)]2 |:n;£1yz - y;éz — n;dhzz +TE;'¢'Z:|
de donde

v = . [n (Z ivi — 1/%%) +ry Pi—yy §z‘] (A.79)
=1 =1 =1

[nz — (2 +y2)]°
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Para v3

1
S e o (€1 (=z21 —yy1 +2) + 1 (—zyr +y21) + -+ €n (=20 — Yyn + 2) + Yn (—2Yn + yza)]
1
= @R [—&12@1 — E1yy1 + 261 — P12Y1 + Y1yT1 + - - - — En@Tr — EnYyn + 2En — YnTYn + YnYTn) (A.80)

1 n n n n n
. [ngimiyzswzzsizzwiwyzwm]
=1 =1 i=1 i=1 =1

T Iz — (22 +92)]

entonces

v3 = 1 N [—:1: (Z §imi + %Z)z'yz‘) -y (Z &iyi — 11}@-%-) +2y &] (A.81)
i=1 i=1 i—1

[nz — (22 +vy
Para vy
1
v = e — (@2 1520 (€1 (—yz1 +ay1) +¥1 (—yyr —az1 +2) + - + &n (—yTn + 2Yn) + PYn (—Yyn — TTn + 2)]
1
= e @ 1P [—&ryz1 + E1xyr — Yryyr — Yraxs + P12+ - — EnYTn + EnTYn — YnyYn — YnTTn + Pn2]
= m [y (€121 —D1y1 — - — EnTn — Ynyn) + = (E1y1 — V121 + -+ EnYn — Ynxn) + 2 (Y1 + -+ Pn)]
(A.82)

de donde

Vg = 1 o2 [—y (Z §iwi + ¢iyz‘> +x (Z §iyi — zpm) + zzz/;i (A.83)

[nz — (22 4 y?)] i=1 i=1 i=1

Recordando que z = Yz, y = Y.y v 2 = > 22 + y? las ecuaciones (A.77), (A.79),
i=1 i=1 i=1
(A.81) y (A.83) quedan como

n (é&% -l-ﬂh’yi) - él‘z é&‘ - Z:yz jlll)i
v = = o=l el el (A.84)
o (Bee) - [(B) + (5) [}
i=1 i=1 i=1
n(égzyz¢zxz) +i$z§¢z éyzé&
o m N S (A5

- i T ( 3 &iz; +1/1@'?/i) - éyz <i §iYi — %%) + <

=1 i=1

(o) (B ()

ZIEZQ‘F?JZ) 2&'

=1

V3 =

(A.86)
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-

K3

(A.87)

Vg4 =

- éyz <§§zxz + %yz') + 1%’ <'f1§iyi - 1/11'961') + < z? + %2) i¢i
i= i= - z—n . - . i=
= i=1 i=1

Una vez determinados los parametros vi, va, v3 v v4 se pueden sustituir en las ecuaciones

(A.39) y (A.40), es decir,

>
i=1
7

i = XV +Y;v2 + v
& = xv1 + yv2 + v3 (A.88)

Yj = —xv2 + y;v1 + V4

para tener las ecuaciones con las que se transforman las coordenadas de la imagen a coordenadas

estandar.

Para facilitar la visualizacion de estas ecuaciones, llamaremos parametros de la imagen a

A= ixz
i=1

B = zn;yz

=3¢

D= Zn: " (A.89)
i=1

E= Zn:x? +y7
i=1

F= ifz’l‘i + Yy

i=1

G =Y &yi— i
=1

entonces v1, vo, v3 y v4 pueden representarse como
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uy =nk — AC — BD
ug = nG — BC' + AD

us = —BF +AG+ ED
1
us =

nE— (2 + B)

De esta manera las transformaciones quedan como

i = Us (U1 + ugy; +u
13 5 (u1 2¥i + u3) (A.91)

¥ = us (—u2x; + u1y; + ua)

A.4. Sistema ecuatorial y ecliptico

Las tres relaciones principales entre estos sistemas coordenados pueden ser derivadas empleando
la ayuda de coordenadas rectangulares. Utilizando el tridngulo esférico ABC mostrado en la
figura A.3, definimos el eje z dirigido al punto A, el segmento AB contenido en el plano yz

mientras que x es perpendicular a yz.

Figura A.3: Relacién entre un tridngulo esférico y dos sistemas coordenados rectangulares.

Si asumimos que la esfera es unitaria, las tres coordenadas estardan dadas por
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x =sinbsin A
y = sinbcos A (A.92)

z =cosb

Ahora, consideremos otro sistema coordenado obtenido mediante una rotacién con un
angulo ¢ alrededor del eje z. De este modo, el eje 2’ apunta a B y el plano 'z’ coincide con el

yz. Las coordenadas en este sistema estdn dadas por

' =sinasin B
y = —sinacos B (A.93)

Z/ = COosa

Ambos sistemas coordenados estan relacionados por medio de las expresiones

=z
Yy =ycosc— zsinc (A.94)

/ .
Z = zcosc+ysinc

Sustituyendo (A.92) y (A.93) en (A.94) obtenemos

sinasin B = sinbsin A
sinacos B = cosbsinc — sinbcos A cosc (A.95)

cosa = cosbcosc+sinbcos Asinc

En nuestro caso, debemos senalar que el eje = estd apuntando al punto vernal, y al ecuador,
z al polo norte ecuatorial, 3y a la ecliptica y 2’ sefiala al polo norte ecliptico. Asi, en este caso el
tridngulo esférico estd formado por una estrella S y los polos norte ecuatorial y ecliptico (figura

A.4). Con esto, las ecuaciones mostradas en (A.95) se vuelven

sin B = cosesind — sin e cos d sin «
cos Bsin L = sinesind + cos € cos d sin «v (A.96)

cos Bcos L = cosd cos o

donde € es la inclinacién de la ecliptica en el ecuador (~ 23°27'), L y B son la longitud y la

latitud eclipticas y a y d son las coordenadas ecuatoriales de la estrella que se esté estudiando.
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Ecliptica

90° - A

90°-B

90° +

90° -8

Ecuador y

Figura A.4: Relacion entre las coordenadas ecuatoriales y eclipticas.

Despejando B y L podemos obtener las expresiones que nos permiten pasar de coordenadas

ecuatoriales a coordenadas eclipticas, las cuales son

B = sin" ! [cosesin § — sin e cos d sin o

L =tan™!
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Apéndice B

Ecuacion del plano que contiene la

trayectoria

Ya que a cada punto (&;,1;) podemos asociar un valor de ascensién recta «; y declinacién §;
tenemos que, desde una estacién, podemos construir k vectores unitarios que estén dirigidos
hacia los k puntos, con coordenadas («;,d;), de la trayectoria aparente del meteoroide. Ya que

en coordenadas ecuatoriales un vector unitario P; = (&, v, ;) en la direccién de «; y 0; cumple

que
& = cos §; cos
1; = cos d; sin (B.1)
7; = sin J;

entonces

P, = (&,i,m;)

= (cos 0; cos o, cos d; sin o, sin ;)

(B.2)

De esta manera, el plano que contendra la trayectoria mas probable del meteoroide puede
construirse empleando los k vectores unitarios y un vector 7 = (a, b, c) tal que, de forma ideal,
AP =0 es decir

a&; + b+ cn; =0 (B.3)

Como tenemos k vectores, la igualdad a cero no es estricta, entonces, si tenemos un 7 fijo,

la ecuacion del plano sera de la forma

a&; + by; + cn; = A (B.4)
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Para poder determinar los valores de a, b y ¢ necesitamos encontrar una n que cumpla

que
k
Z A? = min (B.5)
i=1
es decir,
k k k k k k
Y GV A nf+2abY &Gt +2a¢ Y &+ 2be Y iy = min
=1 =1 =1 =1 =1 1=1

Para lograr esto, debemos sacar las parciales de esta expresién respecto a a, by ¢ y después

igualarlas a cero. Al hacer esto tendremos el siguiente sistema de ecuaciones

k k k

a:2a) &+2> Euhi+2e) &ni=0
z:l z:kl z:kl

b: 252%2 + QGZ&M + 202%’% =0
i=1 i=1 i=1

k k k
c: 20277@-2 + QGZSMZ‘ +2bz¢mi =0
i=1 i=1 i=1

este sistema puede verse como

k k k
D6 Y& X &
i=1 i=1 i=1 a 0
k koo, ok
i Doy Do i bl =10 (B.6)
i=1 i=1 i=1
k k ko c 0
§mi om0
i=1 i=1 i=1
_ k k k k k
Si hacemos que A = Zﬁf, B = > &y, C = > &miy, D = Z@ZJ?, E = > tin vy
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
k
F = 3" n? podemos reescribir el sistema de ecuaciones dado en (B.6) como
i=1
A B C a 0
B D FE bl1=10 (B.7)
¢ E F c 0

El paso a seguir ahora serd diagonalizar la matriz M si
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A B C

M=|B D FE (B.8)
C E F

Multiplicando el renglén dos por % y el renglén 3 por é podemos obtener

A B C
AD AE
M~ (A F F
AE AF
AT T

Haciendo el nuevo renglén 2 como el antiguo 2 menos el 1 y el renglén 3 como el antiguo
menos el 1 llegamos a

A B C
AD—B? AE-BC
M~ 10 5 ]

0 AE-BC AF—C?
C C

Multiplicando el renglén 2 por #_232 y el renglén 3 por % obtenemos

A B C
AE—-BC
0 B Bit—fe

Haciendo que el renglén 1 sea el renglén 1 anterior menos el renglén 2 y el renglén 3 como
el 3 menos el 2

AD-B?

A0 Cc-B(45ES
M ~ 0 B B(AE—BC)

AD-B?

AF-C?  AE-BC
0 0 B (AE—BC’ - ADfBQ)

Factorizando el término AD — B2 de dos términos de la tercer columna

0 g |[C(AD — B%) — B(AE — BC)]

M~|0 B 4575z [B(AE — BO))
0 B [AF—C2 _ AE—BC]
AE-BC AD—B?

Como C(AD — B?%) — B(AE — BC) = A(CD — BE)

A 0 525 [CD - BE]

M~ |0 B 25 [AE - BC]
AF-C? _ AE-BC
0 0 B [AE—BC - AD—BZ]
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dividiendo el primer renglén entre A y el segundo entre B y sustituyendo en (B.7) tenemos

Lo Sp-p7 0
0 1 o b =10 (B.9)
0 0 B[4E=6: - 45-ne] 0
de este sistema puede verse que
BE —-CD
R B.1
a=c—m—rps (B.10)
BC — AE
b=c———— B.11
“AD - B2 (B-11)

AF —C? AE — BC
cB AE — BC AD — B2 =0 (B.12)

Observando la ecuacién (B.12) tenemos que ¢ podria tomar cualquier valor. La propuesta
mas céomoda es hacer

c=AD — B? (B.13)

ya que este valor es el denominador en las expresiones (B.10) y (B.11). De este modo, sustituyendo

el valor de ¢, llegamos a que

a=BE—CD (B.14)
b= BC — AE (B.15)

entonces, un vector n ortogonal al plano que contiene la trayectoria del meteoroide serd de la

forma

ii = (BE —CD,BC — AE, AD — B?) (B.16)

como habiamos pedido que el vector fuera unitario, necesitamos dividir este vector entre su

k k k k
norma. Recordando que A = Y2 ¢2 B = S &y, C = S &mi, D = Y42, E = szm
i=1 i=1 i=1 i=1

98



k
F =" n? si llamamos
i=1

k k k k
d =& Y vimi— Y & Y v}
121 z;1 Zk—l kl—l
V=" &Gy &mi—» &Yt (B.17)
i=1 1 =1 =1

1=
k k 2 2
/ 2 2
= & Ui | D &
i=1 =1 i=1
las entradas del vector unitario i seran

a/

/a/2 + b12 + Cl2
Y
b= (B.18)
. /CL’2 + b/2 + C/2

C/

A /a/2 + b/2 + C/2

que son los valores obtenidos divididos entre la norma del vector n. Sustituyendo estos valores

en la expresién (B.3) obtenemos la ecuacién del plano que contiene la trayectoria del meteoroide
desde el sitio donde se adquiri6 la imagen del meteoro. Al hacer los calculos se tomé como origen
para generar los planos el punto donde se tomaron las imagenes. Para realizar las intersecciones

de los planos hace falta movernos a un sistema de referencia con origen en el centro de la Tierra.

La posicién geocéntrica del punto donde se tomé la medicién esta definida por

x = (R+ h)cos Acos?
y = (R+ h)cosAsind (B.19)
z=(R+h)sinA

donde h es la altura sobre el nivel del mar, ¢ es el tiempo sideral local y A y R son la latitud y

radio geocéntricos respectivamente.

Usando el sistema de coordenadas WG S84 el radio geocéntrico esta dado por

R= ! (B.20)

14 [ﬁ_l} sin?

donde r es el radio ecuatorial (r = 63781370m), f es el achatamiento f = m y Aesla

latitud geocéntrica, la cual estd dada por
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1—e?
_ -1
A = tan (tan )\/) (B.21)

(B.22)

donde a = 6378137,0 m y b = 6356752,0 m usando el sistema WGS84.

Para ver el plano de la ecuacién (B.3) desde el centro de la Tierra tinicamente hay que
hacer una traslacién, es decir, habra que moverlo una distancia d dada por la distancia desde el

centro de la Tierra al plano visto desde la estacién. Esta distancia estd dada por

b
d— ax + by + cz (B.23)
Va2 + b2+ 2

ya que n = (a, b, ¢) es un vector unitario su norma es igual a uno, por lo cual la distancia d es

d=ax+by+cz (B.24)

Asi, cada punto (&;,7;,(;) de la trayectoria del meteoroide y el sitio desde donde se tomé

la imagen estaran contenidos en el plano

a;§ +bjYp+cin—d; =0 (B.25)

donde j denota la estacion.
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Apéndice C

Funcion atan?2

En trigonometria la funcién de dos argumentos atan2 representa una variaciéon de la arcotan-

gente. Esta funcion existe en varios lenguajes de programacién debido a que permite usar dos

argumentos en lugar de uno para conocer la informacién de los signos del resultado. Esta definida

para todos los reales excepto cuando ambos argumentos son cero. A continuacién se escribe la

definicién de esta funcién [48]

-+ o+
& &
B =}

atan2(y, x) =
+

INER I

tan™

| I
= —
—~~ o~

R 8k 8

—_
—~

No esta definida
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102



1]

Bibliografia

International Astronomical Union. (2006). RESOLUTION B5: Definition of a Planet in the
Solar System. Recuperado el 20 de diciembre de 2016 de https://www.iau.org/static/
resolutions/Resolution_GA26-5-6.pdf.

Rubin, A. E.; Grossman, J. N. (2010). Meteorite and meteoroid: New comprehensive defi-
nitions. Meteoritics & Planetary Science, (45), pp. 114-122.

Brownlee, D. E. (2001). The Origin and Properties of Dust Impacting the Earth. Peucker-
Ehrenbrink, B. & Schmitz, B. Accretion of Extraterrestrial Matter Throughout Farth’s His-
tory (pp. 1-12). Estados Unidos: Springer.

Ceplecha, Z.; Borovicka, J.; Elford, W. G.; Revelle, D. O.; Hawkes, R. L.; Porubc¢an, V.; et.
al. (1998). Meteor phenomena and bodies. Space Science Reviews, (84), pp. 327-471.

Cordero-Tercero, M. G.; Velazquez-Villegas, F.; Vazquez-Herndndez, C. F.; Ramirez-Cruz,
J. L.; Arévalo-Vieyra, A.; Mendoza-San-Agustin, A.; et. al. (2016). The Mexican Meteor
Network: A Preliminary Proposal. Geofisica Internacional, (55-1), pp. 69-77.

Atreya, P. (2009). Development of a Software Package for the Reduction and Analysis of
Video Records of Meteors. Tesis de doctorado, The Queen’s University of Belfast, Irlanda.

Steyaert, C. (1990). Photographic Astrometry. Bélgica: International Meteor Organization.

Trigo-Rodriguez, J. M. (2002). Andlisis espectroscépico de fragmentos cometarios y asteroi-
dales a su entrada en la atmdsfera terrestre. Tesis de doctorado, Universitat de Valéncia,

Espana.

Van de Kamp, P. (1967). Principles of Astrometry: With special emphasis on long-focus

photographic astrometry. Estados Unidos: Freeman.

Ceplecha, Z. (1987). Geometric, dynamic, orbital, and photometric data on meteoroids from
photographic fireball networks. Publishing House of the Czechoslovak Academy of Sciences,
(38), pp. 222-234.

103


https://www.iau.org/static/resolutions/Resolution_GA26-5-6.pdf
https://www.iau.org/static/resolutions/Resolution_GA26-5-6.pdf

[11]

[24]

104

Jenniskens, P.; Gural, P. S.; Dynneson, L.; Grigsby, B. J.; Newman, K. E.; Borden, M.;
et. al. (2011). CAMS: Cameras for Allsky Meteor Surveillance to establish minor meteor
showers. Icarus, (216), pp. 40-61.

Murray, C. D.; Dermott, S. F. (1999). Solar system dynamics. Reino Unido: Cambridge

University Press.

Vinh, N. X.; Busemann, A.; Culp, R. D. (1980). Hypersonic and planetary entry flight

mechanics. Estados Unidos: The University of Michigan Press.

Passey, Q. R.; Melosh, H. J. (1980). Effects of Atmospheric Breakup on Crater Field For-
mation. Icarus, (42), pp. 213-233.

Cordero-Tercero, M. G. (1997). Efectos del viento en la entrada de meteoritos a la atmdsfera

de Venus. Tesis de maestria, Universidad Nacional Auténoma de México, México.

Borovicka, J.; Spurny, P.; Keclikova, J. (1995). A new positional astrometric method for
all-sky cameras. Astronomy and Astrophysics Supplement, (112), pp. 173-178.

Koestler, A. (1959). Los sondmbulos: Historia de la cambiante cosmouvision del hombre.

México: Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia.
Poveda, A., Herrera, M. A. (1992). Materia oscura en el Universo. México: Equipo Sirius.

Belbruno, E.; Williams, I. P. (1999). Asteroids and Trans-Neptunian objects: Introduction.
En Steves, B. A.; Roy, A. E. (comps). The dynamics of Small Bodies in the Solar System
(pp. 1-5). Italia: Springer.

Jones, B. W. (2007) Discovering the Solar System. (Segunda edicién) Reino Unido: John
Wiley & Sons.

Cervantes de la Cruz, K. E. (2009). Estudio petroldgico de los condros de las meteoritas
condriticas mexicanas Cuartaparte, Cosina y Nuevo mercurio: origen y evolucion de dichas

estructuras. Tesis de doctorado, Universidad Nacional Auténoma de México, México.
Halliday, A. N. (2006). The Origin of the Earth. What’s new?. Elements, (2), pp. 205-210.

Lunar & Planetary Institute. (2003). Formation of our Solar System. Recuperado el 20 de di-
ciembre de 2016 de http://www.lpi.usra.edu/education/resources/s_system/solar_

sys_formation.ppt.

Choi, C. Q. (2014). Asteroids: Fun Facts and Information About Asteroids.
Recuperado el dia 19 de diciembre de 2016 de http://www.space.com/

51-asteroids-formation-discovery-and-exploration.html.


http://www.lpi.usra.edu/education/resources/s_system/solar_sys_formation.ppt
http://www.lpi.usra.edu/education/resources/s_system/solar_sys_formation.ppt
http://www.space.com/51-asteroids-formation-discovery-and-exploration.html
http://www.space.com/51-asteroids-formation-discovery-and-exploration.html

[25]

[26]

Basquetteur. (2014) Wikipedia. Recuperado el dia 19 de diciembre de 2016 de https://

commons.wikimedia.org/wiki/File:Oort_cloud_Sedna_orbit-es.svg.

Encrenaz, T. (2013). Planets: ours and others. From Earth to Exoplanets. Francia: World
Scientific Publishing Company.

Jiménez-Torres, J. J. (2009). Dindmica de sistemas planetarios en diferentes ambientes

galdcticos. Tesis de maestria, Universidad Nacional Auténoma de México, México.

Connors, M.; Wiegert, P.; Veillet, C. (2010) Earth’s first Trojan asteroid: 2010 TK7. Recu-
perado el dia 20 de diciembre de 2016 de http://web.archive.org/web/20160328011810/
http://www.astro.uwo.ca/~wiegert/2010TK7/.

Curioca-Gélvez, M. K. (2014) Frecuencia de colisiones de asteroids con la Tierra. Tesis de

licenciatura, Universidad Nacional Auténoma de México, México.

Wisdom, J. (1985) Meteorites may follow a chaotic route to Earth. Letters to Nature, (315),
pp. 731-733.

Lewis, J. S. (1995). Physics and Chemistry of the Solar System. Estados Unidos: Academic

Press.

Museo del meteorito. (2002). Suceso de caida. Recuperado el dia 19 de diciembre
de 2016 de http://www.museodelmeteorito.cl/index.php7option=com_content&view=
article&id=10&Itemid=16.

Flynn, G.J.; Klock, W.; Krompholz, R. (1999). Speed of sound, elastic and shear modulus
measurements on meteorites: implications for cratering and disruption of asteroids. Lunar

& Planetary Science XXX (1073).

Norton, O. R.; Chitwood, L. A. (2008). Field guide to meteors and meteorites. Reino Unido:
Springer.

Svetsov, V.; Shuvalov, V. (2008). Tunguska Catastrophe of 30 June 1908. Adushkin, V.;
Nemchinov, I. Catastrophic Events Caused by Cosmic Objects (pp. 227-266). Paises Bajos:
Springer.

Ben-Menahem, A. (1975). Source Parameters of the Siberian Explosion of June 30, 1908,
from Analysis and Synthesis of Seismic Signals at Four Stations. Physics of the Farth and
Planetary Interiors (11), pp. 1-35.

Hartmann, W. K. (1972). Moons and planets: An introduction to planetary science. Estados
Unidos: Wadsworth.

Navarro-Goéngora, D. A. (2003). Comparacion de dos métodos numéricos en integraciones

orbitales. Tesis de licenciatura, Universidad Nacional Auténoma de México: México.

105


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Oort_cloud_Sedna_orbit-es.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Oort_cloud_Sedna_orbit-es.svg
http://web.archive.org/web/20160328011810/http://www.astro.uwo.ca/~wiegert/2010TK7/
http://web.archive.org/web/20160328011810/http://www.astro.uwo.ca/~wiegert/2010TK7/
http://www.museodelmeteorito.cl/index.php?option=com_content&view=article&id=10&Itemid=16
http://www.museodelmeteorito.cl/index.php?option=com_content&view=article&id=10&Itemid=16

[39]

[42]

[43]

[44]

[45]

106

Wikipedia. (2016) Standard gravitational parameter. Recuperado el dia 20 de diciembre de
2016 de https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_gravitational_parameter.

Hauser, W. (1965). Introduction to the Principles of Mechanics. Estados Unidos: Addison-
Wesley Publishing Company.

Cushman-Roisin, B.; Beckers, J. M. (2009). Introduction to Geophysical Fluid Dynamics:
Physical and Numerical Aspects. Estados Unidos: Academic Press.

Sears, F. W. (1967). Fundamentos de Fisica: Mecdnica, Calor y Sonido. (Séptima edicién).
Espana: Aguilar.

Hills, J. G.; Goda, M. P. (1992). The fragmentation of small asteroids in the atmosphere.
The Astronomical Journal, (105), pp. 1114-1144.

Rendtel, J. (1993). Handbook for photographic meteor observations. Bélgica: International

Meteor Organization.

EuroPlanet. (2016). PSWS Hosted Models at a Glance. Recuperado el 20 de diciem-
bre de 2016 de http://planetaryspaceweather-europlanet.irap.omp.eu/dist/psws.
html#earth.

Stevens, B. L.; Lewis, F. L. (1992). Aircraft control and simulation. Estados Unidos: John
Wiley & Sons.

Trigo-Rodriguez, J. M.; Rietmeijer, F. J. M.; Llorca, J.; Janches, D. (2008). Advances in
Meteoroid and Meteor Science. Estados Unidos: Springer.

Wikipedia. (2016). Arcotangente2. Recuperado el 20 de diciembre de 2016 de https://it.

wikipedia.org/wiki/Arcotangente?.


https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_gravitational_parameter
http://planetaryspaceweather-europlanet.irap.omp.eu/dist/psws.html#earth
http://planetaryspaceweather-europlanet.irap.omp.eu/dist/psws.html#earth
https://it.wikipedia.org/wiki/Arcotangente2
https://it.wikipedia.org/wiki/Arcotangente2

	Portada
	Índice General
	Resumen
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Los Meteoroides
	Capítulo 3. Movimiento Orbital
	Capítulo 4. Movimiento a través de atmósferas Planetarias
	Capítulo 5. Reconstrucción de la Trayectoria
	Capítulo 6. Conclusiones y Trabajo Futuro
	Apéndice
	Bibliografía

