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Las ecuaciones de movimiento resultantes (marcadas con x) se solucionan mediante
integradores de Velocity-Verlet y se completan dando los valores de los términos esto-

casticos mediante una distribucién de probabilidad.
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ma de dtomos como el de la ecuaciéon 2.1.20. El potencial E;,; contempla la energia

electronica y la energia de interaccion nucleo-niicleo (ec: 2.1.24).

La imagen de la izquierda muestra el desplazamiento estocastico de tres particulas de-
bido a las colisiones con las moléculas de agua; usando una camara licida* Jean Perrin®
marcd las posiciones sucesivas de cada particula en intervalos regulares de tiempo, luego
dibujo lineas rectas uniendo las marcas [49|[50]. En la figura de arriba a la derecha se
muestra una microfotografia de la distribucién de particulas de resina suspendidas en
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La presion y la temperatura son variables fisicas de estado capaces de alterar el com-
portamiento de sistemas termodindmicos. Manipulando la temperatura y la presion es
posible producir estructuras cristalinas, investigar diferentes canales de reaccién en la
transformacion de compuestos, estudiar fases de transicion y crear nuevos materiales.
Claramente, un modelo que considere 4tomos bajo presion y temperatura es importante
para simular experimentos con moléculas sujetas a las condiciones termodinamicas que

se realizan en laboratorio.

1.2. Trabajos anteriores

Simular variables termodinamicas es de gran interes, debido en parte a las razones ex-
puestas en la motivacion, sin embargo no es una tarea sencilla, ya que el nimero de grados
de libertad involucrados es muy grande. Por ejemplo para medir la temperatura de medio
mol de agua se tendria que calcular la velocidad de aproximadamente 9 x 10*® 4tomos.
Es necesario entonces hacer uso de técnicas que permitan reducir el nimero de grados
de libertad y por ende el nimero de operaciones a realizar. Actualmente existen varios
métodos que permiten calcular variables termodinamicas sin contemplar todos los grados
de libertad. En general se calculan solamente los grados de libertad de las particulas de
interes y algunos representativos del medio donde se encuentran. Entre los métodos que
predominan se encuentran los métodos de: re-escalamiento de velocidades, Nosé-Hoover
y Andersen. Con el fin de contrastar las diferencias y nuevas aportaciones en los métodos
que simulan variables termodinamicas, se mostrara brevemente en que consisten los tres

métodos mencionados anteriormente.
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1.2.1. Re-escalamiento de velocidades

Re-escalamiento de velocidades es un método que multiplica la velocidad de las particulas
por un factor A\ forzando a la energia cinética del sistema a ser igual a la energfa cinética
de una temperatura de referencia 7.,. La temperatura va cambiando de acuerdo a la

siguiente ecuacion:
1

T., =
“7 kN

Zmi (i (1) = 2T (1), (1.2.1)

en donde kg es la constante de Boltzmann, N es el nimero de grados de libertad, m; es
la masa de la particula i, T'(t) es la temperatura instantanea y A es el factor que modifica

la velocidad de las particulas, la cual esta dada por:
A== (1.2.2)

Este método tiene la ventaja de ser facil de implementar y ser ttil para sistemas que
manejan una gran cantidad de transferencia de calor en cada paso de tiempo, sin em-
bargo no puede ser usado para sistemas pequenos o cuando las variables termodinamicas

dependen de las fluctuaciones mas que de sus promedios [1][2].

1.2.2. Nosé-Hoover

El método de Nosé-Hoover modifica la Lagrangiana del sistema introduciendo nuevos
grados de libertad que permiten regular la temperatura. A los nuevos grados de libertad
se les denominan virtuales ya que no pertenecen a las variables fisicas del sistema. Los
nuevos grados de libertad son la coordenada s asociada con la masa () y velocidad . La
Lagrangiana que incluye los grados de libertad virtuales se le conoce como Lagrangiana

extendida y se define como:

: 1
L=Y —s&72-U(r)+ 5@52 — NkgTyln (s), (1.2.3)

en donde m; y 7; son la masa y velocidad de la particula ¢ respectivamente. U es el
potencial del sistema, s es la coordenada de una particula virtual y () representa su
masa. El pardmetro () se interpreta también como la tasa de intercambio de la energia

del sistema real con el imaginario, lo cual permite regular la temperatura del sistema.

El método de Nosé-Hoover resulta eficiente ya que la temperatura es controlada por las

condiciones iniciales al definir el valor de () y a diferencia de re-escalamiento de velocida-
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des si contempla las fluctuaciones del sistema. Sin embargo se debe tener cuidado ya que
al no ser un sistema ergodico (debido a los grados de libertad virtuales) puede conducir
a comportamientos inesperados. Por otro lado, no existe un procedimiento formal para

definir el valor de @ lo que provoca que sea determinado por ensayo y error [3|[4].

1.2.3. Barostato de Andersen

El barostato de Andersen forma parte de los métodos de sistemas extendidos al igual
que el método de Nosé-Hoover ya que también introduce variables virtuales. Fisicamente
supone que el fluido estd comprimido por un piston que se expande y contrae isotropica-
mente en todas las direcciones. Se realiza un cambio de variable de las coordenadas de

la posicion r; por coordenadas escaladas p, definidas como:
p,=m:/V", (1.2.4)
se propone entonces la siguiente Lagrangiana:

L= %mcf/s S o= U (QVpy) + %MQQ —aq . (1.2.5)
i i<j

Se interpreta a ) como el volumen, los dos primeros términos como la energia cinética y
potencial respectivamente, el tercer término como la energia cinética del movimiento de
(@ v al cuarto término como un potencial de energia asociado a () derivado de la presiéon
externa a actuando sobre el piston cuya masa es M. Dado que el volumen es una variable
dindmica, el método de Andersen se utiliza para simular sistemas a presiones constantes
y como resultado también permite la simulacion de fluctuaciones en el volumen, sin
embargo al igual que el método de Nosé-Hoover el introducir variables virtuales trae
como consecuencia que no se puedan definir cantidades del sistema en términos de las
propiedades de un sistema real. Fin este caso la masa M del pistéon se determina totalmente

por el usuario a través de la experiencia del ensayo y error [5][6].

1.3. Objetivo

El objetivo de este trabajo es construir un modelo molecular desde primeros principios
capaz de simular efectos de presion y temperatura, en el que las variables dependan tinica-

mente de las propiedades del sistema, lo anterior con el fin de realizar una interpretacion
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directa de las cantidades involucradas con las que serian en un experimento realizado
en laboratorio. Ademas, el modelo debera ser capaz de realizar mediciones tanto a nivel

microscopico (fluctuaciones) como a nivel macroscopico (variables termodinamicas).

1.4. Modelo molecular

El modelo molecular que se propone esta compuesto principalmente de un contenedor, los
atomos de estudio y un bafno térmico. El contenedor funciona como confinamiento para

los atomos de estudio y el bano térmico como regulador de la temperatura del sistema.

Se construye el modelo molecular emulando el comportamiento de una olla de presion. Se
usa un contenedor con estructura atomica como la olla, un bano térmico como la flama y
los &tomos de estudio como la sopa. El contenedor con estructura atémica estara inmerso
en un bano térmico con una temperatura predeterminada, de tal forma que la conducciéon
de calor permitira calentar las moléculas dentro de él, justo como en una olla de presion
donde el calor se transfiere de la flama hasta los ingredientes del interior a través de las

paredes de la olla.

: j . Modelo
Atomos Bano térmico e

Contenedor :
de estudio Molecular

FIG. 1.1: Se muestra al modelo molecular en analogia con una olla de presién. Se ha elegido un fulereno
como la estructura atémica del contenedor y moléculas prebidticas como los d4tomos de estudio. El bano
térmico se ejemplifica con moléculas de agua colisionando entre si y con las particulas del contenedor

para mantener la temperatura de equilibrio.
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La descripcion fisica del modelo molecular involucra:

1. Calcular las fuerzas de interaccion entre las moléculas
2. Modelar la dinamica de una o varias particulas embebidas en un bano térmico

3. Simular efectos de presion para un conjunto de particulas

Las fuerzas de interacciéon entre las moléculas corresponden a los calculos de estructura
electronica, los cuales se pueden resolver usando distintos métodos, por ejemplo: Hartree-
Fock, teorfa de funcionales de la densidad (DFT) o interaccion de configuraciones (CI).!
En este trabajo se utiliza DFT, que estd basado en la densidad electronica en lugar
de la funcion de onda. La segunda pregunta corresponde al movimiento Browniano, el
cual se ha venido resolviendo de distintas maneras desde su planteamiento en 1828,
de igual forma se han desarrollado a través de los anos varios teoremas con el fin de
darle una mayor congruencia fisica. La tercer pregunta se ha intentado resolver con la
creciente necesidad de simular dindAmicas moleculares en ambientes reales o representando
problemas fisico-quimicos y biolégicos. Las aproximaciones que se tienen actualmente
hacen uso de particulas ficticias llamadas barostatos los cuales realizan la funcién de
reducir las distancias entre dtomos simulando estar bajo los efectos de presion [7]. En
lugar de hacer uso de particulas ficticias, se propone que las particulas estén confinadas
en un contenedor con estructura atéomica de tal forma que las particulas confinadas
sientan la presion a través de la superficie de las paredes y en medida que se reduzca el

volumen la presion ird aumentando.

1.5. Metodologia

En esta subseccion se explicara brevente la forma en que se tratard el modelo molecular
que se ha expuesto, asi como los nombres de los métodos y teorias a utilizar. Estos
métodos se explicaran con detalle en los capitulos posteriores, aqui se mencionan a manera

de guia para la metodologia de este trabajo.

!La teoria de funcionales de la densidad, se conoce comunmente como DFT por sus siglas en ingles,

que significa Density Functional Theory, al igual que CI el cual significa Configuration Interaction.
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Es necesario antes del primer paso la clasificacién de las diferentes particulas que con-
forman al sistema. Se distingue entonces que el sistema esta formado por tres diferentes

clases de particulas, las cuales son:

1. Particulas del bano térmico
2. Particulas que conforman al contenedor

3. Particulas confinadas

La identificacion de las clases de particulas permite asociar energias cinéticas y de in-
teraccion con el fin de construir una funcion Lagrangiana que pueda describir al sistema
por completo. Se aplican las ecuaciones de Euler-Lagrange para obtener tres conjuntos
de ecuaciones de movimiento, uno para cada clase de particula (paso 1, figura 1.2) [g].
Dado que el nimero de particulas de un bano térmico es mucho mayor que el de las
particulas del contenedor y confinadas, solamente se contemplan los efectos estadisticos
del bano térmico los cuales naturalmente tienen impacto directo sobre las particulas del
contenedor. El procedimiento que se sigue para reducir las ecuaciones de movimiento de
las particulas del bano térmico a efectos estadisticos esta basado en la teoria de Zwanzig

(paso 2, figura 1.2) [9].

o Funcion e

Lagrangiana Teoria Zwanzig
Ecs. de Fc. Moyimiento
Particulas
Euler-Lagrange Baiio Térmico
| y Confinadas

Ec. Movimiento| |Ec. Movimiento| |[Ec. Movimiento Ec. Langevin

Particulas Particulas Particulas *
Confinadas . Contenedor Bano Térmico

[

FIG. 1.2: El primer paso en la metodologia es construir la funcién Lagrangiana y obtener las ecuaciones

de movimiento, de las cuales las ecuaciones de las particulas del contenedor y bano térmico se unen para
formar una sola ecuacién de movimiento conocida como ecuacion de Langevin, resultando tnicamente

en dos ecuaciones de movimiento para el sistema (marcadas con *).
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e Integradores o Distribucion
de Velocity-Verlet de Probabilidad

Ecs. de Movimiento Pre-

Particulas Confinadas

. Soluciones Numéricas
Ec. Langevin  «

Pre- Soluciones Numéricas
Soluciones Numeéricas Completas

FIG. 1.3: Las ecuaciones de movimiento resultantes (marcadas con *) se solucionan mediante integradores
de Velocity-Verlet y se completan dando los valores de los términos estocasticos mediante una distribuciéon
de probabilidad.

Para resolver numéricamente las ecuaciones anteriores se utilizan integradores de Velocity-
Verlet [10][11]. Las ecuaciones de las particulas confinadas se resuelven con un integrador
de Velocity-Verlet y las del contenedor con un Velocity-Verlet ajustado a la teoria de una
ecuacion de Langevin, en particular se utiliza la teoria desarrollada por Berendsen, Pater-
lini y Fergunson (paso 3, figura 1.3) [12][13]. Se construye una distribucién de probabilidad
con base en la teoria de Chandrasekhar con la cual se contemplan las contribuciones de
las fuerzas estocasticas del bafio térmico (paso 4, figura 1.3) [14]. Finalmente se presenta

el algoritmo computacional de las ecuaciones resueltas numéricamente.

1.6. Estructura de la tesis

Por el contenido de sus capitulos la tesis puede dividirse en cuatro partes, que son:
introductoria, marco teoérico, desarrollo del modelo molecular y andlisis y conclusiones. La
primer parte (capitulo 1) se da por terminada con esta seccion, en ella se vio: motivacion,
trabajos anteriores, objetivo y metodologia. En la segunda parte se muestran las teorias
de funcionales de la densidad y movimiento Browniano, las cuales constituyen la base
en la que se apoya el modelo molecular. La tercer parte desarrolla el modelo molecular
partiendo desde la elaboracion de una funcion Lagrangiana (capitulo 3) y terminanado
con la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento (capitulo 4). En la cuarta
parte se analizan los resultados de las dinamicas realizadas (capitulo 5) y se finaliza con

la presentacion de las conclusiones (capitulo 6).
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Capitulo 2

Marco teoérico

2.1. Teoria de funcionales de la densidad

2.1.1. Introduccién

La teoria de funcionales de la densidad ha sido pilar en los calculos de estructura elec-
tronica. Alrededor de los anos 1990 se volvié muy popular en quimica cuéntica debido a
que los funcionales aproximados mostraron dar un balance adecuado entre la precision y
los costos computacionales, lo que permitié que se pudieran tratar sistemas mucho mas
grandes que con los métodos ab-initio tradicionales como Hartree-Fock y CI [15].! La
teoria de funcionales de la densidad tiene sus raices en los articulos de Thomas y Fermi
en 1920, pero se convirti6 en una teoria completa y exacta hasta principios de 1960 con

las publicaciones de Kohn, Hohenberg y Sham [16][17][18].

DFT a diferencia de otros métodos de estructura electrénica, esta basado en la densidad
electronica, que es una funcién de 4 variables y no en la funciéon de onda electrénica que
es una funcion de 4N variables (teniendo 3 de las coordenadas espaciales y una de espin,
siendo N el namero de particulas), por lo que representa un menor costo de tiempo en
sus calculos. En la figura 2.1 se muestra el calculo de DFT de la molécula de anilina,
se observa como diferentes valores de la densidad electronica revelan informacion de la

molécula.

1Se les llaman métodos ab-initio a los métodos que parten de la ecuacién de Schrédinger, en espaiiol

se les denomina métodos de primeros principios.
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! X
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FIG. 2.1: Se muestra anilina en donde al ir variando los valores de la densidad electrénica se adquiere
mayor informaciéon sobre la molécula [19]. En la dltima etapa se procuré una mayor sensibilidad de la

densidad electrénica (valores bajos) pudiéndose obtener posicion, forma y tamaiio de la molécula [20].

En esta seccion se veran los puntos més importantes de la teoria de funcionales de la den-
sidad, asi como las bases en las que se ha construido. Se muestran primero los aspectos
basicos de la ecuacién de Schrodinger debido a que es la ecuacion de la que parten los
calculos de estructura electronica, de aqui que se llamen métodos ab-initio por conside-
rarse de primeros principios. Después se expone la aproximacion de Born-Oppenheimer
que es el segundo paso para realizar calculos ab-initio, pues en esta aproximacion se logra
separar la parte nuclear de la electronica facilitando resolver la ecuacion de Schrodinger.
Luego se muestra la teoria Hartree ya que en ella se basaron Kohn y Sham para desa-
rrollar sus ecuaciones, las cuales solucionan el Hamiltoniano electronico. Se aprovecha
también para introducir los conceptos de espin orbital y determinante de Slater. Final-
mente se presenta el primero y segundo teorema de Hohenberg y Kohn y las ecuaciones

de Kohn y Sham los cuales son los que dan el formalismo a la teoria de funcionales de la
densidad [17][18].

2.1.2. Ecuaciéon de Schrodinger

Historicamente fue la ecuacion de Schrodinger la cual pudo dar una descripcion adecuada
al atomo de hidrogeno. Basandose en las ideas de Louis de Broglie, Schrodinger pudo
llevar una ecuacién de onda a una ecuacion capaz de describir la dindmica de un sistema
junto con sus efectos cuanticos. Ademaés de describir correctamente el &tomo de hidrogeno,
la ecuacion de Schrodinger se reduce a una ecuacion de Hamilton-Jacobi en el limite de

longitud de onda pequena, haciendola una teoria atin més general [21].

La ecuacion de Schrédinger forma parte de los postulados de la mecanica cuantica, por
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lo que no puede ser derivada de otros teoremas, su validez s6lo puede ser comprobada

mediante experimentos [22|. La ecuacion de Schrodinger es la siguiente [23]:

2
—E;men+vmw@mw:m@%$ﬁ

2.1.1
o (2.1.1)
en donde V es el potencial en el que se encuentra la particula, & es la constante de Planck

9

dividida entre 27, i es el nimero imaginario v/—1y {r, ¢} son la posicion y tiempo de la
particula. Se resuelve para W la cual se nombra funciéon de onda o funcién de estado. W

contiene toda la informacion que se pueda saber acerca del sistema que describe.

La mecénica cuantica puede ser vista desde diferentes puntos de vistas o bajo distintas
interpretaciones. La mas aceptada es la interpretacion de Copenhagen que considera
la funcion de onda como una amplitud de probabilidad de tal forma que |¥ ('r,t)|2dx

representa una densidad de probabilidad [24]. En particular se postula lo siguiente [25]:

/b 0 t)‘g d Probabilidad de encontrar a la particula (2.1.2)
x, T = .
a entre la posicién a y la posicién b al tiempo ¢

La interpretacion probabilistica de la funcién de onda toma fuerza con el principio de
incertidumbre desarrollado por Heisenberg, quien lo elabora sin utilizar la ecuacion de
Schrédinger como punto de partida. El principio establece que la incertidumbre de cual-
quier observable fisica multiplicada por la incertidumbre de su variable conjugada debe

ser mayor a cierta cantidad y nunca puede ser cero. Se expresa de la siguiente manera:

AAABE%MABD, (2.1.3)

donde AA y AB son las incertidumbres de observables fisicas y la cantidad del lado
derecho de la desigualdad, es la norma del promedio del conmutador de las dos variables
expresadas como operadores y multiplicada por el factor de 1/2. Si las observables A y
B fueran la posicion X y el momento P (dado que su conmutador es [X, ]5} = ih) se
tiene la relacion de incertidumbre conocida para el momento y la posiciéon la cual trata
acerca de la imposibilidad de tener una medicion exacta para X y P simultaneamente.
AXAﬁzg (2.1.4)
Si V (z,t) es solo potencial de la posicion z, entonces se puede separar la ecuacion de
Schrodinger en dos partes: una dependiente de las posiciones y otra del tiempo. Para
separar la ecuaciéon de Schrodinger se propone como soluciéon una multiplicacién de dos

funciones:

U= f ()0 (), (2.1.5)
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la cual al sustituirse y agrupar los términos dependientes del tiempo del lado izquierdo de

la ecuacion y los dependientes de las posiciones del lado derecho de la ecuacion resulta:?

1 df() 1 d(a)
t

7 _—

fi) dt — 2m(x)  da? (). (2.1.6)

Ahora, dado que el lado izquierdo no depende de las posicion z y el lado derecho no
depende del tiempo ¢, el valor comin no puede depender de = ni de ¢, es decir, el valor
comun debe ser una constante, a esta constante se le conoce como constante de separacion
[26]. Las unidades de la constante de separacion corresponden a las de una energia a la

que denotaremos como FE. La ecuaciéon 2.1.6 se separa entonces en las siguientes dos

ecuaciones: L odf(t)
SRR (2.1.7)
1 h_Qde (33) i V(%)¢(5D) — E, (2.1.8)

() | 2m  da?

de las dos ecuaciones tinicamente la primera se puede resolverse sin informacion adicional,
su solucién es:

f(t) = Ae BN, (2.1.9)
Lo anterior permite escribir toda solucion general a la ecuacion de Schrodinger 2.1.1 de

la siguiente forma:
U= f(t) (z) = Ae B/ (2) (2.1.10)

A las funciones de onda con soluciones de la forma anterior se les conoce como estados
estacionarios y se llaman asi debido a que la densidad de probabilidad no depende del

tiempo como puede verse:
U (a, )2 = A* AT B () g () = ) () (2.1.11)

donde la constante A se ha considerado normalizada. La segunda ecuacion (ec: 2.1.8)
que resulta de separar la ecuacion de Schrodinger (ec: 2.1.1) en dos, se le conoce como
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y se puede resolver una vez que se

conoce el potencial V(x).

Debido a que la ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo es una ecuacién lineal

se puede expresar también como un operador Hamiltoniano H aplicado sobre la funcion

2Las derivadas parciales se han transformado en derivadas totales debido a que la derivada parcial
s6lo opera sobre una de las funciones, quedando como: 0¥ /dx = f () Oy (z) [0z = f (t)dy () /dx.
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de estado 1, en donde sus eigenfunciones v; son soluciones de H y sus eigenvalores F;

son la energfa del sistema asociado a la funcién de estado ;.3

[_h_2d_2 +V (;B)} Y (z) = B (z) (2.1.12)

2m dx

Hy; = B . (2.1.13)
Otra propiedad de linealidad es que cualquier funcion se puede expresar como combina-

cion lineal de cualquier conjunto de funciones que formen una base [28|. Por ejemplo se

suele usar el conjunto de eigenfunciones 1); para expresar V.
U= ce iy, (2.1.14)

En un conjunto base cualquiera {g;} serfa:

U=> cgi. (2.1.15)

La propiedad anterior es clave para desarrollar algoritmos que resuelvan la ecuaciéon
independiente de Schrodinger, ya que permite proponer diferentes bases para aproximar

una solucién tanto como se requiera.

2.1.3. Aproximacién de Born-Oppenheimer

En 1927 Born y Oppenheimer propusieron una aproximacion para solucionar la ecuacion
independiente de Schrodinger, en la que se pudiera expresar su soluciéon como el producto
de dos funciones de onda, una correspondiente al movimiento de los nucleos y otra al

movimiento de los electrones:
w = 2ﬂnuclweleca (2116)

donde Y,,q ¥ Yeree son las funciones de onda para los nucleos y electrones respectivamente.

Born y Oppenheimer hacen posible la separacion de la funciéon de onda en su parte
nuclear y electronica realizando una serie de suposiciones fisicas sobre el Hamiltoniano

de un sistema de atomos.

A grandes rasgos se basan en la diferencia entre las magnitudes de los nucleos y los

electrones, siendo por ejemplo la masa de un neutréon 1838 veces la masa de un electron

3Formalmente las funciones de estado pertenecen al espacio de Hilbert que es un espacio vectorial,

por lo que poseen las propiedades de linealidad [27].
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estos tltimos son mucho més réapidos por ser méas ligeros. Debido a esta diferencia entre
la rapidez de sus movimientos, se puede considerar al movimiento de los nucleos como

fijo relativo a los electrones.

Otra manera de ver las diferencias entre las magnitudes es con el principio de incerti-
dumbre [29]. De la relacion AzAp > h/2 (ecuacion: 2.1.4), si Az es el espacio L que
comparten el nicleo y el electron, mee. es la masa del electron y my,. es la masa del
nticleo (a lo menos 1838 veces la de un electron), entonces la relacion entre las velocidades

del nicleo y un electrén serd de por lo menos:

eltec 1838 eltec
e > (B 2meeel) | () 2mnua L) = —clee (2.1.17)
Unucl Melec R
en donde la velocidad se despejo de:
Az Ap = L (mv) > h/2 (2.1.18)
>_ 0 2.1.19
V= 2mL | ( )

es decir, la proporciéon minima entre las velocidades de un ntcleo y un electron es del

orden de 102, lo que hace natural pensar a los nucleos fijos respecto a los electrones.

Considerar a los nucleos fijos respecto al movimiento de los electrones a su vez trae
implicaciones de como los nucleos ven a los electrones, los cuales debido a su rapidez
mucho mayor los nucleos ven a los electrones como un campo, es decir s6lo sienten un

efecto promedio sobre ellos.

Para ver como modifican las consideraciones anteriores a la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo, primero se muestra como es el Hamiltoniano de un sistema de

Atomos. El Hamiltoniano de un sistema de Atomos en unidades atomicas es el siguiente:*

f{ = Tnucl + Telec + Uaﬂ + Uee + Vai

SR TD B IECED ) IR I RTIET

a pB>a o 1>] ’

donde 7 y j se refieren a los electrones y a y [ se refieren a los nucleos. El primer término
Thue es el operador de la energia cinética de los nucleos. El segundo término T,.. es

el operador de energia cinética de los electrones. El tercer término U,s es la energia

‘e = h = m, = 4meg = 1; e: carga del electrén, h: constante de Planck, m.: masa del electrén y eq:

permitividad del medio en el vacio [30].
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potencial de las repulsiones entre los nucleos, siendo 7,4 la distancia entre los nucleos «
y B con nimeros atomicos Z, y Zg. El cuarto término U, es la energia potencial de las
repulsiones entre electrones, siendo r;; la distancia entre los electrones 7 y j. El altimo
término Vi, es la energia potencial de las atracciones entre electrones y nucleos, siendo

rio la distancia entre el electréon ¢ y el nicleo a.

Ahora, bajo el punto de vista del movimiento de los electrones podemos omitir el primer
término que es el de la energia cinética de los nucleos, ya que al considerarse como fijos

su energia cinética no contribuye al sistema. El Hamiltoniano queda entonces como:

ﬁelec = Aelec + Uee + Vai + Uaﬁ

R Z,
Hejoo = —% § VZ - E § a + § § Ti (2.1.21)
7 (e 7 J

i>j Y.
Al Hamiltoniano de la ecuacion anterior se le llama el Hamiltoniano electronico que aqui
denotamos como f[elec. En ausencia de otros potenciales, el peniltimo término Vai suele
ser visto como un potencial externo Vm, es decir como el campo en el que los electrones se
mueven. Por lo que la soluciéon a la ecuacion de Schrodinger involucrando el Hamiltoniano

electronico:

f{elecwelec = elecqvbelec ) (2122)

es la funcion de onda electrénicas:
77Delec = Q/}elec ({Tz} ) {Ra}) s (2123)

la cual depende explicitamente de las coordenadas de los electrones {r;} y paramétrica-
mente de las coordenadas nucleares { R, }, lo que significa que para cada distinta posicion

o/ de los nucleos se tiene una diferente funcién de onda electronica Yee. ({7} ; {Ra})-

En esta aproximacion la energia total es igual a la energia electronica.

Etot = Eelec + Z Z ZQZB (2124)

a B>a Tap
en donde se ha tenido que agregar la constante de la energia de repulsién de los nu-
cleos ya que sin ella los nucleos colapsarian entre si. Ahora desde el punto de vista del
movimiento de los nucleos se hace el promedio sobre los términos que corresponden al

movimiento de los electrones, dado que como se ha mencionado, los nucleos se mueven en
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el campo promedio de los electrones [31]. El promedio en la ecuacion anterior (ec: 2.1.24)

corresponde a la energia electronica, por lo que se tiene:

[A{nucl = —% Z mivi + Eelec ({Ra}) + Z Z

a p>a

YAVA
aZp (2.1.25)
Tap |

Cabe mencionar que la energia electréonica E.... también depende paramétricamente de

las coordenadas de los nucleos. Se observa de nuevo que los tltimos dos términos corres-

ponden a la energia total (ec: 2.1.24) y se tiene finalmente:

A

1 1
Hyua = _5 Z m_avi + Eior > (2126)

de esta forma se ha separado la ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo en
dos Hamiltonianos: uno electronico (ec: 2.1.21) y uno nuclear (ec: 2.1.26) para tener la

solucion completa:

¢ - 77Dnucl ({RA}) ¢elec ({rz} ) {RA}) . (2127)

Etot
o

v

To

R

FIG. 2.2: Representacién grafica del potencial en el que se mueve un nicleo dentro de un sistema de
adtomos como el de la ecuacién 2.1.20. El potencial FE,; contempla la energia electréonica y la energia de

interacciéon nucleo-nicleo (ec: 2.1.24).

2.1.4. Teoria Hartree

Como se ha visto en la seccidon anterior, para tener la dindmica de un sistema de atomos
bajo la aproximaciéon de Born-Oppenhaimer es indispensable darle solucién al Hamil-
toniano electronico H.., ya que de él se deriva el potencial efectivo Ej,; en el que se

mueven los nucleos.
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En 1928, dos anos después de la publicacion de la ecuaciéon de Schrodinger y uno de
la aproximacion de Born-Oppenheimer, Hartree® propone darle solucion al problema
del Hamiltoniano electronico para un s6lo atomo no considerando explicitamente las

interacciones electron-electron sino solamente el efecto promedio de ellas.

Dicha simplificacion lo lleva a un sistema de ecuaciones individuales (una para cada
electron) las cuales al resolver de manera autoconsistente obtiene una expresion para la

funcion de onda electronica ... vy por consecuencia el valor de la energia electrénica
Eelec-

Las ideas de Hartree sirvieron de base para las ecuaciones de Kohn-Sham las cuales son

parte central en la teoria de DF'T como se verd en la subsecciéon 2.1.5.3.

2.1.4.1. Espin orbital

Antes de presentar la aproximaciéon de Hartree se incluye el concepto de espin orbital, ya
que es usado ampliamente en los calculos de estructura electrénica incluyendo la teoria
Hartree y DFT.

La funcion de onda 2.1.23 da toda la informacion posible acerca del movimiento de los
electrones, sin embargo debido a que una ecuaciéon de Schrédinger no contempla los
efectos de espin su soluciéon tampoco puede dar conocimiento de este fenémeno. Los
efectos de espin se pueden adicionar sin hacer cambios en una ecuaciéon de Schérodinger.

Se adicionan proponiendo las siguientes dos funciones con la variable independiente w:

a=a(w) =05 w), (2.1.28)

las cuales cumplen con las siguientes ecuaciones [34]:

1/2 1/2
Y Ja@P=1 d1Bw) =1 (2.1.29)
w=-1/2 w=-1/2
1/2
> o (w)B(w)=0. (2.1.30)
w=-1/2

®Douglas Rayner Hartree (1897-1958) alumno de Ernest Rutherford en Cambridge. Fue pionero e
impulsor de los célculos de estructura electrénica en una época donde las computadoras estaban en sus
primero pasos [32]. También es el creador de las unidades atomicas, por lo que en su honor la energia en

estas unidades lleva su nombre [33].
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Las funciones o (w) y B (w) corresponden al espin up y espin down y se adicionan a la

funcién de onda en forma de un factor multiplicativo de la siguiente manera [31]:

¢ (x) = 6 (2.1.31)

¥ (r)B(w)
En donde x son nuevas coordenadas que incluyen tanto las coordenadas espaciales r
como las de espin w. A la funcién de onda definida en la forma anterior se le conoce

como espin orbital y si solamente depende de las coordenadas espaciales se llama orbital

espacial.

Ahora, las funciones de onda que han incluido los efectos de espin forman un conjunto
de dos veces la dimension de las eigenfunciones 1; (ec: 2.1.13) ya que tienen dos estados

posibles méas: ¢ (r) a (w) 6 ¥ () f (w), en las que se puede encontrar un electron.

Tanto los productos Hartree como los determinantes de Slater (otros tipos de funciones
de onda que se utiliza como solucién al Hamiltoniano electronico, ver siguiente subseccion

ecuaciones 2.1.36 y 2.1.40 respectivamente) se construyen a partir de los espin orbital.

2.1.4.2. FEcuaciones de Hartree

Como una primera aproximacion al problema del Hamiltoniano electrénico, Hartree pro-
pone trabajar con un Hamiltoniano en el que las interacciones electron-electron (el tér-

mino U en la ecuacion 2.1.21) no estén presentes.

El Hamiltoniano sin las interacciones electron-electron puede verse como una suma de
Hamiltonianos donde cada uno opera tinicamente sobre un espin orbital, esto debido a
que el Hamiltoniano electréonico ya no posee operadores que actuen sobre méas de un

orbital como el operador Uee.

La solucién completa de este Hamiltoniano tendra que ser entonces un producto de espin

orbital como se muestra a continuacion. El problema de eigenvalores es el siguiente:

Hl/)elec - Eelecweleca (2132)

con el cual, proponiendo como soluciéon un producto de espin orbital se tiene:

N
Hipeee = Z hi [$16s...0n] (2.1.33)
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en donde ﬁl representa al Hamiltoniano Hartree para un sélo electrén, en este caso para
el electron 4, por lo que al actuar sobre el producto de orbitales solamente se obtiene la

energia e;.

Hpetee = €112 0N + 20100 ON + .. + NP1 - (2.1.34)

Factorizando el producto de orbitales se recupera la funcién de onda .

N

f{welec = Z € [¢1¢2¢N] = Eelec¢elec . (2135)

(2
Y se identifica a la suma de la energia de cada electréon, como la energia del Hamiltoniano

de Hartree. Se observa entonces que el producto de espin orbital:

Vetee = P102...ON (2.1.36)

satisface una ecuacion de electrones no interactuantes, cabe mencionar que a un producto
de espin orbital como el de la ecuacion 2.1.36 se le nombra producto Hartree. Sabiendo lo
anterior, se aplica el método variacional al Hamiltoniano electrénico suponiendo que la
funcion de onda electronica es un producto de orbitales [35].° Con lo que se logra llegar a
una forma explicita para el Hamiltoniano de cada electréon y asi plantear las ecuaciones
a resolver para obtener ... vy el valor de E,... La ecuacion para cada electréon a la que

se llega es:

{—%V? + VH} b = €, (2.1.37)

en donde Vg es el potencial efectivo en el que se mueven los electrones, el cual esta

compuesto por dos términos [36]:

N 2
A Z |p; ()]
Vy=-—-= I B 2.1.38
! Ti+; |ri — 7y " ( )

El primer término es el potencial de Coulomb con la interaccion de un nicleo de carga
Z. El segundo término es la consecuencia de no haber considerado explicitamente las
interacciones electron-electron, en lugar de ello surge este término como un potencial
repulsivo que siente el electréon ¢ al moverse por la densidad electronica del resto de los

electrones.

6En la publicacién de su trabajo, Hartree presenta su método mediante otro procedimiento, el cual
contenia algunos errores (ademés de los inherentes al método de Hartree), Slater corrige esos errores y

deduce las ecuaciones de la manera en que son planteadas en este trabajo.
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La ecuacion de Hartree (ec: 2.1.37) se resuelve de forma autoconsistente, debido a que el

segundo término del potencial efectivo Vi depende también de los orbitales.

La manera de resolver la ecuacion de Hartree es la siguiente:

1. Se proponen un conjunto de orbitales {4},

2. Se calcula la densidad electronica Zj\;z |¢; (r;)|?> a partir de los orbitales {¢},

3. Con la densidad electronica se calcula VH

4. Con Vjy se calculan nuevos orbitales {¢}, usando la ecuacion Hartree (ec: 2.1.37)

5. Con los nuevos orbitales {¢}, se inicia el ciclo de nuevo desde el calculo de la
. o 2
densidad electronica ., |¢; (r;)]

El ciclo se detiene cuando hay consistencia en las ecuaciones, es decir no hay diferencia
entre las densidades electrénicas de los orbitales usadas para calcular y las que se obtienen

después del calculo.

Las principales desventajas de la teoria Hartree son dos, la primera es que la contribucién
del promedio de las interacciones electron-electrén no es la suficiente para tener resultados

aproximados con los experimentales.

La segunda desventaja es que un producto Hartree (ec: 2.1.36) no incluye el principio de
antisimetria y por ende los electrones no resultan indistinguibles ni se posee el principio

de exclusion de Pauli.

El principio de antisimetria se introduce como un cambio de signo al permutar las coor-

denadas de dos electrones distintos ¢ y j.
(T, 2y Ty ) = =Y (T1, T, Ty, X)) (2.1.39)

Un producto Hartree no puede introducir un cambio de signo por ser un producto de
funciones, sin embargo se construye una funciéon de onda formada de productos Hartree
que si puede poseer un cambio de signo al permutar dos coordenadas de electrones y
por lo tanto introduce la indistinguibilidad de ellos. De esta manera se pueden usar los
orbitales obtenidos de la teoria Hartree para formar una funcién de onda antisimétrica.
La funciéon de onda que se construye a partir de productos Hartree se le conoce como un

determinante de Slater y se define de la siguiente manera [37]:
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¢i(x1) @i (x1) -+ P (1)

b (@1, T,y . .., ) = (N) 2 d)"(f”) (bj(f”'?) (b’“(:@) (2.1.40)

¢i(xn) & (xN) -+ o (xN)

donde (N!)~'/2 es un factor de normalizacion y |~| es un determinante.

Las columnas del determinante representan los espin orbital y los renglones los electrones,
de tal forma que cada electron ocupa todos los orbitales, por ejemplo en el renglon 2, el

electron 2 ocupa los oribitales: i, j,..., k.

Se observa que el principio de exclusion de Pauli estd incluido en un determinante de
Slater, por ejemplo si se tuvieran renglones o columnas repetidas, el determinante seria

cero, significando que dos electrones (o mas) no pueden ocupar el mismo espin orbital.

Existen teorias que tratan directamente con el determinante de Slater, entre ellas esta CI

(Configuration Interaction) y Hartree-Fock, la cual es una extension de la teoria Hartree.

2.1.5. Teoria de funcionales de la densidad

La teoria de funcionales de la densidad a diferencia de los métodos de Hartree, Hartree-
Fock y CI, utiliza como cantidad fundamental la densidad electrénica y no a la funcion
de onda, es decir no depende de ... para obtener las propiedades de un sistema de

electrones.

Utilizar la densidad electrénica como cantidad fundamental tiene la ventaja de trabajar
tnicamente con 4 variables en lugar de las 4N de la funcién de onda electrénica reduciendo

significativamente los calculos a realizar.

Antes de la teoria DFT, Llewellyn Thomas y Enrico Fermi ya hacian uso de la densidad
electronica para calcular propiedades de un sistema de electrones, sin embargo fue hasta
los articulos de Kohn, Hohenberg y Sham que se le pudo dar un formalismo y se pudo

hacer de la teoria de funcionales de la densidad una teoria completa [16].

Primero demostraron que en el estado fundamental la energia es un funcional de la
densidad (primer teorema de Hohengerg y Kohn), luego demostraron que la densidad

electronica del estado basal es aquella que minimiza al funcional de energia (segundo
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teorema de Hohenberg y Kohn) y finalmente lograron mejorar sus calculos introduciendo

el funcional de intercambio y correlacién (ecuaciones de Kohn y Sham).

En esta subseccion se daran a conocer los teoremas que hacen posible obtener propiedades
electronicas a partir de la densidad electronica y que en su conjunto se les conoce como

teoria de funcionales de la densidad o DFT (Density Functional Theory).

2.1.5.1. Primer teorema de Hohenberg y Kohn

El primer teorema de Hohenberg y Kohn establece que el potencial externo Ve de un
Hamiltoniano electrénico H,.. es determinado por la densidad electronica. Ademas, dado
que el potencial externo \A/m determina por completo el Hamiltoniano electrénico -Helec
(ya que el potencial Uee y la energia cinética Telec son universales), el estado base se
vuelve un funcional de la densidad electronica p (r) al igual que todas las propiedades

electronicas del sistema [17].

Este importante teorema pilar de la teoria de funcionales de la densidad se demuestra para
el caso de un estado base no degenerado (se puede demostrar mediante la formulacion de
la busqueda restringida de Levy que el teorema es valido también para sistemas con un
estado base degenerado [16]). La demostracion se basa en el principio de minima energia

para el estado base y prosigue por reduccion al absurdo de la siguiente manera:

N

Suponemos que hay dos potenciales externos: V,..; v 1%

.1, los cuales difieren por mas de

una constante y dan la misma densidad electronica:

Var = pl(r) (2.1.41)
‘/elxt — p(’l")

Cada potencial externo a su vez fija Hamiltonianos diferentes los cuales dan estados base

distintos, por lo que también se tiene:

‘A/ext — ﬁelec — wﬂ — p(r)
f//

ext

. / (2.1.42)
— Helec — w(] - p(’l‘)

Ahora, del principio de minima energia se sabe que al calcular la energia de una funcion
de onda diferente a la del estado base 1y se obtendra una energia superior a la del estado

base Ej. Por lo que para la energia del Hamiltoniano H con la funcion de onda Py se
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obtiene:”

Ey < (g | H |4, (2.1.43)

agregando el siguiente cero,

0= (o | H | ) — (Wb | H' | ¥p), (2.1.44)

obtenemos:
B < (h | H' |0+ (g | =B [ 94) = g [ p(r) Voo (r) = Vi )] dr. 2:1.5)

Similarmente para la energia del estado base Ej del Hamiltoniano H', se tiene:

Eg < (o | H' | o), (2.1.46)
agregando el siguiente cero,
0= (o | H | o) — (o | H | tho), (2.1.47)

obtenemos:
Eg < (o | H | vo) + (tho | H' — H | ) = Eo+/p("°) [Viae (1) = Vewe ()] dr. (2.1.48)

Finalmente sumando la ecuacion 2.1.45 con la ecuaciéon 2.1.48:

Eo < Eg+ [ p(r) Vew (1) = Vi (r)] dr
b By < Byt [ p () [V (1) = Vi (7)) dr (2.9
E() + E(/) < E(l) + EO

Se llega a un absurdo.

~

Por lo tanto no pueden existir dos diferentes potenciales externos V.., v 1%

"¢ que difieran

por mas de una constante y den la misma densidad electronica p (r) para el estado base.
Lo que significa que Vext salvo por una constante es un funcional tnico de la densidad
electronica p(r) y dado que el potencial externo Vemt fija al Hamiltoniano electronico

Hyjee, €l estado base 1)y también es un funcional nico de la densidad p(r) junto con

todas las propiedades electronicas [17].

"Se ha omitido el subindice elec en los Hamiltonianos bajo el entendido que se sigue tratando de

Hamiltonianos electrénicos.
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2.1.5.2. Segundo teorema de Hohenberg y Kohn

Ahora sabiendo que las propiedades electronicas son funcionales de la densidad electronica
p (r) prosigue conocer una forma de como validar si cierta densidad electronica es en

realidad la del estado base.

Para poder verificar la validez de la densidad electrénica, Hohenberg y Kohn derivan un
principio variacional para la energia del estado base, en el cual gracias al primer teorema
pueden utilizar la densidad electronica como variable dependiente en lugar de la funcién

de onda.

El segundo teorema de Hohenberg y Kohn establece que la energia obtenida a partir de
una densidad electronica de prueba p' (r) siempre sera igual o mayor que la energia del

estado base Ej.

La demostracion del segundo teorema de Hohenberg y Kohn es corta y prosigue de la

siguiente manera.

Del principio de minima energia para el estado base, se tiene que la energia asociada a

cualquier funciéon de onda v’ (pudiendo ser también ) es [34]:

EO S <77b, | f{elec | ¢/>; (2150)
o lo que es igual, haciendo el promedio sobre los términos de f]elec se tiene:
Eo < (Y | Tetee + Uee + Veur | ¥') - (2.1.51)

Finalmente, del primer teorema de Hohenberg y Kohn se ha demostrado que la funcion
de onda 1), es un funcional de la densidad electrénica [17], por lo que la cantidad del lado

derecho de la desigualdad anterior se puede escribir como el siguiente funcional:

E, [ (1) = / o (1) Vit () dr 4+ (0 | Totee + O | 0) (2.1.59)

Con lo que queda demostrado y construido el principio variacional de Hohenberg y Kohn,

el cual se expresa como [16]:

Ey < E,[p' (r)] - (2.1.53)

La importancia que le da Hohenberg y Kohn a su segundo teorema es la posibilidad de

poseer un funcional que es independiente del potencial externo f/m, al definir el segundo
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término de la ecuacion 2.1.52 como:
Flp ()] = @ | Tuce + Uee | ¢') . (2.1.54)

De esta manera, tratar de encontrar la energia del estado base Ej se centra en la cons-
truccion del funcional universal F'[pl,..(r)], ya que es 1til sin importar el sistema de

Atomos de estudio.

2.1.5.3. Teorema de Kohn y Sham

Trabajar con el segundo teorema de Hohenberg y Kohn para obtener la energia del estado
base involucra construir una forma explicita para el funcional F'[p,.. (7)], desafortuna-

damente las aproximaciones al funcional carecen de precision [38].

Kohn se percatd de lo anterior y centro su atencion en la teoria Hartree, en sus palabras

escribe [39]:

“I set ourselves® the task of extracting the Hartree equations and improvements “in them”.
In fact it promised a Hartree-like formulation, which-like the HK® minimal principle-would

be formally exact”.

Kohn y Sham parten del funcional E, [p’ (r)] y aplican el principio variacional de Hohen-
berg y Kohn primero a un sistema de electrones no interactuantes, luego a uno de elec-

trones interactuantes.

Ventajosamente encuentran que al definir de una manera especial el funcional E, [p’ (r)],
el sistema de electrones interactuantes se puede ver como uno de electrones no interac-
tuantes, en donde existe una ecuaciéon para cada electréon, pues ahora el movimiento de
los electrones se debera a un potencial efectivo el cual incluira los efectos de la interacciéon

electron-electron.

La obtencién de las ecuaciones de Kohn-Sham prosigue entonces de la siguiente forma.

Un sistema de electrones no interactuantes para el funcional E, [p’ (7)] es [18]:

B () = [ 6/r) Ve (r)dr + T2 15 ()] (2.1.55)

en donde se denota con un subindice s el término de la energia cinética para un sistema de

electrones no interactuantes y se ha omitido el término de la interaccion electron-electron

8Se refiere a ¢l y Lu Sham, quien en aquel entonces (1964) era su estudiante de postdoctorado.
Principio de Hohenberg y Kohn.
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Uee [p' (7)] ya que mencionando de nuevo, la intencion es tener una ecuacion de electrones

no interactuantes.

Si suponemos ahora que la densidad electronica es la correcta p'(r) = p(r) para el
sistema anterior y aplicamos el principio variacional de Hohenberg y Kohn, obtenemos

[40].

b
op(r)

Los términos dentro de los corchetes forman una ecuacién de Euler-Lagrange que se

SE, [p(r)] = /5p (r) {vm (r) + T, [p(r)] — e} dr =0 (2.1.56)

debe resolver para obtener p (), sin embargo aqui Kohn y Sham le dan un giro (deciden

introducir orbitales) a la teoria DFT.!°

La principal razon de la falta de precision en los calculos utilizando F'[p/ (r)] esta en las
aproximaciones de la energia cinética Ty [p (7)], por lo que Kohn y Sham recurren a las
ecuaciones de Hartree, es decir deciden introducir orbitales ya que esta teoria trabaja con

sistemas de electrones no interactuantes y la energia cinética tiene una expresion exacta.

Ahora, se ha mencionado que Kohn y Sham proponen una forma del funcional E, [p ()]
de tal manera que logran llevar un sistema de electrones interactuantes a uno de electrones

no interactuantes, a continuacion se muestra esta propuesta:
B ()= [ 0/ (0) Ve (r) 4 T ()

N %/%dmﬂ b Enlp (7)) . (2.1.57)

En esta definiciéon se observa que se ha sustituido el término de la energia cinética
Teee [0/ ()] por uno de electrones no interactuantes Ty [p' (r)]. Ademads, el término de
la interaccion electron-electron U, [p' (7)] se ha separado en un potencial de interac-
cibn coulombiana y un nuevo funcional E,.[p" (r)] donde se introduciran los efectos de

intercambio y correlacion entre electrones.

Al suponer la densidad electronica correcta p’ (r) = p () y aplicar el principio variacional

de Hohenberg y Kohn se obtiene:

,r,/
p(r') v
| — /]

SElp(r)) = [ Sp(r) S Vs (r) +

9La cantidad € es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion [ p (r)dr = N.
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Tslp(r)] —epdr=0, (2.1.58)

Se indentifica que los primeros tres términos dentro de los corchetes, corresponden a
potenciales que actuan sobre un sélo elemento, por lo que se pueden escribir como uno
solo. El término que junta los tres potenciales es el potencial efectivo en que se mueven

los electrones y se define como:

Vers (1) = Ve (1) +/ |:§r2,‘dr’+vwc (r) (2.1.59)

en donde el ultimo término es el potencial de intercambio y correlacion definido como:

Ve (r) = 55 Bre o ()] (2.1.60)

Sustituyendo el potencial efectivo en la ecuacion 2.1.58, se obtiene:

SE, [p(r)] = /5/) (r) {Veff (r) +%(r)

Ahora las ecuaciones anteriores son semejantes a las de un sistema de electrones no

T [p ()] —e} dr =0. (2.1.61)

interactuantes, por lo que se pueden usar las ecuaciones de Hartree para obtener la
densidad electronica, asi como la energia del estado base con la diferencia que el potencial
que se evaluara serd el dado por la ecuacion 2.1.59. Las ecuaciones de Hartree que se

tendran que resolver son:
1 .
{_§V? + Veff} ¢ = €9; - (2.1.62)

La densidad electrénica se calcula como:
p(r)=> lo:(r)]*. (2.1.63)
Y la energia del estado base es:

1 [ p(r)p()
Ey = i E o)) — | Vee(®)p(r)dr — = | ——Ldrdr’. 2.1.64
=St Bl [Vl par = [ A0 (2161

Se concluye entonces que las ecuaciones de Kohn y Sham pueden ser vistas como una
extension formal y mas precisa que las ecuaciones de Hartree las cuales con el funcio-
nal E,.[p (r)] exacto, todos los efectos de la interaccion electron-electron pueden ser

contemplados [39].
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Por lo tanto, la aproximacion a los calculos de DFT depende en gran medida de una buena
aproximacion a E,. [p’ (r)]. Afortunadamente los funcionales E,. [p' (7)] que actualmente

existen dan un buen balance entre costo computacional y precision.

Vinculo con capitulos

Este trabajo se apoyara en la teoria de funcionales de la densidad para calcular dos

cantidades fisicas:

1. Gradientes de potencial eléctrico

2. Energias electronicas

Los gradientes de potencial eléctrico son los originados por las nubes electrénicas de
los atomos y son requeridos en las ecuaciones de movimiento de la posicion (ecs: 4.6.2
y 4.4.33) y la velocidad (ecs: 4.6.4 y 4.4.18) como se vera en los capitulos Modelo de

confinamiento molecular (cap: 3) y Solucion numérica (cap: 4).

Las energias electronicas son necesarias para los calculos de la presiéon. Al no tener una
expresion anéalitica de la funcion de la energia respecto al volumen E(V') se construye una
a partir de los datos numéricos (cap: 5, sec: 5.3), los cuales se obtienen de los calculos de

DFT y el programa creado en Fortran.

En la siguiente seccion Movimiento Browniano (sec: 2.2) se verd que en el caso de las
particulas en contacto con el bano térmico los gradientes de potencial eléctrico se pueden
introducir como una contribucion méas de las fuerzas sistematicas (fuerzas provenientes
de un potencial externo). Y en el capitulo 4 se dara a conocer donde son utilizados los

valores numeéricos de DFT respecto al algoritmo computacional que se ha implementado.
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2.2. Movimiento Browniano

2.2.1. Introduccién

La teoria del movimiento Browniano es muy amplia pues se enriquece de distintios puntos
de vista dependiendo sus aplicaciones. Por ejemplo en el area de economia es usada en
los estudios del comportamiento de la bolsa de valores [41]; en biologia en el analisis del
movimiento de las poblaciones animales [42][43]; en fisica en la difusion de las particulas
bajo diferentes temperaturas [44]; o en matematicas donde se estudia como un proceso

de Wiener [45][46].

Este trabajo abarca el area de la fisica correspondiente al movimiento de una particula
dentro de un bano térmico. Por tanto, esta secciéon se enfoca en los origenes del movi-
miento Browniano y las primeras teorias que sentaron las bases para estudiar el fenoémeno
desde una perspectiva fisica. Al inicio de esta secciéon se muestran tres fotografias (fig: 2.3)
de los primeros célculos precisos de las trayectorias de varias particulas con movimiento
Browniano, dichas mediciones fueron realizadas por Jean Perrin en 1909 y estuvieron
motivadas por el articulo de Einsten en 1905 sobre el movimiento Browniano. En la pri-
mera subsecciéon se muestra como se inicio el estudio formal del fenémeno gracias a la
publicacion de Robert Brown. Luego, se presenta el trabajo de Einstein y Smoluchowski
quienes lograron sentar las bases fisicas y matematicas del movimiento Browniano. En
la ultima subseccion se da a conocer el trabajo de Langevin, ya que es su ecuacion de

movimiento en la que este trabajo esta basado.

Después de Langevin se desarrollaron otras dos importantes contribuciones que se utili-
zaran en la construccion fisica del modelo molecular, ellas son: la distribuciéon de proba-
bilidad bivariada (dada por Chandrasekhar) y la obtencion de la ecuacion de Langevin
a partir de un Hamiltoniano (obtenida por Zwanzig), sin embargo no se presetan en esta
seccion, sino que se trata directamente con ellas en el capitulo Modelo de confinamiento

molecular (capitulo 3).

*Aparato Optico en el que, por medio de prismas o espejos, se proyecta la imagen virtual de un
objeto exterior en una superficie plana sobre la cual puede dibujarse el contorno y las lineas de dicha
imagen [47].

T Jean Baptise Perrin fisico frances quien en 1909 pudo calcular experimentalmente el nimero de

Avogadro gracias a la teoria del movimiento Browniano desarrollada por Einstein [48].
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FIG. 2.3: La imagen de la izquierda muestra el desplazamiento estocastico de tres particulas debido a
las colisiones con las moléculas de agua; usando una camara licida* Jean Perrint marcé las posiciones
sucesivas de cada particula en intervalos regulares de tiempo, luego dibujé lineas rectas uniendo las
marcas [49][50]. En la figura de arriba a la derecha se muestra una microfotografia de la distribucion
de particulas de resina suspendidas en agua, la fotografia fue tomada por Jean Perrin y exhibida en el
museo que él fundo6 en 1937, Palais de la Découverte ((C)Palais de la Découverte, Paris) [51]. En la figura
de la derecha abajo, se muestra un fulereno embebido en un bano térmico, el cual se ejemplifica con

moléculas de agua para simular las colisiones que provocarian el movimiento Browniano [52].

2.2.2. Robert Brown: observacion del movimiento Browniano

Brown estaba estudiando los procesos de fertilizacion de la flor Clarckia Pulchella cuando
se percato de pequenas particulas que se desprendian del polen antes de que éste estallara,
las cuales exhibian un movimiento que llamo su atencion, asi lo expone en su articulo de

1828 |53

“While examining the form of these particles immersed in water, I observed many of
them very evidently in motion; thewr motion consisting not only of a change of place in
the fluid, manifested by alterations in their relative positions, but also not unfrequently

of a change of form in the particle itself.”

El articulo que publicé en 1828 consistia principalmente en observaciones y datos referen-
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tes a las muestras que examiné (sustancias organicas, restos de vegetales mineralizados

y material inorganico) tratando de comprender este fenomeno.

Aunque no dijo nada concluyente, varios investigadores adoptarén su trabajo como una
confirmacién de las teorias vitalistas. Lo que provoco que Brown publicara una carta en

1829 desmintiendo haber atribuido las causas de movimiento a una fuerza vital.

“In the first place, I have to notice an erroneous assertion of more than one writer, na-
mely, that I have stated the active Molecules to be animated. This mistake has probably
arisen from my having communicated the facts in the same order in which they occu-
rred, accompanied by the views which presented themselves in the different stages of the

tnvestigation.”

En la misma carta Brown también escribe su opinion acerca de las posibles causas del

movimiento, siendo esta su hipotesis [54]:

“I have formerly stated my belief that these motions of the particles neither arose from
currents in the fluid containing them, nor depended on that intestine motion which may be
supposed to accompany its evaporation. These causes of motion, however, either singly or
combined with others, -as, the attractions and repulsions among the particles themselves,
their unstable equilibrium in the fluid in which they are suspended, their hygrometrical't
or capillary action, and in some cases the disengagement of volatile matter, or of minute
air bubbles -have been considered by several writers as sufficiently accounting for the

appearences.”

Su teoria, en la cual es muy cuidadoso de nunca establecer como conclusion, es que
la materia estd compuesta de pequenas particulas a las que llama “moléculas activas”
las cuales exhiben un rapido e irregular movimiento teniendo su causa en las mismas

particulas y no en fuerzas externas al medio.

A pesar de que él no fuera el descubridor de este fenémeno, como él mismo lo indica
en su articulo de 1828, su contribucién de demostrar la existencia del movimiento tan-
to en materia organica e inorganica y desmentir mediante experimentos que las causas
fueran producto de una fuerza vital, hicieron que la sociedad cientifica describiera a este

fenémeno como el movimiento Browniano [56|.

1Djc. del cuerpo muy sensible a los cambios de humedad de la atmosfera [55].
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2.2.3. Einstein: desarrollo teo6rico del movimiento Browniano

El periodo que sigui6 a 1831 el movimiento estuvo limitado a los estudios de los bidlogos
y botanistas. El interes de los fisicos por el movimiento Browniano surge hasta mediados
del siglo XIX con los avances de Clausius, Maxwell y Boltzmann en la teoria cinética de

los gases [57].

Varios cientificos, destacandose C.Wiener (1863), I. Carbonelle (1874) y J. Delsaux (1877)
persiguieron la idea de explicar el movimiento Browniano con la teorfa cinética de los
gases, pero debido a la complejidad de las variables que involucraban (temperatura,
capilaridad, corrientes de conveccion en el liquido, evaporacion, etc) fallaban en dar una

descripcion adecuada [58].

Fue Einstein con su articulo On the Motion of Small Particles Suspended in a Stationary
Liquid, as Required by the Molecular Kinetic Theory of Heat quien pudo dar una descrip-
cién adecuada al reto del movimiento Browniano.'? No obstante, no estaba al tanto de
la existencia de él, al poco tiempo después de publicar su articulo se entera del fenémeno

y escribe:

“My magjor aim in this was to find facts which would guarantee as much as possible the
existence of atoms of definite finite size. In the midst of this I discovered that, according
to atomistic theory, there would have to be a movement of suspended microscopic particles
open to observation, without knowing that observations concerning the Brownian motion

were already long familiar.”

Einstein infiri6 desde la teoria cinética que pequenas particulas en suspension deben
poseer una presion osmotica como en el caso de las moléculas en solucion. Si esta presion
es distribuida de forma inhomogenea da como resultado un proceso de difusiéon cuyas

propiedades pueden ser calculadas.

De esta manera Einstein obtuvo una ecuacién para el coeficiente de difusién, determinan-

do el cambio temporal y espacial de la concentracion f (x,t) de la sustancia en solucion.

of _ 7

5 = Do (2.2.1)

donde D es el coeficiente de difusién.

2Traduccion del aleman al ingles; titulo original: Uber die von der molekularkinetischen Theorie der

Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen.
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Esta ecuacion fue primeramente establecida por Adolf Fick, siguiendo el trabajo de Fou-

rier para la conduccion de calor y de Ohm para la conduccion de electricidad.

En una manera anédloga a su interpretacion de las transformaciones de Lorentz para
los cuerpos en movimiento electrodinamico o su interpretacion de la formula de cuerpo
negro, dio una nueva interpretacion a la tradicional ecuaciéon de difusion “inventando” el

movimiento Browniano como un concepto teoérico.

En lugar de considerar la ecuacion de difusion describiendo la distribucion del soluto en
una sustancia. Einstein ahora la interpreta como la distribucion de los desplazamientos
irregulares de particulas pequenas. En su articulo escribe respecto a su interpretacion

[59]:

“This 1s the familiar differential equation for diffusion, and D can be recognized as the
diffusion coefficient. Another importan consideration can be linked to this development.
We assumed that all the individual particles are referred to the same coordinate system.
Howewver, this is not necessary since the motions of the individual particles are mutually
independent. We will now refer the motion of each particle to a coordinate system whose
origin coincides at time t = 0 with the position of the center of gravity of the particles
in question, with the difference that f(x,t)dx now denotes the number of particles whose
X -coordinate has increased between the timest =0 and t =t by a quantity lying between

x and x + dx. Thus, the function f varies according to the diffusion equation.”

En esta manera, Einstein identifica los movimientos irregulares de las particulas suspen-
didas ahora describiendo el fenémeno no s6lo como un movimiento ordinario a lo largo
de una trayectoria continua, sino como un proceso estocastico gobernado por la funcion

f(z,t), es decir la solucion a la ecuacion de difusion (ec: 2.2.1).

2

Flat) = \/%exp (—4%) , (2.2.2)

donde n es el niimero de particulas en suspension. El desplazamiento de las particulas en

suspension puede entonces ser descrito por una probabilidad de distribucién que deter-
mina el nimero de particulas desplazadas por una cierta distancia en cada intervalo de

tiempo.

Einsten calcula directo de la ecuacion 2.2.2 el desplazamiento cuadratico medio.

{(x — 20)%) = 2Dt. (2.2.3)
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La obtencion del desplazamiento cuadratico medio a partir de la ecuacion 2.2.1 consiste
solamente en la primera parte en la solucion de Einstein al problema del movimiento

Browniano. La segunda parte consiste en tener una expresion explicita del coeficiente de
difusiéon D.

Einstein considera que las particulas estdn suejatas a una fuerza K que depende de
la posicion pero no del tiempo e investiga el estado de equilibrio del sistema bajo la
suposicion anterior. Entonces, si el ntimero de particulas por unidad de volumen es v, en

el caso del equilibrio termodinamico v es funciéon de .

La condicion de equilibrio tomada por Einstein es la de la energia libre F' de Helm-
holtz, la cual su variacién 0 F' es cero para un desplazamiento virtual dx de las particulas

suspendidas, teniendo por lo tanto:
OF =0FE —-T)S =0, (2.2.4)

donde E es la energia, T la temperatura y S la entropia. Cabe mencionar que Einstein

propone trabajar con la presion osmotica descrita de la siguiente forma:

BT RTnN. RT

n=-—-——= v 2.2.5
P=v "= N, v — N (2.25)
donde R es la constante de los gases, V' es el volumen en el que se encuentran las particulas
suspendidas, n el nimero de moles, N4 el nimero de Avogadro y v la cantidad definida
anteriormente la cual es el nimero de particulas suspendidas por unidad de volumen.

Luego, suponiendo que el liquido tiene una seccidon transversal igual a 1 al eje , y que

esta restringido a los planos © = 0 y © = [, se tiene para la variacion de la energia dE:
!
OF = —/ Kvéxdx , (2.2.6)
0
y para la variacion de la entropia 05"
R ['ov
0S=—— [ —dxdx . 2.2.7
N /0 9 ( )

Lo que resulta en la siguiente condicién de equilibrio:

RT Ov
— Ko+ —— =0, 2.2.8
N Oz ( )
que se interpreta como la condicién que se tiene que cumplir para que la fuerza K este

balanceada por las fuerzas de la presiéon osmotica p.
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Einstein vincula la ecuacién anterior con el movimiento browniano mediante otra condi-
cion de equilibrio, en la que considera que cuando la fuerza K actua sobre las particulas
estas experimentan una velocidad z segun la ley de Stocks igual a:

. K
Tr =
6mka ’

(2.2.9)

donde £ es el coeficiente de viscosidad y a el radio de una particula. Entonces el nimero
de particulas que cruzan la seccion transversal por unidad de tiempo es zv y si D denota
el coeficiente de difusion de las particulas suspendidas y m la masa de una particula, se
tiene en el equilibrio que se tiene que cumplir la siguiente condicion:

v ov
—D—=0. 2.2.1
6rka Ox 0 ( 0)

La cual comparandola con la condicion de la ecuacidon 2.2.10 se llega a la conclusiéon que
el coeficiente de difusion D debe ser:

RT 1
D=-"=
NA67T]{ZCL.

(2.2.11)

Llegando finalmente a una expresion para el desplazamiento cuadratico medio como fun-

cion del tiempo ¢ [60].

RT 1

2
— ki t
{(# = 20)7) N, 3rka

(2.2.12)

Dando la oportunidad de poder verificar la validez de su teoria, Einstein sugiere que esta

expresion puediera ser usada para determinar experimentalmente el nimero de Avogadro.

Mientras que el trabajo de Einstein en el movimiento Browniano tuvo repercusiones en
una gran variedad de areas, su impacto central fue la aceptacion del atomismo a principios
del siglo XX. Este impacto fue gracias a los experimentos de Jean Perrin, quien en 1908
calculara el nimero de Avogadro utilizando la férmula para el desplazamiento cuadratico

medio [61]. En 1909, Einstein agradeciendo a Perrin escribe:

“I would have thought it tmpossible to investigate Brownian motion with such precision;

it is fortunate for this material that you have taken it up” [62](63].
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2.2.4. Smoluchowski: visiéon probabilistica del movimiento Brow-

niano

A diferencia de Einstein, Marjan Smoluchowski estaba informado de los experimentos
acerca del movimiento Browniano. Sin embargo extendi6 su tiempo de publicacion debido
a dos motivos, el primero: esper6 a probar sus propias predicciones experimentalmente y
segundo: al enterarse de que Einstein estaba trabajando en algo similar, esperé a verificar
si tenian ideas similares. De no haber extendido su tiempo de publicacién, el credito de
desarrollar por primera vez el concepto teérico del movimiento Browniano hubiera sido

para él [64].

La atencion a su articulo no radica en su desplazamiento cuadratico medio ((z — z¢)?)
obtenido, sino en el razonamiento que sigui6é para obtenerlo. Observd que cualquier ve-

locidad no podria ser observable debido (en sus palabras) a que:

“What we see is the average position of the particle pushed around with the above velocity
10%° times per second, each time in a different direction. Its center of mass will describe
a peculiarly zig-zag path consisting of straight segments incomparably smaller than the
size of the particle and only when the geometric sum of these pieces will in time assume

a certain value will we actually observe a displacement from the initial position” |65]|66].

Luego, se plante6 las siguientes preguntas: ;Cuél es la probabilidad de observar un cierto
numero de particulas en un tiempo dado? ;Como este niimero cambia con el tiempo? Las
observaciones y preguntas anteriores lo llevaron a relizar las siguientes dos importantes

suposiciones sobre el movimiento de las particulas.

1. Los movimientos de las particulas son independientes

2. Todas las posiciones son igualmente probables

Su idea principal era tratar a cada colision como el resultado de aventar una mone-
da, donde cada posible siguiente posicion tenga igual probabilidad, como resultar cara:
P(X)=1/2 06 cruz: P(Y) = 1/2. Ademés de que las posiciones futuras sean indepen-
dientes tanto de las particulas vecinas como de ella misma, de nuevo como en el caso del
lanzamiento de una moneda, el resultado es independiente de una moneda vecina o de

los NV lanzamientos anteriores con la misma moneda.
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Tales suposiciones eran consistentes con el modelo del caminante aleatorio, el cual en
una dimension consiste basicamente en obtener la probabilidad de que cierta particula

después de n desplazamientos por unidad de tiempo se encuentre entre z y x + Az.!3:"

El desplazamiento cuadratico medio en el modelo del caminante aleatorio es proporcional
al nimero n de desplazamientos, pero como cada desplazamiento se da por unidad de
tiempo, entonces el desplazamiento cuadratico medio también es proporcional al tiempo,

justo como en la ecuacion (ec: 2.2.12) [68].

Después de una serie de aproximaciones fisicas, Smoluchowski llega a un resultado muy

similar al de Einstein, difiriendo s6lo por un valor de 64/27.

Smoluchowski eligié estudiar la mecéanica de coloides por la misma razén que Einstein,
reconociendo que estos fendémenos serian la clave para descubrir algunos de los aspectos

mas importantes de la naturaleza. En sus palabras menciona [66]:

“The same phenomenon appears in three different ways: from macroscopic point of view it
1s called “difusion,” from microscopic one it is called either “Brownian molecular motion,”
when one follows the life history of an individual particle, or a “fluctuation of concen-
tration,” when one observes a fived element of volume and the change of the number
of particles contained in it at any time. Of course, there must exist an interconnection

between these three different aspects of the phenomenon”

Smoluchowski muere en Semptiembre de 1917, a la edad de 45 anos. Fue altamente
apreciado por la comunidad cientifica, entre ellos: Einstein, Sommerfeld, Chandrasekhar
y Mark Kac |[66].

2.2.5. Langevin: ecuacidén de movimiento estocastica

En 1908, Paul Langevin da una descripcion diferente a la de Einstein pero de igual impac-
to. Ambas descripciones han sido generalizadas matematicamente en diferentes formas,
pero fisicamente son herramientas equivalentes para estudiar procesos estocasticos. La
aproximacion de Langevin al problema del movimiento Browniano es “infinitamente mds

simple” [69] (en sus palabras) que el de Einstein. En efecto su articulo publicado en 1908

13En 1900, Luis Bachelier propuso el modelo del caminante aleatorio en su tesis doctoral para estudiar

la teoria de la especulacion de la bolsa de valores en Paris.
M4 E] término “caminante aleatorio” fue propuesto por Karl Pearson en 1905, tratando de solucionar la

distribucion de mosquitos en un bosque infestado por estos [67].
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muestra una aparente forma simple de tratar el problema. Mientras que el tratamiento
de Einstein consiste en derivar y resolver una ecuacién diferencial parcial gobernando
la evolucion de la densidad de probabilidad de la particula browniana, Langevin aplica
la segunda ley de Newton a la particula browniana. En esta forma Langevin inventa la

ecuacion para los procesos estocasticos ahora llamada “ecuacion de Langevin”.

Langevin considerd una particula grande en comparacion con el promedio de las distancias
entre las moléculas del liquido, moviendose a una velocidad dx/dt y experimentando por
lo tanto una fuerza de resistencia igual a —67pa dz/dt (a es el radio de la particula y p
la viscosidad del medio) de acuerdo con la formula de Stokes. De esta manera construye

su ecuacion anadiendo un término al que denomina fuerza X.
x
m—- = —6rpa — + X . (2.2.13)

Argumentando de la fuerza X escribe lo siguiente:

“About the complementary force X, we know that it is indiferently positive and negative
and that its magnitude is such that it maintains the agitation of the particle, which the

viscous resistence would stop it without it.” [69)].

Podemos considerar entonces a la fuerza X como la responsable del caracter aleatorio
del movimiento Browniano, pues en ella como podemos apreciar es en la que Langevin

introduce la informacion de las colisiones irregulares que recibe la particula browniana.

El hecho de sumar un término extra en una ecuacién de una particula en un medio viscoso
es lo que hizo al procedimiento de Langevin mas facil de seguir que el de Einstein, ade-
méas hacen a la ecuacion 2.2.13 una ecuaciéon mas intuitiva al fenémeno del movimiento
Browniano. Un término con tales caracteristicas como las de la fuerza X es lo que con-
vierte a la ecuacion diferencial 2.2.13 en lo que ahora llamamos una ecuacion diferencial

estocéstica.
Langevin no presenta una soluciéon general para la ecuacion 2.2.13, en lugar de ello mul-

tiplica la ecuacién por z y con ayuda de la siguiente identidad:!®

&, d[d d[de dv] d
B e I L I P 2.2.14
= 7 = g {dt (@ x)] dt {x a x] dt { $dt} (2:2.14)

15Clausius usa la identidad 2.2.14 en su articulo donde deriva el teorema de virial [70].
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d*z  _dr dx d*z dz\?
=20—+2—.—=20—5 + 2| — 2.2.15
Yar Ttata T ae (dt) (2:2.15)
La cual sustituye en la ecuacion 2.2.13, obtiene: [71]:
m d*x? dz\? da?
— — — ] =-3 —+ Xz 2.2.16
2 dr? m(dt) O T A (2.2.16)

Considera entonces que tiene un gran nimero de particulas, hace el promedio sobre cada

uno de los términos y realiza el cambio de variable z = (dx?/dt).*

m dz RT
5 & + 3mpaz = N (2.2.17)

Es importante mencionar que el segundo término que involucra la velocidad al cuadrado
es sustituido por su valor (al realizarse el promedio), que se obtiene al aplicar la teoria
cinética de los gases que es igual a (v? >= RT/m). El término (Xz) lo hace cero debido

a la irregularidad de la fuerza X o como menciona Feymann |72]:

“Now what about x times the force? If the particle happens to have gone a certain distance
x, then, since the irreqular force is completely irreqular and does not know where the
particle started from, the next impulse can be in any direction relative to x. If x is positive,
there is no reason why the average force should also be in that direction. It s just as
likely to be one way as the other. The bombardment forces are not driving it in a definite

direction. So the average value of v times F is zero”.

En la actualidad se ha encontrado que el término (Xx) no es estrictamente cero si no que
depende de la funcion memoria como se mencionara mas adelante siendo una condicién
necesaria para derivar la ecuacion de Langevin es que la autocorrelacion (X (¢) X (¢')) sea

igual a una delta de Dirac.

Langevin pudo llevar a la ecuacién 2.2.13 de una ecuacion de segundo orden para la
posicion a una de primer orden para el promedio de la velocidad al cuadrado, teniendo

asf la oportunidad de calcular {(z — z¢)?).

La solucion de la ecuacion 2.2.17 a la que llega es la siguiente:

dz? RT 1 6mpa
=—=— C — t]. 2.2.18
T N 3mpa Toexp ( m ) ( )

16Se usara indistintamente (A) y A para denotar el promedio o valor medio de alguna cantidad A.
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La cual para tiempos largos se convierte en:

drz? RT 1
— = — 2.2.19
dt N 3mpa ( )
Pudiendo deducir por lo tanto:
RT 1
—10)%) = — t 2.2.20
(= a0’ = T gt (22.20)

que es el mismo resultado al que llego Einstein pero partiendo de una ecuaciéon diferencial

estocastica (ecuacion 2.2.13) mejor conocida ahora como “ecuacion de Langevin”.

Vinculo con capitulos

Este trabajo se apoya en dos importantes desarrollos del movimiento Browniano despues
de Langevin. El primero es la obtencion de la ecuaciéon de Langevin a partir de una

funcion Lagrangiana y el segundo es la solucion numérica de la ecuacion de Langevin.

La obtencion de la ecuacion de Langevin para una particula a partir de una funcion
Lagrangiana fue desarrollado principalmente por Zwanzig y Caldeira-Legget. La solucion

numérica fue elaborada por Berendsen, Paterlini y Fergunson.

Ya que este trabajo pretende exponer el modelo molecular desde un fundamento fisico

de primeros principios se presentan ambos desarrollos.

En el capitulo siguiente Modelo de confinamiento molecular (cap: 3) se presenta la obten-
cion de la ecuacion de Langevin desde una funcién Lagrangiana, sin embargo se extiende
aun mas la teoria para contemplar un sistema de varios d4tomos junto con sus interac-
ciones electronicas. Y en el capitulo Solucidn numérica (cap: 4) se presenta a detalle el
desarrollo de la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento del capitulo 3, donde

naturalmente la ecuacion de Langevin (ec: 2.2.13) es una de ellas.



Capitulo 3

Modelo de confinamiento molecular

3.1. Introduccion

Como se ha mencionado en la introduccion general, el objetivo de este trabajo es construir
un modelo molecular capaz de simular los efectos de presion y temperatura. Para ésto,
se ha propuesto un modelo que emule el comportamiento de una olla de presién donde
se use a un contenedor con estructura atomica como la olla (recipiente), un bano térmico

como la flama (fuente de energia) y los atomos de estudio, como la sopa.

El interes de este capitulo sera entonces poder llegar a las ecuaciones de movimiento que
describan al sistema por completo, por lo que se parte de una funcién Lagrangiana, luego
se aplican las ecuaciones de Euler-Lagrange y por ltimo se hacen consideraciones fisicas

que permiten reducir el nimero de ecuaciones.

3.2. Funcién Lagrangiana

La funcion Lagrangiana L de un sistema fisico se define como la diferencia entre su energia
cinética Ty su energia potencial V, en funcién de las coordenadas generalizadas £, las
velocidades generalizadas éi y el tiempo ¢ (si se tienen N grados de libertad, entonces
i=1,.,N).

L=T-V. (3.2.1)

Para describir el sistema fisico mediante una funcion Lagrangiana, fue necesario identificar
los diferentes tipos de particulas que lo componen y determinar una Lagrangiana para
cada subsistema formado por estas particulas. La elaboracion de la Lagrangiana esta
basado en el Hamiltoniano propuesto por Zwanzig quien extendi6 la teoria del movimiento
Browniano logrando dar una deduccién fisicamente aceptable de la ecuacion de Langevin

clasica (ec: 2.2.13). También se toma prestada la idea de Caldeira-Legget, de utilizar
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subsistemas para construir la Lagrangiana [73].

Por su funcién se reconocen tres diferentes tipos de particulas:

1. Las particulas del bano térmico: ¢
2. Las particulas que conforman al contendor: x

3. Las particulas confinadas: s

Teniendo las siguientes interacciones entre ellas:

1. Las particulas del bano térmico con las particulas del contenedor: q <> x

2. Las particulas del contenedor con las particulas dentro de él: z <+ s

Una buena aproximacién a un bano térmico consiste en considerar a cada particula que lo
compone como un oscilador armonico [74][75], de esta forma la Lagrangiana que describe

a un bano térmico se escribe como [76]:

Mij .o miwy;
)

)

En donde se ha agregado un subindice extra a las particulas del bano térmico para
distinguir la interaccion de éste con cada una de las particulas j del contenedor. El
primer término es la energia cinética de los osciladores y el segundo su energia potencial.
Ahora, se ha establecido que existen tnicamente dos interacciones entre los diferentes

tipos de particulas, estas interacciones estan dadas por los siguientes potenciales:

2
c-.
g o Zcijqija:j — Y g x> s:—=U{z;,s1}) . (3.2.3)

- 2mijwi2j
El potencial del lado izquierdo corresponde a la interaccién entre las particulas del bano
térmico y las particulas del contenedor en donde el primer término es un acoplamiento
bilineal entre los subsistemas |77|78]. El segundo término es introducido para que no
exista preferencia en la posicion de las particulas.! El potencial derecho es la interaccion
entre las particulas del contenedor con las confinadas, consta de un solo potencial el cual

es producto de las fuerzas interatéomicas. Juntando entonces, los subsistemas anteriores

!Se cumple la invariancia traslacional [79].
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més las energias cinéticas de las particulas y el resto de los potenciales del sistema, se

tiene la Langragiana que describe al modelo molecular:

L= 3 e T

2
+ Z { e Z] qZQJ + ¢iiqijT; — chz#?]xﬂ — Z% (xj — m?)z —U ({zj,s}) . (3.24)
Los tres primeros términos corresponden a las energias cinéticas de las particulas del
bano térmico, contenedor y confinadas. La primer sumatoria agrupa los potenciales que
involucran al bano térmico. La segunda sumatoria es un acoplamiento tipo oscilador
armoénico para impedir que las particulas del contendor se difundan por el bano térmico
y puedan mantener la estructura del contenedor. Y el tdltimo término es la interaccion
de las fuerzas interatémicas entre las particulas del contenedor con las confinadas, este
potencial lo podemos identificar del capitulo 2.1 como el proveniente de la energia total

Eio (ec: 2.1.24) de las interacciones atomicas.

3.3. Ecuaciones de movimiento

Con la funcion Lagrangiana anterior (ec: 3.2.4) obtenemos las ecuaciones de movimiento
para cada uno de los tres tipos de particulas (bano térmico, contenedor y confinadas) y
resolviendo estas ecuaciones de movimiento podemos obtener sus posiciones y velocidades,

o lo que es igual la dindmica de todo el sistema.

Las ecuaciones de movimiento para cualquier coordenada y velocidad generalizada £ y &

respectivamente, las obtenemos aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange [8]:

oL d oL
— — ——=0. 3.3.1
0§ dt o¢ (3.3.1)
Resultando para las particulas del contenedor:
, Cij U ({z, sk })

; 7 Wij
Las particulas del bano térmico:

MijGij + mingj%‘j — ¢z = 0. (3.3.3)
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Y las particulas confinadas:

oU ({z;, s1})

S =0, (3.3.4)

Se observa que existe un acoplamiento entre las ecuaciones de movimiento. La ecuacion de
movimiento del bano térmico estd acoplada con la ecuaciéon del contenedor. La ecuacion
del contenedor esta acoplada con la de las particulas confinadas y las del bano térmico.

Y la ecuacion de las particulas confinadas esta acoplada con la del contenedor.

3.3.1. Desacoplamiento de las ecuaciones de movimiento

Para desacoplar las ecuaciones se resuelve primero la ecuacion de las particulas del bano
térmico (ec: 3.3.3) y ésta se sustituye en la ecuacion de las particulas del contenedor (ec:

3.3.2). La solucion de las particulas del batio térmico es [80][81]:

i (0 i [ sin (wy; (8=t
qij (t) = @ij (O) COos (wijt) + & ( ) sin (wijt) + %ij / S <w J ( )):U (t/) dt’ . (3.3.5)
Wij mij Jo Wij

El dltimo término de la ecuacién anterior se puede simplificar integrandolo por partes,

quedando como:

t
i (0 (=t ¢ i (t—t
5 (0) cos (wijt)—i-q J (0) sin (w;;t)—x; (t') cos (w J g ) +/ (1) cos (w J g ) dt’ .
Wy wij 0 0 wij

(3.3.6)
Sustituyendo esta solucion en la ecuacion de movimiento de las particulas del contenedor

(ec: 3.3.2) tenemos:

mid; (t) — Z [ “ (Qz‘j (0) cos (w;;t) + i (0) sin (wj;t) — ; () cos (wy; gt — 1))

P my; Wy 4 (T

ij
oo eos(w(t—1t)) ¢
0

o (o (1)~ () + T g,

(3.3.7)

Y finalmente reagrupando se tiene:

. ;i [t cos(wy (t—1t)) & ¢i; (0) .
M (t)—z [m_; /0 x; () ( zjugj ) dt } —Z [m—‘?jqij (0) cos (w;;t) + zu—(]) sin (w;t)
j K J ’ ‘

2La solucién a esta ecuacién se puede resolver utilizando variacién de parametros o mediante funciones

de Green.
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OO <ng —t)) k=2t ) + Wl _g (555

La ecuacion anterior representa la ecuacion de movimiento de las particulas del conte-
nedor ya desacoplada de la ecuacion de las particulas del bano térmico, es decir esta

solamente en funcion de las variables x;, sus derivadas #; y las condiciones iniciales
{43(0),4:5(0)}.

Se puede identificar al primer término como la fuerza resultante que experimenta la parti-
cula, al penultimo término como la fuerza de interaccién entre los resortes del contenedor
y al iltimo término como el de las fuerzas interatomicas que sufren entre ellas mismas
y entre las particulas confinadas. Los demas términos aiin no tienen una interpretacion
fisica clara como los términos descritos en el parrafo anterior. Es necesario entonces tra-
bajar con los términos mencionados y definirlos como nuevas funciones. Asi como también
hacer algunas suposiciones fisicas acerca del comportamiento de las particulas del bano

térmico para ajustar la ecuaciéon 3.3.8 a la descripcion fisica del modelo molecular.

3.3.2. Reduccion de las ecuaciones de movimiento

Se prosigue primero a definir algunas cantidades del segundo término y el tercer término

como:
C?j cos (w;; (t —t'))

K (t—1t)= (3.3.9)
;mﬁ wij
G (t) = Z [m”q” (0) cos (w;;t) + qi}( ) sin (wg;t)| - (3.3.10)
j i ij

Sustituyendo las funciones en 3.3.8 se obtiene una forma mas comoda de trabajar con la
ecuacion de las particulas del contenedor, a esta forma de la ecuacion 3.3.8 se le conoce

comunmente como la ecuacion generalizada de Langevin:

ou ({xj’ Sk})

oz, =0.

(3.3.11)

Aunque atn no se ha hecho ninguna suposicion fisica sobre la ecuacion 3.3.8 (ahora

m@@iA@me—ww—Q@+m@@—ﬁ@w-

ecuacion 3.3.11), al segundo término se le nombra integral de la funcién memoria donde
la funcion K; (t — t') (nacleo de la integral) es la funcién memoria y al tercer término se le

nombra fuerza estocéstica de las particulas en el medio. El cuarto término de la ecuaciéon
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3.3.8 se hace cero considerando que las particulas del bano térmico se encuentran en

equilibrio con ellas mismas.?*

Empezando entonces con las suposiciones fisicas sabemos que el medio por ser un bano
térmico estad formado por un ntimero grande de particulas, también sabemos que estas
particulas estan unidas por osciladores con cierta frecuencia w;; y con una constante de
acoplamiento dada por ¢;;. Lo que no sabemos es precisamente como es la frecuencia w;;
y como son las constantes de acoplamiento c¢;;. No podemos asignarle una frecuencia en
especifico a cada oscilador ya que al estar acoplados tendran diferentes frecuencias de
oscilacion, lo méas conveniente es considerar una distribucion de frecuencias g(w) sobre
los modos normales de vibracion de esta “red” de osciladores y suponerla continua ya que

se trata de un bano térmico [75].

Con las suposiciones anteriores la funcién memoria se convierte en la siguiente integral

sobre las frecuencias:

Ki(t—t) = :n—z/m g(w) =), (3.3.12)

w1 w
en donde se han hecho las constantes de acoplamiento ¢;; y masas m;; iguales para todos
los osciladores. La distribucion g (w) se puede elegir que sea una distribucion de frecuen-
cias del tipo Debye [9] ya que de antemano se ha planteado en la funciéon Lagrangiana
3.2.4 que las particulas del baifio térmico tengan oscilaciones acopladas:®%
3w? /w? w < Wq
g(w) = i (3.3.13)
0 w > Wy
La constante w, representa una frecuencia de corte debido a que al estar unidas las

particulas por una red de osciladores se tendra una frecuencia méaxima de oscilacion wy

dada por los grados de libertad de esta red [83].

3La funciéon G; (t) también es nombrada de otras formas, como: fuerza estocéstica, fuerza aleatoria,
ruido, etc. Incluso como se menciona en la seccién 2.2.5 cuando Langevin publicé su articulo le denominé

fuerza X.
4De no considerarse lo anterior la contribucién de este término pudiera haberse afiadido a la fuerza

estocéstica G;(t) evitando también que aparesca en la ecuaciéon 3.3.11 [82].
5El modelo de Debye es un modelo para describir las propiedades termodinamicas de un sélido me-

talico, considerando que éste esta constituido por una gran cantidad de osciladores arménicos acoplados

entre si de tal forma que se puede tratar como un medio continuo [83].
60Otros tratamientos de la funcién generalizada de Langevin eligen una distribucién de frecuencias

como el modelo de Drude, sin embargo no difieren en el resultado final que es llegar a la ecuacién de

Langevin clasica, inicamente difieren en la interpretacién del bano térmico.
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La solucion de la integral 3.3.12 es entonces:

%/“’d o (w) oS (wg — t’))dw _ 520; sin (wdft — ) (3.3.14)

Sustituimos ahora el resultado anterior en la integral de la funcién memoria obteniendo:

/Otj:i (t)K; (t —t")dt' = /Ota; (t") { 3¢ sin (wdit_t,)) dt’ (3.3.15)

2
wim

La integral anterior que es ahora una nueva forma de la integral de la funcién memoria
(ec: 3.3.9) también se interpreta como una funcién de respuesta lineal, es decir el re-
sultado de la integral es la respuesta de la funcion ; (#') ante el estimulo de la funcion
memoria K; (t —t'). Lo que significa fisicamente que la particula ¢ recibe las colisiones del
bano térmico (absorbidas en la funcion memoria) mientras viaja a una velocidad z; (¢).
También se puede ver como recibir el efecto de una “colision resultante” del bano tér-
mico. Hacemos aqui otra suposicion fisica, suponemos ahora que las frecuencias son los
suficientemente grandes como para que la “colision resultante” se asemeje a un impulso
sobre la particula 7. Entonces bajo la suposicion anterior se tiene una frecuencia de corte
wy grande y como resultado, la funcion memoria se asemeja a un impulso o lo que es

igual a una delta de Dirac.”

2 o o 2 oy
Ki(t—t) = lim 326 sin (wy (¢ t)): 3¢ 20 (t —t') (3.3.16)

wg—00 WM t wﬁm ™

Sustituyendo K;(t —t') con la aproximacion anterior en la integral de la funcién memoria

3.3.15 se tiene: . )
[ao{Z 2 maw-mbar =0

2
wymm

(3.3.17)

’

donde v absorbe las constantes de la integral. Sustituimos este resultado en la ecuacion

generalizada de Langevin obteniendo finalmente:

ou <{xj7 Sk})

=0. (3.3.18)
El segundo y tercer término que anteriormente no tenfan un significado fisico claro como
el del resto de los términos, ahora se hace evidente. El segundo término (el resultado
de la integral de la funcion memoria) es una fuerza que es proporcional en maginitud

a la velocidad instantanea de la particula pero en sentido opuesto. Lo que provoca que

"Se presenta en el apendice A una demostracién de la aproximacién de sin (at) /t = 6 (t), cuando

a — O0.
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exista una oposicién por parte de esta fuerza hacia el movimiento de la particula. En
consecuencia a este término se le identifica como una fuerza de arrastre y se le llama
término de la fuerza de friccion donde v se conoce como la constante de fricciéon [84]. El
tercer término se sigue llamando término de la fuerza estocéstica sin embargo debido a
que ahora (es decir, despues de las suposiciones fisicas sobre K; (t —t')) se relaciona con
la fuerza de friccion (o funcién memoria) sus valores no son totalmente aleatorios, sino
que tienen que cumplir con una distribucién de probabilidad construida a partir de las

caracteristicas del sistema.

A la ecuacion anterior (ec: 3.3.18) se le conoce comunmente como la ecuacion de Langevin
y en el modelo representa la ecuacion de movimiento de las particulas del contenedor que
son las particulas que estan directamente en interacciéon con el bano térmico. Por lo
tanto, las ecuaciones de movimiento que describen al sistema molecular son la ecuacion
de Langevin (ec: 3.3.18):

U ({z, sr})

myd; (t) + v (8) — G (8) + ki (2 (8) — 27 (1)) + O =0, (3.3.19)
Y la ecuacion de las particulas confinadas:
i+ 20 Azad) _ (3.3.20)

0sk

Vinculo con capitulos

En el capitulo siguiente Solucion numérica (cap: 4) se presenta la solucion numérica de

las ecuaciones anteriores (ecs: 3.3.19 y 3.3.20).

Se aprovecha para construir la probabilidad de distribucion que deben de obedecer los
términos estocasticos ya que dicha distribucion es requerida para el algoritmo compu-

tacional.

El algoritmo computacional se presenta al final del capitulo 4, en el cual se podra obser-
var explicitamente la union entre los calculos de DFT, el movimiento Browniano y las

posiciones y velocidades de la particula.



Capitulo 4

Solucién numeérica

4.1. Introduccion

En este capitulo se resolveran numéricamente las ecuaciones de movimiento (ecs: 3.3.19

y 3.3.20) para su implementacion computacional.

Las ecuaciones confinadas se resuelven con un integrador de Velocity-Verlet sencillo y las

del contenedor con un Velocity-Verlet ajustado a la teoria de una ecuacion de Langevin.

Primero se presentara en que consiste el método de Velocity-Verlet, luego se aplicaré este
integrador a la ecuacion de las particulas confinadas y posteriormente a las ecuaciones del
contenedor ya que representan mayor grado de complejidad al tratarse de una ecuaciéon

estocéastica.

Finalmente se presenta el algoritmo en el que se implementaron las soluciones numéricas

de las ecuaciones de movimiento.

4.2. Meétodo de Velocity-Verlet

El método de Velocity-Verlet es un integrador numérico, el cual es ampliamente usado
en modelos de dindmica molecular para obtener las posiciones y velocidades a partir de

ecuaciones diferenciales como la segunda ley de Newton |12]:

dv d*r
F=m—=m-—, 4.2.1
dt dt? ( )
siendo F' una fuerza que solo depende de las posiciones, m la masa, v la velocidad y
r la posicion. Las ecuaciones de Velocity-Verlet se obtienen bésicamente integrando la

ecuacion anterior y haciendo una expansion de Taylor sobre F'.

Para el desarrollo del método se supondré el caso de una particula en un sistema carte-
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siano restringida a una dimension (se propone &), por lo que la ecuacion 4.2.1 deja de
ser una ecuacion vectorial no obstante no pierde su generalidad pues no hay preferencia
en la direccion del movimiento, pudiéndose pasar al caso de tres dimensiones siguiendo
el mismo tratamiento hecho para . Se pudiera pensar que la magnitud de las fluctua-
ciones tiene una dependencia vectorial, sin embargo se ha demostrado [45] que el ruido o
fluctuacion entre las coordenadas del sistema no esta correlacionado, por lo que se pue-
de seguir un tratamiento independiente en cada direcciéon, atin considerando el término

estocastico.

Siguiendo el orden de integracion se procede a obtener primero las ecuaciones de Velocity-
Verlet para las velocidades. Se integra entonces la ecuacién de la segunda ley de New-
ton (ec: 4.2.1) en un intervalo de t € [ts,ts + At] para la fuerza F(z(t)) y de v €
[v(ts), v (ts + At)] para la velocidad v(t), en donde 0 < |[+At| < 1y ts es un tiem-

po cualquiera [85].

ts+At v(ts+At)
/ F(xz(t)dt= m/ dv. (4.2.2)
t v(t

S ‘S)

La integral del lado izquierdo de la ecuacién depende de conocer analiticamente la funcion
x(t), sin embargo lo més que podemos conocer es el valor numérico de x al tiempo ¢, por
lo que se recurre a realizar una expansion de Taylor sobre la fuerza F(z(t)) = F(t)

alrededor del tiempo ¢ = t;, sin incluir términos mayores a segundo orden O([t — t5]2).

F(t) = F(t,) + F (t,) (t — ts) + O([t — t]*). (4.2.3)
Sustituyendo la expansion anterior en 4.2.2 y realizando la integral del lado izquierdo, se
tiene!:
ts+At . 1 . ts+At
[ [P e+ o -] de - [F (L) +5 P ) (E= 67| +O(AF)
ts ts
1 .
= F (t,) At + 5 F (ts) A + O(AP). (4.2.4)
La primer derivada de la fuerza se aproxima con el siguiente promedio [10][11]:
. F(t, + A\t) — F (1,
Py = L+ 20 = Ft) (4.2.5)

At

LAl evaluar los limites de integracién, la expresiéon pasa de estar en potencias de ¢t — t, a potencias
de At, ademéas debido a que se esta integrando, todas las potencias suben en un grado, en este caso
O([t — t5]?) — O(AE3).
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Con lo cual finalmente sustituyendo 4.2.5 en 4.2.4 e integrando el lado derecho de la

ecuacion 4.2.2 se obtiene la ecuaciéon de Velocity-Verlet para la velocidad:

v(ts+ At) = v (t,) + QL [F (ts + At) + F (t)] At + O(At?). (4.2.6)

m

Se observa como las velocidades en Velocity-Verlet no dependen de la posiciéon en forma

explicita, su dependencia se da a través de la fuerza F' al tiempo t =t, y t =1t, + At.

La ecuacion de Velocity-Verlet para la posicion, se obtiene integrando dos veces la ecua-
cion de la segunda ley de Newton (ec: 4.2.1). Se hace entonces, la primer integral para

los intervalos t € [ts,t] v & € [T (L), 4 (2))].

/ttF(:c (1)) dt — m/i(:) di (4.2.7)

Evaluando y ordenando se tiene:

B = @ (L) + %F (£) (£ —t.) + ﬁ F (1) (t =) + O(AF), (4.2.8)

en donde se ha sustituido de nuevo la expansion de Taylor para la fuerza (ec: 4.2.3). Luego,

la segunda integral se hace para los intervalos t € [ts,ts + At] y © € [2(ts), x(ts + At)]:

x(ts+At) ts+At 1 1 - 9 3
d:c:/ [x t) 4+ —F (t) (t—t) + — F(t) (t —t.)* + O(At ]dt
/.. [ 00+ P ) =)+ 5 P () -1+ O

z(ts+At) 1 ) 1 . , ts+At
i —F — — F — Ath)
{75 (t)t+ 5 (ts) (t —t5)" + . (ts) (t —t5) L + O (AtY)

T

x(ts)

Evaluando los limites de integracion, queda:

x(ts + At) — o (t,) = @ (t,) At + % F (ty) A2 + % F(t) A+ 0 (A1) . (4.2.9)

Por lo tanto, la ecuacion de Velocity-Verlet para la posicion es:

Tt D) = 2 (8) + & (8) At + % F(t) AP 40 (AF) . (4.2.10)

Resumiendo entonces, las ecuaciones de Velocity-Verlet, se tienen que son:
Para la velocidad:

v(ts + At) = v (ts) + ﬁ [F (ts + At) + F (ts)] At (4.2.11)
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Y para la posicion:
1
T (ts + At) =z (ts) + v (ts) At + Dy F (t,) At*. (4.2.12)
m

Se han truncado los términos superiores a segundo orden en la velocidad y de tercer orden

en la posiciéon y se ha sustituido & por v en la ecuacion de la posicion.

Suponiendo que se conoce la fuerza F, la posicion x(ts) y la velocidad v(t,), el algoritmo

que se utiliza en el método de Velocity-Verlet, es el siguiente:
1. Calcular la posicion z(ts + At)
2. Evaluar F(x(ts + At))
3. Calcular la velocidad v(ts + At)
4. Actualizar el tiempo t, = t, + At

5. Regresar al paso 1

4.3. Soluciéon numérica para las particulas confinadas

Retomando del capitulo 3 la ecuacion de movimiento para las particulas confinadas (ec:
3.3.20):

ou ({:Ejv Sl})

G =0, (4.3.1)

mkék +

Se tiene que la ecuacién anterior esta en la forma de la ecuacion de la segunda ley de
Newton (ec: 4.2.1), por lo que su solucion numérica con el método de Velocity-Verlet se

da siguiendo el procedimiento expuesto en la seccion del método de Velocity-Verlet.

Identificando la fuerza F', la velocidad v y la posicion x como Fy, = 0U ({z;, si1}) /Osk, Sk

y Sk respectivamente, la soluciéon numérica de las particulas confinadas es la siguiente:

1
Sk (ts + At) = 85 (ts) + - [Fy (ts + At) + F, (t5)] At (4.3.2)
1
Sk (ts + At) = Sk (ts) + S (ts) At + % Fk (ts) At2 ) (433)
k

en donde la fuerza F}, resultara de los calculos de DFT.
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4.4. Solucién numérica para las particulas del contene-

dor

La solucién numérica para las particulas del contenedor naturalmente diferird de la so-
lucién de las particulas confinadas, ya que se parte de una ecuacién de Langevin, la cual

se muestra de nuevo a manera de guia.

U ({z;, sx})

mid (1) + 93 (1) = G (0) + ki (: (1) = 2 () + —— 5

—0. (4.4.1)
Se identifica de nuevo al primer término m;#; (t) como la fuerza resultante, el segundo
término v; (t) como la fuerza de friccion, el tercer término G; () como una fuerza es-
tocastica, el cuarto término k; (z; (t) — 2% (t)) como la fuerza que mantiene la estructura
del contenedor y el ultimo término OU ({z;, sx}) /0z; como la fuerza proveniente de los

calculos de DFT.

Obtener los valores de los términos estocasticos requiere del uso de una funcion de dis-
tribucion, sin embargo por el momento la atencién se centrard en la obtenciéon de las
ecuaciones de Velocity-Verlet y en la seccion posterior se dard a conocer la forma de

obtener los valores de los términos estocésticos.

Aunque la soluciéon numérica de las particulas del contenedor difiera a la soluciéon de
las particulas confinadas, el procedimiento sigue estando basado en el expuesto en la
seccion del método de Velocity-Verlet. Las diferencias que habran seran en cuanto al tra-
tamiento de las integrales, mencionando de nuevo el tratamiento especial de los términos

estocésticos, el cual se vera en la siguiente seccion (sec: 4.5).

4.4.1. Integracion de las velocidades

Siguiendo el procedimiento del método de Velocity-Verlet se obtienen primero las veloci-

dades integrando la ecuacién de movimiento 4.4.1 sobre el intervalo t € [ts, ¢, + At].

Para poder integrar la ecuacion 4.4.1 es necesario multiplicarla por el factor de integracion

eV [s6],

My 4 My = 'm H(Fi(t) 4+ Gi(t)), (4.4.2)
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en donde se han ordenado los términos dependientes de la velocidad del lado izquierdo
y los restantes del lado derecho. También se han renombrado las siguientes cantidades
F, =k (x; — 29) + 0U ({x;, sx}) JOxi y v = ;.

Siguiendo con la integracion, se tiene:

d

pr [7v;] = m; e (Fi(t) 4+ Gy(t)) (4.4.3)
ts+At d ts+At
/ et di = m; S (Fi(t) + Gi(1) dt (4.4.4)
t tS
par 1 [ 1 [tot
o (t)], T = —/ e F; () dt + —/ G (t)dt. (4.4.5)
: My Jig My Jig

Evaluando y dejando solo del lado izquierdo a v(ts + At), resulta:

t+AL t+At

Y EF00y (ty + At) — v (ts) e M = — OF () dt + — G (t)dt (4.4.6)
m ts m ts

LAt t+At
1
v (ts + At) = e VE+AD [v (ts)e M + — / e E; () dt + — / Gy (t) dt}
ts i Jts

m; m;

my; m;

At Lo [T (t—ts) Lo [ (t—ts)
=e " (ts)+—e” VT E (t) dt+—e ™ VTG, (t) dt . (4.4.8)
ts ' ts

Se hace la sustitucion de la expansion de Taylor para la fuerza F;(t) (ec: 4.2.3) y se define

la integral del término estocéstico como [87]:
ts+At
Vi = m e / )G (1) dit (4.4.9)
ts

El tratamiento del término anterior se da en la siguiente seccion (sec: 4.5). Realizando

las integrales sobre el término que incluye la fuerza F(t), resulta:

1 t+At .
v (ts + At) = e Pl (t,) + —e 74 / eV(t=te) (F (ts) + F (ts) (t — ts)) dt +V;
m ts
(4.4.10)
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ts+At

1
=70y (ts)—k—e_”AtF (ts) [7_167@_“)}

m; te

ts+AL

+ mieWF (ta) [772 (7 (¢ = t) 171 — 1)) LV
7 te

(4.4.11)

Evaluando las integrales, queda:

1
—e "y (t)F—e TP (L) 77! [evm —1]
m;

1 .
+ EG_VNF (ts)y 2 [VAtevAt — At 4 1} +V
z (4.4.12)

= e By (t)+ (my) " F (ty) [1 — e_VAt} + (mﬂg)*l F(t,) [vAt — (1 — e_VAt)} +V;
(4.4.13)

Haciendo las siguientes sustituciones, se tiene una expresion mas clara [13]:
o= o =(A) T (1—c), c=F@A)"(1—0c) . (4.4.14)

Para introducir las constantes anteriores se multiplican los términos que involucran a
la fuerza F(t,) y su primer derivada F(t,) por los siguientes unos (At/At) y (At/At)?

respectivamente:

v (s + At) = e 0t +(miy) T F () [1— e (%D "

+ (mi’yQ)_l F (t,) [yOt— (1 - e’”At)} (§> +V;

1 1 .-
= cou (ts) + —c1 F () At + co—F (L) At* + V.
m; m;
(4.4.16)
Haciendo el promedio (ec: 4.2.5) sobre la fuerza F'(t) finalmente se obtienen la solucion

numérica de la velocidad de las particulas del contenedor:
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1
v (ts + At) = CoU (ts) + Ech (ts) YAN + CQE At

1 <F(ts + At) — F(ts)) A+ V; (4.4.17)

1 1
=cv (ts) + (a1 — o) —F (1) Dt +oo—F (t+ At) At + V. (4.4.18)

m; m;

La ecuacion anterior es equivalente a la ecuacion de Velocity-Verlet para la velocidad y

se reduce a ésta en el limite cuando la constante de friccion ~ tiende a cero [87][13)].

4.4.2. Integracion de las posiciones

Las ecuaciones de las posiciones de Velocity-Verlet se obtienen integrando dos veces la
ecuacion de movimiento 3.3.20, sin embargo la primer integracion se realiza sobre el
intervalo ¢t € [t,t]. Retomando la primera integracion a partir de la ecuacion 4.4.5, se

tiene:

I I
ww@ﬁ:_/}MMWﬁw—/MWNML (4.4.19)
° ts ts

m; m;

Evaluando y dejando s6lo del lado izquierdo a v;(t) se obtiene:

1 t 1 t
w@ze%ﬂ%@+—/ﬂ@ﬁ+—/ﬁ@@ﬂ. (4.4.20)
i Jts My Jis
La exponencial e™7" se introduce en las integrales como la multiplicacion de dos expo-

nenciales de la siguiente forma:

et / (o) dt — eVt /e7t (o) dt — et /ew(t/_t'“) («--)dt'. (4.4.21)

en donde (- - - ) denota a los términos que acompanan a la exponencial €7 y se ha agregado
el cero 0 = t, — t, (por conveniencia) al argumento de la exponencial e . Los tiempos
dentro de las integrales se hacen primados para evitar confusion. La ecuacion 4.4.20 queda

entonces como:

1 b
v (t) = e 7y, (t,) 4+ —e V) / Ot () dt!
ml ts
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1 b
+ — ) / VG () dt (4.4.22)
mi ts
Se hace la sustitucion de la expansion de Taylor para la fuerza Fi(t) (ec: 4.2.3) y se

integra, resultando:

t

1 /
t) = e 7ty (¢, =) p(g) e ts)
v(t) =e v (ts) + - (ts)y e

ts
Lot —2 / (t'~ts) (t'—ts) t
+_€ ol SF(tS)/'}/ |:/'}/(t —ts>€7 s —e’y si|
m; ts
1 b
N _e,y(tts)/ Q)G (H) di (4.4.23)
m; ts

Evaluando las integrales, se tiene:

1
v (t) = e V(t=ts),) (ts) + et () A1 (e'y(t—ts) _ 1)

m;
1 .
+ e D F (1) 72 (y (t — ) X1 — () ) (4.4.24)
m;
1 g
LIS / =G (¢ dt
m; ts

Cancelando exponenciales del segundo y tercer término, queda:

V; (t) — e (t=ts)y, (ts) + (mfy)*l F (ts) [1 . e—v(t—ts)}

-1

: 1 b
+(my?) EF(ts) [yt —t) —1+e )] 4 —e ) / G () dt . (4.4.25)
m; ts

De aqui se hace la segunda integracion, ahora sobre el intervalo ¢t € [ts,ts + At]. La
integral del término que incluye la primer derivada de la fuerza se omite ya que contiene

términos de tercer orden (sec: 4.2), por lo que resulta:

ts+At te+ At N
/ v; (t) dt = / ety (t,) dt + / (mgy) " F (t,) [1- e—w(t—ts)] dt
ts ts ts

tet+ At 1 t )
- / — (t=ts) / V)G (¢ dt'dt . (4.4.26)
ts ts

iy
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Se define la integral que contiene el término estocastico como [87]:

ts+AL 1 t ,
X, = / — et / WG () dtdt (4.4.27)
ts my;

ts

Al igual que el término estocastico V;, el tratamiento y evaluacion de X; se da en la
seccion 4.5, por el momento se tratard como un término cuyo valor niimerico es conocido.

Realizando la integracion de 4.4.26, queda:

ts+At ts+At

ts+AL 1 —y(t—ts)
=7 v(ts) e N

£ + (mi'y)fl F (ty) [t — 'y_le_”(t_ts)} + X;.

(4.4.28)

s

Evaluando los limites de integracion y dejando solo del lado izquierdo a z(t; + At) se

tiene:

zi (ts + At) = i (ts) + v o () (1 —e72) + (mqy) " F (t,) (YAt — (1 —e ) + X;.
(4.4.29)

De nuevo se introducen las constantes {co,cy,co} (ec: 4.6.5) multiplicando primero por
(At/At) y (At/At)? el segundo y tercer término respectivamente, con lo que se obtiene

finalmente la ecuaciéon de Velocity-Verlet para las posiciones:
1
T (ts + At) = x; (L) + c1v; (L) At + co—F () A + X (4.4.30)
my

Para terminar esta seccion, se muestran de nuevo las soluciones numéricas de las ecua-
ciones de movimiento de las particulas confinadas y las que estan en contacto con el bano

térmico.
Particulas confinadas:
Solucion de la posicion:

St b 1) = 50 (1) + ﬁ [F (s + AL) + Fi (£)] At (4.4.31)

Solucién para la velocidad:

1
sp (ts + At) = s (ts) + S (ts) AN+ Dy Fy, (t,) A (4.4.32)
k

Particulas del contenedor:?

2Se reitera que también son aplicables para cualquier sistema de particulas en contacto con un baiio

térmico
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Solucién de la posicion:
1
m;

Solucién para la velocidad:

1 1
v(ts + At) = cou (ts) + (c1 — ) —F (1) At + co—F (t + At) At + V. (4.4.34)

7 my;

4.5. Términos estocasticos X; y V;

Los valores de X; v V; estan definidos a partir de integrales que poseen el término esto-
castico G;(t) (ecs: 4.4.27 y 4.4.27) el cual es desconocido, méas atn es de caracter aleatorio
como su nombre lo indica. A pesar de ser de caracter aleatorio, los valores de G;(t) deben
ser coherentes con las suposiciones fisicas establecidas en la seccion 3.3 cuando se derivo
la ecuacion de Langevin. En efecto, las suposiciones realizadas sobre la ecuacion gene-
ral de Langevin (ec: 3.3.11) afectan directamente al término estocastico, por ejemplo se

encuentra que la correlacion entre el término estocastico a tiempos distintos t y ¢’ es [84]:
(GH)G()y=AK (t—1). (4.5.1)

En donde A es una constante de proporcionalidad y K (¢t —t') es la funcién memoria.
Significando que al hacer las suposiciones fisicas sobre el bano térmico y obtener la
siguiete forma de la funcion memoria K (t — t') = ywqd (t — '), la fuerza estocastica al
tiempo t deja de estar correlacionada con la fuerza estocastica al tiempo t', es decir
las variaciones en el bano térmico en tiempo pasado no tienen efecto en las variaciones

futuras [88][89].

Otra forma de extraer informacion fisica de los términos involucrados en un proceso
estocastico es a través de una funcion de distribucion (abajo derecha), por ejemplo la que
obtiene Einstein apartir de una ecuacion diferencial parcial (abajo izquierda).

8f_ 82f
ot~ P o

2
n x
flx,t)= exp (——) : 4.5.2
(2.) = 77— - 1D (4.5.2)
El objeto matematico que se usara para obtener los valores de los términos estocésticos
definidos en la seccidn 4.4 sera una distribucion de probabilidad la cual tendra que depen-

der de la posicion, velocidad y tiempo actual, para obtener la posicion y velocidad en un
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tiempo futuro. El desarrollo que se seguira sera el de utilizar la propiedad de correlacion
del término estocastico y el hecho que las integrales en los términos estocasticos X y V
son sumas infinitas de gaussianas pues ambas contienen la parte estocastica G(t) la cual

se ha concluido que es Markoviana.

4.5.1. Distribucién de probabilidad bivariada

Para la construccion de la funcién de distribucion bivariada basta con calcular la cova-
rianza y varianzas de X y V ya que debido a que una funciéon de distribuciéon bivariada

queda completamente determinada por o2, 02 y Cy,.

4.5.1.1. Varianza de V]

Se tiene que el término V' ha quedado definido como:

ts+AL
Vi= m;leﬂm/ G (1) dt . (4.5.3)
ts

Por lo que para calcular su varianza, se hace:

ts+At ts+AL
Vi) Vi () = my2e 250 / G (1) / OVIG () di'dt (4.5.4)
ts ts

ts+AtL ts+At )
= m;ze_%m/ eV (t=ts) / O W=IG () Gy (1) dt dt . (4.5.5)
ts ts

Usanda la propiedad de autocorrelacion del término G(t), se tiene:

o200t plat At ta+At
- / eV(t=ts) / ) AS (t — ') dt'dt (4.5.6)
m; ts ts
—29At ts+AL —2yAt
= Ae—; / e t=ts) y(t=ts) gy — Ae—; 1 {e%At _ 1} ) (4.5.7)
m; ts m; 2y

De aqui se puede tener una medida exacta de la constante A, ya que para tiempos largos

At >> 1, la velocidad debe cumplir con el teorema de equiparticion, es decir:
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Ae=248t kgT
lfim 25 —— {627At —1} = &
At—oo M 27y m;
Con lo que finalmente, se tiene:
kgT _
Vi@ Vi) =op = "= {1 - .

4.5.1.2. Covarianza de la velocidad y posicién C,,

Los términos X; y V; se han definido respectivamente como:

ts+At 1 t
X; = / —e(t=ts) / G, () di'dt .
ts mi

i ts

ts+ At
Vi= m;leﬂm/ G (t) dt .
ts

Por lo que su covarianza es:

71

(4.5.8)

(4.5.9)

(4.5.10)

(4.5.11)

(4.5.12)

oAt ptat Ot t RN
X () Vi () = / ¢t-t2) / G, () / G (1) d e dt
ts ts ts

m;

ef'yAt

ts+At t ts+At
_ o~ (t=ts) / o1 (' —ts) / TG (1) Gy () dt"dt d
t§ ts tb

2
m;

Usando la propiedad de autocorrelacion del término G;(t), se tiene:

At ptetOt ¢
_ Aem / t-t) / ' —t0) A t3) g4/ g4
ts ts

2
m;

2
m;

—AE et Ot t
— Ae™? / e—v(t—t‘s)/ 2 (W' =ts) ¢! 1t
ts ls

(4.5.13)

(4.5.14)

(4.5.15)
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Ae—7Dt  pratAt

_ —y(t=ts) L o20(t=ts) _ 11 4t 4.5.16
27m22 5 e {6 } ( )

Ae—7Dt  ptatAt

- S {et) — =t gy (4.5.17)
—yAt
e 1) (1)) (519
—yAt
B R R G i S R T

Obteniendo finalmente:

[1—e )% (4.5.20)

4.5.1.3. Varianza de la Posicién X;

De nuevo, se retoma a manera de gufa la definicion del término X, el cual es:

ts+A\t 1 t ,
X, = / _e'y(tts)/ Y=t g (t") dt'dt. (4.5.21)
ts m;

ts

Realizar la varianza de X, resulta en resolver cuatro integrales, sin embargo se puede
reducir el niimero de estas a tnicamente dos, si se efectua una integracién por partes al

término X;. Tomando el siguiente cambio de variables, se tiene:

u= f; QUG () df du= G, (¢)

4.5.22
d'U = 1 _'Y(t ts)dt V= m 1/'}/_1 _'Y(t_ts) ( 5 )

t t
Xz‘ _ _mi—l,y—le—'y(t—ts) / ~( tS)G ( )dt + m—l,y / 6_7(t1_t3)€7(t,_t3)Gi (t/) dt’
ts ts

¢ ¢
— —mi_ly_l/ e G () dt +mity / G, (t") dt’ (4.5.23)
ts ts
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t
= m / (1 - e*WH’)) G, () dt’ (4.5.24)
ts
ts+A\t ,
ts

En donde se ha realizado el cambio del intervalo de integracion de t a t, + At ya que es
nuestro intervalo de interes. Ahora se puede trabajar con tnicamente dos integrales, por

lo que se tiene para la varianza de la posicion, lo siguiente:

ts+ At ts+At ,
(X; (1) X; () =m;?2y72 / / (1 — el HAt=D) (1 — et At >> G (t) G; (t) dtdt
ts ts

A ts+A\t 9
= —5— / (1 — e Fa=0) " gt (4.5.26)
M= Ji,
A ts+At
= —— / (1 — 27 HAITD 4 9oLt A7) gy (4.5.27)
LT S
A ) 1
= (At=—Z[1—e ] 4+ —[1 - 25t 4.5.28
(b= 1= 4 o [1- e (4529
A 3 2 1 —2v4t
= (At — Sy C ) (4.5.29)
miy 2y v 2y 2
A 1 —yAt —2yAt
Obteniendo finalmente:
kT
(X, () X, (1)) = 02 = —2 (29t — 3+ de T8 — 7041 (4.5.31)

mgy
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4.5.2. Valores de X; y V;

Se tiene entonces que la varianzas y covarianza son las constantes definidas en las ecua-

ciones anteriores [90]:

o2 =m kT (1 - e_QVAt) 02 =m kgTy 2 (27At — 34 4e A — e_%m)

Cpo = m kpTy™ (1= 20" (4.5.32)

Por lo que, con la informacién completa del comportamiento de las fuerzas estocasticas,
se puden obtener finalmente las contribuciones de X; y V;, mediante las siguientes dos

ecuaciones dadas por Paterlini y Fergunson [13]:
Xl‘ = v/ O'%?h . (4533)
Vi = \/o? (cmm /1 C§U>) . (4.5.34)

en donde 7; y 72 son dos niimeros aleatorios independientes con una distribucion Gaus-

siana de promedio cero y varianza unitaria.
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4.6. Algoritmo de dindmica molecular

En las secciones anteriores (sec: 4.3 y 4.4) se logro obtener las ecuaciones de movimiento
en forma numérica asi como las cantidades necesarias (co, ¢1, X;, etc) para el calculo
de las mismas. En esta seccion se vera el orden en que se deben calcular las cantidades
involucradas para poder tener la evolucion temporal de la dindmica (posiciones y veloci-
dades). En la figura de abajo (fig: 4.1) se muestra el procedimiento general para obtener
las posiciones y velocidades de las particulas del contendedor en donde se ha supuesto
tener algunas de las cantidades necesarias. El algoritmo de la dinAmica molecular es mas
complejo y en esta seccion se mostrard en conjunto con las soluciones de las particulas

confinadas.

FIG. 4.1: Se muestra con un esquema general el procedimiento para obtener las posiciones y velocidades
de las particulas del contenedor, se denotan con diferentes colores las cantidades centrales de la dinamica
(posiciones, velocidades y fuerzas), practicamente el algoritmo consiste en evolucionar las posiciones
x; (ts — At) y velocidades utilizando las ecuaciones 4.4.18 y 4.4.33 en donde los valores de
las fuerzas se obtienen de los célculos de DFT y las fuerzas de los resortes. Los términos V; y X; deben

cumplir con una probabilidad de distribucién bivariada mediante las ecuaciones 4.5.33 y 4.5.34.
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Recordando las ecuaciones y variables involucradas se tienen primeramente las soluciones

numeéricas de las ecuaciones de movimiento:

Para las posiciones:

z; (4 At) = 5 (t) + crv; (8) At + CQLFZ- (t) At + X, (4.6.1)
my

6 (t+ D) = 85 (8) + 85 (1) At + 21 F(8) A2 (4.6.2)

(2

Para las velocidades:

1 1
v; (t+ At) = cou (t) + (1 — ¢2) EFZ (t) At + CQEE (t+ At) ANt +V; (4.6.3)

)

i+ AM) = 80 (0) + 5 [FL (64 A1) + L (1) O (4.6.4)

i
Las ecuaciones 4.6.1 y 4.6.2 son las soluciones numéricas para las posiciones (del conte-
nedor x; y confinadas s;) y las ecuaciones 4.6.3 y 4.6.4 son las soluciones numéricas de
las velocidades (del contenedor v; y confinadas $;). La masa esta dada por m, el paso
de tiempo por At, el tiempo por t y las cantidadades con subindice i senalan las va-
riables fisicas asociadas a la particula i. En el algoritmo y programa computacional las
particulas estadn enumeradas de tal forma que el indice i senala primero las particulas del
contenedor luego las confinadas (solamente es necesario dar como parametro de entrada
el nimero de particulas del contenedor), por lo que se puede tener el mismo indice para
todas las particulas. Las variables F; y F! representan las fuerzas sistematicas sobre la
particula 7. En el caso de las particulas del contenedor F; es la suma de la fuerza de los
gradientes de potencial electronico (calculados con DET) mas la fuerza de los resortes del
contenedor. Y en el caso de las particulas confinadas F es tinicamente la fuerza de los
gradientes de potencial electronico (calculados con DFT). Las cantidades ¢y, ¢1 y ¢ son
constantes que se introdujeron en la seccion 4.4 con el fin de simplificar las expresiones
de las soluciones numéricas, se definen en base a cantidades que aparecen repetidamente
y pueden obtenerse a partir de una constante con subindice menor c;_; de la siguiente

forma:

co=e" o =CA)T 1 =), c=0HA)T"1-0¢) (4.6.5)

en donde ~; es el coeficiente de friccion del bano térmico. El calculo de los términos

estocasticos también se recuerda mediante el siguiente esquema:
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FIG. 4.2: Esquema del célculo de X; y V;.

Los valores de los términos estocasticos se obtienen de las ecuaciones 4.5.33 y 4.5.34, que
son las ecuaciones del lado derecho del esquema. Los valores 1y y 15 son nimeros aleatorios
de una distribucién gaussiana con media cero y varianza uno. El método que se usa para
crear los ntimeros aleatorios es el de Marsaglia-Zaman [91], sin embargo otros métodos

convencionales pueden usarse como lo es el método de Box-Muller [92].3 Las cantidades

2

0%

02 y Cy, son la varianza de la posicion, varianza de la velocidad y covarianza de

la posicion y velocidad, las cuales en la subseccion 4.5.2 resultaron tener las siguientes

expresisones:
kTrer 1 1 ,, o, kBTe —2,
gi = A¢#? Blref 2 _ (3 — Qe il +e Z%At) 012) _ MBfref (1 —e 2%At)
kpTier 1 1 o
Cy = At-B2ret (1—eo0? (4.6.6)

my; 0,0y ’)@At

Antes de mostrar el algoritmo del modelo molecular es necesario enunciar las variables y
parametros utilizados. Ya que por motivos de espacio, en algunos recuadros se usara el
descriptor en lugar del nombre completo. Ademaés de las variables y parametros vistos se
anadiran otros requeridos por el algoritmo, por ejemplo se incluye el indice entero j el
cual es el contador del programa computacional en cada ciclo de la dinamica por lo que al
igual que el tiempo ¢ marca la evoluciéon de la dinamica, sin embargo no necesariamente

son iguales.!

x;i(J) Posicion de las particulas del contenedor al paso j

si(7) Posicion de las particulas confinadas al paso j

3En el programa computacional se utiliza la subrutina en fortran del método de Marsaglia-Zaman

creada por Richard Chandler y Paul Northrop [93, 94, 95, 96, 97].
4Unicamente en el caso en que At = 1 fs (fs: femtosegundo) se tiene la equivalencia entre el contador

j v el tiempo t.
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Velocidad de las particulas del contenedor al paso j

Velocidad de las particulas confinadas al paso j

Contador de cada ciclo de la dindmica (no necesariamente igual al tiempo t)
Tiempo en que se encuentra el sistema fisico de la dinamica
Masa del atomo i

Temperatura de equilibrio

Tiempo total

Nuamero total de pasos redondeado al entero inmediato superior
Paso de tiempo

Niamero de atomos

Niamero de atomos del contenedor

Tipo de atomo ¢

Coeficiente de friccion del bano térmico

Constante de Boltzmann

Frecuencia de reducciéon del contenedor

Factor de reduccion del contenedor

Contador de la reduccion del contenedor

Niamero aleatorio

Constantes auxiliares

Posicién de equilibrio de la particula ¢ del contenedor en coordenadas polares
Magnitud del gradiente de potencial eléctrico de la particula ¢

Valor al que |VU;| se considera grande
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FIG. 4.3: El algoritmo puede verse dividido en tres etapas. La primer etapa se identifica por el uso de flechas
naranjas, en ella se asignan los valores de las variables y pardmetros iniciales. La segunda etapa consiste en
calcular las cantidades necesarias para la dindmica, las cuales pueden mantenerse constantes durante el curso
o bien cambiar dependiendo de distintas condiciones, los pasos de esta etapa se distinguen por el uso de flechas
verdes. La tercer etapa o etapa central se ubica por el uso de flechas azules, puede observarse que forma un
ciclo que va desde Ewolucionar al paso siguiente paso hasta Guardar datos de la dindmica, el ciclo termina

cuando el tiempo total es superado y por ende la dindmica.
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En la figura 4.3 se muestra el algoritmo de la dinamica, se observa que se usa la notacion
de diagrama de flujo. Las elipses marcan el inicio o final del algoritmo, los romboides
(rectangulos inclinados) indican los datos de entrada, los rombos evaluan condicionales
y los rectangulos describen procesos u operaciones. En la etapa inicial del algoritmo, a
parte de recolectar valores asignados por el usuario se realiza la operaciéon de evaluar las
velocidades iniciales. Aunque las velocidades iniciales pudieran ser inicializadas a cero
se les asignan valores aleatorios de acuerdo a la velocidad mas probable en una distri-
bucién de Maxwell-Boltzmann. Una vez teniendo los pardmetros y variables necesarios
se calculan los pasos totales de la dindmica, las constantes auxiliares (ec: 4.6.5) y las
varianzas y covarianzas (ec: 4.6.6), estas dependen explicitamente del paso del tiempo.
Si los gradientes de potenciales eléctrico (calculados con DFT) son muy grandes respecto
a un valor € el paso de tiempo At debe ser disminuido pues romperia con una de las
condiciones de la solucién numeérica al hacer la expansion de Taylor la cual es At pe-
quenas ademéas de poder ocacionar errores en el caso de tener desplazamientos largos.
Suponiendo que los condicionales generan siempre pasos verdaderos (opcion si) se entra
en un ciclo de: 1) Evolucionar el siguiente paso — 2) Cdlculo de los términos estocdsticos
— 3) Calcular posiciones — 4) Calcular gradientes de potencial y fuerza de resortes — 5)
Calcular velocidades — 6) Guardar datos de la dindmica. Cabe sefialar la importancia del
orden entre 3) — 5), las velocidades no podran ser calculadas si no se tienen las fuerzas
anteriores F'(j — 1) y las actuales F'(j) por eso que las posiciones deben ser calculadas
primero y despues las velocidades. El ciclo termina cuando el tiempo total de la dindmica

es superado j > jr.



Capitulo 5

Resultados

Retomando el objetivo de este trabajo, el cual es: “construir un modelo molecular capaz
de stmular efectos de presion y temperatura” se realizaron dindmicas moleculares con el

siguiente orden:

1. Fulereno Vacio
2. Particulas Confinadas I

3. Particulas Confinadas II

El orden que se ha seguido es un procedimiento para verificar que el modelo expuesto
reproduzca a un sistema fisico. Aunque el principal interes es el estudio de las particulas
confinadas fue necesario estudiar primero un fulereno vacio ya que su funcion es transferir
el calor del bano térmico hacia las particulas confinadas, un comportamiento erratico
puede ser resultado de una incongruencia fisica, la cual repercutira directamente sobre

la fisica de las particulas confinadas.

Cada uno de los experimentos computacionales enumerados arriba, corresponde a una sec-
cion de este capitulo. En la primer seccion (Fulereno Vacio) se estudia el comportamiento
del fulereno vacio respecto a la variacion de los parametros fisicos que lo determinan. La
segunda seccion (Particulas Confinadas I) corresponde al estudio de las particulas confi-
nadas dentro del fulereno. Y en la tercer seccion (Particulas Confinadas II) se propone
una variante del modelo en la que se implementa una pared virtual, con la cual se estudian
los efectos de la presion sobre las particulas confinadas a la vez mostrando la flexibilidad

del modelo.
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5.1. Fulereno vacio

Como se ha mencionado, el contenedor con estructura atéomica consiste en un arreglo de
atomos en forma de fulereno, el cual se encuentra dentro de un bano térmico y que debido
a la necesidad de mantener su estructura sus atomos estan ligados a sus posiciones de

equilibrio por medio de resortes.

Por lo que, para analizar su comportamiento es preciso contemplar tanto sus propios

parametros fisicos como los que corresponden al bano térmico.

Del programa de dinamica molecular, se tienen a las siguientes variables como pardmetros

propios del contenedor.

Numero de dtomos N

Constante del resorte k;

Factor de reduccion de su radio £,

e Irecuencia de la disminucion de su radio f;,
Ademas, se tiene también control de dos parametros fisicos del bano térmico.

e La temperatura de equilibrio T,y

e Coeficiente de friccion ;

El analisis de las simulaciones se hizo variando uno de los parametros a la vez y mante-
niendo el resto fijo, de tal manera que mientras se estudie al contenedor respecto a uno

de los pardmetros anteriores el valor del resto de ellos seré el siguiente:

La tabla de los valores en que se variaron los parametros anteriores se encuentra al final
de esta subseccion (tabla: 5.2). Se tiene que las dos principales variables que se toman
en cuenta en este trabajo son la presion y la temperatura, sin embargo el estudio del
fulereno vacio correspondera tinicamente al analisis de la temperatura ya que la presion

se centra en el analisis de las particulas confinadas.

Por dltimo, la temperatura la obtenemos del promedio de la energia cinética de las

particulas del contenedor [87]:

2 1
T = > Smi(} 1.1
3Nkp &= 2 milvi) (5:1.1)
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TABLA 5.1: Se muestran los valores fijos de los parametros del Fulereno vacio, en donde fs son femto-
segundos, N/em son Newtons por centimetro, K son Kelvins, (ps)~! son uno sobre picosegundos y los

valores sin unidades especificadas son cantidades adimensionales.

Parametro Valor

El paso de tiempo At 1.0 fs
Numero de atomos N 180
Constante del resorte k; 2.00 N/em
Factor de reduccion del radio F;, 0.98
Frecuencia de disminucion del radio f,, 50000
Temperatura de equilibrio T;..¢ 300K
Coeficiente de friccion k; 3.00 (ps)~!

En donde se contemplan sus 3 grados de libertad: x, y y z. N es el niimero de particulas

(A&tomos) y kp la constante de Boltzmann.

TABLA 5.2: Se muestran los valores en que variaron los parametros del fulereno vacio, en donde fs son
femtosegundos, N/cm son Newtons por centimetro, K son Kelvins, (ps)~! son uno sobre picosegundos

y los valores sin unidades especificadas son cantidades adimensionales.

Parametro Valor

El paso de tiempo At [0.5, 1.0, 1.5,2.0] fs

Numero de atomos N [60, 180, 240, 540, 720]

Constante del resorte k; [1.00, 2.00, 5.00, 10.00, 20.00] N/cm
Factor de reduccion del radio F}, 0.98 1

Frecuencia de disminucién del radio f,, [500, 625, 1250, 2500]

Temperatura de equilibrio T}..f [200, 300, 400, 500, 800, 1000] K
Coeficiente de friccion ~; [1.00, 3.00, 5.00, 10.00, 20.00] (ps)~!

El valor por defecto del paso de tiempo se ha elegido que sea la unidad At = 1 para
hacer la equivalencia con el paso de la dinamica en el programa computacional, el resto
de los valores se han supuesto como los més probables que el usuario pudiera escoger.

El niimero de 4tomos es consistente con la cantidad de 4tomos que tiene cada fulereno

ISe ha considerado variar solamente la frecuencia de disminucién del radio, dado que el proposito es

el mismo: la reduccién del volumen del contenedor
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conocido desde el C60 hasta el C'720. El valor de 2 N/em en la constante de resorte se
eligio de acuerdo a los valores conocidos de constantes de resorte de moléculas diatémicas
los cuales rondan entre 1-5 N/cm, el resto de los valores se han elegido inicamente con
el proposito de observar el comportamiento del contenedor en valores limites. El factor
de reduccion del radio se ha elegido de 0.98 para no realizar cambios bruscos sobre
el sistema. La temperatura de equilibrio se eligié que fuera la temperatura ambiente
300 K o aproximadamente 27° C, el resto de las temperaturas son totalmente arbitrarias,
posteriormente en las dinamicas con particulas confinadas se escoge una temperatura de

equilibrio 7;.; = 350 la cual es consistente con el experimento de Miller.

5.1.1. Variacién del paso de tiempo

Se tomaron los siguientes valores para el paso de tiempo:
At ={0.5,1.0,2.0} fs (5.1.2)

Las graficas obtenidas fueron las siguientes:

500 500
400 400
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0! : o 2.0 At ——
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
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FIG. 5.1: Se muestran las temperaturas de un “fulereno” He 180 con su dindmica en diferentes pasos
de tiempo: 0.5, 1.0, 1.5 y 2.0 At donde la temperatura estd dada en Kelvins (K) y el tiempo estd en
femtosegundos (f's).

Las graficas de la dinamica (fig: 5.1) a diferentes pasos de tiempo no muestran diferencias

apreciables en las fluctuaciones de las temperaturas.

Sin embargo, es necesario utilizar pasos de tiempo At pequenos ya que las ecuaciones de
movimiento han sido elaboradas expandiendo series de Taylor. Un paso de tiempo grande

pudiera arrojar resultados incongruentes.
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5.1.2. Variacion de la cantidad de Atomos del contenedor

Se vari6 el nimero de Atomos del contenedor, en las siguientes cantidades:

Num. Atomos = {60, 180, 240, 540, 720} (5.1.3)

Obteniendo como resultado las siguientes gréaficas de la temperatura del contenedor en

cada paso de tiempo:
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FIG. 5.2: Se muestran las temperaturas de cinco diferentes “fulerenos” de He, con: 60, 180, 240, 520 y

720 atomos, donde la temperatura esta dada en Kelvins (K) y el tiempo esta en femtosegundos (fs).

Se puede observar (fig: 5.2) como antes de los 1000 femtosegundos el contenedor con
sus cinco diferentes cantidades de atomos no ha alcanzado una temperatura cercana a
la temperatura del bano térmico (300 K) siendo consistente con un sistema que se va
calentando poco a poco y no con un sistema que salta inmediatamente a la temperatura

del sistema externo, permitiendo emular el comportamiento de una olla de presion.

Se puede obervar también, como entre mayor es el nimero de atomos del contenedor
menor es la magnitud de las fluctuaciones, de tal manera que el sistema obedece los
teoremas de fluctuacion y disipacion [88] al tener que las fluctuaciones son inversamente

proporcional al namero de particulas.
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5.1.3. Variacion de la constante del resorte del contenedor

Los valores en que se vari6 la constante del resorte k fueron:

k = {1.00,2.00,5.00,10.00,20.00} N/cm (5.1.4)

Obteniendo las siguientes graficas:
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FIG. 5.3: Se muestran las temperaturas de un “fulereno” He 180 con diferentes constantes de resorte:
1.00, 2.00, 5.00, 10.00 y 20.00 N/em, donde la temperatura esta dada en Kelvins (K), el tiempo estd en

femtosengudos (fs) y las unidades del resorte estan en Newtons sobre centimetros (N/cm).

Se observa como las temperaturas obtenidas de la dindmica (fig: ??) del contenedor He
180 variando la constante del resorte, no muestran una diferencia significativa en las

fluctuaciones.

La observacion anterior era de esperarse, ya que las fuerzas externas sobre una particula
browniana no afecta en sus fluctuaciones [98]. La magnitud de las fluctuaciones se man-
tiene dentro de los 100 K después de los 1000 femtosegundos significando que el sistema
alcanza el equilibrio aproximadamente al mismo tiempo, independiente de su constante

de resorte.
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5.1.4. Variacion de el coeficiente de friccion del bano térmico

Los diferentes valores que se tomaron del coeficiente de friccién del bano térmico fueron:

v = {1.00, 3.00, 5.00, 10.00, 20.00} ps~* (5.1.5)

Obteniendo las graficas siguientes:
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FIG. 5.4: Se muestran las temperaturas de un “fulereno” He 180 con diferentes coeficientes de friccion:
1.00, 3.00, 5.00, 10.00 y 20.00 (ps)~!, donde la temperatura estd dada en Kelvins (K), el tiempo esté

en femtosegundos (fs) y las unidades de los coeficientes de friccion estan en uno sobre picosegundos

((ps)™").

L el

Se observa (fig: 5.4) que con un coeficiente de friccion del bano térmico de 1.00 ps~
contenedor tarda hasta 2000 fs aproximadamente en alcanzar la temperatura de equi-
librio (300 K') y conforme el coeficiente de friccion va aumentando los tiempos que se
necesitan para alcanzar el equilibrio disminuyen. Por ejemplo con el coeficiente de friccion

mas alto 20.00 ps~! se requieren menos de 1000 fs.

Lo anterior es consistente con el comportamiento de particulas en un medio viscoso ya
que entre mayor es la viscosidad del sistema mayores son las colisiones que se tienen al
intentar mover la particula a través del medio y por tanto el transporte de momento se

da con mayor rapidez [68], alcanzando el equilibrio més rapidamente.

5.1.5. Variaciéon de la temperatura del bano térmico

Los diferentes valores de la temperatura del bano térmico que se tomaron, fueron:
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T = {200,300, 400, 500, 800, 1000} K (5.1.6)

Obteniendo las siguientes graficas:
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FIG. 5.5: Se muestran las temperaturas de un “fulereno” He 180 en diferentes temperaturas del bano
térmico: 200, 300, 400, 500, 800 y 1000 K, donde la temperatura estad dada en Kelvins (K) y el tiempo
estd en femtosegundos (fs).

Se observa (fig: 5.5) la gran diferencia entre las fluctuaciones del contenedor cuando esta
en un bano térmico de 200 K y cuando estd en uno de 1000 K, asi como el crecimiento

gradual entre estas dos temperaturas.

Lo anterior es debido a que existe una relacion directa entre las fluctuaciones de un
sistema en contacto con un bafno térmico y su temperatura. Entre mayor sea la tempera-
tura del bano térmico mayores seran las fluctuaciones del sistema. Las fluctuaciones son

directamente proporcionales a la temperatura del bafio térmico [88].

5.1.6. Variacion de la frecuencia de disminucion del radio

Las diferentes frecuencias en las que se disminuy6 el radio del contenedor fueron:

Reduccion Radio = {500, 650, 1250, 2500} fs (5.1.7)

Se observa (fig: 5.6) en cada reduccion del radio del contenedor respecto a cada frecuencia
como el sistema intenta de adquirir de nuevo su temperatura de equilibrio, sin embargo
no hay cambio en la magnitud de las fluctuaciones o el tiempo en que requiere obtener
de nuevo el equilibrio con el bano térmico. Siendo asi, las variables de la disminuciéon

del radio del contenedor no tienen efecto en su comportamiento. Sin embargo al tener
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moléculas dentro de él, el efecto que se tendra serd naturalmente un aumento en la presion

hidrostatica del los 4&tomos confinados.
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FIG. 5.6: Se muestran las temperaturas de un “fulereno” He 180 con diferentes frecuencias de disminucién
del radio cada: 500, 625, 1250 y 2500 fs, donde la temperatura estd dada en Kelvins (K) y el tiempo
esta en femtosegundos (fs).

Se hace notar que el sistema siempre se equilibra de nuevo, independiente de la canti-
dad de reducciones de volumen de la dindmica, observando que en cada reduccion las

fluctuaciones no son iguales, poniendo en claro las propiedades estocésticas del sistema.

5.2. Particulas confinadas I: pared real

Luego de realizar un anélisis del comportamiento del fulereno modificando sus pardmetros
fisicos, se pudo comprobar que después de alrededor 1000-2000 fs, este alcanzaba el

equilibrio para cada una de sus configuraciones.
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Con la seguridad de que el fulereno emula correctamente el comportamiento de una olla
de presion, se puede proseguir a comprobar si las particulas confinadas también pueden

reproducir un estado de equilibrio.

Para lo anterior, se tomaron las siguientes moléculas prebidticas:

. S P

6CH, 5 NH; 8 H,O

FIG. 5.7: Se muestran las cantidades y tipos de moléculas prebidticas usadas para verificar el estado
de equilibrio de las particulas confinadas. De izquierda a derecha, se tiene: Metano C' Hy, Agua H20 y

Amoniaco N Hs.

Las particulas prebidticas son moléculas que se cree contribuyeron a la formaciéon de
compuestos organicos, precursores al origen de la vida [99][100]. Por tales movitivos se ha

elegido una mezcla de este tipo como particulas confinadas de estudio.

Se tendran entonces un numero total de 74 Atomos confinados en un fulereno de 180

atomos de Helio con la configuracion de parametros de la tabla 5.3.

La temperatura de referencia se ha modificado de 300 K a una de 350 K para ser mas
consistentes con las condiciones en que se encontraban los prebiéticos en la tierra primi-
tiva? [101]]102]. A excepcion de la temperatura el resto de los pardmetros siguen siendo

los mismos que en el andlisis del fulereno vacio (tabla 5.1).

Los resultados obtenidos para verificar si fue posible alcanzar el equilibrio tanto para
las particulas confinadas como para un fulereno ahora con particulas dentro, son los

siguientes:

La barra debajo de cada grafica es un nuevo descriptor al que denominamos expectro de
temperaturas y nos ayuda a visualizar cuando el sistema se encuentra a temperaturas

altas (alta > 400 K color rojo), a temperaturas bajas (baja < 290 K color azul) o muy

2Se denomina tierra primitiva a la etapa de la tierra justo después de su acrecién e incluye la formacion

de la atmosfera terrestre y el orgien de la vida.
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FIG. 5.8: La grafica de la izquierda representa la temperatura del fulereno y la de la derecha la de las
moléculas prebiodticas. Se graficé un tiempo de 0 a 4000 fs. Las barras coloridas abajo de cada grafica
muestran con color verde cuando el sistema se encuentra cerca o en la temperatura de equilibrio 350 K.

El tiempo se encuentra en femtosegundos (fs) y la temperatura en Kelvins (K).

cerca de la temperatura de equilibrio (equilibrio = 350 + 20 K color verde). Mezcla de

los colores anteriores también fueron usados para las temperaturas intermedias.

Se puede observar como satisfactoriamente las particulas del fulereno y las confinadas
alcanzan la temperatura de equilibrio 350 K en un tiempo aproximado de 1500 fs. Con
ayuda del espectro de temperaturas también se observa como la temperatura de las
particulas confinadas es mas fluctuante teniendo intervalos de zonas de equilibrio mas
pequenas a las del fulereno, el cual muestra una temperatura de equilibrio en intervalos

més grandes de tiempo.

Una mayor fluctuacion en las particulas confinadas sigue describiendo correctamente a
un sistema fisico, ya que como se menciona los particulas confinadas son una cantidad

menor de atomos lo cual provoca mayores fluctuaciones.

5.3. Particulas confinadas II: pared virtual

Teniendo la seguridad de que tanto las particulas del fulereno como las confinadas al-
canzan el equilibrio, se puede proceder ahora a realizar cdlculos sobre la presion de las

particulas confinadas.
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TABLA 5.3: Los valores anteriores son la configuracion que se usé para verificar si las particulas con-
finadas podian alcanzar también un estado de equilibrio, en donde fs son femtosegundos, N/cm son
Newtons por centimetro, K son Kelvins, (ps)~! son uno sobre picosegundos y los valores sin unidades

especificadas son cantidades adimensionales.

Parametro Valor

Nimero de atomos N 256

Tipo de dtomos Z; He, O,H,CyN
Paso de tiempo At 1.0 fs
Constante del resorte k; 2.00 N/em

Temperatura de equilibrioi T}..f 350K
Coeficiente de friccion ; 3.00ps™!

La definicion formal de la presion es fuerza por unidad de area, por lo que consideramos
en nuestro calculo las dos tipos de fuerzas por unidad de &rea que existen en nuestro

sistema: presion estatica y presion dindmica.

La presion estatica es producida por las fuerzas de las nubes electronicas, es decir vienen
de las interacciones interatomicas de las particulas y se consideran fuerzas estéticas debido
a que en cada instante de tiempo o en cada paso de tiempo At, la nube electronica no
cambia de forma, ya como se menciona (sec: 2.1.3) los electrones se mueven mucho méas

rapido que los nucleos.

La presion dindmica viene dada por los cambio de momento en las colisiones entre par-
ticulas, naturalmente entre mayor temperatura y nimero de particulas, mayor seran el

numero de colisiones y por ende se tendra una mayor presion dindmica.

La presion total P estard dada entonces por la suma de la presién dinamica P y la

presion estatica Pg:
P=PFP + Py, (5.3.1)

en donde,

NkgT O Beons
P = — Py =—(=l) | 5.3.2
F % ! ( oV )T (5.3.2)

La energia de confinamiento se calcula restando a la energia total Fi, la energia del

contenedor E.,;, .
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Econf = Etot - Ecntr . (533)

Es necesario mencionar que tanto el volumen como las energias deben ser valores ob-
tenidos por promedios en el tiempo preferentemente en los intervalos de equilibrio del
sistema. Por ejemplo si el tiempo en que se considera en equilibrio el sistema sucede en
i = teq y el tiempo final del intervalo es ¢ = t¢, el volumen y energia de confinamiento

seran:

ty

_ 1

V = E | Eopf=—"—"—¥— E Eiot — Eonir ). 5.3.4
(f_teq+ d (tf_teq+1)~ ( o t)z ( )

i=teq 1=teq

El volumen Vj, es decir el volumen del contenedor en cada paso de tiempo fue calculado

con las siguientes ecuaciones:

Ti = T'mag + 0T, Vi= 3 or = W : (5.3.9)

r; es el radio que se tomo para evaluar el volumen en cada paso de tiempo (segunda
ecuacion), se ha agregado un diferencial del radio ér para considerar también el volumen
de la nube electrénica el cual tiene una contribucién adicional a la posicién del niicleo en
el contenedor, definimos esta dr como la diferencia entre el radio del contenedor 7., v la
posicion maxima del nicleo en el contenedor 7, (distancia maxima al centro geométrico)
dividida entre 2. Se observa que la presion estatica esta dada por la derivada parcial de la
energia de las particulas confinadas respecto a la derivada parcial del volumen. La funciéon
de la energia respecto al volumen puede ser obtenida a través de un ajuste a una curva,
definida por distintos puntos (Eeonf, V) los cuales resultan de las dindmicas moleculares.
Cada punto (Eony, V) consiste en una dindmica completa de la cual la energia Econy y el
volumen V se obtienen mediante las ecuaciones 5.3.5 y 5.3.4 respectivamente. Suponiendo
que ya se han calculado los suficientes puntos (puntos >4) el ajuste de la curva se hace

mediante la siguiente ecuacion |103]:
Eeony (V) =a+bexp (YV'?) + V3 exp (yV3) | (5.3.6)
de tal forma que la presion estatica resulta:

B OFcont s ~vb ~ye 1
o= <W)T - \aves Tavis Taven ) (5:87)

Las constantes a, b, ¢, y 7 quedan determinadas por los puntos (Econf, V) de las simu-

laciones. Entre mas puntos existan, el ajuste serd mas detallado. El ajuste a la curva
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dado por la ecuacion anterior fue propuesto por Loubeyre y es usado para determinar
la relacion de la presion con la energia en experimentos realizados en laboratorio [104].
Para el calculo de la presion de las particulas confinadas, se incluyeron méas atomos a la

misma mezcla (tabla 5.2) quedando como:

J; A B
O

v J

TCHy 6 NH; 20 H,O

FIG. 5.9: Se muestran las cantidades y tipos de moléculas prebidticas usadas para verificar el estado
de equilibrio de las particulas confinadas. De izquierda a derecha, se tiene: Metano C' Hy, Agua H20 y

Amoniaco N Hj.

Lo que hacen un total de 123 atomos. En esta dindmica siendo que nuestro interes son
las particulas confinadas, prescindimos de los atomos del fulereno. Sin embargo el confi-
namiento lo seguimos manteniendo, ahora proponiendo un potencial del tipo exponencial

para cada particula confinada de la siguiente forma:

U— > e (5.3.8)

en donde « es el factor de crecimiento del potencial y rg es un limite de confinamiento,
de tal forma que conforme las particulas se acerquen a rg sentiran una repulsiéon hacia el

centro geométrico del sistema.
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FIG. 5.10: Se prescinde del fulereno para trabajar inicamente con las particulas confinadas y una pared
virtual, la cual su funcién es mantener la presiéon de los atomos confinados, tal como se ilustra, al no
estar separadas las particulas confinadas del bano térmico, ahora éstas se mueven segin la ecuacién de

Langevin (ec: 3.3.18), claramente sin el término de la fuerza entre los resortes k; (z; (t) — 29 (t)).
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Se determina que un factor « =2A~! da una curva “suave” en que la fuerza producida
por el potencial 5.3.8 al acercarse las particulas a r¢ es menor en un orden de magnitud
que las fuerzas producidas por las nubes electronicas. La elecciéon de una pared virtual
como nuevo confinamiento también prevee que las particulas se escapen del contenedor,

pudiendo ser éste el caso de un contenedor con estructura de fulereno bajo altas presiones.

Se realizaron 5 simulaciones, una para cada distinta ro con las que se obtuvieron las

siguientes graficas de la temperatura:
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FIG. 5.11: Se muestran las gréaficas de la temperatura de las primeras cuatro reducciones del radio de
confinamiento, arriba a la izquierda se tiene un confinamiento a rq = 8.0A, arriba a la derecha se tiene
uno de 7o = 7.75A, abajo a la izquierda se tiene de 7o = 7.5A y abajo a la derecha de ro = 7.25A. Las
unidades del tiempo son femtosegundos (fs), las de energia son Hartrees (Ep) y las de distancia son
Angstroms (A).
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FIG. 5.12: Se muestra la grafica de la temperatura, de la quinta y ultima reduccién del radio de confi-

namiento, la cual es de ro = 7.0A
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FIG. 5.13: La grafica de la izquierda muestra la curva del potencial de la pared virtual con tres diferentes
valores de «, en donde se aprecia como o =2A ! representa una curva suave en comparaciéon de una
muy pronunciada (« =5A"" produciendo fuerzas muy grandes) o una demasiado inclinada (produciendo
confinamiento a cortas distancias, « :1A—1)_ La grafica de la derecha compara la magnitud de las fuerzas
de las nubes electronicas (azul fuerte) con las fuerzas de la pared virtual (azul claro) para una a =2A~1,
se observa como efectivamente las fuerzas de la pared virtual son menores en un orden de magnitud. Se
tomo el promedio de las mayores fuerzas (electronicas y pared virtual) de las tres primeras reducciones

de la pared virtual. Las unidades de distancia son Angstréms (A) y las de energia Hartrees (Ey,).

Se observa en todas las simulaciones que la temperatura logra mantenerse dentro de
un rango de equilibrio (350 + 35K, espectro de temperatura color verde) garantizando
que se puede proseguir a calcular los promedios sobre el tiempo y pasar asi de variables

fluctuantes a variables termodinamicas que puedan definir la fisica del modelo molecular.
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Calculando el volumen, la energia, la presion estatica y la presion dindmica con las
ecuaciones expuestas al inicio de esta subseccion (ecuaciones: 5.3.5, 5.3.3; 5.3.2 y 5.3.7

respectivamente) se obtiene la siguiente tabla de resultados.

TABLA 5.4: Las unidades de energia son Hartrees (Ej) y nanémetros ciibicos ((nm)?) para el volumen.
Las constantes en la expresién de la energia y presion son a = 1000.7168 £, b = 6353289.999 E},,
c = —237913.000 E(nm) =3 y v = 21.0527 (nm) 3. Los valores de la energia han sido modificados por
una energia de referencia, esto con el fin de visualizar los cambios entre cada simulacién, el valor real se

obtiene sumando 1206 E} a cada valor.

Volumen Energia Presion estatica Presiéon dindmica
(nm?) (Hartree) (MBar) (KBar)
0.760676 -1.000697 0.049 7.881
0.688474 -1.000664 0.158 8.755
0.623021 -1.000615 0.470 9.691
0.567817 -1.000546 1.218 10.622
0.519450 -1.000447 2.882 11.681

Se observa como al reducirse el volumen aumentan la energia y las presiones (estatica
y dindmica), lo cual es consistente con un sistema termodinamico, en particular con el

comportamiento de una olla de presion.

—1000.4
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—1000.45 |4
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= \
€ -1000.55
B
=
T -1000.6
—1000.65 L
~
—1000.7

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
Volumen (nm?)

FIG. 5.14: Se muestra la grafica de como varia la energia respecto al volumen del modelo molecular. La

energia estd en Hartrees (Eh) y el volumen en nanémetros ctibicos ((nm)?).
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La presion estatica a diferencia de la presiéon dinamica requiri6 del calculo de una derivada
parcial de la energia respecto al volumen, por lo que fue necesario elaborar la grafica

anterior 5.14 de la energia respecto al volumen, utilizando la ecuaciéon 5.3.6.

Lograr obtener la grafica anterior significa que ahora, ademés de analizar el comporta-
miento del modelo molecular microscopico se puede obtener informacion del comporta-
miento macroscopico. En la teoria termodinamica a la curva anterior se le conoce como

isoterma.

De repetirse el procedimiento para diferentes valores de la temperatura se tuviera en
lugar de una, varias isotermas, con lo que se obtendria la misma informacién que en una
ecuacion de estado para ciertos rangos de interes. Con lo anterior se termina el andlisis

de los resultados. Las conclusiones vendran en el siguiente capitulo.



Capitulo 6

Conclusiones

Se concluye que el modelo molecular de confinamiento introduce satisfactoriamente los
efectos de presion y temperatura, lo cual se verifica por los siguientes tres hechos: 1)
Se puede transmitir calor del bafio térmico hacia las particulas del contenedor (caso
fulereno) y éstas adquieren la misma temperatura del bano térmico, no inmediatamente
sino después de cierto tiempo diferente para cada sistema. 2) Se transfiere calor desde
el bano térmico hasta las particulas confinadas a través de las paredes del contenedor
(caso fulereno) y éstas adquieren la temperatura del banio después de cierto intervalo de
tiempo. 3) Al reducirse el volumen del contenedor (caso pared virtual) aumenta la presion
estatica y dindmica del sistema, en donde dicho incremento se da de manera exponencial

pudiéndose modelar con ajustes de curvas utilizadas experimentalmente.

El modelo también permite observar caracteristicas de un sistema termodinamico, por
ejemplo en Fulereno Vacio se verifican propiedades de transporte. En el caso de au-
mentar el coeficiente de friccion del bano térmico el sistema alcanza el equilibrio mas
rapidamente, es decir al haber mayores colisiones con el medio el transporte de momento
se da con mayor rapidez alcanzando el equilibrio en un menor tiempo. El comportamien-
to estadistico también se ve reflejado de manera correcta. Al aumentarse el nimero de
particulas del fulereno o de las particulas confinadas, la magnitud de las fluctuaciones se
ve disminuida. En un sistema lo suficientemente grande, las fluctuaciones tendrian una
contribucion demasiado pequena como para considerarse y pudieran asi ser despreciadas.
Por lo anterior, se considera al modelo como uno de caracter flexible, el cual puede hacer
contacto tanto a nivel molecular como a nivel macroscopico, logrando llevar registro de
los datos intermedios de esta transicion de lo microscopico a lo macroscopico. La ventaja
del modelo radica en que logra unir, en general cuatro areas de la fisica: mecanica clasica,
la cual se encarga de las trayectorias de las particulas; mecanica cuéntica que lleva la
forma en que interaccionan las particulas; mecénica estadistica que introduce los efectos
de temperatura sobre el sistema y termodindmica la cual resulta de manera natural al

realizar los promedios sobre las variables de interes en el sistema.
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Apéndice A

Aproximacion de la funcién sinc a la

delta de Dirac:

La funcion sinc (sin (wt) /t) pertenece a un grupo de funciones', las cuales pueden apro-

ximarse a la delta de Dirac bajo ciertos limites.

g

FIG. A.1: Se muestra la funcién sin (wt) /t con diferentes frecuencias wy < ws < ws.

Por ejemplo, en este caso la funcion sin (wt) /t se puede aproximar a la delta de Dirac
conforme la frecuencia w crece. En la figura de arriba se muestra la funcion sinc con
diferentes frecuencias, se observa como para la frecuencia mayor ws la gréfica ya se
asemeja a un impulso donde su valor se “concentra” en el origen y en el resto del espacio

tiende a cero.

!Conocidas como nascent delta functions
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Las observaciones anteriores van de acuerdo con dos de las cuatro propiedades que definen
a la delta de Dirac |105]:
0 t#0
d(t) = (A.0.1)
00 t=20
La tercera y cuarta propiedad no son tan faciles de visualizar como las dos anteriores ya

que involucran una integral sobre todo el espacio:

/OO 5(t)dt =1 (A.0.2)

[e.e]

oo
/ f@)o@t—t)dt=f(t) (A.0.3)

—00
La tercer propiedad A.0.2 garantiza la convergencia de la delta de Dirac a un valor
constante e igual a 1, es decir al impulso se le ha asociado un 4rea normalizada®. La
cuarta propiedad A.0.3 trata de obtener de vuelta la funciéon que multiplica a la delta de
Dirac, pero evaluada donde se encuentra el impulso, en este caso en t'. Esta propiedad
es la méas importante, es consecuencia de las tres anteriores y es en la que nos basaremos

para hacer la igualdad de la funcion sinc a la delta de Dirac en el limite cuando w — oc.

Para mostrar la igualdad usaremos los recuersos matemaéticos de las transformadas de
Fourier, ya que conforman una teoria completa la cual ya contempla las dificultades
de integrar funciones discontinuas haciendo que la igualdad resulte de manera rapida y

sencilla.
Se tiene entonces que la transformada de Fourier de una funcion® f (t) es la siguiente:
1 > :
W) =—— t) e™tdt A0A4
v =—=[ 1w (A.0.0)
Y su transformada inversa es:
1 o .
t) = — w) e "“dw A.0.5
===/ st (A.0.5)

Si sustituimos la transformada g (w) (ec. A.0.4) en la integral de la transformada inversa

f(t) (ec. A.0.5) se obtiene un resultado interesante:

f(zs):L e f)e“tdt'| e “tdw (A.0.6)
V2 J oo V27

2Por esa razon se le suele dar una definicién probabilistica, de ser una distribucién y no una funcién,

ya que cumple con los dos requisitos de una distribucién: 1) su integral sobre todo el espacio es 1y 2)

estd definida como positiva para todo el espacio [106]
3La funcién debe cumplir con las siguientes condiciones: 1) [~ _|f (2)|dz existe, 2)Hay un nimero

finito de discontinuidades y 3) Tiene variaciones limitadas (cumple con la condicién de Lipschitz) [107]



105

1 [ _ > -
= — e_Wtdw/ f)e“tdt (A.0.7)
27—‘_ oo —0o0

= /oo It {% /OO e“(t/_t)dw} dt (A.0.8)

Se observa la interesante relacion que se ha obtenido en la ultima expresion de la ecuacion
A.0.7, donde podemos comparar con la propiedad A.0.3 que la integral en corchetes es

otra forma de la delta de Dirac [108], es decir:

1 [
5(t—t’):2— / =ty (A.0.9)
m

—0o0
Sin embargo se tiene que la integral en corchetes, cuando se evalua en limetes finitos,

tiene la siguiente expresion [109]:

| 1 2sin(a(t —1))
— W'Dy = — A.0.10
2 J_, ¢ “ 2 at ( )
Por lo que al llevarse el limite a infinito, finalmente se obtiene:
a—00 . o a—00
/ et -0 g, = Sm(@t =) 5t —t) (A0.11)
—a—00 wt a——00

Del resultado anterior, dado que la funcién sinc es una funcién par se obtiene la constante
/2 que es el factor de normalizacion

/°° sin(a(t—t)) . _ 7 (A.0.12)
; i 2

El cual se agrega en el resultado de la ecuacion 3.3.16 que es la aproximacion de la funcion

memoria a una delta de Dirac:

32
K(t—t)= lim %(

wqg—ro0 U}d

sin (wq (t — 1))\ 3¢®20 (t — 1)
t ) X0Vt (A.0.13)

2
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Apéndice B

Varianzas y covarianza de la posicion y

velocidad

Para los calculos de las varianzas y covarianza supondremos que se conocen las siguientes

integrales [110]:

Integral de una gaussiana con media [:

/_: exp [—a (z — B)?] da = \/g (B.0.1)

Integral de una gaussiana con media [ multiplicada por x:

/Z zexp [—a(z — )% dx = 5\@ (B.0.2)

Integral de una gaussiana multiplicada por x°:

/ 2? exp [—az?®] dz = LT (B.0.3)

oo

B.1. Varianza de X;

De la ecuacion 77 se tiene que la varianza de la posicion se puede obtener del calculo del

momento mog:

mm:ag:/ / X2VIW (X;,V;) dX;dV; (B.1.1)

Sustituyendo la distribucion de probabilidad W (X;, V;) se tiene la forma explicita de la

integral a resolver:

/ / o ( : i <7 o = (0K — 20XV, V) /2 (0 =)} dXidVi (B.1.2)
—o0 J —oo 4T (AC —
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Para resolver la integral anterior se factoriza primero la cantidad (ac—0b?) ya que facilitara

el manejo del resto de los términos.

b 2
2 — J— -
ac —b° = ac [1 (a1/201/2) ] (B.1.3)

Con lo que la integral B.2.1 se expresa ahora como:

1 ol — (aX2 = X,V + V2
1/2/ / XZexp (aX; +C;/l> dX;dV;
2malecl |1 = (bfatizciiz)?| oo S oo 2ac |1 — (b/a¥c'?)

(B.1.4)

Por el momento podemos definir las constantes que multiplican la integral y las que

multiplican el argumento de la exponencial (a exepcion de ac en el caso de ky), como:

1 1
ki = ko = (B.1.5)

2matiachs [1 = (bfaizcte)?] v 2 (1 (bfatc’]

Lo que facilitard también el manejo de los calculos. Se reducen entonces los términos

dentro de la exponencial quedando como sigue:

o [ X2 XV, VP
—o0 J —o0 ¢

ac a

Lo que prosigue es separar la exponencial en dos factores, los cuales puedan ser faciles
de integrar tanto para X; como V;. Para ésto, se completa el cuadrado del argumento de

la exponencial (ec: B.1.6).

XpXVi VP XP DXV VP BV PP

-2 2 B.1.7
c ac * a c ac a a’c a’c ( )
X? XV, VVEVE VR X, Wi 1? V2 BRVR
_ XD WXV WV VS Ve X oV VT b B.1.8
¢ aw @ ' a atc | acl/Q] a a’c ( )
1 AR b\

Se sustituye la expresion anterior en el argumento de la exponencial, quedando como:
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oo [0 1 w1 V2 b\’
kl/ / XZexp ] —ko— | X; — R B dX;dV; (B.1.10)
Y c a a a'/2c'/?

Con el argumento de la exponencial expresado como la ecuaciéon B.1.9 se puede separar

yva la exponencial en dos factores que faciliten su solucion.
> V2 b\’ > 1 Ak
. a a'/2c'/? e c a

(B.1.11)
Se soluciona primero la integral de Xj.

o9 72
[ xtem{ - x5 b B2

Mediante el siguiente cambio de variable

bV
a

uw=X; - (B.1.13)

Con lo que la integral queda como:

A 1 x i V27 1
/ [u—i— ﬁ] exp{—kg—uz}du:/ [u2+2u Vi + ‘;; } eXp{—kz—UZ}du
oo a c o a a c

(B.1.14)

Se separa en tres integrales {/1, 12, I3}, resultando:

> 1
I1 = / u? exp{—kg—uQ}du (B.1.15)
c

—00

12 = / {QUbVZ} exp {—kg—lf} du (B.1.16)
a c

—0o0

o 9] 21/2 1
I3 :/ {b ‘2/1 ] exp {_kQ_Uz} du (B.1.17)
e L @ c

La integral /1 se resuelve utilizando la formula para integral B.0.3, la cual se muestra al

inicio de este apendice, con lo que se obtiene:

x 1 1 1 [37]"
I1 :/ u® exp {—k;gqu} du = 3 # =3 {C W} (B.1.18)

]
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Dado que la integral /2 integra un producto de una funcién par con una funcién impar

sobre u € [—00, +00], el resultado de la integral es cero:

> bV; 1
12:/ [Qu V} exp{—kQ—uQ}du:O
oo a c

La integral I3 se resuelve usando la férmula para integral B.0.1, resultando:
1/2 1
oo bQV? 1 ) 1)2%2 T b2‘/;2 Tc /2
= [T [ e {ohte =[] _(,%)] = [ [
Sustituyendo los resultados de {I1, 12,13} en la integral B.1.11, se tiene:
o —ky b\ L) 171 [62V2] [re] ™
[ o2 () | b 3 [] 7 12 [

De nuevo se puede separar la integral anterior en dos integrales {/4, I5}:

© | [Ar]7? ko b 2 9
e 5 [5] e i () e
© (22 [re] s b\
[5:]€1 /_Oo|: a2 ‘| |:k'_2:| exp —E 1 — (—al/zcl/2>

La integral 74 se resuelve mediante la formula integral B.0.1, resultando:

* 1 [n]” ko b\’
u-nf 5|5 exp{‘z = () | e g

1/2

1/2
1 {c%r} / T kicdam?
ko

dv;

Vf} dv;

1/2

Sustituyendo el valor de &y y ko y simplificando queda:

- 1/2

1 2

2
1 cSam? c3ar .
2rat/2cY/2 [lf(b/al/ch/Q) ] 227r2ac[17(b/a1/201/2) ]

4 1/9 1/9 2
1 _ 1o/ 2 22 [1—(6/(1/ c'/ ) ]4
22 |:2[1—<b/a1/201/2)2] :| |:1 (b/a C ) :| 24 [1,(},/(11/261/2)2]

(B.1.19)

—~

B.1.20)

~—~

B.1.21)

(B.1.22)

(B.1.23)

(B.1.24)

(B.1.25)

1/2
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< v 2 .2 ( Y21/ )2 "
92 [1f(b/a1/201/2)2] 2c [1 — b/a 2c/? ]
= - : = R PR (B.1.26)
22 [1—(1)/@1/201/2)2] - ( /CL c )
—c[1— (bfae)’| (B.1.27)
La integral I5 se resuelve con la férmula integral B.0.3, quedando como:
62 [we]” ks b\’ ..,
1/2 1/2
By {bT {m} 72 ™ k2bm2c
R 1 L Ol I e il
(B.1.29)
Sustituyendo el valor de kq y ko y simplificando queda:
_ 2 - 1/2 B 1/2
1 . b47T2C bin2c
7 2rat/2c/2 [1—(b/a1/2cl/2)2] 2 227r2ac[1—(b/a1/201/2>2]
b= - _
3 2q[1-(b/a"/2Y2)? :
220/ 11 - 5 |:1 o (b/a1/2cl/2)2:| 2 |:1 (b/ /2 /2)2 ]4
2[17(b/a 2¢ /2) ] 24 [1—(b/a1/261/2) ]
) : (B.1.30)
o* & 27.4 12 1/2)2] /2
mf@ery] | [P ey )
— - = = — a « 1.
22 [1*(b/a1/201/2)2] 2%a? [1 - (b/al/zcm)?_

Con los valores de I4 y I5 obtenemos finalmente el resultado de la integral B.1.2 y por

lo tanto el valor de la varianza o2, el cual es:

o oo 1 — (aX2 — 26X,V + V2
Ui:/ / 1/2X2€XP (a, ) dX;dV; = 14+ 15
—o0 J =00 27 (ac — b?) 2ac [1 _ (b/a1/2cl/2)2]

(B.1.32)
=c [1 — (b/a1/2cl/2)2} +b*/a=c—cb?*/ac+ b*/a (B.1.33)

=c (B.1.34)
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B.2. Varianza de V;

De la ecuacion 77 se tiene que la varianza de la velocidad se puede obtener del calculo

del momento mgs:

mog—ag—/ / XPVAEW (X;, Vi) dXdV; (B.2.1)

Sustituyendo la distribucion de probabilidad W (X;,V;) se tiene la forma explicita de la

integral a resolver:

/ / o ( : bz)l/zvz‘%Xp{—(aXf—QinVmLch) /2 (ac — b%) } dX;dV; (B.2.2)
—o00 J —oo 4T (AC —

Se puede observar que la integral anterior tiene la misma forma que la integral a resolver

2

2 (ec: B.1.2) sin embargo en lugar de que la exponencial este multiplicada por la

de o

variable X? est& siendo multiplicada por V2.

Se partira entonces de la ecuacion B.1.7 en donde ahora al completar el cuadrado de la

exponencial (ec: B.1.2) se hara uno el coeficiente de la variable V;, de la siguiente forma:

XP DXV VP VP XV X PX? P

L2 2 =1 _2 B.2.3
c ac + a a ac + c ac? ac? ( )
Vi bx;]? X2 opix? 1 bX, 12 X2 b\
_ _ I i U | - (B.2.4)
a’?  a'c c ac? a c c a'2c'/?

Se sustituye la expresion anterior en el argumento de la exponencial B.1.7, quedando
como:

00 o) ) 1 2 XZZ b 2
k’l . 700‘/;' exp _kQE V;_ —k?Q - 1— W dXZd‘/; (B25)

En donde se han vuelto a definir las constantes {k;, ko} como en B.1.5. Se separa en dos

bX;
C

factores de nuevo para facilitar la integracion, resultando:

> X? b\ [ 1 bX.]”
kl/ exp —kz—z 1— 7 1 / ‘/2-2 exp —k’g— V; — dV;dXZ
oo c a'/2c'/? . a c

(B.2.6)
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Se soluciona primero la integral de V;

o 1 P ak
/ V;Qexp{—kga [Vi— y ] }dl/; (B.2.7)

El resultado de la integral anterior es el mismo en estructura que el de la integral B.1.12,

1 [a3n]"? X271 [ra]™?
— | = ! — B.2.
5] 23

La diferencia radica en que ahora la variable X; adopta el papel de V; y la constante c el

por lo que su solucién es:

de a. Se sustituye el resultado anterior en la integral B.2.6 quedando como:

e X2 b 2 1 [a3n]"? X2 [ral"?
2 _ i . LjeT o I ‘
ot oo 1 (i) |} ] () [R] ]

(B.2.9)

De nuevo separamos la integral anterior en dos integrales {L1, L2}

1 a37T 1/2 o0 XZZ b 2
2 oo 72232 2 2
ra X X b
pen[g] [ [ ew {"“27 [1 - (77 ] }dX" (B211)

La integral L1 es igual en estructura a la integral /4, por lo que su solucion es:

Ll=a [1 . (b/al/261/2)2] (B.2.12)

La integral L2 comparte la estructura con la integral 15, por lo que su solucion es:
L2 =b*/c (B.2.13)

Con los valores de L1y L2 obtenemos finalmente el resultado de la integral B.1.2 y por

lo tanto el valor de la varianza o2, el cual es:

0l=a [1 — (b/al/ch/z)z} +b*/c =a—ab*/ac + b*/c

=a (B.2.14)
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B.3. Covarianza C,,

La covarianza C,, también puede expresarse en términos de los momentos my, (ec: 77).

El momento de la covarianza de X; y V; se define como:
mi = Cyy :/ / X} VW (X;, Vi) dX;dV; (B.3.1)

sustituyendo la expresion de W (X, V;) obtenemos la integral a resolver, la cual es:

/ / ! X Viexp {— (aX? — 20X;V; + V) /2 (ac — ) } dX;dV;
o0 J—o0 21 (ac — b2)"
(B.3.2)

de nuevo, la estrategia para resolver la integral anterior y obtener el valor de C,, sera
completar el cuadrado en el argumento de la exponencial y dividir en dos factores que

faciliten la integral.

Usamos el procedimiento descrito en el calculo de o2, con lo que el argumento dentro de

1— (%)1 (B.3.3)

Sustituyendo el resultado anterior en la integral, se tiene:

oo oo 1 AL b\’
Y B c a a a'2c?

Se separa en dos factores que faciliten la integral, obteniendo:

Y b\ [ 1 Ak

(B.3.5)
La integral que se resuelve primero es la de X; .Cuyo resultado se obtiene mediante la

la exponencial queda como:

1 b1t V2
_|:Xi_ V;} _|_V_l
C a

a

V2

ey
a

formula B.0.2 mostrada al inicio de este apendice.

[ fond -2 - [ [ man

[




B.3. COVARIANZA Cxvy 115

Se sustituye el resultado en la integral B.3.5 para resolver ahora la integral sobre la

variable V.

o0 V2 b 2 oV, [rel™?
262me] 2 1 7r
= B.3.8
|: CL2]{32 :| ( )

V()

La integral se ha resuelto usando la férmula para integral B.0.3 mostrada al inicio de
este apendice. Se simplifica sustituyendo los valores de k1 y k2 obteniendo finalmente la

covarianza de X; y V;.

— - 1/9
1 2 / o
17 b>mre
2ral/2cY2 [1—(1)/(11/201/2) ] 1 T
- 9 3
a2 1 ; 2 1 1 1— < b )2
2[1—(b/a'/2er2)] @ | o[1-(b/a'r2e2)7] altes
1/2 1/2
|: b2me
22n2ac¢|1—(b/a"/2cH2 2 :|
= il )| d (B.3.9)

] | |2 ()

brc2 [1 - (b/al/ch/Q)Q] | {7&3&3] Y2 [ 12
| 22720c? [1 - (b/a1/201/2)2} N

1/2
} (x244]”  (B.3.10)

(B.3.11)
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Abstract

A theory that describes in a realistic form a system of atoms under the effects of temperature
and pressure is presented. The theory departs from a Lagrangian of the Zwanzig type and
contains the main ingredients for describing a system of atoms immersed in a heat bath
that is also formed by atoms. The equations of motion are derived according to Lagrangian
mechanics. The application of statistical mechanics to describe the bulk effects greatly
reduces the complexity of the equations. The resultant equations of motion are of the
Langevin type with the viscosity and the temperature of the heat reservoir able to influence
the trajectories of the particles. The pressure effects are introduced mechanically by using a
container with an atomic structure immersed in the heat bath. The relevant variables that
determine the equation of state are included in the theory. The theory is illustrated by the
derivation of the equation of state for a system with 76 atoms confined inside of a 180-atom
fullerene-like cage that is immersed in fluid forming the head bath at a temperature of 350 K
and with the friction coefficient of 3.0 ps—!. The atoms are of the type believed to form the
cores of the Uranus and Neptune planets. The dynamic and the static pressures of the
confined system are varied in the 3 — 5 K Bar and 2 — 30 M Bar ranges, respectively. The
theory is consistent with the principles of thermodynamics and it is intrinsically ergodic, of
general use, and the first of its kind.
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