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Introduccion

. Qué sabemos de la exponenciacién cardinal? Por la idempotencia del producto (y la suma)
cardinal de un cardinal infinito, las operaciones de suma y producto cardinal se trivializan, pero,
en el caso de la exponenciacién, la historia es bastante distinta. Uno de los problemas que se re-
laciona intimamente con tal problema es la famosa Hip6tesis Generalizada del Continuo (HGC),
asi como la Hipétesis del Cardinal Singular (HCS). En el primer capitulo de esta tesis, vere-
mos algunos resultados bastante conocidos sobre exponenciacién cardinal, suponiendo primero la
axiomatica clasica de ZFE, para posteriormente ver algunos resultados asumiendo ambas hipdte-
sis, pues los resultados antes demostrados sélo bajo ZFE pueden reforzarse e incluso trivializarse
suponiendo alguna de las dos hipdtesis. Comenzamos dando algunas propiedades bastante cono-
cidas acerca de la cofinalidad de los ordinales y de los cardinales infinitos. Posteriormente damos
el teorema que mejor expresa las propiedades de la exponenciacién cardinal, desarrollada en la
menor cantidad de casos posibles, todavia sin suponer ningin axioma salvo la axiomaética clasica
de ZFE. Dedicamos la tltima seccién del primer capitulo a ver las consecuencias de suponer la
Hipotesis Generalizada del Continuo y cémo ésta afecta a la forma de exponenciar cardinales
primeramente con base finita 2, importante dada su relacién con la potencia de un conjunto y, de
hecho, la tnica necesaria en el caso de bases finitas, para posteriormente ver cémo se reduce la
exponenciacion entre dos cardnales infinitos. Por ultimo, veremos las consecuencias de suponer
ahora la Hipdtesis del Cardinal Singular respecto a la misma operacién.

En el segundo capitulo, daremos un repaso de las propiedades de los filtros e ideales, primero
vistos en un contexto general, para luego verlos en el contexto de los ordinales. Esto, con el fin
de definir lo que es un subconjunto cerrado y no acotado de un conjunto con un orden dado,
llamados en la literatura como subconjuntos clubs, para posteriormente definir los subconjuntos
estacionarios, que a su vez son la base para definir a un ideal de suma importancia. Ya con esa
herramienta correctamente desarrollada y profundizada, procederemos a probar dos teoremas,
debidos a Silver, los cuales nos permiten saber qué tanto se necesita pedir para que, bajo ciertas
condiciones, el hecho de que la Hipétesis Generalizada del Continuo o la del Cardinal Singular
se cumpla para todos los cardinales bajo un cierto cardinal, implique que se cumple para el
mismo cardinal. Con ese fin, daremos una serie de resultados relacionados directamente con el
concepto de familias casi ajenas de funciones, en el producto de los cardinales involucrados en la
prueba que buscamos, con el fin de dar estimaciones acerca del tamano de las exponenciaciones
de cardinales sobre los cuales tenemos las hipotesis de los dos teoremas de Silver.

Finalmente, en el tercer capitulo, intentaremos dar una generalizaciéon de uno de los teoremas
de Silver vistos en el capitulo 2. Con ese objetivo, primero daremos una introduccién a la
llamada Teoria de Ramsey, con el fin de concluir un teorema conocido como el Teorema de
Particién de Erdos-Rado, pasando por propiedades y construcciones de arboles cuyos elementos
sean conjuntos de ordinales. Posteriormente, retomaremos a los ideales, nuevamente vistos de
manera general y no solo como ideales sobre ordinales, para ver su uso cuando se consideran
relaciones definidas sobre sus respectivos conjuntos base, desarrollando un método para reducir
tales relaciones médulo el ideal, o, dicho de otra forma, dar una medida de qué tan pequenos son
los subconjuntos del conjunto base, respecto a la relacién y al ideal dado. Finalmente, y tomando
nuevamente las anteriores secciones como una herramienta, demostraremos los resultados que nos
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iv Introduccion

permitirdn probar a su vez la tan ansiada generalizacién del teorema de Silver. Esto concluird en
la prueba de la llamada Férmula de Galvin-Hajnal, donde nuevamente trataremos con funciones
casi ajenas cuyo tamano sea igual al tamano del cardinal que queremos estimar, y donde también
aplicaremos el ideal construido en el capitulo 2 con base en los subconjuntos estacionarios,
mostrando asi que son la herramienta fundamental sobre la cual se apoyan los resultados fuertes
del presente trabajo.

Para comprender la lectura del presente escrito, se recomienda tener conocimiento de los
temas desarrollados en los dos primeros cursos de Teoria de Conjuntos, mas especificamente,
haber profundizado en los conceptos y propiedades de los ordinales y los cardinales, y las ope-
raciones aritméticas entre los mismos. Ademds, ain cuando se presenta una introduccién a la
cofinalidad, es recomedable tener ya cierta experiencia con el concepto y las propiedades de la
misma. Por dltimo, es conveniente haber estudiado el comportamiento de los érdenes parciales
y, mas especificamente, de los drboles, cuyo uso es clave en el desarrollo del tercer capitulo.



Capitulo I
La Hipoétesis Generalizada del Continuo y sus
consecuencias en la Exponenciacion Cardinal

La exponenciacién cardinal, especialmente cuando involucra cardinales infinitos, es una ope-
racién muy importante en la Teoria de Conjuntos, ademés de ser muy importante en la historia
de las mismas. Uno de los enunciados mdas famosos de las matematicas es la Hipdtesis Ge-
neralizada del Continuo, denotada por HGC, la cual establece que para cualquier ordinal «,
Na+1 = 2N°‘ .

Como fue mencionado en la introduccién, en este capitulo veremos cémo la HGC afecta la
operaciéon de la exponenciacion cardinal. Para ello, primero daremos un repaso de un concepto
muy util para calcular dicha exponenciacién cuando sélo suponemos los axiomas clasicos de

ZFE.

1.1 | Cofinalidad

El concepto de cofinalidad surge para comparar la manera en la que termina el aspecto de
los ordinales.

Definicién 1.1 Sean « y B ordinales. Decimos que « es cofinal en B si y solo si existe una
funcion f:a — B de forma que para cada § € B existe v € « tal que 6 < f().

Directamente de la definicién, podemos deducir que cualquier ordinal es cofinal con él mismo.
Asi, el conjunto de ordinales cofinales a un ordinal fijo es no vacio, lo que nos permite dar la
definicién de cofinalidad.

Definicién 1.2 Sea o un ordinal. La cofinalidad de o, que se denota cf (), es el minimo ordinal
B tal que B es cofinal en «. En otras palabras, la cofinalidad de un ordinal o se define como

cf(a) = ﬂ{ﬁ : B es cofinal en «)}.

Recordaremos tres de las caracteristicas principales de la cofinalidad, para ello primero enun-
ciaremos otras propiedades sencillas de probar y que aparecen en [Ca]. Antes, vale la pena re-
cordar que un subconjunto A de un ordinal « es no acotado si para cada [ en « se tiene que
hay un v en A de tal forma que 8 < v y que una funcién con codominio « es no acotada en «
si su imagen es un subconjunto no acotado de a.

Lema 1.3 Sean « y B ordinales y f : a — B. Entonces f es mo acotada en B si y solo si

U fle] = 8.

Lema 1.4 Sean a un ordinal, § un ordinal limite y f : o — 3. Entonces fla] es no acotado en
B si y solo si f es testigo de que o es cofinal en [3.
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Lema 1.5 Sea a un ordinal y B un ordinal limite. Entonces a es cofinal en 3 si y sdlo existe
f:a— B tal que fla] es no acotado en 3.

Observacion 1

(i) El hecho de que en los iltimos dos lemas sea necesario suponer que (3 es un ordinal limite se
desprende de que la definicion de no acotado incluye una desigualdad estricta, a diferencia
de la desigualdad que aparece en la definicion de cofinal.

(it) El inico ordinal con cofinalidad 0 es justamente el 0, lo cual se sigue de que la imagen del
vacio bajo cualquier funcion es el vacio.

(i4i) Relacionado a los dos incisos anteriores, si consideramos § = a+ 1 un ordinal sucesor, la
funcion f : 1 — B dada por f(0) = « es cofinal en B, de donde tenemos que 1 es cofinal
en cualquier ordinal sucesor, y por el inciso anterior, podemos concluir que la cofinalidad
de cualquier ordinal sucesor es 1.

(i) Por lo dicho tras la definicidn de ser cofinal, obtenemos que, para cualquier ordinal (3,
cf(B) < B. Por el inciso anterior, sabemos que en el caso de los ordinales sucesores
distintos de 1, esta desigualdad es estricta, y para el caso del 0 y el 1 se da la igualdad. El
caso de los limites es de hecho mds complicado, como cabria esperar, pues habrd casos en
los que la igualdad se cumpla y otros en los que sea estricta, como veremos mds adelante.

(v) Si~y es un ordinal limite, por los lemas anteriores se tiene que ningin ordinal finito puede
ser cofinal en v, de aqui que w < cf (7).

Con estos lemas y observaciones en mente, ya podemos probar las tres propiedades principales
de la cofinalidad.

Lema 1.6 Sea 8 un ordinal cualquiera. Existe una funcion f : cf(8) — B tal que f es cofinal
y estrictamente creciente.

Demostracion Si § =0, la funcién vacia constituye un ejemplo de lo pedido. Por otro lado,
si B es un ordinal sucesor, por lo dicho en el tercer inciso de la observacion, también obtenemos
una funcién con las propiedades requeridas.

Supongamos pues que S es un ordinal limite.

Por la definicién, podemos considerar g : c¢f(8) — § cofinal. Por los lemas mencionados
anteriormente, se tiene que g[cf(8)] es no acotado en 8 y que |Jg[8] = B. Definimos, por
recursién transfinita la funcién f con dominio ¢f(3) dada por

f(y) == max{g(y), sup{f(6) +1:6 <~}}.

Primero probaremos que f : ¢f(8) — 8 por induccién sobre v € c¢f (). Sea~ € 3, por definicidn,
g(v) € By, por la hipétesis de induccién, para cada ¢ € v se tiene que f(¢) € 8, de donde,
como S es limite, para cada ¢ € v, f({) + 1 € 5. Supongamos entonces que el supremo de tales
sucesores no esta en B. Entonces, como cada elemento del conjunto si es un elemento de 3, se
tiene que sup{f(¢) +1:¢ € v} = B, pues es un ordinal contenido en 8 que no es su elemento.
Pero en ese caso f [,: v — S cumple que |J f [3 [7] = B. Por el lema 1.5, se tiene que 7 es
cofinal en 3, lo que contradice la minimalidad de ¢f(3). Concluimos entonces que tal supremo
sf estd en 8y, por tanto, por induccién, para cada v € c¢f(3), f(v) € B.
Ahora veamos que f efectivamente es cofinal en 3 y estrictamente creciente. Sea § € 3, como
g es cofinal en j3, existe v € c¢f(B) tal que § < g(v). Como por construccién de f se tiene que
9(7) < f(v), tenemos que § < f(y). Ahora bien, sean 7, ¢ € cf(3) y supongamos, sin pérdida de
la generalidad, que v < §, entonces tenemos que f(v) < f(y) +1 < f(§). Concluimos entonces
que f es la funcién buscada.
_{



1.1 | Cofinalidad 3

Las funciones cofinales y estrictamente crecientes también determinan la cofinalidad de los
ordinales de la siguiente manera.

Lema 1.7 Sean « y B ordinales tales que existe f : a — B cofinal y estrictamente creciente,

entonces cf(a) = cf(B).

Demostraciéon Sea f la funcién mencionada en las hipétesis y sea g : ¢f(a) — a cofinal.
Se puede ver entonces que fog: cf(a) — (B es cofinal en 8, de donde podemos concluir que
cf(B) < cf(a).

Ahora sea h : cf() — B cofinal. Para cada v € /3, se tiene que {6 € o : h(y) < f(0)} # @
pues h(y) € By f es cofinal y estrictamente creciente. Asi, podemos definir m : cf(8) — «
de forma que si ¢ € ¢f(8), entonces m(¢) := min{d € a : h(¢) < f(8)}. Afirmamos que m es
cofinal en a.

En efecto, sea n € «, entonces tenemos que f(n) € Sy, como h es cofinal en 3, existe
e € cf(B) tal que f(n) < h(e). Consideremos entonces m(e), por la definicién, se tiene que
f(n) < h(e) < f(m(e)) y, por tanto, que f(n) < f(m(e)). Aseguramos que entonces 7 < m(e).
Supongamos que, por el contrario, m(e) < 1, como f es estrictamente creciente, se tiene entonces
que f(m(e)) < f(n) contradiciendo las desigualdades anteriores. Concluimos entonces que n <
m(e), de donde m es cofinal en a. por lo tanto, c¢f(«) < ¢f(B) y concluimos que cf(a) = cf(5).

#

Un corolario muy 1til del lema anterior es el siguiente.

Corolario 1.8 Sean a y v ordinales. Si existe {f; : i < v} una sucesién no decreciente de
ordinales en o tal que | J{B: : i < v} = «, entonces cf(y) = cf(a).

Por ultimo, veremos la propiedad més importante de la cofinalidad, pero esta vez pensada
va en el ambito de los cardinales. De hecho, en la literatura muchas veces ésta es la definicién
de cofinalidad de un cardinal.

Teorema 1.9 Sea k un cardinal infinito. La cofinalidad de  es el menor cardinal \ tal que &
puede escribirse como la union de A subconjuntos de k, cada uno de cardinalidad menor a k.

Demostracién Primero veamos que cf(x) es un cardinal. Por definicién, ¢f(x) es un ordinal.
Ahora bien, si ¢f(k) no fuera un cardinal, existe un ordinal 6 < ¢f(k) tal que 0 es equipotente
con cf(k), pero entonces, componiendo la biyeccién con la funcién cofinal de cf (k) en &, ob-
tendriamos que ¢ es cofinal en &, lo cual contradice la minimalidad de ¢f (k). Por lo tanto, ¢f (k)
es un cardinal. Ahora veamos que existe una familia de ¢f(k) subconjuntos con cardinalidad
menor a k cuya unién es k. Sea f : ¢f(k) — & cofinal. Entonces se tiene que | f[cf(k)] = k. De-
finimos, para cada ¢ € k el conjunto S¢ = f((), entonces tenemos que f(¢) C &, que |f({)| < &
yque | J{f(¢): ¢ <cf(k)} =U flef (k)] = k, de donde queda probada la existencia de la familia
de subconjuntos buscada.

Ahora supongamos que existe tal familia de conjuntos para cierto cardinal . Si se tiene que
k < ), entonces, por observaciones previas, cf (k) < A. Asi, podemos suponer que A\ < k.

En ese caso, se tiene que

n:’U{SC:C<)\}‘ < 3 IScl = A supf{|Se] : ¢ <A} < Ak = .
C<A

Concluimos que sup{|S¢| : { < A} = k. Definimos entonces f : A — k de manera que si
¢ < A, entonces f(() = |S¢| v, por la igualdad arriba obtenida, se tiene que |J f[A] = U{|S¢| :
¢ < A} =k, y se concluye que cf (k) < A.

_{
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Ejemplo 1 Considérese el cardinal X, y la funcién f:w — R, dada por f(n) =N,,. Entonces
se tiene que f es cofinal en R, de donde se tiene que cf(RX,) = w. Por tanto, ain entre los
cardinales infinitos, existen algunos cuya cofinalidad es estrictamente menor al mismo cardinal.
Lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.10 Un cardinal k es regular si y sélo si cf (k) = k. En caso contrario, k serd lla-
mado cardinal singular.

Por la observacion anterior, sabemos que efectivamente existen cardinales infinitos singulares,
y en la siguiente proposicién veremos que hay una clase de cardinales infinitos que son regulares.

Proposicion 1.11 Todo cardinal infinito sucesor es regular.

Demostracién Sea x un cardinal sucesor infinito, entonces existe un cardinal infinito A tal
que kK = AT. Supongamos entonces que cf(r) < k, entonces cf(x) < Ay, por la prueba del lema
anterior, podemos hallar una familia de cardinales {n; : { < A} cada uno menor que & tal que

K=Y <Y A< A A=A

¢<A ¢<A

lo cual es una contradicciéon. Concluimos entonces que x es regular.
_{
Con esto concluimos nuestra revisién de los resultados mas importantes de la cofinalidad de
los ordinales.

1.2 | Exponenciacién cardinal sin HGC

El teorema principal acerca de la exponenciacién cardinal, sin suponer ningtin axioma adi-
cional a la teoria de ZFE es el siguiente.

Teorema 1.12 (Teorema de Exponenciacién) Sea A un cardinal infinito. Para cada cardi-
nal infinito K, el valor de k* se calcula de la forma siquiente:

(i) Si k <\, entonces K™ = 2*.
(ii) Si eviste p < k tal que k < p’, entonces K = .

(iii) Si para toda p < Kk se tiene que p* < Kk y A < cf(k), entonces K =

K.
(iv) Si para toda pu < K se tiene que pu* < k y cf(k) < X < K, entonces k™ = k()

Para ver su prueba, repasaremos algunas otras propiedades de la exponenciacién cardinal, y
veremos la llamada funcién del continuo, relacionada directamente con la HGC.

Teorema 1.13 Sea k un cardinal infinito. Se cumplen las siguientes propiedades
(i) K <cf(27),

(ii) k < kT y

(iii) 28 = (2<%)F () donde 2<% = sup{2* : \ < K}.

Demostracion Sea s un cardinal infinito.
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(i) Supongamos que c¢f(2") < k, entonces, por el teorema 1.9, podemos hallar una familia
de cardinales {)\, : a < ¢f(2")} tal que cada )\, es menor que 2% y cuya suma es 2~.
Entonces se tiene que 28 = > A\, < [[ 2¢ = 27¢f(2") = 2% donde la primer

a<cf(2%) a<cf(2%)
desigualdad es valida por el teorema de Koénig y la condicién sobre los cardinales A, y la
dltima igualdad por la suposicién inicial y porque k es cardinal infinito. Pero esto es una
clara contradiccién. Por lo que & < ¢f(27).

(ii) Nuevamente, por el teorema 1.9, tenemos que existe {kq : @ < ¢f(x)} familia de cardinales,
cada uno menor que £ tal que su suma es k.

Entonces tenemos que £ = X{rq : @ < cf(k)} < [ Ko < &), de donde se obtiene
a<cf(k)

que Kk < k),

(iii) Para cada A <  se tiene que 2* < 2%, de donde (2<%)¢/(r) < 2ref (k) — or

Por otra parte, utilizando la familia mencionada en el primer inciso, tenemos que xk =
Y{ka :a < cf(k)}, de donde

9K — 2E{na:a<cf(m)} _ H Q< H 9<Kr _— (2<H)Cf(f€).

a<cf(k) a<cf(k)

Por lo tanto, al tener ambas desigualdades, podemos concluir que 2% = (2<#%)¢f (k).

_{

Antes de continuar nuestra exposicién de propiedades y lemas previos a la prueba del teo-

rema de exponenciaciéon enunciado al inicio de la seccién, veremos una definicién intimamente
relacionada con la Hipdtesis Generalizada del Continuo.

Definicién 1.14 Al funcional con dominio en los cardinales tal que a cada cardinal k, le asocia
el cardinal 2% lo llamaremos el funcional del continuo.

Con esta definicién, podemos dar un sencillo corolario al teorema anterior.

Corolario 1.15 Si k es un cardinal singular y existe un cardinal X tal que el funcional del
continuo restringido a k es eventualmente constante estaciondndose en A, es decir, que existe
v < K tal que para cada n > v con n < Kk se cumple que 27 = )\, entonces 2" = \.

Demostracion Como & es singular, sea p cardinal tal que c¢f(k) < p < Ky 2<F = X = 2¥,
Entonces, por el tercer inciso del teorema anterior

2% = (257)(9) = ()T () = grel (9) = g =

lo que concluye la demostracion.

Observacién 2

(i) Con ayuda del primer inciso del teorema 1.13, podemos obtener cardinales que NO pueden
ser iguales a 280, o saber, cualquier ordinal de cofinalidad numerable.

(i) De un modo mds general, podemos concluir que, dado k un cardinal cualquiera, ningin
cardinal A con cofinalidad no mayor a k puede ser igual a 2°.

(iii) Para el caso de un cardinal sucesor k = X\, del tercer inciso del teorema 1.13 se sigue
fdcilmente, del hecho de que 2<% = 2*, puesto que en ese caso (2<%)/(®) = (2\)r = 2%,
donde la seqgunda igualdad es vdlida dado que k es cardinal sucesor y podemos aplicar la
proposicion 1.11.
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Continuando con la discusién del tercer inciso de la observacién previa, en el caso de consi-
derar como base de la exponenciacién a un cardinal sucesor, podemos enunciar y demostrar una
férmula recursiva para el calculo de esta exponenciacién, conocida como férmula de Hausdorff.
Para ello, probamos primero un lema.

Lema 1.16 Sea k un cardinal infinito y A < cf (k). Entonces *x = J{*v : v € k}.

Demostracién Como para cada v € k se tiene que v C &, cualquier funcién f elemento de
Ay puede verse como una funcién con dominio A y codominio k.

Ahora, dada f una funcién en *k, como A < cf(k), se tiene que la funcién f es acotada, es
decir, existe v € k tal que f[\] C v, de donde podemos ver a f como una funcién con dominio
A y codominio . Asi, concluimos que f € J{*v: v € k}.

_{

Teorema 1.17 (Férmula de Hausdorff) Sean x un cardinal mayor a 1 y A\ un cardinal in-
finito. Se tiene que (kT)* = K kT,
Demostracién Partimos en casos, los cuales surgen de la comparacién entre K y A.

Si se tiene que kT < A, entonces, del hecho de que 2 < kK < kT <\ < 22X podemos obtener
que 2% < kN < (k)N < AN < (2M)A = 2). Asi, obtenemos que tanto £* como (kT)* son 24, y
como kT < )\ < 2% obtenemos que (kT)* = 2* = K k.

Por otro lado, en el caso en el que A < kT, probaremos la doble desigualdad para concluir
la férmula dada.

Por la proposicién 1.11, sabemos que c¢f(xT) = xT y, por el lema anterior, dado que A <
cf (), wh =U{Py v e nt) Asi,

(kD= kT = |U{/\'y cyerTY <My T =Sy iy e rTY.

Pero como dado v € % se tiene que |y| < s, para cada vy € x, |y|* < x*. Por tanto, el tltimo
miembro de la igualdad previa es menor o igual a L{x* : v € k*T} = K k.
Por otra parte, como x < x*, se tiene que k* < (k) y, como x* < (k)*, podemos concluir
que K kT < (k1) (kT)* = (k1) 1o que concluye la prueba de la férmula.
#

Podemos reducir notacién utilizando la siguiente definicién:

Definicién 1.18 Sea k un cardinal infinito. Definimos el funcional gimel para x, denotado
como I(k), como el cardinal k%),

Respecto a cardinales finitos utilizados como base de la exponenciacién, el mas importante
(y de hecho el tnico necesario) es el que nos lleva a calcular el cardinal de la potencia, es decir,
el 2, del cual también podemos enunciar un pequeno teorema sélo utilizando los axiomas usuales
de la Teoria de Conjuntos.

Teorema 1.19 Sea x un cardinal infinito.
(i) Si k es un cardinal sucesor, entonces 2% = 1(k).

(ii) Si k es un cardinal limite y la funcidn del continuo es eventualmente constante bajo k,
entonces 2 = 2<F,

(iti) Si kK es un cardinal limite y la funcion del continuo bajo Kk no es eventualmente constante,
entonces se tiene que 2" = J(2<%)

Demostraciéon
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(i) Como k es un cardinal sucesor, entonces en particular es regular, es decir, cf(k) = K, y
como 2" = k", obtenemos la igualdad deseada.

(ii) Por el corolario 1.15, sabemos que 2% = p, donde p es la constante dada por la hipdtesis.
Pero, en ese caso, 2<" = u, de donde se sigue lo pedido.

(iii) Como el funcional del continuo no es eventualmente constante bajo r, se tiene que 2<%
es el supremo de una sucesién estrictamente creciente de ordinales, en otras palabras, la
funcién f : k — 2<% definida como f(\) = 2* es cofinal y estrictamente creciente en 2<*.
Asi, por el lema 1.7, obtenemos que cf (k) = ¢f(2<") y, por tanto, por el tercer inciso del
teorema 1.13, se obtiene la igualdad pedida.

_{
Antes de finalmente probar el teorema principal de la seccién, probaremos otro lema, esta
vez relacionado a otro tipo de cardinal, parecido al ya definido 2<%.

Lema 1.20 Si k es un cardinal limite y cf (k) < A, entonces £ = ((< £)*)*/%) | donde (< k)*
se define como sup{p® : p < K}.

Demostraciéon Sea {x; : ¢ < cf(x)} una familia de cardinales, cada uno menor que &,
tal que k = X{k; : © < ¢f(k)}. Sin pérdida de la generalidad, supongamos que cada miembro
de la familia es mayor a 1, entonces se tiene que Y. x; < [[ &; v, por tanto, que KN <

i<cf(k) i<cf(k)
(I mP= I W< II (<A =(<ANFE < ()0 = el = o Asi, s0
i<cf(k) i<cf(k) i<cf(k)
concluye la demostracién, pues el primer y el ultimo miembro de la serie de desigualdades es

K .

#
Con todas estas propiedades en mente, finalmente estaremos listos para dar una prueba del
teorema enunciado al inicio de la seccién.

Teorema [Teorema de Exponenciacién] Sea A un cardinal infinito. Para cada cardinal
infinito &, el valor de k* se calcula de la forma siguiente:

(i) Si x < A, entonces k* = 2.

(i) Si existe u < & tal que k < p*, entonces K* = p?.

)
)

(iii) Si para toda pu < k se tiene que u)‘ < Ky A<cf(k), entonces K = k.
)

(iv) Si para toda u < & se tiene que p* < Kk y cf (k) < A < k, entonces k* = K (%),

Demostraciéon

(i) Se sigue del inicio de la prueba de la férmula de Hausdorff, omitiendo la existencia de ™
en las desigualdades.

(ii) Como p < k < p?, se tiene que p* < k* < (uM)* = p?, de donde p* = .

(iii) Primero observemos que, si k es cardinal sucesor, entonces es regular, de donde el hecho de
que £ > A, implica ya que A < cf(x). Asi, si suponemos que x = vT, entonces, aplicando
la férmula de Hausdorff, k = v+ < (vH)* = v*v+ < kk = Kk, donde la tiltima desigualdad
es valida, pues v < k y aplicamos la hipdtesis. Como nuevamente los extremos de la serie
de desigualdades son iguales, se concluye lo pedido.
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Ahora supongamos que k es cardinal limite y que A < ¢f(k), entonces, por el lema 1.16,
podemos concluir que k* = || J{ o : a € k}| < Z{|a]* 1 a € k} = sup{|a* 1 a € K}k <
kk = K, donde la ultima desigualdad es véalida por la hipétesis y porque para cada o € K
se tiene que |a| < k. Por tanto, como ya se tiene que x < k*, se sigue la igualdad deseada.

(iv) Ahora supongamos lo mismo que en el inciso anterior, salvo el hecho de que esta vez
cf(k) < ), entonces necesariamente & es cardinal limite. Asi, por el lema anterior xk* =
(< p)MFE) < gef) < kA donde se aplica la hipdtesis para obtener la pentltima
desigualdad. Concluimos entonces que x* = £/ (%),

_{
Con ayuda del funcional 1, podemos obtener una forma mds compacta y concisa del teorema
ya probado.

Corolario 1.21 Para cualesquiera cardinales infinitos k y X, k™ es 2*, o &, o I(u) para algin
w tal que cf (u) < X < p.

Demostracién Sean  y A cardinales infinitos y supongamos que x* # 2* y k* # k, entonces
nos encontramos en los casos (ii) y (iv) del Teorema de Exponenciacién. En el caso (iv) se tiene
que & cumple que cf(k) <\ < Ky K = kT = I(k).

Entonces supongamos que nos encontramos en el caso (ii), y sea p el menor cardinal tal que
= kM. Sip < A\ entonces se tiene que p* = 2*, de donde x* = 2*, contradiciendo la hipétesis.
Por tanto, tenemos que A < p.

Por otro lado, si existe n < p tal que u < n*, por el inciso (ii) del mismo teorema, tendremos
que p* = n*, de donde k* = n* con n < pu, contradiciendo la minimalidad de p. Podemos
entonces concluir que se cumplen las 2 condiciones de los incisos (iii) y (iv) del Teorema 1.12.
Asi, si suponemos ahora que A < cf(u), entonces tendremos que u* = p y, por tanto, k < k* =
p* = p < K, lo cual es una contradiccién. Entonces se concluye que cf(u) < A < u y, por el
inciso (iv) del teorema anterior, se concluye que p* = p¢/W) = I(p).

_{

La importancia de suponer la Hipotesis Generalizada del Continuo, radica en que la ex-
ponenciacion cardinal se vuelve una operacién mucho mas facil de calcular, como veremos en
la siguiente seccién. También veremos otro importante enunciado de la Teoria de Conjuntos
relacionado con la exponenciacién cardinal.

1.3 | La Hipétesis Generalizada del Continuo

Como ya se ha mencionado anteriormente, la HGC permite reducir bastante los cédlculos a
la hora de realizar exponenciaciones cardinales, antes de ver tales reducciones, veremos algunos
conceptos que se relacionan directamente con la propiedad que posiblemente pueden tener ciertos
cardinales respecto a su exponenciacion por cardinales mas pequenos que los mismos, y veremos
como esas definiciones se reducen a ser equivalentes al suponer HGC.

Comenzamos dando algunas definiciones de los cardinales, que son los primeros o mas pe-
quenos, por decirlo de algiin modo, entre los llamados cardinales grandes.

Definicién 1.22 Un cardinal k es llamado limite fuerte si para cada \ < k se tiene que 2* < k.

Observacion 3

(i) Directamente de la definicion se desprende que cualquier cardinal fuerte es infinito. Mds
atn, si k es un cardinal sucesor, digamos £ = AT, entonces se tiene que k < 2, de donde
obtenemos que cualquier cardinal limite fuerte es un cardinal limite.
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(i1) Recordando la definicién del cardinal 2<%, se puede ver que si k es un cardinal limite fuerte,
2<F < k.

(iii) El primer ejemplo de un cardinal limite fuerte es w, puesto que, para cada n € w se tiene
que 2" también es finito.

iw) Como bajo HGC se tiene que para cualquier k cardinal infinito kt = 2%, bajo HGC todo
] que p q ; 0aj
cardinal limite es cardinal limite fuerte.

En la definicién de cardinal limite fuerte se tiene que la base para la exponenciacién es el 2,
sin embargo, en la siguiente proposicion, veremos que eso basta para tener que la desigualdad sea
valida tomando como base a cualquier cardinal menor que el cardinal limite fuerte en cuestion.

Proposicion 1.23 Si k es un cardinal limite fuerte, entonces para cualesquiera cardinales \ y
v menores que K, se tiene que \¥ < K.

Demostraciéon Sean A y v cardinales menores a x. Por el corolario 1.21, hay tres posibles
valores para el cardinal \”.

Si AY = 2%, como k es un limite fuerte, se tiene que \¥ = 2¥ < k.

Si A¥ = A, por la hipétesis tenemos que \¥ < k.

Por 1iltimo, si nos encontramos en el tercer caso, hay u tal que \¥ = I(u) y cf (n) < v < p.
Por la prueba del corolario, sabemos que nos encontramos en alguno de los casos de los incisos
(ii) y (iv) del Teorema de Exponenciacién. En el caso del inciso (ii), se tiene que la p hallada
cumple que < A, de donde A = J(p) = pf ) < 20 < 2} y, como & es un limite fuerte, 2* < k.
Por otro lado, si nos encontramos en el caso del inciso (iv), entonces \¥ = J(\) = AF(V) < 22
que vuelve a ser menor que K.

En los tres casos dados por el corolario, obtenemos que \” < k, como se queria demostrar.

_{

Con esta proposicién, podemos darnos cuenta de qué tan grande debe ser un cardinal para
ser limite fuerte, puesto que no es posible obtenerlo o bien superarlo mediante la exponenciacién
de los cardinales menores a él. Sin embargo, no es muy dificil hallarlos, de hecho, para cada
cardinal x, podemos construir recursivamente un cardinal limite fuerte mayor a él, considerando
el supremo de la sucesién numerable definida como kg = k y, suponiendo definido k,,, definimos
a Kg(n) como 27", Dicho supremo es un cardinal limite fuerte de cofinalidad numerable.

De hecho, en este contexto, procedemos a recordar una jerarquia de cardinales que a su vez
también estd intimamente relacionada con la Hipdtesis Generalizada del Continuo.

Definicién 1.24 Definimos el funcional 2 (beth) sobre el conjunto de ordinales del siguiente
modo

1. Jo = N,

2. Jag1 =27y,

3.3, =sup{3ds : 6 € v}, siy es ordinal limite.
Observacién 4

(i) Con la definicion del funcional 3, se puede ver que la Hipdtesis Generalizada del Continuo
es equivalente a que para cualquier ordinal o, se cumpla la igualdad R, = Ja.

(#i) Directamente de la definicion del funcional 3 se puede ver también que, para cualquier
ordinal limite «y, el cardinal 3 es un cardinal limite fuerte.

Antes de proceder a definir los primeros cardinales grandes, veremos una ultima proposicién
que relaciona a los cardinales limites fuertes con el funcional J.
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Proposicién 1.25 Si k es un cardinal limite fuerte, entonces I(k) = 2°.

Demostracién Como x < 2%, xf(®) < (2%)ef(r) = gref(r) — 9% de donde obtenemos que
(k) < 2%

Para obtener la desigualdad contraria consideramos los casos para s entre ser un cardinal
singular y uno regular.

Primero, si suponemos que x es regular, entonces k = cf(x), de donde J(k) = k" = 2",

Ahora supongamos que k es singular. Por el inciso (iii) del Teorema 1.13, sabemos que
2% = (2<%)°f(%) v como & es limite fuerte, sabemos que 2<% < x. Asi, 2% < k/(¥) = J(k). Por
lo tanto, si k es un cardinal limite fuerte, J(x) = 2"~.

_{
Tomando la anterior proposicién como base, podemos definir lo siguiente.

Definicién 1.26 Un cardinal es débilmente inaccesible si y sélo si es no numerable, reqular y
limite. Un cardinal es fuertemente inaccesible, o simplemente inaccesible, si es no numerable,
reqular y limite fuerte.

Observacion 5

(i) Como cualquier cardinal limite fuerte es cardinal limite, todo cardinal inaccesible es débil-
mente inaccesible y, bajo HGC, el reciproco también se cumple.

(ii) El nombre inaccesible hace referencia al hecho de que no es posible obtener tal cardinal
mediante la aplicacion de operaciones conjuntistas a cardinales menores.

(#ii) Salvo por el hecho de ser numerable, w cumple todas las condiciones de ser un cardinal
inaccesible. Un hecho conocido es que la existencia de tales cardinales, tanto débilmente
inaccesibles como fuertemente inaccesibles, probaria que la teoria ZFE demostraria su pro-
pia consistencia, lo cual es imposible si ZFE es consistente. Por otro lado, y en relacion al
hecho de que w cumple casi todas las caracteristicas de ser cualquiera de esos dos tipos de
cardinales, recordemos que, para probar la existencia de w se incluyd un axioma especifico,
el axioma de infinito. Lo que implica suponer la existencia o no existencia de tales cardi-
nales es parte de un tema distinto al tema que ocupa a este trabajo, sin embargo, puede
consultarse en [Jel] y en [Ku].

Habiendo visto ya algunas consecuencias de suponer la HGC, procedemos ahora a probar
un teorema parecido al Teorema de Exponenciacién, pero esta vez suponiendo la Hipdtesis
Generalizada del Continuo.

Teorema 1.27 (HGC) Sean r y A cardinales infinitos.
(i) Si k < A, entonces k™ = AT.
(i) Sicf(k) <\ < kK, entonces k* = k.

(iii) Si A < cf(k), entonces K™ = k.

Demostracién

(i) Supongamos que k < A. Como k es infinito, se tiene en particular que 2 < x, de donde
A < 22 < g*. Por tanto, AT < k*. Por otra parte, como k < X, obtenemos que £* < A\
Como A es infinito y estamos suponiendo HGC, A = 2* = A*. Concluimos que A\t = .

(ii) Supongamos que cf(x) < A < k. Entonces x/(®) < kg < g% = 2% = g+, donde aplicamos
HGC en la dltima igualdad. Asi, k* < k.

Por otro lado, k < k°/(*) < k* y, consideramos una familia {\, : @ < cf(x)} de cardinales
menores que k cuya suma es k. Entonces, por el teorema de Konig, tenemos que k =
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Yo :a<cf(k)}< I &=r7" de donde obtenemos que x < x°/(*). Por tanto,
a<cf(k)

que kT < k(¥ Al tener ambas desigualdades, obtenemos la igualdad deseada.

(iii) Supongamos que A < ¢f (k). Como cf(x) < c¢f(k) < &, aplicando el inciso anterior, £/ (*) =
kt. Asi, k < K < k) = g+ Ahora, por el lema 1.16, como A < cf(k),

KA = |/\”’ = ’U{AW Ty € ﬁ}‘ < sup{|*y| : v € K} - k.

Dado 7 € & se tiene que M| = [y|* < max{|y|, \}me=ihlAl = gmaz{lvlA} o cual por
HGC es igual a maz{|y[,\}*. Como v € k y A < cf(k) < K, maz{|y[,\}T < k. Asi,
sup{|*y| : v € k} - K es menor a kk = K, lo que concluye la demostracién.

_{
Con lo anterior podemos percatarnos de que la HGC simplifica enormemente a la exponen-

ciacién cardinal. Asi, la importancia de aceptarla o no aceptarla como vélida se ve influenciada
por los intereses posteriores que se persigan.

1.4 | La Hipétesis del Cardinal Singular

Otro enunciado ademaés de la HGC que es importante en el estudio de la exponenciacién
cardinal es la llamada Hipdtesis del Cardinal Singular.

Definicién 1.28 La Hipdtesis del Cardinal Singular (HCS) establece que para cada cardinal

infinito k, si k es singular y 27 < K, entonces k(%) = .

Observacion 6

(i) Por el teorema anterior, bajo HGC, para cf(k) < \ < k, se tiene que k™ = k+. Asi, HGC
implica HCS.

(ii) Si k es un cardinal infinito tal que k < 2¢7(%) | entonces k¢f(F) < (2¢F(R))ef (k) = gef(r) 4,
como 2¢/(®) < /icf(“), se tiene que kel (8) = gef(w)

(iii) Sik es un cardinal infinito cualquiera, por el sequndo inciso del teorema 1.18 sabemos que
k< k) de donde una desigualdad que siempre se cumple en ZFE es que kT < k¢ (%),

Anélogamente a como hicimos con la Hipétesis Generalizada del Continuo, podemos enunciar
un teorema de exponenciacion cardinal suponiendo la Hipétesis del Cardinal Singular, en el cual
veremos que la exponenciacién estd determinada por el funcional del continuo restringido a
algun cardinal.

Teorema 1.29 Sea k un cardinal singular.
(i) Si el funcional del continuo restringido a k es eventualmente constante, entonces 2% = 2<%,
(i) (HCS) En otro caso, se tiene que 2% = (2<F)T,

Demostracién Sea x un cardinal singular.

(i) Se cumple por el corolario 1.15 acerca de la exponenciacién con base 2.
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(ii) Supongamos que el funcional del continuo restringido a x no es eventualmente constante.
Por el tercer inciso del teorema 1.13, se tiene que 2" = (2<"‘)Cf("””). Por lo dicho en la prueba
del tercer inciso del Teorema 1.19, sabemos que cf(k) = cf(2<%), entonces 2¢/(2~") =
2¢f(5) " Como el funcional no es eventualmente constante y s es singular, se tiene que
2¢f(5) eg menor a 2<%, de donde el cardinal 2<% cumple las condiciones de la HipGtesis
del Cardinal Singular. Asf, 25 = (2<%)e/(®) = (2</)ef(2") — (2<)+ 1o que concluye la
demostracion.

_{
Habiendo probado ya un teorema de exponenciacién cuya base es el 2, procedemos a probar
una versién mas general cuya base de exponenciacién es cualquier cardinal infinito.

Teorema 1.30 Sean x y A cardinales infinitos.
(i) Sik <27, g* =27,

(i) Si2* <k y A < cf(k), kK = k.

(iii) (HCS) Si2* < k y cf(k) <\, > = kT,

Demostracién Sean k y A cardinales infinitos. Si x < 2*, por el teorema de exponenciacién,
k= 2*. Supongamos entonces que 2* < k. Procedemos por induccién sobre . Si k es un
cardinal sucesor, entonces existe v tal que vT = k, de donde, por la férmula de Hausdorff, se
tiene que x* = (vT)* = vtA. Por la hipétesis de induccién, se tiene que v* € {2*,v,v1}, de
donde v* < k y concluimos que k* = v* = k. Como & es regular, no es posible cumplir las
hipétesis del tercer inciso, por lo que en este caso se cumple el segundo inciso de la proposicién.

Supongamos que x es un cardinal limite. Por la hipdtesis de induccién se sigue cumpliendo
que, para cada v < &, v» € {v,2*,vT}. Asi, para cada v < k, v* < k. Por el teorema de
exponenciacién, si A < cf(k), entonces k* = k. Y si cf (k) < A, & = k) y como ¢f(k) < \ <
2 < Kk, Kk necesariamente es singular y 2¢/(%) < 2* < k. de donde x cumple las hipétesis de la
HCS. Por tanto, /(%) = kT, de donde k* = k™.

_{

Con la discusion anterior, queda claro que ambas Hipédtesis, HGC y HCS reducen el calculo
de la exponenciacién a cardinales que sélo tienen que ver con los cardinales involucrados, en
cambio, si sélo suponemos ZFE, aparece un caso en el que obtenemos la existencia de un cardinal
indeterminado evaluado en el funcional J y dicho cardinal no necesariamente es uno de los
involucrados.

Podemos darnos cuenta de la fuerza de tales Hipdtesis con los resultados mostrados aqui, sin
embargo, una pregunta interesante es qué tanto usamos de la fuerza de tales hipdtesis en cada
proposicién del capitulo. Mds atn, es interesante explorar si es posible debilitar estas hipdtesis
para obtener los mismos resultados. Los teoremas de Silver dan luz a estas preguntas, y en
el siguiente capitulo construiremos las herramientas necesarias para dar una prueba de tales
teoremas, uno por cada una de las grandes hipdtesis presentadas en este capitulo.
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Conjuntos estacionarios y dos teoremas de Silver

Como fue mencionado en la introduccién, mediante la suposicién de que se cumplen HGC
o HCS, se pueden reforzar algunos resultados acerca de la exponenciacién cardinal e incluso,
en el caso de la HGC, trivializar algunos otros. Sin embargo, es interesante explorar qué tanto
se puede decir de tales resultados partiendo tnicamente de los axiomas de ZFE. Para ello,
necesitaremos una herramienta especial, los conjuntos estacionarios, asi como los subconjuntos
cerrados y acotados, primeramente pensados como subconjuntos de un ordinal.

Describiremos algunas propiedades de ambos tipos de conjuntos en esta seccion. Previamente,
y debido a que con tales tipos de conjuntos pueden construirse filtros e ideales sobre ordinales,
recordaremos algunas propiedades de los mismos.

2.1 | Filtros e ideales

Definicién 2.1 Sea X un conjunto no vacio y F una familia de subconjuntos de X. Si F' cumple
que:

(i) XeFyo¢F,
(#) la interseccion de cualesquiera dos elementos de F estd en F,

(iii) todo subconjunto de X que contenga a un elemento de F es a su vez elemento de F, es
decir, s1Y C X y existe Z € F tal que Z CY entonces Y € F,

decimos que F es un filtro en el conjunto X. Si ademds se cumple que F es maximal en el
conjunto de los filtros en X, decimos que F es un ultrafiltro en X.
De manera dual, si I es una familia de subconjuntos de X tal que:

(i) gelyX¢l,
(#) la unidn de cualesquiera dos elementos de I estd en I,
(iii) cualquier subconjunto de un elemento de I es a su vez un elemento de I,

decimos que I es un ideal en el conjunto X. Andlogo al caso de los filtros, si se cumple que I
es maximal en el conjunto de los ideales en X, decimos que I es un ideal primo en X.

Observacion 7

(i) Dado cualquier conjunto no vacio X, los conjuntos F = {X} e I = {&} son los primeros
ejemplos de un filtro e ideal en X, respectivamente.

13
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(i) Por induccion se puede demostrar que si F' es un filtro en un conjunto no vacio A, la
seqgunda condicion implica que las intersecciones finitas de elementos de F son también
elementos de F'. En particular, cualquier interseccion finita de elementos de F debe ser no
vacia por la primera condicion. Tal propiedad serd fundamental para construir filtros mds
adelante.

(iii) Andlogamente, si I es un ideal en un conjunto no vacio A, se tiene que I es cerrado bajo
uniones finitas de sus elementos, de donde ninguna union finita de elementos de I puede
ser el conjunto total A. De modo que tal propiedad serd la que mos permitird construir
ideales mds adelante.

Ademis del filtro mencionado en la observacion anterior, por cada elemento en un conjunto
no vacio podemos obtener un filtro. De hecho, veremos en la siguiente proposicién que podemos
obtener un ultrafiltro por cada elemento del conjunto.

Proposicion 2.2 Si A es un conjunto no vacio y a es un elemento de A, entonces el conjunto
(a) :={X C A:a€ X} es un ultrafiltro en A.

Demostracién San A un conjunto no vacio y a un elemento de A. Primero veamos que el
conjunto (a) es un filtro en A. Como claramente a € Ay A C A, A € (a), ademés, también es
claro que a ¢ &, de donde @ ¢ (a).

Ahora sean f y g elementos de (a), por definicién se tiene que a € f y a € g, de donde
a € fNgy, por tanto, fNg € (a).

Por tltimo, sean f un elemento de {a) y g un subconjunto de A tales que f C g. Por definicién
se tiene que a € f y, por tanto, a € g, de donde se tiene que g € (a). Como (a) cumple las tres
propiedades requeridas, concluimos que {(a) es un filtro en A.

Ahora veamos que (a) es un ultrafiltro en A; para ver esto, consideremos G un filtro en A
tal que (a) C G. Queremos ver que (a) = G, para lo cual basta ver que G C (a). Mostraremos
que todo elemento de G debe tener como elemento a su vez a a. En efecto, como claramente
{a} € {(a), si existiera g € G tal que a ¢ g se tendria que @ = {a} N g € G, contradiciendo que
G sea un filtro en A. Entonces todo elemento de G tiene a a como elemento. Por definicién de
(a), se tiene entonces que G C (a) y, por tanto, G = (a). Concluimos entonces que (a) es un
ultrafiltro en A.

_{

Justamente del hecho de que, dado un conjunto no vacio A y a € A, se tiene que {a} € (a), se
tiene la afirmacién dicha previamente de que dados a y b dos elementos distintos del conjunto A,
se tiene que los ultrafiltros (a) y (b) son distintos. Al ultrafiltro (a) en A se le llama el wultrafiltro
principal en A generado por {a}. Cualquier ultrafiltro en A que no sea principal es llamado
ultrafiltro libre.

La nocién de generado dada en el comentario anterior se generaliza para un subconjunto no
vacio de conjuntos de A de la siguiente forma.

Definicién 2.3 Sea A un conjunto no vacio y S C P (A) no vacio.

(i) Decimos que S tiene la propiedad de la interseccion finita si para cada s C S finito y no
vacio, se tiene que [ s # .

(ii) El generado de S es el conjunto {X C A :3s € [S]~“\ {2} (Ns C X)}, y lo denotamos
por (S).

De esta forma, el generado de un elemento a es de hecho una abreviacién del conjunto ({a}).
Como veremos en el siguiente teorema, dado A un conjunto no vacio, por cada subconjunto de
P (A) con la propiedad de la interseccién finita, podemos definir un filtro en A que contiene a
tal subconjunto, lo cual puede verse como una generalizacién de la construccién de (a); pues
claramente el conjunto {{a}} es un subconjunto de P (A) con la propiedad de la interseccién
finita.
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Teorema 2.4 Sea A un conjunto no vacio. Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Si S CP(A) tiene la propiedad de la interseccién finita, entonces (S) es el filtro C-menor
en A que contiene a S.

(ii) Sea U un filtro en A, son equivalentes:

a) U es un ultrafiltro en A,

b) para cualesquiera X yY subconjuntos de A tales que X UY € U, se tiene que X € U
oY eU,

c¢) para X subconjunto de A, se tiene que X € U 0 A\ X € U.

(#ii) SiI esun ideal en A y F es un filtro en A tales que INF = &, entonces existe un ultrafiltro
DenAtdque FCDyDNI=g2.

(iv) Si A es infinito y U es un ultrafiltro en A, entonces son equivalentes:

a) U es un ultrafiltro libre,
b) Fuo = {X CA:[A\X| <w} CU,

¢) U no tiene elementos finitos.

Demostracién

(i) Sea S C P (A) con la propiedad de la interseccién finita, entonces en particular S es no
vacfo. Primero veremos que (S) es un filtro en A. Como S es no vacio, se tiene que existe
s € S. Entonces claramente {s} es un subconjunto finito no vacio de S tal que ({s} C 4,
por lo tanto, A € (S). Ademas, dado B € (S) por definicién existe b € [S]*\ {@} tal que
(b C By, como S tiene la propiedad de la interseccién finita, se tiene que (b # &, de
donde B # &. Por lo anterior, concluimos que & ¢ (S).

Sean ahora f y g elementos de (S), entonces existen S; y S subconjuntos finitos de S
tales que [ S1 C f y []S2 C g. Entonces se tiene que S; U Ss es un subconjunto finito de
S tal que ((S1 U S2) € fNyg, de donde fNg e (S).

Por dltimo, sea B un subconjunto de A que contiene a un elemento C de (S), entonces
existe ¢ C S finito tal que (¢t C C, y como C C B, tenemos que (|t C By, por tanto,
B € (S). Entonces se cumple que (S) es un filtro en A.

Ahora sea F un filtro en A tal que S C F. Queremos ver que (S) C F. Sea pues f € (5),
entonces existe ¢ C S finito tal que ()t C f. Como S C F, ¢ es también un subconjunto
finito de F' y, por la segunda observacién posterior a la definicién de filtro e ideal, se tiene
que [t € F, de donde, por la tercera condicién de filtro, se tiene que f € F. Por tanto,
(S) es el filtro C-menor en A que contiene a S.

(ii) Sea U un filtro en A y supongamos primero que U es un ultrafiltro en A. Sean X y Y
subconjuntos de A tales que X UY € U y supongamos que X ¢ U. Hay que probar
entonces que Y € U. Probaremos primero que Y intersecta a todos los elementos de U.
Sea Z € U, si se tuviera que Z NY = &, entonces se tendria que Z C A\Y y, como U
es un filtro en A, tendriamos que A\'Y € U y, por tanto, (A\Y)N (X UY) € U. Pero
(A\Y)N(XUY)=XnN(A\Y) C X, de donde se obtiene que X € U, contradiciendo
nuestra suposicién inicial. Entonces Y intersecta a todos los elementos de U, de donde el
conjunto U U {Y'} tiene la propiedad de la interseccién finita. Por el inciso (i), tenemos
entonces que (U U{Y}) es un filtro en A que contiene a U. Como U es un ultrafiltro, se
sigue que ambos filtros son iguales y, por tanto, Y € U.

Ahora supongamos que U es un filtro en A tal que si cualesquiera dos subconjuntos de A
cumplen que su unién estd en U, entonces alguno de ellos estd en U, y sea X € P (A). Como
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(iii)

U es un filtro en A, tenemos que A € U vy, al ser X un subconjunto de A, A = XU (4 \ X),
de donde, por nuestra hipétesis, X e U 0o A\ X € U.

Por dltimo, supongamos que U es un filtro en A tal que, para cada subconjunto X de A,
se tiene que X € U 0 A\ X € U, veamos que U es un ultrafiltro en A. Sea entonces G un
filtro en A tal que U C G, y supongamos que existe f € G tal que f ¢ U. Por la hipétesis,
se tiene que A\ f € U y, por tanto, se tiene que @ = f N (A\ f) € G, contradiciendo que
G era un filtro en A. Por tanto, G C U, de donde U es un ultrafiltro en A, lo que concluye
las equivalencias requeridas.

Sean F' un filtro e I un ideal en A tales que F'N I = @&. Mostraremos primero que el
conjunto

F:'=FU{A\X:X eI}

tiene la propiedad de la interseccién finita. Sea C' C F’ finito no vacfo. Veamos los tres
casos posibles: C C F, o C C{A\X : X €I},o0CC FU{A\ X : X €I} e intersecta a
ambos uniendos.

Si C C F, como F es un filtro en A, tenemos que ((C # &, y, de hecho, sabemos que se
cumple que ((C € F.

SiC C{A\ X :X eI} entonces, suponiendo que C = {C; : i € s(n)} para alguna n € w,
se tiene que para cada i € s(n) existe I; € I tal que C; = A\ I;. Como [ es un ideal en A,
se tiene que | J{I; : i € s(n)} € I, de donde

NC=(WCi:iesm}=A\J{Lisices(n)}e{A\X: X eI}

Como A ¢ I, al ser I un ideal en A, se tiene que & ¢ {A\ X : X € I} y, por tanto, se
tiene que ({C;:i € s(n)} # @.

Por 1ltimo, si C' intersecta a ambos uniendos, por las demostraciones de los dos casos
anteriores, basta ver que para cada X € F'y para cada Y € I se tiene que XN(A\Y) # .
Sean pues X € FyY € I, y supongamos que X N (A\Y) = &, entonces X CY y, como
Fesfiltroen A, Y € F, de donde FFN I # @, lo que contradice la hipdtesis. Por tanto, se
tiene que X N(A\Y) # &, de donde tenemos que F’ tiene la propiedad de la interseccién
finita.

Ahora definimos F = {U : U es un filtro en A A F' C U}, por el inciso (i) tenemos que
(F') € F, de donde F # &. Ademds, F estd parcialmente ordenado por la relacién C y se
puede ver que la unién de una cadena de filtros en F es un filtro en A que sigue conteniendo
a F'. Asi, (F, C) es un orden parcial no vacio tal que toda cadena en F estd superiormente
acotada en F (por su unién), por el lema de Zorn, hay D € F elemento maximal.

Hay que ver que D es maximal como filtro, para ver esto, sea G un filtro en A tal que
D C G, entonces se tiene que F' C G. Aseguramos que GNI = &. En otro caso, se tendria
que hay f € GN 1y, como por la definiciéon A\ f € F’, entonces @ = fNA\ f € G,
contradiciendo que G sea filtro en A. De lo anterior, obtenemos que G € F y, como D es
un elemento maximal de F, se tiene que D = G. Por lo tanto, D es un ultrafiltro en A.
Como F' C D, F C D y de forma anéloga a como se probd que GN I = &, se puede ver
que DN I = @. Por tanto, D es el ultrafiltro buscado.

Sea A un conjunto infinito y U un ultrafiltro en A, y supongamos primero que U es libre
en A. Hay que probar que Fooy C U. Sea X C A tal que A\ X es finito, y supongamos que
X ¢ U. Como U es un ultrafiltro en A, por el inciso (iii), se tiene que A\ X € U, entonces
el conjunto

F={new:I¥ ePA)(Y|=nAY €eU)}
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es no vacio. Sea m = minJF, entonces existe Z € U tal que |Z| = m. Como U es libre,
se tiene que 1 < m, entonces hay z; € Z tal que Z \ {21} # &. Nuevamente, al ser U un
ultrafiltro libre, se tiene que {21} ¢ U v, por el inciso (iii), A\ {21} € U. Entonces tenemos
que

Z\{z} = (A\{a)NZeU

y que |Z\ {z1}] =m —1 < m, lo que contradice la minimalidad de m. Por tanto, X € U
y Fcof g U.

Ahora supongamos que U es un ultrafiltro en A tal que F,y C U. Entonces se tiene que
para todo subconjunto finito X de A, A\ X € U. Asf, si X fuera un subconjunto finito de
A tal que X € U, se tendria que @ = X N (A\ X) € U, contradiciendo que U es un filtro
en A. Concluimos entonces que U no tiene elementos finitos.

Por 1ltimo, supongamos que U es un ultrafiltro en A que no tiene elementos finitos, en
particular, tenemos que, para todo x € A, ({x} ¢ U). Como todo ultrafiltro principal tiene
por elemento al unitario de algtin elemento de A, U es no principal, es decir, es un ultrafiltro
libre.

_{

Para la prueba del inciso (iii) del teorema anterior usamos el Lema de Zorn. Esto podria
indicarnos que tal inciso estd relacionado con el Teorema del Ultrafiltro(el cual afirma que todo
filtro estd contenido en un ultrafiltro), lo cual quedard comprobado en el siguiente corolario.
Mas aun, también hay otras importantes consecuencias del teorema previo.

Corolario 2.5 Sea A un conjunto no vacio.

(i) Para cualquier filtro F' en A, existe un ultrafiltro D en A tal que F C D.

(ii) Sil es unideal en A y d es un subconjunto de A tal que d ¢ I, entonces existe un ultrafiltro

DenAtdque DNI =g yde D.

(ii) Si A es infinito, existe un ultrafiltro libre D en A.

Demostracién

(i)

(iii)

Sea F un filtro en A. Sabemos que I = {&} es un ideal en A y claramente I N F = &. Por
el inciso (iii) del teorema anterior, existe un ultrafiltro D en A tal que IND = & (lo cual
ya se desprendia de que D en particular es un filtro) y F' C D. Por lo tanto, todo filtro en
A estd contenido en un ultrafiltro.

Sea I un ideal en A y d C A tal que d ¢ I. Aseguramos entonces que el conjunto I’ =
{Y CX : X\Y eI} U{d} tiene la propiedad de la interseccién finita. En efecto, por la
prueba del inciso (iii) del teorema anterior, el conjunto {Y C X : X \'Y € I} es cerrado
bajo intersecciones finitas, asi basta ver que si X € I, entonces (A \ X)Nd # &. En otro
caso, para algin X € [ se tendria que d C X y, como [ es ideal en A, d € I, contradiciendo
la hipétesis. Entonces, por el inciso (i) del teorema anterior, tenemos que (I’) es un filtro
en Ay, por el inciso anterior, existe un ultrafiltro D en A tal que (I') C D y d € D. Como
{Y CX:X\Y €I} CDy D es en particular un filtro, obtenemos que DN I = &, de
donde D cumple las propiedades requeridas.

Sea A un conjunto infinito. Usaremos el inciso (iv) del teorema anterior para concluir que
existe un ultrafiltro libre en A, mostrando que F,f es un filtro en A. Como A\ A=0y
& es finito, A € Fror. Como A es infinito @ ¢ Fioy.

Ahora sean X y Y elementos de F,f, entonces A\ X y A\'Y son ambos finitos, de donde
AN(XNY)=(A\X)U(A\Y) es también finito. Asi, X NY € F,y.
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Por dltimo, sean X € Froy y Y C A tales que X C Y. Entonces A\Y C A\ X y, como
A\ X es finito, A\ Y también es finito, de donde Y € F.5.

Como Fi,y cumple las tres propiedades requeridas, F.,s es un filtro en A, por el inciso (i),
existe un ultrafiltro D en A tal que F,oy C Dy, por el inciso (iv) del teorema anterior, D
es un ultrafiltro libre. Por lo tanto, existe un ultrafiltro libre en A.

_{

Otra propiedad a destacar en la prueba del teorema anterior es que, dado un ideal I, el

conjunto {Y C X : X \'Y € I} resulta ser cerrado bajo intersecciones finitas, caracteristica

propia de los filtros. Veremos que este conjunto es en realidad un filtro. Mas atin, dado un filtro

sobre un conjunto podemos obtener un ideal sobre el mismo conjunto e inversamente, segun el
siguiente resultado.

Proposicién 2.6 Sea X un conjunto no vacio. Si F' es un filtro sobre X, entonces el conjunto
F*:={Y CX:X\Y € F} es un ideal sobre X. Inversamente, si I es un ideal sobre X,
entonces el conjunto I* :={Y C X : X \'Y € I} es un filtro sobre X.

Demostracion Sea X un conjunto no vacio y F' un filtro sobre X. Veamos que F™* es un ideal
sobre X. Como F es un filtroy X € F, X \ X es un elemento de F*. Como X \ X = &, & es
un elemento de F*. Ademads, si tuviéramos que X € F*, entonces, por la definicién de F™*, se
tendria que @ € F, lo que contradice que F' es un filtro. Por lo tanto, X ¢ F™*.

Ahora sean f y g dos elementos de F*. Queremos ver que f U g es también un elemento
de F*. Como f y g son elementos de F™*, por la definicién de F*, tenemos que X \ f v X \ ¢
son elementos de F. Por tanto, (X \ f)N (X \g) € F. Como (X \ f)N(X\g) =X\ (fUg),
fUgeF™.

Por ultimo, sean f un elemento de F* y g un subconjunto de X tales que g C f, entonces
X\feFyX\fCX\g. Como F es un filtro sobre X, se tiene que X \ g € F y, por tanto,
que g € F*.

De esta forma, al cumplir las tres propiedades, se tiene que F* es un ideal en X.

Andlogamente, se obtiene que si I es un ideal en X, entonces I* es un filtro en X.

_{

Dado un filtro F' (o un ideal I) en un conjunto no vacio X, al ideal F* (al filtro I*) mencionado
en la proposicién anterior se le llama el ideal dual de F' (el filtro dual de I). Es fécil mostrar que si
F es un ultrafiltro en A, entonces F'* resulta ser un ideal maximal en A y, correspondientemente,
si I es un ideal maximal en A, entonces I* es un ultrafiltro en A.

La nocién de “la propiedad de la interseccion finita” para construir filtros también tiene su
nocién dual para la construccién de ideales.

Definicién 2.7 Sea A un conjunto no vacio. Si M C P(A) y cumple que para cada m subcon-
Junto finito de M, |Jm # A, entonces M tiene la propiedad de la union finita. Al conjunto

{X CA:3me M~ \{e}(x c|Jm)}
se le llama el ideal generado por M y se denota por (M).

Veremos que efectivamente el conjunto expresado en la definicién anterior es un ideal.
Ademas, con esta definicién, podemos establecer resultados analogos a las propiedades de filtros
y ultrafiltros probadas anteriormente, cuyas pruebas también son andlogas.

Como una ultima propiedad de los ideales, veremos co6mo extender o restringir un ideal sobre
un conjunto A tomando como base a un subconjunto de A que cumpla ciertas propiedades con
respecto al ideal.
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Proposicién 2.8 Sean A un conjunto no vacio, B un subconjunto de A, M un subconjunto no
vacio de P(A) con la propiedad de la union finita e I un ideal en A.

(i) El conjunto (M) es el C-menor ideal que contiene a M.

(i) Si A\ B ¢ I, entonces el conjunto I U{B} tiene la propiedad de la unidon finita. Al ideal

(IU{B}) se le llama el ideal generado por B sobre I y se denota como I[B].

(ii) Si B ¢ I, entonces el conjunto I |g:={Z C A: BNZ € I} es un ideal en A, llamado

restriccion del ideal I a B.

(iv) Si B ¢ 1, entonces I [g=I[A\ B].

Demostracién

(i)

(iii)

Sea M C P(A) no vacio con la propiedad de la unién finita. Primero veremos que (M)
es en efecto un ideal en A que contiene a M. Como M es no vacio, sea m € M, entonces
{m} es un subconjunto finito de M tal que @ C | J{m}. Por tanto, @ € (M). Ahora bien,
supongamos que A € (M), entonces existe un subconjunto finito N de M tal que A C [J N.
Como claramente | JN C A, se tiene que A = |J N, lo que contradice la propiedad inicial
de M. Asi, A ¢ (M).

Ahora, sean X y Y elementos de (M), entonces existen N y P subconjuntos finitos de M
talesque X C|JN yY C P. Como N y P son finitos, se tiene que NUP es un subconjunto
finito de M tal que X UY C [J(INV U P). Concluimos entonces que X UY € (M).

Por tltimo, sean X € (M) y Y C A tales que Y C X. Como X € (M), existe N C M
finito tal que X C [J N. Pero entonces Y C | J N y, por definicién, Y € (M).

Como (M) cumple las tres propiedades, concluimos entonces que (M) es un ideal en A.
De manera andloga a como se probé que @ € (M), se puede demostar que M C (M).

Para ver que es C-menor, sea I otro ideal en A tal que M C I. Al ser I cerrado bajo
uniones finitas, se tiene que, para cada N C M finito, |J N € I y, por tanto, al ser cerrado
bajo subconjuntos, concluimos que (M) C I.

Concluimos entonces que (M) es el C- menor ideal en A que contiene a M.

Supongamos que B C A es tal que A\ B ¢ I. Hay que ver que I U {B} es un generador
de ideal. Sea N un subconjunto finito de I U {B}, si N C I, como [ es un ideal en A, se
tiene que | J N # A. Entonces podemos suponer sin pérdida de la generalidad que B € N.
Si tuviéramos que | JN = A, en particular se tiene que A\ B C |JN. Sea M = N \ {B},
entonces, como claramente (A \ B) N B = &, tenemos que A\ B C |JM. Pero M es un
subconjunto finito de I, y como I es cerrado bajo uniones finitas, tenemos que | JM € I,
de donde concluimos que A \ B € I, contradiciendo el supuesto inicial. Por tanto, para
cada m C I U{B} finito, Um # A y I U{B} es un generador de ideal.

Supongamos que B ¢ I. Hay que demostrar que I [p es un ideal en A. Claramente
BN@ = @,y como I es un ideal, tenemos que B N € I, de donde obtenemos que
@ € I[p. Ahora bien, si A € I [g, entonces tendriamos que B = AN B es un elemento de
I, contradiciendo la hipétesis. Entonces concluimos que @ € I'|gy A ¢ I[p.

Ahora sean X y Y elementos de I [g, por definicién tenemos que X NB ey Y NB € I.
Como I es un ideal, tenemos que (X N B) U (Y N B) € I. Pero entonces (X UY)NB e I
y, por tanto, X UY € I [g.

Por dltimo, sean X € I [y Y C A tales que Y C X. Como X € [ [p, tenemos que
XNBel PeroYNBC XNB el escerrado bajo subconjuntos, de donde obtenemos
que Y N B € 1y, por tanto, concluimos que Y € I [p.

Como I [p cumple las tres propiedades, se concluye entonces que I [g es un ideal en A.
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(iv) Supongamos nuevamente que B ¢ I, por el segundo inciso, tenemos que I[A \ B] es en
efecto un ideal en A. Ahora bien, como para cada m € I se tiene que m N B C m, se
tiene que I C I [g. Como BN (A\ B) = @ € I, también tenemos que A\ B € I [p. Asi,
TU{A\ B} CIIg.

Ahora sea Z € I g, por la definicién, se cumple que BN Z € [I. Claramente, Z C
(BNZ)U(A\ B), de modo que {BN Z, A\ B} es un subconjunto finito de I U {A\ B}
tal que su unién contiene a Z. Como I[A\ B] es cerrado bajo subconjuntos, se tiene que
Z € I[A\ B]. Entonces tenemos que I [gC I[A\ B] e I [ es un ideal que contiene al
generador de I[A \ BJ. Por el primer inciso, concluimos que I [p= I[A\ BJ.

#

Mas adelante veremos otras propiedades de filtros e ideales, pero esta vez pensados sobre

conjuntos de ordinales, de tal forma que podremos relacionar las propiedades ya arriba men-

cionadas con el hecho de que los ordinales se comportan como un buen orden respecto a la
pertenencia.

2.2 | Subconjuntos Cerrados No Acotados

Habiendo ya repasado las propiedades de filtros e ideales, finalmente podemos definir el
primer concepto que nos servird para probar los dos teoremas de Silver, objetivo de este capitulo.

Definicién 2.9 Sea o un ordinal limite y C C .

(1) C es acotado en « si y sélo si existe 8 < « tal que para cada £ € C se tiene que £ < 3. En
caso contrario decimos que C' es no acotado.

(2) C es cerrado en « si y sélo si para todo ordinal limite & < « tal que CN§ es no acotado en
6 se tiene que 6 € C'.

(8) C es un club en « si y sdlo si es un subconjunto cerrado y no acotado de .

(4) Un ordinal v es un punto de acumulacion de C si C N~y es no acotado en 7. Al conjunto
de puntos de acumulacion de un conjunto C lo denotamos por der(C).

(5) Si a es un cardinal de cofinalidad no numerable, C es llamado un club especial si y sdlo si
C es un club en « tal que t.0.(C) = cf(a).

(6) Una sucesidon de clubs, {Cy, : a € A}, donde A es un conjunto de ordinales, es una sucesion
tipo club si y sélo si A es un conjunto de ordinales limite y, para cada B € A, se tiene que
Cs es un subconjunto club de B tal que t.o.(Cg) = cf(5), donde t.0.(Cj) es el tipo de orden
de Cg, es decir, el dnico ordinal que es isomorfo a (Cg, €).

Los subconjuntos club de un ordinal son la herramienta fundamental para definir el concepto
de subconjunto estacionario de un ordinal. Comenzaremos demostrando algunas propiedades de
los clubs sobre ordinales de cofinalidad no numerable, para mas tarde considerar el caso de
los clubs sobre cardinales, para lo cual recordamos un tipo muy importante de funciones entre
ordinales. Recordemos que se denota por Lim(«) al conjunto de los ordinales limite que son
elementos del ordinal «.

Definicién 2.10 Sean o y 8 ordinales y f : o — 3.
(i) Decimos que f es continua si y sélo si para cada v € Lim(a) se cumple que f(v) = f[v]

(#i) Decimos que f es normal si y sdélo si f es mondtona creciente y continua.
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Proposicion 2.11 Sea a un ordinal de cofinalidad no numerable. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

(vii)

El conjunto Lim(a) es un club en a.

La interseccion de cualquier cantidad finita de subconjuntos club en « es un subconjunto
club en a.

El ordinal o contiene un club C tal que t.0.(C) = cf(a).
Si E es un subconjunto no acotado de o, entonces der(E) N« es un club en a.
La imagen de cualquier funcién normal f con dominio « es un club en sup(f[a]).

Si a es regular, para cada subconjunto club C en «, eziste f funcion de a en si mismo
normal tal que fla] = C.

Si a es singular, para cada subconjunto club C en « eziste f funcidon con domino t.0.(C)
y codominio o normal tal que fla] = C.

(viii) Si o es singular, existe un subconjunto club especial en o.

Demostracién

(i)

De la definicién se sigue que Lim(«) es cerrado, por tanto, basta probar que Lim(«a) es no
acotado en a. Sea 8 € a. Definiremos una sucesién {3, : n € w} C a por induccién hasta
w. Como § € oy « es ordinal limite, () € «, de donde definimos By := s(8). Ahora bien,
suponiendo definido 3, € a, nuevamente al ser a un ordinal limite, podemos definir 3,,) =
$(Bn). De este modo, hallamos {8, : n € w} sucesién estrictamente creciente contenida en
a. Sea v := sup{B, : n € w}; como 7 es el supremo de una sucesién estrictamente creciente
de ordinales, 7 es un ordinal limite y, ademds, también tenemos que S < ~. Por otro
lado, como « tiene cofinalidad no numerable, se tiene que v € «. Entonces encontramos
~ € Lim(«) tal que 8 < vy, por tanto, concluimos que Lim(«) es no acotado en a. Asi,
Lim(«) es un club en «.

Procedemos por induccién sobre n, con n la cantidad de subconjuntos club de o tomados,
para lo cual iniciaremos con n = 2. Sean C; y Cs subconjuntos club en «, probaremos
que C := C7] N Cy es un subconjunto club en «. Primero veamos que C' es cerrado en a.
Consideremos v un ordinal limite en « tal que C' N~y es no acotado en . Se puede ver
entonces que tanto Cy Ny como Cs N~y son subconjuntos no acotados de . Como C y
Cs son cerrados, v € C4y N Cy y C es un subconjunto cerrado de «. Ahora veamos que C
es no acotado en «, para ello consideramos 8 € « cualquier ordinal. Construiremos dos
sucesiones {a,} C C1 y {b,} C C5 estrictamente crecientes de tal modo que 8 < ag, 5 < by
y, para cada n natural, a,, < b,, < a,41 por recursiéon sobre n. Como C; es no acotado en a,
se tiene que existe ag € C7 minimo tal que 8 < ag y, andlogamente, como C5 es no acotado
en «, se tiene que existe by € C minimo tal que ag < by. Supongamos ya definidos a,, € Cy
y b, € Cs tales que a, < b,. De modo anélogo al paso base, podemos hallar a,; € C;
v bny1 tales que b, < Gni1 Y Gne1 < bpi1. Asi, encontramos las suceciones buscadas.
Definimos ahora a := sup{a,} y b := sup{b,} respectivamente, entonces, como « tiene
cofinalidad no numerable, C y C5 son cerrados y a y b son ordinales limite al ser supremo
de sucesiones crecientes de ordinales contenidas en C; y Cs respectivamente, se tiene que
a € Crybe Cyy, porsu construccién,a =by g < a. Asi, a € C, f < ay C es no acotado
en a. Concluimos entonces que C' es un subconjunto club en «, lo que completa nuestro
paso base.

Ahora supongamos que la proposicién es vélida para m > 2 y consideremos C' un conjunto
de m + 1 subconjuntos club en «. Hay que probar que [|C es un subconjunto club en
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(iii)

a. Para ello, obsérvese que, si ¢ € C, ((C = ((C \ {c}) N ¢ donde, por la hipétesis de
induccién, ((C'\ {c}) es un subconjunto club en « al ser la interseccién de m subconjuntos
clubs en a. Asi, (| C es la interseccién de dos subconjuntos club en «, por el paso base, se
tiene que es un club en «, lo que concluye la induccién.

Sabemos que existe g : ¢f(a) — « cofinal y estrictamente creciente. Mds atn, podemos
hallar una g cofinal y normal, redefiniendo apropiadamente por recursion, de forma que en
el paso limite la evaluaciéon de un ordinal limite sea el supremo de las evaluaciones previas,
tomando como base una funcién de c¢f(«) en a que ya sea cofinal y estrictamente creciente,
de donde g es un morfismo de orden entre cf(a) y g[cf(«)]. Por tanto, el tipo de orden de
glef(a@)] es cf(a). Por la definicién de g se tiene que glef(a)] € ay como g es cofinal en
a glef(a)] es no acotado en «. Asi, basta ver que g[ef(«)] es cerrado en a. Sea v € @ un
limite tal que v N g[ef(a)] es no acotado en . Hay que demostrar que 7y € g[cf(a)]. Como
v N glef(a)] es no acotado en v, para cada § < v existe y5 € cf (o) tal que 5 < g(v3) v
9(v8) €7-

Consideremos entonces 1 := sup{vyg : f € v}. Como cada g es un elemento de cf(c),
tenemos que 7 < ¢f («). Ademads, si 7 fuera un ordinal sucesor, digamos 7 = s(¢), entonces
necesariamente existe ¢ tal que n = s y, por tanto, g(n) € 7. De este modo, se tiene que
g(n) < g(vy) v, como g es estrictamente creciente, se sigue que 7 < ,, lo que contradice
el hecho de que 1 sea el supremo. Concluimos entonces que 7 es un ordinal limite.

Supongamos que 7 = cf(«), entonces, recordando que v € a y que « es un ordinal limite,
podemos considerar ¢ € cf(a) tal que s(v) < g({), y como 1 = c¢f(«), existe g € v tal
que ¢ < Yaq-

Por tanto, por la monotonia de g se tiene que:

s(7) < 9(Q) < 9(Vao) <7

lo cual es una contradiccién. Concluimos entonces que ) < ¢f(«) y, por tanto, n € dom(g).

Aseguramos que g(n) = 7. En efecto, como g es normal, entonces es continua, de donde
g(n) = sup{g(ys) : B € v}. De la definicién de cada g se sigue que g(n) < 7.

Supongamos ahora que g(n) < 7, entonces existe §y € 7 tal que sup{g(vs) : B € v} < Bo.
Por tanto, se tiene que

sup{g(vs) : B € v} < Bo < g(vp,) < sup{g(yp) : B €}

de donde obtenemos una contradiccién.

Asi, g(n) = 7y, por tanto, v € g[cf(«)]. Concluimos entonces que g[cf(«)] es cerrado en
a y no acotado, por lo que es un club en « con tipo de orden cf ().

Sea E un subconjunto no acotado de a. Veamos primero que der(E) N « es no acotado
en «. Sea [ € a. Construiremos una sucesion estrictamente creciente {38, : n € w} C E a
partir de 8 de tal forma que sup{f8, : n € w} € der(FE).

Como E es no acotado en a, existe Sy € E tal que 8 < . Suponiendo definido 8,, € F,
como 3, € a, existe By, € E tal que 3, < By(,). Tenemos asi que {3, : n € w} es una
sucesion estrictamente creciente de ordinales contenida en E, de donde, por la definicién
de der(FE), se tiene que n := sup{B, : n € w} € der(F). Como « tiene cofinalidad no
numerable, tenemos que 1 € «. Entonces n € der(E) Na y 8 < n Por tanto, podemos
concluir que der(E) N« es no acotado en a.

Ahora veamos que der(FE) N« es cerrado en a. Sea 7y € o un limite tal que der(E) NaN-y
es no acotado en v. Hay que demostrar que v € der(E) N .
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Por la definicién, basta ver que sup(y N E) = ~. Sea § € ~, como der(E) N a N~ es no
acotado en 7, existe 8 € der(E) Na N+ tal que § < B. Como B € der(E), existe ( € E
tal que & < ¢ < . Particularmente, encontramos ¢ € E tal que § < {, de donde podemos
concluir que vy N F es no acotado en v y que sup(y N E) = ~. Asi, v € der(E) Na y, por
tanto, der(F) N« es cerrado en «.

Como der(E) N« cumple las dos propiedades, se tiene que der(E) N« es un club en «.

(v) Sea f una funcién normal con dominio «. Directamente de la definicién de supremo se sigue
que fla] es no acotado en sup(f[a]). Ahora bien, con una prueba anédloga a la dada en el
segundo inciso, podemos ver que f[a] es un subconjunto cerrado de sup(f[a]) (utilizando
la continuidad de f), de donde podemos concluir que f[a] es un club en sup(f[a]).

(vi) Supongamos que « es regular y que C es un club en a. Sea p := t.0.(C) y f el isomorfismo de
orden entre p y C. Entonces f es estrictamente creciente y, por tanto, mondtona. Ademas,
como f[p] = C, f es cofinal en «. Concluimos entonces que ¢f(p) = cf(a) y, como « es
regular, a < p.

Por otro lado, como f es estrictamente creciente, tenemos que, para cada € p, se tiene
que ¢ < f(¢). Como « es limite, C es club de a y p = t.0.(C), p < sup(flp]) = a vy, por
tanto, o = p.

Dado que o = p, tenemos que f €“ «. Por tanto, sélo falta ver que f es continua.

Sea v un ordinal limite en p. Como f es mondtona, para cada 8 € v, f(8) < f(v). Por
tanto, sup{f(B) : B € v} < f(7).

Por otra parte, como f es monétona, se tiene que {f(8) : 8 € 7} es una sucesién
estrictamente creciente de ordinales, de donde sup{f(8) : 8 € ~+} es un ordinal l{imi-
te tal que sup{f(8) : B € v} N C es no acotado en sup{f(B) : B € ~}. Por tanto,

sup{f(B) : B € v} € C, de donde existe § € p tal que sup{f(B) : B € v} = f(9) v,
por tanto, f(4) < f(y). Como f es mondtona, se sigue que § < 7.

Si suponemos que § < -y, como <y es limite, se tiene que § + 1 < . Por tanto,

F(0) < f(O+1) <sup{f(B):B e~} =f(5),

lo cual es una contradiccién.

Entonces § = vy sup{f(8) : § € v} = f(v). Por tanto, f es continua.

Como f ya era cofinal y estrictamente creciente, se concluye que f es la funcién buscada.
(vii) Nuevamente, si C' es un club en «, consideramos p := t.0.(C)) y f el isomorfismo de orden

entre p y C. Por el inciso anterior, sabemos que f es normal y, como C C «, se tiene que
f eto(©) o, Asi, f es la funcién buscada.

(viii) Por el segundo inciso, sabemos que existe f : ¢f(a) — « cofinal y normal, y es tal que
f(ef(a)) es un club en « de tipo de orden c¢f (), es decir, es un club especial en a.

#
Con ayuda de la proposicién previa, podemos probar el siguiente resultado, el cual nos dice
qué tan grande puede ser el tipo de orden de un club en un ordinal « cualquiera.

Corolario 2.12 Si« es un ordinal y C es un club en o, entonces se tiene que cf(a) < t.0.(C) <
a.
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Demostracién Por el inciso (v) de la proposicién anterior (para el cual no se requeria de
ninguna condicién sobre la cofinalidad de «), si p := t.0.(C), entonces cf(p) = cf(a), de donde
se tiene que cf(«) < p. Por otra parte, como C' C «, también se tiene que p < «. Por tanto,
podemos concluir que ¢f(a) < t.0.(C) < a.
_{
El hecho de que «a fuera un ordinal de cofinalidad no numerable se uso sélo de manera parcial
en la proposicion anterior. La razén para restringirnos a tales ordinales es que en el caso en el que
consideremos el conjunto de los subconjuntos clubs de un ordinal de cofinalidad no numerable,
tal conjunto cumplird ciertas propiedades bastante interesantes. Con el fin de demostrar tales
propiedades, primero daremos una definicion.

Definicién 2.13 Dado un ordinal de cofinalidad no numerable o, definimos el conjunto Club(c)
como el conjunto {X C a: 3C(Ces club en a NC C X)}.

Con las condiciones ya dadas, finalmente podemos relacionar los conceptos de filtros y club
de un ordinal. Una de las propiedades mas importantes de los filtros es el hecho de que la
interseccién de una cantidad finita de sus elementos sigue siendo un elemento del filtro, lo que
en particular nos permite concluir que tal interseccién es no vacfa. El hecho es que Club(«)
cumple una propiedad atn mas fuerte que la recién mencionada, asi como otras que también
se relacionan con intersecciones de sus elementos. Con el fin de reducir notacién, le daremos
nombre a tales propiedades, y a continuacién presentaremos el lema que nos dard finalmente la
relacién buscada entre filtros y clubs.

Definicién 2.14 Sean A un conjunto no vacio y xk un cardinal.

(i) Sea F wun filtro en A. Decimos que F es k-completo si para cada S C F tal que |S| < &,
se tiene que (1S € F.

(ii) De manera dual, si I es un ideal en A tal que para cada S C I con |S| < K, se tiene que
JS €I, entonces decimos que I es un ideal k-completo.

(i11) Si A es un ordinal limite y F' es un filtro en A tal que, para cada subconjunto {X. : { €
cf(A)} de F, se tiene que el conjunto

AMXe:Cecf(A)y:={BecA:V((CeB—peX)}

también es un elemento de F', entonces se dice que F' es un filtro normal en A. Al conjunto
A{X¢:Cecf(A)} sele llama la interseccion diagonal de la familia {X¢ : ¢ € cf(A)}.

(iv) De manera dual, si A es un ordinal limite « e I es un ideal en « tal que para cada
{X¢:(ecf(a)} deI se tiene que el conjunto

ViXc:Cecef(a)}:={fca:3((CeBABeX)}

también es un elemento de I, entonces se dice que I es un ideal normal en a. Al conjunto
V{X¢: ¢ €cf(a)} selellama la unidn diagonal de la familia {X¢ : ¢ € cf () }.

Ahora demostraremos los resultados prometidos, para después dar ejemplos que muestran
que las hipétesis no pueden debilitarse.

Lema 2.15 Sea a un ordinal de cofinalidad no numerable. Se cumplen las siguientes propieda-
des:

(i) Si C es una familia de clubs en o tal que 0 < |C| < cf (), entonces [\ C es un club en a.

(i1) Sea {C, : v € a} una sucesion de clubs en a.. Si se tiene que para cada § € « el conjunto
(HCy : v < B} es no acotado en o, entonces A{C, : v € a} es un club en o.
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(#ii) El conjunto Club(a) es un filtro normal cf(a)-completo.

Demostracién

(i)

(i)

Sean 0 < 7 < ¢f(a) y {Cy : v € 7} una familia de clubs en a. Sea C := ({Cy : v € 7}.
Veremos que C es cerrado en .

Sea 1 un limite en « tal que C N7 es no acotado en 1. Seay € 7y § € n. Como CNn es
no acotado en 7, existe § € C N7 tal que § < 3. Al tener que 3 € C, en particular 3 € C,
y, por tanto, existe 8 € C;, N7 tal que § € 8. Se tiene entonces que C, N7 es no acotado
enny Cy esun club en a y 1 es un ordinal limite. Concluimos que 7 € C,, y, al ser v un
elemento arbitrario de 7, tenemos ya que n € C.

Ahora procederemos por induccién hasta c¢f(«) para probar que la interseccién de una
cantidad menor a cf(«) clubs en « es no acotada en .

Comenzando con 7 = 1 se tiene que ({Cy : v € 7} = Cy y, como Cj es un club en «, se
tiene que es no acotado en a.

Supongamos ahora que 7 = s(e) y que la interseccién de cualesquiera e clubs en « es no
acotada en «. Entonces tenemos que

C::ﬂ{C’W:7<T}=C€ﬂﬂ{C’7:’y<e}.

De este modo podemos ver a C como interseccién de dos clubes por hipétesis de induccidén,
de modo que, por la misma prueba dada acerca de que la interseccién finita de clubs en «
es un club en «, obtenemos que C es un club en a.

Por dltimo, supongamos que 7 es un ordinal limite y que la proposicién se cumple para cada
0 < 7. Sea o < «a, definimos, por induccién hasta 7 una sucesién estrictamente creciente
de la siguiente forma:

Como Cj es no acotado en «, elegimos vg € Cy tal que o < 7g vy, suponiendo definido
v; para cada i < j con j < 7,seay; € [[{Ci i < j} tal que sup{v; : i < j} < ;.
En cada paso, vy; estd bien definido pues, al tener que j < 7, por hipétesis de induccién
tenemos que [|{C; : i < j} es no acotado en a y, como j < 7 < c¢f(«), se cumple que
sup{v; :i < j} € a.

Entonces, si f := sup{y; : j < 7}, se cumple que ¢ < v < 8 < a y, como la sucesién
construida es estrictamente creciente, para cada k < 7, 8 = sup{~; : k <i < 7}.

Concluimos entonces que 3 es un ordinal limite y que, para cada k < 7, 8 es el supremo de
una sucesién estrictamente creciente de ordinales contenida en Cj. Por tanto, 8 es limite
y B8N Ck es no acotado en 5. Como cada Cy es cerrado en «, para cada k < 7, 8 € Ck.
Por tanto, 8 € ({Cy : v < 7} y es tal que o < 3. De donde ({C, : v < 7} es no acotado
en «, lo que prueba el paso limite y concluye la induccién.

Se concluye entonces que la interseccién de una cantidad menor a cf(«) clubs en « es a su
vez un club en a.

Supongamos que {C : v € a} es una sucesion de clubs en « con las propiedades requeridas.
Sea € := A{C, : v € a}. Hay que probar que € es un club en o.

Primero veamos que € es cerrado en a. Sea 7 € « ordinal limite tal que €N 7 es no acotado
en 7y sea § < 7. Hay que demostrar que 7 € Cys. Como 7 es un ordinal limite, dado
i< 7,7 =sup{oc:i <o <7} Més ain, como € N7 es no acotado en 7, tenemos que
T =sup{oc € €:§ <o < 7}. Entonces, dado o € € tal que 6 < 0 y o < 7, se tiene que
o € (g, de donde 7 es un ordinal limite y es el supremo de una sucesion de elementos en
Cs. Como Cj es cerrado en «, 7 € (5. Concluimos entonces que 7 € € y que € es cerrado
en q.
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Ahora sea 0 < «a. Definimos, por recursién hasta w, una sucesién {0, : n € w} de la
siguiente forma:

oo :=min(Cy \ o) y, suponiendo que o,, estd definido, definimos

Ts(n) = min(ﬂ{C’,y cy €on}\ s(on)).

En cada caso o, estd definido puesto que, por hipétesis, para cada v < « el conjunto
({Cs : § <~} es no acotado en «.

Definimos ahora 8 := sup{o, : n € w}, como « tiene cofinalidad no numerable, tenemos
que B € a. Como f es el supremo de una sucesién estrictamente creciente de ordinales, 3
es un ordinal limite y, por construccién, o < g, de donde sélo faltaria probar que 5 € €.

Sea ( < f3, entonces existe ng € w tal que ( < op, y, como § es limite, se cumple que
B = sup{o, : n > ng}.

Por otro lado, sea n > ng, en particular n # 0, de donde existe m € w tal que n = s(m). Asi,
por definicién, o, € ({Cy : v < om} y 0n & s(om). Ademas, se tiene que ¢ < oy < O,
de donde o, € C¢ y, por tanto, /3 es el supremo de una sucesién estrictamente creciente de
elementos de C¢. Como C¢ es un club en «, se concluye que 8 € Cg.

Entonces tenemos que 8 € ({C¢ : ( < S} y, por tanto, que 8 € €. Se sigue que € es no
acotado en « y, como ya era cerrado, se tiene que € es un club en «.

(iii) Primero veamos que Club(w) es en efecto un filtro en a.

Como « es un ordinal limite, es no vacio, de donde cualquier club en « también debe
ser no vacio. Por tanto, tenemos que @ no puede contener a ningin club en «, es decir,
@ ¢ Club(«). Por otro lado, se tiene que Lim(a) C «, de donde « € Club(«).

Ahora, sean X € Club(a) y Y C a tal que X C Y. Como X € Club(a), existe un club C
en « tal que C' C X. Pero entonces tenemos que C' C Y y, por tanto, que Y € Club(«).

Por dltimo, si X y Y en Club(«), entonces existen clubs C; y Cs en « tales que C; C X
y Cy C Y, y, por tanto, tenemos que C; N Cy C X NY. Por otro lado, como cf(a)
es no numerable, en particular 2 < c¢f(«), de donde, por el primer inciso, tenemos que
C1 N Cy también es un club en « y estd contenido en X NY, de donde concluimos que
X NY € Club(a). Como se cumplen las tres propiedades, Club(c) es un filtro en a.

Mads atin, si consideramos {X : A < k} C Club(a) para algin k < cf(«), entonces existe
una familia de clubs {C\ : A < &k} tal que para cada n < k, se tiene que C,, C X,,
de donde N{Cy : A < k} € ({Xx : A < &}. Como k < cf(a), nuevamente por el
primer inciso se tiene que [J{Cy : A < k} es un club en «, de donde se concluye que
(X : A <k} € Club(a) y, por tanto, Club(a) es un filtro cf(a)-completo.

Para ver que es un filtro normal basta considerar nuevamente los conjuntos {X : A <
cf (@)} C Club(a) y {Cx : A < c¢f ()} como arriba. En efecto, para cada {C) : A < x} con
k < cf(a) se tiene que (N{Ch : A < K} es no acotado en « (al ser un club nuevamente por
el primer inciso), asi, una prueba andloga a la expuesta en el segundo inciso demuestra que
A{Cy : A< cf(a)} es un club en a.

Por otro lado, se puede ver que A{Cy : A < c¢f(a)} C A{X) : A < ¢f(a)}, de donde
A{Xy : A < cf(a)} € Club(a) y Club(a) resulta ser un filtro normal c¢f(«)-completo en
a.

_{
Para finalizar esta seccién, veremos ejemplos en los cuales se muestra que las hipétesis prin-

cipales del lema anterior son indispensables para que se cumpla el mismo. Es decir, veremos que
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el primer inciso del lema falla en los casos en los que « tiene cofinalidad no numerable, o bien,
cuando consideramos una familia de clubs en « de cardinalidad ¢f(«). Asi, concluiremos que el
lema anterior no puede mejorarse.

Ejemplo 2

(i) Sea o = w, entonces tenemos que cf(a) = w. Consideremos P = {n € w : n es par} e
I={ne€w:n esimpar}. Como w no tiene ningin ordinal limite como elemento, se tiene
que cualquier subconjunto de w es cerrado, de donde P e I son cerrados y se puede ver que
son no acotados. Por tanto, P e I son dos subconjutos clubs de w ajenos, lo que muestra
que la hipdtesis de que o tenga cofinalidad no numerable es necesaria en el lema previo.

(ii) Sea o un ordinal limite cualquiera. Sabemos que existe f : cf(a) — « cofinal y estricta-
mente creciente. Veamos primero que, para cada 8 < cf(a), se tiene que o\ f(B) es un
club en a.

Sea entonces B € cf(a) y o € a. Sid € f(B), entonces se tiene que f(B) € a\ f(B) y que
0 € f(B). Por otro lado, si f(8) <6, como « es un ordinal limite, tenemos que s(§) € a y
es tal que 6 < s(0) y s(0) € a\ f(B). Concluimos entonces que o\ f(B) es no acotado en
a.

Ahora supongamos que vy € a y es un ordinal limite tal que YN (a\ f(B)) es no acotado en
~v. Como «y es un ordinal limite, en particular 0 € . Por tanto, existe 6 € v N (a\ f(B))
tal que 0 < §. Entonces § € a\ f(B) y d < v, de donde concluimos que v ¢ f(B) y, por
tanto, se tiene ya que v € a\ f(B).

Entonces se tiene que el conjunto {a\ f(B) : 5 € cf(a)} es una familia de clubs en o, y
ademds, cumple que:

(a\fB):Becf(@}=a\|J{fB):Becf(@)}=a\a=2,

donde la peniltima igualdad es vdlida, puesto que [ es cofinal en «.

Concluimos entonces que {a\ f(B) : B € cf(a)} es una familia de clubs en a de cardinalidad
cf (a) con interseccion vacta, de donde se tiene que la hipdtesis de que la familia de clubs
sea de cardinalidad menor que cf () en el lema anterior es necesaria.

2.3 | Conjuntos estacionarios

Con respecto a los clubs de un cardinal dado, existe otro tipo de subconjuntos del cardinal
que también son una herramienta fundamental a desarrollar en el presente trabajo: los conjuntos
estacionarios, primeramente pensados también en un ordinal.

Definicién 2.16 Sea a un ordinal de cofinalidad no numerable. Decimos que un subconjunto
X de «a es estacionario en « si para cada subconjunto C' en Club(a) se tiene que CNX # &.

Inmediatamente de la definicién, se tiene que un subconjunto X de un ordinal de cofinalidad
no numerable « es estacionario si y s6lo si intersecta a todos los clubs en «.
Demostremos algunas propiedades inciales acerca de tales conjuntos.

Proposicion 2.17 Sea a un ordinal de cofinalidad no numerable. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(i) Todo subconjunto de o que contenga a un subconjunto club de v es estacionario en .

(i) Todo subconjunto estacionario de o es no acotado en .
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(iii) Toda unidén de menos de cf(a) subconjuntos no estacionarios en « es un subconjunto no

() Para cada A < cf(a), si X es cardinal regular, entonces el conjunto ES = {y € a: cf(7)

estactonario en .

A} es estacionario en a.. Mds ain, todo club C' en « tiene un elemento n tal que cf(n) = A

y CNnesun club en n.

Demostracion

(i)

(iii)

Sea C un club en a, X C «a tal que C C X y D otro club cualquiera en . Como «
es un ordinal de cofinalidad no numerable, sabemos que C' N D # &. Entonces se tiene
@ C CNDCXND,dedonde XND # @y, por tanto, concluimos que X es estacionario
en .

Sea 8 € a y S un subconjunto estacionario de «. Por una prueba aniloga al segundo
inciso del ejemplo 2, se tiene que « \ s(8) es un club en «, y, por tanto, se cumple que
SN (a\s(8)) # @, de donde se tiene que hay § € S tal que S < §. Concluimos entonces
que S es no acotado en a.

Sean k < cf(a)y {Ss : B € Kk} una familia de subconjuntos no estacionarios de «, entonces,
para cada 3 € k existe Cg un subconjunto club en a tal que Cg N Sg = @. Como « es un
ordinal de cofinalidad no numerable, se tiene que ({Cp : § € £} es un subconjunto club
en « tal que

ﬂ{05ZB€K}ﬂU{S,3:BEK}=®.
Concluimos entonces que [ J{Ss : 8 € £} es un subconjunto no estacionario en c.

Sea A < c¢f(a) un cardinal regular y C' un club en «. Definimos por recursién una sucesién
{cx : K < A} contenida en C' estrictamente creciente de la siguiente forma, dado ¢ € :

Sid =0, sea ¢y := min C, dicho minimo existe, pues C' es no vacio al ser un club en a.

Si 6 = s(B) y suponemos definido cg, sea ¢s := min(C'\ s(cg)). Dicho minimo existe, pues
C es no acotado en a y s(cg) € a al ser a un ordinal limite.

Por 1ltimo, si ¢ es un ordinal limite y, para cada 5 < ¢, suponemos definido el correspon-
diente cg, definimos cs := sup{cg : f < §}. Como se tiene que 6 < A < cf(a), ¢5 € a.

Hay que demostrar que {cs : § < A} C C. Procedemos por induccién hasta .
Para el paso base, como cg es el minimo de C, en particular ¢ € C.

Para el caso en que 0 = s(/3), suponiendo que cg € C, por definicién se tiene que cy5) =
min(C' \ s(cg)) que en particular es un elemento de C.

Por 1ultimo, si consideramos v € A limite y que, para cada § € =, se tiene que ¢5 € C,
como {cs : § € v} es una sucesién estrictamente creciente de ordinales, se tiene que, por su
definicién, ¢, es un ordinal limite tal que C' N ¢, es no acotado en c¢,. Como C' es un club
en «, se concluye que ¢, € C.

Por tanto, por induccién concluimos que {cg : 8 € A} C C. Sea n := sup{cg: § € A\}.

Ahora bien, como A < c¢f(«), entonces tenemos que 7 € a vy, al ser el supremo de una
sucesion estrictamente creciente de ordinales, es un ordinal limite y ademds cf(X) = ¢f(n).
Por tanto, A = c¢f(n) y n € C. Concluimos entonces que n € C'N EY. Por lo tanto, EY es
un subconjunto estacionario de a.

Por otro lado, como {cg : f € A} es monétona y para cada v € Lim(\) se tiene que
¢y = sup{cs : § < v}, tal sucesibn, vista como una funcién f de A en 7, es una funcién
normal. Por tanto, se tiene que im(f) es un club en 1. Y como im(f) C C N7, entonces
C N7 es no acotado en 7 y, por tanto, es un club en 7.
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_{

El tercer inciso de la proposicién anterior nos indica una relacion entre el conjunto de sub-

conjuntos no estacionarios de un ordinal de cofinalidad no numerable y un ideal en el mismo
ordinal. Esta relaciéon quedard asentada en el siguiente corolario.

Corolario 2.18 Si« es un ordinal de cofinalidad no numerable, entonces el conjunto nonstat(«):
{X Ca:X esno estacionario en a} es un ideal cf(a)-completo.

Demostracién Por el tercer inciso de la proposicién anterior, se tiene que nonstat(c) es
cerrado bajo uniones de subconjuntos con cardinalidad menor a ¢f(«). Como « es un club en «,
a ¢ nonstat(a) y @ € a. Por dltimo, si X € nonstat(a) y Y C X, entonces Y es ajeno al mismo
club en « al cual era ajeno X, de donde se tiene que nonstat(«) es cerrado bajo subconjuntos.
Concluimos que nonstat(a) es un ideal cf(«)-completo en a.
_{
Continuando esta idea, veremos céomo se comporta el ideal de los conjuntos no estacionarios
de un ordinal « de cofinalidad no numerable con respecto a otros ideales en tal ordinal. Para
ello, veremos primero algunas nuevas definiciones.

Definicién 2.19 Sea A un conjunto no vacio de ordinales. Definimos I(A) := {X C A :
38(B € AANX C B)} como el ideal de los subconjuntos acotados de A. Un ultrafiltro U en A es
llamado no acotado si UNI,(A) = @.

Lema 2.20 Si o es un ordinal de cofinalidad no numerable, entonces nonstat(a) es un ideal
normal en « tal que Iy(a) C nonstat(c).

Demostracién Por el corolario anterior, nonstat(«) es un ideal ¢f(«a)-completo en . Primero
veremos que Ip(a) C nonstat(a). Sea X € Iy(a), por definicidn, existe 8 € a tal que X C S.
Al ser a ordinal limite, sabemos que « \  es un club en « tal que X N (a\ B) # 2. Asi,
X € nonstat(a) y concluimos que Iy (a) C nonstat(a).

Ahora veamos que nonstat(a) es normal. Sea {X¢ : ¢ € c¢f(a)} C nonstat(a), entonces,
para cada ( € «, existe un club C; en « tal que C¢ N X¢ = @. Por el inciso (it) del lema
2.15, se tiene que A{C¢ : ¢ € cf(a)} es un club en a. Aseguramos entonces que A{C¢ : ¢ €
cf(@)}NV{X, : ¢ € cf(e)} = @. En otro caso, supongamos que ¢ estd en ambos conjuntos.
Por definicién, tenemos que § € ({C;, : n € 0} y que § € [J{X,, : n € 6}. Por tanto, existe € € §
tal que 0 € X, N C¢, contradiciendo que tal interseccion es vacia.

Concluimos entonces que A{C; : ¢ € cf(a)} N V{X¢ : ¢ € ¢f(a)} = &y, por tanto, que
nonstat(a) es un ideal normal en a.

_{

Proposicion 2.21 Sea k cardinal regular no numerable e I un ideal normal en k. Se cumplen
las siguientes afirmaciones.

(i) Si I es k-completo y\JI =k, entonces Iy(k) CT y{e+1:e€r} el

(ii) Si In(k) C I, entonces nonstat(k) C I. Es decir, nonstat(x) es el C-menor ideal k-
completo y normal tal que | J(nonstat(k)) = k.

Demostracién

(i) Sea € < K, como |JI = &, tenemos que € € |JI, de donde existe i € I tal que € € i. Por
tanto, concluimos que {€} C iy, como € € k fue arbitraria, se tiene que Ve(e € k — {e} €
I), pues I es un ideal en k.

Con esto, al ser I un ideal k-completo, podemos concluir que, para cada « € k el conjunto

Xo={e<k:e<a+1}
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es un elemento de I, de donde se tiene que I,(k) C 1.

Ahora bien, como I es un ideal normal en &, se tiene que V{X, : € € k} € I, y, como para
cada € € k se tiene por definicién que € + 1 € X, podemos concluir que, para cada € € k,
e+1le{X,:nee+1}.

Concluimos entonces que {¢ +1: e €k} C V{X.: € € k} y, como I es un ideal en &, que
{e+1:eecr} el

(ii) Supongamos que I(k) C I y sea T' € nonstat(k), entonces existe C' un club en « tal que
T NC = &. Por el corolario 2.12, sabemos que t.0.(T) = cf(k) = k. Consideremos f un
isomorfismo de orden y normal entre k y C, y para cada o < k, sean X, como en el inciso
anterior y Yy, := {e < k : € < f(a)}. Como I(k) C I, para cada o € k, Y, € I. Como I
es un ideal normal, se tiene que V{X, : e € k} € I y que V{Y. : € € K} € I y, por tanto,
D eI, donde D:=V{X.:e€r}UV{Y,: €€ K}

Por otro lado, se puede ver que K\ D = A{s\ Xc:e € s} NA{r\ Y : € € s} de donde, si
B € K\ D, en particular 8 € A{k\ X, : € € k}, de donde, por la prueba del inciso anterior,
se tiene que 8 es un ordinal limite. Asimismo, como 8 € A{x \ X, : € € K}, se tiene que
para cada o < 8, f(a) < B.

Por 1ltimo, tenemos que
Bo :=sup{f(a) :a < f} < B =sup{a:a< 8} <sup{f(a): a< B} =0,

donde la ultima desigualdad es vélida, pues f es mondtona creciente al ser normal. Entonces
B = By y, como [y es un ordinal limite cuya interseccién con el club C' es no acotada, 8 € C
y, por tanto, 8 ¢ T. Entonces T'C D y T € I, como se queria demostrar.

#
Antes de demostrar las proposiciones principales de esta seccién, veremos un tltimo lema
relacionado con el ideal de los subconjuntos acotados en un cardinal regular no numerable «.

Lema 2.22 Si k es un cardinal reqular no numerable e I es un ideal normal en k tal que
Iy(k) C I, entonces I es k-completo.

Demostracion Sea u < k y sea {I, : o < u} C I. Hay que demostrar que | J{I, : o < p} € I.
Como u C k y es acotado, por hipdtesis tenemos que p € I. Para cada a < x definimos el
conjunto J, del siguiente modo: si « < p, entonces J, := I, \ p, y como el conjunto vacio en
otro caso. Consideremos entonces « € x cualquiera. Si p < a, como @ € I, tenemos que J, € I.
Por otro lado, si a < p, por definiciéon tenemos que J, C I, y, utilizando que I es un ideal en k,
obtenemos que, para cada o < k, J, € I. Ahora bien, como I es normal, que V{J, : o < k} € I.

Probaremos que (J{J, : @ < k} C V{J, : @ < k}. Sea j € U{Jo : @ < K}, entonces
existe 8 € k tal que j € Jg. Como j € Jg, se tiene que Jz # @ de donde, por definicién,
necesariamente 8 < u y, por tanto, j € Iz \ p. Entonces p < j, de donde Jz € {J, : @ < j}
y, por tanto, j € |J{Jn : @ < j}. Por definicién, concluimos que j € V{J, : a < k} y que
UH{Ja:a<k}el

Como I es un ideal en &, obtenemos también que |J{Jn : @ < k} U p € I, de donde para
concluir basta probar que |J{I, : a < K} C U{Ja:a <K} Up.

En efecto, si consideramos v € [J{I, : @ < K}, existe a < p tal que v € I,. Pero

In € (L \p)Upn C | J{Ja e < ppup,

de donde se sigue la contencién deseada y podemos finalmente concluir que I es un ideal k-
completo.
_{
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Teniendo construida ya nuestra herramienta, podemos proceder a probar los dos teoremas
principales de esta seccién, los cuales serviran a su vez para probar los dos teoremas principales
de este capitulo, ambos debidos a Silver.

Dado un cardinal de cofinalidad no numerable, los clubs tienen la caracteristica de ser ce-
rrados bajo intersecciones de a lo mas la cofinalidad del cardinal. Contrario a lo que se podria
pensar intuitivamente, aun en el caso de considerar un cardinal de cofinalidad no numerable,
el conjunto de subconjuntos estacionarios de dicho cardinal no cumple una propiedad parecida.
Maés aun, cuando el cardinal involucrado nuevamente tiene cofinalidad no numerable, y es mayor
que w1, se sigue facilmente del siguiente lema, que ya probamos, la existencia de subconjuntos
estacionarios ajenos de tal cardinal.

Lema 2.23 Sean k un cardinal de cofinalidad no numerable y A < cf(k) un cardinal regular.
Entonces el conjunto EY :={y € k: cf(y) = A} es estacionario en k.

De hecho, en ese contexto, considerando cardinales regulares no numerables, se tiene que
los conjuntos estacionarios pueden partirse en otros conjuntos estacionarios, como asegura el
Teorema de Solovay.

Teorema 2.24 (Solovay) Sea k un cardinal regular no numerable y S un subconjunto estacio-
nario de k. Entonces S tiene una particion en k subconjuntos estacionarios de k.

Pospondremos la demostracién de este teorema hacia el final de la presente seccién, primero
presentando algunos lemas previos al mismo y el otro teorema objetivo de esta seccién.

A pesar de que en los tdltimos lemas y proposiciones nos hemos restringido a cardinales, el
concepto de conjunto estacionario no se restringe a tales tipos de ordinales, puesto que el con-
cepto de club se define para cualquier ordinal limite. Es importante mencionar lo anterior, pues
a continuacion veremos una de las propiedades mas importantes de los conjuntos estacionarios
de la manera mas general, es decir, considerando cualquier ordinal limite pero que conserve la
propiedad de tener cofinalidad no numerable. Requerimos una definicién previa.

Definicién 2.25 Sea a un ordinal limite y X C . Una funcion f : X — a se llama regresiva

siVB(B e X\ {0} — f(B) € B).

Teorema 2.26 (Lema de Fodor) Sean a un ordinal de cofinalidad no numerable y S un sub-
conjunto estacionario en . Sea f: S — « una funcion regresiva. Entonces existe 8 < « tal que
el conjunto f~1[B] es estacionario en a.

Mids aiin, si o es regular, entonces existe 3 < « tal que f~[{B}] es estacionario en o. Es
decir, [ es constante en un subconjunto estacionario de S. Se dice entonces que f tiene una
fibra estacionaria.

Demostracién Supongamos que, para cada 3 < a, existe T3 C « club tal que TN f~1[3] = @.

Por el tercer inciso de la proposicién 2.11, consideremos C' C « un club tal que t.0.(C) =
cf(a). Para cada 8 < «, definimos p() como el minimo de los elementos en C' mayores que
B. Tal p estd bien definida, pues C en particular es no acotado en a. Sea Cg = (\{Ty : v €
CN(upB)+1)}

Como t.0.(C) = cf(a), en particular |C| = ¢f(«) v, utilizando que « es limite y que C'N
(u(B) + 1) es acotado en C, obtenemos que |C N (u(B) + 1)| < cf(«). Asi, Cg resulta ser
interseccién de una cantidad menor a cf(a) clubs en a y, por tanto, para cada § < «, Cg es
un club en a. Més aiin, como por hipdtesis tenemos que T),(g) N f “Hu(B)] = @ y por definicién
tenemos que 8 < u(B), 8 C u(B) y, por tanto, T,z N f~ 18] = @. Como Cy C T,,(3), concluimos
que CgN fHB] = 2.

Por otra parte, la sucesién {Cs : 8 < a} es, por definicién, decreciente de donde, por el
segundo inciso del lema 2.15, tenemos que D := A{Cjs : f < a} es un club en « y, por tanto,
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D N Lim(«) también lo es. Como S es estacionario en «, se sigue que SN DN Lim(a) # @, de
donde consideramos v en tal interseccién.

Como f es una funcién regresiva, se tiene que f(v) < ~. Al ser v un ordinal l{mite, obtenemos
que f(v)+1 < vy, por tanto, al tener que v € D, se sigue que v € C(,y41. Sin embargo, sabemos
que f(7) € f(7) + 1, de donde v € F1[f(3) + 1] y, por tanto, Cyipyi1 N F1[F(7) +1] # 2,
contradiciendo lo anterior. Concluimos entonces que existe 3 < « tal que f~![3] es estacionario
en .

Ahora supongamos que « es regular y, por lo arriba probado, consideremos un ordinal f < «
tal que f~1[B] es estacionario en a. Como f~1[8] = U{f*[{6}] : § < B}, por el cuarto lema
de la seccidon, al ser un conjunto estacionario que a su vez es unién de [ subconjuntos de «
yB8 < a = cf(a), alguno de los uniendos es estacionario en «. Es decir, existe § < « tal que
f7L[{0}] es estacionario en a.

_{

El lema de Fodor, mejor conocido en la literatura como Pressing Down Lemma, es de suma
importancia no sélo en la exposicién aqui mostrada, sino que en general es una propiedad muy
fuerte y utilizada de los conjuntos estacionarios y las recién definidas funciones regresivas.

Teniendo ya el primero de los dos teoremas que son el objetivo de esta seccion, procedemos
a probar algunos lemas previos para luego dar una demostracién del Teorema de Solovay. Co-
menzamos relacionando nuevamente el concepto de funciones regresivas, esta vez con los ideales
de un cardinal regular, obteniendo de hecho una equivalencia respecto a tales funciones y los
ideales normales.

Lema 2.27 Sean k un cardinal regular e I un ideal en k. Entonces I es normal si y sélo si, para
cada S C Kk tal que S ¢ I y cada funcion regresiva con dominio S, existe un conjunto Sop C S
tal que So ¢ I y f s, es constante.

Demostracién Probaremos primero la suficiencia. Sea {X, : @ < k} contenido en I y sea
X su unién diagonal. Sea 8 € X, entonces 8 € |J{X, : v < B}, de donde obtenemos que el
conjunto {y < f: f € X,} es no vacfo.

Definimos entonces f : X — k como, para § € X, f(8) = min{e < f: § € X.}. Por lo
dicho arriba, f estd bien definida y ademads, por definicién, para cada 8 € X \ {&} se tiene que
f(B) < . Entonces f es una funcién regresiva con dominio X.

Supongamos que X ¢ I. Por hipétesis existe Sy C X tal que Sp ¢ I y f es constante en
So, es decir, existe n € k tal que f[Sg] = {n}. Pero, por definicién de f, esto implica que, para
cada v € Sy, 7 € X,;, de donde Sy C X, € I y, por tanto, Sy € I, contradiciendo lo anterior.
Concluimos entonces que X € I y que I es normal.

Ahora procedemos a probar la necesidad. Sea I un ideal normal, S C k tal que S ¢ I 'y f
una funcién regresiva con dominio S y valores en k.

Para cada 7 < k, definimos S, = f~![{7}]. Primero observemos que, si 0 € S'y S\ {0} € I,
necesariamente {0} ¢ I'y {0} C Sy se cumple que f es constante en {0}. Asi, podemos suponer
sin pérdida de la generalidad que 0 ¢ S.

Aseguramos entonces que, de hecho, S = V{5, : v < k}. En efecto, como por definicién
tenemos que V{S, : v < k} C S, basta probar la contencién opuesta. Sea a € S, entonces
a # 0 de donde, utilizando que f es regresiva, tenemos que f(a) < a. Obtenemos entonces que
a € f7H{f(a)}] y, por tanto, como f(a) < a, podemos deducir que a € (J{S, : v < a} de
donde, por definicién, a € V{S, : v < a}. Asi, S = V{S, : v < k}.

Ahora bien, como I es normal y S ¢ I, existe v < & tal que S, ¢ I. Como S, C Sy para
cada o € S, se tiene que f(a) =1, f es constante en S, y S, es el conjunto buscado.

_{

Corolario 2.28 Sea k un cardinal regular, I un ideal normal en k y X € P(k) \ I, entonces
Ix es un ideal normal en k.
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Demostraciéon  Utilizaremos la equivalencia dada en el lema anterior. Asi pues, sea S €
P)\I[xy f:S — k regresiva. Por la definicién de I [x, se tiene que X NS ¢ I. Asi, como [
ya es normal en k por hipdtesis y f [xns es regresiva, por el lema anterior tenemos que existe
Xo C X NS tal que Xg ¢ I y existe v < & tal que f[xns [Xo] = {7}. Como Xg=XoNX &1,
Xo ¢ I|x v, habiendo probado las condiciones del lema anterior, podemos concluir que I [x es
un ideal normal en k.

_{

Lema 2.29 Sea k un cardinal reqular no numerable y S un subconjunto estacionario de k.
Entonces el conjunto

T:={aeS:cf(a)=wV(cf(a) >wASNa e nonstat(a))}
es estacionario en K.

Demostraciéon Sea C' C k un club, entonces el conjunto C” := {\ < k : A # 0Asup(CNA) = A}
de puntos de acumulacién de C' es también un club en &, de donde se tiene que SN C’ # .
Consideremos «g := min(S N C") entonces por definicién se tiene que ag # 0 y, por tanto, ag es
un ordinal limite, al ser un punto de acumulacién. Asi, como sup(C' N ) = ap, obtenemos que
ag € C.

Por otra parte, si aq tiene cofinalidad numerable, por definicién se tiene que oy € T, de donde
va tendriamos que ag € T'N C. Supongamos entonces que «q tiene cofinalidad no numerable.
Como aq es punto de acumulacién de C, se tiene que ap N C’ es un club en ag, y como ag =
min{C’' N S}, se tiene que C" N S Nag = &, de donde (C' Nag) N (S Nay) = &. Concluimos
entonces que S'Nag es no estacionario en oy, por tanto, concluimos que T es estacionario en k.

_{

Lema 2.30 Sea x un cardinal reqular no numerable y T C kN Lim(k) un conjunto estacionario.
Si para cada o € T se tiene que f, es una sucesion normal cofinal en «, entonces se cumple
una de las siguientes condiciones:

(1) Existe € < k tal que, para cada X < k el conjunto Ty := {a € T : € € dom(fo) ANX < fole)}
es estacionario en K.

(2) FEziste C C k club tal que para cualesquiera a y v en C NT tales que v < «, se tiene que

v = fa(v).

Demostracién Supongamos que la primera condicién no se cumple, entonces tenemos
que, para cada € < k, existen A(¢) < x y un club C, en & tales que Cc N Ty() = @. Definimos
entonces la funcion A : Kk — k dada por el ordinal cuya existencia se afirma arriba.

Sea D := A{C. : e < k} y C :={a € D : Ma] C a} N Lim(k). Como & es regular no
numerable, el conjunto de los ordinales limites menores que x es un club en k y D también lo
es. Ahora veamos que E := {a < k: A[a] C «)} es un club en x.

Primero veremos que E es cerrado. Sea v < x un ordinal limite tal que £ Ny es no acotado
en . Hay que ver que A[y] C v. Sea 8 € A[7], entonces existe § € 7 tal que § = A(J), como EN~y
es no acotado en v, existe n € EN+ tal que § < 7, es decir, § € . Entonces A(J) € A[n] Cn C ~,
de donde A() € 7, es decir, 8 € v y concluimos que E es cerrado.

Ahora veremos que E es no acotado en k. Sea o < k, definiremos por recursién una sucesién
estrictamente creciente {0y, : n € w} de la siguiente forma: og := maz{c + 1, sup(A[o]) + 1} ¥,
si suponemos que o, € k estd definido, definimos o, := maxz{o, + 1, sup(A[o,]) + 1}. Como
Kk es regular no numerable, para cada a € k, sup(A[a]) € K, entonces se tiene que o € K v, si
on € K, entonces o4, € k. Por tanto, la sucesién construida arriba es un subconjunto de .
Como k es regular no numerable, se tiene que v := sup{o, : n € w}k € Kk y, como o < gy, se
sigue que o < «y. Ahora bien, sea 8 € A[y], por la construccién recursiva de =, existe m € w tal
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que 8 € 0, de donde A(B) € Alon], y por tanto, A(B) € sup(Aom]) € o4um) € 7. Concluimos
entonces que A[y] C vy que v € E. Por tanto, F es no acotado en & y, junto con la prueba dada
arriba, podemos deducir que F es un club en x.

Por tltimo, dado que C' = DN EN Lim(k), podemos concluir que C' es un club en . Ahora,
sean a y « elementos de C'N T tales que 7 < a. Como « € C, en particular « € D vy, por
tanto, para cada € < «, tenemos que a € C,. Asi, para cada € € a, « §é TA(C). Entonces, si
€ € yNdom(fa), como a ¢ Ty, fale) < A(€). Como e € vy v € C, Me) € AN[y] C v, de
donde, si dom(f,) < =, entonces se tendria que im(f,) C v < a, lo cual contradice que f, sea
una funcién cofinal en «. Asi, recordando que una sucesién normal siempre tiene por dominio
a un ordinal, se tiene que v < dom(f,). Como f, es normal y v es un ordinal limite, se tiene
que fo(v) < sup{\(B) : B < v} < vy, al ser estrictamente creciente, se sigue que v < fo (7).
Concluimos que f4(7) =7, lo que concluye la demostracién de la segunda afirmacién del lema.

_{

Finalmente estamos en condiciones de probar el Teorema de Solovay.

Teorema [Solovay] Sea x un cardinal regular no numerable y S un subconjunto estacionario
de . Entonces S tiene una particiéon en x subconjuntos estacionarios de .

Demostracion [del Teorema de Solovay] Sea T := {a € S : c¢f(a) =wV(w < cf(a)ASNa €
nonstat(a))}, por el lema 2.29, sabemos que T' es estacionario en k.

Sea a € T. Si c¢f(a) = w, sea g, : w — « cofinal y estrictamente creciente. Definimos
entonces f, : w — « dada por f,(n) = go(n) + 1. Asi, f, es cofinal, estrictamente creciente y,
como im(fo) N Lim(k) = @, se tiene que im(fo) NT = @.

Por otro lado, si w < ¢f(a), por definicién de T tenemos que S N « es no estacionario en
«, de donde existe un club C, en « tal que C, N SNa = @. Como C, es un club, por el
inciso (vi) de la proposicién 2.11, podemos obtener una funcién normal f, con dominio « tal
que im(fq) = Cq. Como Cy, C a, Co, NS = @y, por tanto, Co, NT =@ e im(fo) NT = @.

Entonces, para cada a € T podemos hallar una sucesién cofinal f,, en «, tal que im(f,)NT =
@,y como T C kN Lim(k), tenemos las hipétesis del lema anterior. Asi, se debe cumplir alguna
de las dos condiciones expuestas en la conclusion del mismo. Pero si se cumpliera la segunda
condicién, entonces, para algin club C, dados 8y v en CNT con v < B, se tendria que fo () =~
y, en particular, v € im(f,)NT contradiciendo la construccién de f,. Entonces podemos concluir
que se cumple la primera de tales condiciones. Es decir, existe € < k tal que, para cada A < &
el conjunto Ty = {a € T : € € dom(fo) AN < fo(€)} es estacionario en k.

Definimos ahora f : T'— & tal que, si € € dom(f,), entonces f(a) = fa(€) y f(a) =0 en
otro caso.

Para cada A # 0 se tiene que, por definicién de f, {o € T : € € dom(fo) ANXA < fo(e)} C {a €
T: )< f(a)}, de donde {a € T : A < f(«)} es estacionario en k. Ademds, como cada funcién
fa tiene codominio « o f(a) =0 < «a, obtenemos que f es una funcién regresiva.

Denotamos por Xy := {a € T : A < f(a)}, entonces, para cada A < k, X es estacionario
en k. Por tanto, como f [x, es regresiva y & es regular no numerable, para cada A < k existe
1 < K tal que f7H[{y2}] N X es estacionario en . Por otro lado, si v, y 7, son dos elementos
distintos de k entonces se tiene que

N XN {nnX,) =o.

Por lo tanto, los conjuntos Yy := f~[{~x}] N X, son ajenos por pares.

Ademds, por la definicién de X, para cada A < & se tiene que, dado § € Yy, A < f(d), de
donde en particular A < . Con esto concluimos que el conjunto {7y, : A < k} es no acotado en &
y, como & es regular, el conjunto de las 7, tiene cardinalidad . Por tanto, se tiene que [{Y) : A <
k}| = k, de donde obtenemos as{ un conjunto de k subconjuntos estacionarios de k ajenos por
pares. Como cualquier supraconjunto de un estacionario es a su vez estacionario, basta elegir un
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Y\ y unir el complemento de la unién de los estacionarios obtenidos para asi obtener finalmente
una particién de S en k suconjuntos estacionarios de k, lo que concluye la demostracion.

_{
Tanto en la prueba del teorema de Solovay como en el lema de Fodor se hace uso del
Axioma de Eleccidn, lo cual en realidad no harfa falta notar de no ser por lo siguiente. Como se
mencioné anteriormente, si tenemos un cardinal £ mayor a wq, los conjuntos E¥ para A < cf(k)
nos ayudan a obtener conjuntos estacionarios ajenos de x. Sin embargo, el caso en que k sea wy
es de hecho muy distinto. En efecto, puede probarse que hay modelos de ZF' donde cualesquiera
dos estacionarios en w; se intersectan. Una de las formas de hacerlo es con el llamado Axioma
de Determinacién que, por tanto, es incompatible con el Axioma de Eleccién. Lo anterior puede
consultarse en [Jel].

2.4 | Dos Teoremas de Silver

Finalmente estamos en condiciones de probar los dos teoremas de Silver mencionados en
nuestra introduccion, con las herramientas desarrolladas hasta el momento en este capitulo.
Comenzaremos enunciando ambos teoremas, uno de los cuales se relaciona con la Hipdtesis
Generalizada del Continuo y el otro habla acerca de la Hipétesis del Cardinal Singular, abordada
desde el capitulo uno.

Teorema 2.31 (Silver) Sea k un cardinal singular de cofinalidad no numerable. Si para cada
)\ < K se tiene que 2> =\, entonces 2 = k.

Teorema 2.32 (Silver) Si la Hipdtesis del Cardinal Singular se cumple para todos los cardi-
nales singulares de cofinalidad w, entonces se cumple para todos los cardinales singulares.

Para probar tales teoremas, requerimos probar una serie de lemas, en los cuales se apli-
cara lo desarrollado para subconjuntos estacionarios de un ordinal, pasando por propiedades de
ultrafiltros en un ordinal. Para ello requerimos primero un par de definiciones.

Definicién 2.33 Sea x un cardinal y f y g funciones con dominio k. Decimos que f y g son
casi ajenas si existe o en k tal que para cada o > g se tiene que f(a) # g(a). Una familia
de funciones F, cada una con dominio k, es una familia casi ajena si sus elementos son casi
ajenos por pares.

Teniendo en mente las definiciones anteriores, procedemos a enunciar y demostrar el primer
lema.

Lema 2.34 Supdngase que para cada o ordinal numerable se cumple que RY* < R, . Sean A,
con o < wy conguntos tales que {a < wy : |An] < Ry} es un conjunto estacionario en wy. Si F

una familia casi ajena de funciones tal que F C [[ Aq entonces |[F| <V, .
a<wy

Demostraciéon Podemos suponer, sin pérdida de la generalidad, que si F := {a < wy : |[A4] <
N, }, entonces para todo a € E, A, C wq.

Definimos Sy := {y < wy : v € Lim(w;)AA, C wy}. Como w; es un ordinal limite, el conjunto
de limites bajo w; es un conjunto cerrado y no acotado en wy, por tanto, Sy es estacionario en
wi.

Entonces se tiene que para cualquier f € F y cualquier v € Sp, f(7) < ws.

Sean f € Fy vy €Sy, como 7 es un ordinal limite, se tiene que wy = (J{wg : § < v}, y como
f(7) < w,, existe B, < 7 tal que f(7) < wg,. Entonces tenemos que la funcién g : So — w; tal
que, para cada v € Sy se tiene que g(7y) = B, es una funcién regresiva con dominio estacionario
So. Por el Lema de Fodor, existe Sy C Sy estacionario tal que g es constante en Sy, es decir,
que existe v € wy tal que para todo § € Sy se cumple que f(§) € w,.
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Usando lo anterior, a cada f € F le asignamos una pareja ordenada (Sy, f [s,) donde Sy C Sy
es estacionario y f [ 5, es acotada (al ser constante). Dadas f y g en F, si se tiene que f [5,= g s, ,
entonces Sy = S, y, como F es una familia casi ajena de funciones y Sy es no acotado (al ser
estacionario), se tiene que f = g. Por tanto, la asignacién definida es inyectiva.

Dado S C wy, la cantidad de funciones acotadas de S en X, es alo mds > NL,S‘. Procede-

y<wi
remos a acotar tal suma.

D W< ) W= sup KD

y<wi y<wi YW1

y como por hipétesis Va(a < w; — R < R, ), entonces se tiene que > NLYSI < N,,. Como
y<wi

|P(w1)| = 2% y por hipétesis 28 < R, se tiene que el nimero de parejas (Sy, f |s,) es a lo
més N, - N, = Ry, y como la correspondencia es inyectiva, se tiene que |F| < R,,,.
_{
El lema anterior puede verse como el primer paso para demostrar nuestro siguiente lema.

Lema 2.35 Supongamos que para cada ordinal numerable o se cumple que Rt < R, . Sean
Ay con o < wy conguntos tales que {a < wy : |Aq] < Rgq1} es un conjunto estacionario en ws.

Si F es una familia casi ajena de funciones tal que F C [ Aa entonces |F| < Wy, 1.
a<wi

Demostracion Sea S := {a < wy : [Aa| < Nay1} v sea U un ultrafiltro que extiende al filtro
de clubs y a S. Entonces tenemos que todo elemento de U es estacionario.

Podemos suponer, sin pérdida de la generalidad, que cada A, es un conjunto de ordinales y
que para cada a € S se tiene que Ay C wey1-

Definimos la relacién < en F como

f<ge{a<w : fla)<gla)}el.

Aseguramos que (F, <) es un orden lineal. En efecto, como para cada f € F se tiene que
{a < wi: fla) < f(a)} = @ y U es un filtro, se tiene que para cada f € F se cumple que
=(f < f), es decir, < es antireflexiva.

Ahora sean f, g, h funciones en F y supongamos que f < gy g < h. Hay que demostrar que
f < h, es decir, que {a < wy : f(a) < h(a)} € U. Como U es un filtro, y tenemos que f < gy
g < h, se tiene que el conjunto {a < w; : f(a) < g(a)}N{a < w; : g(a) < h(a)} es un elemento
de U y ademds, {a <wi : f(a) < g(a)} N{a <wi :g(a) < h(a)} C{a<w: f(a) < h(a)}, de
donde {a < wy : f(a) < g(a)} es un elemento de U (al contener a un elemento de U). Entonces
f < hy, por tanto, < es transitiva.

Por dltimo, sean f y g funciones en F y supongamos que f # g. Veremos que entonces
f <gog< f.Como f # gy F es casi ajena, se tiene que {a < wy : f(a) = g(a)}
es acotado en wi, de donde no es estacionario y, por tanto, no estd en U. Como U es un
ultrafiltro, el complemento de {a < wy : f(a) = g(a)} estd en U, de donde se obtiene que
{a<w;: fla) <gla)}U{a <w; :g(a) < f(a)} € U. Asi, al ser U un ultrafiltro, se tiene que
{a<w: fla)<gl@)}eUo{a<w::gla) < fla)} €U, es decir, f < gog< f.Por tanto,
< es tricotémico en F, de donde se tiene ya que (F, <) es un orden total.

Ahora bien, para cada f € F y cada subconjunto estacionario T' de wy, definimos el conjunto
Fi={g e F:Vala € T — g(a) < f(a))}. Asi, se tiene que F{ C [[ A, donde, si

a<wi]
a € T, entonces A, = f(a). Y A, = A, en otro caso. Ademds, si consideramos el conjunto

S%:={a €w;:g(a) < f(a)} NS entonces S € U y para cada o € S? se tiene que f(a) € Wat1-
Por tanto, |f(a)| < N, de donde, para cada f € F, al ser S]gC estacionario en wi, por el lema

: 54
anterior, tenemos que |F;'| <N, .
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Fijemos f € F. Dado g € F tal que g < f, existe un T en U subconjunto de S tal que
gE ]—';;F y, por tanto, g € U{]—'}F cg<fh
En tal caso

HgeFig< <\ J{Ff:TeurTCSH< > [Ffl Y. N, <

TEUNTCS TEUATCS

Z N‘*’l = NUJ] |P(W1)| = NUJ] 24 < NW1 : Nwl = qu
TeP(wy)

donde la tltima desigualdad es vélida, puesto que por hipdtesis Ng* < N, .
Entonces, F es un orden lineal tal que cada segmento inicial tiene tamano menor a Ni‘l =
R, +1, de donde podemos concluir que |F| < R, 1+1.
#
Con los anteriores lemas en mente, y previo a probar nuestro siguiente lema, damos una
nueva definicién.

Definicién 2.36 Sea a un ordinal limite y sea (¢ : £ < «) una sucesién no decreciente de
ordinales. Definimos el limite de la sucesion por lime_ove = sup{ye : £ < a}. Una sucesion de
ordinales (Vo : « € OR) es normal si es creciente y continua, es decir, para cada ordinal limite
o, limeaYe = Va-

Lema 2.37 Sea k un cardinal singular de cofinalidad no numerable y supongamos que para todo
A < K se cumple que \F%) < k. Si para cada sucesion normal de cardinales (ko : o < cf (k)

Kgf(fm)

tal que limq_cf(x)ka = K el conjunto {a < cf(k) : = rl} es estacionario en cf(k),

entonces kK% = gt
Demostracién Probaremos el lema en el caso k = N, con el fin de reducir notacién, el
caso general se deduce de éste al hacer cambios pertinentes de la misma. En tal caso, nuestra
hipétesis es que, para cada a < wy, tenemos que Rt < X, .

Sea E el conjunto estacionario mencionado en las hipétesis, entonces, para cada o € E, se
tiene que Ngf(N“) = o411 = NT. Hay que demostrar que NS; =Ny, +1-

Para cada h : w1 — N, definimos f = (hy 1 a < wy) donde hy(¢) = h(() siempre que
¢ <wi es tal que h(¢) < Ny ¥ ho(C) =0 en otro caso. Y definimos § = {f, : h: w1 — Ny, }.

Consideremos h : w3 — Y, ¥y @ < wq, por definicién sabemos que dom(h,) = w1y y, dado
¢ < wi, si h(C) < wq, entonces hy(¢) = h(() € wa, ¥ st wa < A(C), ha(¢) =0 € w,. Por tanto,
concluimos que hy, :w; — Ny y que FC [ (“1R,).

a<wiy

Ahora sean g y h funciones distintas con dominio w;y y codominio X,,, . Demostraremos que, en
tal caso, fy ¥ fr son funciones casi ajenas. Como g # h, existe o € wq tal que g(ag) # h(a).
Sea a1 € wy tal que h(ag),g(ap) € Rq, entonces, si a1 < f < wq, tenemos que hg(op) =
h(ag) # g(aw) = gs(ao), donde las igualdades son vélidas, puesto que h(ag), g(ap) € Ry, < Ng.
Concluimos entonces que, si 5 € w; es tal que a; < 3, entonces hg # gg y, por tanto, para cada
B € wy tal que o < B, tenemos que fr(8) # fo(B8) ¥ fr v fq son casi ajenas.

Ahora bien, como {R, : @ < wi} es una sucesién normal de cardinales cuyo limite es R,
por hipétesis tenemos que el conjunto E := {a € wy : Ngf(N“) = N441} es estacionario en wy.

Para aplicar el lema anterior, debemos demostrar que el conjunto {a < wy : RY < R,yq}
es estacionario. Como tenemos que 28t < Ngl < N, , existe § < w; tal que para cada v > § se
cumple que 2% < R,. Ademds, como w; es ordinal limite, sabemos que wy \ ¢ es un club en wy,
de donde Ey := E'N(w; \ §) es también estacionario en wj.

Ahora bien, si a € Ey y cumple que X; < ¢f(X,), entonces tendremos que X3! < Ngfm") =
Nq+1 de donde obtenemos que N5 < Ry_ ..
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Ahora supongamos que o € Ejp y cumple que ¢f(X,) < N;. Entonces necesariamente
cf(N,) = Vo, de donde obtenemos que NX0 = N,.1, X, > 2% y, al ser singular, o es un
ordinal limite.

Por el corolario 1.21, sabemos que R}! es, o bien 2%, o R, o J(u) para algin p tal que
cf (1) < Ry < p. Pero por lo visto arriba, la tnica posibilidad que se puede cumplir es la tltima,
es decir, N1 = pef () vy pediremos que p sea el minimo que cumpla la condicién.

Observemos que, como XXt = p¢f (1) se sigue que (RN = (¢ (1)R1 Pero, por las leyes de
los exponentes, sabemos que (X)X = ¥y como cf () < Ny, obtenemos que (pf )N = /8,
Entonces tenemos que Ngl = 1M1, Por otra parte, en el corolario 1.21, se dice que la u tal que
la igualdad se cumple satisface a su vez que pu < N, y, como ¢f(p) < p, obtenemos que p es
un cardinal limite. Con esto concluimos que existe un ordinal limite 3 < o tal que p = Ng,
de donde cf(u) = cf(Rg) = ¢f(B) < B < wy ¥, por tanto, cf(u) = Vg. Aplicando lo anterior,
obtenemos entonces que Nt = yof (1) = R0 < RRo =R ;.

Habiendo cubierto los dos casos, obtenemos que, para todo o € Ey, se tiene que Nﬁl < Not1,

de donde el conjunto es estacionario. Aplicando el lema anterior, obtenemos que |§| < W, 41

y, como |§F| = R obtenemos que eI - N1 < N, 41. Como por el segundo inciso del

1 (o) e/ Be)) _

C z
teorema 1.13 sabemos que R, < NW{ , wi+1 como queriamos demostrar.

#

Finamente estamos en condiciones de probar los teoremas enunciados al principio de es-

ta seccién. Comenzamos probando el teorema relacionado con la Hipdtesis Generalizada del
Continuo

Teorema 2.38 (Silver) Sea k un cardinal singular de cofinalidad no numerable. Si para cada
)\ < K se tiene que 2* = A\t entonces 2 = k.

Demostraciéon Sea k un cardinal singular de cofinalidad no numerable tal que para cada
A < k se tiene que 2* = A*. Debemos demostrar que 2% = x*. Probaremos las condiciones del
lema anterior. Sea entonces A < k, si A < w, entonces se tiene que A/ (%) = 2¢f(%) v como £ es
un cardinal singular, se tiene que cf (k) < &, de donde 2¢/(%) = (¢f(x))*. Como & es un cardinal
singular, es un cardinal limite; por tanto, (c¢f(k))™ < k. Concluimos que, si A es finito, entonces
T (R) < g,

Ahora supongamos que A es infinito. Entonces se tienen dos casos

1. Si A < cf(k), entonces A/ (%) = 2¢/(%) Por hipétesis, como ¢f (k) < & al ser £ un cardinal
singular, se tiene que 2¢7(%) = ¢f(k)* de donde, como & es un cardinal limite, cf (k)" < k.
Por tanto, en este caso \F(%) < k.

2. Si ¢f(k) < A, entonces se tiene que Nef(R) < A\ = 2% = \F | donde la tltima igualdad es
valida, pues VA ()\ <Kk — 2= )\+) y, como k es un cardinal limite, se tiene que AT < &,
e igualmente concluimos que A/ (®) < g,

Por tanto, en ambos casos se tiene que A/ () < k. Entonces se tiene que VAN < Kk — T (R) <
k). Ahora sea (ko : @ < cf(x)) una sucesién normal de cardinales tal que limg_,cp(x)fa = K
y sea A = {a < cf(k) : k&) ") = k). Hay que demostrar que A es estacionario en cf(k).
Sea o < cf (k) tal que k, es infinito, entonces tenemos que k} < pel (ma) < Kkfe = 2Fa vy como
la sucesién es normal, es creciente, de donde sabemos que k., < k. Por tanto, por hipétesis se
tiene que 2% = k. Entonces concluimos que {a < cf (k) : Rg < ko } C A. Al tener que k tiene
cofinalidad no numerable, en particular Ry < x de donde existe v < ¢f (k) tal que para cada
d > 1y se tiene que Ny < K.

Ahora sea B C ¢f(k) un club en ¢f(k), entonces en particular se tiene que B es no acotado
en cf(x), de donde existe £ en B tal que v < £. Por tanto, Ry < k¢, de donde se tiene que § € A.
Concluimos entonces que AN B # &, de donde A es estacionario en c¢f(k). Por el lema 2.37,
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tenemos que k<% = kT. Por otro lado, como k es un cardinal limite, tenemos dos casos para
el valor de 2%.

1. Si 2% = 2<K](k), como 2<% = sup{2* : A < Kk A X € CAR} y suponemos que cualquier
cardinal infinito A < x cumple que AT = 2*, se tiene que 2<% < x, de donde tenemos
que 2 < kl(k) = kW) = gef(8) < gr = 25 Por tanto, £/ (¥) = 2% y concluimos que
28 = KT,

2. Si 27 = J(2<%), entonces 2~ = (2<7)F(27") < xef(7) = kef(®) < 9% donde la primera
desigualdad es vélida, puesto que 2<% < k; y la iltima igualdad es valida pues suponer que
2% = J(2<%) significa que la funcién del continuo bajo k no es eventualmente constante,
de donde cf(r) = cf(2<*). Entonces nuevamente tenemos que x/(¥) = 2% y nuevamente
concluimos que 2¥ = k7.

Entonces, al ser los dos casos anteriores los inicos posibles, se tiene entonces que 2% = 1, que
es lo que se queria demostrar.
#
Procedemos ahora a probar el Teorema de Silver relacionado a la Hipdtesis del Cardinal
Singular.

Teorema 2.39 (Silver) Si la Hipdtesis del Cardinal Singular se cumple para todos los cardi-
nales singulares de cofinalidad w, entonces se cumple para todos los cardinales singulares.

Demostraciéon Procedemos por induccién sobre c¢f (k). Por hipétesis, lo pedido se tiene para los
cardinales singulares de cofinalidad numerable. Entonces sea  cardinal singular de cofinalidad
no numerable y supongamos que 2°7(") < k. Probaremos las condiciones del lema 2.36, asi pues,
sea \ < K, procedemos por induccién sobre \ y partimos en casos

Si A < ¢f(k) entonces, por el teorema de exponenciacién tenemos que NeF () = 9¢f(r) de
donde A < k por hipdétesis.

Si existe u < A tal que A < pf (%) entonces se tiene que A% = 4/ (%) <k por la hipétesis
de induccion.

Si para cada p < X se tiene que u¢/(*) < X\, tenemos dos subcasos. Si ¢f(\) > cf (k), entonces
/() = X\ < Kk por hipétesis.

El caso importante es cuando cf()\) < cf(k), en tal caso X/N) = X¢f(%) vy por hipétesis
tenemos que 2¢/(N) < 2¢/() < X de donde 2¢/(*) < A. Por tanto, podemos concluir que \ es
singular, A < k y 2¢f(A) < X entonces, por la hipétesis de induccién o bien por hipdtesis en
el caso de que \ tenga cofinalidad numerable, obtenemos que A/ = A\t < k. Asi, la tltima
desigualdad es valida, puesto que k es un cardinal limite al ser singular. Concluimos entonces
que para cada A < k, A/ (%) < .

Por ltimo, sea Sy := {kq : @ € ¢f(k)} cualquier sucesién normal de cardinales con limite k.
Definimos S = {a < cf(k) : cf(ka) = w A 2% < k,}. Como & tiene cofinalidad no numerable,
tenemos que 280 < 2¢7(%) < kv, por tanto, existe v < cf (k) tal que, para cada ¢ tal que § > ~,
se cumple que 280 < k.

Ahora, sea B C c¢f(k) un club cualquiera, entonces B \ 7 es también un club en cf(k).
Consideremos {v; : i € w} C B\ v una sucesién estrictamente creciente. Como cf (k) > w y es
regular, su supremo, que llamaremos 7, es también un elemento de cf (k) y, al ser el supremo
de una sucesion estrictamente creciente de ordinales, tenemos que 77 es un ordinal limite tal
que (B\ v) Nn es no acotado. Concluimos entonces que n € B\ 7 y, como Sy es normal, el
supremo del conjunto {r, : i € w} es k,. Por tanto, tenemos que cf(k,) = w y que 280 < k),
de donde n € SN B\ v C SN B. Tenemos entonces que S es estacionario en cf(k), y como
todos los k4’s, con a € S son cardinales singulares de cofinalidad w, se tiene que el conjunto
{a < cf(r) : kT = KT} es estacionario en cf(k). Por el lema anterior, concluimos la
induccién y tenemos que k(%) = gt

_{
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Si se observan las pruebas anteriores, la tinica forma en la que se utilizé el hecho de que &
tuviera cofinalidad no numerable es en el hecho de que esta propiedad implica que Xy < k, lo
cual puede llevarnos a pensar que las hipotesis pueden debilitarse. Sin embargo, esto no es asi,
pues también debe recordarse que en la prueba de tal teorema utilizamos una serie de lemas, en
donde la condicién sobre la cofinalidad es fundamental, puesto que en sus respectivas pruebas se
utilizan sucesiones numerables dentro del cardinal x y sus supremos, los cuales podemos asegurar
que siguen siendo elementos de k, usando fuertemente que su cofinalidad es no numerable.

Los ultimos lemas antes de probar los resultados principales de este capitulo pueden dar
la idea de que las hipdtesis pueden debilitarse a cumplirse sélo, digamos, en un subconjunto
estacionario del cardinal en cuestién y no sobre todo el cardinal. En el siguiente capitulo veremos
que, en efecto y bajo ciertas condiciones, podemos obtener tales debilitamientos, pero para
ello requeriremos algunos resultados combinatorios de preparacién para poder determinar las
condiciones adecuadas.



Capitulo I I I

El Teorema de Erdos-Rado y la Férmula de
Galvin-Hajnal

Al final del capitulo anterior, se mencioné acerca de que es posible debilitar las hipotesis de
los teoremas de Silver y obtener las mismas conclusiones, pero para ello, hay que desarrollar
algunos temas combinatorios y considerar ahora el tamano de los subconjuntos de un ordinal
respecto a un ideal ya dado. Con éstas herramientas desarrolladas adecuadamente, tendremos lo
necesario para probar otro teorema de Silver, esta vez mas general. Gran parte del desarrollo del
capitulo puede hallarse en [Ho10], con la diferencia de que algunas pruebas han sido desarrolladas
con el fin de obtener claridad.

3.1 | El Teorema de Particién de Erdés-Rado

En un primer curso de Algebra Superior, se enuncia y demuestra el llamado Principio del
Palomar, el cual informalmente dice que si hay mas palomas que casillas en un palomar, entonces
alguna casilla tendra més de una paloma.

Mas formalmente, si se distribuyen m objetos en n cajas y se tiene que m > n, entonces al
menos una caja tendra mas de un objeto.

Tal principio se generaliza, aun de manera finita, a lo siguiente:

Proposicién 3.1 Sit,k € w\0 yt-k+ 1 objetos se distribuyen en k lugares, entonces algin
lugar tiene t + 1 objetos.

Pero, en el capitulo 1, ya probamos la versién infinita del principio, el cual se enuncia de la
siguiente forma.

Proposicion 3.2 Sik es un cardinal, p es un cardinal infinito y tenemos una particion de pu en
K conjuntos, donde k < cf (1), entonces al menos un elemento de la particion tiene cardinalidad

L.

Para comenzar a desarrollar los teoremas y proposiciones de este capitulo, introduciremos
algo de notacion, para ello, comenzamos probando el siguiente lema.

Lema 3.3 Sean A y B conjuntos cualesquiera y g : A — B una funcion. Entonces el conjunto
{g7L[{b}] : b € im(g)} es una particion de A.

Demostracién Como g es una funcién de A en B, se tiene que para cada b € im(g) el conjunto
g [{b}] estd contenido en A, de donde {g~'[{b}] : b € im(g)} es una familia de subconjuntos
de A. Asi, sélo falta probar las 3 propiedades de cualquier particion.

Como estamos considerando b € im(g), cada elemento de la familia es no vacio.

Al ser una funcién con dominio 4, se tiene que A = (J{g~ [{b}] : b € im(g)}.

41
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Por dltimo, si b y ¢ son elementos distintos de im(g), tenemos que

g {N g {ell =g~ [{b} n{c}] = g7 '[2] = 2,

lo cual prueba que los elementos del conjunto son ajenos 2 a 2.
Al cumplir las 3 propiedades, concluimos que {g~![{b}] : b € im(g)} es una particién del
conjunto A.
#

Definicién 3.4 Dados dos conjuntos A y B y g: A — B, a la particion {g='[{b}] : b € im(g)}
mencionada en el lema anterior se le llama particion g.

Ahora si, comenzamos a presentar la notacién que usaremos de ahora en adelante, notaciéon
que es de hecho universal respecto a la llamada teoria de Ramsey.

Definicién 3.5 Sean k, A\, y v cardinales tales que v < p y A < p. St para cualesquiera
conjuntos K y M de cardinalidades k y p respectivamente y cualquier funcion f : [M]¥ — K,
se cumple que existe L C M, con |L| = X y existe kg € K tal que f[[L]*] = {ko}, entonces
denotamos este hecho por

= (A)

y decimos que tal L es homogéneo respecto a la particion f.

Con esta nueva notacion, podemos reescribir los principios enunciados al inicio de la seccién
de la siguiente forma.

Proposicién 3.6 (Principio del Palomar, versién finita) Sit, k € w\ {0}, entonces t-k+
1= (t+1);.

Proposicién 3.7 (Principio del Palomar, versién infinita) Sik y A son cardinales y 1 <
Kk < c(N), entonces A — (A)L.

En esta seccién probaremos un teorema debido a Erdos y Rado, relacionado con parti-
ciones de cardinales como las arriba mencionadas, y mediante éste probaremos la férmula de
Galvin-Hajnal. Esto a su vez nos permitira debilitar las hipdtesis del Teorema de Silver an-
tes demostrado, como seguro se puede vaticinar, sélo a suponer que el conjunto {k < R, :
k € CARN2% = kT}, con X, singular de cofinalidad no numerable, sea estacionario en R,,.
Comenzaremos probando una serie de lemas necesarios para dar una prueba del Teorema de
Erdos-Rado.

Lema 3.8 Seann € w y u y A cardinales, con u infinito, tales que p — (N)7. Sean v un cardinal
infinito y f : W]"™ — Kk, y {7 1 i < u} una funcion inyectiva de p en v tal que, para cada
i < ... <ip <j<up, setiene que f({r,,.... 7,7 }) = f{Tirs -0, Ti» Tir4+1}). Entonces existe
un conjunto My C {7; : i < u} de cardinalidad \ y k €  tal que f[[Mo]" '] = {k}.

Demostracién Supongamos que 7 es una funcién con las propiedades dadas en las hipdtesis.
Sidy < ... < iy < p, definimos g(7,, .o, Ty ) = F(Tigs ooy Tin s Tin 1)
Como p — (A) y podemos ver a g como funcién de [M]™ en k (al ser 7 inyectiva), existe
My C {7 : i < pu} de cardinalidad X\ y k € & tal que g[[My]"] = {k}.
Siir < o <l < dng1 < B Tigs oo T, Tip41 € Mo, entonces f({Tiy, o, Tips Tig 0y }) =
f{mis o mi, Tin+1}) = {7y, -, 70, ) = k, como se queria probar.
_{
El objetivo ahora es probar, para n € w y u cardinal infinito que, si p — (A)? para algin A,
entonces existe v cardinal infinito tal que v — (A\)"*1. Para probarlo usando el lema anterior,
debemos demostrar que, si f : [V]"*! — K es una particién, podemos encontrar una sucesién
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inyectiva {7; : ¢ < p} de elementos de v tal que, para cada i1 < .. < i, < j < p se tiene que
f@mins o mins i) = F({7i s iy T })-

Es importante notar que no hemos hablado en ningiin momento del tamano de v. Para re-
solver el problema introduciremos un nuevo concepto, de suma importancia en las matematicas.

Definicién 3.9 Un orden parcial (T,<) es llamado drbol si y sdlo si, para cada © € T, el
conjunto x< :={y € T : y < z} estd bien ordenado por <. Una rama en T es una cadena
C-mazimal en T. La altura de cada y<, donde y € T, se define como h(y) := t.0.(y<).
Definimos la funcidn rango p con dominio T y valores ordinales como p(x) := sup{p(y)+1:
y € T ANy < x}. El ordinal sup{p(z) +1: 2z € T} =: h(T) es llamada la altura del drbol. Un
a-drbol es un drbol de altura a.
El conjunto Sg :={x € T : p(x) = B} es el B-ésimo nivel de (T, <).

Teniendo ya este concepto, y considerando que tenemos f : []"*! — &k una particién,
construiremos un arbol con las siguientes caracteristicas.

Lema 3.10 Eziste un drbol T con altura p contenido en P(v) \ {@}, tal que para cualesquiera
A, B €T setiene que A < B siy solo si B C Ay, para cada o < i, los niveles S, de T cumplen
que:

(i) USa = v\ {min(A) : A € U{S5: B < a}},
(11) para cualesquiera o, € p, si a # B3, entonces So N Sg =G, y

(i11) si ( < o y B € S, existe un unico A € S¢ tal que A < B.

Demostracion Comenzamos definiendo por recursion los niveles del arbol T'.

Definimos Sy = {v} y, suponiendo que S¢ estd definido y satisface los 3 incisos para cada
¢ < «, obtenemos que, para cada B € S, existe una cadena tal que B=A4,C ... C A C ... €
A1 € Ap = v donde, para cada ¢ < a se tiene que A¢ € Se.

Definimos 7¢ = min(A¢) y una relacién Rp en B\ {7, } tal que

pRBO' A4 VCI < ... < Cn < Oé(f({Tcl,...,Tcn,p}) = f({TCN ""TCn7U}))'

Como la igualdad es una relacién de equivalencia, obtenemos que Rp es una relacion de
equivalencia. Denotamos al conjunto de las clases de equivalencia con eg y sea So41 := J{eB :
B € S,} el a+ 1-ésimo nivel de T'. Por construccién de la relacién, se tiene que S,41 cumple
los tres incisos requeridos.

Observemos que |Sa+1| < X{leg| : B € S, }. Ahora bien, para cada B € S, y p € B\ {74},
definimos g, : [{7¢ : ¢ < a}|" = & definida por g,({7¢,, ..., ¢, }) = f{Ters - Tc s P})-

Por definicién de Rp, se tiene que, para cualesquiera p,o € B\ {74}, pRpo si y sdlo si
9p = o, de donde obtenemos que |eg| < glalRo,

Por tanto, se concluye que Sy 1| < [Sa|s!?R0 v, obsérvese que en el caso finito, es decir,
con Kk < Vg y a < Vg, tenemos que [Sy11] < No.

Ahora sea o < p un ordinal limite. Definimos entonces

So={(Vr(Q):¢<a}:he J] Sch\ {2}

(<La

v T = U{S¢ : ¢ < a}. Por hipétesis de induccidn, T, es un érbol y, de hecho, como los elementos

de cada S¢ son ajenos, se tiene que, si h € [[ S¢ es tal que {A({) : ¢ < a} # @, entonces
(<a

en particular existen (1,(2 € « tales que h((1) N h({2) # @ y, por definicién, h((1) € S¢, ¥y

h(¢2) € S¢,. De donde, si suponemos sin perder la generalidad que (1 < {2, por el tercer inciso

e hipétesis de induccidn, existe una tnica cadena de elementos A € S¢ que incluye a h((2).
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Como por el segundo inciso los elementos de un mismo S¢ son ajenos entre si, obtenemos que el
elemento en el lugar (;-ésimo de tal cadena es h((y) y, por tanto, obtenemos que h(¢2) € h((7).

Por lo tanto, la interseccién mencionada arriba es de hecho la interseccién de una cadena
decreciente de conjuntos, es decir, de una rama de tamano « del arbol T,. Ahora probaremos
por induccién que S, cumple los tres incisos requeridos.

Primero, sea p € v\ {min(4) : A € J{S¢ : ¢ < a}}, entonces para cada { < « se tiene que
pev\{min(Ad): Ae|U{Ss: B8 < (}}y, como S, cumple el primer inciso por hipétesis de
induccidn, se tiene que p € JS¢. Aplicando ahora el segundo inciso, existe un tnico Ag € S
que tiene a p.

Sea ahora h € [ S¢ tal que, para cada { < « se tiene que h({) := Ag. Entonces p €
(<La

N{h(C) : ¢ < a}, es decir, p € |J S, por definicién.

Ahora sea p € |J Sa, entonces existe h € [[ S¢ tal que p es la interseccién de sus imégenes.

(<a

Sea ¢ < a, por el inciso dos, tenemos que si A € S¢ \ {h(¢)}, entonces p ¢ Ay, por tanto,
p # min(A). Por otra parte, si A = h((), entonces se tiene que min(A) = min(h(¢)) ¢ h(¢+1),
pues h(¢) N h(¢ + 1) = @ por hipdtesis de induccién y el inciso (i). Pero p € h(¢ + 1) al o ser
limite, de donde también se tiene que p # min(A). En ambos casos p no es un minimo y, por
tanto, obtenemos ambas contenciones y S, cumple el primer inciso.

Ahora sean A, B € S, distintos, entonces existen hg y hp tales que A =[{ha(¢) : (< a}
y B={{hp(() : ¢ < a}. Como son elementos distintos, se tiene que h4 # hp, de donde existe
Co € a tal que ha(Co) # hp({o) y ambos son elementos de S¢,. Por hipétesis de induccién,
tenemos que ha(Co) y hp(Co) son ajenos y, por tanto, ANB = &y S, cumple el segundo inciso.

Por tltimo, sean ( < o'y B € S,, entonces existe hg € [[ S¢ tal que B es la interseccién de

(<a

sus imdgenes, de donde se tiene que hp(¢) € S¢ vy hp({) < B. Por otra parte, como S¢ cumple
el segundo inciso por hipétesis de induccidn, se tiene que hp(() es el tnico elemento de S¢ por
debajo de B, de donde se cumple el tercer inciso.

Entonces (7', <) es un arbol con las propiedades requeridas y [So| < [T [S¢].
(<a

_{
La siguiente es una observacién clave previo a concluir los lemas para probar el teorema
prometido.

Observacion 8 Supongamos que p es un cardinal y que tenemos T un p-drbol como el cons-
truido arriba que tiene una rama de longitud p, digamos {A; : i < u}. Definimos, para cada
i < p, % = min(A;). Supongamos que i1 < ... < i, < j < p. Entonces i, +1 < j y, como
Aj C A, yAi,+1 CA;,, setiene que 74,7, +1 € A;, de donde pertenecen a la misma clase de
equivalencia, es decir, que f({Ti,,....Ti,,Ti}) = f{Tirs s Tirs Ti+1})- Con esto y aplicando el
lema 3.8, el cardinal v base de la construccion del drbol serd el que posibilite el paso de tener
homogéneos para n-tuplas a tener homogéneos para (n+1)-tuplas. De aqui, sdlo falta considerar
un v adecuado y probar la existencia de la rama que se supuso existe.

Para la existencia de ramas, hay un lema bastante famoso en las matématicas, el Lema de
Konig, el cual de hecho usaremos para probar el primer caso de nuestro teorema de particion.

Lema 3.11 (Konig) Sea T un w-drbol. Si todos los niveles de T son finitos, entonces T tiene
una rama de longitud w.

Demostracién Sea {5, : n € w} el conjunto de niveles de T'. Definiremos una w-rama para T’
por induccién sobre ¢ < w. Como T es un w-arbol, en particular es un conjunto infinito, y como

So es finito, existe zg € Sp tal que x5 = {x € T : o < x} es infinito. Ahora, para obtener z,

como x5 NSy # @ y Sy es infinito y todo elemento de zg es mayor o igual a un elemento de

S1, entonces existe x1 € x5 N S tal que 27 es infinito. Ahora supongamos que existe z,, € S,

tal que x; es infinito y {x; : i < n} es una cadena en T. Como z; es infinito, [J{S; : ¢ < n} es
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finito y todo elemento en xy \ [J{S; : © < n} es mayor o igual a un elemento en S, 41, se tiene
que existe x,4+1 € Spy1 tal que x, < Ty 1'7>L+1 es infinito. De este modo, obtenemos una
rama {z, :n € w} en T de longitud w.
_{
Antes de probar nuestro teorema de particién, probaremos otro famoso resultado, esta vez
debido a Ramsey, y que es de hecho el resultado introductorio a la ya mencionada Teoria de
Ramsey.

Teorema 3.12 (Ramsey) Sik,n € w, entonces se tiene que Rg — (No)7.

Demostracion En el lema 3.10, consideremos 4 = v = Ny y kK = k € w. Por lo dicho
durante la prueba de tal lema, tenemos que cada nivel de tal arbol T' es finito. Por el lema
de Konig, T tiene una w-rama y, como u = v = Ng, por la observacién anterior tenemos que
Rg — (Ro)P = R — (Ro)p ™.

Asi, como Ny es un cardinal infinito. por el principio del palomar en su versién infinita,
tenemos que Ry — (Ng)}, de donde, aplicando n — 1 veces la implicacién arriba mencionada,
obtenemos lo pedido.

_{

Finalmente estamos en condiciones de probar el teorema de particién objetivo de esta seccion.
Y, tras él, probaremos un corolario muy util del mismo.

Teorema 3.13 (Erdés y Rado) Supongamos que p y A son cardinales infinitos tales que A <
. Sea k un cardinal tal que 0 < kK < p y n un natural no cero. Entonces tenemos que

p= (V5= 257 = ()

Demostracion Si p = Ny, entonces se tiene que A = Ny. Por el teorema anterior, y como
(2<®o)+ = Ny > Vg, tenemos que Vg — (Rg)? = (2<¥0)T — (Rg)?*+L, pues x también resulta
ser un numero natural.

Entonces podemos suponer ahora que Ry < p. Por el lema 3.10, consideremos T un p-arbol
sobre v = (2<#)" con las condiciones dadas en tal lema. Probaremos por induccién sobre o < p
que |S,| < 2lalFRotr,

Para el paso base, sabemos por construccién que |Sp| = 1 < 280+,

Para el paso sucesor, usando la propiedad obtenida en el paso sucesor del lema 3.10, tenemos

que
|Sa+1| S |Sa|:‘<&|a‘+NO S 2\a|+N0+n/€|a\+No+m — 2|a|+No+n _ 2‘OA+1I+N0+H,

donde la tdltima desigualdad es valida por hipdtesis de induccién y la tltima igualdad se cumple
pues, si « es finito, entonces |a| + Rg = Ry = |a + 1| + Vg vy, si « es infinito, se tiene que
la| = |+ 1]

Por tltimo, supongamos que « es un ordinal limite, entonces, por la prueba del lema 3.10,
tenemos que

|Sal < H |Se| < H 9l¢I+Ro+r < H glal+Rotr _ glal+Rotr
(<a (<o (<a

donde aplicamos la hipétesis de induccién para obtener la segunda desigualdad. Entonces obte-
nemos la desigualdad deseada para cada a < p.
Entonces tenemos que

‘U{Sa ro < pd| < pesup{|Sal s a < p} < e sup{2l@TRORy < o — 9k

donde la ultima desigualdad es valida, puesto que tanto a como Ny y k son menores que j.
Asi, definimos S, = {({h(¢) : ¢ < p}:h € I[ S¢}\ {@} y, por una prueba analoga a la
<

w
dada en el lema 3.10, podemos demostrar que |JS, = v \ {min(A) : A € |U{S¢ : { < u}}.
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Se tiene entonces que {min(A) : A € J{S¢ : ¢ < p}} < [U{Sc : ¢ < p}| <2<y, por
tanto, podemos concluir que (J S, # @, de donde necesariamente S, # &.

Concluimos entonces que 7' tiene una p-rama y, por la observacion posterior al lema 3.10,
se concluye la demostracién.

_{
Corolario 3.14 (Erdés y Rado) Si k es un cardinal infinito, entonces (2%)% — (k1)2.

Demostracién Como cf(k*) = kT > &k, obtenemos que k™ — (k7)L. Por el Teorema de
Erdés y Rado, tenemos entonces que (2<% )T — (x7)2. Por otro lado, como 2<% = 2% se
concluye la prueba.
_{
El Teorema anterior constituye una parte vital en la prueba de la formula de Galvin-Hajnal,
pero para llegar por lo menos a enunciar tal férmula, requerimos primero regresar a los ideales en
un cardinal y definir una medida respecto a los mismos, de esto nos ocuparemos en la siguiente
seccion.

3.2 | Reduccién de relaciones a ideales

Dado A un conjunto e I un ideal en A, podemos definir una medida para el tamafio de
cada subconjunto de A, de una forma parecida a como lo hicimos respecto a un ultrafiltro
en la prueba del primer teorema de Silver al final del capitulo anterior. Podemos pensar que
los elementos del ideal I son los subconjuntos més pequenos segun la medida que definamos
posteriormente, de este modo, el vacio tiene tamano minimo, si 2 conjuntos tiene tamano minimo
su unién también tiene tamano minimo y, finalmente, si tenemos un conjunto de tamano minimo,
cualquier subconjunto de éste seguira siendo de tamano minimo. Incidentalmente, como A es el
subconjunto C-maximal en P(A), si queremos tener una buena medida del tamafo, no deberia
tenerse que A sea un conjunto de tamafnio minimo, lo cual se desprenderd del hecho de que A ¢ I.
Asi, la medida de los elementos del ideal I serd 0.

Definicién 3.15 Sea A un conjunto e I un ideal en A.

(i) dom(I) :=JI es el dominio del ideal I.

(i) IT = {X € P(A) : X ¢ I} es el conjunto de los subconjuntos positivos o de medida
positiva de A modulo I.

(i4i) Los elementos de I son llamados conjuntos nulos o de medida cero mddulo 1.

Observacion 9 Por lo dicho anteriormente, se tiene que la interseccion y unién de dos con-
Juntos de medida cero modulo I vuelve a ser un conjunto de medida cero, asi como cualquier
subconjunto de un conjunto de medida cero continia siendo de medida cero. Paralelamente, se
tiene que cualquier conjunto que contenga a un conjunto de medida positiva sigue siendo de
medida positiva, lo cual se desprende del hecho de que I sea cerrado bajo subconjuntos de sus
elementos. Mds ain, se tiene que, dados X € IT yY € I, X\Y € I't, lo cual se traduce en que
st un conjunto tiene medida positiva, lo sequird siendo aun al sustraer un conjunto de medida
cero del mismo.

Por dltimo, como A ¢ I, para cualesquiera X,Y € I se tiene que A\ X, A\Y € I'T y como
X UY €1, se tiene que (A\ X)N(A\Y) € I'T. Entonces podemos concluir que, para cualquier
X € P(A) se tiene que X ¢ T 0 A\X ¢ I, pero, y como se verd mds adelante, se puede cumplir
que, para algin X C A, X e It y A\ X €I™".

Procedemos ahora a definir la reduccién de relaciones intrinsecas de cualesquiera subconjun-
tos de un conjunto respecto a un ideal dado. Como en lo siguiente se incluye también qué ocurre
en el caso de las funciones con dominio A y valores ordinales, se vera el andlogo a lo utilizado
en la prueba del primer teorema de Silver.
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Definicién 3.16 (i) Decimos que una propiedad ¢ se cumple para casi toda a € A médulo I
st y solo si el conjunto de los x € A que no la cumplen es un elemento de I.

(ii) Decimos que un ideal J en A extiende a un ideal I siy sélo si I C J.

(#i5) Un ultrafiltro D extiende a un ideal I siy solo si DNI = @. En tal caso I estd contenido
en el ideal mazimal D*.

(iv) Si f y g son funciones con dominio A y valores ordinales, decimos que f es menor que
g mddulo I, denotado f <y g, si y sdlo si f(a) < g(a) para casi toda a € A mddulo I,
es decir, si {a € A : g(a) < f(a)} € I. En particular, si I = {@} escribimos f <4 g o
simplemente f < g como es usual si el conjunto A es fijo. En este tultimo caso decimos que
f es menor que g puntualmente.

Previo a enunciar la primera serie de propiedades de las relaciones médulo I, introduciremos
algo de notacién. Dados B,C € P(A) y f y g funciones ordinales en A diremos que:

(i) f<pgsiysdlosi flp<glp.

(i) BC; Csiysolosi B\C e l.
(iii) B =; Csiysdlosi (B\C)U(C\B) el
(iv) f=rgsiysolosifacA: f(a)#gla) el
(v) f<igsiysolosi{acA:gla) < fla)} €.
(vi) fSrgsiysdlosi f<rgy—(f=r19)

Ahora veremos la primera serie de propiedades respecto a estas notaciones, cuya prueba es
inmediata de la definiciéon de las mismas.

Lema 3.17 Sean A un conjunto no vacio, I un ideal en A. Sean B,C,D € P(A) y f,g9 y h
funciones ordinales en A. Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) B=rByf=1f.

(i) Si B =; C entonces C =1 B, y si f =; g entonces g =1 f.

(ii) Si B=;C yC =1 D entonces B=1; D, ysi f =19 yg=r5 h entonces f =1 h.
(v) BCr By f<;f.

(v) Si BC;C yC Cy D entonces BCy D, ysif<pgyg<rh entonces f <y h.
(vi) §i B C C entonces B Cy C, y si f < g entonces f < g.
(vii) BC;CyCCyBsiysdlosiB=1Cyf<rgyg<;fsiysdlosif=rg.
(viii) B Cy C siy sdlo si A\C C;y A\ B.

(iz) Si BC; C y C €I entonces B € I.

(z) Si f Srg entonces {a € A: f(a) < g(a)} € IT.

(xi) ~(f <1 f) y si f < g entonces f <1 g.
(zit) Si f <rgyg<rph entonces f <p h.

(ziii) Si f <r g entonces f <j g, y si f Srg entonces f <;g.
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(ziv) St f <;rgyg<rh entonces f S h.
(zv) Si f <;gyg<;h entonces f <y h.

Demostracién Probaremos el inciso (xiv), el resto se prueba similarmente y utilizando
las definiciones correspondientes. Sean f y g funciones ordinales en A tales que f <; gy g Sr h
entonces, por definicién, se tiene que {a € A : g(a) < f(a)} € I, que {a € A : h(a) < g(a)} € I
y que {a € A : g(a) # h(a)} ¢ I, entonces se tiene que {a € A : g(a) # h(a)} € IT.
Demostraremos primero que f <; h. Sea a € A tal que h(a) < f(a) entonces partimos por
casos: si h(a) < g(a) entonces a estd en un elemento del ideal I, por otro lado, si se cumple que
g(a) < h(a), entonces g(a) < f(a) de donde vuelve a estar en un elemento de I, entonces se tiene
que {a € A : h(a) < f(a)} es un subconjunto de la unién de dos elementos de I, de donde al ser
I un ideal, obtenemos que {a € A : h(a) < f(a)} € I obteniendo asi que f <; h. Supongamos
ahora que {a € A: f(a) # h(a)} € I. Sea a € A tal que g(a) # h(a) entonces comparamos a h(a)
con g(a). Si f(a) # h(a), por nuestra suposicién, a estd en un elemento de I, y si f(a) = h(a),
como suponemos que g(a) # h(a), entonces se tiene que o bien g(a) < f(a) o que h(a) < g(a),
en ambos casos se tiene que a estd en algin elemento de I, de donde {a € A: g(a) # h(a)} € I
contradiciendo la hipétesis. Concluimos entonces que {a € A : f(a) # h(a)} ¢ I, es decir, que
no se cumple que f =g h.

_{

Observacion 10

(i) Las relaciones C; y <; en general no son antisimétricas, como cabria esperar, sélo lo son
mddulo I debido a su construccidon intrinseca, por el inciso (vii) del lema anterior. Mds
aun, como veremos un poco mds adelante, no necesariamente se cumple que f <y g si y
sélo si f <; gy —(f=r9), locual nos dard la razén principal de haber definido aparte la
relacion Sy en la notacion previa.

(i) Si I es un ideal en un conjunto A y J es un ideal que extiende a I, y ¢ es una férmula
que se cumple para casi toda a € A mddulo I, entonces se tiene que ¢ se cumple para casi
toda a € A mdédulo J. En particular, lo anterior se cumple para ideales maximales J tales
que J* es un ultrafiltro. De donde, si D es un ultrafiltro que extiende a I, se tiene que

{a € A:¢(a)} € D.

(iii) Por el lema 3.17, se tiene que si J extiende a un ideal I en A, entonces la relaciones
<1,<1,=r se extienden a J. Sin embargo, esto no ocurre ast para la relacion S1 puesto
que es posible que {a € A: f(a) # g(a)} € J ain si se tiene que no es un elemento de I.

Recordando algunos de los resultados del inicio del capitulo anterior, obtenemos el siguiente
lema, el cual nos permitird extender un ideal I via un subconjunto de A que no esté en el ideal.

Lema 3.18 Sea A un conjunto no vacio e I un ideal en A. Sea B € P(A), entonces existe J
un ideal en A que extiende a I y A\ B € J si y sdlo si no se cumple que (A\ B) =1 A.

Demostraciéon Es una reformulacion del segundo inciso de la proposicién 2.8.
_{

Al ideal més pequenio que cumpla la propiedad dada por el lema anterior, dados el ideal I y
el subconjunto B de A, lo denotaremos por I |g.

Como las propiedades de los ideales se preservan al ser restringidas a subconjuntos, se puede
ver que si I es un ideal en A y B es un subconjunto de A que no esta en I, entonces el conjunto
INP(B) es un ideal en B. El siguiente lema nos muestra la relacién entre el ideal I N P(B) y
el ideal I [ .

Lema 3.19 Sean A un conjunto no vacio, I un ideal en A y B € I't. Si f y g son funciones
ordinales en A, entonces tenemos que:
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(i) f<ny g siysolosiflp<inpm) 9B
(i) f=n, g siysolosiflp=rpm) 9B
(ii1) f <ny g siy solosi fIp<inppB) 9B

Demostracion Veremos el caso de la relacion <, los otros casos tienen pruebas andlogas. Sean
f v g funciones ordinales en A, entonces tendremos que f <p, g siy sélosi {a € A: g(a) <
f(a)} € I g, como se tiene que {a € B : g(a) < f(a)} C {a € A: g(a) < f(a)} entonces se
tiene que {a € B : g(a) < f(a)} € P(B) NI [p. Hay que demostrar que E := {a € B : g [p<
f1s} € INP(B).

Como E C B, tenemos ya que E € P(B), supongamos entonces que E ¢ I. Por el lema
anterior, se tiene que existe un ideal J que extiende a I y que A\ E € J. Més atin, aseguramos
que el conjunto I* U {A\ E, B} tiene la propiedad de la interseccién finita.

En efecto, si se tuviese que (A\ E) N B = &, entonces se tiene que B C E. Por tanto, F = B
y entonces tenemos que B € I g, lo que contradice que A\ E € I |p al ser I [ un ideal. Por
tanto, concluimos que (A\ E)N B # @.

Por otra parte, como B € IT, si existiera d € I* tal que BN d = &, entonces se tendria
que B C A\ d € I, lo que contradice que B ¢ I. Por tanto, la interseccién de B con cualquier
elemento de I* es no vacia.

Por ultimo, dado d € I* si nuevamente suponemos que d N (A \ E) es vacio, entonces se
concluye que A\ E C A\d € I,dedonde A\ E € I|p y, por tanto, A= (A\E)UE €I, 1o
que contradice que I [g es un ideal en A. Se tiene entonces que, para cada d € I*, el conjunto
dN (A\ E) es no vacio.

Como I es un ideal, I* es un filtro en A. Podemos concluir que la familia de conjuntos dada
tiene la propiedad de la interseccion finita, de donde existe D un ultrafiltro en A que extiende
a I*U{A\ E, B}. Por tanto, tenemos que D* es un ideal maximal que extiende a I tal que
A\ B € D*, por tanto, como I | g es minimal respecto a tales condiciones, tenemos que I [5C D*.
Asi, concluimos que {F, A\ E} C D*, lo que contradice que D* sea un ideal en A. Concluimos
que £ € I, de donde E € I N'P(B) y finalmente tenemos que f [p<;np(B) 9B

Ahora, supongamos que f [p<;np(B) g [B, entonces, por definicién, {b € B : g [p (b) <
fie (b)} € INP(B). Hay que demostrar que {a € A : g(a) < f(a)} € I [p. Como {a €
A:gla) < fla)} C{beB:gip ) < fig ®IU(A\B)ytanto A\ B € I [p como
{beB:gip(b) < flp (b)} €I]p, aplicando el hecho de que I [p es ideal en A, obtenemos
que {a € A:g(a) < f(a)} € Ip, de donde se sigue que f <p, g

_{

Con ayuda del lema anterior, para cualquier ideal I en algtin conjunto A, podemos hallar un
ideal de la forma I | con B € IT en el caso en el que nos interese comparar funciones ordinales
en A pero restringidas a cierto conjunto B.

Antes de pasar al dltimo lema de la seccién, daremos unas ultimas notaciones relacionadas
a las funciones ordinales en un conjunto A.

Definicién 3.20 Sea A un conjunto cualquiera.

1. §i S es un conjunto de funciones ordinales en A, definimos el supremo puntual de S en a
como sup(S)(a) := sup{f(a): f € S}.

2. En el caso en el que S sea finito, andlogamente definimos las funciones maxz(S) y min(S).

8. Dada una funcion ordinal f en A definimos la funcion f + 1 tal que, para cada a € A

(f +1)(a) := fla) + 1.

Todas las nociones hasta ahora presentadas para ideales se pueden hacer para filtros en A
considerando el ideal dual de cada filtro F'. De hecho, esta nocién ya fue presentada, como se
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dijo antes, en la prueba del primer teorema de Silver al final del capitulo anterior, respecto a la
comparacion de funciones ordinales.

Como fue mencionado antes, los érdenes presentados respecto a los ideales no necesariamente
son lineales, sin embargo, esta situacion cambia cuando el ideal considerado es un ideal maximal,
y es lo que veremos en nuestro dltimo lema, pero pasaremos los conceptos a ultrafiltros para
hacer un analogo a la prueba dada del Teorema de Silver.

Lema 3.21 Sea A un conjunto no vacio y D un ultrafiltro en A. Sean f y g funciones ordinales
en A. Se cumple lo siguiente.

(i) f<pgog<pf,

(i) f<p g siysolosif<pgof=pg.
(i) f<pgof=pgog<pf.y

() f<pgsiysdlosif<pyg.
Demostracién

(i) Sean f y g funciones ordinales en A y supongamos que —(f <p g), entonces tenemos que
{a € A: f(a) < g(a)} ¢ D. Como D es un ultrafiltro en A, se tiene que el conjunto
A\{a € A: f(a) < g(a)} € D, es decir, que {a € A: f(a) > g(a)} € D. Pero se tiene que
{a€A:g(a) < f(a)} C{a € A:g(a) < f(a)} y, como D es cerrado bajo supraconjuntos
de sus elementos al ser filtro, se tiene que {a € A : g(a) < f(a)} € D. Por definicién, se
tiene ya que g <p f.

(ii) Sean f y g funciones ordinales en A tales que f <p g, entonces tenemos que el conjunto
S:={a€ A: f(a) < g(a)} € D. Pero también se tiene que S = {a € A : f(a) < g(a)} U
{a € A: f(a) =g(a)} y, como D es un ultrafiltro, se tiene que {a € A: f(a) < g(a)} € D
of{a€ A: f(a)=g(a)} € D, es decir, que f <pgo f=pg.
Por otro lado, si suponemos que f <p g o f =p g, entonces {a € A: f(a) < g(a)} € Do
bien que {a € A: f(a) = g(a)} € D, de donde, como S es supraconjunto de cualquiera de
ellos, se tiene entonces que S € D y, por tanto, que f <p g.

(iii) Consideremos f y g funciones ordinales en A. Como se cumple naturalmente que A = {a €
A:fla) <gla)}U{a€ A: fla) =gla)}U{ae A: f(a) > g(a)} y A€ D, al ser D un
ultrafiltro, se tiene que alguno de los tres uniendos anteriormente mencionados estd en D,
es decir, f<pgog<p fo f=pyg.

(iv) Sean f y g funciones ordinales en A. Recuérdese que f Sp g si y sélosi f <p gy
=(f =p g)). Por el inciso anterior, podemos reescribir esta equivalencia como

fspge (f<pgN(f<pgVg<p ) e (f<pgV(f<pgNhg<pf))

Veremos entonces que no es posible que f <p g A g <p f. Supongamos que si es posible,
entonces, por definicién de <p, {a € A: f(a) < gla)} € D,{a€ A: f(a) >g(a)} €Dy
tales conjuntos son ajenos, lo que contradice que D sea un filtro en A. Concluimos entonces
que f <pgsiysélosi f Sp g.

_{

Con esto damos por concluidas las propiedades generales de la reduccién de relaciones a

ideales en un conjunto. En la siguiente seccién, la ultima de este trabajo, veremos cémo apli-

carlo a nuestro objetivo de probar una versiéon mas general del teorema de Silver visto al final

del capitulo pasado, mediante el uso de ideales especificos dados por las hipdtesis de tal debili-
tamiento.
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Finalmente aplicaremos lo visto hasta ahora en las dos secciones anteriores para poder probar
nuestro objetivo de generalizar el teorema de Silver visto al final del segundo capitulo, comen-
zamos dando la construccién de una medida respecto a ideales para poder formular y probar
el teorema de Galvin-Hajnal. Primero, definimos un nuevo tipo de funcién y estudiando sus
caracteristicas.

Definicién 3.22 (i) Sea A un conjunto cualquiera. A una funcion K : A — P(A) la llama-
remos funcion conjuntista en A.

(i) Decimos que B € P(A) es independiente respecto a la funcidn conjuntista K si y sdlo s,
para cualesquiera x,y € B distintos, se tiene que x ¢ K(y).

(iii) Dados un conjunto A y una funcion conjuntista K, para cada X € P(A) definimos los
conjuntos X, ={a € A: K(a)NX =2} y Kx = |J{K(x): x € X}.

(iv) Si A es un conjunto de cardinalidad v y K es una funcion conjuntista, decimos que un
congunto X € P(A) es popular si | X, | < k. En caso contrario, diremos que X es impopular.

Observacién 11 (i) Pensando a A como el conjunto de personas en el mundo, un buen
primer ejemplo seria definir que K sea la funcion que a cada x le asigna el conjunto
de personas que son reconocidas por x, de tal modo que la relacion no tiene por qué ser
simétrica. De esta forma, se puede pensar a un conjunto independiente como un conjunto
de personas que no se reconocen entre Si.

(i) De un modo mds general, en cualquier conjunto A y cualquier funcidn conjuntista con do-
minio A, el vacio constituye el primer y mds simple ejemplo de un conjunto independiente.

(i4i) Recordando el ejemplo dado en el primer inciso, dado X € P(A), podemos pensar al
conjunto X, como el conjunto de los elementos de A que no reconocen a algin elemento
de X. FEsto justifica el hecho de que, si tal conjunto tiene cardinalidad menor a la del
conjunto base, al conjunto X se le llame popular, e impopular en el caso opuesto.

(iv) Dada C una cadena de conjuntos independientes de A respecto a una funcidn K, se tiene
que |JC' es un conjunto independiente(lo cual, nétese, no tiene por qué cumplirse en una
familia de conjuntos independientes que no sea cadena), por tanto, por el lema de Zorn,
existe un conjunto independiente C-mazximal de A. Mds ain, para cadaY € P(A), podemos
hallar un subconjunto independiente de A que sea C-maximal respecto a ser ajeno a 'Y .

Con lo anterior, falta ver que realmente existen subconjuntos de un conjunto A con una
funcién conjuntista K fija lo suficientemente grandes para que podamos trabajar con ellos en la
practica. El siguiente lema nos da la existencia de tales subconjuntos.

Lema 3.23 (Lazdar) Sea x un cardinal regular y A < k cualquier cardinal. Sean A un conjunto
de cardinalidad xk y K una funcion conjuntista en A tal que, para cada r € A se tiene que
|K(x)| < A. Entonces existe un subconjunto B de A de cardinalidad k independiente respecto a
la funcion K.

Demostracién Podemos suponer, sin pérdida de la generalidad, que A es el cardinal k via una
biyeccién entre A y x. Definimos una funcién g : £ — & de tal forma que g(o) = sup(K (o)) Ny,
como cada K («) tiene cardinalidad A\, A < k y & es regular, entonces se tiene que sup(K(a)) €
para cada a € k. Entonces g es una funcién regresiva cuyo dominio es el conjunto estacionario
k en k mismo. Como k es regular, por el lema de Fodor, existe v < & tal que f~![{v}] es
un subconjunto estacionario de k. Sea S := f~![{r}]. Entonces el conjunto (k\v)N S = Sy
sigue siendo un conjunto estacionario en k. Asi, para cada o € Sy se tiene que f(a)Na C v.
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Observemos entonces que, si « y 5 son elementos distintos de Sy y 8 € f(«), entonces a < 3.
En efecto, al ser distintos, se tiene que a < 5 0 5 < «, pero si suponemos que 3 < «, entonces se
tiene que 8 € f(a) Na y, por tanto, 8 € v, contradiciendo que 5 € Sy, de donde necesariamente
a € B. Entonces procedemos a construir B como una x-sucesion estrictamente creciente en Sy
por recursién fuerte. Sea 7 < k y supongamos definido s; para cada ¢ < 7, entonces procedemos
a definir s,, como el minimo del conjunto So \ (U{f(s¢) : ¢ < n}U{s¢ : { < n}), tal conjunto
es no vacio pues ¢ < 7, tenemos a lo mas 7 elementos en ambos uniendos y cada f(s¢) tiene
cardinal estrictamente menor a s por hipétesis. Entonces, si definimos B = {s,, : ) < &}, por la
observacion arriba dada, obtenemos que B es el conjunto independiente buscado.

_{

Teniendo ya un lema que nos prueba la existencia de conjuntos independientes grandes,

ahora procedemos a relacionar estos conceptos con las relaciones restringidas a ideales vistas en

la seccién anterior. Comenzamos probando un lema acerca de tales relaciones, ahora ya vistas
en un contexto que involucra a los ordinales.

Lema 3.24 Sea A un conjunto no vacio, I un ideal o-completo (es decir, X1-completo) en A y

a cualquier ordinal, entonces la relacion <; es bien fundada en “ov.

Demostracién Como “a es un conjunto, obtenemos que <; es limitada por la izquierda, es
decir, que la coleccién de los elementos que estan relacionados con un conjunto dado es a su
vez un conjunto. Ahora supongamos que existe una sucesién de funciones {f, : n € w} C* «a
estrictamente decreciente segin el orden <j, es decir, para cada n € w se tiene que {a € A :
fn(a) < fuyi(a)} € I. Como I es un ideal o-completo, se tiene que (J, o {a € A : fu(a) <
fn+1(a)} € I, de donde St := N, c{a € A fur1(a) < fu(a)} € I, de donde en particular
S; # @.

Ahora, sea a € Sy, entonces se tiene que {f,(a) : n € w} es una sucesién infinita y estricta-
mente decreciente de ordinales, lo cual es una contradicciéon. Concluimos entonces que <j es un
orden bien fundado en “a.

#

Ahora que ya hemos probado que <; es una relacién bien fundada, podemos proceder a
definir el rango de una funcién ¢ €4 o segiin tal orden de la siguiente forma.

Definicién 3.25 Sean a un ordinal, A un conjunto no vacio e I un ideal o-completo en A. Por
recursion transfinita definimos, para cada ¢ €* «, su rango o norma ||¢||1.o Tespecto al ideal T
como

[16ll1,a == sup{||¥||1,a +1: ¢ etany < ¢}

Como puede notarse arriba, la notacién de la norma respecto al ideal I y a un ordinal «
puede volverse tediosa y cargada de escribir por el doble subindice que se tiene en su definicién.
Si el ideal I es claro por el contexto, podemos omitirlo de la notacién, pero veremos que mas ain,
podemos también quitar al ordinal del que se supone dependemos considerando las hipotesis y
conclusion de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.26 Si A es un conjunto e I un ideal o-completo en A, entonces para toda ¢ €4 o
y B> a se tiene que |||[r.a = ||0]l1,5-

Demostracién Lo demostramos por induccién transfinita en la relacién bien fundada <; en
Aa. Como “a CA B, se sigue que ||d||7.a < ||]|1,5-

Para obtener la desigualdad opuesta, procederemos de la siguiente manera:

Para cada ) €4 B tal que ¢ < ¢, hallaremos 1/ €4 a tal que |[¥||1.5 = ||¢'||1.0 ¥ ¥ <1 ¢. De
esta forma tendremos que, por hipétesis de induccién, ||¢||rg+1 = ||/ |1 s+1 =[] |[1a+1 <
[|#]]1,oc de donde tendriamos que ||¢|1.8 < ||®]|1,a-
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Sea entonces ¢ €4 B tal que ¥ <; ¢. Asi, {a € A : ¢(a) € ¥(a)} € I. Obsérvese que
B:={acA:a< ¢} C{aecA: ¢da) <1a)}, de donde B € I. Entonces definimos
Y €4 a tal que ¢/ (z) = 0si z € By como v(z) en otro caso. Entonces efectivamente 1’ €4 «
vy ¢' <; ¢. Ademds, como el conjunto donde 1 y 1’ difieren es B que estd en I, se tiene que
Y =1 ¢’. Ahora, dado ¢ €4 B tal que £ <; ¥, se tiene que {a € A :)(a) < &(a)} € I. Hay que
probar entonces que D :={a € A:¢'(a) < &(a)} € I. Sea a € D, si se tiene que ¥'(a) = ¢ (a),
entonces a € {a € A : ¢(a) < &(a)} € I ysiy'(a)# ¢¥(a), entonces a € B € I, de donde D
estd contenido en la unién de dos elementos de I, y por tanto, D € I y concluimos que & <y 1.
De forma andloga se prueba que, si £ <; 9/, entonces £ <; v, de donde, por la definicién de
[| - 11,8 se tiene que las normas de ¢ y ¢’ coinciden y se sigue la proposicién.

#

Con lo anterior, ya podemos hacer lo dicho antes y omitir el « en la notacién de la norma.
De hecho, de ahora en adelante, se considerard « lo suficientemente grande como para tener a
todas las funciones con las que estemos tratando.

Veamos ahora algunas propiedades de la norma recién definida.

Lema 3.27 Supongamos que ¢, d1,pa €4 a Entonces se tiene que
(i) Si g1 =1 ¢2, entonces ||p1[r = [|¢2||r-

(i) Sid1 <1 ¢2, entonces |[¢1]|1 < ||2|[s-

(iii) Si ¢1 < o, entonces ||o1||r < ||d2]1-

(iv) Si{p¢ : ¢ <~} C Aa es una sucesion estrictamente creciente bajo <p, entoncesy < ||é,||r-
(v) Si T <||¢||r, entonces existe 1 € A tal que 1 <1 ¢ y ||[¥||r = T.

Demostracion Los primeros tres incisos se siguen de la definicién del rango y las propiedades
del orden <.

Para el cuarto inciso, procedemos por induccién sobre ~y. Supongamos que para todo a < 7y
se cumple la proposicién y sea {¢¢ : ( < <} una sucesién estrictamente <j-creciente. Sea
a < 7y, entonces consideremos la subsucesion de la sucesion dada hasta el a-ésimo elemento, la
cual preserva el ser estrictamente creciente bajo <;. Por hipétesis de induccién, se tiene que
a < ||¢allr v, por el segundo inciso, al tener que ¢, < ¢, o < ||¢||r para cada o < 7.
Concluimos entonces que v < ||¢,]|1.

Por tltimo, para el dltimo inciso, aplicamos induccién transfinita sobre el ordinal [|¢|| :=
[|¢]]1. Sea 7 < ||]|. Si ||¢|| = 0 la afirmacién se cumple por vacuidad.

Supongamos que ||¢|| = s(7) y que la afirmacién se cumple siempre que la norma de una
funcién sea igual a 7. Por la definicién de la norma, se tiene que existe 1y <; ¢ tal que ||¢|| =
[|Yo]| + 1, de dodne T < ||bg]|- Si son iguales, sea v := 1by. En otro caso, 7 < ||1o|| < ||¢]| ¥, por
hipétesis de induccién, existe 1) €4 « tal que ¥ <; 1o v ||[¢|| = 7 v, como por el lema previo se
tiene que < es transitiva, se cumple el caso sucesor.

Ahora supongamos que [|¢|| es un ordinal limite y que para cualquier ordinal menor que
[|#]| se cumple la proposicién. Como 7 < ||@||, existe Yo <1 ¢ tal que 7 < ||¢o|| + 1, de donde
7 < ||to|| v, de forma dnaloga a como se probé el caso sucesor, podemos concluir la proposicién.

#
Con el anterior lema en mente, ahora sabemos que la sucesiones de rangos de sucesiones
crecientes de funciones preservan, por decirlo de algin modo, la forma creciente de las funciones.
Ademads, también vimos que podemos cubrir todo lo anterior a un ordinal dado, cuando tal
ordinal es el rango de una funcién ya dada, y podemos hacerlo con una funcién que sea menor
a la original con el orden <.
Ahora, relacionaremos el rango que ya hemos definido respecto a cualquier ideal con los
ideales restringidos tratados en la seccién anterior.
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Lema 3.28 Supongamos que « es un ordinal e I es un ideal o-completo en un conjunto no
vacio A. Si¢p € Ao, Y € IT y{a €Y : ¢(a) no es cardinal sucesor} € I, entonces ||p||n, es un
ordinal sucesor.

Demostraciéon Sea X :={a € Y : ¢(a) € Lim V ¢(a) = 0} y sea ||¢|| := ||¢||n, . Definimos
Y €4 atal que (a) =0sia € X, ysiacY\ X, entonces definimos 1)(a) = 3, donde 3 es el
ordinal tal que ¢(a) = 5+ 1.

Entonces se tiene que {a € Y : ¢(a) < ¢(a)} C X y, al estar X € I, se tiene que {a € Y :
¢(a) <(a)} € Iy, de donde se tiene que ¢ <y, ¢ y, por un lema previo, ||¢|| < ||¢]].

Aseguramos que, de hecho, ||¢]| = s(||¢|]). En efecto, sea ¢; menor que ¢ segin el orden
<1y, entonces se tiene que Z := {a € Y : ¢(a) < ¢r(a)} € I. Ahora bien, dado a € Y tal que
a ¢ X UZ se tiene que ¢1(a) < ¢(a) y ¢(a) = ¥(a) + 1, de donde ¢;(a) < 1(a) y, por tanto,
{a €Y :¢Y(a) < ¢1(a)} € XUZ € I. Entonces ¢ <p, ? y, por el tercer inciso del lema
anterior, se tiene que ||¢1|| < |[#|], de donde ya tenemos que ||¢|| = ||¢|| + 1 por la definicién
de [|]]-

_{

Finalmente estamos en condiciones de probar la Formula de Galvin-Hajnal, para ello reque-

rimos una equivalencia respecto a los ordinales mayores o iguales a un rango dado.

Lema 3.29 Sea k un cardinal regular no numerable, ¢ una funcion ordinal en k e I un ideal
k-completo en k tal que dom(I) = k. Entonces se tiene que, para cada o € k, ||9||1 < o siy
solo si {C <k:9(()<o}elt.

Demostraciéon Sea S, := {{ < k: ¢(¢) < o}. Supongamos que S, € I. Definimos, para cada
A < K, ¥\ = k X {\}, entonces, para A < ¢ se tiene que ¥y <; ¢ lo cual se cumple puesto que
{{<k:00Q) <Ur(Q} C{C < k:¢() <o} eI Ademds, para cualesquiera p y 7 tales que
p < n < o se tiene que ¢, <; ¥, y, por tanto, ¥, <; ¢, de donde la sucesién {¢p, : p < o} es
una sucesién estrictamente creciente segun <j. Por el cuarto inciso del lema 3.27, se tiene que
o < ||Ys|lr < ||#]|1 ¥ por contrapuesta, se sigue el resutado.

Para el reciproco, aplicaremos inducciéon transfinita sobre el ordinal ¢. Sea 1 funcién ordinal
en k fija tal que ¥ <; ¢. Como I es un ideal normal k-completo con dominio k, sabemos
que {{ < k: (¢ <o}ty {¢<k:o) <)} son elementos de I. Por tanto, el conjunto
S:={C <k:9) < ¢l <o <} €I, puesto que, si ( € S,, sabemos que ( < o
00 < ( st < o,entonces ( € {( < k:( < o}ysio < como € S,, se tiene
que ¢(¢) < o, de donde, al tener que o bien ¢(¢) < ¥(¢) o ¥(¢) < ¢(¢), obtenemos que
Se CSU{{<k: (<ot U{{<k:¢d(() <¥(¢)} v aplicamos que I es un ideal en k. Més atin,
por definicién se tiene que 1 es regresiva en S. Como I es normal, por el lema 2.27, se tiene que
existe Sy C S tal que Sy € IT y a € o tal que ran( [s,) = {a}. Como en este caso, S¥ € I,
tenemos por hipdtesis de induccién que ||9||; < a < 0. Como esto sucede para cada ¥ <; ¢,
obtenemos que ||¢]| < o.

_{

Antes de proceder a demostrar finalmente nuestro teorema, recordaremos un concepto del
capitulo pasado, esta vez enunciado con notacién introducida en el presente capitulo, y defini-
remos una funcién sobre el mismo.

Definicién 3.30 Si k es un cardinal infinito y ¢ es una funcion con dominio Kk que toma como
valores cardinales infinitos, entonces definimos

T(¢) = sup{|F|: F C H ¥(C) donde F es un conjunto de funciones casi ajenas}
(<k

En el caso de que o sea un ordinal y v sea la constante o, se escribird T'(k,R,) en lugar de

T(Ro).
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Con todos estos lemas en mente, ya podemos dar una prueba de la llamada Férmula de
Galvin-Hajnal, la cual es de hecho la clave para probar las generalizaciones mencionadas al final
del capitulo anterior.

Teorema 3.31 (Férmula de Galvin-Hajnal) Supongamos que k es un cardinal regular de
cofinalidad no numerable e I un ideal normal r-completo tal que | JI = k. Sean {I({) : ¢ < K}
una sucesion continua y estrictamente creciente de ordinales y Ry := 2"sup{T(k,¥;¢)) : { < K}.
Si @ es una funcion con dominio k que toma valores ordinales y definimos W como, para cada
¢ €r, ¥(¢) =1(C) + ®(C), entonces se tiene que T(R o W) < Rxi1a(|,)-

Demostracion Sea § C CH Nyijje||, casi ajena. Para demostrar lo requerido, usaremos
<K

induccién sobre el ordinal ||®||; distinguiendo el caso en el que tal ordinal sea 0.

Supongamos primero que ||®||; = 0. Por el primer inciso de la proposicién 2.21, sabemos
que Iy(k) C Iy, por tanto, todo X € I'" tiene cardinalidad exactamente x. Por el lema anterior
y aplicando la proposicién mencionada arriba, obtenemos que {¢ < x : ®(¢) = 0} € I'T y que
{C+1:¢ < K} €I De hecho, como |JI = k, obtenemos que {0} € I, de donde, como en el
lema anterior, el conjunto Xo = {¢ < k: ®({) =0 A Lim({)} es positivo.

Sea f € §. Por hipétesis, tenemos que, para cada ¢ € Xo, f(¢) < Wy(¢). Como [ es una
funcién continua, existe un ordinal as(¢) < ¢ tal que f(() < Wy(q,(¢))- Entonces la funcién oy
es regresiva y, como I es normal, por el lema de Fodor, existen Xy € P(Xo) NI" y B < & tal
que, para cada ¢ € Xy, ay(¢) = B¢, de donde podemos concluir que f[x,€ [[ Ry,

(eXy

Ahora bien, sean X € P(Xy)\ Iy 8 < . Definimos

Sxp={red:fixe [[ Xph

cex

Como cada elemento de P(Xp) \ I es no acotado en k, la familia {f [x: f € Fx g} es
equipotente a la familia §x g, ademds, es casi ajena y es subconjunto de [] Ryz). Como &
=>4

es regular, cualquier biyecciéon de X a k preserva la condicién de que dos funciones sean casi
ajenas, de donde obtenemos que |§x | < T'(k,Ryz)) < Ra.

Por dltimo, como § = U{Fx 5 : X € P(Xo) \I A B < k} y la cantidad de parejas (X, 55)
estd acotada por 27, obtenemos la desigualdad buscada en este caso.

Ahora supongamos que ||®||; = a > 0 y que la proposicién se cumple para cualquier funcién
' tal que ||P'||; < a.

Sea f € §. Si ®(¢) # 0, existe una minima § < ®(() tal que f(¢) < Wy(¢)4s. Pero como
tenemos que ||®||; > 0, por el lema anterior, se tiene que {¢ < k : ®(¢) = 0} € I, de donde,
modulo I, se cumple que ®(¢) > 0 para casi toda ( < k. Ahora bien, si definimos las funciones
®; y ¥y con dominio , como, para cada ¢ < &, ®5(¢) = min{d : [f({)] < Rx)+s) ¥ Yy (() =
A(Q) + @4(¢), tenemos que, médulo I, se cumple que para casi toda ¢ < &, ®7(¢) < ®(¢), es
decir, que @5 <; @, de donde, por el lema 3.27, ||®||; < ||®||;. Asi, si definimos §,, = {f € §:
[|®¢]|r = n}, entonces tenemos que § = {F, : n < a}.

Sean < ayfe€F, Seag < f, entonces tenemos que g € [] (f(¢) + 1). Por la notacién

(<K
introducida anteriormente, sabemos que para ¢ < & se cumple que |f()] < Ny¢)4a,(c)- Para
cada ¢ <k, seai¢ : f(()+1 = Ny¢)4a,(¢)- Paracada g € Pr(f) :={g € F,: g < f}, definimos

g* € <H Na)+a,(¢) tal que g*(¢) = ic(g(¢)). Si definimos Pr*(f) = {g* : g € Pr(f)}, al
<K

ser inyeccién, tenemos que |Pr(f)| = |Pr*(f)| y Pr*(f) es una familia casi ajena de funciones
subconjunto del producto arriba mencionado. Y como ||®¢||; < «, por hipdtesis de induccién se
sigue que |Pr(f)| = |Pr(f)] ST(RoWy) < Vyyjje,, =Rty

Ahora es momento de aplicar los resultados combinatorios vistos al inicio del capitulo. Su-
pongamos que existe 7 < « tal que Nyi,42 < |F,]. De ser necesario tomar un subconjunto
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de tal cardinalidad, podemos suponer que |§,| es exactamente tal ndmero N. Asi, |§,| es re-
gular, y aplicando el lema de Lazar, tomando la funcién conjuntista P, : §» — P(F,) tal que
P.(f)={9€3F:9 < f} yrecordando que, para cada f, |P-(f)| < Ny, obtenemos que existe
un subconjunto de §, con cardinalidad Ny,,2 independiente respecto a la funcién P,. Por la de-
finicién de A, se tiene que 2% < Ny, 12, de donde existe una sucesién inyectiva {f¢ : ¢ < (27)"}
de elementos de la familia §, tal que, para cada ¢ y & tales que ¢ < & < (2%)*, se cumple que
fc & P-(fe). Entonces existe un minimo ordinal I(¢,¢) tal que f¢(1((,€)) < fc(I(¢,€)), con
lo cual podemos definir una funcién I : ((2%)*)? — k. Con esto, podemos aplicar un corolario
al teorema de Erdds-Rado que menciona que (2%)* — (k7)2. Es decir, existe A C (2%)* de
cardinalidad k% y un ordinal v < & tal que ran(l lla12) = {7}. En particular, elegimos una
sucesién estrictamente creciente {(, : n € w} de miembros en A. Entonces, por construccion,
{fc, :n € w} es una sucesioén estrictamente decreciente de ordinales, lo cual es una contradic-
cién. Como en ambos casos la desigualdad se cumple, concluimos que la desigualdad dada es
valida para cualquier funcién ordinal ¥ con dominio en k.
_{
Habiendo probado ya la féormula que nos permitird dar la generalizacién del teorema de
Silver, s6lo resta probar otra serie de resultados antes de completar tal generalizacién.

Corolario 3.32 Supongamos que X¢ es un cardinal singular x-fuerte, donde k = cf(R¢) > w,

que ¢ es una funcidn ordinal con dominio k, {C(n) : n < Kk} es una funcidn normal cofinal en

Ne y FC IT Repyitom €s una familia casi ajena de funciones. Entonces se cumple que |F| <
n<k

N§+||¢H1d(m>' Dicho de otro modo, si se define 1 := ¢ + ¢, se tiene que T(R o)) < NC+H¢|Izd<n>'

Demostraciéon Primero que nada, como R¢ es s-fuerte, podemos dar una aproximacion del
cardinal N definido en la prueba de la Férmula de Galvin-Hajnal de la forma siguiente:

Ny = 2%sup{T' (K, N¢(p)) 1 < K} < 2%sup{R§,) 1 n < K} <270, =N,

De la férmula de Galvin-Hajnal, como I4(x) es un ideal que cumple las hipdtesis requeridas
por la férmula, si se define ¢ = {{(n) + ¢(n) : n < K}, entonces se tiene que |F| < T(No ) <
N/\+H¢sz( < NC+H¢H1d<H)7 lo que concluye la demostracién.

k) =

_{

Lema 3.33 Sean N¢ un cardinal limite, k un cardinal, X cardinal mayor a 1, y {¢(n) : n < K}
A
como en el corolario anterior. Entonces existe F C [] Re(,) casi ajena tal que |F| = Né‘
n<k

A
Demostracién Para cada funcién ¢ € X, definimos f, € [ Re(,) tal que fg(n)(a) es ¢(a),
n<k

si se tiene que ¢(a) < ¢y v 0 en otro caso. Asfi, si ¢ y ¢ son dos funciones distintas en AR,
entonces existe ap < A donde tales funciones difieren. Sea 1y < k un ordinal tal que ¢(ap) y
() son menores a R (,,). Entonces, para cada i entre 7o y & se tiene que fg(n)(n0) # fy(1)(10)
y, por tanto, para tales n’s fo(n) # fy(n). De aqui que ambas funciones son casi ajenas y el
conjunto F := {fy : ¢ et N} es la familia casi ajena de funciones buscada.

_{

Corolario 3.34 (Lema de Galvin-Hajnal) Sean X, k y {{(n) : n < k} como en el corolario

anterior y A un cardinal mayor a 1. Sea ¢ una funcion ordinal en K tal que, para cada 1 < K,
A A

Ny = Rem)+o(n)- Entonces se cumple que NZ < Reyjjg), -

Demostracion Por el lema anterior, consideramos a F una familia casi ajena de funciones de
cardinalidad Né Pero, aplicando el corolario 3.32, se tiene que F tiene cardinalidad no mayor a

NC+|I¢H1d<K>v lo que concluye la demostracién.
_{
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Corolario 3.35 Si o es un ordinal numerable tal que el conjunto S := {( < wy : N?l < Nejol
es estacionario en wi, entonces se cumple que Nﬁ} <Ny 40-

Demostraciéon Si f < wy, como S es estacionario, sabemos que existe n mayor a [ tal que
Ngl < Njpe <N, de donde se tiene que Ngl < N, 4. Entonces X, es Ni-fuerte, y la funcién
¢ definida por la ecuacion Nf;l = N, 1 4(y) €s una funcién de w; en sf mismo. Ahora bien, como
el conjunto {¢ < w; : ¢(¢) < o} es estacionario en Ny por hipdtesis, por el lema 3.29, sabemos
que [|¢]|r,x,) < 0. Més atin, sabemos que cf(X,,) = ¥i, de donde poniendo, para cada 7
numerable, a la sucesién pedida como la identidad obtenemos, por el lema de Galvin-Hajnal,
que N1 < Ny 4o
_{
Como puede notarse, con el lema anterior volvemos a entrar en materia al suponer que tales
o cuales conjuntos son estacionarios dentro del cardinal que nos interesa, con esto podemos ver
que nuestro objetivo cada vez estd mas cerca. Falta un iltimo lema preeliminar antes de obtener
el resultado que nos dard como corolario la esperada generalizacion.

Lema 3.36 Sean R¢, k y {((n) : n < K} como en el lema anterior. Entonces existe una familia

casi ajena de funciones F tal que F C [] (Rem2) y 2% = |F| = | [T (Fem2)].
n<k n<k

Demostracién Paracada X € P(X¢), definimos fx € [ P(R¢(,;)) como fx (1) = XNR¢ (). Si
nN<k
X y Y son dos elementos distintos en la potencia, existe un ordinal 79 < k tal que sus funciones

difieren. Como estamos considerando una sucesién no decreciente, se tiene que fx(n) # fy(n)
para cada 1 mayor a 1), de donde fx y fy son casi ajenas. Como 2% = [P(R¢ ()], podemos
identificar cada fx con un elemento del producto tratado en el lema y poner F := {fx : X €
P(X¢)}. Por tanto, 2% = [P(R¢)| = |F| < | ] (Fem2)| < (28¢)" = 2%¢,

nN<k

_{

Corolario 3.37 Sean R¢, x y {C(n) : n < K} como en el lema anterior, y o < k tal que
{n < r:2%0 <Neiot € La(k)T. Entonces 28%¢ < Reyq.

Demostracion Como en la prueba del corolario anterior, podemos definir una funcién ¢ €” &
basados en la igualdad 2% = Re(m)+é(n) Y obtener que V¢ es un cardinal limite fuerte. Como
el conjunto {n < & : ¢(n) < o} € Ig(k)T, el lema 3.29 nos dice que |[¢]|7,(s) < o. Por el
lema anterior, obtenemos una familia casi ajena de funciones de cardinal 2%¢, F, tal que F C
[T Ne¢@py+¢(n) - Por nuestro primer corolario a la férmula de Galvin-Hajnal, |F| < Reyjg <
nN<k

R¢to, lo que concluye la demostracién.
#

Finalmente, podemos concluir lo siguiente,

Teorema 3.38 (Silver) SiX; es un cardinal singular de cofinalidad no numerable y el conjunto
{k <Re:k € CARN2® = KT} es estacionario en X¢, entonces 28 = N¢yq.

Demostracién Aplicando el corolario anterior, con ¢ = 1 y considerando la sucesién cofinal y
normal de c¢f(R¢) a X cuya existencia se demostré en el capitulo uno, obtenemos entonces que
e < R¢41. Como la otra desigualdad siempre se cumple, obtenemos el resultado requerido.
_{
Puede pensarse que el camino fue bastante largo para la conclusién, la cual de hecho ya
podia vaticinarse. Sin embargo, estas construcciones tienen muchas més consecuencias que las
expuestas aqui, ya que en este caso se expusieron los lemas y corolarios requeridos para dar una
prueba de la generalizacion del teorema probado en el capitulo 2, el cual era el objetivo principal
de este trabajo. Debido a la complejidad con la cual fueron creadas las relaciones aqui dadas
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respecto a ideales dados, podemos percatarnos de que existen muchas otras relaciones entre
cardinales y exponenciaciéon de los mismos que pueden obtenerse a partir de los resultados
aqui obtenidos.

Con esto concluimos la generalizacion deseada para el primer teorema de Silver presentado
en el capitulo pasado, el cual a su vez sirve como objetivo de este trabajo en general. Con todo lo
visto hasta ahora, podemos concluir que los conjuntos estacionarios, o bien lo que se cumpla en
un subconjunto estacionario de algin conjunto, pueden darnos una idea de algtin resultado en el
conjunto general, o incluso pueden bastarnos para probar tal resultado. Esto nos lo muestran los
dos teoremas de Silver, las relaciones restringidas a ideales, o bien la cardinalidad de funciones
de familias casi ajenas. Como ya puede vaticinarse, las aplicaciones son ain mayores en otros
contextos, como los famosos ntimeros pcf, ademas del presentado aqui, el cual estd enfocado en
la aritmética cardinal.
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