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Introduccion

Sea F' una resolucién proyectiva de Z sobre Z[G] y A un G-médulo. Definimos
los grupos de homologia y cohomologia de un grupo G con coeficientes en A de
la siguiente manera

H (G, A) = H.(F®g A), H'(G,A)=H(Homg(F,A)).

Debido a que estas definiciones son independientes de la resolucion que escoja-
mos, nosotros podemos calcular estos grupos de homologia y cohomologia utili-
zando la resolucidn barra B(G), la cual estd definida para cualquier grupo G. El
complejo barra C(Q) estéd definido como el producto tensorial C(G) = B(G)®¢Z
donde G actia trivialmente sobre Z. Resulta que en general no es cierto que
C(G)@A=B(G)®@cg Ay #om(C(G),A) = #omag(B(G),A), pero en el caso
de que G actia trivialmente sobre A si se tienen los isomorfismos anteriores y
por lo tanto obtenemos los siguientes isomorfismos en homologfa y cohomologia

H.(G,A) 2 H,(C(G)®A), H*"(G,A) = H*"(AHom(C(G),A)),

los cuales nos dan otra opciéon de como calcular estos grupos.

Cabe mencionar que si G es un grupo finito, entonces existe una resolucién
completa F' = (F});cz para G. Tate definié la homologia y cohomologia de Tate
de un grupo finito G con coeficientes en un G-moédulo A como

ﬁ*(GvA):H*(F®GA)7 ZSI*(G,A):H*(%O’ITLG(F,A))

Tate demostré la igualdad H*(G, A) = H_;_1(G, A) [2, pag. 135] mediante los

ismorfismos

HY(G,A) i>1 H;(G,A) i>1
N coker N =0 ~ ker N 1=0
HY(G,A)= . Hi(G,A)

ker N i=—1 coker N i=—1

H_;_1(G,A) i<—2 H™'"YNG,A)  i<-2,

donde N es la aplicacién norma N(a) = > sec 9a; el cual dié lugar a importantes
consecuencias en esta teorfa. En particular, se demostré que la dualidad entre
los grupos de cohomologia H*(G,Z) y H*(G,Z) es dado por el producto cup

HY(G,Z)® H (G, Z) - H (G, Z),

II1



INTRODUCCION v

obteniendo de esta manera que H'(G,Z) = H;_1(G,Z) (i > 2) [2, pag. 147].
Sin embargo, en esta tesis nosotros demostramos que los grupos de cohomo-
logia y homologia invariante Hb (G,7), Hgl(G, Z) son isomorfos (i > 2). En el
siguiente parrafo hablaremos brevemente sobre estos grupos de homologia.

Sea Q un grupo finito. Suponemos que actiia sobre un grupo G como un
grupo de automorfismos. Esta accién induce una accién de @) sobre el complejo

barra C(G) =Z{[g1 | --- | gi] | gs € G} definida como

qlgr |-+ 1 gl = lalgr) | -+ | q(g4)],

el cual se usa para el calculo de la homologia de G. Si A es un grupo abeliano
tal que Gy @ actian trivialmente sobre A, entonces podemos definir los grupos
de homologia H Q (G, A) y cohomologia H (G, A) con coeficientes; definidos por
Kevin P. Knudson como homologia y cohomologia de grupos invariantes [1].

Utilizando técnicas en topologia equivariante Knudson calculé la homologia
HC (G, A) de algunos grupos ciclicos. Sin embargo, hasta el momento no hay
mas calculos de estos grupos de homologia ni de cohomologia, tampoco se ha
hecho mas investigacién de estos grupos. Cabe mencionar que en las revistas
MathSciNet y Science, el articulo de Knudson no tiene citas. Por lo tanto, de-
bido a esta situacion, el objetivo de esta tesis ha sido desarrollar la teoria que
concierne a estos grupos. Nuestra contribucion tiene los siguientes dos aspectos:

El primero, es una aportacion tedrica, se construye una sucesion espectral,
definimos productos y demostramos un teorema de dualidad.

El segundo aspecto de esta constribucién es computacional, se calculan al-
gunos ejemplos nuevos de grupos de homologia y cohomologia de invariantes.

A continuacién presentamos el esquema de investigacién planteado en este
trabajo de tesis.

El primer capitulo incluye algunos preliminares y resultados que serdan uti-
lizados en el resto de este trabajo. Para ser mas preciso, en la primera seccion
hemos introducido complejos de cadenas y sucesiones espectrales, dos principa-
les nociones en dlgebra homoldgica. En la segunda seccién damos una pequena
introduccién sobre la homologia y cohomologia de grupos invariantes.

En la primera seccién del capitulo 2 proporcionamos dos descomposiciones
nuevas del complejo de invariantes C,,(G)?. La primera descomposicién ests da-
da por sus Q-6rbitas (ver el teorema y es utilizada para dar una descripcion
de HX(G,Z) y hacer algunos cdlculos.

Teorema [2.2]
HR(G,72) =
Z {ZQEQ/Q[Q] alg] ‘9 € G}
2{0 L aca/@ 11921~ D g/ 9192 + ¢ Cicaa,,, 9]0 € G
_ _ |Qpgl _ Q1919011 _ Q!
donde a = 1Q1g11NQgz) 7 b= [Qior1NRtaz)] ¥ €T 11N Qe
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Teorema Supongamos que Q@ = Zgy actia sobre G = Z, por g — —g.
Entonces,

0 n = impar,
HE(G,2)={ Zy®Zy n=0 mod4,
Zio n=2 mod 4.

La segunda descomposicién estd dada en términos de induccién de algu-
nos grupos de isotropia Qg ... ¢,y del grupo @ (ver el teorema . En la
segunda seccién presentamos la principal aportaciéon de esta tesis; utilizando
la dltima descomposicion, construimos una sucesion espectral que converge a
H.(Q,C(G) ® A) cuyo segundo término es isomorfo a HZ (G, A) para algunos
coeficientes.

Teorema Sean los grupos G y A como en la definicion y sea Q un
grupo ciclico finito. Supongamos que | Q | es invertible en A y que la accion de
Q sobre G is semi-libre (los grupos de isotropia son Q 6 {e}). Entonces existe
un, isomorfismo H2 (G, A) = H,(Q,C(G) ® A).

Obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.6 Sean Q = Zy = (r), G = Zy, = (t) y A = Zy, = (s) conm
impar, tal que Q actia sobre G por t — t"~ L. Entonces,

Lo, 1 =0,
Q ~ Z(mm) 1=4k—-1 k>1,
otro lado.

En el capitulo 3 introducimos algunos productos para la homologia y coho-
mologia de grupos invariantes; en particular, la homologia del producto cruz
invariante, la cohomologia del producto cruz invariante y producto invariante.

En el ultimo capitulo, a partir de la resolucidn completa estdndar (ver el
teorema [4.5))

S Bl B By(G) B B(Q) T BL(G) -

construimos el complejo completo estandar (teorema {4.4))

o Co(G) B OUG) B Co(@) B (@) Ca(G) -

el cual, la parte positiva estd inducido por el complejo barra, y su dual en
la parte negativa. Con este complejo completo construimos la diagonal A :
C(G) = C(G)&C(G) (ver el teorema. Ademés, de la existencia del complejo
completo estandar definimos el complejo completo estindar invariante F(ver

la definicién

R PO B R 4 e



INTRODUCCION VI

y definimos la homologia y cohomologia de Tate invariante, H? (G,A)y ﬁé(G, A)
(ver las definiciones y |.6)), respectivamente. Similarmente como en la ho-
mologia y cohomologia de Tate (ver [2| pdg. 128]), obtuvimos el isomorfismo

Hy(G, A) = HE, (G, A)
mediante los isomorfismos en homologia y cohomologia de Tate invariante
Teorema Si G es un grupo finito entonces
HE(G,A)  i>1,
ker N 1=0,
coker N 1= —1,
Hy'™HG,A) i< -2,
donde N es el homomorfismo N : A — A dado por N(a) =| G | a para toda
a € A
Teorema Si G es un grupo finito entonces
HY (G, A) i< -2,
ker N i=—1,

col_ferN i=0,
Hg (G, A) 1> 1.

donde N es el homomorfismo N : A — A dado por N(a) =| G | a para toda
acA.

HE(G, A) =~

0, (G, A) =

Maés aun, para el coeficiente A = Z, obtuvimos los siguientes resultados:
Teorema [4.10} Para cualquier grupo finito G tenemos que
_ Z 1 =0,
HH(G,Z)=4 O 1=1,
HP (G, Z) i>2.
Teorema Para cualquier grupo finito G tenemos el isomorfismo
HL(G,Z)= H? (G, Z) Vi€ L.

Mas explicitamente,

- HY HY ker N coker N H} H -
7 —3 (-2 rr—1 70 71 72

- Hg Hq Hq Q Hg Ha

SHE A ae, A% Ay’ iy

- H}, H3 H} coker N ker N HP -



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo incluimos las definiciones, notaciones y resultados bésicos
que utlilizaremos en el resto de este trabajo. En particular, en la primera sec-
cién damos las nociones fundamentales en dlgebra homoldgica: complejos de
cadenas y sucesiones espectrales. La segunda seccion contiene la definicién y al-
gunos resultados de homologia y cohomologia del complejo de cadenas de grupos
invariantes.

1.1. Conceptos basicos sobre algebra homoldgi-
ca

1.1.1. Complejos de cadenas

Definicién 1.1. Sea R un anillo arbitrario. Un R-mdédulo graduado C es una
sucesion (Cr)nez de R-mddulos. St x € C,,, entonces decimos que x tiene grado
n y lo denotamos como degx = n.

Definicién 1.2. Sean C' y C" R-médulos graduados y sea n € Z. Una apli-
cacion de grado n, el cual la denotamos por f : C — C/, es una familia de
homomorfismos f = (fqy : Cq — C¢;+n)n€Z‘ El grado de f esn y lo denotamos
como deg f =n. Ademds, deg f(z) = deg f + deg x.

Definicién 1.3. Un complejo de cadenas (resp. cocadenas) sobre R es un par
(C,d) donde C es un R-mddulo graduado y d : C — C es una aplicacion de
grado —1 (resp. +1) tal que d*> = 0. La aplicacion d es llamada el diferencial u
operador frontera (resp. cofrontera) de C.

Definicién 1.4. Sea (C,d) un complejo de cadenas sobre un anillo R. Definimos
los ciclos Z(C), las fronteras B(C) y la homologia H(C) como: Z(C) = kerd,
B(C)=Imdy H(C)=Z(C)/B(C).

Cabe mencionar que no existe una diferencia entre los complejos de cadenas
y cocadenas ya que los podemos convertir de uno a otro con C,, = C~"™.

1



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Definicién 1.5. Un complejo de cadenas (C,d) sobre un anillo R es aciclico si
H(C) =0, es decir si ker d = Imd para todo grado n € Z.

Definicién 1.6. Si (C,d) y (C’/,d/) son complejos de cadenas, entonces una
aplicacion de cadenas de C a C' es una aplicacion f : C — C' de grado 0 tal
qued o f = fod.

Definicién 1.7. Sea R un anillo (asociativo, con identidad) y M un R-mddulo.
Una resolucion de M es una sucesion exacta de R-mddulos

dpn—1

F: o osE%F "5 3% EF 5 M0

Una resolucion libre de un moddulo M es una resolucion en la que todos los
mddulos F; son R-mddulos libres. Asi mismo, las resoluciones proyectivas y
planas son resoluciones tal que todos los mddulos F; son R-mddulos proyectivos
y planos, respectivamente.

Cabe mencionar que cualquier resolucion se puede considerar como una apli-
cacion de cadenas € : F' — M.

Definicién 1.8. Sean f,g : C — C" aplicaciones de cadenas de R-mddulos.
Una homotopia h de f a g es una aplicacion h : C — C de grado +1 tal que
d h+ hd= f —g. Si existe una homotopia de f y g se denota por f ~g.

Teorema 1.1. [2, Proposicion 0.1, pdg. 5] La aplicacién de cadenas f : C' — c’'
induce un mapeo en homologia H(f) : H(C) — H(C') y si f ~ g entonces
H(f) = H(g).

Definicién 1.9. Una aplicacion de cadenas f : C — C' se llama equivalencia
homotopica si existe una aplicacion de cadenas f : C — C tal que f o f ~ 1¢
yfof ~1q.

Definicién 1.10. Un complejo de cadenas C se llama contraible si existe una
homotopia contraible a el complejo de cadenas cero; es decir, si 1o ~ 0.

Definicién 1.11. Una categoria C consiste de

(i) Una clase de objetos Ob(C).

(i) Para cada par de objetos A, B € Ob(C), un conjunto Hom(A, B) cuyos
elementos se llaman morfismos f de A en B, denotados con f: A — B.

(#ii) Para cada terna de objetos A, B, C € Ob(C), una ley de composicion
Hom(A, B)x Hom(B,C) — Hom(A, C) que satisface los siguientes axio-
mas:

(a) Hom(A,B) = Hom(D, E) si, y sélo si, A=D, B=FE.

(b) Sif:A—B,g: B— Cyh:C — D, entonces ho(gof) = (hog)of.

(c) Para todo objeto A € Ob(C) existe un morfismo 14 : A — A tal que
para cualquier f : A — B yg:C — A, se tiene que fola = fy
lgog=g.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

Definicién 1.12. Definimos la categoria de pares C de la siguiente manera:
(i) (G, M) € Ob(C) si G es un grupo y M es un G-mddulo.
(ii) Un morfismo de (G, M) a (G',M') es un par (o, f) donde o : G — G

es un homomorfismo de grupos y f : M — M es un homomorfismo de
grupos abelianos tal que f(gm) = a(g)f(m) para g € G, m € M.

Definicién 1.13. Si (C,d) (resp. (C',d)) es un complejo de cadenas de R-
mddulos derechos (resp. R-mddulos izquierdos) entonces el producto tensorial
C ®r C lo definimos por la formula

(CorC)n = @ CuorCy

q+q'=n

y el diferencial D lo definimos como Dyp(c®c¢ ) =dec®@c + (—1)*9¢c@d ¢ .

Teorema 1.2 (Férmula de Kiinneth). [Z, Proposicion 0.8, pdg. 7] Sea R un
dominio de ideales principales y sean C y C' complejos de cadenas tales que
cada componente C,, de C' es un R-mddulo libre. Entonces existe una sucesion
exacta

y ademds la sucesion se escinde.

Un caso especial de este teorema es en el que C’" consiste de un s6lo médulo
M, considerado como un complejo de cadenas concentrado en dimensién 0 (i.e.
Cy =My C, =0 para n # 0). En este caso este teorema es llamado Teorema
de los coeficientes universales y la sucesion exacta toma la siguiente forma

0— H,(C)®r M — H,(C ®r M) = Torf(H,_1(C), M) =0 (1.1)

Definicién 1.14. Sean (C,d) y (C',d') complejos de cadenas. Entonces 7 omp
(C, C,) lo definimos por la formula

Homp(C,C), = [ Homr(Cy, Cy),
qEZ

y su diferencial D, : s8ompg(C, C’/)n — Homp(C, C/)n_l lo definimos como
Dn(f)=d f+(-1)"fd.

Lema 1.1. [Z, pdg. 8] Sean u e %omR(C/,C), u € Hompg(C,D), v e
Homp(E ,E) yv € Homg(E,N). Entonces

/

(W@ v)o (W @v')=(=1)49749% (you')® (vov).
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Definicién 1.15. Sean C y C" médulos graduados. El producto tensorial com-
pleto CRC" lo definimos de la siguiente manera

CceC). = [ CicCy.
a+q'=n
Definicién 1.16. Sean C, C', D Yy D" médulos graduados y sean las aplicacio-

nesu:C — D de grador yv: C'" - D de grado s. Definimos una aplicacion
u®@v : CRC — DRD de grado r + s como

(u@v), = H (=D)Pug @ vy : H C’p®C’;/ — H Dq+T®D;/+S.

q+q'=n q+q' =n q+q =n

1.1.2. Sucesiones espectrales.

Definicién 1.17. Sea R un anillo con unidad. Un R-mddulo bigraduado es una
familia £ = {E, /} de R-mddulos tal que a cada pareja q, ¢ = 0,£1,£2,- -,
se le asocia un modulo.

Definicién 1.18. Un diferencial d" : E" — E" de grado (—r,7 — 1) es una
familia de homomorfismos {d" : E;’ g E }, una para cada pareja q,

q/ tal que d* = 0.

,
q—r,q +r—1

Definicién 1.19. Una homologia H(E) = H(E,d") del mddulo E con respecto
a este diferencial es un mddulo bigraduado {Hp, 4(E)} que se define de manera
usual

H .(B) = ker{d": E, ,—E" ..}
9.9 r . T T :
Im{dr: Equr,qlfrJrl — quq,}
Definicién 1.20. Una sucesion espectral E = {E",d"} es una sucesién E°,
E', ... de R-mddulos bigraduados con diferenciales
d": Eq7q/ — Eq—r,q'-&-r—l r= 0, 1, ce

de grado (—r,r — 1), ademds se tienen los isomorfismos H(E",d") = E"+!,
r =0,2,3,---. Es decir, cada mdédulo E™+! es un mddulo bigraduado de la
homologia del mddulo anterior (E",d"). De esta manera E" y d" definen a
E™1 pero no definen a d"t1.

Definicién 1.21. Una sucesion espectral E = {E",d"} se llama sucesion es-
pectral de primer cuadrante si E; = 0 para ¢ <0 0q < 0. (Sise cumple esta

condicion para E° entonces se cumple para r > 0).

Si E es una sucesién espectral del primer cuadrante, es 1til representar los
médulos bigraduados E7 = {E; J }q o ez como puntos con coordenadas enteras
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en el primer cuadrante del plano (g, q/). En las siguientes figuras consideramos
los niveles r = 1,2, pero solo con algunos diferenciales incluidos.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] d2

191 o1 g1 2,2
dio dyo d3 o djs w\é\\’
PO @———@<——0

191 o1 g
diy dyq d3q dy, m\‘
PO @———@———0

Definicién 1.22. La sucesion espectral converge si para algin entero k > 0
tenemos que d"E™ = 0 para todo n > k. En este caso kerd"” = E™ y Imd"™ = 0,
luego EF = EF1 = pk+2 —

Por E°° denotaremos a estos grupos abelianos mutuamente idénticos.

Definicién 1.23. Decimos que la sucesion espectral E = {E™,d"} colapsa
cuando d™ = 0 para n > 2 y luego cuando E?> = E3 = ... = B>,

Definicién 1.24. Una filtracion creciente F' de un complejo de cadenas (C,d) =
(Chydn)nen es una familia de subcomplejos Fy,C = (FyCh,,dn)nen para cada
q € 7 tal que

 CF, 1Cy CFyCh CFyi1Cr €+ (VR ETZ).

NOTA 1.1. Una filtracion F de un complejo de cadenas (C,d) induce una
filtracion Fg sobre H(C). Sea iq : F,C — C' el homomorfismo inclusion; en-
tonces definimos Fy, H(C) = H,(iq)(H,F,C). En otras palabras, la filtracion
estd dada por

F,.CNz

Fu () =Fenm
q

donde Z (resp. B) es el mddulo de ciclos (resp. fronteras) de C.

Definicién 1.25. Una filtracion F de C = (Cy,dy)nez estd acotada si para
cada grado n existen minimos enteros s = s(n) < t = t(n) tal que FsC,, =0y
F.C,, = C,. Esta condicion es equivalente a que la filtracion es finita para cada
Chp.

OZFan ng+ICn c-- gFtCn :Cn

Ya que Fy;_1C es un subcomplejo de cadenas de F,C para cada q € Z,
tiene sentido comsiderar el cociente F,C/F,_1C. Decimos que los elementos
F,C/F,_1C tienen glrado de filtracién igual a ¢, grado complementario q/ y
grado total n =q+¢q .
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Definicién 1.26. Sea H = {Hp}nen un mddulo graduado. Una sucesion es-
pectral {E",d"} converge a H (E* = H ) si existe una filtracion Fy de H tal
que para cada q se tiene el isomorfismo EJ5, = Fy,H/Fy,  H.

Teorema 1.3. [3, Teorema 3.1, pdg. 327] Sea una F filtracion creciente de un
complejo de cadenas (C,d) = (Cy,dy)nen. Existe una filtracion E = E(C,F) =
(E",d")r>0 definida por

. qu’q, UF—1Cyy g

a9 —1
dgtq +1 (Zq+r71,q/ ) U Fq- 1Cq+q

donde Z7 . es el submédulo Z7 . = {fae FCpy | dyry(a) € Fprr Cpy 1}
yd Er , = E"

es el homomorfismo inducido por estos cocientes.

q,q q,q q—r,q +r—1
Cuandor =0 yr =1, la sucesion espectral satisface
F,C
B, = Tatd g g (LC> (1.2)
4,9 qilc’(ﬁ_q a,q gt+q \ Fq_1C

Ademds si la filtracion estd acotada, entonces E* = H(C'), mds preciso, se
tienen los isomorfismos naturales

Fo, o FHq(Hq+q’(C)) .
0 Fu,, (Hyy (C)
Definicién 1.27. Un bicomplejo C' es una familia {C’q7q/} de mdédulos con dos
familias
9 :C, 0 —Cpyy, 0 :C, 0 —Couy

de homomorfismos de mddulos definidos para todo q, q, tales que

"1

99 =0, 00" +0'9 =0, 39" =o0.

Definicién 1.28. Sea C un bicomplejo. Definimos el complejo de cadenas TC),
llamado complejo total, de la siguiente manera

(TC)n = @ Coa'
a+q’

"

con diferencial 9 |¢ =8 + (=1)19".

El producto tensorial de dos complejos de cadenas c’ y C" nos da un ejemplo
familiar de esta construccién. En efecto, nosotros tenemos un bicomplejo C' con
C,py = C; ® C;,, y TC es simplemente el usual producto tensorial C' @ C" de
complejos de cadenas.

Definicién 1.29. Definimos la primera filtracion TF del complejo total TC' de

la siguiente manera
TFy(TC)n = P Cini-

i<q
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Definiciéon 1.30. La sucesion espectral asociada a esta filtracion se llama la
primera sucesion espectral ' E de un bicomplejo.

Teorema 1.4. [2, pdg. 165] La primera sucesion espectral L E del bicomplejo C
con complejo total TC' converge a la homologia H(TC).

Podemos ver que el teorema anterior se puede deducir de la definicién [1.29
y del teorema [1.3 u Ademss, de la ecuacién (1.2 también podemos deducir que
la prlmera sucesion espectral es de prlmer cuadrante vy que para cada pareja
(.4), ¢, q >01E0—C’/yd0q— (dO :Chy = Cug ', 8 esun

a9
diferencial del bicomplejo C'). El siguiente dlagrama muestra el O término de la

primera sucesién espectral con algunos diferenciales incluidos; el cual, podemos
ver que ' E' es la linea vertical de C; es decir IE; o =Hy (Cyy *).

.,
Id?’?). [ ] [ ]

d8,2. Idg,z.
fao " a9,

*r——o—0— 06— 06—

q

Definicién 1.31. Definimos la sequnda filtracion ' F del complejo total TC' de
la siguiente manera
HE(TC)p =@ Crij-

Ji<q

Definicion 1.32. La sucesion espectral asociada a esta filtracion se llama la
sequnda sucesion espectral TIE de un bicomplejo.

Teorema 1.5. [2, pdg. 165] La sequnda sucesion espectral 11 E del bicomplejo
C' con complejo total TC converge a la homologia H(T'C).

Como en el caso de la primera sucesion espectral, podemos ver de la ecua-
cién (1.2) que la segunda sucesién espectral es de primer cuadrante tal que

7’ . /
cada término de /E° se cumple que E° , = C, » y d® , = 0 , (d° ,
q,9 4,9 q,q q,q q,q

Cq/,q — Cq’—l,q)v obteniendo de esta manera que IE;’q/ = Hq/(C*.q) donde
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/ . .y
d ,:E ,—> FE! , como en la definicién w
4,9 q,q q—1,q
!
q 0
[ ] [ ) [ ] ° .E
0
dj 5
o———0 [ ] [ ] [ )
0
ds o
[ ] *K———0 [ )
0 0
d1,1 d3,1
[ 2 [ 2 [ ]
0
ds o dyo
q

1.2. Homologia y cohomologia de un complejo
de cadenas de grupos invariantes

Definicién 1.33. Sea G un grupo y sea g1 |-+ | gn] = (1, 91,9192, -, 91 - Gn)
tal que g; € G para toda i. Para n =0 definimos Bo(G) como el G-mddulo libre
con generador el simbolo [ | (por lo tanto By(G) = Z[G]), y paran > 1 definimos
B, (G) como el G-mddulo libre con base todos los elementos [g1 | -+ - | gn] donde
gi € G. Sea € : Bo(G) — Z el homomorfismo aumentacion, €([]) = 1 y para
n > 1, definimos 0, : B, (G) — B,—1(G) por

Ollgr |-+ gnl) =gnlg2 | - | gn]+i(—1)k[91 |l gkgrtr | o [ gnl+
k=1

(—1)n[91 [« 9n71]~
La resolucion barra es la sucesion exacta de G-mddulos libres
B(G): - — Ba(G) B B1(G) L By(G) S Z — 0.

Definicién 1.34. Definimos el complejo barra C(G) como el producto tensorial
C(G) = B(G) ®g Z tal que G actia trivialmente sobre Z:

C(Q) 1=+ — Co(@) ZZ¥ Cy(@) “E¥ Cy(@).

NOTA 1.2. En general no es cierto que C(G) ® A = B(G) ®g A y #om
(C(G),A) 2 Homg(B(G),A) para cualquier G-mddulo A; sin embargo, pa-
ra el caso de que G actie trivialmente sobre A si se tienen los isomorfismos
anteriores, por lo tanto tememos los siguientes isomorfismos en homologia y
cohomologia:

H(G,A) 2 H(CG)®A), H(G,A) = H (#om(C(G), A)).

Definicién 1.35. Sea @ un grupo finito que actia sobre un grupo G como
un grupo de automorfismos y sea A un grupo abeliano tal que G y @Q actian
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trivialmente. Entonces la accidn de @ sobre G induce una accion sobre C(G)@ A
por
q(lor [---[gil@a) =[a(gr) [ --- | a9:)] @ a.

Denotaremos al subcomplejo de cadenas de grupos invariantes de C(G)® A por

(C(G)® A)9.
Definicién 1.36. Definimos la homologia y cohomologia de grupos invariantes
por

HZ(G, A) H.((C(G) ® A)9))

Hy(G,A) = H*(AHom(C(G)?,A)).

Cabe mencionar que de las inclusiones de complejos de cadenas
C(GY) A= (C(G)®A)? = C(G)®A
Knudson [I] obtuvo la siguiente afirmacién:

Lema 1.2. [1, Lema 1.2, pdg 18] Sea G el subgrupo de Q-invariantes de G.
Entonces tenemos las siguientes aplicaciones naturales

H.(G9,A) s HQ(G,A) 55 H.(G, A).

Notemos que im j. C H.(G, A)?, ya que un ciclo Q-invariante en (C(G) ®
A)@ da lugar a una clase de homologia Q-invariante en H., (G, A), de esta manera
lo que realmente obtenemos son las siguientes aplicaciones

H.(G2,A) 5 HQG,A) 5 H.(G, A)°.

Las siguientes proposiciones también fueron probadas por Kevin P. Knudson en
.

Proposicién 1.1. [1, Proposicion 3.8, pag. 22] Supongamos que | Q | es inver-
tible en A. Entonces la aplicacion natural

HE(G,A) — H.(G,A)?
es un isomorfismo.

Proposicién 1.2. [1l, Proposicion 2.4, pdg.20] Supongamos que | Q | es inver-
tible en A. Entonces la aplicacion natural

H.(BG/Q, A) — HZ(G, A)
es un isomorfismo.

NOTA 1.3. | Q| es invertible en A si el homomorfismo | Q |: A — A dado por
| Q| (a) =] Q| a es un isomorfismo.



Capitulo 2

Sucesion espectral para la
homologia de un grupo de
cadenas invariante

En la primera seccién de este capitulo empezamos proporcionando dos des-
composiciones del subcomplejo de invariantes C,,(G)?. La primera descomposi-
cién estd dada por sus Q-6rbitas (ver el teorema, esta descomposicién se usa
para dar una descripcién de H f? (G, Z) y hacer algunos cdlculos (ver los teoremas
y 2.3)). La segunda descomposicién estd dada en términos de induccién de
algunos grupos de isotropia Q(g, ... 4,y al grupo @ (ver el teorema.

En la préxima seccién, usando la tltima descomposicion, construimos una
sucesién espectral que converge a H,(Q,C(G) ® A) cuyo segundo término coin-
cide con H2(G, A) cuando | G | es invertible en A. Esta sucesién espectral se
utiliza para probar el siguiente resultado.

Teorema Sean los grupos G y A como en la definicion y sea Q un
grupo ciclico finito. Supongamos que | Q | es invertible en A y que la accion de
Q sobre G is semi-libre (los grupos de isotropia son Q 6 {e}). Entonces existe
un isomorfismo H2 (G, A) = H,(Q,C(G) ® A).

El teorema [2.5[se utiliza para hacer el siguiente calculo.

Teorema Sean Q = Zy = (r), G = Zy = (t) y A = Zp, = (s) conm
impar, tal que Q actia sobre G por t — t"~1. Entonces,

Lo, 1=0,
Q ~ Linmy t=4k—1 k=>1,
H (G, A) = Linmy 1=4k k>1,
0 otro lado.

10
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2.1. Descomposicién del complejo barra

Siguiendo [1]], supongamos que el grupo @ actia por medio de automorfismos
sobre el grupo G y que esta accién induce una accién de @ sobre C(G) definida
por

(g1 [+ 1 gn]) = la(g1) |-~ | q(gn)]- (2.1)
La 6rbita y el grupo de isotropia de [¢1 | - - - | gn] € C(G) las denotaremos como
Qg1 |-+ gnl]) ¥ Qigy|--|gn]» TesPectivamente.

Teorema 2.1. Tenemos la siguiente descomposicion.:

C@? =25 > dlgrl-19n]|Quusldgl < Qg1 iga €GB,
7€Q/Qlgy .1 gn)

donde q es la clase lateral izquierda en Q/Qq,|...|g,] coTTespondiente a q € Q.

Demostracion. Es claro que cada generador Z qlgr | -+ | gn) €
7€Q/ Qo1+ 1gn)
Cn(G)?. Por lo tanto

7 > algr] 19| Qlgy|.ign] <@ 915+, 9n € G p C Cr(G)?.
ﬁGQ/Q[gl\---\gn]

Ahora probemos lo siguiente:

Cn(G)Q CZ Z Q[gl| cee ‘gn} Q[g1|‘..\gn] <Q,91,--,9n €G
TE€EQ/Rugy ... 19n)

Sean x = Znsxs € C’n(G)Q y E = {1, -+ ,2x} el conjunto de represen-
S

tantes para el conjunto de 6rbitas Q\C,,(G) de (2.1). Entonces

k
T = § § NiTy,
j=lz;ER;

donde R; = {z; | @i € Q(z;),z; € E}. Ya que gv = x para toda ¢ € Q,
k

entonces, para cualquier E nix; € g E n;x;, tenemos que
T, ER; j=lz;ER;

q > mwi= Y n, VgeQ.

T, ER; T, ER;
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Supongamos que para cada z; € Rj, ; = [g1; | -+ | gns|. Entonces, para cada
pareja de elementos [g1; | -+ | gnil, [g1r | -+ | gnr] € R existe ¢,; € Q tal que
Sea [g1; | - -+ | gni] € R; un elemento fijo, entonces
Z nilgui | - | gnil = Z negrilgu [ -+ | gnal-
[g1i| - |gni]ER; [917]-+1gnr]ER;
Afirmamos que R; = Q([g1; | - | gni])-
Es claro que R; C Q([g1: | -+ - | gni]), entonces sélo falta probar que Q([g1; |
| gu]) C R;.
Sea qlgu | -+ | gm] € Qlgu | -+ | gnil). Dado que gy [ -+ [ gm] € R; ¥
q Z nilgi | - | gnil = Z nigii | - | gnils
[91: |- |gni]€R; (911 1gni]ER;
entonces q[gll | toe ‘ gnl] = [gls | e | gns] para algﬁn [gls ‘ T | gns] S Rj- Por
lo tanto, glgu |- | gu] € R;.
Ya que existe una biyeccién entre Q([g11 | -+ | gni]) ¥ Q@/Q[gy,].-|g,.,]» tENEMOS
que

Z nrer[gll ‘ e ‘ gnl} = Z nrqﬂ[gll | e | gnl]-

lg1r]-lgnr]€R; T €Q/Qlgyy1-+19,]
O
Teorema 2.2.
HP(G,Z) =
Z {quQ/Q[g] qlg] ‘g € G}
Z {an—eQ/Q[”] qlg] — queQ/Q[ngz] qlg192] + CZQGQ/Q[QI] qlg1]|g: € G} 7
donde a = \Q[g‘ﬁﬁglgz]l’ - ‘Q‘[i[]gégl]fz‘2]| ye= |Q[lﬁﬁ5!92]l‘

Demostracion. Por definicién de HIQ(G, Z) y el teorema tenemos

z {quQ/Q[g] qly] \g € G}

HP(G.2) = 30 5 6@}

Solo necesitamos calcular Im{C(G)? — C1(G)%}, pero es suficiente hacer los
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célculos para los generadores de C2(G)?. Entonces
o Y., dale) = > (dlge] — la(9192)] + alon)
7€Q/Q1g11NQg) 7€Q/Q1g1)NQgz)
= Z qlge] — Z qlg192]
7€Q/Q1g11NQgy) 7€Q/Q1g11NQg0)
+ > g
4€Q/Q1g11NQgs)
= a Y qgl-b > dangl
qu/Q[g2] qGQ/Q[mgz]
+c Z q[gl]v
1€Q/Q(gy)
donde a, b y ¢ son como en las condiciones del teorema. O

Con la descomposicién del teorema[2.1]y del teorema anterior, obtenemos el

siguiente resultado:

Teorema 2.3. Supongamos que QQ = Zs actua sobre G = Z,, por g — —g.

FEntonces,

HE(G,7) =

Demostracion. CASO 1: n impar

0 n = impar,
Zo®Zo n=0 mdd 4,
Zo n=2 mod 4.

Calculemos las érbitas Q(g) y grupos de isotropia Q-

Q(0)
Q(1)

Qg
Sea E = {0,1,---

= {0},
= {l,n—1},

n—1n+1

= (M,
= Q,
= 0, Vg #0.

,"771} el conjunto de representantes de las @-6rbitas de

G. Entonces por el teorema 2.1} tenemos lo siguiente:

CL(G)P =17

~1
> q[g]OégﬁnT

(2.2)

qeQ/Q1q)
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Para cada generador 1| denotemos [g] := 3 7€Q/Qu) q|g]- Entonces por el
teorema [2.2] tenemos lo siguiente:

HP(G,7Z) =

Asi que HIQ (G,Z) tiene la siguiente presentacion:

En particular, tenemos las relaciones:

— — n—1
alia] = V] + ] =0 0 < gugw < "5 ).

([0], [0]) - [0] — [0] + [0] = 0, (2.3)
—_— — — n—1
(1], [g]) - (1] =[1+gl+1g] =0, lsgs — (24)
Ahora, si consideramos a la ecuacion 1' con g = ”771, entonces
— n+1 n—1
— =0.
[ - [F3—] + [F5-]
Sin embargo, ya que ”T_l y ”T'H estan en la misma érbita, entonces, en la ecua-

cién anterior obtenemos que [1] = 0.
Ademds, dado que [1] = 0, si subtituimos en la ecuacién 1| los valores de

g=1ag="51—1, entonces, tenemos que [2] = [3] = -+ = [251] = 0, pero

por (2.3) [0] = 0. Por lo tanto, HIQ(G, Z)=0.

CASO 2: n=0 méd 4
Calculando las 6rbitas Q(g) y grupos de isotropia @4, tenemos lo siguiente:

Q) = {0},
Q(l) = {1vn_ 1}’
n n n
S = {-—1,-+1
Q-1 = {5-15+1)
n n
Qo = @
Q, = 0V1§g§g—17
Qe = Q.
Sea E = {0,1,---, %} el conjunto de representantes de las Q-6rbitas de G.

Entonces, por el teorema [2.1] obtenemos

n
CiG)V=Z¢ > algjo<g< . (2.5)
q€Q/ Qg
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Como en el caso anterior, para cada generador (2.5)), denotamos

== > dlg

IEQ/Qq]

Entonces, por el teorema [2.2] tenemos lo siguiente:

z{lo<g<3}

HP(G,Z)

Z {a[gg] — blg1g2] + c@\O S99 < %}

7 n
ol = Vgl + ] =00 < g < 5 ).

1%

(2.6)
En esta presentacién obtenemos las siguientes relaciones:

(0], [o]) [0] - [0] + [0] = 0, i 2.7

() [-O+d+kl=0 1<g<2-2 (28

@-:  W-205+5-1=0, (29)

(m,rg]): -5 +1 +2@:0. (2.10)

Si sumamos la ecuacion (2.9) con la ecuacién (2.10), y ya que § —1y 5 +1

estan en la misma érbita, tenemos 2[1] = 0. Ahora, si substituimos en la ecuacién
(2.8) g = [1] y g = [2], obtenemos las siguientes relaciones:

1T+ -o. )

[1] = 3] + 2] = 0. (2.12)

Sumando estas ecuaciones, tenemos 3[1] = [3], pero 2[1] = 0. Asi que [1] =
[3]. Si g = [3] en la ecuacién (2.8),

[ - M +3B]=0. (2.13)

Sin embargo, ya que 2[1] = 0, entonces, [2] = [4].
Continuando este procedimiento con las ecuaciones restantes, obtenemos las
siguientes realciones:

-2 =2[7]
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Por la ecuacién , 2ﬂ = ﬁ y como QH = 0, entonces, 2m = ﬁ =0
Luego,
R I R
o n -
0 = B=@=0==[5-2=2[]
Por la ecuacién , tenemos [0] = 0. Entonces

HP(G,Z)

12
N /'_\‘
wis‘

1%

CASO 3: n= 2 mdd 4

Como n es par, entonces, obtenemos las mismas érbitas Q(g) y grupos de
isotropia ), como en el caso anterior.

Similarmente, consideremos el conjunto de representantes £ = {0,1,--- , §
de las Q-érbitas de Gy denotemos a los generadores de C1(G)? por [g] :=
ZEEQ/Q[g qlg], g € E. Entonces, por el teoremal|2.2} obtenemos una presentacién
como en y las mismas relaciones , (12.8), y . Sin embargo,
cuando sumamos estas ecuaciones como en el caso anterior, y como n = 2
mod 4, entonces obtenemos las relaciones:

M=B=B= - =[5-2=23l
A=wW=0= - =[-1

__ Por otro lado, 2[1] = [2] (por la ecuacién (2.11)) y 2[1] = 0. Entonces, 2[1] =
2] = 0, también recalcando que [0] = 0 (por la ecuacién (2.7)) y considerando

la relacién para el par ([],[5]), obtenemos [§] — [0] 4+ [§] = 0. Por lo tanto,

En este forma,

a
~0
Q
S
I
<

I
&
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Consideremos el producto G = G X --- x G como un @Q-conjunto con la
accién
Qx(Gx---xG) = Gx---xG
(¢ (g1, 9n)) = (alg1),-- ,a(gn))-

Denotemos por Z, ... 4.) como una copia del grupo ciclico Z. Es claro que el
complejo barra C,,(G) es un @Q-médulo cuyo grupo abeliano es una suma directa

@ Lig, - g,)» ¥ la accién de @) sobre G™ permuta a los sumandos de

(91, ,9n)EG™
tal manera que ¢Zg, ... g.) = Z(q(g1), a(gn))-

Teorema 2.4. Consideremos a Q y Cp,(G) como arriba. Sea Qg ... 4. €l grupo
de isotropia de (g1, -+ ,gn) y sea ), el conjunto de representantes para las
orbitas Q(g1,- -, gn) en Q\(G x --- x Q). Entonces Ly, ... g.) €5 un Qq, ... g.)-
mddulo trivial, y existe un Q-isomorfismo

CTL(G) = @ IndQ

Q(snwwgn)Z(
(91 ,9n) €,

915 1gn) "

Demostracion. Dado que C,(G) = @ Ligy,....gn) ¥
(g1, ,9n)EG™

G" = |_| Q(glu 7gn>7
(g1, ,9n)€EX,

entonces

(@)= P b Zaigr, gm)- (2.14)

(91, ,9n)€22, 491, ,9n)EQ(g1, - 1gn)

Ademas, la suma interior de la ecuacién anterior

@ ZQ(.‘?] 1 gn)

q(g91,,9n)€Q(g1, " ,gn)

es un @-médulo tal que la Q-accién de @ sobre Q(g1,:-- ,gn) es transitiva y
la accién de Qg ... g,) SObre Zy, ... 4y es trivial. Ahora, si consideramos los
Q(g1 -+ ,gn)-homomorfismos j : Zg, ... 4,) = @ Lqg(gy - gn) da-

q(g1,,9n)€Q(g1, ,gn)

do por la inclusién y el homomorfismo i : Z, ... 4,) = Indg(gb_“ ,g,,L>Z(917~“ )

dado por i(z) = 1 ® z, entonces, por la propiedad universal de extensién de
escalares, existe un tnico ()-homomorfismo

g1, 5gn) @ Zq(gl,---,gn)
q(g1,,9n)€Q(g1, ,9n)

f: Indg(- ,

g1 »9n)

L
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tal que f oi = j, i.e., el siguiente diagrama:

Q
Qoy. o gmy Lt 1)

—
—

Lgy - gn) — Ind

q(g1,+,9n)EQ(g1,+ ,gn)

commuta. Por otro lado, sabemos que Indg(glv___an)Z(gl,.“,gn) = Depa®

Zgy,... g,y (ver en [2, pag. 67]), donde E es el conjunto de representantes pa-

ra las érbitas en Q(g, ... 4,)\@. Entonces, f mapea el sumando q ® Zg, ... 4.

de Ind® Zg, .. g,) isomorficamente sobre el sumando correspondiente
Q(Blv"' an) g1, 9n
Ly(gy,- .gn) de la suma directa @ (g1, \gn):
q(91,+,9n)€Q(g1, " ,gn)
. Q
f : IndQ(gl,»-»,gn)Z(le'”79") — @ Zq(gl’---,gn)
q(91,,9n)EQ(g1, - 19n)
fa®Zg, .. g.) = Zglg, - g0)-
Primero probemos que f es sobreyectivo.
Sea, Z(g;w’g;) € @ Zy(g, - g,)> entonces, existe ¢ € Q tal

a(g1,+,9n)€Q (g1, ,gn)
que q(g1,- -+ ,gn) = (g/l, . ,g;). Por lo tanto, f(q®Z(gl’... ,gn)) =Zg(gr,,gn) =
Ligi )
Ahora probemos que f es inyectivo.
Supongamos que f(q1®%Zg, ... g,)) = [(@2@Zg, ... g,)), entonces Zg, (g, ... g.)
= ZQz(gl,"wgn) siy sélo st qi(g1, -, 9n) = q2(91," - ,gn). Asi

(91, 2 9n) = a1 "@2(g1, -+ gn)-

Pero como Q(y, ... 4,.) €s el grupo de isotropia de (g1, , gn), entonces ql_lqg €

“Gn
Qgy - 1gn)- Luego, go = q1q para alglin q € Q(g1,- ,gn)- Por lo tanto

a2 QLgy, - g,) = N4 RLgy . .g,) =0 QG Ligy . g,) C A1 QLg, ... g,)-

Por otro lado, q; = g2(q') ™1, as

N ®OL(g, . g,) = 42(q )t QLg,, - g,) = 12O (q )712(%”.79”) Cq2®ZLg, ... g,)-

Por lo tanto, q1 ® Zg, ... g,) = 42 @ Z(g, ... g4,)- Luego f es inyectiva. Por lo
tanto, f es un isomorfismo.

De esta manera, por la ecuacién y por el isomorfismo anterior obte-
nemos la demostracién del teorema. O
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Dado que la accién de Qg ... 4,y sObre Zg, ... 4 ) s trivial, entonces

Q ~Y
IndQ(gl,... ,gn)Z(gl’“' gn) — Z[Q/Q(gly... ,gn)]

bajo el isomorfismo

v I”dgm,,.,,g”)Z(gl,‘-wgn) = Z[Q/ Qg1 9)]s

dado por ¢(q ® n) = n(qQ,,... 4,))- Entonces, por el teorema anterior, el sub-
complejo de invariantes C(G)? tiene la siguiente descomposicién:

CL()? = ) (Indg(gl‘m1gn)Z(gly...7gn))Q
(91, ,9n)EX,
= D zR/Qu . g)®
(91, 59n)EX,

Pensamos que es posible escribir el diferencial del complejo de invariantes en
términos de esta descomposicion; obteniendo una alternativa para calcular la
homolgia H. Q (G, A) para cualquier grupo abeliano A.

2.2. Construccion de la sucesion espectral

A continuacién probamos algunas afirmaciones y las utilizamos para cons-
truir una sucesién espectral que converge a la homologia H,(Q, C(G)® A) cuyo
segundo término es isomorfo a HC (G, A) para algunos coeficientes. Esta cons-
truccion se usa para probar el teorema [2.5

Lema 2.1. Si Q es un grupo finito que actia sobre si mismo por multiplicacion
sobre la derecha, entonces

ZQI°=2() q) =7,
q€Q
donde Z(3_ e q) es el grupo ciclico generado por Y-, q.
Demostracion. Sea m = Zf:o ngqi € Z[Q]%. Ya que @ estd actuando sobre
sf mismo por multiplicacién, entonces, Q estd actuando transitivamente. Asi que
para cada ¢; € @ que estd en la suma de m, existe g; € @ tal que g;¢;—1 = q;,

1 < i < k. Por otro lado, dado que m € Z[Q]?, entonces, para cada g;, 1 < i < k,
tenemos la ecuacién

nogiqo +n1giq1 + -+ + Ni—19:qi—1 + - - - + NkGiQk
=Mnoqo + -+ Ni—1¢i—1 + Nig; + -+ N

Ya que ¢;q;—1 = q;, entonces

n09g;qo0 +M19:q1 + - +Ni—1q; + -+ -+ NEGiqk
=npqo + - +Ni—1qi—1 +Nsq; + - - - + NEQ-
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Esto implica que n;_1 = n;. Como esto es cierto para cada 1 < i < k, entonces
ng =ni = -+ = ng. Por lo tanto, m = ng Zf:o q; € Z(quQ q). O

Lema 2.2. Sea Q) un grupo finito y A un grupo abeliano. Consideremos la accion
de @ sobre el grupo abeliano Z[Q] ® A dada por q(x ® a) = gx ® a. Entonces

(ZQIeA?=ZQI°® A= A,
Demostracion. Ya que @) es un grupo finito, entonces por el lema anterior
ZIQP @ A= Z® A= A.

Por otro lado, dado que [@ : {e}] < oo, entonces Z[Q] ® A es Q-isomorfo a
Hom(Z[Q], A). Ast (Z]Q] ® A)? = Hom(Z[Q], A)?. Pero Hom(Z[Q], A)?

Homg(Z[Q], A) y ademds Homg(Z[Q], A) = A. Entonces (Z[Q] ® A)%? = A.
Por lo tanto, (Z[Q] ® A4)? = Z[Q]¥ ® A. O
Lema 2.3. Si Q es un grupo finito, entonces (Ind?e} YARE=W/ Qfey Z= L.

Demostracion. Es una consecuencia de los lemas 2.1] and 2.2 O

Definicién 2.1. Si Q es un grupo y M es un @Q-mddulo izquierdo entonces
definimos el grupo de los co-invariantes de M como Mg =

M
(gm—mlqeQ,meM)’
donde () denota el subgrupo aditivo generado por el conjunto indicado.

Cabe mencionar que Mg = 7Z ®qg M.

Lema 2.4. Sean Q un grupo finito, M un QQ-mddulo y N : Mg — M@ dado
por N(m) =3 coqm.

a) Entonces, ker N y coker N son anulados por | Q |.

b) Supongamos que M = Z[Q] ® A donde A es un grupo abeliano y Q actia
sobre M por q(r®a) = qr®a. Entonces N : Mg — M@ es un isomorfismo.

¢) N es un isomorfismo si M es un Q-mddulo proyectivo.

d) N es un isomorfismo si | Q | es invertible en M y Q actia trivialmente

sobre M.

Demostracion.  a) Sea m € ker N. Entonces tenemos que N (m) = D geqdm
= 0. Asi,
1QIm=—(0-[Q|m)=~(D_am—1Q|m)=—(>_(aqm—m)).

qeQ q€Q

Esto implica que | Q | m € (gm — m)4eQ,mem- Por lo tanto, | Q | m = 0.

Ahora, sea m € coker N = %. Ya que m € M€, entonces
N(m)=>_qm=|Q|m.
q€Q

De esta manera, tenemos que | Q | m € im N. Por lo tanto, | Q | m = 0.
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b) Sabemos que Mg = (Z[Q] ® A)g = Z ®¢ (Z[Q] ® A). Pero como Z[Q)] es
un (Z[Q],Z)-bimédulo y Q estd actuando trivialmente sobre A, entonces
tenemos los siguientes isomorfismos

Mg = Z&q(ZIQl®A)=(Z®qZQ]) ® A
ZIQlo® A= Z® A.

I

Por otro lado, por los lemas y tenemos lo siguiente

M@ =(Z[QIe A® 2 Z[QI°9A=Z() @A=L A
qeQ

Por lo tanto, bajo estos isomorfismos la aplicacién norma esta definida
como sigue: N(z ® a) = ZquQ g®a, donde z € Z, a € A. Es claro que
N es un homomorfismo biyectivo. Por lo tanto, N es un isomorfismo y
Mg = M@.

¢) Si M es un Q-médulo proyectivo, entonces M es sumando directo de un
@-médule libre F, ie., F = M & N, donde F = &;Z[Q]. Ya que F =
$:(ZIQ) ® Z) 2 Z|Q] ® (8,Z), entonces F es un médulo inducido. Luego
por b), Fp = F?. Por lo tanto, (M ® N)g = (M & N)%. Si Q acttia sobre
M & N diagonalmente, obtenemos

(M®&N)g = ZRq(M®&N)=2Z®oM®ZRg N =Mg® Ng,
(MaN)? = MY9@NQ.

Por lo tanto, Mg = M% y Ng = N©9.

d) Primero probemos que N es inyectiva. Sea m € ker N, entonces por a)
de este lema, tenemos que | @ | m = 0. Por otro lado, como @ actia
trivialmente sobre M, entonces Mg = @TA{W = % >~ M. Luego, | Q |
m = 0. Ya que | @ | es invertible en M (i.e., la multiplicacién por | @ | es

un isomorfismo), m = 0. Por lo tanto, N es inyectiva.

Ahora probemos que N es sobreyectiva. Sea m € M®, entonces como en
la prueba del inciso a), esto implica que | Q | m € im N, i.e, existe a € Mg
tal que N(a) =| Q | m. Por otro lado, como @ actia trivialmente sobre
M y N es inyectiva, tenemos que @ = m. Ya que | @ | es invertible en
M, entonces 5rm € My N(ﬁm) = Q| ﬁm = m. Por lo tanto, N es
sobreyectiva.

O

Sea e : F — Z una resolucién proyectiva de Z sobre Z[Q)] y supongamos que
Q actiia sobre C(G) ® A como en la definicién [1.35]



CAPITULO 2. SUCESION ESPECTRAL 292

Para el complejo total F®qoC(G)®A, tenemos la primera y segunda sucesién
espectral 'E? 'y "TEl | respectivamante [2, pag. 169]:

TEZ, = Hy(Q Hy(G,A) = Hyy(Q,C(G) @ A), (2.15)
"EL, = HyQ,Cp(G)®A) = Hyy(Q,C(G) 2 A).  (2.16)

Ademas, por el teorema [2.4]

Cp(G) A= P (Indg Z.)® A= P md A., (2.17)
z€X, Z€Y,

donde Zp es el conjunto de representantes de las Q-6rbitas de los p -generadores,
Q. es el grupo de isotropia de z y Z, es el grupo ciclico infinito. Entonces de
esta descomposicién tenemos la siguiente afirmacion.

Lema 2.5. FExiste una sucesion espectral de la forma

HE;#I = @ Hq(sz Az) - Hp+q(Q, C(G) ® A)
zezp

Demostracion. La prueba se sigue facilmente de la descomposicién anterior y
del lema de Shapiro [2 Proposicién 6.2, pag. 73]. O

Teorema 2.5. Sean los grupos G y A como en la definicion [I.35 y sea Q un
grupo ciclico finito. Supongamos que | Q | es invertible en A y que la accion de
Q sobre G is semi-libre (los grupos de isotropia son Q 6 {e}). Entonces existe
un isomorfismo H2 (G, A) = H,(Q,C(G) @ A).

Demostracion. Sean Z; ={z¢€ Zp |Q.=Q}y Z; ={z ¢ Zp | Q. = {e}},

entonces, por el lema anterior, tenemos lo siguiente:
IT gl
By, = P Hy(Q. A e P Hy({e} Az). (2.18)
ZGZ; ZEZ;/
Por otro lado, como @ es un grupo ciclico, entonces

AQ q = 0,
Hy(Q,A,) =< kerN q = par,
coker N g = impar.

Ademéds, ya que | Q | es invertible en A, entonces N es un isomorfismo. Por lo
tanto, ker N = coker N = 0. De esta manera, H,(Q, A,) tinicamente sobrevive
si ¢ = 0. Por otro lado,

m(ea={ 0 120

Por lo tanto, la sucesién espectral (2.18)) no se anula tinicamente para g = 0.
También, por 1) tenemos que ”E;)O = Hy(Q,Cp(G)RA) = (Cp(G)RA)g =
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(Cp(G)®A)? (como en la prueba de la proposicién 2.4 en [I]). Por otro lado, por
ker{! E’1 R N S

s s T2 _1, ker{C)p (G) —C (G) } ~
definicion T2 = Tk +1o—>”pE§,o} o Im{Cerl(G)Q—fCl(G)Q} = HY(G, A).

Resumiendo,
IIE2 ~ H;?(GvA) q:()v
0 q#0,

P.q
y la sucesion espectral colapsa. Por lo tanto,

HP(G,A) = H,(Q,C(G)® A).

Consideremos el siguiente ejemplo.

1. Q =2 =(r), G =2, = (t), A =Zp, = (s), con m impar tal que Q
actia sobre G por t +— t" 1.

Lema 2.6. Sean Q =Zo = (r), G =7y, = (t) y A = Zp, = (s) tal que Zs actia
sobre Ly, por t — t"~1. Entonces, Q actia sobre Hy (G, A) por

q =4k k>0,
g=4k—1  k>1,
g=4k—-3  k>1,
g=202k-1) k>1

—1)
1)

~
N
I
~ NN
S 3

ISIERN]

Demostracion. Consideremos el siguiente isomorfismo en la categoria de pares
€ ([2 IIL.8]):

c(r): (Zn,Zm) — (Zn,Zm)

(tﬁnﬁ”‘l : n»i>n)

induciendo el isomorfismo ¢(r)y : Hy(Zy, Zy,) — Hy(Zy,, Zy,). Entonces, la ac-
cién de Zg sobre Hy(Zy, Zy,) €s

Zy X Hy(Zp, L) —  Ho(Z, L)
(r,z) = alr)@).

Asi, podemos calcular ¢(r). en términos de cadenas. Para ello, necesitamos
encontrar en el siguiente diagrama aplicaciones apropiadas 7,

Z|Z.,) Z|Z.) Z|Z,) —> Z|Z,) =7 —>0
P i l ll
AV Z(Zn] > Z]Z,] LTy =7 —>0

que sean compatibles con el homomorfismo «; es decir, 7,(t'z) = a(t!)7(z) para
todo 0 < i <n-—1, z € Z[Z,]. Los homomorfismos 7, pueden ser considerados
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como sigue:
(1) = Lt +t"? g=4k—-3  k>1,
q - 14+t g2 g=22k-1) k>1,
=2 g=4k -1 k>1.

Ahora, aplicando — ®z, Z, a la aplicacién de cadenas 7, : Z[Z,] — Z|Z,)
(Z,, actuando trivialmente sobre Z,,) y dado que Z[Z,| ®z, Zm = Zn,, entonces
la aplicacién de cadenas 7, ® 1 es isomorfa a la siguiente aplicacién de cadenas:

7, g Nog g .7 0 (2.19)
ir?, \LTz \LTl l"'o il
T 7, No7g L7 z 0,
donde
- _ n—1 qg= 4k — 3 k> 1,
T =9 1 g=22k-1) k>1
1 g=4k—1 k>1.
Entonces,
Zo %X Hy(Zp, L) — Hy(Zp, Zrm)

V2 g=4k—3  k>1,
V2 g=202k—1) k>1,
qg=4k -1 k>1.

(rz) = cr)(z) =

De esta manera podemos concluir que la accién de r sobre Hy(Zy,, Zy,) es trivial
para ¢ = 4k ( k > 0) y 4k — 1 (k > 1). Falta probar cémo actia r sobre
Hy(Zy,,Zy,) en los otros casos.

Sin embargo, por @ sabemos que Hy(Zy,Zy,) = ke;n(fj;l) para ¢ > 0

impar y Hy(Zy,Zm) = #ﬁl) para numeros pares mayores que cero. Por

otro lado, ya que Z, actia trivialmente sobre Z,,, y como ker (t — 1) = Zn,,
Im(t—1) =0, ker N = g5 Zum y Im N = (n,m)Zp, ( ver [7] ), entonces

7 .
—=m__ g = impar,
Hy(Zoy, Zn) = 4 (o)
q( ) { 7(n,m) Zm q = par.

, T,
Ademas, 37

©(s) = u, donde s y u son los generadores de Zy, y Z(p,m), respectivamente .

Ademas, ﬁzm = Z(n,m) con el isomorfismo f3 : (n—";n)Zm — Z(n,m) definido

& Zn,m) con el epimorfismo ¢ : Z,, — Z, ;) dado por

por B(s <”Tvr':n>) = u. Por lo tanto, para todo ¢ = 4k — 3, podemos concluir que la
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accién de Zs sobre la g-homologia es la aplicaciéon que hace conmutar el siguiente
diagrama:

T L,
(n,m)Zm, (n,m) L,

iw is@

ZQ X Z(mm) —_— Z(n,m)-

ZQX

Es decir,
(r,§) —————=sn—1
llx@ l@
(r,u) —u""t = umm—1,
Entonces,

Zo % Hyp—3(Zn, Ln)

(r; u)

— H4k:73(ZnaZm>
T

Esto quiere decir que Zs no estd actuando trivialmente sobre Hyy—5(Znp, Zm,).
Por lo tanto, cada elemento de la homologia es enviado a su inverso. Similarmen-
te obtenemos que Zy no actia trivialmente sobre la 2(2k — 1)-homologia. O

Teorema 2.6. Sean Q = Zy = (r), G = Z, = (t) y A = Zy, = (s) con m
impar, tal que Q actia sobre G por t — t"~L. Entonces,

Z?n 1= Oa
Q ~ Linm) t=4k—1 k=>1,
H* (G, A) = (n,m) =4k k>1,
0 otro lado.

Demostracion. En la primera sucesién espectral (2.15]) obtuvimos que

1E2 = Hy(Q, Hy(G, A)) = Hy14(Q,C(G) ® A).

Entonces, en este caso,

Hq(Gé)Q p=0,

HP(Q7 Hq(G7 A)) =

coker N
ker N

p = impar,
p = par,

(2.20)

donde N es la aplicacién norma N : H,(G, A)g — H,(G, A)? dada por N(z) =
Zizo riz, x € Hy(G, A) tal que @ acttia sobre H,(G, A) como en el lema ante-

rior.

Entonces, @ actia sobre Hy(G, A) = Z,, trivialmente, y para todo ¢ > 0, Q
actia sobre Hy(G, A) = Z, m) como sigue:
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1. Para ¢ =4k — 1, ¢ = 4k, k > 1, Q actda trivialmente.

2. Para ¢ =4k — 3, ¢ =2(2k — 1) k > 1, @ actia enviando cada elemento a
su inverso.

Nota que el maximo comun divisor de n y m es 1 6 un ntmero impar.

Entonces, si la accién de @) sobre Z, ,,) no es trivial (Q actia enviando cada

. Z(n,m Z(n,m
elemento a su inverso), tenemos que (Z, m))qQ = <T1’miz>1‘ .m) o 22‘( : >) =
i=0,2€% n,m
@E% ()

0. Si @ actia trivialmente, entonces (Z(n,m))Q = Zmn,m) ¥ (Zm)q = Zm - De
esta manera

Lo q=0,
_ Z(n,m) q:4k71 k 2 1,
Hy(G,A)g = Zinmy q=4k E>1,
otro lado.
Ademas,
Q _ Zn,m) Dpara la accién trivial de @Q,
(n,m) 0 para la accién no-trivial de Q.

Por lo tanto, para el caso trivial, obtenemos que la aplicacién norma es la mul-
tiplicacién por 2 (N : Lnm) = Ln,m), T = 2x) y para el caso no trivial es la
multiplicacién por 0. Entonces, en ambos casos obtenemos que coker N y ker N
son 0. Un andlisis similar para la aplicacién norma N : (Z,,)q — Z% (caso
q = 0), tenemos que el coker N y ker N también son 0. Por lo tanto,

g2 _ Z(n,m) p=0 q=4k—-1 k2>1,
p.q Z(n,m) p= 0 q= 4k k > 17
0 otro lado

Esto quiere decir que los términos de la sucesiéon espectral se concentran
unicamente en el eje vertical ¢. Por lo tanto, la sucesién espectral colapsa; esto
es, para cada p y ¢ debemos tener que IEE g=""" = Ep:,- Ya que la sucesion

espectral converge a Hy14(Q, C(G)® A), entonces ' B>, = Fi?ﬁ*i(?écé?é?gi).

De esta manera para determinar la homologia H;(Q,C(G) ® A) con i = p + g,
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para cada i, podemos considerar las siguientes sucesiones exactas cortas:

0—> F_1H;(Q,0(G) @ A) —= FyH:(Q,C(GQ) ® A) B35 —=0,

0— F1H;(Q,C(G)® A) —— F,H;(Q,C(G) @ A) — IEg‘ji_Q — 0,

0—= Fi2H;(Q,C(G)® A) — F;,_1H;(Q,C(G) ® A) — B, |, — 0,

Ademés, F_1H;(Q,C(G)®@ A) =0y IEfC’Fl =... =1 E?5 = 0. Entonces,
por las sucesiones exactas anteriores obtenemos
'EGG = FyHi(Q.C(G) @ A) = - = FH;(Q,C(G) ® A).

También sabemos que 'EgS =" Ef ; vy FiH;(Q,C(G) ® A) = H;(Q,C(G) ® A),
entonces 'Ef ; = Hy(Q,C(G) ® A). Ya que en el teorema obtuvimos que
Hi(Q,C(G) ® A) = H?(G, A), entonces el teorema esté probado. O



Capitulo 3

Productos

En este capitulo definimos la homologia y cohomologia del producto cruz in-
variante. Ademds, en particular para Q = Z,r, donde p es un niimero primo,
construimos la aplicacion diagonal invariante en donde esta inducido el sub-
complejo de invariantes C(G)? y con ella definimos el producto invariante.

3.1. Producto Cruz Invariante

Sean G, G, C(G) y C’(G')Q los subcomplejos barra de Gy G, respectiva-
mente. Si Ay A son grupos abelianos con G y @ acciones triviales tenemos el
isomorfismo

Fo @ CileReAc(@)ReA - @ GiG)ReCi(@)RoAs A,

i+j=n i+j=n

dado por (z®a)® (' ®ad )~ (z0z)® (a®ad).
SizeCG)?®Ay Z € C(G)? @ A, entonces denotaremos por z x z la
imagen de z ® z bajo esta aplicacién.
Lema 3.1. Siz=2Q®ay 2=z ® a', entonces
Azxz)=0(2)x2 +(=1)%9%2 x 9z .

Demostracion.

Azxz)=0r®zs ®a®d)
m)@x Ra®ad + (—1)d69$x®8(9€/) Ra®ad
) ® T ®a®a +(—1)%9 @@, g 8(30/) ®a®d
Ar)®a®r ®d)+ (-1 fr0axd(x)®ad)
dz®a)®z ®d)+ (1)) fr a2 @d))
0(2) 2 )+ (-1)*" f(z ® 9(2))
2)x 2 4+ (=1)%9%2 x 9(z).

(
=0
=0
= [
= f(
= f(
= 0(

28
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O

Por lo tanto, el producto de dos ciclos es un ciclo, cuya homologia depende
unicamente sobre de las clases de los ciclos dados. De esta manera obtenemos
un producto inducido:

<: P HXGA@HG A) - H(P Ci(G)?eCi(G)eAnA)
i+j=n itj=n
Fleok] - [zxz],
al que le vamos a llamar homologia del producto cruz invariante.
Similarmente, dadas dos cocadenas u € #om(C(G)?,A) y v € Hom
(C(G)?, B), definimos su producto cruz uxv € #om(C(G)?®C(G ¥, A®B)

CO1mo:
Hom(C(G)?,A) @ #om(C(G)?,B) — #Hom(C(G)° & C(G)?, A® B)
u®v +— (u xv,x@x/>
_ (71)degv~degm<u’x> ® <U7ajl>.

NOTA: Aqui queda entendido que el complejo de cadenas C(G)? ® C(G)? es
el complejo total: €D Ci(G)? ® C;(G)9.

Lema 3.2. Si 4 es el diferencial de los tres complejos 7om entonces §(uxv) =
Su x v+ (=1)%9 %y x fv.

Demostracion. Supongamos que u x v € #om(C(G)? @ C(G)?, A ® B)_,,
entonces

n+1
<5(“ X ), Z Tq® xn+1—q>

q=0

i+j=n

n+1
_ (_1)deg (uxv)+1 <u X v, Z 8(£Eq & xn+1q)>

q=0

n+1
_ (_1>deg (uxv)+1 <u X v, Z amq ® Tpy1_q + (_1)ql.q ® axn+1q>

q=0

n+1
_ (_1)deg (uxv)+1 Z (U X 0,004 ® Tnp1—g)
q=0
n+1
+ Z(_l)deg (uXv)+q+1 (u x 0,1, ® 8xn+1,q>
q=0
n+1

= ()0 XD S ()0 @D (0, D) © (0,011 )
q=0

n+1
+ (= 1) (LN ()9 (= 1) 297D (4, 220) @ (v, 0 g1 ). (3.1)
q=0
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Por otro lado,

n+1 n+1
<5u X v, Z g ® a:,L+1_q> = Z (0u X v,y @ Tyy1—q)

q=0 4=0
n+1
. Z degv (q) 5u $q> ® <v,$n+1fq>

—Z 1)%0 (@ (1) 5 (0, 9) @ (v, T 1—g)s

ademas,

n+1 n+1
<u X o, Z Tq® xn+1q> = Z(u X 6V, Tq @ Tpi1—q)

q=0 q=0
+
Z 90D (1, 24) @ (50, g1 —g)
=0
n+1
(=)o vt g ()P0, 1) @ (v, Ot 1-4)-
q=0

Pero como deg (u xv) = deg u+deg v, desarrollando y simplificando nuevamente
a la ecuacién (3.1)), obtenemos que 6(u x v) = du x v + (—1)%9 %y x Jo. O

Por lo tanto, definimos la cohomologia del producto cruz invariante como:
< @@ HHG, A @ HLG,B) — HY (P Ci(G)?eCi(G)?, AR B)
i+j=n itj=n

[ul@[v] — [uxu].

3.2. Aplicaciéon Diagonal Invariante

Supongamos que ) = Z,» = (t), donde p es un niimero primo. De [6] sabemos
que

Cn(G)? = P X, (3.2)

donde Xo =Z{[g1 | -+ | gn] | g; € G9} y para 1 < i < k, los grupos abelianos
libres X; estdn generados por Zg:ol t°[g1 | -+ | gn], de tal manera que cada
g; € Glri=i 1 < j < ny existe ig € {1,---,n} tal que g;, ¢ GPE=G-1 | De
esto 1ltimo, supongamos que g; € Glrv=i 1 < j < ny que 9; ¢ G-
1 < j <ny denotemos X; := X, ; para cada 0 <i < k.
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Por lo tanto, definimos la aplicacion diagonal invariante A:

A:CL(G)? — écq(a)‘?@cn_q(c;)@
q=0

k k
A (z) YA,
) 1=0

donde x; € X, i, Aj: Xy i — @Z:O Xgi ® Xp_qi, V0 <i <k, tal que

n

Nolgr |-+ Lgnl =D o1 |-+ 1 9g] ® [ggu1 | -~ | gn]
q=0
y
p'—1 n p'—1 pi—1
A Sl gl | =3[ Dl [ g ® D Elagen |- | gnl |
s=0 q=0 s=0 s=0

para toda 1 < i < k.
NOTA: Denotaremos a [ ] como el generador de Cy(G)? = Z, asi que la
diagonal A : Cy(G)? — Cp(G)? @ Cy(G)? serd dada como A[ ] =[] @[]

Teorema 3.1. A es una aplicacion de cadenas:

Ca(G)? : Cra(G)?
A A
n n—1
Cq(G)Q ® Cn—q(G)Q 2 @ Cq(G)Q ® Cnflfq(G)Q
q=0 q=0

Demostracion. Por definicién de A y dado que C,(G)% = @?:0 Xn,i, es sufi-
ciente demostrar que 0 o A;(x;) = A o O(z;) para cada z; generador de X, ,,
0<i1<k.

i=0
Bood(gr |-+ lgn) = Aollg2]---[gnl)
+A¢ (Z(—l)k[gl |l gkgrr |- | gn]>
k=1
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Desarrollando estas sumas obtenemos lo siguiente:

Agod([gr |-+ |gnl)
=[1®lg2]-1gn]+192]1®[g3|-*|gn]+192]93]@[ga|- - |gn]+++[g2]|gn]®[ ]
—[1®[g192193]+|gn]+19192]®]g5] - [gn]+[9192|93]@[94] - |gn]+-++[g1 92|+ [gn] @ |
+([1®[g119293|+1gn]+[91]1®[g293]-|gn]+[9119295]®[gal--|gn]+---+[9119293]--|9n ][ ])
—([1®lg11921939al-[gn]+[91]®[g2|939a] - |gn]+[g1]92]®[g394] - |gn]
+-+[g1192|9394]+1gn]®[ ])
+

+

(=D ((1®[g1 |- gr gt 1] 1gn]+[91]@[g2] |9k gr 41|+ gn]+[91192)® g5 | gk g4 1]+ gn]
+et g1l gk gr+1l-+1gn]®[])

+

+

(D" ([ 1®[g1]1gn—19n]+[91]®[g2]-*|gn—19n]+[g1192]®[g3]|-|gn—19n]
+tg1] - lgn—19a]®[ ])
(=D™([1elg1l1gn-1]+[g91]®[g2]|gn—1]+[g1192]®[g3 |- |gn—1]+-+[g1 ] |gn—1]®[ ])-

Asi, agrupando los términos de cada renglén de acuerdo al grupo abeliano en
que se encuentren y aplicando la definicién del diferencial 9 del complejo barra,
obtenemos

Agod([gr || gn])
=[1®0[g1]+|gn]+(0lg1192]®[g3] - |gn] —[91]®lgs|-:|gn]—[91]@D[g2| - |gn]+[g1]®[g3]| | gn])
+(9[911921931@[ga -+ |gn]+[911921@[ga - |gn]+[g1192]20[g3 |- |gn]—[g1192]®[gal--|gn])

+

+0lg1-19q+1]®lgq+2]1gn]— (1) g1 |-+ |g¢]®[gq+2] | gn]
(=1 g1]-++]94]®D[ggr1 - 1gn] — (= 1) [g1]--+|94]®[ggr2]-|gn]

+0[g1|-|gn]®[ ].
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Luego, eliminando los términos semejantes tenemos lo siguiente:

Do d([gr |- | gn])
=> @l |- 194 @ lggsr |- [ gl + (=1)g1 | -+~ | 9] @ Olggr | -+ | gn])
q=0

:8(2[91|-"|9q]®[9q+1|"'|9n]>

q=0
=091 | -+ | gnl-
1<i<k
p'—1 pi—1
Dot [ S el 1l | =0 [ 3 #loa |1 0]
s=0 s=0
n—1 pifl
A SO S o L gkginn |- L]
k=1 s=0
p'—1
+ (=1)"A; Z lor - | gn—1]
s=0

Similarmente como en el caso anterior, desarrollando las sumas, agrupando los
términos semejantes, aplicando la definicién de 9 (del complejo barra) y como
0 es Q-equivariante obtenemos lo siguiente:

p'—1
Aiod [ > g1 ]| gn]
s=0
n pi—1 pi—1
S ol 1 Tgd® S lagen |- gl
q=0 s=0 s=0
n p'—1 pi—1
A3 DYl lgg @ D t0lggen |-+ | gl
q=0 s=0 s=0
n pi—1 p'—1
=0 Blgr |- 19 ® D tggra |-+ | gn]
q=0 s=0 s=0
p'—1
=0A, t*[g1 | | gnl
s=0
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3.3. Producto Invariante

Supongamos que (Q = Z,: (p es un niimero primo) y que Cn(G)¥ = EB Xni

donde los grupos X, ; son como en la seccién anterior.

Sea u € Hom(C(G)?,A), v € #om(C(G)?,B) y sea A la aplicacién
diagonal invariante. Definimos el producto invariante uJv € #om(C(G)%, A®
B) como la composicién:

Hom(C(G)?,A) @ #om(C(G)?,B) — #Hom(C(G)?, A® B)
u®®v — uUv=uxwvoA.

Por lo tanto, si A(Zfzo xg) = Zf:o Ai(z;) = Zf:o > g=0Zqi @ Tn_q,; donde
Zf:o z, € Cr(G)%, entonces el producto v U v queda definido puntualmente de
la siguiente manera:

k k
wJv (ka> =uxvoA (ka>
i=0 i=0
k n
= ZZ(_l)deg v(q) (U, &q,5) ® (U, Tn—q,i)- (3.3)
i=0 q=0

Lema 3.3. En el producto cup §(uUv) = duUv + (—1)99%y U v.

Demostracion.

k k
<(5(u Uv), sz> = (—1)deg (uv)+1 <u Uwv,d (Z m1> >
i=0 1=0
k
= (—1)deg (uIw)H1 <u xvol,d (Z $z>>
=0

k
= (—1)d€9 (ubv)+1 <u x v, AD (Z xl> > .
i=0

Pero por la seccién anterior, sabemos que Ad = 0A, asi

k k
<5(u Uw), sz> = (—1)%eg (uw)+1 <u x v, OA <Z x1>>

=0 =0
k
_ (_l)deg (uUU)+1(_1)deg (uxv)+1 <5(’LL ~ U),A <Z xl> > )
=0

Pero por el lema 3.2, §(u x v) = du x v+ (—=1)99%y x §v y como deg (uUv) =
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deg (u x v), de esta manera

k k k
<(5(u U U)’in> = <5u x v, A (Z xz>> + (fl)deg" <u x ov, A (le>>
i=0 i=0 i=0

k k
= <5qu,Zzi> + (—1)deg <uU5v,in> .
i=0

=0

O

Por lo tanto, el producto de dos ciclos es un ciclo, tal que la clase de la
homologia depende tinicamente de la clase de los ciclos dados, luego obtenemos
el producto:

éH&(G,A)@Hg_q(G,B) — Hy(G,A® B)
q=0
Ul @] — [wU],

que le llamaremos cohomologia del producto invariante.

3.3.1. Propiedades del Producto Invariante
= Dimension 0. El producto invariante
HY (G, A) ® HY(G,B) — H)(G,A® B)
es inducido por la aplicacion
A®B — A®B
ul]@u[] = (u[]) @ (v []).

Demostracion. Sabemos que Co(G)% = Z, entonces Hom(Co(G)?, M) =
Hom(Z,M) = M (para cualquier grupo abeliano M) bajo el isomorfis-

¢
mo f = f[]. De esta manera, a nivel de cadenas podemos considerar al
producto invariante de grado 0 como el siguiente diagrama conmutativo:

Hom(Cy(G)2, A) @ Hom(Cy(G)?, B) —> Hom(Cy(G)?, A® B)

‘| |¢

A®B A® B,

es decir;

U
u®v4>u><voA

‘| |+

ulJ@v[] == (u, [ ) @ (v, [ ]).
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O

= Naturalidad con respecto a un homomor fismo de coeficientes: Dados
los homomorfismos de G-médulos f: A — Ay g: B— B (G-actia tri-
vialmente sobre A, A", By B/) y elementos u € HE(G, A) yv € Hj(G, B),
tenemos que

(f®9)«(uUv) = fiuU gsv
en Hé(G,A/ ® B'), donde f. = Hy)(G, f), etc.
Demostracion. Demostremos que el siguiente diagrama es conmutativo:

Hom(Cy(G)?, A) @ Hom(Cp_o(G)?, B} Hom(C,,(G)2,A® B)

M) l(f®g)*

Hom(C,(G)?, A" ® B)

Por la ecuacién (3.3]) y por definicién de (f ® g). tenemos lo siguiente:

(fRg)«(uUwv) (Z%)

=(f®9) ZZ 129D (u, 4.5) ® (0, Tn—g,1)

=0 ¢q=0

(=19 D f (4, 24,3)) @ 9((v, ZTn—g,1))

M:

(=1)%9v D (fou,2q.:) @ (gut, Tngi),

[
M=

M- 10
o
Q
Il
(=)

s
Il

<
Q
Il

o

pero degv = deg fv, asi

k n
(F®g).(uLv) (ZI> = 3N (1) D (fu,245) © (90, 80 gi)
i=0 q=0
k
= fiuUg,v (Z a:,) .
i=0

O

NOTA: Dado que G actia trivialmente sobre A, A, B y B’ entonces
podemos considerar a los G- homomorfismos f y g como homomorfismos
de Z-médulos.
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» Compatibilidad con el homomor fismo conector 8. Sea 0 — A’ HAn
A — 0 una sucesién exacta de Z-médulos y sea B un Z-mddulo tal

que la sucesiéon 0 — A" @ B @ A9B ™" A" ® B — 0 es exacta.
Entonces tenemos que 6(u U wv) = du U v para cualquier u € H%(G, Ay

v € Hy (G, B). Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

HY(G, A"y ——— HEN(G,A)

—Uv —Uv
HA(G, A" ® By —= H3 (G, A" ® B).

Demostracion. Como C(G)? es Z-libre entonces es Z-proyectivo, por lo
tanto el funtor Hom(C(G)%,—) es exacto. Con esto, probemos que el
siguiente diagrama conmuta:

0 —= Hom(C,(G)?,A") s Hom(Cy(G)9,A) ——> Hom(Cy(G)2,A") —= 0

—le —le —le
i®1) (m®1)«

0 = Hom(C,(G)?,A'®B) = Hom(Cn(G)?,A®B) —= Hom(Cp(G)?,A" @B) = 0.

Sea f € Hom(Cy(G)2,A") y g € Hom(Cy(G)®, A), entonces por la pro-
piedad anterior, tenemos

(—Uv)oi(f) =i fUv=(i®1).(fUv),
(—Uv)om(g) =mgUv=(r®1).(9Uv).

Ademsds las lineas verticales conmutan con el operador co-frontera § en
Hom(C(G)?, =), ya que 6(f Ug) = 0f Ug + (=1)%sf f Udg que
reduce a la férmula 6(f Ug ) =4df Ug sig es un co-ciclo. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta:

— Hom(Cy-1(G)%, =) % Hom(Co(G)?, =) == Hom(Cyy1(G)2, ) —

—~ Hom(Cr_1(G)?, =) 2= Hom(C\(G)?, =) -2 Hom(Cpy1(G)?, —) —

Por lo tanto, el resultado se sigue de la naturalidad del homomorfismo
conector con respecto a las aplicaciones de sucesiones exactas cortas. [l

= Existencia de identidad. Existe un elemento 1 € H% (G,Z) = Z tal que
lUu=uU1l=upara todo u € H;(G,A).
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Demostracion. Sea e : Bo(G) — Z el homomorfismo aumentacién. Dado
que Ci(G)? = (Bi(G) ®¢ Z)? y HY(G,Z) = ker{Hom(Co(G)?,Z) —
Hom(C1(G)?,Z)} entonces es claro que e =e® 1 € H(G,Z). Suponga-
mos que u € HY(G,Z). Asi por definicién del producto invariante tenemos
lo siguiente:

k k
gUu (Zm) —ZxuoA (Z%)
i=0 i=0

n
Z<§ X u, ‘rq,i &® xnfq,i>
q=0

B

i=0

<

|

(—1)2e94O) (7 20 ) @ (u, Tn i)

Il
=)

i

Pero como ?U“(Z?:o i) ELRQA Yy ZRA = A (bajo el isomorfismo n®a —
na, donde na significa n-veces a), esto implica que bajo este isomorfismo,
(€,20,i) ® (u,xn ) sea igual a (€,xg,)(u, ;) para toda 0 < i < k. Pero
205 =[], VO < i < k, ademds €[] = 1. Por otro lado, por definicién de
producto invariante tenemos que x; = x,;, 0 < ¢ < k. Entonces

k k k

FUuY m) =Y (wa) =ud_ ).

i=0 i=0 i=0
Por lo tanto, €U u = u para todo u € H{(G, A), similarmente se sigue
que w UE = u. O
= Asociatividad: Dados u; € Hp (G, Aj) (j = 1,2,3) entonces ug U (ug U
’LLg) = (u1 U Ug) U us.

= Conmutatividad: Para cualquier u € H (G, A), v € Hj)(G, B) tenemos

deg u-degv

que uUv = (—1) vUu.

Demostracion. Sean
T P CGERCE)% - @ GG eCG)?
i+j=n i+j=n

el automorfismo de cadenas dado por 7(z ® y) = (—1)%97de9vy @ 1 y
t: A® B — B® A el isomorfismo canénico definido como t(a®0b) = b®a.
Es suficiente que demostremos que el siguiente diagrama conmuta:

A om(C(G)?, A) @ #om(C(G)?, B) = #om(C(G)? @ C(G)?, A® B)

wl l%om(‘r,t)

#om(C(G)Q, B) ® #om(C(G)?, A) = #om(C(G)? @ C(G)?, B® A),
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donde Zom(r,t)(f)(z ®y) = to foT(rx ®y), f € Hom(C(G)? @
C(G)?,A®B), 20y € C(G)?®C(G)?, y 1 es el isomorfismo 1 (u®@v) =
(—1)degudegvy @ 4y tal que u € Hom(C(G)9, A), v € #om(C(G)?, B).
Asi
Hom(r,t)(uxv)(z@y) =tuxv)r(zQy)
= (-1 x v,y @ 2)
= t((—1)To = o (1) oIV (u, y) @ (v, x))
= (1)1 IV (0 0) © fu, ).

Por otro lado, el producto cruz de (u ® v) = (—1)*9%deIvy @ 4 es
(—1)degwdegviy x 4, x @ 1y), donde

(_1)degu~degv<v X u, ® y> — (_1)degu~degv(_1)degu-degm<,u’x> ® <u’ y>

Pero (v,z) = 0 a menos que degv = degzx y (u,y) = 0 a menos que
degu = degy, de esta manera obtenemos que el diagrama connmuta. [



Capitulo 4

Teorema de dualidad
invariante

A lo largo de este capitulo G serd un grupo finito. Ademds, como en [I]
supondremos que A es un grupo abeliano con G y @ acciones triviales, y que Z
es un G-médulo trivial al menos que se mencione lo contrario.

En la primera seccion de este capitulo demostramos que si GG es un grupo
finito y existe una resolucién € : F — Z de G-mddulos libres con base finita
entonces existe una resoluciéon completa F' = (F;);cz para G. En particular,
nosotros trabajamos con la resolucién completa estdndar (ver el teorema[4.2)) y
damos una forma explicita de cémo construir la aprozimacion diagonal completa
estdndar (ver el teorema[f.3)). Toda esta teorfa fue basada en los libros [2] y [3].

En la siguiente seccién, apartir de la aproximacién diagonal completa estéan-
dar, construimos el complejo completo estdndar y definimos una diagonal A
inducida por este complejo (ver los teoremas y .

De la existencia del complejo completo estandar, en la tercera seccién defi-
nimos el complejo completo estdndar invariante FQ (deﬁnlclon y con ello
definimos la homologia y cohomologia de Tate invariante H2 (G, A) y HQ (G A)
(ver las definiciones E 4.5| y [4.6] ., respectivamente, obteniendo los teoremas y
Z%)|

En la tercera seccién, obtenemos un isomorfismo entre la homologfa H. Qa Z)
y cohomologia H, 6(G,Z) del subcomplejo de invariantes (ver el teorema

Por ultimo, en la tltima seccién, damos algunos ejemplos de cohomologia
invariante H¢ (G, A).

A continuacién enunciamos algunas proposiciones que fueron demostradas
en [3] y que utilizaremos en la siguiente seccién.

Proposicién 4.1. [3, Proposicion 1.4.4, pdg. 20 | Sean M y Z dos G-mddulos
tal que G actia trivialmente sobre Z y sea M = Hom(M,Z). Entonces:

(1) M es un G-médulo.

40
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(2) Si M es un G-mddulo libre con base finita entonces M también es un
G-mddulo libre con base finita.

NOTA 4.1. Vale la pena resaltar que la accion de G sobre M es la stguiente:
GxM — M
(9.f) = (9f)(m)=gf(g"'m) (me M)

Proposicién 4.2. [3, Proposicién 2.1.3, pdg. 46] Sean My y My G-mddulos,
entonces la traza de un homomorfismo de My en Ms es un G-homomorfismo,
esto es

S : Hom(My, My) — Home (M, My) = Hom(M;, My)®

donde S(f) =2 ,cq9f-

Definicién 4.1. [3, pdg. 47] Sea M un G-mddulo. Entonces M es G-regular si
existe un Z-submodulo B de M tal que

M=EPyB.

geG
Proposicién 4.3. [3, Proposicion 2.1.4, pdg. 47]
(1) Si M es G-libre, entonces es G-regular.
(2) Si M =€D,cq 9B es G-regular y B es Z-libre, entonces M es G-libre.
(8) Si M es G-regular entonces existe m € Hom (M, M) tal que

S(mr) = Z gm = 1.
geG
4.1. Resoluciéon y aproximacion diagonal com-
pleta estandar

Definicién 4.2. Una resolucion completa € : F — 7Z para G es un complejo
aciclico F' = (Fiez)iez de G-mddulos proyectivos, junto con una aplicacion
€: Fy = Z tal que € : Fy — Z es una resolucion en el sentido usual, donde
Fy = (Fy)i>o-

Teorema 4.1. [3, Teorema 1.4.1, pdg. 18] Sea G un grupo finito. Si existe un
G-complejo de cadenas aciclico

"'%FQ%FlgFOgZ%O (41)

tal que cada F,, es G-libre con base finita, entonces existe un G-complejo de
cadenas aciclico

028 F 5 F, 2% F, .. (4.2)

tal que cada F_,, es G-libre con base finita.
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Demostracion. Por hipétesis sabemos que para todo ¢ > 0 cada médulo F; es
un G-médulo libre con base finita, entonces por la proposicién tenemos que
el dual F; de cada médulo Fy (i > 0) también es un G-médulo libre con base
finita. Por lo tanto, al dualizar la sucesion exacta , obtenemos la sucesiéon
de G-médulos libres

0—>Z—é>ﬁoﬁ?ﬁ1gﬁ2—>"', (4.3)

donde los homomorfismos 9; : F;_; — F; son definidos como 61( fl)=fod;y
ademds afirmamos que cada uno de estos homomorfismos es G-equivariante:

(9d(N)(x) = g0(f)(g™'x)
=gf(g'x)
=gf(g~o(x)) (ya que O es G-equivariante)
= (9/)(9(x))
= d(gf)(x).

Por otro lado, por definicién de 51' es claro que éiéi_l (f) = 0. Ademés, sabemos
que (|4.1)) tiene homologia igual a cero y que cada médulo F; es un grupo abeliano
libre (dado que son Z[G]-mddulos libres), entonces existen Z-homomorfismos
E:Z— Fyy D, :F, — F,.; para toda n > 0 (ver el corolario 1.7.6 de [2]),
tales que

coFE =1 sobreZ
droDg+FEoe=1 sobre Fy
Opnt10Dp+Dp_100,=1 sobre F,, n>1.

Por lo tanto, al dualizar los homomorfismos E'y D, Vn > 0 obtenemos los
Z-homomorfismos F : Fy - Zy D, : F,11 — F, tal que

FEé=1 sobreZ
Doody+é0E =1 sobre Fy
ﬁn o 5n+1 + én o ﬁn,l =1 sobre Fn n > 1.

Esto implica que la sucesién tiene una homotopia contraible. Esto implica
que la sucesion sea una sucesion exacta de Z-moédulos, lo cual también
implica que sea una sucesién exacta de G-moédulos ya que los homomorfimos O
(n > 1) son G-equivariantes. Asi, definimos F_(; 1) := Ey (i >0), 0_; =
(i > 1) y p:= £ Ademss dado que Z ¢ Z, entonces obtenemos una sucesién
exacta como ([£.2), de esta manera obtenemos el teorema. O

Un diagrama que ilustra la prueba del teorema anterior en el G-complejo de
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cadenas aciclico , es el siguiente:

dp=ée d_1=b, N

122 3 P .. (4.4)
N

Z

TN,

En particular, aplicando este teorema a la resolucién barra ¢ : B(G) — Z,
obtenemos el G-complejo aciclico de G-médulos libres con base finita

Ly
i
L

1%

o1

Fy Fy
Do

0

S B (@) B By(G) B B(Q) T BL(G) -

al que llamamos resolucion completa estandar.

A continuacién daremos una descripcién de las bases de los G-mdédulos libres
B;(G) (i € Z) de la resolucién completa estandar.

Por la definicién sabemos que By(G) tiene una G-base que consiste de
un solo elemento [ |, entonces se sigue de la prueba de la proposicién que

B_1(G) = By(G) tiene una G-base candnica que consiste del tinico elemento
(), definido como (—1)-celda. Ademsds, la evaluacién de By(G) sobre cualquier

elemento 7( ) € Bo(G) (7 € G) es dada por su Z-base {g[ ] | g € G}; es decir,

(TNl =7 glD) = O gl ) = {

Por otro lado, sabemos que el conjunto {[g1 | --- | gn] | g € G} es una G-
base para B, (G) (n > 1), entonces una G-base para B_(,;1)(G) = BnZG) es el
conjunto de todas las —(n + 1)-celdas, (71, - ,7,). Notemos que una —(n + 1)-
celda es dada por una n-tupla de elementos de G. La evaluacién de B, (G) sobre

B, (G) = B_(41)(G) es dada como sigue:

I g=m,
0 otrolado .

() (glgn |-+ [ gnl)

_ 1 g=7,1=9
_ 1 = P T Ie
= 7(71, ) (T glgn | | 9a]) { 0 otro lado .

Ahora veamos cémo se define el diferencial dy mediante los generadores de
By(G). Primero notemos que dy = p o e (ecuacién |D u = €). Entonces
QD[] =¢oe[]=£6(1)=¢é(1)=loec=c.
Pero € : Fy — 7Z es el G-homomorfismo que aplica g[ | — 1 € Z, en particular,
¢ es un elemento de By(G) = B_1(G). Por otro lado, el elemento ) . 7( ) es
un elemento de BOEG) y también aplica g[ | — 1 dado que

@M@ =3O gD =) O gl =1

TEG TEG TEG
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Entonces e = Y . 7( ). Porlo tanto dg[ | = > o 7().
De esta manera tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.2. [3, Teorema 1.4.7, pdg. 24] Para cualquier grupo finito G existe
una resolucion completa

5 Bo(G) B B1(G) B By(G) BB (G) S Ba(G) - (45)

denominada resolucion completa estandar. Donde

Bo(G) =Z[G][], B_u(G)=DBn1(G), n>1, B_4(G)=Z[G))
Bu(G) =ZIGHlg1 | --- [ gnl 9 € G} n>0
B_,(G) =Z|Gl{{(m1,+ ,Tn—1) | €G} n>1

O_pn=0, n>1 €:ZT<>:M(1)280[]

T€G
y las fronteras son dadas por
Oilgl =gl 1-1]
Onlgr |+~ gnl =g1lg2 | -~ | gn]
+> (Dor |-+ | g1 [ gigivr [ giva | -+ | gn]
i=1
+ (=)o [ lgna] (n22)
O1()=> 7 ) =D (1)
T€G T€G
87n<7—17 tee aTn71> = Z 7—_1<7—7 T1y° " 7Tn71>
T€EG
n—1 .
+ Z(—l)Z Z<T17 T, T LT Tig 1, Tae)
i=1 TEG

+Z<Th'" yTn-1,T) (n>2).

TEG

Ahorasea ¢ : B(G) — Z la resolucién completa estandar y sea 0 el diferencial
en B(G). Entonces
B(G)®B(G)

es un complejo de cadenas con un diferencial total d = 8 +8 " tal que 8 0d = 0,
9" 08" =0y 8 00" =-8"00,donde § =01, 8" = 1&0.

Ademds, afirmamos que € : B(G)®B(G) — Z es una resolucién completa
para G [2] pag. 139]. Asf con esto podemos resaltar que para todo n € Z existen
Z-homomorfismos D : B(G), — B(G)p+1 v 7 : B(G), — B(G), tal que
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DO+0D =1y S(m) =1 (ver el teorema y la proposicién . Adem4s, de
los Z-homomorfismos D @ 7 : B(G)q ® B(G), — B(G)g11 ® B(G), ym® D :

B(G)y ® B(G),; — B(G)q ® B(G), 41 podemos construir G-homomorfismos

D =S(Der)yD =8(r@D)talqued D +D'd =1yd D" +D"9" =1
[3, pag. 140].

Teorema 4.3. Para la resolucion completa estdndar existen G-homomorfismos

B(G)yry — B(G)g®B(G)y

,
4,9
tales que

I e=(e®e)oAgp.

1I

ad Aqu/ 0od = (_1)q 0 OAq+1,q/ + (—1)(18 o Aqu/Jrl Vq,q €7Z.

Demostracion. Primero observemos que si evaluamos a la ecuacién I, .+ con el
,

diferencial & obtenemos lo siguiente:

9 o A, 00= (=1)99 00" o A (4.6)

q,q' +1°
El primer paso para la demostracién es construir Aqu/ tal que ¢ = (e ®
g€)oNooy d o Ay 00 = 90 o AV V¢ € Z. De esta manera, para

cada ¢ € Z consideremos el Z-homomorfismo Yo.q By (G) = Bo(G) @ By (G)
definido como

Yo (@) =[]@7(2), By (G).

Entonces obtenemos un G-homomorfismo A, @ B/ (G) — Bo(G) ®@ By (G)
dado de la siguiente manera

Aqu/ = S(¢07q/) = Z oo 4 -

Luego,

e®1Dg (@) =c@l| > gl]®(gm)(x)

geG
= elgl]) @ (gm)(x) (z € By(G))
geG
=12 (9m)(x)
geG
=1®x (ver la proposicién [4.3)).

De esta manera

E®e)(Aoo(z)) = (1@e)(e@1)(Ao(r) =(1@e)(1®z)=1®e(),
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el cual esta dltima ecuacién es isomorfa a ¢(z) dado que Z ® Z = Z. Por lo
tanto, (e ® £)(Ao0(z)) = e(x).
Ahora probemos que la ecuacién (4.6|) se satisface para p = 0 y para toda q/ eZ.

0 Ny 0(x) = (0@ 1)A, ,9(x)
= (r®l)(e®@1)A, 0(x)
= (r®1)(1®Jd(x))
= (1) ® 9(x),

por otro lado

90 Ny g iq(@)=-0"0 0y (@)
=—(1®0)(0®1)A; y41(2)
=—(1@9)(p®1)(e@1)Ag 4 41(2)
= u(1l) ® O(x).
Por lo tanto, G,Aqufa(m) =99 (2).
Ahora supongamos que existen homomorfismos A,/ para un entero ¢ < 0
fijo y para todo q, € Z, tal que se cumple la ecuacién 1'

Sea

— (-1)" D" 08 oA, ({ €D). (4.7)

1yt -1p” o [(-1)%9 00" o Ayl (por induccién)

_1 qD//oal/oaloA , (8/08//:_6//06/)

“D)THO o ()T A ] (ecT))

por lo tanto se cumple la ecuacién [1,_; - del enunciado de este teorema.
Por ultimo, supongamos que existen los homomorfismos A/ para un entero

q > 0 fijo y para toda q/ € Z, tal que satisfacen la ecuacién 1) Probemos que

existe A, . tal que satisface la ecuacién 11, - del enunciado de este teorema.
' ,
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Dado que
ANyyo00=(@ oD +D 0d)oA, 00, (1=0D +D9)
=0 oD o A, 00+ (=1)%D 08 08" o A, (por induccién)

=0 oD'A, 00+ (-1)(1-9 0D) oA, s, 1=0D +D9)
=9 o[D' oA, 00+ (~1)"D 08 0 A, 1]+ (-1)10 0 A iy
—(-1)70 o [(-1)7 D 0 A,y 00+ (~1)T 1D 05 0 A

+(-1)%"A

q,q’—l-l]

a,q’ +1

de esta manera, definimos A, ,» = (—1)4 D o A, 00+ (—1)ata 1D 69" o
A, s +1 Yy obtenemos lo que queriamos. O

A la aplicacién de cadenas A del teorema anterior la conocemos como apro-
ximacion diagonal completa estdndar. Notemos que para cada n € Z,

An = (Aq,q/)q-‘rq/:n : Bn(G) d H Bq(G) ® Bq' (G)
a+q'=n

A continuacién les mostramos algunos de los G-homomorfismos de esta diagonal.

(1) Aooll=T[le[].
En la demostracién del teorema obtuvimos lo siguiente:
Aoy @)=Y (gllogr(g'z) (¢ €). (4.8)
geG
Entonces

Noo([1) =D (al1®gr(g ' []),

geG

1

pero w(g~![]) =[] si g7 =1, de esta manera Agp =[] ®[].

2) Agglor ] lggl=11®[g |- [g,]¥d >0
De la misma manera como demostramos el inciso anterior, obtenemos
directamente que A /[g1 |-+ | g/l =[]1®[g1 |-+ [ g,]

(3) AO,fq/ <T1a T 7Tq’71> = [ ] X <7—17 T aTq’,1> para todo q, > 1.
La demostracién es similar al caso anterior.

@) A=Y cerO) @[],
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Sustituyendo en la ecuacién 1) q=0y q/ = 1, obtenemos lo siguiente:

A 11[]=D"0 Aol ]

A,Ll[]:S(W(@D)aAOOH
=S(reD)d (][]
=S(r@D)0[]®[])
= ot Dlle™00) & 1)
=Z ®glg™"]-

ca

Pero para cada g € G tenemos que

m(g~'a[]) (‘12 )—W(Zg 7 ): siglr =1,

T€G T€G

—l7 =1, entonces g = 7, asi

Aia[l=) ()@l

T€G

de esta manera si g

(5) Avlgr | g2] = —g1[1] @ galg2] + 9197 1] @ g1[ga)-
Del teorema [4.3] tenemos que

D®mnm Ao 16[91 | 92] + S(D ®7T)8 A0 2[91 | 92}
D®m A0 1(91[92] = [9192] + [91])

A11[91|92]— S( )
S( )
SDemd (12 o | gl
S( )
S( )

D7) (g1l ] ®g1[g2] =[] ® [g192] + [ ] ® [g1])
D&m)([]® (g1lg2] — [9192] + [91]))-

Pero como S(D ® m) es Z-homomorfismo entonces

Aialgr | g2l = = S(D@7) (1] ] @ g1lg2]) + S(D @ 7)([ ] @ g1[g2])

==Y gD(g ol ]) @ gr(g ' 01lg2])
geG

+Y gD(g7 ' []) @ g9 g1lgn]),
geG

pero (g 171[g2]) = [g2] si g7tg1 = 1, asf g = g;. Por lo tanto

Atrilgr | g2] = —g1[1] ® g1lge] + 91]97 '] @ g1(ga)-
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(6) Ay a[] =2 el =l @ ()}

Ay _1[]==S(D@m)Ag_10]] —SD @) Agol]

—S(D®m)Ao, 1 (Z ( >> —Smemd ([1e[])

TeEG
_S(D®7r)<ZTH®T<>> S(D®m) ( ®Z )
TEG TEG
= _ Z Z gD(g_lT[ D ®97T(g_17'< )
geG TeG
=Y 9n(g ) @ gr (Zg‘lﬂ >> :
geG 9eG

Pero para cada g, 7 € G, m(¢g7'7()) = () si g7'7 = 1 entonces

A=) rer()=Y rrer()

TEG TEG
=Y At “Der()}
T€G

Definicién 4.3. A nivel de cadenas definimos el producto cup de la siguiente
manera:
Homa(B(G),M)® Homa(B(G),N) — Hom(B(G),M®N)
u®v = uwUv=(u®v)oA.
Lema 4.1. Para cualquier u € #omg(B(G),M) y v € s#oma(B(G),N)

obenemos
S(uUv) = duUv+ (—1)%*9"y U do.

Demostracion.

§((udv) o A) = (=1)%9 "+ (y&v) o Ao d (Si h = (u®v) o A)
= (=) ySvodo A

= (=1)49" Qv 0 (001 + 180) o A

= (=1

1 degh+1[( )degv'deg8u8®v+u®va] oA,

pero degh = degu®v = degu + degv (ver la definicién [1.16) y degd = —1
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entonces

5((u@v) o A) =(—1)degutdegvtl(_1)=de9v9, 9%y + u@vd] o A
=(—1)49 L (4IRv) 0 A + (—1)%e9utdeg v (14@u9) 0 A
(1) eo L (1) o0 vt (Sudn) 0 A
t(—1)degutdeg vl q)deg vl iy d5p) o A
=(6u®v) 0 A + (—1)%9" (uddv) o A.

Por lo tanto §(u Uv) = duUv + (—1)%9%y U §v. O

Notemos que Somg(B(G),M)_, = Homg(B(G),, M). Entonces, de es-
te lema obtenemos que para cada p, ¢ € Z, v € Homg(B(G)p, M) y v €
Homg(B(G)g, N), el diferencial 6 cumple lo siguiente:

S((=1P U (u®v) 0 Apg) =(=1)TFVI(Su@v) 0 Apiryg
+ ()PP (w0 @ 6v) 0 Ap g

donde A, , : Bprq — Bp(G) ® By(G). De esta manera, siguiendo la ecuacién
anterior obtenemos

(1Pt @ v o Ay g)ed = (1) PP (ud @ v) 0 Apiig
+ (71)p(71)p~(q+1)(,1)q+1(u @ vd) 0 Apgi1
=(=D)P P (—1) T (u @ v) 0 (0@ 1) 0 Apirg
+ (_1)p-q+q+1 (u ® v) ° (1 ® 5) o Ap,q+1
=(—1)Patrtatly g v[(_l)qa/ 0 Apyiig

+ (_1)1}6” o Ap,q+1]7

4.2. Complejo completo estandar y su diagonal

El anillo de grupo Z[G] tiene propiedades importantes, en particular, cual-
quier G-médulo izquierdo M se puede hacer G-médulo derecho y viceversa:

GxM—M = MxG—M
1

(g,m) — gm (m,g) = mg =g "m.

Por lo tanto, si G actia sobre B,(G) y Hom(B,(G),Z), como en la seccién
anterior, entonces Hom(B, (G),Z) es un G-médulo derecho:

Hom(B,(G),Z) x G — Hom(B,(G),Z)
(u, 9)(x) = ug(z) = g 'u(z) = g 'u(gr) = u(gr) (z € Bu(G)).
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Ademds, si suponemos que el anillo de grupo Z[G] actia sobre s{ mismo por
multiplicacién sobre la izquierda, entonces Homeg (B, (G), Z|G]) es naturalmente
un G-moédulo derecho:

Home(B,(G), Z[G]) x G — Home(Bn(G), ZG))
(u, 9)(x) = u(x)g (z € Ba(G)),

esto tltimo es posible ya que Z[G] se puede hacer también un G-mdédulo derecho.
De igual manera obtenemos que Homg(B(G),Z[G]) es un G-médulo izquierdo,

(gu)(x) = (ug™1)(x) = ulz)g~ L.
Lema 4.2. Con las hipdtesis anteriores, tenemos los siguientes isomorfismos:
(1) Hom(B,(G),Z) ®¢ Z = Homg(B,(G),Z[G]) ®¢ Z.
(2) Homg(Bn(G),Z[G]) ®¢ Z = Homeg(Bn(G),Z).
(8) Homg(Bn(G),Z) = Hom(B,(G)a, Z).
Demostracion. (1) La prueba se deduce rdpidamente del G-isomorfismo
Y : Hom(B,(G),Z) — Homg(B,(G),Z[G)),

definido por ¥(u)(z) = >_ ¢ w(g~lz)g para u € Hom(B,(G),Z), v €
B,.(G) (ver la seccién §IV.3 de [2]).

(2) Como G es un grupo finito entonces B, (G) es un G-médulo proyectivo fini-
tamente generado, entonces Homg (B, (G), Z|G))®cZ y Homg(Bn(G),Z)
son isomorfos (ver §1.8 en [2]) bajo el isomorfismo

¢ : Homg (B, (G),Z|G)) ®¢ Z — Homeg(B,(G),Z),
definido por

olu®z)(x) =u(z)- 2z u € Homg(B,(G),Z[G)), z € Z, x € B,(G).

(3) Sabemos que Homg (B, (G),Z) = Hom(B,(G),Z)¢.

De esta manera, definimos
60 : Hom(B,(G),2)% — Hom(B,(G)q,Z)

como 0(u)(Z) = u(x) para u € Hom(B,(G),Z)%, T € B,(G)g. Probemos
que @ es un isomorfismo.

Primero probemos que 6 estd bien definida. Supongamos que T; = Zo
entonces 1 — 22 € ({92 — T}gequen, (@), a8l 21 — 22 = >, 1 (9iTs — 4).
Por lo tanto, 6(u)(T1) = u(r1) = w(wa)+>_,c ;(u(gswi) —u(x;)). Pero como
u € Hom(B,(G),Z)%, entonces para cada i € I obtenemos que g; 'u = u,
gi € G. De esta manera, g; 'u(giz;) = u(giz;) = u(z;), v; € Bn(G). Por
lo tanto, u(z1) = u(zz), por consiguiente 0(u)(Z1) = 6(u)(T2).
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Ahora probemos que 0 es inyectiva. Supongamos que 0(u1) = 6(u2), en-
tonces 0(u1)(Z) = 0(u2)(T) para todo T € B, (G)g. Luego u1(z) = ua(x)
Vo € B, (G). Por lo tanto u; = ug, de esta manera 6 es inyectiva.

Por dltimo mostremos que 6 es sobreyectiva. Sea h € Hom(B,(G)q,Z)
y consideremos j : B, (G) — Z tal que hom = j (donde 7 : B,(G) —
B, (G)¢ es la proyeccién). Probemos que j € Hom(B,(G),Z)¢. Como G
actla trivialmente sobre Z entonces

(95)(@) = (g(hom))(x) = g(hom)(g~ ') = h(g~ z) = h(z) = j(x),

por lo tanto j € Hom(B,,(G),Z)¢. Entonces 0(5)(T) = j(z) = h(T), luego
0 es sobreyectiva.
O

Notemos que los co-invariantes B, (G)g de cada G-médulo B, (G) es iso-
morfo al producto tensorial B,(G) ®¢ Z (Vn > 0), de esta manera, ocupan-
do la notacién de [I] denotaremos a los co-onvariantes de B,,(G) como C,(G)
(Vn > 0).

Lema 4.3. Para toda n > 1 obtenemos las siguientes aplicaciones de cadenas:

O_n
Hom(B_1(G),Z) ¢ 7 %

Hom(B,(G),Z) @ 7
PR1z PR1z
Home(Bn1(G), ZIG)) ©6 7 —2%% Home (B,(G), Z|G)) ®¢ 7.
® ©
Home(By1(G), 2) —— "= Hom(B,(G), Z)

6 4

Hom(Co1(G),Z) —— ="~ Hom(C(G),Z)

Demostracion. 1. (v ®@1z)0 (0-p ®1z) = (0—, ®1z) 0 (¢ ® 17).

Del inciso (1) del lema anterior obtenemos

(W ®1z)0(0-n®@1z)(u® 2) = YPI_p(u) ® 2

> (wdn)(g g | @2 (4.9)

geG
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Por otro lado,

(O-n®lz)o (Y @1z)(u®2) = 0-np(u) ® 2

:afn Zu(g_l)g ® %z
geG

= 1O ulg™"g)on| @2
L geqG

= Z uw(g™o,)g| ® 2
| 9€CG

= | > _(da)(g g | @z, (4.10)

_gEG

por lo tanto de las ecuaciones (4.9) y (4.10) obtenemos que ¢ ® 1709_, ®
lz(u®z2) =0_, ®1z09Y @ 1z(u® 2).

2. po(0—p®1z) =0_p, 0.

Por definicién de ¢ tenemos lo siguiente:

0o (0, ®1z)(u® z) = (ud, ® z) = udy - 2,
por otro lado

O—_nop(u® z) =0_p(uz) = (ua)d, = ud, - 2.
Por lo tanto, claramente obtenemos lo que queriamos.

3.000_,=0_,080.

Del inciso (3) del lema anterior obtenemos
Oo0_p(u)(z®1)=0(ud,)(r®1) =ud,(z),
ademas
0_pof(u)(z®1) =0(u)(0, ®1z)(z ®1) = u(Opx).
O

Lema 4.4. El grupo abeliano Hom(Cy(G),Z) (n > 1) estd generado por los
elementos de la forma (11, ,Ta)1 (1: € G) tales que

]l =91, Th=0n
<Tla"' aTn>1[gl | |gn] _{ 0 otro lado .
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Demostracion. Sea
v:=0opo(p®1y): Hom(B,(G),Z) ®c Z — Hom(Cy(G),Z).

Dado que Hom(B,,(G),Z) es un G-mdédulo libre generado por elementos de la
forma (1, -+ 7,) (7; € G), entonces es claro que Hom(B,(G),Z) ®¢ Z esté ge-
nerado por los elementos de la forma (ry,--+ ,7,) ® 1. Ademds, como 7 es un
isomorfismo, entonces Hom(C,(G),Z) estd generado por la imagen de los ge-
neradores de Hom(B,,(G),Z) ®¢ Z.

Sea z®1 € Cy(G), entonces

YT, ) @ (2 @ 1) = 0p(Y @ 1z) ({11, -+, ) @ D) (2 @ 1)

=00 | D (r, (g D@1 | (@@1)
geG

=0 Z(Th'" ’Tn>(g_1)g' 1 ($® 1)

geG
= Z<Tla e 7Tn>(gilx)g 1.
geG
De esta tltima ecuacién supongamos que x = [g1 | -+ | gn], de esta manera,
por definicién de la funcién (1, -+, 7,) y como G actia trivialmente sobre Z
obtenemos lo siguiente:
_ 1 L =01,""" yTn = ¢Gn
GRS SENPARAPHES St
Por lo tanto, si denotamos y({(7i, -+ ,7,) ® 1) = (71,---,7Ty)1 obtenemos el
resultado. O

Afirmacién 4.1. Dado que Hom(By(G),Z) = Z[G]( ) y Hom(By(G),Z) ®¢
Z = Hom(Cy(G),Z), entonces

Hom(Co(G), Z) = Z{ ).

Lema 4.5. El diferencial 0—,, : Hom(Cy_1(G),Z) — Hom(Cy(G),Z) es dado

por

6,n(<7'1,~ e ’Tn*1>1) = Z<7a7—17 T aTn71>() -1

TeG
n—1 .
=+ Z(_I)Z Z<T17' o 77—7;7177—1'7__1)7-7 Tit1," " 77—n71>() -1
i=1 T€G
+(*1)nz<7'1,~~~,Tn_1,7'>()'1 (nZQ)

TEG
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Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo del lema [4.3

Hom(Bn_1(G),Z) ©c 7 2% Hom(Bn(G),Z) 96 7

Hom(C,-1(G),Z) Hom(Cy(G),Z).

Sea (71,++ ,Th—1) ® 1 un generador de Hom(B,_1(G),Z) ®¢ Z, entonces por
el teorema [4.2] obtenemos lo siguiente:

YO, @12) ({11, Tuo) @ 1) =17 (Z(T—1<T, TLy oy Tno1)) @ 1)

T€G
n—1
+7 <Z(1)Z Z<7'17"' STie Ly T STy Tigls e 5 Tao1) ® 1)
i=1 TEG
+ (—1)n’7 <Z<Tl7 e ?Tn—177-> ® 1>
TEG
= Z Z(T_1<Tv7_1’ T 7Tn—1>)(9_1)g -1
geG TG
n—1
+ Z 2:(_1)z Z<Tla o aTi—laTiT717T7 Tit1," " aTn—1>(gil)g -1
geG i=1 e
+ (_1)71 Z Z<Tla T 7Tn71,7—>(g_1)g -1
geG TeG
= Z(TaTla"' 7Tn—l>() -1
TeG
n—1
+ Z(—l)l Z<7'17 T T T T Tae1)() - 1
i=1 T€G

+ (_l)n Z<7—17 T 7Tn71a7_>() -1

TEG

Pero como el diagrama conmuta, entonces
YO-n®1z) ({11, -+, Ta—1)®1) = Oy ({11, -+, Tn—1)®1) = O_p (71, -+, Tn-1)1,
por lo tanto obtenemos el resultado. O

Teorema 4.4. Para cualquier grupo finito G existe un complejo
S 0@ B O(G) B @) B (@) @) - (411)

denominado complejo completo estdndar. Donde

Co(@) =Zl], Con(@)=Cos(G), n>1, C_o(G)=L()
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Cn(G)=Z{[g2 |-~ | gnl | 91, s gn € G} n>0
C_n(G) :Z{<T17"’ 7T7L—1>1 | T, 3 Tn € G} n > 1

a—n:(§n n>1 30[]:<Z<>1>1

TeG

y las fronteras son dadas por

01 =0
Onlgr |-~ gn] =lg2 |-+~ | 9a]
Y (=Dgr |- | gim1 | gigivr | giva |-+ | gn]
i=1
+(=1)"g1 [+ | gn-1] (n>2)
0-1 =0
87n(<7—17"' 7Tn71>1) = Z<T7T17"' 77—n71>()7— : ]-
T€G
n—1 )
+ Z(*l)l Z(Tla T, T T T, Tae1)() 0 1
i=1 TEG
H(=D"D T )() L (> 2).
TeG

Demostracion. Aplicdndole el funtor — ®¢g Z a la resolucién completa estandar
, ademads por los isomorfismos del lema las aplicaciones de cadenas del
lema [4.3] (n > 1) y el teorema [4.2] obtenemos el complejo completo que enuncia
el teorema. Aunque, sélo resta ver cémo se define el homomorfismo frontera dy.
De esta manera, veamos el siguiente diagrama conmutativo:

O, z
Bo(Q)®6 Z —22% ~ B_(G) @ Z
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asi

0pip(9o @ 1z)([] @ ([ ]) = Op¢ (Z () ® 1) ([N

TeG

=00 [ (- D O g @1 ()

geG TEG

=0 (D> g Mg 1| ([])

geG TEG

SN 0 g1

geGTEG

>0

TEG

O

Ahora supongamos que le aplicamos el funtor — ®¢ Z a la aproximacion
diagonal completa estéandar A : B(G) — B(G)®B(G) (donde G-actia diago-
nalmente sobre el producto tensorial completo y trivialmente sobre Z), entonces
directamente del teorema [£.3] obtenemos la siguiente afirmacion:

Lema 4.6. Para la resolucion completa estandar existen homomorfismos

A,y ®1lz:B(G),y ®cZ — (B(G)y®B(G),)®cZ

tal que
L e®1z=((c®¢) o) ®1z.

Hyge By 00) @1z = (Z1)7 (0 0 Ay ) @1z + (-1)1(0" 0 By 1) @ 12
Vq,q €7Z.

Luego, para cada ¢,¢ € Z tal que ¢+¢ = n (n € Z fijo) definimos los
homomorfismos

Bua + (Bo(G) @ By (G) @aZ = (By(G)@a2)® (By(G) @a )
Bog@yel) = 21yl

Veamos que estan bien definidos.

Byylglz@y)@l)=48, (g2 ®gy) @ 1)
=9x®1Rgy®1
=r®g¢g-loy®g-1
—r®10y®l
=B,y (T@y®1).
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De esta manera, para cada n € Z obtenemos el homomorfismo de grupos

B = (Bg,q )grq'=n

I B @By(@)ecZ— [] (BiG)@cZ)® (By(G)ec ),
q+q'=n q+q'=n
obteniendo el siguiente resultado:
Lema 4.7. La aplicacion (3, es una aplicacion de cadenas.

[[ Bo@)®By(@)wcZ—" T[] (ByG)®B,;(G)) ®cZ
q+q =n a+q =n—1

"] | "

[I B ez B, (@) ecz) [ (BG)®eZ) @ (By(G)ocL)
q+q' =n g+q'=n—1
donde 901, =0 @140 @1, yd =90 40 =021;,0101,+101,00%1.

Demostracion. Sea x @ y ® 1 € (B,(G) ® By(G)) ¢ Z.

30ﬂn(:c®y®1) :5oﬂp7q(x®y®l)
=0(z®1ey®1)
=) (r01eyxl)

+ ' z0loyel)
=) ®1ley®l
F(-1Preledly) oL,

por otro lado

Buo10(0®12)(z @y ©1) =10 (0 +8 )@ 1z)(z®y 1)
=Br-1(0(z) @y @1+ (-1)P2 @ d(y) @ 1)
=0(z)®1ye1+ (-1’21 0J(y) ® 1.

Por lo tanto, obtenemos el resultado. O

Teorema 4.5. El homomorfismo

Bno(An®1z): Bu(G)®cZ— [[ (By(G)®cZ)® (By(G)®a L)

q+q' =n

es de cadenas.
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Demostracion. La demostracién se obtiene inmediatamente del los lemas y

a7 O

Pero como C,(G) = B, (G) ®¢ Z, entonces obtenemos que existe una apli-
cacién de cadenas

Api=Br0 (8, ®17): Cu(G) = [ Col@) @ Cy(G).
q+q' =n
Ademass, viendo este teorema desde otro punto vista obtenemos la siguiente
afirmacion:

Teorema 4.6. Para el complejo completo estindar C(G) existen homomorfis-
mos

Ay :1Cug(G) = C(G)@Cy(G)

a.q
tal que

I (e®120e®1z)0Ag0=e® 1z,

[, Ay o@@1s)= ()78 oA, o+ (~1)10" 0 A, /1y, Va,q € 2.
Demostracion. Elinciso I se sigue de los lemas [4.6]y 4.7 dado que (e @) ® 170
(Doo®1z) =e®1lzy (e®1zRe®1z)0 b0 = (e®¢e) ® 17z, es decir, el siguiente

diagrama conmuta:

N
9.9

Co(G)

e®1;
lAO,N

(Bo(G) ® Bo(G)) 86 L2227
%"’W
Co(G) ® Co(G).

Similarmente para probar el inciso I ocupemos los lemas y
Aq,q'o(a ®1z) =Py (B ®1z)0 (0@ 1z)
=Bg,q 0 (Acd®]1z)

=By.q’ (~1)70 o Ay + (=170 0 A, 1) @17 (lema FLG)

=B, ()7 (0 oA,y )@ 1o+ (~1)1(0 0 A, 1) © 1)

=B, (-1)7 (0®1®1z)0 (A i1y ®12)] (0 =0®1)
+ B,/ (D)1 1z)0 (A, /11 ®@12)] 0" =1®0)

:(—1)"/ (001z20101z) 08,4 7 0 (B 1y ®1z)
+(-D)I1®1z®0®1z) (lema [4.7)

:(71)(1 é o Aqul,q/ + (*1)(13 o) Aq,q’Jrl'
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Del teorema anterior y del teorema obtenemos los siguientes homomor-
fismos:

(1) Aoo([D) =[1®[]-

2) Ay (gl lgsD=11®lg |- |g,] paratodo ¢ > 0.

3) A, ,:C_(G)— Co(G)®C_/(G) estd definido de la siguiente manera:

—q " T —q

AO,—q/ <7-17"' aTq’—1>1 = [ ] ® <7—17"' aTq/—1>1'

Por la prueba del teorema v el teorema |4.6[ sabemos que

Ay Uyl =((]o)@(m, -, 7-1)®1).
Pero
C_ (G)=B_,(G)@cZ
= Hom(B, _(G),Z) ®c Z
\%/_/Hom(Cq/_l(G),Z).

Entonces bajo el isomorfismo 7 obtenemos que

<7—1, e aTq/_1> ® 1= <7—17 T aTq'_1>1-
(4) A1, :Cy(G) = C_1(G) ® C1(G) estd dado por

ALa[]1=>(helF .

T€G

De todo lo que hemos visto sabemos que A,Ll estd definida de la siguiente
manera

Aa(len=) ()ele[r el

TEG

Pero

C_1(G) = B_1(G) ®¢ Z = Hom(By(G),Z) ®¢ ZéHom(CO(G),Z).

~

De esta manera obtenemos que bajo el isomorfismo v, ( ) ® 1 = ( ).
(5) Ava(lgr | g2)) = ~[1 ® [ga] + [ '] @ [g2]-
6) A =Erecll@ (1 =77 ® (O
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4.3. Cohomologia y homologia de Tate invarian-
te

Definicién 4.4. Al complejo de cadenas F@:
B pe dy pody po dy (4.12)

donde FQ = C,(Q)2 ¥Vn > 0, FC, = Hom(Cn_1(G)?,Z) Yn > 1, d,, =
On ey Yn >0y d =0 lHom(c,_()@,z) YN > 1, lo definimos como
complejo completo estindar invariante.

Definicién 4.5. La homologia de Tate invariante de un grupo finito G con
coeficientes en un grupo abeliano A la definimos como:

HE(G,A) = H,(F° ® A).

Teorema 4.7. Si G es un grupo finito entonces

HE(G,A)  i>1,
5Q ~ ) kerN i=0,
H(G, A) = coker N i=—1,

Hy' NG, A) i< -2,

donde N es el homomorfismo N : A — A dado por N(a) =| G | a para toda
ac A

Demostracidn. Sean Ff = (F9)is0, F? = (F®)i<_1 y sea Cf (resp. C9) el

2 ?

complejo Ff ® A (resp. F@ @ A). Luego

. ker (do ® 1) 0. Co(@?®A
AP (G, A) = 0= ). o, _ bol&)r oA
0 (G 4) Im(dy®1)’ o(CF) Im(dy ®1)
- ker (d_1 ®1) Q
HC A)= ———2; H_ = 1 ®1). 4.1
—I(Ga ) Im(d0®1) ) 1(07) ker (d 1 ® ) ( 3)
Probemos que la siguiente sucesion es exacta:
0— H2(G,A) 5 Ho(C) ™3 H_,(C9) 5 A% (G, A) -0,  (4.14)

donde 7 es la inclusién, dy ® 1 es el homomorfismo inducido por dg® 1y 7 es la
proyeccion.
Siguiendo la ecuacién (4.13) obtenemos la siguiente sucesién:

ker (do®1) i Co(G)° @ A gya1 x ker(d_1®1)
ker (d— 1 _
Im(di®1)  Im(d ol erldael) = T e

— 0,
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pero como i es la inclusién y dg ® 1 es el homomorfismo inducido por dy ® 1
obtenemos

Co(G)?® A
_ ker(dy®1)
Im (dl ® 1)

kerdo@1l={[z®a] € |z®a € ker(dy®1)}

=Imai.

Ademss es claro que ker m = Im (dg®1) = I'm (dg ® 1), por lo tanto la sucesién
(4.14]) es exacta.

Por otro lado, como Im (d; ®1) =0y Co(G)? ® A = A, entonces HO(Cf) = A
Ademas ya que Hom(Co(G)?,Z) 2 Z y d_y ® 1 = 0, entonces H_,(C?) = A.
Por lo tanto, la sucesién exacta (4.14]) es isomorfa a la sucesién exacta

i 4 do®1 4w A
0= ker(dy@l) 5 A A% = 4.15
> ker (dy ®1) 5 S s T (415)
Ademsds, del teorema podemos ver que do[ ] = o |y [ ] =| G |, de esta
manera obtenemos que dy ® 1 estd inducida por el homomorfismo N : A — A
dado por N(a) =| G | a Ya € A. Entonces, por la exactitud de la sucesién

exacta (4.15) obtenemos que Hy(G, A) = ker N y H_1(G, A) = coker N.
Ahora bien, para calcular la homologia de Tate invariante para ¢ > 1 y
1 < —2 enunciemos el siguiente lema:

Lema 4.8. Hom(C,(G)?,Z) ® A= Hom(C,(G)®, A) para toda n > 0.
Demostracion. Como los grupos C,,(G)% son Z-libres, entonces Hom(C,,(G)?,
Z)YRAX Hom(PZ,2) A= P(Hom(Z,Z) 2 A) P(Z 2 A) = P A. Por otro

lado, Hom(C,,(G)?, A) =2 Hom(@P Z, A) = @ Hom(Z, A) = D A. Por lo tanto
obtenemos el resultado. O

Luego por el lema anterior C¢ = F® @ A = #om(C(G)?, A). Ademas
siguiendo la notacién de [I] tenemos que C¢ = Ff ® A= (C(G)® A)?. Por lo
tanto H(G, A) = H(G,A)Vi>1y H?(G,A) = Hy' (G, A) Vi< —2. O

Definicién 4.6. La cohomologia de Tate invariante de un grupo finito G con
coeficientes en un grupo abeliano A la definimos como:

HL (G, A) = H (A om(F?, A)).
Argumentos analogos a los anteriores muestran que:

Teorema 4.8. Si G es un grupo finito entonces

HY (G, A) i< -2
fri ~ ) ker N i=—1,
Hq (G, 4) = coker N 1=0,

H,(G, A) 1> 1

donde N es el homomorfismo N : A — A dado por N(a) =| G | a para toda
acA.
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Demostracion. Sea Ff = (FiQ)iZO; F@ = (FiQ)iS,l y sea Cér (resp. Cpy) el

complejo de cadenas jfom(Ff, A) (resp. Hom(FC, A)).
Consideremos las siguientes ecuaciones:

o kerd_ _ Hom(F9,, A)
1 _ 1, -1 _ 15
HQ (Ga A) - Im 5_27 H (CQ) - Im (5_2
N ker g
HO A - N HO + = .
oG A) Tmo (Cy) = kerdo

De acuerdo a estas ecuaciones veamos que la siguiente sucesién es exacta:
~ 1 . _ 1 A~
0— NG, A) 5 HH(CGY) S HOCY) & HY(G,A) -0,  (4.16)
es decir,

kerd_1 c%”om(Ff?hA) 2 her by B ker dg

- Im§,2 - Im(5,2 Im§,1

— 0,

donde i es la inclusién, « es el homomorfismo inducido por é_; y 7 es la pro-

yeccién.
Como
_  AHom(F9, A)
k:eroz—{fe—Im(L2 | a(f) =0}

- %”om(F?l,A)

={fe T Imé ., | d-1(f) = 0}
kerd_4 .

= =Imi.
Im 5,2 me

Ademds por definicién de a y 7 se tiene que Ima = Imd_1; = kerw, por lo
tanto obtenemos que la sucesién es exacta.

Ahora calculemos HO(C’gg) y H’l(Cé).

Sabemos que SZom(F9, A) = Hom (A om(Co(G)Q,Z), A) = Co(G)2 © A
(ver [2, Teorema 1.8.3, pag. 28]) y Co(G)? ® A = A (ya que Cy(G)? = 7).
Ademds, como d_; = 0 entonces d_o(f) = f(d—1) = 0. Entonces

Hom(F9,, A)
-1 -\ 1
H (CQ>7 Im(Lg

1%

A.

Por otro lado
HO(C%) = ker 8o = Hom(Co(G)?, A) = Hom(Z, A) = A,
entonces la sucesion (4.16)) es isomorfa a la sucesién exacta

0— Hy' (G, A) = AS A— H)(G, A) = 0.
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Por otro lado, por construccién obtenemos que « estd inducida por el ho-
momorfismo N : A — A dado por N(a) =| G | a Ya € A. Por lo tan-
to ﬁél(G,A) = ker N y ﬁ%(G,A) = coker N. Ademéss, #om(F2  A) =
Hom(Hom(C,,_1(G)?,Z),A) = Hom((Crn_1(G)9)*,A) = C,,_1(G)? @ A =
(Cr—1(G) ® A)?. De esta manera

HL(G,A)=HY_ (G, A Vi< -2,  HLHG,A) =HHG,A)Vi>1.

4.4. Teorema de dualidad invariante

Definicién 4.7. Para cualquier grupo abeliano A definimos A’ = Hom(A,Q/Z).

Lema 4.9. Si A es un grupo abeliano tal que nA = 0, para algin n > 0,
entonces ,
A =2 Hom(A,Z/nZ).

Demostracion. Sea f # 0 € Hom(A,Q/Z) y supongamos que f estd dada por
fla) = % + 7Z para alguna a € A y b, ¢ € Z. Como nA = 0 para algin n > 0,
entonces na = 0. Luego 0 = f(0) = f(na) = n% + Z, esto implica que n? € Z.
Por lo tanto, definimos

v: Hom(A,Q/Z) — Hom(A,Z/nZ)
e(f) = 9

donde g(a) = n% + nZ. Probemos que ¢ es un isomorfismo.

Primero mostremos que ¢ es sobre. Sea h € Hom(A, Z/nZ), entonces h(a) =
r + nZ para alguna a € A, r € Z. De esta manera, definimos f € Hom(A,Q/Z)
como f(a) = % 4 Z. Por lo tanto obtenemos que ¢(f) = h.

Ahora probemos que ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(f) = g = 0, donde
f v g son como las definimos anteriormente. Entonces g(a) = ng +nZ = 0,
esto implica que n% € nZ. Asi % € Z, por lo tanto f(a) = % +Z=0Vaec A
De esta manera f = 0 y obtenemos que ¢ es inyectiva. Por lo tanto, ¢ es un
isomorfismo. O

Lema 4.10. Si A es un grupo ciclico de orden n entonces A también es un
grupo ciclico de orden n.

Demostracion. Como A = Z,, entonces nA = 0, luego por el lema anterior
A Hom(Zn,Z,). Por lo tanto es suficiente mostrar que Hom/(Zy,, Zy,) = Z,.

Sea ¢ : Hom(Zy,, Zyn) — Z,, dada por ¢(f) = f(1).

Probemos que ¢ es inyectiva.

Supongamos que ¢(f) = 0, entonces f(1) = 0. Esto implica que f = 0, de
esta manera [ es inyectiva.

Ahora mostremos que ¢ es sobre.



CAPITULO 4. TEOREMA DE DUALIDAD INVARIANTE 65

Sea 5 € Zj, entonces definimos f : Z, — Z, como f(1) = 5. De esta
manera f(7) = 7s para cualquier ¥ € Z,. Luego f(71 + 72) = (r1 +1m2)s =
7S + 738 = f(71) + f(72) ¥ f(0) = 0. Por lo tanto f es un homomorfismo.
Ast o(f) = f(1) = 5. O

Lema 4.11. Para cualquier grupo abeliano finito A, A~ A
Lema 4.12. Si A es un grupo abeliano con torsion, entonces = Ext}(A,Z).
Demostracion. Consideremos la siguiente resolucién inyectiva de Z:

0-Z—-Q—Q/Z—0.

Ahora, aplicando el funtor Hom(A, —) a la sucesién exacta anterior, obtenemos

0 1
0 — Hom(A,Z) — Hom(A,Q) % Hom(A,Q/Z) 50— (4.17)
Por definicién, Extl(A4,Z) = ’;Zg; = Hom(AQ/Z)  Poro como Q es libre de
torsién entonces Hom(A,Q) = O. De esta manera Imé° = 0, por lo tanto
Ext}(A,Z) = Hom(A, Q/Z) . O

Teorema 4.9. Para toda i € Z, los grupos fff?(G, Z) son un grupos abelianos
finitos.

Demostracion. Sabemos que los grupos I;TlQ (G, Z) son abelianos, de esta mane-
ra, si probamos que estos grupos son finitamente generados y | G | ﬁZQ (G,Z2) =
0, entonces por el teorema fundamental de grupos abelianos finitamente gene-
rados obtenemos que los grupos EQQ (G, Z) son finitos.

Primero probemos que los grupos abelianos H f? (G, Z) son finitamente gene-
rados.

Los grupos en el complejo completo estandar invariante , FiQ = 0;(@)9,
Vi>0y F% = Hom(C;_1(G)?,Z) Yi > 1 son Z-médulos finitamente genera-
dos, dado que para cada i, C;(G) = B;(G)®¢Z y ademés cada G-médulo B;(G)
es ﬁmtamente generado. Por otro lado, por definicién de homologia de Tate in-

variante, (G Z)= HZ(FIQ) = % Pero como el anillo Z es Noetheriano

y FiQ es ﬁmtamente generado, entonces FiQ es un Z-modulo Noetheriano. De

esta manera, todos los submédulos de FZ-Q son finitamente generados. En parti-
cular, kerd; y Imd; 41 son finitamente generados y sus respectivos submoédulos
también lo son. Por lo tanto kerd; y Imd;y; son Z-mddulos Noetherianos, el
cual implica que 5% gea Noetheriano. De esta manera todos los submédu-

Im di+1
los de Ikeﬂ son finitamente generados, en particular —£¢-di
mdiq1 Imd;qq

es finitamente

generado. Por lo tanto, ﬁlQ (G,Z) es finitamente generado.

Ahora mostremos que | G | H?(G,Z) = 0.

Por el teorema H’Z-Q(G, Z) = HiQ(G, Z)¥i > 1. Pero como G es finito, por
la. proposicién 4.1 de [1], | G | anula a H?(G, Z). Por lo tanto, | G | H?(G,Z) =
0vi>1.
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Ahora supongamos que i < —2.
Definimos el homomorfismo
J O HA(GZ) = HP({e},Z)
JUT = fedl
donde j, : Ci({e})? — Ci(G)? es la aplicacién inducida por la inclusién. Tam-
bién definimos
tr*: H?({e},2) — HZ(G,7Z)
trr[f] = [fotr],

donde tr : C;(G)? — C;({e})? es la aplicacién transfer definida en [I]. Por lo
tanto,

tre o [fl = tr*[f o ju] = [f o ju o tr] =[ G | [f].
Pero como HZ({e},Z) = 0, entonces | G | [f] = 0. De esta manera, | G |
HE(G,Z) =0 Vi< 2.
Por otro lado, H2(G,Z) =0y H? (G,Z) =7/ | G | Z, €l cual es claro que
| G | anula a estos dos grupos. O

Lema 4.13. Para cualquier grupo finito G, Hom(HZ-Q(G,Z),Z) =0Vi>1.

Demostracion. Supongamos que existe f # 0 € Hom(HiQ(G, Z),7), entonces
f(z) = r # 0 para alguna z € HZ-Q(G,Z). Pero por el teorema anterior, |
HiQ(G,Z) |< oo, entonces | H?(G,Z) | z =0, y como f es homomorfismo,
entonces 0 = f(0) = f(| H2(G,Z) | ) =| H?(G,Z) | r. Esto implica que
| HZ-Q(G7 Z) | r =0, el cual es imposible ya que r € Z y r no tiene orden finito.
Por lo tanto, Hom(HZ(G,Z),Z) = 0. O

Teorema 4.10. Para cualquier grupo finito G tenemos que

‘ zZ i=0,
Hy(G,2) = 0 i=1,
H? (G,Z) i>2.

Demostracion. Como Z es un anillo de ideales principales, por el teorema de
los coeficientes universales [2, Proposicién 0.8, pag. 7] obtenemos la siguiente
sucesion exacta corta:

0 — Extl(H;_1(C;_1(G)9),Z) — H (Hom(C;(G)?, 7))
— Hom(H;(C;(G)%?),Z) — 0,
es decir,

0 — Baty(HZ (G, Z),Z) — HYH(G,Z) — Hom(H2 (G, Z),Z) — 0. (4.18)
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Primero supongamos que 7 = 0, entonces en la sucesién exacta anterior obtene-
mos

0 — Baty(H?\(G,Z),Z) — HY(G,Z) — Hom(H (G, Z),Z) — 0.  (4.19)

Dado que H?, (G, Z) = 0 entonces ExtL(H%, (G, Z),Z) = 0. Ademas HZ (G, Z) =

Z, de esta manera Hom(Hg2 (G,Z),Z) = Hom(Z,Z) = Z. Pero como la sucesién

exacta también se escinde, entonces obtenemos que H(% (G,Z2) = 7.
Ahora sustituyendo i = 1 en obtenemos

0 — Bxth(HF (G, Z),Z) — HY(G,Z) — Hom(H(G,Z).Z) — 0,  (4.20)

Pero en el lema anterior obtuvimos que Hom(Hf”)(G, Z),Z) = 0, entonces
H5(G,Z) = Bath(H$ (G, Z),Z). Por otro lado, Hy (G, Z) = Z, asi solo nece-
sitamos calcular Ext}(Z,Z). Pero como Z es un Z-médulo proyectivo entonces
Extl(Z,Z) = 0. Por lo tanto Hé(G, Z)=0.

Por 1ltimo, supongamos que ¢ > 2.

Como Hom(HZ(G,Z),Z) = 0 y como la sucesién exacta se escinde,
entonces

H)(G,Z) = Eaty(H? (G, Z), Z).
Pero como los grupos Hg 1(G,Z) son finitos y tienen torsién, entonces
Eaty(H? (G, 2),7) 2 H? (G, Z) = HY,(G,7),

por lo tanto .
HL(G.Z)= HZ (G, Z).

Teorema 4.11. Para cualquier grupo finito G tenemos el isomorfismo
H)(G,Z)= H? (G, Z) Vi€l

Demostracion. Obtenemos el resultado directamente de los teoremas [4.7] [.8] y
4. 10! 0

4.5. Calculos de cohomologia invariante

Lema 4.14.
Hom(Zy, Zm) = Ly my n,m € L.

Demostracion. Sea f € Hom(Zy,,Zy,) y supongamos que f(1) = ¢ para algin
¢ € Z,, entonces

0= f(n) =nf(1) =nc.

De esta manera nc = 0 mdd m, esto implica que 5~ = 0 mdd 2. Pero
’ (n,m) (n,m)
como el méximo comin divisor (2%, ~2~) = 1, entonces 2~ divide a c.
(n,m)”’ (n,m) (n,m)
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m
(n,m)

k para algin k € Z. Pero ¢ = )k entonces solo

e B (e B

Por lo tanto, ¢ =

hay (n,m) posibles valores para ¢ (ﬁ( ),

(n’fim)(n, m) = 0).

De esta forma, definiendo un homomorfismo para cada uno de estos (n,m)
posibles valores obtenemos que | Hom(Zy,, Zy,) |= (n,m). Con lo anterior obte-
nemos que Hom(Zy, Zy,) = (f(7)> bajo el isomorfismo ¢ : Hom(Zy, Z.,) dado
por o(f) = f(1), donde f(1) = Taamy - Por lo tanto, Hom(Zy, L) = Ln,my- O

Lema 4.15. Sea Z,,, para algin m > 2. Entonces para cualquier grupo abeliano

D, tenemos que Ext}(Zy,, D) = D/mD.
Demostracion. Consideremos la siguiente resolucién proyectiva de Z-médulos:
0—Z 37— Ly — 0.

De esta manera, aplicandole a esta sucesion exacta el funtor Hom(—, D), obte-
nemos

0 — Homg(Zy, D) — Homz(Z,D) 5 Homz(Z,D) — 0 — - -

Pero dado que Homgz(Z,D) = D, entonces la sucesién exacta anterior es iso-
morfa a la siguiente sucesion:

0 — Homy(Zpm,D) =D 2D —0—---

Por lo tanto, por definicién de Ext}(Z,, D) obtenemos que Extl(Z,,,D) =
D/mD. 0
Lema 4.16.

s g el
Demostracion. Ver la demostracién en [4, pdg. 780]. O

Teorema 4.12. Supongamos que QQ = Zs actiua sobre G = Z por g — —g.
Entonces para it > 0, obtenemos que

i ~ ) L2 1= par
Hq(G,2) = { 0 i=1impar.

Demostracion. Como Z es un anillo de ideales principales entonces por el teo-
rema de los coeficientes universales obtenemos que la siguiente sucesion exacta
se escinde (ver el teorema[1.2]y la ecuacién [1.1)):

0 — Bat}(Hy_,(G,Z),Z) - HE(G,Z) - Hom(H5!(G,Z),Z) — 0.

Pero en [I, Teorema 5.8, pag. 33], Knudson obtuvo que Hg_l(G,Z) =12y
HQ%(G, Z) = 0, de esta manera obtenemos que

HE(G,Z) = Exty(Zsy, 7).
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Pero por el lema m tenemos que Ext}(Ze,Z) = 7/27 = Zs, por lo tanto
HZ (Z,Z) = ZLs.
Por otro lado, para el caso impar consideremos la siguiente sucesion exacta:

0 — Baty(Hg(G,Z),Z) — HY ™ (G, Z) — Hom(Hg (G, Z),Z) — 0.

Pero sabemos que HS(G,Z) = 0, entonces Exth(HSL(G,Z),Z) = 0. Ademas,

21+1(G Z) = Zs, €l cual es un grupo finito. Por otro lado, Hom(D,Z) para
cualquier grupo abeliano finito D (esto se puede probar como se demostré el
lema , de esta manera obtenemos que Hom(HgZH(G,Z),Z) = 0. Por lo
tanto, H, (G, Z) = 0. O

Teorema 4.13. Sean Q = Zo, G = Zos con s > 2 y A = Z,, con m un nimero
par tal que Q actia sobre G por g — —g. Entonces,

(Zg)**~ i=4k—3, k>2,

i ~ ) (Zo)*h i=4k—2, k>1,
HQ(G7A) - (Z2)4k 1 @Z /zaZm i=4k—1, k>1,
(Zy)** i = 4k, k> 1.

Demostracion. i =4k — 3 (k > 2)
Por el teorema de los coeficientes universales

0 — Baty(Hg, (G, Z),A) — HY (G, A) — Hom(H{,_4(G,Z), A) — 0.
Pero en [Il Teorema 5.7, pag. 32], Knudson obtuvo lo siguiente:

H, 4(G.Z) = (Z2)™ 72, Hi (G, Z) = (Z2)™
De esta manera

0 — Eaty((Z2)** 72, A) —» HY *(G, A) — Hom((Zs)**, A) = 0,
el cual es equivalente a la siguiente sucesién exacta:
0 = Exty(Zy, A)** 72 = HY "3 (Zye, A) — Hom(Zs, A)** — 0.

Ademsds, como la sucesién exacta se escinde, entonces

HY (Lo, A) = Bty (Zy, A)** 2 @D Hom(Zy, A)**
Luego, por los lemas [1.14] y [1.16] obtenemos

Hél?k 3(ng A %.; 2]{: 2@
= (Zg)4k_

i=4k—2 (k>1)
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Nuevamente, utilizando el teorema de los coeficientes universales tenemos
que

0 — Eaty(Hg,_4(G.Z),A) —» HY (G, A) — Hom(H{,_,(G,Z), A) — 0.
Ademsds, por [I, Teorema 5.7, pag. 32
Hf, (G Z) = (Zo)™ H{ (G, Z) = ()™,
entonces
0 = Eaty((Z2)**, A) — HY *(G, A) — Hom((Z)** "', A) — 0.

Ademaés, como la sucesién exacta se escinde, obtenemos lo siguiente:

HY (G, A) = Baty((Z)**, A) @ Hom((Z2)**~, A)

= Euty(Zy, A" @D Hom(Zy, A)**1.

Pero por los lemas y obtenemos lo siguiente:

Extl(Zy, L) = Lo, Hom(Zgy, L) = Ly
Por lo tanto

Hégk_z(GvA) > (Zy)** @(22)%_1
(Z2)4k271.

1

i=4k—-1(k>1)
Por el teorema de los coeficientes universales

0 — Exty(Hg, (G, Z), L) — HY (G, A) » Hom(Hg,_,(G,Z), A) — 0.

Pero como la sucesién exacta se escinde y dado a los célculos de [I] (Hﬁ%Q(G7 Z)
= (Z)*'y HY (G,Z) = Zy: & (Z3)?*), obtenemos que
HY UG, A) = Eaty(Zy, Zy)** " @ Hom(Za+, L) @ Hom(Zo, Zim)**
~ (Zz)Qk—l @ Zm/QSZm @(Z2)2k
— (Z2)4k—1 @Zm/QGZm

i=4k (k>1)
Como ya hemos visto en los casos anteriores, aplicamos el teorema de los
coeficientes universales obteniendo:

0 — Bath(Hg (G, Z), A) — HF (G, A) — Hom(Hg,(G,Z), A) — 0.
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Pero como Hﬁ_l(G7Z) = Zos P(Z2)%* y Hﬁ(G, Z) = (Z2)%*, y ademss la
sucesion exacta se escinde, entonces

HY (G, A) = Ext}(Zas, Zm) € Ewty(Zo, Zm)** @D Hom(Zy, Zm)**
= Zm/QSZm, @(ZQ)MC'



Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos hablado de distintas homologias.

La primera de ellas es la homologia de un grupo G con coeficientes en un G-
médulo A. Para definirla necesitamos la existencia de una resolucién proyectiva
F de Z sobre Z|G], pero es sabido que para cualquier grupo G podemos construir
una resolucion libre; en particular la resolucién barra. Por otro lado, encontrar
una resolucion del grupo G no nos garantiza que sera facil calcular la homologia
del grupo. También damos por hecho que para cualquier dos resoluciones F'y F '
de Z sobre Z[G] existe una aplicacién de cadenas f : F — F' que es tinica salvo
homotopia y que es una equivalencia homotépica, implicando asi que los grupos
de homologia y cohomologia para ambas resoluciones del grupo G sean iguales.
Vale la pena mencionar que con estos grupos de homologia y cohomologia se
definieron productos: cruz, interseccién y unién. En el que para definir este
ultimo se demostré la existencia de una G-aplicacién diagonal A : F' — F ® F|
en la que nosotros de forma muy particular hemos trabajado con la diagonal
estandar.

Otros de los grupos de homologia y cohomologia que hemos hablado en
esta tesis fue la homologia y cohomologia de Tate, definidos cuando G es un
grupo finito y de la existencia de una resolucién completa. Al igual que con la
(co)homologia de un grupo G con coeficientes en un G-médulo A, la (co)homolo-
gia de Tate no depende de la resolucién con que estemos trabajando. En esta
teoria también se definieron productos: cruz, interseccién y unién. Gracias a la
definicién y teoria de estos productos Tate demostrd el impresionante teorema
de dualidad: H(G,Z) = H;_1(G,Z) [2, Teorema 7.4, pag. 147] .

Ahora nos remitiremos a hablar un poco de la cohomologia de Farrell [2] pég.
273], para ello es importante primero definir la dimensién cohomoldgica virtual
de un grupo G, denotado como ved G. La dimensién cohomolégica virtual de
un grupo G es la dimensiéon cohomoldgica comin de los subgrupos libres de
torsién G de indice finito. El cual el teorema de Serre [2, Teorema 3.1, pdg. 190]
nos garantiza que tales grupos tengan la misma dimension cohomoldgica. La
cohomologia de Farrell se definié a partir de ved G < oo y de la existencia de
resoluciones completas (F, P, ¢):

H*(G,A) = H*(#omg(F, A)) (A es un G-médulo).

Cabe mencionar que para cualesquiera dos resoluciones completas (F, P,¢g) y
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(F P, 5/) existe una tunica clase de homotopia de aplicaciones de cadenas de
(F,Pe) a (F',P ') y estas aplicaciones son equivalencias homotépicas. Es
importante senalar que a lo largo de nuestra investigacion vimos que H (G, A) =
Hi(G, A) (cohomologfa de Farrell es igual a la cohomologia de G) para i > ved G
y que H *(G, A) = 0 para cualquier grupo G libre de torsién. Esto implica que la
cohomologia de Farrell H (G, A) sea igual a la cohomologfa de Tate para i > 0
(va que ved G = 0). Viéndolo de otra manera, pudimos ver que la cohomologia
de Farrell generaliza la cohomologia de Tate para grupos finitos.

Nuestra principal inspiracién en esta tesis fue desarrollar una nueva teoria
en los grupos de homologia y cohomologia invariante. Vale la pena recordar que
en nuestra investigacién definimos nuevos productos, definimos la homologia y
cohomologia de Tate invariante; el cual estan inducidos los grupos de homo-
logia y cohomologia invariante, también demostramos un teorema de dualidad:
Hb (G,2) = Hgl(G, Z) (i > 2), y ademés, nuestra principal aportacién de esta
tesis fue la construccién de una sucesion espectral obteniendo con esta poderosa
herramienta algunos grupos de homologia invariante. Sin embargo, como vimos
en esta tesis, la definicién de (co)homologia invariante depende del complejo
de invariantes C(G)?, el cual nosotros queremos demostrar bajo que condicio-
nes existe una resolucién libre tal que al tensorizarla con el anillo Z bajo G
(G actuando trivialmente sobre Z), los Q-invariantes de este producto tensorial
sea una equivalencia homotodpica con el subcomplejo de invariantes. Haciendo
esto posible, pensamos que nos facilitaria hacer mas célculos con la homologia
y cohomologia invariante, ya que con el complejo barra fue muy dificil calcular-
los. Podemos ver que entre la cohomologia de Farrell y la cohomologia de Tate
invariante para un grupo finito existe un homomorfismo

H(G,A) - HY(G,A) (i>0)

inducido por la inclusion; sin embargo, nosotros queremos generalizar la coho-
mologia de Tate invariante, para ello creemos que es necesario definir una reso-
lucién completa donde esté inducido el complejo de invariantes C(G)?, pero que
nos garantice que esta nueva cohomologia no necesariamente dependa de este
subcomplejo de cadenas. A lo largo de esta investigacién, nosotros tratamos de
construir esta resolucion, pero no es facil, debido a que no todas las resoluciones
F de 7Z sobre Z|G] inducen un complejo de cadenas (F ®¢Z)? tal que los grupos
de (co)homologfa de este complejo sean los mismos que los del subcomplejo de
invariantes C(G)%.
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