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Resumen

En este trabajo se analiza el oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo desde el punto de
vista clasico y cudntico. Se introducen primero los fundamentos tedricos que permiten su estudio, para después
desarrollar la nocién de adiabaticidad en mecénica clasica y en mecanica cuantica. El problema original se
puede mapear al oscilador armonico con frecuencia constante, sin embargo, la transformaciéon efectuada no es
candnica ya que involucra también un reescalamiento temporal; es aqui donde surge la necesidad de estudiarla
desde el punto de vista del espacio fase extendido, en donde el tiempo se toma como una coordenada mas.
Por otra parte, el analisis cuantico se hace por medio de la integral de trayectoria, y después, se anaden las
constricciones para hacer el tratamiento en el espacio fase extendido; esto provee un factor que acompana al
kernel del oscilador armoénico con frecuencia constante. Finalmente, se estudia un método que permite obtener
correcciones a orden arbitrario a la fase de Berry; ahi, se demuestra que el oscilador armoénico generalizado
se puede mapear a un oscilador con frecuencia dependiente del tiempo, y a partir de este, se extrae la fase

de Lewis, que a la postre, servird para calcular la fase de Berry.

111



Capitulo 1

Introduccion

La mecéanica cuantica es una rama de la fisica cuyas bases fueron sentadas en la primera mitad del siglo XX,
no obstante, debido al alcance y al poder de esta, existian multitud de fen6menos esperando ser explicados en
la segunda mitad del siglo XX, y atin continta vigente el estudio de efectos cuanticos en diferentes sistemas. La
formulacion inicial de la mecanica cuéantica, ya sea la de Schrédinger o Heisenberg, dejaba entrever algunos
aspectos que no se entendian del todo como el principio de superposicién; sin embargo, cuando Feynman
introduce la integral de trayectoria, hace uso explicito de este principio y arroja luz para entenderlo un poco
mejor. Esta herramiento seria utilizada a la postre para construir una versiéon de la teoria cuéntica de campos,
la cual es la teoria fisica moderna para entender de qué esta hecho el universo.

El problema fundamental a tratar en este trabajo es el anélisis clasico y cuantico del oscilador armoénico
con frecuencia dependiente del tiempo. Este sistema aparece en varias ramas de la fisica [1], por ejemplo,
en el estudio de la propagacién de campos de radiacién en regiones cubiertas por materia con “constante”
dieléctrica dependiente del tiempo [2], el estudio del comportamiento de iones en trampas de Paul [3, 4], en
teoria cuantica de campos en espacios curvos [5, 6] y en el estudio de un campo escalar real en un universo
de Friedmann espacialmente plano [7], solo por mencionar algunas.

El analisis que haremos abarca encontrar la solucién a la ecuaciéon de movimiento, obtener el kernel, la
fase de Berry y el angulo de Hannay. Uno de los primeros trabajos para entender el oscilador con frecuencia
variable desde el punto de vista cuantico es el de Lewis [8]; ahi se demuestra que es de gran utilidad encontrar
un invariante, esto es, una funcion I(q,p,t) que satisfaga I =0.El problema de encontrar invariantes para
sistemas dependientes del tiempo se estudia en [9, 10, 11]. La simetria de Noether subyacente asociada al
invariante es estudiada por Lutzky [12] y por Struckmeier [13]. Por otra parte, los trabajos de Hannay [14]
y Berry [15] son claves para entender la nocién de adiabaticidad en mecénica clasica y mecanica cuéntica,
respectivamente. Del tratamiento de Lewis [8] se puede entender la aparicion de la fase de Berry como
resultado de una expansion en un paramétro adiabatico [16].

Para transformar el problema del oscilador arménico con frecuencia variable al oscilador con frecuencia
constante se emplea una transformacion canonica seguida de una transformacion temporal [17, 18], las cuales
pueden ser entendidas a la luz del espacio fase extendido [19, 20, 21]. Es en el espacio fase extendido, es decir,
el espacio que surge de tomar al tiempo ¢ como una coordenada mas [22] y a su respectivo momento canénico
conjugado p;, en donde se aprecia que la transformaciéon completa de coordenadas es una transformacion
candnica. Asi mismo, esta formulacién permite deducir que como consecuencia del teorema de Liouville [23],

el volumen del espacio fase extendido dqdtdpdp; se conserva respecto al tiempo 7 que se introduce como
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parametro en la accion.

Al estudiar el sistema desde el punto de vista cuantico, se puede definir la transformaciéon canoénica en
términos de operadores [24], mientras que el kernel puede ser obtenido mediante la integral de trayectoria
[25]. Este resultado se encuentra también transformando el problema al del oscilador con frecuencia constante
al escribir la integral de trayectoria en el espacio fase [18].

El capitulo 2 comienza con el tratamiento de las transformaciones canonicas [26, 27|. Posteriormente, se
introduce el tratamiento de Dirac para sistemas con constricciones [28, 29, 30]. Finalmente, se aborda la
vision de la mecénica cuantica introducida por Feynman: la integral de trayectoria [31]; se establecen sus
principios y se llega a la formula para el calculo del propagador dado un Hamiltoniano.

En el capitulo 3 se introducira la nocién de adiabaticidad en mecanica cléasica siguiendo la exposicién
de Calkin [32]. Primero, se repasaré brevemente la teoria de Hamilton-Jacobi y las variables dngulo-accion,
siendo estas las variables naturales para describir fenémenos adiabaticos. Se vera que el cambio en la variable
adngulo en una excursion ciclica consta de dos contribuciones: una dinamica y una geométrica conocida como
angulo de Hannay [14]. Después se estudiaran dos ejemplos para ilustrar la aparicion del 4ngulo de Hannay.

En el siguiente capitulo se estudiara la adiabaticidad en el ambito de la mecanica cuantica. Ahi, se
exploraran las consecuencias de estudiar un sistema bajo esta condicién, en concreto, se vera como la funcion
de onda adquiere dos fases: una fase dinamica y una fase de naturaleza completamente geométrica conocida
como fase de Berry [15]. Se estudiaran dos ejemplos para observar la aplicacion del formalismo desarrollado.
Posteriormente, se analizard brevemente la conexién entre geometria y la fase de Berry, en particular, se
mostrard que se puede introducir un tensor métrico para medir distancias en el espacio de parametros.
Finalmente se abordaré el estudio de Hamiltonianos con espectro degenerado que conducen a la fase no
abeliana de Wilczek-Zee, todo esto siguiendo la exposicion de Chruscinski [33].

En el capitulo 5 se hace el anélisis clasico del oscilador armoénico con frecuencia variable. Se comienza
buscando una transformacién canédnica que simplifique el problema en base al invariante de Lewis. Poste-
riormente, se realiza el anéalisis en el espacio fase extendido y se concluye con la solucion a la ecuacion de
movimiento para un sistema con frecuencia exponencial donde se ilustra el mapeo entre el oscilador con
frecuencia variable y el oscilador con frecuencia constante.

En el sexto capitulo se deduce el kernel para el oscilador armoénico con frecuencia dependiente del tiempo.
Enseguida, se analiza el efecto de la transformaciéon canénica en la integral de trayectoria, lo cual permitira
relacionar el kernel para frecuencia variable y el kernel para frecuencia constante. Después se estudia la
formulacion de la integral de trayectoria en el espacio fase extendido, y por ultimo, seguimos el trabajo de
Lewis para encontrar la fase del sistema, la cual, a través de una expansion perturbativa, proporcionara la
fase de Berry y correcciones a esta.

Finalmente, se presentan las conclusiones y perspectivas del trabajo.



Capitulo 2

Transformaciones candénicas, sistemas con

constricciones e integral de trayectoria

2.1. Transformaciones canodnicas

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a un Lagrangiano L(q, ¢, t) son

oL d oL
dq;  dtdg

Definimos la derivada Euleriana respecto a las coordenadas de la siguiente manera:

N 0 d 0
Ee= g5 " doq

De aqui se sigue que las ecuaciones de Euler-Lagrange pueden escribirse simplemente como
E,L =0.

También podemos definir la derivada Euleriana respecto a los momentos:

. 0 d 0
g=2_<
Poops dtop:

con

__GL
b= 0g:

1

Sabemos que el Lagrangiano se escribe como

(2.2)

(2.3)

(2.6)

Entonces, pedir que las derivadas Eulerianas respecto a las coordenadas y a los momentos se anulen,

1Se usaré la convencién de suma de Einstein, la cual indica que un indice repetido esta sumado.
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equivale a pedir que se satisfagan las ecuaciones canénicas de Hamilton, ya que

~ OH

E,p=-22 = 2.
q 3(11 Di 07 ( 7)
~ . OH

Esta es la llamada forma Lagrangiana de las ecuaciones de Hamilton. Ahora bien, sabemos que si aplicamos

la derivada Euleriana a la derivada total de una funcion F(q,p,t), esta se anula. Esto es,

A dF - dF
E E

ar ol 2.
T dt ' Pt 0 (2.9)

De aqui podemos deducir que dos Lagrangianos que difieran por una derivada total resultan en las mismas
ecuaciones de movimiento. Una transformacién canénica es aquella transformacion que deja invariante la
forma Lagrangiana de las ecuaciones de Hamilton, y por tanto, los Lagrangianos correspondientes a las
coordenadas antiguas y a las nuevas difieren por la derivada total de una funcion F(q,p,t).

Las transformaciones candnicas son la generalizaciéon al espacio fase de las transformaciones puntuales
Q; = Qi(q,t), por este motivo, una transformacion canoénica provoca cambios no solo en la posicién, sino

también en el momento, esto es, define nuevas variables Q) y P como

P = P(q,p, ). (2.11)

La idea detras de una transformacion canoénica, como ya vimos, es que la forma Lagrangiana de las ecua-
ciones de movimiento de Hamilton permanezca invariante, es decir, que debe existir un nuevo Hamiltoniano

K tal que
0K . oK

)i =—, P=-— ) 2.12
@i=5p 20, (2.12)
Los Lagrangianos correspondientes difieren por una derivada total. Por tanto, se debe cumplir
. dr
pigi —H =PQ; — K+ T (2.13)

donde F', conocida como funcién generadora, es una funcion de las coordenadas antiguas, las coordenadas
nuevas y el tiempo. Si la funcion generadora es del tipo 2, esto es, Fy = Fy(q, P, t), podemos escribir F' =
Fy, — Q;P;, con lo cual (2.13) resulta

. . OFy . ory - OFy
igi— H=—-Q;P, — K+ —g¢; —PF —_. 2.14
Pig Q + 9q, ¢ top it o (2.14)

Identificando los coeficientes tenemos las ecuaciones de transformacion

R,

_ R OF;
bi = 9q: =

ap K =H+ 5l (2.15)

Qi

Existe otra manera de abordar el tema de las transformaciones canonicas: el enfoque simpléctico; para

aplicarlo hay que poner todo en términos matriciales. Con tal motivo, podemos definir un vector columna 7
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como

=G, Niin="0i 1=1,..,n. (2.16)

De la misma forma, definimos la derivada de H como un vector columna 9H/Jdn con componentes dadas

OH OH OH OH
_ ot (oH o 2.17
( on )z 9qi ( on >i+n Ip; ( )

Ademas, definimos una matriz J de dimension 2n x 2n:

0 I
() .

por

la cual tiene las siguientes propiedades:

JT3 =337 =1, (2.19)
J'=-7J, (2.20)
J2 =1, (2.21)
dety = 1. (2.22)

Usando lo anterior, las ecuaciones de Hamilton toman la forma matricial

OH
n=J—. 2.23
=35, (2.23)
Ahora efectuamos una transformaciéon de coordenadas en el espacio fase, esto es, definimos nuevas coor-
denadas ¢ = ¢{(n,t) con

G=Qi, Giyn=F: (2.24)

Entonces, se puede mostrar [26] que la transformacion es canoénica si
MIMT =17, (2.25)

o bien,
M7TIM = 7J, (2.26)

donde M es la matriz Jacobiana asociada a la transformacion con componentes

9Gi

M;; = 224
on;

(2.27)
La matriz M recibe el nombre de matriz simpléctica y la ecuacion (2.25) se llama condicion simpléctica.
Existe una manera maés sencilla de averiguar si una transformacion es canonica. Para este efecto, definimos

el paréntesis de Poisson entre dos funciones f y g del espacio fase como

_0f 9g  Of Oy

oy B . 2.2
{f,9}ap Oq; Op;  Op; Oqs -
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Esta expresion se escribe facilmente en forma simpléctica:

of\T .o
{f,g}q,p=(af,) J%- (2.29)

Si se toman las coordenadas del espacio fase como las funciones f y g, se obtienen los llamados paréntesis

de Poisson fundamentales:

{gi,4}ap =0, {Pispitap =0, {Gipjtep = dis- (2.30)

En forma simpléctica se tiene que

{n.n}y =J. (2.31)
De aqui es facil demostrar que
{¢. ¢ =1, (2.32)
o bien, de manera equivalente,
{Qi, Qj}q,p =0, {Pivpj}q,p =0, {Qi, Pj}q’p = ij- (2.33)

Con esto se puede ver que los paréntesis de Poisson fundamentales toman el mismo valor sin importar
las variables respecto a las que se calculan. De igual forma, se demuestra que los paréntesis de Poisson para
cualesquiera funciones f y g son invariantes bajo transformaciones candnicas, por lo cual se suele omitir el
subindice.

Los paréntesis de Poisson tienen las siguientes propiedades (o y 8 son constantes):

{f7f}:07 {f,g}:f{g,f}, (234)

{af + By, h} = off, h} + B{g, h}, (2.35)
{fg.h} = f{g,h} +{f, h}g, (2.36)
{f{g,n}} +{g.{h, f}} +{h,{f. g}} = 0. (2.37)

Esta altima relaciéon se conoce como identidad de Jacobi.
El cambio en el tiempo de una funcion f = f(q,p,t) es
df 8f of of

9 9.
Tl T U e vt (2.38)

Si usamos las ecuaciones de Hamilton para sustituir las velocidades y los momentos encontramos que

df O0f0H of 0H Qf y H}+ (2.39)

At~ 9 0pi  Op; 0gi

df  (ou\", (0H\  Of
o= (o) 3 (o) "0 (240

o bien, en notacién simpléctica,
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Podemos tomar como f a las posiciones o a los momentos, obteniendo asi las ecuaciones de Hamilton,

q'i = {q’HH}a pi = {pi7H}7 (241)
0, compactandolas de forma simpléctica,
0 = {n, H}. (2.42)

Una propiedad importante a considerar es el cambio de un elemento de volumen del espacio fase bajo una

transformacién canénica. El elemento de volumen del espacio fase en las coordenadas antiguas es

dn =dqi - - - dgndp1 - - - dpn, (2.43)
y en las coordenadas nuevas es
d¢ =dQ1 - -dQndPy - - dP,. (2.44)
Sabemos que se cumple
d¢ = |detM|dn, (2.45)

lo cual, usando la condicion simpléctica (2.25), conduce a detM = +1, por lo que
a¢ = du, (2.46)

esto es, el volumen del espacio fase se conserva bajo una transformaciéon canénica.
El analisis de las transformaciones canénicas en mecanica cuantica se basa en mantener la estructura del

conmutador fundamental, es decir, que en las nuevas variables (Q, P) se tenga que
(Qi, P;] = ihdyj, (2.47)

siendo los demas conmutadores cero [34]. Para encontrar el operador en el espacio de Hilbert que corresponde
a una transformacion canoénica clasica se refiere al lector al articulo de Anderson [24], en donde se analizan

varias sutilezas.

2.2. Sistemas con constricciones

El tratamiento Hamiltoniano para un sistema dado es de suma importancia al cuantizar una teoria; por
este motivo, Dirac [28] desarrolld6 un método que permite llevar a cabo de manera consistente la cuantiza-
cion incluso cuando existen constricciones presentes. En otras palabras, en una teoria sin constricciones se
promueven los paréntesis de Poisson a conmutadores (salvo un factor de ¢%), pero cuando hay constricciones,
estas se deben incorporar, lo cual resulta en los paréntesis de Dirac. Nosotros haremos uso del método de
Dirac, ya que el introducir al tiempo como una coordenada mas conlleva el manejo de una constriccion; esto

es necesario si queremos realizar el analisis de sistemas clésicos en el espacio fase extendido.
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Supongamos un sistema con Lagrangiano L. Sabemos que la accion estd dada por

ta
S = / Ldt. (2.48)

t1

Las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de Euler-Lagrange) resultan de pedir que la variacion de la accion
sea nula en la trayectoria solucion. Ademaés se utilizan las condiciones de frontera dq(t1) = dq(t2) = 0, donde

dq representa la variaciéon en la coordenada ¢. Estas ecuaciones son:

d /0L oL
—|=)—-—=—=0, i=1,...,N, 2.49
dt (8(1,) 8qi ! ( )
o bien, desarrollando la derivada total,
0%’L 0%’L 0%’L oL
— 0 + = i+ 5—— =0 2.50
94:00; " * 94:00," " 9401~ 0g (2:50)
De aqui vemos que si la matriz Hessiana #, definida por
0%’L }
H= |51, 2.51
{3%3% (251)

puede ser invertida, entonces las aceleraciones estaran dadas de manera tnica en términos de las posiciones
y velocidades.

Para pasar a la formulacion Hamiltoniana necesitamos definir los momentos conjugados p;:

oL
04

Di (2.52)
Vemos entonces que si detH = 0, los momentos no son todos independientes, por lo que habra relaciones

del tipo
d)_](q’p’t) %0? .j = 17"'7M' (2.53)

Estas relaciones se denominan constricciones primarias y son débilmente cero, lo cual significa que se
satisfacen sobre la hipersuperficie de constriccion.

Ahora introducimos el Hamiltoniano canoénico

H = g¢ppi— L (2.54)
y calculamos su variacion:
oL OL oL
0H = ¢;0p; + piddi — =—0¢; — =—0q; = ¢;0p; — =—0¢;, 2.55
4i0pi + pidq 03,00~ g, 0% = 40P — 5,04 (2.55)

donde se ha usado la definicion de momento. Este Hamiltoniano es funcion de las coordenadas y los momentos.

Sin embargo, H no esta determinado tnicamente, ya que los dp; estan sujetos a satisfacer las constricciones
) b

primarias. Entonces, el Hamiltoniano canénico esta definido en la hipersuperficie del espacio fase en donde las

constricciones son débilmente cero. Por tanto, si queremos extender H a todo el espacio fase, introducimos
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el Hamiltoniano total Hrp:

Hr = H + \i(q,p, )i, (2.56)
con la accion correspondiente
ta
S = /(plql — HT)dt. (257)
t1

Las ecuaciones de movimiento asociadas son

oH 0¢;
i = by J’ 2.58
1 Opi T Op; ( )

oOH 0o,

g = ——— — N2 2.
P 0gq; 7 0q;’ (2.59)
#(g,p) = 0. (2.60)
Estas ecuaciones de movimiento tienen la forma

F~{F Hp} = {F,H} + \{F, ¢:}, (2.61)

donde F = F(q,p,t).
Una condicién de consistencia que pedimos es que las constricciones primarias se preserven en el tiempo,

por lo que se debe cumplir gz'S,» ~ 0, esto es,

bi = {¢s, H} + \j{oi, 5} = 0. (2.62)

Si esta ecuacion se puede reducir a una relacion solo entre coordenadas y momentos, y es independiente
de las constricciones primarias, se le nombra constriccion secundaria. Si hay una constriccion secundaria

X(gq,p,t) = 0 debemos imponer una nueva condicién de consistencia:
X ={X,H} + M\{X,$;} ~0. (2.63)

De nuevo, tenemos que checar si esta relacion provee mas constricciones secundarias. Una vez terminado

el proceso, tendremos K constricciones secundarias
or~0, k=M+1,... M+ K. (2.64)

Existe una clasificacion diferente de constricciones, estas son las llamadas constricciones de primera y

segunda clase. Una funcién F(q,p,t) es de primera clase si
{F,¢;} ~0. (2.65)

Por otro lado, F(q,p,t) es de segunda clase si no se cumple lo anterior. Hay que notar que el paréntesis
de Poisson de dos funciones de primera clase es también una funcion de primera clase.

Dirac conjetur6 que todas las constricciones de primera clase generan transformaciones de norma, esto es,
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si tenemos una funcion T' del espacio fase y un conjunto de parametros {¢;} de la transformacion, entonces
6€T = Ei{T7 (bi}a (266)

y, por tanto, esta transformaciéon no altera el estado fisico al tiempo t.
Finalmente, supongamos que tenemos constricciones de segunda clase ¢;. Definimos una matriz M con

componentes

Mij = {¢i, &;}. (2.67)
Entonces, si f y g son dos funciones del espacio fase, se define el paréntesis de Dirac {f, g}* como
{£,9Y ={f,9} = {f, 6:}M;; {95, 9}. (2.68)

Esta operacion satisface las propiedades del paréntesis de Poisson y es, precisamente, el que se promueve

a conmutador al cuantizar la teoria.

2.3. Esquemas de Schrodinger y Heisenberg

El problema central de la mecénica cuantica es determinar la evolucién temporal del sistema en cuestion,
esto es, dado un estado inicial |¢)(¢)) al tiempo ¢y se quiere determinar el estado [¢(t)) al tiempo t. El

operador de evolucion U (t,ty)? es precisamente el que relaciona estos estados, de manera que

[9(t)) = U(t, to)[1b(to))- (2.69)
Este operador satisface la ecuacion
m% — HO)U (1) (2.70)

con la condicion inicial U (tg,tg) = Iy donde H (t) es el Hamiltoniano del sistema e I es el operador identidad.
Esto es consecuencia de que el estado |¢(t)) satisfaga la ecuacion de Schrodinger. El operador de evolucion

es lineal y unitario, y la solucion a la ecuacion de Schrodinger para U (¢, 1) es [35]

Ul(t,ty) =1- %/dt’H(t’)U(t’,to). (2.71)

to

Si estudiamos la ecuacion (2.69) en el espacio de posiciones, resulta que

P(g,t) = (qlP(t)) = (qlU (¢, t0) ¢ (t0)), (2.72)

donde hemos supuesto un sistema unidimensional. Ahora, insertemos la identidad escrita en términos de los

2En este capitulo los operadores seran escritos en negritas.
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autoestados |go), esto es,

I- / daolgo) (aol. (2.73)
Obtenemos -
ba,t) = / dao (alU (1, t0) |40V (a0, o)- (2.74)

Al elemento de matriz del operador de evolucion (q|U(t,to)|qo) se le llama kernel y se denota como
K(q,t;q0,tp). Podemos notar que es una cantidad de sumo interés, puesto que el conocerla nos permite
“propagar” la informacion desde el punto espaciotemporal (qo,to) hasta el punto (g,t). De hecho, el kernel
resulta ser la amplitud de probabilidad de que una particula localizada inicialmente en gy al tiempo ¢y se
encuentre en ¢ al tiempo t. Se puede decir que el problema de determinar el kernel es, entonces, el problema
central de la mecénica cudntica, ya que dada una funciéon de onda inicial ¥(qo,to) podemos determinar
mediante (2.74) la funcion de onda (g, t) para cualquier posicion y tiempo.

El kernel satisface también la ecuacion de Schrédinger. Para ver esto, definimos el operador de Schrédinger,

Dg, como

Ds =i~ Hg.p.0) (2.75)

y lo hacemos actuar sobre la funcion de onda v(q,t). Usando (2.74) obtenemos

Dsi(q,t) = /dQO [DsK(q,t;q0,t0)] ¥ (qo. to)- (2.76)

— 00

Como Dg(q,t) = 0, se sigue que
DsK(q,t; qo,to) = 0; (2.77)

asi mismo, notemos que debido a la condicion inicial se debe cumplir K(q, to; qo,t0) = 6(¢ — qo)-

Podemos expresar el kernel de otra manera haciendo uso del esquema de Heisenberg. En el esquema usual
(de Schrodinger) los operadores son independientes del tiempo y los estados son los que evolucionan, pero en
el esquema de Heisenberg los estados estan fijos y los operadores evolucionan en el tiempo [36]. El estado de

Heisenberg |1 ) se define como el estado |1(tg)). De esta manera, de acuerdo a (2.69) tenemos que

[Wr) = [¥(to)) = UT(t, to)[1h(2)). (2.78)

Analicemos ahora el valor esperado de un operador A, esto es,

(A1) = (L) A[e(1)) = (Yu U (t, o) AU (¢, to) | ¢m), (2.79)

asi que si queremos escribir el valor esperado en el esquema de Heisenberg, debemos pedir que el operador
Ap esté dado por
Ag = U (t,t0) AU (1), (2.80)

de manera que

(At)) = (YulAulYm). (2.81)
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La ecuacién de eigenvalores para el operador q es

qlg) = dqla). (2.82)

Multiplicamos ahora la ecuacion por UT(t, ) e insertamos I = U (t,to)UT(t,ty) entre q y el estado |q),

obteniendo asi

donde hemos definido |q,t) = UT(t,0)|q). Podemos ver, entonces, que la ecuacion de eigenvalores en el
esquema de Heisenberg tiene la misma estructura, siendo el autovalor ¢ el mismo que en el esquema de
Schrédinger.

Si el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, la solucién a la ecuacion (2.70) con condicién
inicial U (tg,to) =1 es

i

U(t,ty) = e”#H~t0), (2.84)

Entonces, un calculo muy simple muestra que

/ dalg, t){g, | = I (2.85)
y
(d,tlg,t) =d(q" — q). (2.86)

De esta manera, el kernel K(q,t; go,to) puede ser expresado en el esquema de Heisenberg como

K(q,t;q0,t0) = (<QI€_%Ht) <€%Ht0‘90>> = (q,t|qo, to)- (2.87)

A continuacion, para ilustrar el calculo de un kernel, abordaremos el problema mas simple: la particula

libre. El Hamiltoniano correspondiente es

2
p
H=—. 2.88
2m ( )
Entonces, el kernel para ir de g, en t, a g, en t; es
. 2
K (qby th; ay ta) = (qole™# 3n (07t g, ), (2.89)

Ahora, podemos insertar la identidad escrita en término de eigenestados del momento, de manera que el

operador exp(ip?/2mh) aplicado al autoestado |p) arroje el eigenvalor exp(ip?/2mh).

o, i .
K(qy,tp; qarta) = /dp<qb|e‘ﬁm(“ t)p) (plga) = /dpe gm0t (g [p) (ga|p) . (2.90)
— 00 — 00

Sabemos que el eigenestado del momento escrito en la base de posiciones es

erap

(qlp) = o

(2.91)



CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES, CONSTRICCIONES E INTEGRAL DE TRAYECTORIA 13

por lo que
o0

1 i p? i
K(ab: i Gasta) = 55 / dpe™ 7 3 (o =ta) T ip(ar=da) (2.92)
21h
— 00
Esta integral, al ser cuadratica en p, se puede realizar de manera sencilla completando el cuadrado,

obteniéndose asi

m i m(gy — ga)?
K (o, ty; dar ta) = ) ol ——exp | 200 = da) | 2.93
(46, 263 o, ta) 2mh(tb—ta)e}(p{h 2ty — to) } (2.98)

2.4. Integral de trayectoria

Como ya habiamos establecido, el problema central en mecanica cuantica es conocer el kernel del sistema
en cuestion. Richard Feynman [31] desarrollé una vision de la mecanica cuantica basada en el principio de
superposicién que establece que para determinar el kernel de una particula es necesario sumar sobre todas
las posibles trayectorias que pueda seguir la particula, ya que cada una de ellas contribuye a la amplitud de
probabilidad de propagaciéon de un punto a otro.

Podemos construir cuantitativamente la versiéon de Feynman de la mecanica cudntica de manera muy
sencilla. Supongamos que la particula se encuentra al tiempo inicial ¢, en ¢, y queremos saber la amplitud

de probabilidad (kernel) de que la particula se propague al punto g, en el tiempo ¢, con ¢, > t,. Sabemos que

K(qb,tb; Gas ta) = (@, tb|qar ta)- (2.94)
Si ahora insertamos la identidad -
I= / dgi|q1, t1) (a1, ta, (2.95)
— 00
donde t, < t; < tp, obtenemos
K(qy,ty; qar ta) = /dQI<Qbatlelat1><QIatl|Qa7ta>- (2.96)

Hagamos maés inserciones, para ello definamos ty = t,, ty = &, € = (tp — ta)/N y t; = to + je con

j=0,...,Nytal quet, <t; <ty <..<ty_1 <ty Entonces,

o0
K(qy, tv; Gas ta) = / dgidge - - - dgn—1(gs, tolanv—1,tn=1) - - - (g2, t2|q1, t1){q1, t1|qas ta)- (2.97)

— 00

De esta manera vemos que, segtn (2.97), para ir del punto ¢, en t, al punto g, al tiempo t,, debemos
sumar sobre todas las trayectorias intermedias que conecten estos dos puntos [37].

Cada elemento de matriz puede ser escrito como

i

(gj+1. tir1laj, ;) = (gi1le” " Hq;), (2.98)

El Hamiltoniano depende de g y de p, por lo que podemos insertar una identidad escrita en términos de
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autoestados del momento:

o0

(@iaale FHe|g;) = / dp; (y411p) (3le™ FHelgy). (2.99)

— 00

Si tomamos el limite N — 0o, esto es, € — 0, entonces

e 7
(pile™"™la;) = (p;[1 = S-eHlqj)- (2.100)

Para evaluar este elemento de matriz hay que tomar en cuenta que el Hamiltoniano puede depender de
productos de g y p, por lo cual no es evidente de qué forma hay que ordenar estos productos. La elecciéon mas
frecuente es el ordenamiento de Weyl, el cual suma cada posibilidad de orden y la divide entre el namero de
permutaciones posibles. Por ejemplo, si la funcién clasica a considerar es V(q,p) = ¢?p, el operador cuantico

correspondiente de Weyl seria
Ly 2
3(@°p+apq+pq’). (2.101)

Puede mostrarse [36] que, siguiendo el ordenamiento de Weyl,

(pj|H (p. 9)lg;) = (pjla;) H (p;n %(qm + qj)) ; (2.102)

donde H es la funcién Hamiltoniana clasica. Entonces,

1
(gj1le” 7 Heq / dpj(gj+1lps) (|1 — el (pj72(qg'+1 +Qj)) |g;)

/ P (et ) exp | 1130301~ )] (2.103)

De esta manera, regresando a (2.97), encontramos que

N N-1 N-1 dp i N-1 Giv1+4q
| o
K (@13 Gas ta) = lim / JHldq I:[Oﬁ P2 [p] Q41— ¢;) — el <pw2fﬂ - (2.104)

Para simplificar la notacion, se suele definir la medida DgDp como

N—-1 N—
DgDp = lim_ H dg; H lh (2.105)

asi como reemplazar ¢;+1—g; con €4(t;), lo cual convierte a la suma que esté en el argumento de la exponencial

en una integral. Por tanto,

7 )
K(qy,tp; qa,ta) = / DqgDp exp ﬁ/dt(pq—H) . (2.106)
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Si el Hamiltoniano es de la forma )

H(p,q) = 2 + V(q.1),

2m

se puede realizar la integral sobre los momentos al ser Gaussiana. Entonces,

apresp | (prg - ) | = [ o (s
J B\ 2m i€ h 2 ’

[ee]

con lo cual,
q(ty)=av N—1 )
m N/2 ) qu» q; + q;
K (@, 143 4o ta) = (2m'he> / Daexp |5 3 6( > _V< el
q(ta)=qa J=0

En forma abreviada, esta integral, conocida como integral de trayectoria Lagrangiana, es

q(ty)=qs oty
2 .
K(qy,ty; qarta) =N / Dqexp ﬁ/dtL(%q,t) ;
ta

q(ta)=qa

donde N es una constante de normalizacién.

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)



Capitulo 3

Adiabaticidad en mecanica clasica

3.1. Teoria de Hamilton-Jacobi

Una de las formulaciones més importantes de la mecanica clasica desde el punto de vista tedrico es la
de Hamilton-Jacobi. Es en esta formulaciéon donde se cierra un ciclo: se comienza estudiando las ecuaciones
de Euler-Lagrange derivadas de la accion, después se pasa al formalismo Hamiltoniano mediante una trans-
formacion de Legendre, y finalmente, por medio de las transformaciones canoénicas se llega a la ecuacion de
Hamilton-Jacobi, cuya solucién es la accion misma. De esta manera, se logra resolver el problema de encontrar
la evolucién de un sistema.

Antes de abordar el tema de las variables angulo-accién conviene recapitular algunos resultados de la
teoria de Hamilton-Jacobi. Para una transformacion canoénica del tipo 2, esto es, cuando la funcién generadora

(denotada aqui como S) depende de ¢, Py t, las derivadas de S(q, P, t) son, como vimos en el capitulo anterior,

oS oS oS
aql ) Q’L apr 9 + 8t 9

Di i=1,...,n. (3.1)

Si pedimos que el Hamiltoniano transformado K sea cero, se debe cumplir entonces

oS oS

Esta es la ecuacién de Hamilton-Jacobi cuya solucién es la funcién generadora .S, que a partir de ahora
llamaremos funcion principal de Hamilton. Es una ecuacion diferencial parcial (en general, no lineal) en n+ 1

variables: q1, ..., ¢n, t. Ahora bien, las ecuaciones de Hamilton pueden ser trivialmente integradas, puesto que

0K 0K

—ap =0 P=—pg -0 (3.3)

Q

Lo anterior implica que @ = constante y P = constante.
Para resolver la ecuacién de Hamilton-Jacobi se necesita una solucién completa, esto es, una solucién que

dependa de n constantes de integracion «;, i = 1,...,n. De esta manera,

S = S(q1y ey @u; A1y ooy Qi T). (3.4)

16
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Las constantes de integracién «; se toman como los nuevos momentos P;, es decir, P; = «;. La segunda

ecuacion de transformacion es, entonces,

o5 _ 05
8Pi n 80&1‘

Estas ecuaciones se pueden invertir para obtener ¢; = ¢;(«, 8;t). Una vez hecho esto, se sustituyen las ¢;
en la primera ecuacién de transformacion, con lo cual se obtiene p; = p;(«, 8;t). De esta forma, se ha resuelto
el problema de encontrar la evoluciéon del sistema.

La funcién principal de Hamilton es en realidad la acciéon del sistema modulo una constante, tal como se

puede ver tomando su derivada total:

ds s . a8 . 08 .

K3

donde se uso6 la ecuacion de Hamilton-Jacobi y el hecho que los momentos P; son constantes.
En el caso en que el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, se propone que la solucién a la
ecuacion (3.2) sea
S=W(q)+T(t). (3.7)

Con esto, la ecuacion se logra separar dando como resultado
S =W — Et, (3.8)

donde W es la funcién caracteristica de Hamilton que cumple con

" <q, ‘gqv) _ B (3.9)

siendo E la energia del sistema. Si ponemos la dependencia completa en las constantes de movimiento,
entonces S es
S(q;ast) =W(q, oy Gn; 1, oy ) — B, ... a)t. (3.10)

Un sistema se dice completamente separable si la funciéon caracteristica de Hamilton se puede escribir

como
n

W1y ooy Gr; Q1 oey Q) = Z Walqa; @1y ey aiy). (3.11)

a=1
Para ilustrar estos conceptos consideremos la particula libre en tres dimensiones. El Hamiltoniano corres-
pondiente es

1
H=—(p2+p>+p?). 12
%ﬂm+m+m) (3.12)

Al no tener dependencia explicita del tiempo, la ecuacién de Hamilton-Jacobi se reduce a

| (5) + (50) + (5)

=F. (3.13)
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Ahora resulta natural intentar la separacion de variables (3.11). Proponemos
W =W, (.T) + Wz(y) + Wg(z) (314)

Con esto, encontramos que

= E. (3.15)

RSN
2m dx dy dz
De aqui es claro que cada término debe ser constante. Llamaremos a estas constantes o2, ai y aZ,

respectivamente. Entonces,

Lo 2, o2
E = o (af +ap+a?). (3.16)

Las tres ecuaciones diferenciales ordinarias que resultan se integran trivialmente, con lo cual podemos

escribir la funcién caracteristica de Hamilton como

W = za, + yay + za, (3.17)
y por tanto,
1 2 2 2
S = xag + yoy + 2o, — Im (a2 + ay, + aZ)t. (3.18)
Podemos obtener ahora los momentos:
oS oS oS

r — 5 — Oz, = 5 — Gy, z — 3 — Gz, 3.19
p or Q; Dy ay Qy, P Ep o ( )

y las nuevas coordenadas:

a8 Qg a8 Qyy a8 Q.

B Ooy, Tm By oy, y= b 2 Oa, T ( )

Invirtiendo las ecuaciones resulta la solucion al sistema en términos de las constantes a y 3.
! a o
m m m

De aqui es claro que podemos identificar a las constantes (; con las posiciones iniciales y a «; con los

momentos iniciales.

3.2. Variables angulo-accién

Ahora abordaremos la teoria de las variables angulo-acciéon. Consideraremos sistemas para los que la ecua-
cion de Hamilton-Jacobi es completamente separable al menos en un sistema de coordenadas. Supondremos

también que el movimiento es acotado, por lo cual solo habra dos movimientos posibles: oscilacién y rotacion.
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Sean (qi, ..., ¢n) coordenadas generalizadas para las cuales se cumple
n
W(g; o) = ZWa(qa;al, ey Q). (3.22)
a=1

El momento p, conjugado a ¢, esta dado por

_os _ow,
pa_aQa_ a(h.

(3.23)

Esto muestra que para sistemas separables se puede considerar cada grado de libertad por separado. [32]
En el plano fase correspondiente a cada ¢, se lleva a cabo el movimiento de oscilacién o rotacién, lo cual
resulta en que el sistema sea peridédico en cada q,.

Si integramos el momento respecto a su coordenada obtenemos

W, = /pa(Qa;alvnwan)dQW (324)

Al tomar g, durante un ciclo manteniendo a las otras coordenadas fijas, el sistema regresa a su estado

original, haciendo que W, cambie por
AW, = ¢padqa. (3.25)

Con esto queda claro que W, es una funcién multivaluada del estado del sistema. Pictoricamente, la
integral da como resultado el area en el plano fase encerrada por (o, para rotacion, debajo de) la trayectoria.

Definimos la variable acciéon para el a-ésimo grado de libertad, I, como

1
I, = —AW, = o %padqa. (3.26)

Por medio de esta definiciébn podemos ver que las variables accidon estdn dadas como funcién de las

constantes de separaciéon oy, ..., ay,, esto es,
I, = I (a1, ..., ap). (3.27)

Si asumimos que estas ecuaciones son invertibles, podemos tomar a las variables accién como los nuevos

momentos. De esta manera, la funcion caracteristica de Hamilton es

n

W(gI)=> Walga; I1, ... I). (3.28)

a=1

Lo que falta ahora es encontrar la coordenada ¢, conjugada a I, la cual estd dada por las ecuaciones de

transformacion

oW

$a = oI,

(3.29)

Estas coordenadas se llaman variables angulo. Vemos entonces que W (g; I) es la funciéon generadora de
la transformacion canonica de las variables (g, p) a las variables angulo-accion (¢, I).

Si el a-ésimo grado de libertad se toma durante un ciclo con los otros grados de libertad fijos, entonces el
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cambio en la variable dngulo es 27, tal como puede verse a continuacion:

oW OAW, _ 8(2rl,)

Ada =4 ol ol ol

= om. (3.30)

El Hamiltoniano para los sistemas en consideraciéon se escribe inicamente en términos de las constantes
a. Al realizar la inversion de (3.27), podemos escribir estas constantes en términos de las variables accion I,

con lo cual el Hamiltoniano dependeré solamente de estas tltimas,
H=H(L,..I,). (3.31)

Lo anterior quiere decir que todas las variables dngulo son ciclicas. Ademés, las variables accion son
constantes, tal como se ve de (3.27). El Hamiltoniano K correspondiente a la transformacion canonica con

funcion generadora W(q; I) es
K=H+ ow. (3.32)
- o’ '
pero W no depende del tiempo, por lo que K = H(I). Entonces, la evoluciéon de las variables angulo esta

dada por las ecuaciones de Hamilton
do,  OH(I)
dt — 9l,

= wo(I), (3.33)

donde las frecuencias angulares w, son constantes, puesto que dependen solamente de las variables accion.

Estas ecuaciones se integran facilmente, dando como resultado
Da(t) = 9a(0) + wa (D). (3.34)

Las ecuaciones I, = cte. junto con la anterior definen un toro n-dimensional.
A continuacion, como ejemplo de aplicaciéon del formalismo de las variables angulo-accién, estudiaremos

el oscilador armoénico unidimensional. El Hamiltoniano de este sistema es
mw?

2
—pi 2: =
H=g -+ ¢ =E=a (3.35)

donde F es la constante de separaciéon y corresponde a la energia del sistema. Utilizamos ahora la definicion

1 1
I=— %pdq = — % v 2ma — m2w2q3dg. (3.36)
2 2w

Es conveniente hacer el cambio de variable

de la variable accion:

2a
= inf. 3.37
q ——5sin (3.37)
Con esto, la integral (tomada a un ciclo) es
2m
1= [ cos?0d0 = <. (3.38)
Tw w
0

De aqui podemos escribir el Hamiltoniano como H = Jw. La ecuacién de movimiento para la variable
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angulo es
d¢p OH
con lo cual llegamos a
o(t) = ¢(0) + wt. (3.40)

3.3. Cambio adiabatico

La nocién de adiabaticidad yace en el borde de la estatica y la dinamica: toma en cuenta efectos dindmicos
pero en el limite de cambios infinitamente lentos. Uno puede aplicar esta nocion cuando el sistema se divide
en dos subsistemas con distintas escalas de tiempo [33]. Por ejemplo, si tenemos un péndulo oscilando y
movemos lentamente el soporte, hay dos escalas de tiempo: el periodo del péndulo (tiempo interno) T, y el
tiempo en que el soporte se mueve apreciablemente (tiempo externo) T.. Un proceso adiabatico es aquel en
el que T, > T; [38] .

El Hamiltoniano de un sistema depende generalmente de parametros X = (X7, Xo,...). Nos interesa ave-
riguar qué sucede cuando estos parametros cambian lentamente y de una forma no relacionada al movimiento
del sistema.

A continuacion, analizaremos tnicamente sistemas con un grado de libertad. Supongamos que tenemos un
Hamiltoniano Hy(g, p, X) escrito en términos de variables canodnicas ¢ y p, y que depende de los parametros
X. Inicialmente, estos parametros son constantes; después se cambian adiabaticamente y se asume que las
variables (g, p) satisfacen las ecuaciones de Hamilton con parametros dependientes del tiempo. El que esto
ocurra depende del sistema, los cambios y las variables canénicas usadas.

Queremos analizar cudles son las ecuaciones que satisfacen las variables dngulo-accion (¢, I). En cada
instante ¢ estas variables se obtienen a partir de (g, p) mediante una transformacion canénica con funcion ge-
neradora W (g, I, X(t)). Por tanto, las variables d4ngulo-accion satisfacen las ecuaciones canénicas de Hamilton

con Hamiltoniano

(3.41)

H(¢,1,X(t) = Ho(I,X(1)) + <3W(Q,I,X(t))) X (1)
q,1

0X dt -’

)

donde el subindice indica las variables que se mantienen constantes al momento de derivar. Entonces,

6W) <8W> (6q) (8W) <8W)
=) =VW=(— —~ ) +l==) =rVe+|(w) - (3.42)
(8X o1 9q )1 x \OX /41 X ) o1 ). Sy

De aqui se sigue que las ecuaciones de Hamilton para las variables angulo-accién son

dp _OH _0Hy 0 |(OW) dX| 9, ax
T - al = &I "ol l(ax)w dt] = w(l,X) + 57(=pVg+ VIV) - — (3.43)
y

I OH o | (oW ax 9 ax

at ~ 9 99 [(mﬁ)wldt] ——%(—pvqjtvw)-g, (3.44)

en donde w(l,X) = 0Hy(I,X)/0I y el operador nabla denota la derivada respecto a los parametros man-

teniendo las variables angulo-accién fijas. Si ahora suponemos que los pardmetros cambian lentamente, de
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manera que (1/|X])(dX/dt) < w, entonces el sistema pasa por muchos ciclos en el tiempo en que los pa-
rametros cambian apreciablemente. Para calcular el cambio en las variables angulo-accién en muchos ciclos

podemos, como aproximacion, reemplazar el lado derecho de las ecuaciones por su promedio en un ciclo [15]

2T
1
vy =— [ ...do. 3.45
(= 5 [ o (3.45)
0

Se puede demostrar que al promediar el lado derecho de la ecuacién de la accién el resultado es cero, y

por tanto, para cambios adiabaticos,
dl
— =0, 3.46
¥ (3.46)
de donde se sigue que la variable accién es constante, es decir, es un invariante adiabatico. En el caso del
oscilador armonico con frecuencia variable w(t), la variable accion es, segin (3.38),
E(t)

1= (3.47)

y es un invariante, esto es, el area definida por la elipse

2 204\ 2
P mw*(t)q

o me\e g 4
2m 2 (®), (3.48)

permanece constante durante la evolucion adiabética.

Para la ecuacion de la variable d4ngulo, el promedio en un ciclo es

do 0A(I,X) dX
i w(I,X) + oI a’ (3.49)
donde
A(I,X)=—(pVq) + (VIV). (3.50)

Recordando que la variable accién es constante, podemos integrar la ecuacién para obtener el cambio en

la variable angulo en el intervalo de ¢y a t:

t t t X
0 dX 0
A~ /w(I,X)dH- a/A(I,X) St = /w([,X)dt—F W/A(I,X) X, (3.51)
to Xo

to to

El primer término representa el cambio dindmico, mientras que el segundo término, llamado cambio de
Hannay, representa un cambio debido a una trayectoria en el espacio de parametros.

La variable angulo esta definida hasta una transformacion canénica del tipo 2 generada por

Fy = oI + A(I',X). (3.52)
Esto da como resultado OA(L X
o =g+ 20X (3.53)

I'=1. (3.54)
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El cambio inducido en A se encuentra de la ecuaciéon de Hamilton para la variable angulo transformada

d¢'  dg¢ oA\ dX 9 ax
Comparando con (3.49) vemos que
A=A+ VA. (3.56)

Esto tiene precisamente la misma forma que una transformaciéon de norma para el potencial vectorial
de la electrodinamica. El cambio de Hannay en la variable angulo depende de la norma, sin embargo, para

circuitos cerrados en el espacio de parametros, el cambio de Hannay
0
Apy = ETi A(I,X)-dX (3.57)

es independiente de la norma, puesto que ¢ VA -dX = $dA =0. A A¢y se le llama 4ngulo de Hannay.
Podemos reescribir la integral de la uno-forma A - dX usando el teorema de Stokes. Ahora tomamos un

sistema con tres parametros para poder usar la notacion vectorial. Introducimos el vector B:
B=VxA. (3.58)
Recordando la definicién de A, encontramos que
B =—(V x (pVq)) +(V x (VW)) = =(pV x (Vq)) = (Vp x Vg), (3.59)

B = (Vg x Vp), (3.60)

donde se anulan los términos que contienen el rotacional de un gradiente. Usando el teorema de Stokes,

tenemos que

Ady = % /B(I, X) - dS. (3.61)

3.4. Aro de Hannay

A continuacion, se presentaran dos ejemplos que ilustran la aparicion del angulo de Hannay.

Primero, consideremos un aro sobre el cual estd una cuenta que lo recorre con rapidez constante. El aro,
ademas, esta rotando con una velocidad angular = df/dt. La velocidad de la cuenta respecto al aro $ es
tangente al aro, y la velocidad del punto del aro en que la cuenta esta instantaneamente localizada respecto
al sistema inercial subyacente es r{) y es perpendicular al radio vector. El 4ngulo entre estas dos velocidades

es 3m/2 — a. Usamos la ley de los cosenos para obtener
v? = §% +r?Q? + 25rQsina. (3.62)
El Lagrangiano (mv?/2) es

L(s, 3,t) = %

(8% + r*Q% + 25rQsina) (3.63)
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y el momento conjugado a s es
oL

ng

Con esto, podemos construir el Hamiltoniano

= ms$ + mrQsina. (3.64)

(p — mrQsina)? 1

e 7 \pomrisSma)t 1 o
H=ps—L o 5T Q. (3.65)
Las ecuaciones de Hamilton son
ds O0H p . dp 3H
& -2 .0 e )
& m rising, - =-——-. (3.66)

Si ahora reemplazamos el lado derecho de las ecuaciones por el promedio temporal en la posiciéon, obte-
nemos

ds
dt

N\ED

‘ 4

p 24Q dp 1 / OH

ds = (£ - —x-- | —ds= .
/rsma s = > T 7 s=0, (3.67)
0 0

donde A = % f(f rsinads es el area encerrada por el aro. Integramos la primera ecuacién para obtener el

cambio en la posicion, lo cual da
T

ds 2A

As= | — —T——A )

s /dtd A0, (3.68)
0

Aqui, AG = j;)T Qdt es el angulo al que se rota el aro. El primer término es el cambio dinamico y el segundo

término es el cambio de Hannay.

3.5. Oscilador armoénico generalizado

El segundo ejemplo que abordaremos es el llamado “oscilador arménico generalizado” [14], cuyo Hamilto-

niano esta dado por
1
H =2 (X(t)g* +2Y (gp + Z()p*) (3.69)

donde (X,Y,Z) son parametros y se cumple XZ > Y2, Lo primero que intentaremos sera deshacernos del
término cruzado. Sea & = (¢q,p)"* el vector columna de las variables canénicas; entonces, el Hamiltoniano se

escribe
H =Y ME, (3.70)

1(X Y
M=2<Y Z). (3.71)

Ahora introducimos nuevas variables canonicas tales que

con

¢ = RE, (3.72)
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donde R es una matriz ortogonal (lo cual es posible debido a que M es simétrica). De aqui se sigue que
H=(R'¢)"M(R'¢') = " (RMR"Y)¢', (3.73)

y por tanto, la matriz transformada es
M’ = RMR". (3.74)

1{Xx 0
M==["" , 3.75
( A_) 879

siendo Ay y A_ los eigenvalores. E]l Hamiltoniano sera, entonces,

Pedimos que M’ sea diagonal,

1 1
H= 5/\+q’2 + §A,p’2. (3.76)
Al ser el determinante un invariante tenemos que
detM =detM' = XZ —Y? = A \_. (3.77)

Como XZ —Y? > 0, los signos de A\ y A_ son iguales, por tanto, las trayectorias en el espacio fase (¢, p')

son elipses. El area que encierra una elipse es

|2E |2E 2w E
A=my =22 = 22 3.78
VDN E (3.78)

y de aqui se sigue que la variable accion es

A E
= —=— . 3.79
2m vVXZ -Y?2 ( )
Si resolvemos la ecuacion de Hamilton-Jacobi, encontramos que
Yy , 1
W=—d+ - V2ZE — (XZ — Y?)¢2dq. (3.80)

Para hacer la integral, hacemos el cambio de variable

2ZF

msind), (381)

q:

con esto, la funcién caracteristica de Hamilton se escribe como

We-t g 2
AN A
En un ciclo, ¢ incrementa en 27, y por tanto, W incrementa en 2rE /X Z — Y2, por lo cual, la variable

accion es

(¢ + singcose). (3.82)

AW E E
I= = == 3.83
5 =T " o’ (3.83)




CAPITULO 3. ADIABATICIDAD EN MECANICA CLASICA

donde w = VX Z — Y2. En términos de I, la funcién caracteristica de Hamilton est4 dada por

_ Y, :
W—fﬁq + I(¢ + singcoso),

el momento es

oW Y . 2wl "
P="¢ = 21"\ 7%
y la variable angulo es
o _
or 7

Por tanto,

q:\/%singb, p:\/% fzsinngrgcosgb .
w w Z A

26

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

Supongamos ahora que los parametros son variados adiabaticamente y el sistema es tomado alrededor de

un circuito cerrado. Para calcular el angulo de Hannay necesitamos los promedios del gradiente de ¢ y de p.

El vector B definido en (3.60) es, entonces,

5w o (2) v (2).

w

Haciendo los calculos pertinentes, encontramos que

IR

4w3’

y, por tanto, el &ngulo de Hannay es

) R -dS
Aqu_a/BdS—/ T

XAY AdZ +YdZ AdX + ZdX AdY
4(XZ-Y?2)? '

esto es,

App =

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)



Capitulo 4

Adiabaticidad en mecanica cuantica

4.1. Evolucion adiabatica en mecanica cuantica

Para analizar la evolucion adiabatica consideremos un Hamiltoniano dependiente del tiempo H(t). Si
asumimos que el espectro de H es discreto y no degenerado, se propone que la ecuacion de eigenvalores de

H se cumpla a cada instante de tiempo, esto es,

H(t)[n(t)) = En(t)|n(t)), (4.1)

donde los eigenestados cumplen con

<n(t)‘m(t)> = Onm- (42)
Podemos notar que |n(t)) no esta definido de manera tnica. Si hacemos la transformacion
[n()) = |n'(1)) = e On(t)), (4.3)

con funciones arbitrarias A, (t), entonces (4.1) y (4.2) permanecen invariantes. Una transformacion de este
tipo se llama transformaciéon de norma.

La solucion general a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

0
iho W (1) = H)P(?)), (4.4)

se propone como una combinacion lineal de los estados |n(t)), esto es,
Zc e |n(t)), (4.5)

donde

:H»—‘

0/ En(r (4.6)

es el factor de fase generalizado al caso en que la energia depende del tiempo.

27
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Si ahora se sustituye (4.5) en (4.4), se obtienen las siguientes ecuaciones para los coeficientes ¢, (t):

Em(t) = —em (D) (m@)]rin(t)) — > (&) (m(t)[k(t))exp [i (O1(t) — Om())] - (4.7)

k#m
Enseguida, derivamos (4.1) respecto al tiempo y proyectamos en el ket |m) tal que m # k:

(m|k) = % (4.8)

La evolucion de H(t) es considerada adiabatica si

|Ek _Em‘

AT, (4.9)

‘(m\H|k>’ <
donde AT}, es el tiempo caracteristico de transicion entre los estados k y m. Esto quiere decir que los cambios
en H son lentos en comparacion con la escala natural de tiempo del sistema, definida mediante la transicion
entre estados energéticos [33]. En el limite adiabatico ATk, — oo los cambios en H son infinitamente lentos,
esto es,

‘<m|H|k>‘ =0, (4.10)

y por tanto, segin (4.8),
(m)k) — 0. (4.11)

Si sustituimos este resultado en (4.7), obtenemos la ecuacion de evoluciéon adiabatica
Cm = —cm(mlm), (4.12)
con solucién
em(t) = e (0)e'?m ), (4.13)
donde
¢
bmlt) = i / (i) dr. (4.14)
0

Usando la condicién inicial ¢, (0) = §,,p, y sustituyendo en (4.5), tenemos que
[ih(t)) = e M eitn®n (1)), (4.15)

Este es precisamente el teorema adiabético: si el sistema comienza en ¢ = 0 en el eigenestado |n), entonces
permanece en €l para todo tiempo, adquiriendo solamente un par de fases.
La fase adicional ¢, (t) fue ignorada por casi cincuenta afnos, debido a que con la libertad de norma

podemos tomar un nuevo eigenvector

() = e @ln(1)), (4.16)

de tal forma que

d Iy - i ()],
3 7@) = ign(t)IR) + e ). (4.17)
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Por tanto,

(A 17) = idn + (nli) = idn — ign =0, (4.18)

El eigenvector |72) que satisface esta ecuacion, se dice que esta en la norma de Born-Fock. Entonces, en

esta norma,

W (1) = e On(1)). (4.19)

De esta manera, se remueve la fase adicional, sin embargo, hay situaciones en donde esto falla y la fase

adquiere un significado fisico.

4.2. Fase de Berry

4.2.1. Fases en mecanica cuantica

Los estados puros en mecanica cuéntica son representados por vectores en un espacio de Hilbert complejo.

A cada operador A le corresponde un valor esperado dado por

A = (Y|A[Y), (4.20)

donde [¢) es un vector de estado normalizado a la unidad que pertenece al espacio de Hilbert. No obstante,
aun queda la posibilidad de que dos estados, 1) v |¢), produzcan el mismo valor esperado siempre y cuando

difieran en una fase; esto es claro de la ecuacion (4.20). Es decir, |¢) y |¢) son equivalentes si se cumple

[¥) = €"|p). (4.21)

Debido a la igualdad del valor esperado, uno dice que esta fase no tiene significado fisico. No obstante,
la interferencia cuéntica es resultado de la aparicion de una fase relativa entre dos estados. Por ejemplo,
supongamos que dos estados con una fase relativa se superponen. Esto resulta en una interferencia, cuya
intensidad esta dada por

Toc |1+ e[* = dcos®(a/2). (4.22)

Entonces, buscando puntos de interferencia constructiva y destructiva se puede medir la fase.

4.2.2. Derivacion de la fase de Berry

Hemos visto que durante la evolucion adiabética el estado |n) adquiere dos fases: una fase dinamica

O, (t) = —ﬁ/En(T)dT, (4.23)

y una fase geométrica

On(t) = z/(n(7)|n(7)>d7 (4.24)
0
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Ahora consideremos una curva C' sobre una variedad M de pardmetros externos x. La dependencia
temporal del Hamiltoniano entra via la dependencia de parametros externos, tales como potenciales, campos,

etc. Supongamos que para cualquier © € M el Hamiltoniano H(z) tiene un espectro discreto, esto es
H(z)|n(z)) = En(x)|n(z)), (4.25)
con
(n(x)|m(x)) = dpm. (4.26)

Los eigenvectores no estan definidos de manera tnica, puesto que podemos hacer que difieran en una fase,
esto es
n(x)) = [/ (2)) = e @n(x)), (4.27)

donde a,(x) es una funcion arbitraria de los parametros.

Sabemos que
bn = i(n|n), (4.28)

lo cual implica que podemos definir una uno-forma en M:

A" = i(n|dn), (4.29)
o, en coordenadas locales (z1,...,2™),
A = AW qgk, (4.30)

con A™ =i(n Oxn). Debido a que (n|dn) es imaginario puro!, podemos escribir
k
A™ = _TIm(n|dn). (4.31)

Entonces,

bn(t) =i / (n(7)|n(r))dr = / A, (4.32)
0 C

donde la uno-forma se integra en la curva C desde el punto xg = 2(0) hasta el punto z; = x(t).

En el caso de una evolucion ciclica (zg = xr para algin T > 0), entonces la fase geomeétrica es
1(C) = 6a(T) = p AT (4.33)
c

Esta fase se conoce como fase de Berry, la cual corresponde a una evolucion adiabética ciclica a lo largo de
C. Hay que remarcar que la fase de Berry aparece cuando el Hamiltoniano depende de dos o més parametros,
puesto que la integral cerrada se anularia para un pardametro debido a la condicién xy = zp.
Cabe mencionar que se puede obtener el angulo de Hannay A¢p a partir de la fase de Berry 7, (C) como
[15]
07 (C)
on

Esto es valido para sistemas cuadraticos, y es aproximado para cualquier otro sistema.

Ay = -

(4.34)

1Esto se sigue derivando la identidad (n|n) = 1 respecto a los parametros.
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Usando el teorema de Stokes podemos reescribir la fase como
1 (C) = / P (4.35)

donde ¥ es tal que 90X =C'y
F™ =dA™ = —Tm(dn| A |dn). (4.36)

En coordenadas locales sobre M se tiene que
= i x x7, 37

F = —Im ((0;m|0;n) — (9;n]0in)) = i ((9;m|0;n) — (9;n|0in)) . (4.38)

)

Podemos notar que al realizar el cambio (4.27), la uno-forma A transforma como
A 5 A1) = A _ (g, (4.39)

o bien,
A =AM _gan, (4.40)

esto es, transforma de la misma manera que el potencial vectorial de la electrodinamica. Debido a esto, se
le conoce también como potencial vectorial de Berry. Ahora bien, ya que d?a, = 0, la dos-forma F(™ es
invariante de norma, y por tanto, también lo es la fase de Berry 7, (C). La cantidad F(™ juega el papel del
campo magnético obtenido a través del potencial vectorial A,

Finalmente, podemos expresar a F'(™ en términos de los eigenvalores de la energia Ej. Insertando la
identidad

I=Y"|m)(m| (4.41)

en (4.36), se sigue que
F™ = —Tm " (m]dn) A (m|dn) (4.42)
m¥#n
El término con m = n no contribuye ya que (n|dn) es imaginario puro. Ahora bien, (4.25) implica que,

para m # n,

m|dH |n
(m|dn) = % (4.43)
Por tanto,
PO = g (I A mldH ) i)

Una propiedad importante y facil de demostrar de F(™) es

> F™ =o. (4.45)
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4.2.3. ;Co6mo medir la fase de Berry?

Si tenemos una evolucion adiabatica ciclica, entonces podemos medir la fase relativa entre 1(0) y (7).
Supongamos que el sistema inicia preparado en el estado |n) y se divide en ¢ = 0 en dos subsistemas; uno
de ellos se cicla adiabaticamente y el otro no. Durante la evolucién, ambos subsistemas adquiriran fases
dinamicas 1 y @2, respectivamente. El sistema que fue ciclado adquirira adicionalmente una fase geométrica
¥ (C). Si los dos subsistemas se combinan en ¢ = T', entonces la intensidad de la superposicion estara dada

por
T o [exp [i (91 + 1 (C))] + exp (ipa) [
(4.46)

= 4cos? [% (o1 — 2 + W’n(c))] .
Por tanto, al conocer las fases dindmicas 1 y 2 podemos detectar la fase geométrica como un corrimiento
en el patréon de interferencia.
Otro tipo de experimento involucra dos o méas estados del mismo Hamiltoniano. Supongamos que a t = 0

se tiene
1/)(0) = CLn|n> + am|m>7 (447)

donde |m) y |n) son eigenestados de H(0). Si H cambia adiabaticamente y H(T') = H(0), entonces los estados

adquiriran fases dinamicas y fases geomeétricas, de tal forma que

Y(T) = amexp [i (Pm + ym(C))] [m) + anexp [i (on + 0 (C))] [n). (4.48)
Si tenemos un observable A que no conmute con H(0)?, entonces,

(W(T)|ARG(T)) = |am|* (m|Alm) + |an|? (n|Aln)
(4.49)
+2Re (amay, (n|Alm)exp [i (on — Pm + 10 (C) — 1m(C))]) -

De esta manera, podemos detectar la diferencia de fases geométricas, v, (C) — vm (C), siempre que conoz-
camos las fases dindmicas ¢, ¥ ©m [33].
A continuaciéon se presentan dos ejemplos para ilustrar la aparicién de la fase de Berry en mecénica

cuantica.

4.2.4. Particula de espin 1/2 en un campo magnético

Consideremos la evolucion adiabética de una particula con espin 1/2 en un campo magnético B que varia

lentamente. El Hamiltoniano correspondiente es

H(B) = %W ‘B. (4.50)

Las componentes del campo magnético juegan el rol de los parametros externos de los cuales depende el

28e pide esto para que (n|A|m) # 0 y haya término de interferencia.
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Hamiltoniano. Podemos escribir el campo magnético en coordenadas esféricas, de forma que

B = B(sinfcosy, sinfsing, cosd). (4.51)
Si |+ B) =]+ (f,¢)) denotan eigenvectores del Hamiltoniano, esto es,
H(B)| £ (0,¢)) = E<(B)[ + (6,¢)), (4.52)

donde E4(B) = £uB/2, entonces se encuentra que
6 6
oS5 —sing
‘ + (93 90)> = i .2 ' ) ‘ - (93 QO)> = i 20 . (453)
e'?sing e'?cosy
Ya que los eigenvectores no dependen de B, es natural tomar como espacio de parametros la esfera

bidimensional, esto es, M = S2. Insertando estos eigenvectores en (4.29) obtenemos

A = i(+(0,9)|9p] + (8,9))d +i(+(8, 0)|0,| + (8, 9))de, (4.54)
A = —%(1 — cosf)dp. (4.55)
Y, para A7),
_ 1
A = —5(1 + cosf)dp. (4.56)

De aqui podemos obtener las dos-formas correspondientes

PO — qath) — —%sin@d@ Ado, (4.57)

1
FO) =dAC) = 5Sinfdd A de. (4.58)
Se verifica facilmente que se cumple (4.45):
FH 4 p) =, (4.59)
Ahora calculamos las fases de Berry asociadas a F(+) y F(=),
v (C)= [ F*¥) = ¥5 sinfdf A dp = :|:§Q(C), (4.60)
5 5

donde Q(C) es el angulo solido subtendido por la curva C sobre la esfera S2. Si integramos sobre todo S2,

entonces
27 T

1
/ F&) = F5 / / sinfdfdy = F2r, (4.61)
0 0

SQ

1
%/F(i) = Fl. (4.62)
52
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Podemos obtener el mismo resultado utilizando (4.44):

dH|— —|dH
F) — g I A ) e
(E- —Ey)
Sabemos que
3
1
dH = op > ordB, (4.64)
k=1
y
(B- — E,)? = (uB)2. (4.65)
Por tanto,
13
F) = s Z Im [(+|or]| =) (= |o1|+) — (+]or| =) (—|owr]|+)] dB* A dB. (4.66)
k=1
Si tomamos el punto B = (0,0, B), se encuentra que
1
+ +
FYY) = ~35 FP =F =o. (4.67)
Entonces, para B arbitrario, tenemos que
FiP = ———eumB™. (4.68)

2|BJ?

4.2.5. Oscilador arménico generalizado

Ahora, estudiaremos el sistema de interés: el oscilador arménico generalizado®. Consideremos el siguiente

Hamiltoniano que depende de los pardmetros externos R(t) = (X (¢), Y (¢), Z(t)):

H(R) =5 [X(t)¢> + Y (t) (qp + pg) + Z(t)p?] . (4.69)

N =

La ecuacién de eigenvalores es
H(R)d}n (R) =E, (R)%(R% (4.70)

la cual, en el espacio de configuracion, toma la forma

Zh? dgwn di, Xq2 Y
- —ihY ¢g—— — —th— =F . 4.71
9 dq2 thYq dq + ( B) th 9 ) Yn n¥n ( 7 )

Para resolverla, necesitamos deshacernos del término que contiene la primera derivada y asi tener la

ecuacion de Schrodinger usual. A tal efecto, se propone la siguiente factorizacion:

Un(; R) = My (¢; R)N(¢; R), (4.72)

3Este sistema se reduce al oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo tomando X (t) = mw?(t), Y(t) =0y
Z(t) =1/m.
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donde

N(g;R) = exp <_Z;Zq;> . (4.73)

De esta manera, al sustituir la propuesta en la ecuacién original, obtenemos

727712 d&2M, XZ-Y?
2 dg¢? 27

q2Mn = E,M,. (474)

Con esto, hemos eliminado el término que contiene la primera derivada. Ahora, la ecuacién que obtuvimos

para M, (¢; R) es la ecuacion del oscilador armonico usual, cuya solucion es conocida. Por tanto, ¥, (¢; R) es

oy (w4 w iYq?
@R = () (o 75) e (575 ) *7)
donde
w=(XZ-Y?*/? (4.76)
y
Xn() = (ni2"y/m) "2 e €2 H, (¢, (4.77)

con H, el n-ésimo polinomio de Hermite que satisface la ecuacion

d?H,, ()

s +(@2n+1—2*)H,(z) = 0. (4.78)

De (4.76) podemos notar que se debe cumplir
X7 >Y?, (4.79)
por lo cual, la variedad M a considerar es
M={(X,Y,Z) e R*|XZ >Y?}. (4.80)

Los eigenvalores de la energia estan dados por

E, = (n + ;) hw. (4.81)

Si sustituimos la funcién de onda (4.75) en (4.36), encontramos que*

szqmm/%@mAQW@MM

1 w T w Y
= —dry/ == (g /o | P Adr (5 ) dg. 4.82
o5 IR Zh/x"(q Zh)q/\R(Z) q (4.82)

Ahora hacemos el cambio de variable
€ =qy)— (4.83)

4Se denota la derivada respecto a los parametros como dr para distinguirla de la derivada respecto a la posicion.
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y usamos la siguiente propiedad de las funciones de Hermite:
2.2 1
[ exiee=n-+ s, (1.84)

de tal manera que se obtiene

1 1\ XdrY AdrZ + YdrZ Adr X + Zdgr X AdrY
po — L, 1) AdRY AdrZ+ VdrZ AdrX + Zdr X AdrY (4.85)
4 2 (XZ —Y2)%?
De aqui podemos identificar la uno-forma A™ que cumple con F(") = dA™):
1 1 drY YdrZ
A = = (n + ) = 2 = 1/2 (4.86)
2 2) [(XZ -Y?) Z(XZ-Y?)
con lo cual, la fase de Berry es
1 N\ [ YZ-vZ
W(C)==|n+= e —T (4.87)
2 2) ) z(xz-v2)Y?
0

Si usamos la correspondencia (4.34) entre la fase de Berry y el d4ngulo de Hannay, vemos que este ultimo

esta dado por

0
Agpy n Y, (4.88)

lo cual, al sustituir (4.85), concuerda con (3.91).

4.2.6. Tensor geométrico cuantico

Los componentes de la dos-forma que hemos definido en la fase de Berry estan dados por
F) = ~Im ((9,n]0;n) — (9n]0;m)) - (4.89)

Este tensor es invariante bajo las transformaciones de norma (4.27). Berry mostr6 que existe otro ten-
sor definido en M que es invariante de norma y es conocido como el tensor geométrico cuantico, cuyas

componentes estan dadas por

T = (@m10;m) — (Ginn)(n]ojn), (4.90)

Se puede mostrar facilmente que es invariante de norma y hermitiano, y ademas podemos obtener F(™ de
su parte imaginaria, esto es
m _ _Lom
ImT}" = _iFijn ) (4.91)

Ahora definamos un nuevo tensor simétrico
9 = ReT . (4.92)

Resulta que este tensor puede usarse para medir distancias en el espacio de parametros, por lo que se le
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llama tensor métrico cuantico. Consideremos dos estados cercanos entre si, [n(x)) y [n(z + dz)) y definamos

una distancia A(z,z + da) mediante
A?(z,z +dz) = 1 — |(n(z)|n(z + dz))|?. (4.93)

Ahora desarrollamos en serie de Taylor el estado |n(z + dz))

In(z + dz)) = |n(z)) + |9n(x))dz’ + %Wﬁjn(z)}dzidxj + . (4.94)

Entonces,
(n(z)|n(z +dz)) = 1 + (n(z)|0in(z))dz’ + %(n(mﬂ@i@jn(x))dxidxj + ... (4.95)

Por tanto,
[(n(z)|n(z + dz)))* = 1 + (;<8i8jn|n> + %(n@ajn) + <n|8m><8]n|n>> dz'da? + ..., (4.96)

donde se uso
(n|0;in) + (9;n|n) =0 (4.97)

Si derivamos la expresion anterior encontramos que
(0;0jn|n) = —(0;n|0;n) — (O;n|din) — (n|0;0;n). (4.98)

Ahora sustituimos esto en (4.96), obteniendo

[(n(z)n(z + dz))|* =1 — % ((9in]0jn) + (9;1]0:m) — 2(n|din)(djn|n)) dz'dz? + ... (4.99)
Pero )
5 ((0iml9m) + (9mldim) — 2(n|dim) (@jnln)) = ReT} = g;7, (4.100)
por lo que
A?(z,x +dz) = gg‘l)dxidzj + e (4.101)

Pareceria que la definicion de la distancia es un poco arbitraria, sin embargo, se puede justificar su
introduccion de la siguiente manera [39]. Sabemos que el producto escalar en el espacio de Hilbert proporciona
una forma de medir distancias, por lo cual, proponemos que la separacion entre dos estados |n(z)) y |n(z+dz))

|[n(z + dz) — n(z)||* = (n(z + dz) — n(z)|n(z + dz) — n(z)). (4.102)

Desarrollando en serie de Taylor encontramos

|[n(z + dz) — n(x)||* = (9in|d;n)dz’dz’ + .... (4.103)
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Separamos en parte real e imaginaria, de manera que

(mlojmn) = 3 (@mloym) + {0;m10m)) + - (@nloym) — (0jmlom)). (4.104)

1
2

(n) (n)
Vg T4

(n)

j

(n)

Notamos aqui que la parte real 7;; es simétrica y la parte imaginaria o;;” es antisimétrica, por lo cual,

[[n(x + dz) — n(x)||* = fo)dxidxj + . (4.105)

(n)

La parte imaginaria o;;” puede escribirse como

o = 2% (0i(n|0jn) — 9;(n|din)) = _%F‘(‘n)- (4.106)

ij ij

Por otro lado, los componentes ’y(ﬁ

i ) transforman como un tensor covariante,

"n) _ Oxk ox! (n)
iy 3$/i ax/j Vit >

(4.107)

no obstante, *y-(T.l) no es invariante de norma. Esto es, si escogemos dos estados que difieran por una fase, |n)

1]

y |n') = e’ (®)|n), encontramos que %{;n) + %-(;-L); de hecho,
75" =7 + B 00 + B D + (D) (90n), (4.108)

donde
B = —i(n|om) = —A™. (4.109)

Al hacer una transformacion de norma |n) — |n’) el cambio en beta es
BZ_(n) N ﬁ;(") — 51-(”) + B, (4.110)

Entonces, si definimos
g =i - 88", (4.111)
podemos verificar que este objeto transforma como tensor covariante, es invariante de norma y es positivo
definido. A este objeto se le llama tensor métrico del espacio de pardametros. Es facil ver que es, justamente,
el ggl) definido como la parte real del tensor geométrico cuantico Ti(jn).
Ahora, iremos un paso mas alla que Provost [39], y calcularemos a segundo orden la distancia entre dos
estados infinitesimalmente cercanos. A tal efecto, recordemos que los parametros z* son funciones del tiempo,

esto es, x' = z'(t), por lo cual la expansion correcta debe ser en términos de ¢, esto es,

dn 1d%n dn 1d%n
_ 2 _4n 1AM an L )
[In(x + da) — n(z)|| (dtdt+ 5 A dt +...|dtdt+ 5 a2 dt” +...)
dndn, ., 1 .dnd?*n, . 5 1,d°ndn, . 4
=(—|= (=== (== 4.112
<dt dt>dt +2<dt dt2> g 2<dt2 dt>dt * ( )
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Utilizando la regla de la cadena vemos que

dn
4.11
W _ (o (1113
' d? d d
_ Ao i d o cin (8.8, i
® o qQ [(On)i'] = & dt(@m)—i—m Oin = (0;0;n)&"&’ + (O;n)i". (4.114)
Por tanto,

|n(z + dz) — n(z)||* = (9in|d;n)a's! dt* + [<8¢n|8j3kn> + (9;0n|0ym)] &7 #F de3

+% (@unld;n) + (D;m|dm)] ##dE + ... (4.115)

Simetrizamos ahora los tres términos, obteniendo

n j 1
[[n(z + dz) — n(z)|* = 'yfj Viiqd de? + 6[<8in|8j8kn> + (0;0kn|0in) + (0;n|0k0;n) + (Or0;n|0jn)

o 1 o o
(k|00 + (8;0,m|0kn)|a" 3T ¥ dE? + §v§j)(¢’j§ﬂ +#)d + ... (4.116)

Reconociendo derivadas, podemos reescribir esto como

n) i 1 L md ..
n(z+dz)—n(z)|]* = ’y( )i dt2 4~ 817 )19, ’y —l—@;.c'y( ") 3l kdtg—l—fv-(-)— #ie)de3+... . (4.117
17 6 jk J kz 2 " qt

Si usamos que

%(J)dt ('d?) = T (’yl(j )i wj) x 30371(] ), (4.118)
entonces,
1 myd, . d (1 n).;.q 1 n) g
5%2 ) dt <j3%]) de ( ’Y( e > a 58]“71% &'k, (4.119)

Simetrizamos ahora el término de la derivada de la métrica, de manera que
1 o
fam(”) Wit = (03 + 0 + 0ir ) @i i (4.120)
Por tanto, reduciendo los términos semejantes,

n d (1 ).
[Ine + da) = n()|[? = i} d'd e + (Qm% %c) dt® + ... (4.121)

4.3. Fase no abeliana de Wilczek-Zee

Analicemos ahora lo que ocurre en caso de tener degeneracion. Supongamos que el n-ésimo eigenvalor del

Hamiltoniano es NV veces degenerado, esto es,

H(2)[¢na(2)) = En(2)[¢na(z)), a=1,2, ..., N. (4.122)
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Sabemos de la teoria cuantica que siempre podemos escoger ortonormales a los vectores que expanden al

n-ésimo eigenespacio. Entonces,

<wna(x)|¢nb(x)> - 6ab~ (4123)

Sin embargo, esta elecciéon no es unica. Podriamos realizar una transformaciéon unitaria para obtener

vectores ortonormales |}, ,(x)) tales que

N
Wha(2)) = Uah()[th (). (4.124)
b=1

Consideremos la evolucion adiabatica del vector |1(t)) que corresponde a un cambio adiabatico de los
parametros externos z. Supongamos que [¢)(0)) pertenece al n-ésimo eigenespacio. Si la evoluciéon adiabatica
es ciclica, esto es xg = xr, entonces el teorema adiabético implica que [1)(T)) pertenece tambien al n-ésimo

eigenespacio. Esto significa que [¢(0)) y [¢(T)) estan relacionados unitariamente

[¥(T)) = VIy(0)), (4.125)

para algin operador unitario V. Para encontrar esta matriz supongamos que [1(0)) = [¢)nq). Entonces, la

solucién a la ecuacion de Schrédinger bajo la aproximacion adiabatica tiene la forma
i al
i) = e |~ [ Bu(rdr | SSUS @), (4126)
r b=1

donde U™ es una matriz unitaria de N x N. Si insertamos esta expresion en la ecuacion de Schrodinger,

obtenemos la siguiente ecuacion para la matriz U(™):
(U(n)—lU(n)) = — (Vna|thns)- (4.127)
a

Si definimos la uno-forma conocida como potencial de Wilczek-Zee, esto es,

ALY = i(np|dipna), (4.128)
entonces encontramos que
V= Vdinvgem (4129)
con
T
Vain = exp —% / E,(r)dr | In, (4.130)
0
y el factor geométrico de Wilczek-Zee, Ve,
Vyeo = UM™(T) =Pexp | i 35 A | (4.131)
c

donde P denota ordenamiento de trayectoria.

Ahora podemos definir la norma de Born-Fock en el caso degenerado. Se dice que la familia 1,, esta en
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la norma de Born-Fock si y solo si

(nalthns) = 0. (4.132)

Realicemos una transformacion unitaria (4.124). Entonces,

N

A;(Z:L) = Z<¢;Lb|dw;m> =1 Z Ul;kd (dUac<wnd|wnc> + Uac<¢nd‘dwnc>)

c,d=1

N
= 3 (UaeAl U+ (AUac) 604Uz
d=1

= (VAU +i(do)UT) . (4.133)

Reconocemos aqui que A transforma como un potencial de norma en la teoria no-Abeliana. Por tanto,
un espectro degenerado conduce a una teoria de norma U(N), en donde N es el grado de degeneracion. De

esta manera, podemos definir el campo de norma correspondiente,
FM = dA™ — A A A0, (4.134)
En coordenadas locales (x!, ..., 2™) se obtiene

(F5 )b = Ou(A )y — (AT — i[AL, AT, (4.135)



Capitulo 5

Analisis clasico del oscilador armoénico

con frecuencia dependiente del tiempo

5.1. Bisqueda de una transformacién canénica que simplifique el

problema

A continuacion, intentaremos mapear el problema del oscilador con frecuencia dependiente del tiempo
a un oscilador con frecuencia constante. Para hacerlo, recurriremos al formalismo de las transformaciones
canonicas.

El oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo w(t) tiene el Lagrangiano
—w?(t)g*. (5.1)

La ecuacion de movimiento que resulta de extremizar la acciéon es

[j; + wQ(t)} q(t) = 0. (5.2)

El Hamiltoniano obtenido mediante una transformacion de Legendre sobre (5.1) es

1 mw?(t)
H=_—p*+ —24 5.3
5P 4 (5.3)
De aqui se obtienen las ecuaciones canénicas
. p
=L, 5.4
q=_ (5.4)
p = —mw?q. (5.5)
Para resolver la ecuaciéon de movimiento utilizamos el ansatz
q(t) = f(t)[Acosg(t) + Bsing()], (5.6)

42
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lo cual resulta en las dos ecuaciones siguientes:
f_f92+w2f = 07

2fg+ f§=0.

Multiplicamos (5.8) por f e integramos, con lo cual se obtiene
f24 = wo,

siendo wy una constante de integracion. Si sustituimos esto en (5.7) encontramos que

43

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

Para efectuar el mapeo mencionado necesitaremos un invariante I(t) tal que I(t) = 0; proponemos [8]

1) = 51— [a(t)d® + 500 +21(1)ap)]

con «(t), B(t) y v(t) funciones a determinar mediante

I(t) = % +{I,H} =0.

Tenemos que
i) = Lo, a2 s 2.2, 2 o o 2
(t) = aq” + Bp” + 2yqp — 2mwyq® + —yp° + 2 Bmw?® ) qp
m m m

= i [(o’z - 2mw’y)q® + (ﬁ + iv) p*+2 (W + % - ,BmwQ) qp} .

Igualando a cero cada término obtenemos las tres ecuaciones siguientes

Introducimos ahora la funcion b(t) dada por
B(t) = (1),
por lo que al utilizar la segunda ecuacion, obtenemos

v = —mpbb.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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Despejando « de la tercera ecuacion y usando (5.19), encontramos
o = m?w?b? + m2(b? + bb). (5.20)

Tomando la derivada de esta ecuacion podemos acomodarla de la forma

d . .
b&(mgb +m?w?b) + 3b(m?b + m?w?b) = 0. (5.21)
Integrando, resulta
2
. w,
b+ w?b— b—g = 0. (5.22)

donde w, es una constante de integracion.

Podemos ver que esta ecuacion auxiliar es la misma que (5.10), asi que identificamos b(t) = f(¢). Hay que
notar que asi como se puede escribir la solucién a la ecuacién de movimiento ¢(t) en términos de la solucion
a la ecuacion (5.22), también se puede escribir la solucion a la ecuacion auxiliar en términos de soluciones a
la ecuaciéon de movimiento [9].

Ahora, haciendo las sustituciones necesarias, encontramos que

. m2w?
a=m2? + = 0 (5.23)
B =0, (5.24)
v = —mpbb. (5.25)
De esta manera, el invariante esta dado por
_ 1 2j2 MW\ 5 12 o i
I(t) = 3 Km b° + EK + b°p® — 2mbbgp | , (5.26)
o bien,
() = — (bp — mb )2+m—“5 2 (5.27)
T P T T '
Esta forma del invariante sugiere efectuar la transformacion a nuevas variables (@, P) tales que
_4d _ i
Q= B P = bp — mbq. (5.28)

Se demuestra facilmente que esta transformacion es candnica, puesto que {Q, P} = 1. El invariante esta
dado, entonces, por

1 2
I=5—P'+ %QQ. (5.29)

Para encontrar el nuevo Hamiltoniano K, debemos determinar la funcién generadora Fh(q, P,t). Las

ecuaciones de transformacion son

R, OF,
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por lo cual
P mb 1 mb
Fa= [ pda+ 1(P) = | (b - bq) da+ fi(P) = 74P+ 226>+ f1(P) (531)
Y 1 1
Fy = /QdP + fa(g) = / 594P + f2(q) = L aP + f2(q). (5.32)
Comparando estas dos ecuaciones concluimos que
Fy( Pt)—m—b2+1P (5.33)
2\4q, I - 2% q bq . .
Ahora podemos encontrar K mediante
0F,
K=H+ —. 5.34
+ 5 (5.34)

Aqui, H y la derivada parcial de F; respecto al tiempo estén escritos en términos de las nuevas variables
(Q, P). Por tanto,

1 [P -\ mw?b? m (b b b

K=—1—+ b 2y |- - = | pPQ*— QP 5.35
2m(b+mQ)+ 2 Q+2<b b2> @ =39 (5:35)
L opr My e L Mg (5.36)

- 2mb? 2 C2mb? 202 '

donde se ha usado la ecuacion auxiliar (5.10). Entonces,
1 1, mwd I

K= (2mP +50Q7 ) = o (5.37)

Las ecuaciones canoénicas de Hamilton en las variables (@, P) son

dQ oK 1 01
U 9P " Rop (5.38)

dP oK 1 oI
e = - (5.39)
dt 0Q b2 0Q

Estas ecuaciones sugieren como efectuar el mapeo al oscilador armonico con frecuencia constante wy (con

Hamiltoniano I): redefiniremos la variable temporal, de manera que

d d _dtd

2
- = 4
b dt dT dTdt (5.40)
De aqui concluimos que
dt dt/
— =0 - T=[ . 5.41
dT b2(¢) ( )
Entonces, las ecuaciones de Hamilton en variables (Q, P,T") son
d ol P
@ _or_ P (5.42)

dT — 0P m’
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P oI -

Reconocemos aqui al oscilador armoénico usual, por lo que hemos realizado el mapeo ya mencionado.

5.2. Formulacién en el espacio fase extendido

Las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse como un sistema dindmico [22]. Definimos x = (g1, ..., ¢ns P1, -+, Pn),

de manera que

OH . 0H

3.31’ = 3. Tnti = —37
8o:n+i’ 6xi’

(5.44)

y, en forma conjunta,

x = f(x, 1). (5.45)

Un sistema para el que f no depende del tiempo se llama autéonomo. Para este tipo de sistemas las
trayectorias en el espacio fase no se intersectan, de manera que cada punto en el espacio fase pertenece a una
sola curva. Cuando f tiene dependencia explicita en el tiempo el sistema se llama no-auténomo y en este caso
las curvas se cruzan, ya que dos estados pueden tener la misma posicién y momento a tiempos diferentes. No
obstante, cuando consideramos al tiempo como una variable mas, el sistema se vuelve autéonomo. Este nuevo
espacio se llama espacio fase extendido.

La transformacion (5.28) mas el reescalamiento temporal (5.41) ya no son en conjunto una transformacion
canonica, por lo que si queremos preservar la nocién de canonicidad tendremos que promover al tiempo ¢
como una coordenada mas. Es en este sentido que se habla del espacio fase extendido.

La accion para el oscilador armonico con frecuencia dependiente del tiempo es

to )
S = / {m(f - m“’(t)q?} dt. (5.46)
2 2
ty
Ahora consideramos a t como otra coordenada e introducimos el parametro 7 que jugara el rol del tiempo,

de tal manera que ¢t = ¢(7). La accion se escribe, entonces, como
12 2
5= [mq _ mw(ﬂt/qz} dr, (5.47)

donde la prima indica derivada respecto a 7. La matriz Hessiana H de este Lagrangiano L es

%L %L 2
y_ o7 agw)_m( " —dt (5.48)
- 9L %L e —q't q/2 ’ )

ot’'dq’ ot’?

y se cumple detH{ = 0, por lo cual el Lagrangiano es singular; esto quiere decir que habra constricciones

presentes. Los momentos conjugados a ¢ y t son, respectivamente,

0L _mq
P50 =

(5.49)
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oL mq?  mw? ,
UL mdt met (5.50)

Vemos que ahora tenemos un sistema auténomo, pues no aparece una dependencia explicita en 7.

Dt

De la primera relacién despejamos ¢’ y la sustituimos en la segunda, obteniendo la constriccién primaria

2 2

mw
b=p+H=p+2 + 00 (5.51)
2m 2
El Hamiltoniano total Hr es igual, entonces, a
Hr = H + \o, (5.52)

donde H es el Hamiltoniano asociado a L. Para construirlo, seguimos la prescripciéon usual de la transforma-

cion de Legendre:

2 2
H=pd +pt' —L=t(p+ 2+ 2) ~0. (5.53)
2m 2

Por tanto,

Hp =\ (5.54)

La constriccion ¢ es de primera clase, puesto que

¢' ={¢,Hr} = {9, A\}¢+ Mo, ¢} ~ 0. (5.55)

Los paréntesis de Poisson se deben generalizar, de manera que si f; y fs son funciones del espacio fase

extendido, entonces,

_0f1dfy 0f10fs 0f10fa Of10fs

Las ecuaciones de movimiento correspondientes son:

¢ ={g. Hr} =L, (5.57)
t'={t,Hr} =\, (5.58)

p = {p, Hr} = —dmw?q, (5.59)
p, = {py, Hr} = = mwirg®. (5.60)

Podemos ver que si hacemos la eleccién de norma ¢ = 7 y tomamos A = 1, recuperamos las ecuaciones de
Hamilton en el espacio fase (g, p).

Finalmente, la accion (5.47) se escribe como

T2

S = /(pq’ + pit’ — Ap)dr. (5.61)

T1

Ya estamos en posicion de introducir las transformaciones canoénicas en el espacio fase extendido. El vector
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¢ de las nuevas coordenadas en funcion de las antiguas es

Q E
T _ds

¢ = = Juo b2(s) ) (5.62)
P bp — mbq
Pr G((Lt»pvpt)

La matriz Jacobiana M asociada a la transformacion es

P o—me 00
0 = 0 0
M= oo (5.63)
—mb bp—mbqg b 0
9G 9G oG 9G
dq ot dp Opt
De la condicion simpléctica (2.25) se desprende que
10G  mb2q  bp—mbg
_ -7 =0, 5.64
¥oag ©® b (5.64)
1 0G g
—_ 2 _Z_p 5.65
Pop bV (5.65)
1 0G
—— =1 5.66
02 Ops (5.66)
Estas ecuaciones se integran facilmente, resultando
G = Pr = b?p; + bbgp — %bé(f - %quQ. (5.67)

La funcion generadora de esta transformacion canénica es del tipo 2, esto es, Fo = Fy(q,t, P, Pr), y se
encuentra integrando las ecuaciones de transformacion de la misma manera que se hizo en la seccion anterior.
El resultado es

t .
ds 1 mb

Fy(q,t,P,Pr)=Pr | —— + =qP + —¢°. )

2((L7 ) T) T/b2(8)+bq + qu (5 68)

to

Por tanto, el nuevo Hamiltoniano total K sera igual a

OF,
Kr=H —-— .
T=Hr+ 5=, (5.69)
~~

=0

esto es,
Pr p? mb - 9 9

KT:)\(pt-i-H):)\[

Entonces, la accién en las nuevas variables, tomando en cuenta que F' = F5, — QP — T Pr, es

T2

1
S = / [PQ’ + PrT’ = A (Pr + I)} dr + AF, (5.71)

T1
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donde )
mb |
AF = —¢ 5.72
27| (5.72)
e
Pz mb? .
I(Q,P) = — + — 2h) Q2. :
(QP) = o+ (b +w?)Q (573)
Para que I sea el nuevo Hamiltoniano y también el invariante de Lewis, imponemos
dl dQ oI dP ol
— =0 = = 5.74
dT odr 9P’ 4T 0Q ( )
Por tanto,
dI  PdP mb? 0 ., . dQ
— = — —[B*(b+ W?)]Q* + mb (b + W) Q= :
ar ~mar T2 gt (bHeQTEmb b w)QG (5.75)
Al usar las ecuaciones de movimiento se eliminan el primer y tercer término quedando inicamente
dI  mb® o -
— = — —[b*(b +w?h)]Q* = 0. 5.76
= b+ W) (5.76)
Entonces, se debe cumplir
9 -
—[b3(b+ w?b)] =0, (5.77)
ot
esto es,
.. ) wd
b+ w b—b—?):(), (5.78)
con wy una constante de integracion.
La constricciéon en las nuevas coordenadas es
1
¢=(Pr+1) (5.79)
por lo que Py = —I. Sustituyendo esto en la accién obtenemos
T2
S— / (PQ' — IT))dr + AF. (5.80)
T1
Finalmente, en términos del tiempo T,
T>
(5.81)

T2

Sz/(Pj%2 —I> ((117;d7'+AF:/<Pj;2 —I> dT + AF.
- T

Vemos, entonces, que del estudio del oscilador armoénico con frecuencia variable en el espacio fase extendido
podemos extraer de manera natural tanto el invariante asociado al sistema como la ecuaciéon auxiliar. El
término de frontera AF no aparece en el analisis hecho por Struckmeier [11, 19, 20]. Como veremos maés
adelante, este término jugara un papel determinante en la cuantizacion del sistema por integral de trayectoria.
Ahora discutiremos el teorema de Liouville tal como lo hace Arnold [23] y veremos que tiene como

consecuencia que el volumen en el espacio fase extendido se conserve.
Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales x = f(x) con x = (21, ..., x,). Sea {g'}
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el grupo de transformaciones
gl(x) =x+f(x)t +0O(t?), (t—0), (5.82)

y sea D(0) una region en el espacio de las x con volumen V(0). Ademas, sea V(t) el volumen de la region
D(t) = ¢'*D(0). El teorema de Liouville establece que si la divergencia de f es cero, entonces g' preserva el

volumen, es decir, V(t) = V(0). Esto se debe a que se cumple la siguiente expresion:

v
dt

_ / V. fd's. (5.83)
t=0
D(0)

En el caso del espacio fase extendido, el vector x estd dado por

x = (¢, t,p,pt), (5.84)

y las derivadas (las componentes de f) respecto a 7 estan dadas por

. _ 99
0
p= P A6} = A
i _ 9
P={taoh =25 -,
0
b= oo ro} = A%, (5.55)
por lo que
0 o 0 o) 0 oler 0 0o\
V=g (5) tar Can) * o () e () o (550)

y, por tanto, se conserva el volumen en el espacio fase extendido. Notese que no se hizo referencia a algun

sistema en especifico, por lo que este resultado es general.

5.3. Un ejemplo

A continuacion, presentaremos un ejemplo que ilustra los diversos aspectos que se han estudiado.

Consideremos que la frecuencia del oscilador armoénico esta dada por

A2
w(t) =/ wie?At — T (5.87)

donde A es un parametro real positivo con dimensiones de reciproco del tiempo y cumple con la condicion
A < 2wg. Aqui vemos que recuperamos al oscilador armoénico con frecuencia constante poniendo w = wy, lo
cual equivale a tener b = 1, esto es, el sistema posee amplitud y frecuencia constantes.

Regresando a la frecuencia dependiente del tiempo propuesta, notamos que la ecuacion auxiliar (5.22)
toma la forma

. A2 2
b+ <w§e2At - 4) b— % =0. (5.88)
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La solucién es

La nueva variable temporal T es

t t
dt/ , eAt
T= | —_ = A qp = 2
/ 22t / ¢ A

de lo cual se sigue que, integrando (5.9),

t t
wodt/ _/det/ wWo At

0= ] P -

=—e
b2(t) A
Por tanto, segin (5.6), la solucion a la ecuacion de movimiento esté dada por
w w
q(t) = Cre™ 2" cos (XOeAt) + Che2'sin (ZOeAt) ,

o bien,

q(t) = Cse™ 2t cos (%em + a) ,

Cy=4/C?+C3, tana:—%.

con

Tomemos para lo siguiente A = m = wy = 1. Supongamos, ademés, las condiciones iniciales

Si resolvemos para C y Cs, encontramos que
C1 = 2cos(1) —sin(1) = 0.23913,  Cs = cos(1) + 2sin(1) ~ 2.22324,

por lo cual,

1
C3 = V5~ 223607, o =tan"! (2) — 1~ —1.46365.

De esta manera, la solucién al sistema es
q(t) = V/5e~ % cos (e"+a),

p(t) = q(t) = —éefécos (et + a) — V/5ezsin (et + a) .

El Hamiltoniano (energia) H(t) = $p*(t) + sw?(t)¢*(t) toma la siguiente forma:

2
H(t) = 3 %e_%cos (et + a) — e?sin (et + O‘)} + ge_t <€2t - i) cos” (et + O‘) :

51

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

Podemos ver de las expresiones analiticas para la posicién, el momento y la energia, y también de sus
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a) b)

Figura 5.2: Energfa en funcion del tiempo.

correspondientes graficas (Figuras 5.1 y 5.2), que

tlggo q(t) =0, tlirrolop(t) = 00, tlgglo H(t) = oo. (5.101)

Ahora, analicemos la trayectoria de la particula en el espacio fase. Como se puede apreciar en la Figura 5.3-
a, la particula comienza en ¢ = 2 y su posiciéon oscila alrededor de cero, con una amplitud que va decayendo;
por otra parte, el alargamiento vertical corresponde al incremento del momento en cada oscilaciéon. También,
podemos notar que la curva se intersecta a si misma, lo cual es resultado de que el sistema no sea auténomo,
como ya vimos en la seccion 5.2.

Una pregunta que surge es si las areas de las figuras que se forman al intersectarse la curva consigo misma
son iguales, ya que podria parecer que el incremento de la dimensién vertical compensa a la disminucion
de la dimensién horizontal. Para averiguarlo, necesitamos encontrar esos puntos de intersecciéon. Una curva
paramétrica (¢ = q(t),p = p(t)) se cruza consigo misma cuando hay dos valores de t, t = a y t = b, tales que

se cumple
q(a) = q(b), p(a) = p(b). (5.102)

Por supuesto, pueden existir varios a y b que satisfacen estas ecuaciones, lo que significa que la curva se

intersecta a si misma maéas de una vez. En nuestro caso, el par de ecuaciones resulta

e~ %cos (e + o) = e~ % cos (e +a)
1 e a . 1 b b b . b (5103)
le7%cos (e” + ) + efsin (" + o) = 2e 2cos (e? 4+ a) + e2sin (e’ + a) .
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Figura 5.3: a) Trayectoria en el espacio fase (g, p). b) Trayectoria en el espacio fase (@, P).

Resolviendo numéricamente encontramos’

a1 = 0.92777, by = 2.11051, (5.104)
ag = 2.15902, by = 2.68682, (5.105)
a3z = 2.70142, bs = 3.04515. (5.106)

En la Figura 5.4 se pueden observar las tres regiones correspondientes a cada par de valores de t. Para

calcular el area de cada regién se utiliza el teorema de Green:

A= //dqdp = %pdq = /bp(t)(j(t)dt, (5.107)
5 c a

donde C es la curva que delimita a la regién S. De esta manera, realizando numéricamente las integrales,

encontramos que

Ay =14.1768, A, = 15.0288, As = 15.2693. (5.108)

Es claro de estos resultados que el area no se conserva en cada ciclo, lo cual era de esperarse, puesto que
solo se conserva para sistemas en los que w(t) varie lentamente (adiabaticos).

Ya vimos que mediante la transformacion canénica (5.28) el oscilador con frecuencia variable w(t) se
mapea al oscilador con frecuencia constante wg. A continuaciéon, analicemos el efecto de la transformacion
para las condiciones iniciales que establecimos.

El tiempo inicial tg = 0 corresponde a Ty = e = 1. Como el sistema transformado es de frecuencia

constante (wo = 1), tenemos que

Q(T) = Cycos (T +B), P(T)=—-Cysin(T + p), (5.109)

1Se encontraron solamente tres intersecciones, puesto que se hace cada vez mas dificil encontrar un ntiimero mayor debido a
la naturaleza de la curva.
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Figura 5.4: Las tres primeras figuras cerradas en el espacio fase (g, p).

con Cy y 8 dos constantes a determinar.

Sabemos que
. 1
b(t) =e 2 b(t) = —=e Y2, (5.110)

por lo cual, evaluando la transformacion en el tiempo inicial,

Q(1) = Cycos(1 + B) = Zggi =2, (5.111)
P(1) = —Cysin(1 + ) = b(0)p(0) — b(0)q(0) = 1. (5.112)

A partir de estas dos ecuaciones podemos resolver para Cy y 3, obteniendo asi la solucion al movimiento

en las coordenadas nuevas:
Q(T) = V5cos(T + ), P(T)=—V5sin(T + a), (5.113)

donde « esta dado por (5.97).

La trayectoria en el espacio fase (Q, P) se observa en la Figura 5.3-b. Vemos, entonces, una gran simpli-
ficacion en la descripcion del movimiento en las nuevas coordenadas.

Ahora, extraeremos un resultado importante de la definiciéon de transformaciéon candnica. Sabemos que

una transformacion se dice candnica si se cumple (2.13), la cual, escrita en forma diferencial, es
pdqg — Hdt = PdQ — Kdt + dF. (5.114)
En nuestro caso, F' = Fy(q, P,t) — QP. Ademas, se cumple que Kdt = (I/b2) (deT) = IdT, por lo que

pdq — Hdt = PdQ — IdT + dF. (5.115)
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Figura 5.5: a) Trayectoria en (Q, P) correspondiente a un ciclo en el espacio fase (g,p). b) Trayectoria en
(¢,p) correspondiente a un ciclo en el espacio fase (Q, P).

Si integramos esta expresion a lo largo de un ciclo, ya sea en el espacio fase (¢,p) o en (Q, P), obtenemos

pdg— ¢ Hdt = ¢ PAQ — ¢ IdT + AF, (5.116)
Prda- o= Paq - §

o bien, en términos de la notacién del espacio fase extendido,

%pdq + &]gptdt = %Pd@ + %PTCIT + AF. (5.117)

Hay que recalcar que la integral cerrada de dF' en general no se anula, puesto que F' depende explicitamente
del tiempo. Las integrales que involucran a la energia deben interpretarse como el area debajo de la curva.
Para ser mas claros, tomamos un ciclo en el espacio fase (g, p) (el cual corresponde, en el espacio (@, P), a la

Figura 5.5-a), definido entre t = a y t = b; de esta manera, (5.116) se escribe como

eb

b b et
/ p(t)g(t)dt — / H(t)dt = / P(T)Q(T)dT — / I(T)dT + AF. (5.118)

ea

Igualmente, podemos considerar el ciclo en el espacio fase (Q, P) (el cual corresponde, en el espacio (g, p),
a la Figura 5.5-b), definido entre T'= A y T'= B. Con esto,

InB InB B B
p(®)d(t)dt — [ H(t)dt — AF = [ P(DYQ(T)AT — | I(T)dT, (5.119)
oot s [rmear |

donde hemos pasado la diferencia de F' del lado izquierdo por conveniencia.
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Para el primer caso, integremos entre a = 0.92777 y b = 2.11051. Sabemos, ademas, que

ba2
= %, (5.120)
por lo cual,

aF =1 [220) - (@) =0, (5.121)

puesto que estamos considerando un ciclo en el espacio (¢,p). Si hacemos las integrales correspondientes,

encontramos que

b b B B
p(t)qt)dt — [ H(t)dt = | P(T)Q(T)AT — | I(T)dT = 0. (5.122)
o =] /

Ahora, para el segundo caso, tomando A =1y B = 1+ 2, las integrales del lado derecho pueden hacerse

de manera sencilla:

B
/P(T)Q(T)dT = Grea encerrada por la circun ferencia = b, (5.123)
A

B
/I(T)dT — (1) x 27 = g X 27 = 5, (5.124)
A

donde se us6 el hecho que I = 0. Por tanto,

InB InB B B
p(t)q(t)dt — | H(t)dt — AF = [ P(T)Q(T)dT — [ I(T)dT = 0. (5.125)
Jroien= ] / /

Que esta suma de integrales se anule puede entenderse al agrupar el lado derecho, el cual no es mas que

la accién tomada en un ciclo:

B
S = [ (PQ—I)dT. (5.126)
/

En el capitulo siguiente, encontraremos que la accion para el oscilador armoénico con frecuencia constante

€es

5= [eBam) - o) = 1 [e+2maa +2m) - @) (5.127)

De aqui, se ve claramente que la accién es cero, ya que ) y P son funciones periodicas de T'.



Capitulo 6

Analisis cuantico del oscilador armoénico

con frecuencia dependiente del tiempo

6.1. Kernel del oscilador armoénico con frecuencia variable

Como ya vimos, el kernel K (qp,tp; qa,ta) = (@, tv|qa, ta) se calcula por medio de la integral de trayectoria

P N-1 N-1 dp i -1 q Yq t 1t

. j j+1 i L1 j
K(qps th; qar ta) = A}gﬂoo / H dg, H ﬁexp 7 2 |:pj(Qj+1 —q;) —eH (Pj, : 2 1,2 5 J)} ;

oo J=1 j=0 j=0
(6.1)
donde ahora se supone que el Hamiltoniano puede depender explicitamente del tiempo.
Al abordar el problema del calculo de una integral de trayectoria con Lagrangiano de la forma
m . m

L="2¢ - TW(H) (62)

se separa ¢(t) como la suma de la trayectoria clasica ¢ (t) y una trayectoria cuéntica x(t), de tal manera que
las condiciones a la frontera sean q(t,) = e (te) = qa ¥ ¢(ts) = qe1(ty) = qv, con lo cual la parte cuéntica queda

restringida a anularse en los bordes, esto es, 2:(t,) = x(t,) = 0. Se puede mostrar que el kernel, entonces, se

m T
K(qv,tv:qarta) =\ 5707 7 =S |, 6.3
antianto) = [ ew (554) (0:)

en donde S,; es la accién clasica del sistema y f0(¢,t,) satisface la ecuaciéon

puede escribir como [25]

d? 0
) = 4
e W0 22t =0 (6.4
con condiciones de frontera
fgz(taata) =0, fg(tmta) =1 (65)

siendo esto consecuencia del Teorema de Gelfand-Yaglom.

Consideremos ahora el oscilador armoénico con frecuencia dependiente del tiempo w(t) con Lagrangiano

o7
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(5.1). Utilizaremos las abreviaciones g(t) = g, g(t4) , §(ta) = ga, etc. Se comprueba facilmente, entonces,

que una funcion que satisface (6.4) y (6.5) con W (t ) W2(t) es

POt t,) = S0 —9a) (6.6)
99a

Por tanto, de acuerdo a (6.3) obtenemos

. _ m gbga 1
K (av, to; gasta) = \/27rihsin(gb — ga)eXp <hSd> ' (6.7)

Debemos determinar la accion clasica para dejar el kernel en términos de f(t) y g(t). De (5.6) y las

condiciones ¢(t,) = ¢a, q(ty) = q» podemos resolver para los coeficientes A y B, lo cual resulta en

q(t) = sm(gfb(t)) (;{Z sin(gy — g) — %Sin(ga - g)) : (6.8)
Entonces, la accion clasica es )
b
S = / [T~ 22 (6.9)
ta
Escribimos ahora q
¢* = 4 (9d) — ad; (6.10)

y sustituimos en la acciéon clasica para obtener

tp

ty
d, . m .. m . .
Sa = /E(qq)dt - g/q [+ w?(t)q] dt = 5(qbqb — Gada), (6.11)
t

ta

donde se ha usado la ecuaciéon de movimiento. Ahora se necesitan las velocidades, las cuales se determinan

facilmente a partir de (6.8). El resultado es

: 1 fau fa . fom f9q2
t) = —— | =——=sin — g) — —=sin —q) — cos —q)+ cos — . 6.12
q(t) e p— [ A (92— 9) 7, (91— 9) A (92— 9) 7, (91— 9) (6.12)
Sustituyendo en S, obtenemos
beb faq2 . 9 .9 2Qanvgagb
S = — a4+ + gaq;)cot(gp — go) — ———— | - 6.13
1 [ fb fa (ngb 9a4 ) (gb g ) Sll’l(gb — ga) ( )

6.2. Analisis del efecto de la transformacién canoénica en la integral

de trayectoria

A continuacion, analizaremos el efecto de la transformacion canoénica (5.28) en la medida de (6.1), lo

cual proveera un factor que permitira relacionar los propagadores. El primer paso es reconocer que las ¢; y
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p;j que aparecen en (6.1) no satisfacen las ecuaciones de Hamilton, puesto que son variables de integracion
independientes. De esta forma, las ecuaciones de transformacion (5.30) para el j-ésimo intervalo deben ser

escritas como ecuaciones en diferencias [18], esto es,

AFy  Fy(gi+1, P t;) — Fa(gs, Pj. 1)

i = : 6.14
T Ag Gj+1 = 4 (o1
AF. F P F P;.t;
Qj APQ Q(qjv J+; ) P2(qJ7 7> ])7 (615)
J+L T4
donde t; = (tj4+1 + t;)/2. Haciendo el calculo, encontramos que
mb( J) 1
Dj = = +—P; + O(e), (6.16)
P 0E) P T )
Q=4 (6.17)
b

con b; = b(t;).
Vemos también que
bjs1bj = 1 [(bj41 +b5)* = (bj1 — bj)?]
= 1 [(0j11+6;)* + O(e)] (6.18)
=b%(t;) + O(e?) = b*(t;) + Oe).

Sustituyendo esto en (6.16) tenemos que

Pj+O(e). (6.19)

. 1 .
pj = ——q; + ————P; + O(e) = mb(t;), | —Q; +
’ bjs1b; bisab; ’ Vo

V J+1b

Ahora calculamos el Jacobiano para el j-ésimo intervalo despreciando los términos O(e):

bj 0 b.:
dqjdpj = b b, 1 dQ]de = bideJdP] (620)
mb(t;) b+t \fbyaibs j+1
Entonces,
N-1 N-1
dp, 3P0 | bj dP
DqDp = l — L] = . 6.21
=P = lm j1:[1 4 2mh Nﬁoo 21h =1 J+1 27Th ( )
Pero
dpy = 2P0 qp, 1 910 49, — AF0 (6.22)
Po = opy ° 9Qo Vbibo .

puesto que Qo = ¢o/bp no tiene variacion al ser un punto extremo. Notamos, ademés, que

N—
by
1;[ 1/ b \/; (6.23)
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de esta manera,
N—1

) dry b dp;
DgDp = 1 — [ — dQ,— 6.24
1P = N 2/ V b ]];[1 @igen | (6.24)
o bien,
N-—1 N-—1
1 dP; 1
DqgDp = Ii d@; —J — ___—_DQDP. 6.25
P = hn leloH Qi I1 2h o D¢ (6.25)

Recordemos que la definicién de una transformacion canoénica es un cambio de variables (¢, p) a nuevas

variables (@, P) tales que se cumpla
dF

quH:PQ7K+E, (6.26)
por lo cual, la accién se expresa como
iy ty
) : dr
S=[(pq—H)dt= [ (PQ—K+ - ]dt. (6.27)

a a

Este resultado se obtiene también considerando la acciéon como una sumatoria sobre la particion {¢;} con
j =0,...,N y aplicando la transformacion canoénica (6.16). De hecho, esa es la forma correcta, puesto que las
variables (¢, p) en la integral de trayectoria no satisfacen las ecuaciones de Hamilton.

Ahora realizamos el cambio en el tiempo, con lo cual escribimos dt = b2dT, Q =Q'/v* y K = I/b?, donde

la prima denota derivada respecto a T'. Obtenemos, asi

Ty ts Ty
S = / (PQ' —I)dT + F| = / (PQ' — I)dT + AF. (6.28)
ta
Ta Ta

Entonces, S = §°*° + AF, con S°% la accion para el oscilador armoénico simple con frecuencia constante
wp. Con esto, podemos expresar el kernel para el oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo

en términos del oscilador con frecuencia constante:

ty Ty
7 1 7
= [ DqD — i— H)| = —— | DQOQDP — T(PQ —1T
(b5 tv1qas ta) / qDpexp h/dt(pq ) m/ QDP exp h/d (PQ —1)
ta T,
X exp (;LAF> , (6.29)
esto es, _
exp (%AF)
tplgerta) = 2P \BET) (0 110, Ta). 6.30
(@ to|qas ta) N (Qp, Tp|Qa, Ta) (6.30)

Para una funcion generadora del tipo 2, Fy(g, P, t), la funcién F' que aparece evaluada en los extremos es

F = Fy(q,P,t) — QP. (6.31)
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Sustituyendo (5.33) encontramos que

mb mb
F_Qb —l—qu QP = % (6.32)

Ahora, usamos el resultado conocido para la accion clasica del oscilador con frecuencia constante wy [31],

Ty
o = / (PQ' = AT = g Mot (@24 Q)coslin(Ty — T)l = 2Qu@} . (63)
Ta

y escribimos todo en términos de g(t) y f(¢), obteniendo

My JaGbqab

oas m. .. 9 .2
= — t(gp — — . 6.34
cl 2 (QGQ{L + ngb)co (gb ga) Sin(gb o ga) ( )
Si anadimos AF' encontramos que
: ) M/ Galo@ads | ™ fo o fa ¢
905 1 AF = —(§aq? + gpa2)cot(gp — ga) — —el20D 4 = | L2 6.35
5 ™ (3aa? + g )cot(gs — 90) sng — 00) 2 ( qub 7.t (6.35)

lo cual concuerda con la accion clasica S.; dada en (6.13).
A continuacién, notemos que si empezamos con (6.3) aplicada al oscilador con frecuencia constante wy,

es decir, calculamos (Qp, Tp|Qq, T), obtenemos el resultado conocido [31]

mwo

(@ TQu ) = | [5e—enn (52 (6.36)

donde S%*° esta dada por (6.33).

Reescrlbiendo esto en términos de f(t) y g(t), usando (5.9), encontramos

2mihsin(gy —

(Qb, Th|Qa, Ta) F\/ Jodt )P (;Sd) exp (—;AF> , (6.37)

es decir,

<Qb7Tb‘Qa7Ta> =V babbexp (_;AF> <qb7tb|Qa7ta>7 (638)

lo cual concuerda con (6.30). De esta manera, hemos comprobado la relacion existente entre los propagadores.

6.3. Formulacion en el espacio fase extendido

Nuestro objetivo en esta seccion sera obtener el kernel K (qp, t5; ¢a, to) a partir de la integral de trayectoria

en el espacio fase extendido. La expresion (6.1) puede ser encontrada mediante la siguiente amplitud:

7
<qb,tb,7'b|qa,ta,7'a>(o) = /DthDprt(S(t —g(7))d(pt + H)exp 7 /dT [pq + pit’ — Xpe + H)] p, (6.39)

Ta
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donde g(7) provee la norma temporal. Este kernel, en su forma particionada, es igual a (6.1).

— -1 N-1

dp;
<Qb7tbaTb‘Qa;ta7Ta = J\}E}noo/ H dqg H dt] [ ? . dp; ))5(ptj -‘rHj)
= j= j=
. N-1
i o
xexp{ = D7 [pila = 4) + 2o, (tgan = 1) = (70 = )AS(@. Epyope)] o0 (6.40)
_]:O

con q; = (qj+1 +q;)/2 y H; = H(q;,p;,1;)-
Evaluando la delta de Dirac en p; obtenemos

dp; ‘
(@bs to: To/qar ta, Ta) @) = hm /Hd%dt H ]5 ))exp Z[P] gj+1 — ;) — Hj(tjt1 — t5)]

(6.41)

Ahora, evaluamos la condicién de norma t = g(7). Abusando de la notacion, vemos que p; = p(7;) =
p(9~1(t;)) = p(t;) = p,. Entonces,

N-1 N— . N—-1
p 1
(@bs tor Toldas ta, 7a) @ = i /qu H s ﬁz P+ — ) — Hy(tjn —t5) p . (6.42)
fn =

Si definimos € = t(7j41) — t(7;) = t;41 — t;, esta expresion se convierte en

N-1 N-1 N-1
dp; z
(@bs ty: 1 Gar ta, 7a) @) = Nh_>n<1>o/ I dg 76XP D (a1 —qj) — ] ¢ (6.43)
j=1 j=0 ]:0

Por tanto, hemos probado que la amplitud calculada en el espacio fase extendido con constricciones es igual
a la amplitud en el espacio fase original.

A continuacién, mostraremos que bajo una transformacion candnica en la integral de trayectoria sobre el
espacio fase extendido, la amplitud se puede escribir como un producto de dos factores: uno de ellos es el
kernel del sistema independiente del tiempo, y el otro esta relacionado con el término de frontera (5.72). Para
lograr esto, hay que realizar la transformacion canoénica discretizada, tal como se vio en la seccién anterior.

La transformaciéon temporal t; — T; en cada intervalo esta dada por
t; = h(Ty), (6.44)

donde h denota a la funcion inversa de T'(t). En nuestro caso,

t

ds
T = . 6.45
b2(s) (6.45)
to
Si definimos t; = (t;41 + t;)/2, entonces, vemos que
— t(T41) +t(Ty) _ -
t = % ~ h(Ty) = h, (6.46)
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At = tjp —t; = b (E;)AT; = bIAT;, (6.47)
donde AT; = Tj41 —T; y Tj = (Tj41 +T;)/2. Con estas relaciones, una funcién del tiempo F(t) cumple con

r_ Fltjn) + F(t5)

y .
AF; = F(tj1) — F(t;) = At F(t;) = b3 F;AT;. (6.49)
La transformacion para g es
4 = b;Qj, (6.50)
y, por tanto,
S bjAQ;AT; _ o
7 qﬂ“; KERE Yo 7% L Agy =g — a5 = bAQ; + b2b;Q; AT (6.51)

La ecuacién de transformacion para los momentos es

. Fy(gj+1. 85, Py, Pry) — F2(61j7fj7PjaPTj)7 o~ Fo(@j:tj+1, By, Pry) = Faly,t, By, Pry) (6.52)
Ag; ’ At;
Un calculo similar al de la seccién anterior muestra que
P;  mbjq; Pr, AT; T R el
PN T PN A A (bj) At oAt (6.53)

Para ver el efecto de la transformaciéon canénica en la medida, debemos partir los productos del espacio fase

y aplicar la regla de transformaciéon de coordenadas mediante el Jacobiano, tal como ya se hizo. Obtenemos

N-1

d dP dP
DqDIDpDp; = Jim H dg;dt; H dp; 2 p t H b3dQ,dT; H - hb3T . (6.54)
Las deltas de Dirac transforman como
N—1 N— N-1 (0)y N—1
o —T:7) _
IT 6t —9(m)) H (pe, + Hy) = [[ W B25(Pr, + 1), (6.55)
j=1 j=0 j=1 J i=o
en donde .
J dS
70 _ / . 6.56
J b2(s) ( )
to;
El invariante I; para el intervalo j-ésimo esta dado por
P? 2 _
I =L 4 10 Q2. (6.57)

2m 2
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A primer orden en AQ; y AT}:

ijqj ~ PjAQj + ngijQjATj + mle;ijAQj + meB?Q?ATJ, (658)
—— mb. 1 mb. —— =
1 b’ AQ;AT; S — o2 b2hiQAQAT;
e, Atj = Pr, ATy + A (b_) P; (ijjJr 27 4J J) TRELES 5 b b§Q§+% . (6.59)
g
Sumando e insertando la relacion Pr, = —1I;, obtenemos
— - = mE? — ;2 =9
ijqj +ptjAtj ~ PjAQj — I(Qj, P])ATJ + mbjijjAQj + T(bjb] + b])ATJQJ (660)
Ademas, de manera analoga a la secciéon anterior, podemos deducir que
bj = b(Ty) = \/b(T)b(Tj11). (6.61)

Ahora, usamos estos resultados y evaluamos las deltas de Dirac en la integral de trayectoria, reteniendo

solo términos lineales en AT} y en AQ);. De aqui, se sigue que

. Ty
1 i mbb | " i dQ
0) — 2 02 e o
(@v, to, To|qas tas Ta) b(ta)b(tb)eXp <h > Q . ) /DQDPexp h/dT <PdT I)
a T,
CEAF
= <Qb7Tb|QaaTa>v (662)

T

baby

el cual es el resultado que habfamos deducido en el espacio fase original.

6.4. Analisis de Lewis

El analisis cuantico del oscilador amonico con frecuencia dependiente del tiempo comienza asumiendo que

existe un operador hermitiano con dependencia explicita del tiempo, I(t), que satisface
I(t)=o. (6.63)
El problema de eigenvalores para este operador es
(1A 1) = AA8), (6.64)

donde se puede demostrar que los eigenvalores A son independientes del tiempo y los eigenestados son tales
que
(A EHN t) = S (6.65)

Para resolver la ecuacién de Schrédinger se propone la solucién

[W(t) =Y exe™ D\ 1), (6.66)
A
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con ) (t) una fase a determinar.
Vemos claramente que esta propuesta es simplemente una combinacion lineal de los autoestados de I(t).
Si ahora sustituimos este ansatz en la ecuacion de Schrodinger, encontramos que «(t) debe satisfacer la
(6.67)

siguiente ecuacion diferencial:
day (t) 0
h = (Nt |ih— — H | |\ t).
dt At ot A, ¢)
Consideremos ahora el oscilador armoénico con frecuencia dependiente del tiempo. Haciendo un analisis

(6.68)

similar al de la seccion 5.1 podemos obtener el invariante I(t) para el sistema cuéntico pidiendo que I(t) = 0.
2

mwy

El resultado es )
_ _ 1 \2
I(t) = 2m(bp mbq)* + o2

@,
donde ¢ y p son operadores que satisfacen [g, p| = ifi, y por tanto, hay que tener cuidado con el ordenamiento

al expandir el binomio al cuadrado. La ecuacion auxiliar que satisface b(t) es (5.22):
(6.69)

2
. 2 wo .

b+ wb— = 0.
Vemos de la forma del invariante una posible factorizacion. Para lograrla introducimos los operadores a

(6.70)

y a' dados por
1 .
{@q +i(bp — me)} ;

T 2hmag L b
(6.71)

! {mwoq —i(bp — mbq)} .

T
al= ——
v/ 2hmwy b
Estos operadores satisfacen
1
[a,a’] =1, I=hw (aTa + 2) : (6.72)
De aqui se sigue que los autoestados de a'a son también autoestados de I(t); los llamaremos |n, t):
1
ataln,t) = njn,t), I(t)|n,t) = Aa|n,t), A = hwo (n + 2) , n=0,1,2,.... (6.73)
De las propiedades anteriores se sigue que
(6.74)

aln,t) =vnln—1,t),  a'|n,t) = vn+1|n+1,t).

Para resolver (6.67) debemos encontrar los elementos de matriz (n,t|H|n,t) y (n,t|0/0t|n,t). Para lograr

esto, los operadores ¢ y p deben expresarse en términos de a y af:

h ) h mwy . mwy .

T barat), pe (70 i)l — (™0 4 i) o] 675
q ST, (a+a"), p=i . A ] a 2 +imb) a ( )

Entonces, elevando al cuadrado ambos operadores, obtenemos
§ 2
(n,tlq”In,t)

1
t|Hn,t) = — (n, t|p?|n, t
(n,t|H|n,t) 2m<n, Ip=|n,t) +

hwe  hb? hw?b?
= =4+ = tlataln,t tln, t
(W e T oy | (o tlalaln ) + (n, iln, )
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Sabemos que

alln —1,t) = /nln, t).
Derivando respecto al tiempo esta relaciéon encontramos que

dal

o =10 +at D 10) = Vi

ot Ll

Ahora, proyectamos con el bra (n,t|:

1
NG

0 dal
—In—-1,t t|l—1In —1,¢).
=1, + (1|~ 1,1)

1 gl t) = n— 1,11

Si usamos que

dat 1 mwob o+ imi
= _ — —1 m
ot v 2hmwq b P 7

entonces, sustituyendo ¢ y p en términos de a y a', obtenemos

dat b b mw . mw . ibbh
= _ T o _ . t (Mo | 100 ¥
ot AR K b ’mb)“ ( b +Zmb)a}+2wo(a+a)’
b ib? ibb ib? ibb i
= e —_— a + [ JEE—
b 2wy 2wg 2wy 2wy
Con esto,
dal ivn -
tl=—|n —1,t) = X—(bb — b*
(0,0 Gl = 1,6) = S22 (b~ ),
y, por tanto,
(n.tl5; 0 cn,t) = (n—1 t|g\n—1 t) + L(b?&—iﬂ)
"ot ’ 2wg ’
o bien,

(n.tl= |n £) = (0, t| -0, t>+—(bb B).

66

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

Escogemos el elemento de matriz del operador diferencial evaluado en el estado base de tal manera que

se cumpla o, (t) = —wt(n + 1/2) cuando w = wp; de esta manera,

(0.t |0 t) = —— (bb — b?).

4w0
Entonces,
o 7 o 1
t t bb — b? - .
(ntlggln.) = 50— ) (4 3)
Ahora, sustituimos los resultados obtenidos en (6.67),

dan

0 1
= H
T = i(n, t\ |n t) — h(n,t| |n, )

(6.85)

(6.86)
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_ Y oL (g2 1
= 2w0(bb b)(n—|—2) 2w0<b +wb+b2 n+2

_ W 1
=—13 (n+ 2), (6.87)

donde se us6 la ecuacion auxiliar que satisface b(t).

Finalmente, integramos para obtener

an(t) = —wp (n + ;) b;i(tl;) (6.88)

(=)

6.5. Fase de Berry para el oscilador armoénico generalizado

A continuacion, deduciremos la fase de Lewis para el oscilador armoénico generalizado y de ahi extraeremos
la fase de Berry. La importancia del método que se presentara [16] radica en que se pueden obtener correcciones
a la fase de Berry a orden arbitrario.

El Hamiltoniano de este sistema es
H(t) = 5 [X() + Y (0)ap + pa) + Z(0)p?) (6.59)
Consideremos primero el caso clasico. Proponemos la siguiente transformacién canénica
Q = A(t)g+ B(t)p, P =C(t)q+ D(t)p, (6.90)
y pedimos que el invariante I(t) esté dado por
I= %(QQ + P?). (6.91)
Hay que notar que la canonicidad implica AD — BC' = 1. Entonces,

I==[(A%+C%¢* +2(AB + CD)qp + (B> + D*)p?] . (6.92)

N

Segiin las ecuaciones de Hamilton,

oH oH
=~ —Zp+Y = ——— = —Xqg-Y )
1=, p+Yq, p 94 q—Yp, (6.93)

por lo que, desarrollando la igualdad I (t) = 0 y usando este resultado, obtenemos
(AA+ A%Y + CC + C?Y — ABX — CDX)¢* + (A%Z + C?Z 4+ AB+ AB+CD + CD — B2X — D*X)qp

+(ABZ +CDZ + BB — B%Y + DD — D?*Y)p? = 0. (6.94)

Los factores que preceden a las coordenadas deben ser cero independientemente de los otros, por lo cual

tenemos tres ecuaciones. Resulta que se pueden simplificar enormemente si tomamos B = 0. De la condiciéon
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del determinante se desprende que AD = 1, por tanto, si nombramos b = D, se debe cumplir A = 1/b.

Sustituyendo esto en las tres ecuaciones obtenemos

%% (2) + b% —CXb+CC +C%* =0, (6.95)
Ch+Cb+ b% —-’X+C?Z=0, (6.96)
bb + CZb—b’Y = 0. (6.97)
De la tercera podemos despejar C': _
O % _ % 7 (6.98)

y, sustituyendo en la segunda encontramos que

1d (b d (/Y XZ-Y2 Z
bl <Z>_{dt<z>_z+b4]_0' (6.99)

Esta es la ecuacion auxiliar que debe satisfacer b(t). La transformacion canodnica esté dada, entonces, por

_4 p_ Yy b
Q=7 Pb(p+ Zq) 7 (6.100)
y el invariante es
1) ¢? Y b
I(H=-¢0L g — = 101
(t) 5\ 752 + b(p-i— ZQ) A (6.101)

Vemos que este método para encontrar el invariante es mas sencillo y directo que el de Lewis, y obtenemos
como caso particular el oscilador armonico con frecuencia variable (salvo un factor de masa) si tomamos
wo=1, X(t) =mw?(t)/2,Y(t) =0y Z(t) = 1/m.

Para el caso cuantico se procede de manera similar, obteniendo el mismo invariante pero ahora cuidando

el orden de los productos de g con p. Se definen, entonces, los operadores a y al como
1

q . bY — b
_ q 102
a NoT b—i—z(bp—i— ~ q)], (6.102)

ot = % l‘; —i <bp+ bYZ* bqﬂ . (6.103)

Estos operadores satisfacen [a,al] = 1 y el invariante se puede escribir como

I=h (aTa + ;) . (6.104)

Al igual que en el caso del oscilador con frecuencia variable, los autoestados de afa son autoestados de

1(t), y los denotaremos como |n,t). De la relacién de conmutacion se sigue que

aln,t) = vnln—1,t), aln,t) = Vn+1n+1,t). (6.105)
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Ademas, los eigenvalores de I(t) estan dados por
1
A, = <n+2> hy n=012 ... (6.106)

Seguimos un procedimiento similar al de la seccién anterior para encontrar los elementos de matriz
(n,t|H|n,t) y (n,t|0/dt|n,t), obteniendo

. N\ 2
h 1 ) bY — b bY — b Z
<n,t|H|n7t>—2<n+2) Xb —2Yb< Z >+< ~ ) Z+ 5| (6.107)

) in |bY —b, d [bY —b
(n, t| |n ty = (0, t| |0 t) + 5 ~ b— b& < ~ ) (6.108)
Escogemos el elemento de matriz evaluado en el estado base como
i |bY b, d [bY —b
(0, t\ |0 t) = 1 ~Z b_bdt< 7 ) ; (6.109)
de esta manera,
i |0Y —b, d [bY —b 1

Asi pues, (6.67) toma la siguiente forma:

. . . o\ 2
da, 1 1\ |bY —b, d [(bY —b ) bY — b bY — b Z
= ——2<n+2> Z b—bdt< 7 >+Xb —2Yb<Z>+< 7 ) Z+ 5|, (6111)

la cual, después de usar la ecuaciéon auxiliar, se reduce a

day, 1\ Z

an(t) = <n 4 ;) / zi((i)) (6.113)

Ahora, introduciremos el tratamiento de Morales [16] para relacionar la fase de Lewis ay,(t) con la fase

Integrando, obtenemos

de Berry 7, (C) para el oscilador armonico generalizado. En particular, nosotros iremos a primer orden para
encontrar la siguiente correccion a la fase de Berry. Debemos notar que la fase de Lewis es exacta, mientras
que la fase de Berry resulta de hacer la aproximaciéon adiabatica, por lo que es interesante averiguar cuéal es
el siguiente término en la serie adiabatica; de hecho, encontraremos que en un caso en especifico la correccion
esta presente mientras que la fase de Berry se anula.

Sabemos que la fase de Berry para un ciclo C en el espacio de parametros con periodo T estéd dada por

T
Z/ \wn t))dt (6.114)
0
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donde |9, (t)) es tal que

Por otro lado, la fase de Lewis se encuentra al resolver la ecuacion (6.67):

day(t) 0
h e (n,t| (zhat - H) In, t),

donde |n, t) son los eigenestados del operador invariante I(t).

De acuerdo a la seccion anterior, para un Hamiltoniano dado por

1 Q2(1)
H )= = 2 St A\ 2
(t) = 5p" + =54,
cuya ecuaciéon de movimiento es
i+ (t)g =0,
los elementos de matriz necesarios son
h( 2,9 1 1

0 i 1
t| = |n,t) = = (bb — b =
1) 2 1) = £ (85— ) (n+ 2),
donde b(t) satisface la ecuacion auxiliar

.. 1
b+ Q% ()b — =0

Si sutituimos estos resultados en la ecuacion que satisface a,(t) obtenemos

wult) = (s 3) [ 0

0

Por otro lado, la ecuaciéon de movimiento para el oscilador armoénico generalizado es

Z 7Y —-YZ
i— i+ ([XZ2-Y*+2———Z)g=0.
q Zq+< + 7 )q

70

(6.115)

(6.116)

(6.117)

(6.118)

(6.119)

(6.120)

(6.121)

(6.122)

(6.123)

Ya hemos visto en la seccién 4.2.5 cémo eliminar el término que contiene a la primera derivada. En este

caso, se hace el cambio de variable Q@ = Z _%q, lo cual resulta en

Q+ 2P (1)Q =0,

donde hemos definido . . . .
2y -YZ 17 322

QPt)y=XZ-Y? 7~ 173
0 Tz Tz Tam

(6.124)

(6.125)

Por tanto, se ha reducido el problema al del oscilador arménico con frecuencia variable Q(t). De esta
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manera, podemos aplicar (6.122) para obtener la fase de Lewis del problema original (oscilador arménico

generalizado). A tal efecto, definimos la variable 7 (tiempo lento) como 7 = €t, con € un parametro pequeno.

Entonces,
. dQ  dQdr dQ@
s A Rl 2 12
= T ara ar (6.126)
¥y, por tanto, (6.124) toma la forma
v, (1)
Q" + = Q =0, (6.127)
donde la prima denota derivada respecto a 7.
Definimos Q?(7) = Q2(7) /€, esto es,
~ 1 z2'Y -Y'Z 1z" 377
2 _ - _ 2 222 _ 22
Q(T)—€2 XZ-Y"+e€ 7 € (22 4Z2>} (6.128)
La ecuacién auxiliar se escribe como
~ 1
0" + Q3 ()b — =0 (6.129)

Esta ecuacion es un caso particular de los sistemas cuasiperiodicos estudiados por Kruskal [40] mediante
un anélisis asintotico. La propuesta para resolverla es asumir que b(t) estd dada como una serie en potencias
de €2

b(t) = bo(t) + ba(t)e? + by(t)e* + ... (6.130)

El término no lineal de la ecuaciéon auxiliar lo podemos expandir a segundo orden, de manera que

3 _ -3 b2 o I 3ba o
b2 =by" | 1+ —€ + ... =by" |1——€+..]. (6.131)
bo bO
Entonces,
- ~ 3b
(Q%by — by ®) + (bg + Q%by + bg) e +..=0. (6.132)
Igualando cada término a cero obtenemos
by =Q7 2, (6.133)
_ bg _1~71~// 3 N—2 &2
bg-—4£~22 _§Q z2(Q) —1—69 200", (6.134)

Mas ordenes en la expansion se pueden consultar en [9)].

Para calcular la fase de Lewis o, (7) necesitamos b=2. A tal efecto, realizamos de nuevo una expansion

binomial:
by - 2by
b2=by? 1+ = +..] =b°—"F5+0(), (6.135)
bo by
o bien, en términos de €2,
. Y 1~ o~
b 2=Q0+ (2939'2 - 49%2") 2+ 0(eh). (6.136)

A continuacién, hay que determinar el orden en € de cada término. Notamos que €2 es de orden €', por lo
que Q72 ~ O(?) y Q73 ~ O(e%). Analizando las derivadas, se puede probar que Q' ~ O(e™1) y 0/ ~ O(e™1).
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Por tanto,
Q730723 ~ O(E)0(e2H)O(2) ~ O(e?), (6.137)
Q20" ~ O(2)O(e HO(€) ~ O(€%), (6.138)
y, entonces,
b2 =Q+0(). (6.139)

Si sustituimos este resultado en (6.122) obtenemos

an (1) = — <n+ ;) /Tde(j/) =- (n + ;) /TQ(T/)dT/ + O(é%). (6.140)
0

0
1
}2

+0O(?).  (6.141)

Ahora expandimos 2(7) a segundo orden en € usando la serie binomial:

1/2\ 1 /2\*
L343

/ 2
A 1(z
Z'Y -Y'Z (7 —2 (7) (Z'Y —Y'Z)?

T te 1 3
ZZ(XZ—Y2)§ A4XZ-Y2)2 822(XZ—Y2)5

- 1 1 7Y ~Y'Z 1
Qr)=-(XZ-Y?24{1 2
(M) =2l )2{ T IxzvH T Xz _ve

1
= —(XZ-Y?)5 4
€

—~

Por tanto,

l 2
A VA 1(Zz
1 Z) T 2\Z Z'Y -Y'Z)?
—€ (n + ) / ( z 2 ( Zl) _ | ) - | A’ + O(?). (6.142)
Y?)z2 8Z2(XZ —Y?)2

De aqui podemos extraer las diferentes contribuciones para un ciclo C realizado en un tiempo 71"

= Fase dinamica

T T
1 1 1 1
0, (T) = —ﬁ/En(T/)dT/ =—- (n+ 2) /(XZ—Y2)§dT/. (6.143)
€
0 0
= Fase de Berry
T
1 1 Y'Z-7'Y
2(O) == (n+z /—ldr’. 6.144
wier=5 2)0 e (6,144

= Correcciéon de primer orden a la fase de Berry

N &) -5 @vovae ]|,
¢n(C):—e<n+2>O/ iXZjY2§% T SAXZ v dr'. (6.145)
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Vemos que la fase dinamica es la esperada, puesto que, segtn la seccion 4.2.5, E,, = (n+ 1/2)W(X Z — YQ)%.
El factor e~! que aparece enfrente nos dice que el efecto dinamico es grande debido a que € — 0. Ademaés,
la fase de Berry es justamente la misma que ya habjamos calculado en (4.87). Lo novedoso es la correccion
a la fase de Berry dada por ¢, (C); es una correcciéon pequeiia ya que es de primer orden en €, sin embargo,
hay un caso en que la fase de Berry se anula y la correccion ¢,,(C) entra en juego: cuando Y = 0 (no hay
término cruzado ¢p). En este caso, persisten la fase dindmica y la correccion, aunque no sabemos si términos

de mayor orden en e también estén presentes.



Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

A lo largo de este trabajo hemos explorado el concepto de adiabaticidad en el contexto clasico y cuantico.
Primero, introdujimos las nociones de transformaciones canénicas y de integral de trayectoria, las cuales son
necesarias para abordar el tratamiento de sistemas adiabaticos. Después, expusimos el tratamiento de Dirac
para sistemas con constricciones [28], el cual nos seria util a la postre para entender estas nociones en el
espacio fase extendido. Luego, dedujimos el angulo de Hannay en el contexto clésico y vimos la apariciéon de
la fase de Berry en mecénica cuantica. Con esto en mente, pudimos atacar el problema del oscilador arménico
generalizado y obtener el angulo de Hannay y la fase de Berry correspondiente. Observamos, ademaés, que
para este caso el angulo de Hannay puede extraerse de manera sencilla de la fase geométrica.

Posteriormente, emprendimos la tarea de mapear el oscilador armoénico con frecuencia variable a un oscila-
dor armoénico con frecuencia constante. Esto fue posible gracias a una transformaciéon canédnica generalizada.
Vimos que esta transformacion cobraba sentido en el espacio fase extendido, siendo esta una contribucion
del presente trabajo. También propusimos un ejemplo concreto que ayudoé a apreciar el efecto de la trans-
formacion sobre el sistema, en particular, encontramos que para ciclos en el espacio fase original la cantidad
pdq + p:dt se conserva.

En la parte cuantica, siguiendo el método de Chetouani [18], incorporamos la transformaciéon canénica a
la integral de trayectoria para relacionar el kernel del oscilador con frecuencia variable con el del oscilador con
frecuencia constante. Posteriormente, otra contribuciéon fue realizar este anélisis en el espacio fase extendido,
llegando a la conclusién que hay que introducir las constricciones a la integral de trayectoria para obtener el
resultado conocido de Dittrich [25].

Una contribucién mas fue que, a partir del tratamiento de Morales de la fase de Lewis, logramos extraer
la correcciéon a la fase de Berry al siguiente orden en el parametro adiabatico € y, en particular, vimos que
para cierto caso la correccion estaba presente atn cuando la fase de Berry se anulara.

Concluimos, entonces, que el tratamiento de sistemas dependientes del tiempo puede entenderse de una
mejor manera en el espacio fase extendido, en donde las nociones de transformacién canénica y kernel deben
generalizarse de manera natural al incluir el tiempo como una variable mas. El precio que hay que pagar es
la introduccion de constricciones, las cuales pueden ser tratadas por el método de Dirac. Queda abierta la
cuestion de relacionar la correcciéon a la fase de Berry con alguna cantidad geométrica que tenga que ver con
la manera en que se miden distancias en el espacio de parametros, del mismo modo que la dos-forma Fi(f)
tiene que ver con el tensor métrico cuantico. Ademas, para un trabajo futuro, se puede aplicar el anélisis en

el espacio fase extendido para potenciales mas generales que el del oscilador armonico.
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