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Introduccion

Desde el trabajo fundacional de Helmholtz (1858) en el que se formularon algunos
teoremas acerca de vortices, el tema de la dindmica de vorticidad ha seguido atrayendo a
muchos fluidistas. Es interesante observar que en este campo, més que en cualquier otra
rama de la mecanica de fluidos, muchos descubrimientos independientes fueron hechos
tanto de las ecuaciones que gobiernan ciertos vortices como de algunas soluciones analiticas
exactas de los mismos. Un ejemplo es el analisis del problema de tres-vortices, estudiado
por W. Grobli en la tesis publicada en 1877 (para una detallada revision, ver Aref et al.
1992): un buen nimero de los resultados descritos en su tesis fueron redescubiertos casi
jun siglo mas tarde!

Lo mismo parece haber ocurrido con dos articulos publicados por el ruso cientifico
S.A. Chaplygin a comienzos del siglo pasado. En estos documentos se analizé el flujo
debido a un vértice eliptico puesto en un campo de flujo ambiente con vorticidad uniforme
(Chaplygin 1899) y la estructura de un vortice dipolar circular con una distribucion de
vorticidad continua de acuerdo con la relacion lineal ¢ o< w (Chaplygin 1903).

Chaplygin (1903) presenta una solucion analitica de un vortice dipolar con vorticidad
distribuido dentro de un area circular de acuerdo con la relacion lineal ¢ — w. Al parecer,
no era consciente de los textos de Lamb (1895) y Viena (1900), en que se hicieron breves
comentarios acerca de la posibilidad de tener este tipo de soluciones. Chaplygin presento
soluciones analiticas tanto para el vortice dipolar en movimiento constante a lo largo de
un camino recto y para el movimiento del dipolo de manera constante a lo largo de una
pista circular. En el primer caso, su solucion es idéntica a la descrita por Lamb (1895) y se
describe en més detalle por Lamb (1906); sin embargo, Chaplygin (1903) proporciona un
analisis mucho méas detallado de las caracteristicas del dipolo. Por otra parte, Chaplygin
dio una generalizacion para el caso de un dipolo no simétrico moviéndose de manera
constante a lo largo de una linea recta.

Cabe senalar que las publicaciones de Chaplygin fueron hechas en ruso, que es proba-
blemente la razon por la que gran parte de sus importantes contribuciones han escapado

a la atencion de la comunidad de fluidistas. A pesar de que los articulos de Chaplygin
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fueron publicados hace bastante tiempo, en nuestra opinién, son todavia interesantes y

valiosos para el experto en dindmica de fluidos de hoy en dia.

Los remolinos son constantemente observados en la naturaleza y en muchos procesos
fisicos. Por ejemplo, en época de huracanes se producen ciclones por el vapor de agua que
viene del oceano ecuatorial, los tornados se generan por las diferencias de temperatura
de las capas de aire en ciertas latitudes. Hay remolinos que se forman en las piletas en
el desagiie. En procesos fisicos que no son tan naturales también se pueden observar a
diferentes escalas y de diferentes tipos, por ejemplo, los aros que produce un fumador son
del tipo toroidal (una dona), los torbellinos que se generan en el despegue de un avion o

los que se producen en las aspas de una hélice son tipo filamentario, etc.

Cuando un fluido sale de un canal a un dominio abierto, debido a la vorticidad produ-
cida en las paredes solidas del canal se forma un par de vortices contra-rotatorios al que
se le conoce como vortice dipolar, o simplemente dipolo (Velasco, 2003). Esta estructura,

es importante en el transporte de masa.

Generalmente los vortices a gran escala se observan en fotografias satelitales, como
los huracanes o remolinos en el océano; en las desembocaduras de rios en lagunas, en el
mar o en rios, etc. Esas fotografias sélo dan informacion en dos dimensiones, por lo que

se puede caracterizar a este tipo de estructuras en forma bidimensional. Ver figura 1.
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Figura 1: Remolinos o vortices de mar abierto en el Atlantico Tropical Norte. Tomada de La
NASA (2013).

Los fenomenos fisicos se estudian tanto de forma teérica (analitica o numéricamente)
como de forma experimental (realizando observaciones en laboratorio o in situ). En esta
tesis se pretende hacer un estudio completo, realizando un experimento en laboratorio y
comparando los resultados con un modelo analitico aceptado, de un proceso comun en la
naturaleza: la formaciéon de un dipolo a la salida de un canal, en aguas someras. Para hacer
esto, se us6 una técnica de Velocimetria por Imégenes de Particulas, PIV (por sus siglas
en inglés) que es un método Optico de la visualizacion del flujo usado en la educacion y la
investigacion. Se utiliza para obtener mediciones instantaneas de velocidad y propiedades
relacionadas en fluidos. El fluido se siembra con particulas trazadoras que, para particulas
suficientemente pequenas, se supone que siguen fielmente la dindmica del flujo. El fluido
con particulas arrastradas se ilumina para que las particulas sean visibles. El movimiento
de las particulas de siembra se utiliza para calcular la velocidad y la direccion (el campo

de velocidad) del flujo que se esta estudiando.

Una de las preguntas que surgen en este trabajo es si:
“Concordaran los datos experimentales con el modelo analitico de un vortice dipolar

de Lamb-Chaplygin en aguas someras”.

El objetivo general es caracterizar el campo de velocidades experimental de un

dipolo usando la técnica experimental PIV, y compararlo con el modelo analitico de
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Lamb-Chaplygin (Chaplygin, 1903, 2007).

Los objetivos especificos son los siguientes:

= Desarrollar un experimento en el que se genere un vortice dipolar de tal manera que

se pueda medir el campo de velocidades usando la técnica de PIV.

= Deducir las expresiones para la vorticidad y la funcién de corriente usando el modelo

teorico de Lamb-Chaplygin.
= Comparar datos experimentales con resultados teoricos.

= Demostrar que la técnica PIV puede ser usada en docencia.

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma: En el capitulo 1 se describe el marco
teorico de la produccion de vorticidad de una manera muy general. Asimismo, se deducen
las expresiones analiticas de la velocidad, vorticidad y funcién de corriente del modelo de
Lamb-Chaplygin. En el capitulo 2 se describe el desarrollo del experimento, las técnicas de
medicion usadas, y se muestran los resultados experimentales. En el capitulo 3 se realiza
el anéalisis de resultados, tanto numéricos como experimentales y se hace la comparaciéon
entre ellos. Finalmente en el capitulo 4 se hace una discusion sobre los resultados y se

presentan las conclusiones.



Capitulo 1

Marco tedrico

1.1. Fundamentos de la dindAmica de fluidos

La teoria matematica de la dinamica de los fluidos comienza en el siglo XVII con el
trabajo de Isaac Newton, quien fue el primero en aplicar sus leyes de la mecanica al movi-
miento de los fluidos (Navier, 1822). Mas tarde Leonhard Euler escribi6 por primera vez
en 1755 las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de un fluido ideal, es decir, en
ausencia de disipacion debido a la interaccion entre moléculas (Stokes, 1845). Finalmente,
Claude Navier en 1822 e, independientemente, Gabriel Stokes en 1845 introdujeron en el
modelo el término viscoso y llegaron a las ecuaciones que hoy conocemos como “ecuaciones
de Navier-Stokes” (Stokes, 1845).

Existen dos maneras de describir el movimiento de un fluido, la representacion eule-
riana en la que los “parametros del flujo se dan como una variable de campo, es decir,
como una funcion del tiempo y del espacio. Es decir, f = f(z,v, z,t). Una particula en
una posicion y tiempo dados, debe tener cierta densidad, velocidad, energia, etcétera vy,
al transcurrir el tiempo, particulas diferentes ocuparian esa posicion” (Smith, 2003). Y
la representacion lagrangiana cada particula se identifica por su posiciéon en un tiempo
dado, es decir, (o, Yo, 20, to) y se observa en el tiempo. Es decir, f = f(xq, Yo, 20,t —to). Es
dificil seguir el movimiento de las posiciones de todas las particulas, porque sus posiciones
relativas cambian continuamente en el tiempo. La descripciéon euleriana es la mas usada,
puesto que es mas facil de implementar. Debido a eso, en este trabajo se usard dicha

descripcion para la obtencion de resultados.

Existen varias formas de obtener el campo de velocidades de un dipolo analiticamente.

13
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Una de ellas es calcular el campo de velocidades a partir de suponer que hay dos vortices fi-
lamentarios. Este calculo se hace mediante la ley de Biot-Savart (Kundu y Cohen, 2002).
Sin embargo, un modelo mas realista es el del dipolo de Lamb-Chaplygin (Chaplygin,
1903, 2007) que se obtiene a partir de la ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilin-
dricas (Arfken, 1985; Asmar, 2005) para la funcién de corriente (Lamb, 1932; Landau y
Lifschitz, 2001; Guyon et al, 2001). Esta segunda opcion es la que se utilizo para modelar
dicho dipolo.

El dipolo de Lamb-Chaplygin es una soluciéon exacta de la ecuacion de Helmholtz. La
vorticidad esté confinada a un circulo de radio R, y dentro de este circulo hay dos vortices
de tamano finito. La solucién desarrollada en este trabajo muestra que el dipolo de Lamb-
Chaplygin (Chaplygin, 2007) es una buena aproximacion para describir la etapa inicial de
los vortices (no su creacion, sino cuando el dipolo ya estd completamente formado) para

nimeros de Reynolds moderados.

1.1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes y continuidad

Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nombre de Claude-Louis Navier y George
Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
que describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones gobiernan la atmosfera terres-
tre, las corrientes oceanicas y el flujo alrededor de vehiculos o proyectiles y, en general,

cualquier fenémeno en el que se involucren fluidos newtonianos.

Las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion de continuidad son las condiciones
principales que deben satisfacer los fluidos al moverse. Se deducen de la combinacion del
balance de momento y la conservacién de la masa, respectivamente, y son las ecuaciones
de movimiento para un fluido, en el cual los efectos de la viscosidad son importantes. Para

un fluido newtoniano las ecuaciones de movimiento son (Lopez Sanchez. , 2013):

Du o 1= 1= o
— =F—--VP =V(V-a)+ Vi 1.1
D1 p +v (3 (V-u)+ u> (1.1)
0p =
—§+V-(pﬁ) ~0 (1.2)
Du 0ou . = . LS : %
donde — = — + (@ - V)4 es la derivada material, « es el campo de velocidades, v = =

Dt Ot p
es la viscosidad cinemética, p es la viscosidad dindmica, p es la densidad del fluido y P

la presion. La ecuacion (1.1) es una ecuacion vectorial, y forma las ecuaciones de Navier-
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Stokes (son tantas ecuaciones como dimensiones se consideren), y la ecuacion (1.2) es la
ecuacion de continuidad.

Si el flujo es incompresible las ecuaciones (1.1) y (1.2) se convierten en:

Di - 1=
—_ =F-—-VP+vV%i 1.3
Dy p +vViu (1.3)

V-i=0 (1.4)

1.1.2. Formulacién funcion de corriente - vorticidad (2D)

El problema original estd contemplado para resolverse en tres dimensiones. Para eso
se resuelven las ecuaciones de Navier Stokes y continuidad, cuyas variables dependientes
originales son el campo de velocidades (@) y la presion (P). Sin embargo este problema es
en aguas someras y se puede aproximar a un problema en 2 dimensiones, lo que facilita
los calculos. De las variables dependientes originales se tienen, para dos dimensiones, las
dos componentes de @ y P. Si se trabaja en la formulacion funcién de corriente-vorticidad
(1 — w), al aplicar el rotacional a la ecuacion (1.3) la presion desaparece, y nos quedan la
vorticidad y la funciéon de corriente que esta relacionada con las dos componentes de la
velocidad, eso nos da una ventaja respecto a la formulaciéon original de velocidad-presion.

Esta formulacion de funcién de corriente-vorticidad sélo es posible en dos dimensiones,
asi que cuando se quiera resolver el problema en tres dimensiones es necesario resolverlo

en la formulacion original (@ — P).

1.1.3. Funcién de Corriente y Vorticidad (¢ — w)

La vorticidad de un elemento de fluido esté definida como el rotacional de su vector
velocidad. Es decir:

G=Vxi (1.5)
con U = (u,v,w). Para dos dimensiones, solo se elimina la tercera componente, es decir,
si el campo de velocidades yace en un plano, la vorticidad es un vector perpendicular a
ese plano, ver figura (1.1). Aplicando el teorema de Stokes en la definicion de circulacion

se observa que ésta y la vorticidad estan relacionadas:

r5f@ﬂe/ﬁx@@5/aam@ (1.6)
C S Sa

en donde S, es el area definida por el contorno cerrado alrededor del cual la circulacion

es calculada y n es el vector unitario normal a la superficie.
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o= V % U(d(%,Y,2) V(x.Y.2))
M

.{ /,-—-;__ :T:\\§ Y

Figura 1.1: Si el campo de velocidades yace en un plano, la vorticidad es un vector perpendicular

a ese plano.

El movimiento en dos dimensiones y no divergente, permite que el campo de velocida-
des pueda ser representado por una funcién escalar dada por ¥ (x,y,t) (también llamada
funcion de corriente) definida como:

_% % (17)

’U:—%

oy’

u

De la definicion de vorticidad tenemos:

ik
Vxi- |2 2 2 (18)
u v 0

Como los vortices estan en el plano zy so6lo nos interesa la vorticidad en el eje z

entonces de la ecuacion (1.8) nos queda:

ov  Ou
Combinando la ecuacion (1.7) con la ecuacion (1.9) nos queda:
d 0y 0 0y
52\ 8_y(8_y) =W, (1.10)
2 2
A (1.11)

= wZ
or?  0y?

Reescribiendo la ecuacion (1.11) en forma compacta nos queda:

V) = —w, (1.12)

La ecuacion (1.12) es la famosa ecuacion de Poisson, que se resuelve por métodos

numéricos para 1 en el apéndice A.
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La suposicion que hicieron Lamb-Chaplygin es que la vorticidad w, es proporcional a

la funcién de corriente 9, esto es:

w, = kv (1.13)

De tal manera que combinando la ecuacion (1.13) y la ecuacion (1.12) se transforma

en la ecuaciéon de Helmholtz:

V23 = —ki (1.14)

Ecuacion que se resuelve en la secciéon 1.2 por el método de separacion de variables en

coordenadas polares.

1.1.4. Circulacion

La circulacion (') contenida dentro de un contorno cerrado en el cuerpo de un fluido,
se define como la integral, alrededor del contorno, de la componente del vector velocidad
localmente tangente al contorno (Guyon et al, 2001; Landau y Lifschitz, 2001). Esto es,

la circulacion esta definida por:

F:fﬁ.df (1.15)
C

donde dl’ representa un elemento del contorno C'. La integraciéon se hace en sentido
opuesto al movimiento de las manecillas del reloj.

Un modelo simple para el proceso de formacion de un dipolo es considerar la inyeccion
total de vorticidad creada por las paredes solidas del canal (Shariff y Leonard, 1992). En
este modelo hay una velocidad constante U dentro del canal actuando durante un tiempo
t. La capa limite viscosa que se forma en la pared tiene un espesor d. Dentro de esta capa
la vorticidad promedio estara dada como w = % y la velocidad promedio como U/2. Como
la circulacion es también (por el teorema de Stokes) la integral de area de la vorticidad,
por lo tanto la circulaciéon también se puede calcular por medio de la siguiente ecuaciéon
(Wells y van Heijst, 2003):

F://w-ndAmgxéxgxtlezt
B 5 2 2

Esto también puede ser escrito como I' = 1/2U L donde L es el largo de la formacion
del dipolo, ver figura (1.2).
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Figura 1.2: En el modelo conceptual de Stommel y Farmer (1952), el flujo de las mareas dejando
un canal agudo puede separar desde un cabo y formar un chorro. Cuando la marea cambia de
fase, el flujo que entra en un canal tendra tipicamente la forma de un sumidero. Parte del chorro
entonces no se dibuja de nuevo a través del canal, de modo que hay un intercambio neto de masas
de agua. Tomada de Wells y van Heijst (2003).

1.1.5. El gasto

En mecanica de fluidos se define el gasto como: G = [ @ - fida. El resultado de ese

producto punto es uda, considerando una profundidad z;=cte., el gasto queda como:

y
G = / uzqdy
0

Figura 1.3: Fluido con velocidad @ pasando a través de un area. El origen de coordenadas esta
en el punto (0,0,0).

Sustituyendo la ecuacion (1.7), suponiendo una profundidad constante z; = 1 e inte-

grando a lo largo del eje y (de —y a y), el gasto queda como:

v 9 Yy
G= [ Fay= [ av=v,-u
—y 9Y o
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Se pueden asignar los valores ¥y = 0 y ¥, = o, y son los valores para las condiciones
de frontera para la funcién de corriente ).

La expresion de la velocidad en el perfil parabdlico es:

u(y) =U (1 - %) (1.16)

donde U es la velocidad maxima en el canal (ver la seccion Bl del apéndice B de (Lopez
Sanchez. , 2013) para detalles).

1.2. Dipolo de Lamb-Chaplygin

Usando la metodologia de Chaplygin (2007) y el procedimiento de Lopez Sénchez.
(2013) se calcularon las expresiones para la funcion de corriente y vorticidad del dipolo
de Lamb-Chaplygin. Iniciando con la funcién de corriente fuera del cilindro que contiene
a los vortices del dipolo, y como suponemos que la vorticidad es cero fuera del cilindro y

por la continuidad en la parte interior tenemos que:

2
w1 (r,0) = Ugrsin 0 (1 - “—2> (1.17)

r
donde Uy es la velocidad en la direccion de propagacion del dipolo. Dentro del circulo la
funcion de corriente satisface la ecuacion de Helmholtz (1.14) que en coordenadas polares

se escribe asfi:

Py 10y 1 0%
o Tror Toe
Sabemos por el desarrollo que se hizo en el artéulo Chaplygin (2007) que la ecuacion de

- (1.18)

Poisson se cumple la ecuacion (1.13) asi pues los requerimientos del problema se satisfacen

completamente si se asigna:

F)=—w. =k y o= f(r)sinf (1.19)

donde f(r) es una funciéon que se desea encontrar.

El flujo es simétrico respecto al eje y = 0, como se indica en la figura (1.4); 11 > 0
en la mitad inferior porque de la ecuacion (1.17), sin§ es positivo en esa region, asi que,
por continuidad, 1 =1 = 0 en la frontera del cilindro y ¢ < 0 en la mitad inferior de la
figura (1.4).

Para encontrar soluciones estables, k debe ser negativa, y se reasigna como k — —k?2.

Ya que no existen derivadas cruzadas ni productos mezclados, se puede proponer que la
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Figura 1.4: Funcion de corriente dentro y fuera del cilindro de radio a.

solucion sea un producto de dos funciones independientes 1(r,0) = R(r)O(0), y asi usar

el método de separacion de variables para resolver la ecuacion de Helmholtz:

@@ + 9% + ﬁ@Q_@
or? r Or  r?2 062

Dividiendo entre 9 (r, #) = R(r)©() y multiplicando por r*:

+EOR=0

r282%+r8%+102@+k22 0

R — _— _—— T =

ROor2  ROr 0O 062

haciendo la separacion de variables e introduciendo la constante de separacién m? tenemos:
2 2 1 1 2
% (6_9%+_0_9%+k2%) __199_

donde m € Z para que se cumplan las condiciones de frontera (Asmar, 2005). De aqui

que

0" +m?0=0 = ©=Acosmb+ Bsinmf (1.20)
PR+ R+ (BPr? —m*) R =0 (1.21)

De aqui se observa que la ecuacion (1.20) es la del oscilador armoénico simple cuya

solucion es la que se muestra en el lado derecho de la misma ecuacion.

Para la ecuacion (1.21) se realiza el re-escalamiento p = kr, esto implica que dp = kdr,
y si hacemos que R(r) = R(p/k) = R(p) por la regla de la cadena R'(r) = ?ﬁ’(p/kj)% =
kR(p) y como R"(r) = k*R(p) al sustituirlo en (1.21) se obtiene finalmente la ecuacion

de Bessel de orden m:
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p*R"'+ pR + (P> —m*) R=0

cuya solucion general es:

R(p) = C1Jum(p) + CoNp(p) = Crdpm(kr) + Co Ny, (kr) = R(r)

para que R(0) sea finito, debemos hacer Cy = 0 porque la ecuacion de Neumann de
orden entero N,, diverge en cero. Asi que R(r) = C1J,,(kr) y la condicién de frontera

M(a) = 0 se mantiene para C; # 0 si y solo si ka = ay,;, por lo tanto

a .
ko= kyy = —2
a

son solo los valores positivos de k para los cuales hay soluciones no triviales, ver
(Asmar, 2005). Asi pues, en nuestro caso la funcion R tiene como solucion: R(p) =
> o Cmdm(p), donde J,, es la funcion de Bessel de orden m.

La solucion general para la ecuacion de Helmholtz (1.18) es:

Y(r,0) = Z CrnJm (k1) (A cosmb + B sinm#) (1.22)
m=0
Las constantes A, B y C,,, y la constante de separaciéon m se deben determinar con
las condiciones de frontera y de continuidad. De la condiciéon (1.19) y la ecuacion (1.20)
se tiene que A =0, B =1y m = 1. Como en la periferia del circulo ¢)(r = a,0) = 0,
entonces k = py, donde p es la primera raiz de Ji(r) distinta de cero, que en este caso
se aproxima como: p; ~ 3.8317.

Por la continuidad en el circulo, las derivadas también deben ser iguales, entonces:

Op(a)  Oi(a)

or or

de aqui que

0 :

8_17{} = Cy sinQuy Jy(jurr)

O a*\ .

W:— (1+T—2)Sln0

Evaluando en r = a, usando la identidad zJ)(v) + pJy(z) = vJ, 1(7), con p = 1y

x = pr, e igualando:

2
Cysin Oy Jo(pia) = — (1 + %) sin
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Por lo tanto: 5

p1Jo(pa)
Si a = 1 como lo usan Duran-Matute et al (2010), porque estan adimenzionalizando

) =— (1.23)

respecto al radio, la expresion para el campo de velocidades es:

- 0 0
Urc(z,y) = (1 + a—Z), —a—i}) sin (B> (1.24)

La funcion de corriente ¢ (r, 0) queda determinada por:

w(r7 8) = { :LLlJO n1 Jll(,ulr) sinf r S 1

(r——)st r>1

Se expresa el campo de velocidades en coordenadas polares:

199 42 (1.25)

e T T

con 7(z,y) = /x2 +y*y 6§ = arctan £.

Se usan las siguientes relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel y de sus

derivadas:
Jﬁm+g%@%=%4@)
Taw) = 2 (@) = T (@)
Sumando: 2J/ (x) = J,—1(x) — Jpi1(x)

, 1
T(w) = 5 ua(@) = Juna (7)) (1.26)
Expresiones analiticas para r < 1:
oY 2
— = ————J1(p1a7) cos 6
a0 i Jo(pir) 1{gear)
oY 2 sind

o do(m) 2 [Jo(par) = Jo(pur)lm

Para el campo de velocidades:
2J 0
up(r,0) = =220 gy
piarJo(p)

Expresiones analiticas para r > 1:

%—— ! cos
o0 -

op (1) .
= (1 + 7“2) sin 0

Jo(pur) — Jo(par)
A sin 0 (1.27)
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Para el campo de velocidades:
(1.28)

up(r,0) = — (1 - %2) cosf; wuy(r,0) =— (1 + %) sin 0

Relacion entre u,, u, y u, ug
Usando la matriz de transformacion de coordenadas polares a cartesianas, se obtienen

las relaciones siguientes:
Uy = U, cOSO — ugsind

Uy = Uy Sin O + ug cos 0

La vorticidad de este flujo se determina a través de las ecuaciones (1.5) y (1.7):

% j k 0 0
- ~ v U .
G=|2 2 2 :k(%-a_y):_vwk
u v 0
2y 1O (00N 1O% 0% 10¢ 0% 10
vw_r(?r Tar +r2802+822_7“87‘+87‘2+r2802

Se calculan las derivadas correspondientes:
2y 0 sin 0 f1 sin 0
= o (=t = s ) = =S ) — S

ot or _,Ul Jo(p
Otra relacion de recurrencia: Jj(z) = —Jp(x)

Fv Sin@(_JI(MIT)—%[Jl(ulr)—Jg(ulr)]) = —'1222)0 (—ng(uﬂ") + %Js(ﬂﬂ”))

ot Jo(m)
Fb_ 9 <_M) _ 2h{mr)sing
002 — 00 1 Jo (1) 11 Jo(101)

El laplaciano para r < 1 queda como:

sin @ f11 Sin 6 ( 3 1 > 2.J1(pqr) sin 0
J r)—J )| — ——J r)+ =J )|+ —7F77—
TJO(,U/I) [ 0(/1’1 ) 2(/'61 )] JO(NI) 2 1(:u1 ) 9 3<:u1 ) T2N1JO(N1)

V) = -
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Usando la identidad J3(z) = 4Jo(z)/x — Ji(2):

9 sin pising (3 1] 4
= — J — J — —=J — | —J —J
V5 TJo(m)[ o(par) — Jo(par)] o) ( 5 1(par) + 2 | r o(par) — Ji(par)
2J1 (pq7) sin 6
21 Jo (1)
Factorizando Jziag) y simplificando:
sin 6 1 JQ(/ubl’f’) + J(](/ubl”/’)
—V*) = 2 J — 1.29
v Jo(f11) [ (M17’2 +M1) 1) r (1.29)

y usando esta otra relacion de recurrencia 2.Jy(z) = Jyy1(z) + Jy_1(z), finalmente

obtenemos la vorticidad dentro del dipolo:

2p1 sin 0.1 (pqr)
W, =
Jo(p1)
Para r > 1:
1 1 2sin@ 1 1
Vi = — (r—=)sinf+ 2" — = (14 = )sinf =0 (1.30)
r2 r 73 r 72

y fuera del dipolo: w, = 0.
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Figura 1.5: Campo de velocidades y vorticidad del dipolo de Lamb-Chaplygin

En la figura (1.5) se muestra el campo de velocidades y la vorticidad de esta estructura

analitica. Con este modelo se pueden comparar los resultados numéricos, mismos que se
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presentan en el siguiente capitulo. Al dipolo de Lamb-Chaplygin a partir de este momento

se le llamara dipolo L-Ch.
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Capitulo 2

Experimento

Realizamos un experimento en una maqueta construida de acrilico, la cual cuenta con
un canal que conecta dos dominios rectangulares de diferentes tamanos. Se hizo pasar un
fluido (agua) por el canal con el fin de producir el dipolo. Ya que el espesor de la capa de
agua es pequeno comparada con la extension del dominio, se tiene un sistema de aguas

someras.

2.1. Técnica de medicion (PIV)

Para la medicion del campo de velocidades mediante la técnica PIV las particulas
trazadoras que se siembran en el fluido se iluminan en un plano y se hacen tomas en ese
plano en intervalos de tiempo muy cortos (Thielicke y Stamhuis, 2010). La posicion de las
particulas se registra mediante una cidmara digital, como se muestra en el esquema de la
figura (2.2). Las imagenes se dividen en un conjunto de celdas en donde se determina la
posicion de las particulas que hay en su interior. La mediciéon de la velocidad se calcula
comparando las posiciones de las particulas en dos imégenes consecutivas (ver 2.1). El
software que se utilizé para analizar los datos de este experimento fue PIVIab (ver apéndice

B) que es de libre distribucion.

2.2. Detalles del Montaje

El experimento fue realizado en un contenedor compuesto de dos cuencas conectadas
por un canal, como se muestra en la figura (2.3). Las dimensiones de la cuenca mas

pequena son 43 cm X 59 cm X 15 cm y de la més grande son 118 cm x 118 cm X 15

27
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Espcjo

Lente cilindrica /"

Hoja laser

Flujo con
particulas
brazadoras

* Primeratoma en {
¢ Segunda toma en

Direccidn

del flujo

[magen plana

e Campo de visidn
t' de la camara

Figura 2.1: Tomada de Lopez Sanchez. (2013).

cm. Ambas estan conectadas por un canal de 15 cm de largo (el ancho del canal puede
variar en intervalos de 4 a 18 cm). Para producir el pulso usamos un bloque de plexiglas
y styrofoam conectado a un motor de pasos a través de un mecanismo cigiienal. Dicho
bloque tiene una base de 4 x 57.5 cm?.

Alineamos el laser de dos maneras: frontal sobre el eje de simetria del canal (sin ayuda
de un espejo) y de manera lateral colocando un par de espejos alineados de tal forma
que se reflejara una hoja horizontal dentro del fluido con anchura suficiente para observar
ambos vortices del dipolo. Se usé un motor de pasos el cual se ajustd con 28V y con 0.89A.
El plano de hoja laser se coloco a 1.5 cm del fondo.

El laser utilizado fue de estado solido con linea de emisiéon en 532 nm, de potencia
regulable. La potencia méxima es de 2W. La iluminacién en un plano se gener6 con un
sistema de lentes para enfocar la luz (lente esférica) y para producir la hoja laser (lente
cilindrica, ver figura 2.4).

Usamos esferas huecas de vidrio recubiertas con plata con un diametro promedio de
10 pm, pues tiene una densidad parecida a la del agua, esto con la finalidad de asegurar
que no se veran afectados por fuerzas como la gravedad y la flotacion, al menos no en el

intervalo de tiempo en el que se realizo el experimento.

El experimento fue hecho bajo las siguientes condiciones: la profundidad de la capa
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Figura 2.2: Esquema de PIV: Una hoja de laser ilumina las particulas contenidas en el fluido.
Una cdmara de alta velocidad registra el desplazamiento del patrén de particulas. Tomada de
PIVlab (2010).

del liquido fue de 4.5 cm. Para la evolucion del sistema se usd una camara colocada a 80
cm de la superficie de la cuba, asi que las imagenes tienen una resoluciéon de 720 x 576
pixeles. En las fotografias (2.5) y (2.6) se puede apreciar el montaje del experimento.

Para estimar la velocidad representativa o velocidad de traslacion del dipolo, que es la
velocidad méaxima del fluido que hay en el canal se procedié de dos maneras, una a través
del cociente entre el gasto maximo y el area de seccién transversal de la capa del fluido
en el canal, ver la ecuacion (2.4) y otra analizando dos imagenes del video en dos tiempos
diferentes con dos distancias diferentes. Para el primer caso, cuando el bloque es sumergido
en el fluido, una cierta cantidad de liquido es desplazado. El volumen desplazado es igual
al volumen del bloque dentro del fluido (Villamil et al, 2015):

V(t) =1xax h(t) (2.1)

donde [ es el largo del bloque, a es el ancho y h(t) = hy, + h,sen(27 ft) es la distancia
desde la superficie libre al fondo del bloque (h,, es el valor medio de h(t). En el experimento
[l = 57.5cm, a = 4em y f la frecuencia. La razéon de flujo o gasto es la derivada en el
tiempo de V (¢):
dv(t)

Q= — =21 x f x [ X ax h,cos(2mvt) (2.2)

Para determinar el valor méximo del gasto Q.. se hace cos(2nvt) = 1 en la ecuacion
(2.2) quedando:

Qmaz = 2T X fx 1 X ax h, (2.3)
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Figura 2.3: Dimensiones del contenedor usado para generar el dipolo. Tomada de Lopez S. et al
(2016).

y dado que en el experimento la h, = 4mm y frecuencia f = 0.08 Hertz, al sustituir

los valores en (2.3) dio un valor maximo de gasto igual a 4.624 x 107> m?/seg.

La velocidad representativa U, es el cociente de ()., entre el area de secciéon trans-

versal A de la capa del liquido en el canal:

Qmax

U, 1

(2.4)

Donde A = H x P, H es el ancho del canal y P es la profundidad de la capa del
liquido. En el experimento el ancho del canal fue de H = 4 cm y el de la profundidad del

liquido fue de P = 4.5 cm. Haciendo los céalculos y sustituyendo en (2.4) nos queda una
U, = 0.0257 m/s = 2.57 cm/s.

Con éstas expresiones también pudimos calcular el nimero de Reynolds el cual esta



2.2. DETALLES DEL MONTAJE 31

Figura 2.4: A) Bote con esferas huecas de vidrio, B) lentes cilindricas que aplanan el haz y C)

laser de estado soélido.

Figura 2.5: (A) El haz laser se hace incidir sobre el espejo de arriba para que se refleja en el de
abajo generando una hoja laser horizontal. La cdmara se coloca a una altura de 80 cm sobre la
cuba para filmar los videos. (B) Motor de pasos conectado al cigiienal y la varilla que sostiene al

bloque sumergible.

definido como

R. = (2.5)

siendo v la viscosidad cinematica del agua con un valor de 1.003 x 107%m?/s, al sus-
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Figura 2.6: Montaje del experimento, usando una camara JVC de alta resolucion, se aprecia el

poligono regular donde se llevd a cabo el estudio.

tituir los valores de U, y H en (2.5) nos queda R, = 1024.9

La otra manera de medir la velocidad caracteristica del dipolo, fue usando el programa
tracker, tomando dos imagénes del video en dos tiempos diferentes con cuatro distancias

diferentes, para hacer un promedio, tal como se muestra en las figuras (2.7) y (2.8).
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Figura 2.7: Seleccionada la imagen 685, que le corresponde al tiempo t; = 13.7 s. Se determind

una distancia inicial con valor de 13.02 cm.

Figura 2.8: Seleccionada la imagen 872, que le corresponde al tiempo to = 17.44 s. Se determind

una distancia final de 22.07 cm.
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Primero se seleccion6 la imagen 685 que le corresponde un t; = 13.7s y se midi6
x1 = 13.02 cm y otra ) = 13.00 cm; la segunda imagen seleccionada fue la 872 que le
corresponde un to = 17.44s y se midié xy = 22.07 y otra z/, = 23.28 cm, y posteriormente

con la sencilla férmula de velocidad promedio que dice que:

— Tog — X
Uo: 2 1
ty — 1

Al sustituir los valores en (2.6) tenemos U, = 2.42 cm/s y para las 2’ tenemos U, = 2.74

(2.6)

cm. Haciendo un promedio de éstas dos velocidades resulta U, = 2.58 cm/s, que es un
resultado bastante similar al hecho de la otra manera. Lo que significaria que en ese in-

tervalo de tiempo el dipolo se mantiene moviendo con velocidad constante.

Las mediciones se realizaron usando varios anchos del canal, desde 2 cm hasta 8 cm, y
diferentes frecuencias en el motor de pasos (entre 0.08 y 0.10 Hz) para el desplazamiento
del bloque, haciendo diferentes tomas de video en distintos intervalos de tiempo, en fun-

cion del ancho del canal y la velocidad en que se sumergia el bloque (frecuencia del motor).

Finalmente los mejores resultados fueron obtenidos usando un ancho de canal de 4
cm y una frecuencia de 0.08 Hertz. Ademaés, los videos que mejores imagenes del dipolo
ofrecieron fueron los tomados al sistema de alineacion lateral del laser, pues la forma
frontal daba una hoja no muy ancha y de poca luminosidad debido a la atenuaciéon por

pasar por un volumen de liquido muy grande.
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Resultados y Analisis

3.1. Resultados y Analisis

Una vez que se hicieron varias pruebas con los diferentes videos tomados, lo primero
que se hizo fue seleccionar el video donde el dipolo se ve mejor y convertir éste en imégenes.
Se tomo el tiempo donde empieza a salir y el tiempo donde se disipa. Por ejemplo, en el
video dipolo2.wmv se observo que empieza a salir en el tiempo t; = 5 seg. y se disipa en el
tiempo ty = 30 seg. Asi pues, como sabemos que son 50 imagenes por segundo, entonces
al multiplicar 50 x 5 = 250 y 50 x 30 = 1500. Lo cual quiere decir que el dipolo esta entre
las imagenes 250 y 1500. Asi pues abrimos el PIVlab desde Matlab y seleccionamos esas
imagenes con el comando “add e importar” ver figura (B.2), luego definimos una distancia
de referencia y tiempo entre imégenes con el comando “calibration” ver figura (B.3),
posteriormente nos posicionamos en "Analysis settings”“ para definir la region de interest
"ROTI”. Para definir las mallas nos posicionamos en “PIV settings“ dandole en el pass 1
(64,32) y en el pass 2 (32,16) ver figura (B.4), luego hacemos click en "Analysis‘. Una vez
terminado el analisis PIVlab nos muestra los vectores generados de las 1,250 imégenes.
Como PIVlab hace célculos tomando dos imagenes consecutivas, el total de datos que
arrojé fueron 625. Posteriormente, hacemos click en "post processing para quitar los
vectores espurios y suavizarlos ver figura (B.5). Luego entonces podemos guardar los
datos en file = save = ASCII — file(x,y,u,v,vort), (ver C.1) lo cuales pueden ser
manipulados en Matlab.

Los resultados se presentaron en un orden de acuerdo a como fueron siendo obteni-
dos, es decir, las cantidades que se obtenian directamente del software PIVlab que son
el campo de velocidades y la vorticidad. Después se muestra la circulacion I, calculada

a partir de la vorticidad (ver apéndice (D). La funciéon de corriente se calculo resolvien-

35



36 CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS

do numeéricamente la ecuacion de Poisson (ecuacion 1.12) usando diferencias finitas (ver
apéndice A) con un método iterativo de Gauss-Seidel (Burden et al, 2002) y utilizando
los valores experimentales de w,u y v como condiciones de frontera de Neumann (Asmar,
2005), donde la derivada normal de la funcién de corriente es conocida (u o v segin sea

el caso).

3.1.1. Campo de velocidades

3.1.2. Velocidad u

La siguiente figura 3.1 nos permite ver como se presentaran los resultados. En esta
figura se puede observar como la componente de la velocidad en la direccion de propagacion
es mayor y positiva (rojo) en el centro y cambia de sentido en los lados externos del dipolo

(par de circulos negros) donde se vuelve negativa (azul).

Componente u de la velocidad

Figura 3.1: Dipolo (par de circulos negros) moviéndose en la direccion y. La velocidad u maxima

negativa en azul y la velocidad v méaxima positiva en rojo.

Se llamara componente de velocidad u a la que lleva la direcciéon de propagacion del
dipolo, que es la coordenada y. En la figura 3.2 podemos ver la distribucién al tiempo 13.2
segundos (que corresponde al dato 330 arrojado por PIVlab) de la velocidad en direccién
paralela a la propagacion del dipolo. En esta misma figura se pueden observar las lineas

de corriente en el plano XY.
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%1073

[ velocidad en la direccion U
(=D Curvas de nivel

Figura 3.2: Componente u del campo de velocidades, en la direccion y. Resultado experimental.

En la figura (3.3) se puede ver en 2D la distribucion de la velocidad w en el plano
XY mostrando la comparacion del resultado experimental al tiempo 13.2 segundos (figura
3.3 (a)) y el modelo tedrico (figura 3.3 (b)). Se puede observar una gran concordancia

cualitativa entre ambas figuras.

Figura 3.3: (a) Distribucion de la velocidad u experimental del dipolo en el plano XY. (b)

Distribucién de la velocidad u analitica del dipolo en el plano XY.

Graficando esta velocidad experimental en una linea perpendicular a la direccién de
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propagacion que atraviese los centros del dipolo se obtiene la funcion de la figura (3.4).

velocidad u (cm/s)

® 10_3

10

u(cm/s)

| | | | | | | !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

x (cm)

Figura 3.4: Componente u del campo de velocidades a lo largo de la linea y = 0.02257m.

3.1.3. Velocidad v

La figura (3.5) nos permite ver como se presentaran los resultados. En esta figura se
puede observar que la componente de la velocidad v alcanza sus méaximos positivos (rojo)
en la parte superior del vortice derecho (circulo negro) y en la parte inferior del vortice
izquierdo; y alcanza su velocidad v maxima negativa (azul), en la parte superior del vortice
izquierdo (circulo negro) asi como en la parte inferior del vortice derecho (circulo negro).
En la linea horizontal punteada de negro que pasa por el centro de los vortices la velocidad

vV es cero.



3.1. RESULTADOS Y ANALISIS 39

Componente v de la velocidad

Figura 3.5: Dipolo (par de circulos negros) moviéndose en la direccion y. La velocidad v méxima

negativa en azul y la velocidad v maxima positiva en rojo.

Se llamara componente de velocidad v a la que lleva la direcciéon perpendicular de
propagacion del dipolo, que es la coordenada x. En la figura (3.6) podemos ver en 3D la
distribucion de la velocidad en direccion perpendicular a la propagacion del dipolo. En

esta misma figura se pueden observar las curvas de nivel en el plano XY.

Figura 3.6: Componente v del campo de velocidades, en la direccion x. Resultado experimental.

En la siguientes graficas (3.7) se puede ver en 2D la distribucion de la velocidad v en
direccion perpendicular a la propagacion del dipolo, tanto del caso experimental como el

analitico.
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Figura 3.7: (a) Distribucion de la velocidad v experimental del dipolo en el plano XY. (b)
Distribucién de la velocidad v analitica del dipolo en el plano XY.

3.1.4. Vorticidad w

Se buscaron imagenes que mejor representaran a la vorticidad. En este caso la imagen
con el tiempo 13.2 segundos fue la que mejor se apreciaba, asi como también se busco en
el eje y de los datos experimentales el punto donde se tuviera la mayor vorticidad, el cual

corresponde al indice 17 que tiene el valor de y = 0.02257m. En la figura (3.8) podemos
ver en 3-D la vorticidad.

Superficie de vorticidad 3
2. ‘ (=D Curvas de nivel
2
w 0] 1

Figura 3.8: Componente v del campo de velocidades, en la direccion x. Resultado experimental.

En la figura (3.9) se puede ver en 2-D la vorticidad w tanto del caso experimental
como el analitico.
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Figura 3.9: Vorticidad w del dipolo en el plano XY. Comparacion entre los resultados experi-

mentales (izquierda) y la solucion analitica (derecha).

La figura (3.10) nos muestra como es la vorticidad w para un valor constante de y
tanto del caso experimental como del analitico. Las barras de error se pusieron como +o,,

que es la desviacion estandard de la vorticidad.

6 T T T T T T T
Analitico
® Experimental

2 l 7 B

Figura 3.10: Comparacion entre los resultados experimentales y la solucion analitica. Vorticidad
w vs x. Los puntos azules son los resultados experimentales y la linea roja continua son los valores

analiticos.
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3.1.5. Circulaciéon T

Para determinar la circulacion soélo se consideré un vortice del dipolo usando sumas

de Riemann para integrar.

= /Awds A Zw(i,j)AxAy (3.1)

]

En la figura 7?7 se muestra el script realizado para dicho célculo, (ver el apéndice D).

En la figura (3.11) se muestra el dominio de integracion:

Circulacion r
-V

Figura 3.11: Calculo de la circulacion I' tomando un vortice del dipolo.

En la grafica de la figura (3.12) se puede apreciar como varia la circulacion con el
tiempo desde su etapa de formacion, crecimiento hasta su madurez para finalmente pasar

a su destruccion. En el apéndice (D) se muestra un scrip realizado para dicho calculo.
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Figura 3.12: Etapas de la circulacion variando con el tiempo del sistema dipolo. La curva roja

es para uno de los vortices y la curva azul es para el otro vortice.

Haciendo un ajuste polinomial de 6to grado a saber: P(x) = 0.0001z° — 0.0062° +
0.07442* — 0.097723 — 1.883227 4 8.5958z — 5.7898 se obtiene la grafica (3.13).
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Circulacion
180 T T T T T T T

- Experimento )
Ajuste polinomial de grado 6 . N

160 -

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)

Figura 3.13: Circulacion con un ajuste polinomial de 6to grado.

3.1.6. Funciéon de Corriente v

Para calcular la funcién de corriente 1 experimental se resolvio la ecuacion de Poisson
por métodos numéricos usando diferencias finitas y el sistema de ecuaciones se resolvid
usando el método iterativo de Gauss-Seidel, (ver apéndice A) y con los datos numéricos
que arrojo el PIVlab (ver apéndice C). En la figura (3.14) se observa una de las graficas

obtenidas en el tiempo ¢t = 11.56 s que corresponde a la imagen 289 arrojada por PIVlab.



3.1. RESULTADOS Y ANALISIS 45

1 Experimental

-0.2
-0.15 0.15
-0.1
-0.05 ¥ 0.05
0
x 10
0.05
-0.05
0.1
0.15
-0.15

0.2 -

-0.05 0 0.05 0.1 0.15

y

Figura 3.14: Imagen de la funcion de corriente ¢ del dipolo experimental en el tiempo t = 11.6

s. La tolerancia utilizada para obtener este resultado fue de 4.7 x 1076

3.1.7. CAlculo de la constante k

Para el calculo de la constante de proporcionalidad k, se adimensionalizaron las can-
tidades ¢ y w como sigue
whi, (0
la ™ =
oYY = R0

donde R, que es el radio del cilindro, es la longitud caracteristica y U es la velocidad

*

w =

(3.2)

caracteristica.

Asi pues, al igualar (ver ecuacion 1.14)
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quedando w = Rﬁgz/z
Por tanto se puede prescindir de la U caracteristica.
En el calculo de la constante de proporcionalidad k analitica se graficd 1 vs w como
se puede ver en la figura (3.15), de ésta se tomaron 5 pares de nimeros (¢;,w;) y (¢;,w;)
wj—w;

para que a través de la féormula pendiente y dos puntos, k = oY haciendo un promedio
J 7

se obtuviera un valor de & = 14.68.

Figura 3.15: Céalculo de la pendiente & del modelo analitico, tomando dos pares de puntos.

Como en este trabajo se consider6 la suposicion que hicieron Lamb-Chaplygin de que

la vorticidad w fuera proporcional a la funcién de corriente 1, esto es:

w=ky (3.5)

Reacomodando a como se hizo:

1
Y = i (3.6)
El valor analitico de 1/k es 0.0681. Para determinar el valor de 1/k experimental uti-

lizamos el método de minimos cuadrados obteniéndose un valor de 0.062 £ 0.036 lo cual

es bastante satisfactorio y la ordenada al origen es de 0.050 £ 0.047 como se muestra en
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la tabla (3.16). En la figura (3.17) se puede observar que en dicha grafica las barras de

error para la ordenada al origen y son muy pequenas.

Dado que los valores calculados para 1 de manera experimental no estan centrados
en el origen, se hizo un desplazamiento, al igual que se hizo con la coordenadas X e Y.
Asimismo, el valor UR, entre el que se dividi6 la funcién de corriente para adimensio-
nalizarla (ver 3.2) es igual a 0.01, eso significa que la U caracteristica es de 0.15 m/s

correspondiente a seis veces U,, definida en la ecuacion (2.4), misma que coincide con la

m=1/k= 0062

b= 0.050

error(m) = 0.036

error() = 0.047

(2.6).
i il W%y iz iz (b+mxi-yi)®
Omega Psi Omega*Fsi  Omega® Psi (b+m*Cmega-Psi)?

1 0.4599 0.110 0.055 0.249 0.012 0.001
2 0.413 0.100 0.041 0171 0.010 0.010
3 0.081 0.100 0.008 0.007 0.010 0.009
4 -0.037 0.100 -0.004 0.001 0.010 0.010
5 -0.051 0.100 -0.005 0.003 0.010 0.010
G -0.078 0.100 -0.008 0.006 0.010 0.010
7 -0.200 0.100 -0.020 0.040 0.010 0.004
8 -0.485 0.110 -0.053 0.235 0.012 0.012
9 -0.845 0.120 -0.101 0.714 0.014 0.011
10 -0.758 0.130 -0.099 0.574 0.017 0.017
11 -0.409 0.150 -0.061 0.168 0.023 0.029
12 0.341 0.180 0.061 0.116 0.032 0.032
13 0.853 0.210 0.179 0727 0.044 0.044
14 1516 0.240 0.364 2.299 0.058 0.058

L}

[ ]

-
42 0.095 0.010 0.001 0.009 0.000 0.000
43 -0.128 0.020 -0.003 0.016 0.000 0.000
=43 -3.052 1.950 4.382 73.482 0.594 3.803

Figura 3.16: Calculo de la pendiente m = 1/k experimental usando el método de regresion por

minimos cuadrados.
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Pendiente 1/k

0.4

0.3 ! ! ! ! ! ! ! ! ! |

Figura 3.17: Gréafica de la pendiente 1/k usando el método de minimos cuadrados.



Capitulo 4

Discusiones y Conclusiones

4.1. Discusiones

Se hicieron varias pruebas con los diferentes videos tomados. Con la cantidad de datos
adquiridos fue posible calcular el campo de velocidades y vorticidad usando PIVlab, los
cuales muestran el proceso de formacion del dipolo de tal manera que fue posible ver con
detalle el fenémeno.

Otras técnicas utilizadas para medir flujos son la velocimetria Doppler laser y la
anemometria de hilo caliente. La principal diferencia entre PIV y esas técnicas es que
PIV produce campos vectoriales bidimensionales o incluso tridimensionales, mientras que
las otras técnicas miden la velocidad en un punto. Durante PIV, la concentracion de par-
ticulas es tal que es posible identificar particulas individuales en una imagen, pero no con
certeza para rastrearla entre imagenes. Cuando la concentracion de particulas es tan baja
que es posible seguir una particula individual se denomina velocimetia de seguimiento de
particulas, mientras que la velocimetia de moteado laser se usa para casos en los que la
concentracion de particulas es tan alta que es dificil observar particulas individuales en
una imagen.

Partiendo de la hipotesis de que si concordaran los datos experimentales con el modelo
tedrico, la hipotesis se acepta.

- Los datos obtenidos en PIVlab no tenian un sistema de referencia centrado en el
origen de coordenadas, asi que fueron desplazados para poder hacer la comparaciéon con los
resultados analiticos. Lo mismo pasé con el célculo de la 1) experimental. Ademaés, en este
mismo caso, como se debia comparar con resultados analiticos adimensionales, se tuvieron
que adimensionalizar los resultados experimentales. Pero como la velocidad caracteristica

desaparecia en la adimensionalizacion, se defini6 como la velocidad caracteristica 6U,,
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pues fue una velocidad que coincidié en el calculo tanto del gasto como en la velocidad

de desplazamiento del dipolo.

4.2. Conclusiones

En este trabajo de tesis se hizo, por un lado un experimento para determinar el campo
de velocidades, la vorticidad, la circulacion y la funciéon de corriente. Por otra parte, se
hicieron calculos para obener expresiones analiticas de velocidad, vorticidad y funcion de
corriente para el dipolo de Lamb-Chaplygin. Se cumplieron los objetivos tales como que si
se pudo desarrollar un experimento del dipolo en 2-D usando la técnica de PIV. Asimismo,
se desarroll6 la deducciéon de las expresiones para la vorticidad y la funcién de corriente
usando el modelo teérico de Lamb-Chaplygin.

Uno de los resultados obtenidos en este trabajo fue calcular la funcién de corriente
1), resolviendo la ecuacion de Poisson usando el método interativo de Gauss-Seidel, ver
apéndice D al final de este trabajo. Asimismo, se determiné el campo de velocidaddes y
la circulaciéon I'. También se deteminé la constante k experimental, el cual es mi resultado
més importante poque me permite afirmar que mis resultados experimentales concuerdan
con el modelo de Lamb-Chaplygin.

Al hacer la adimensionalizacion de los datos experimentales y compararlos con el
modelo analitico se puede concluir que ajustan adecuadamente.

Se pudo demostrar que la técnica de Velocimetria por Imagenes de Particulas puede

ser usada en la docencia.



Bibliografia

Arfken, G. (1985) Mathematical methods for physicist. 3th ed Academic Press. USA.

Asmar, N. H. (2005) Partial differential equations with Fourier series and boundary value
problems. 2nd ed Pearson Prentice Hall. USA.

Batchelor, G. K. (2000) An Introduction to Fluid Dynamics. Cambridge University Press.
UK.

Bourgoin, M., Qureshi, N., Baudet, C., Cartellier, A., y Gagne, Y. (2009) Lagrangian sta-
tistics of inertial particles in turbulent flow. B. Eckhardt (ed.) Advances in Turbulence
XI1I, Springer Proceedings in Physics 132, 31-34

Bryant, D. B., Whilden, K. A., Socolofsky, S. A. y Chang, K. (2012) Formation of tidal
starting-jet vortices through idealized barotropic inlets with finite length. Environ. Fluid
Mech. DOI 10.1007/s10652-012-9237-4

Burden, R. L., Faires, J. D. (2002) Analisis numérico. 7ma Ed. Thomson Learning. Bogota,

Colombia.

Navier (1822) M “emoire sur les lois du mouvement des fluides, Mem. Acad. Sci. Inst.
France 6, 380-440.

Crow, S. C. (1970) Stability Theory for a Pair of Trailing Vortices. AIAA Journal Vol. 8
12 2172,

Chaplygin, S.A. (1903) One case of vortex motion in fluid. Tr. Otd. Fiz. Nauk Imper.
Mosk. Obshch. Lyub. Estest. 11 (2) 11-14.

Chaplygin, S. A. (2007) One Case of Vortex Motion in Fluid. Reg. Chaotic Dyn. 2 12
219-232.

Duran-Matute, M., Albagnac, J., Kamp, L. P. J., y van Heijst, G. J. F. (2010) Dynamics
and structure of decaying shallow dipolar vortices. Physics of Fluids 22, 116606

ol



52 BIBLIOGRAFIA

Escauriaza, C., Sotiropoulos, F. (2011) Lagrangian model of bed-load transport in turbu-
lent junction flows. J. Fluid Mech. 666 36-76.

Flor, J. B., Van Heijst, G.-J. F. (1994) An experimental study of dipolar vortex structures
in a stratified fluid, J. Fluid Mech. 279 (1994) 101-133.

Flor, J. B., Van Heijst, G.-J. F., Delfos, R. (1994) Decay of dipolar vortex structures in
a stratified fluid. Phys. Fluids 7 374

Fornberg, B. (1980) A numerical study of steady viscous flow past a circular cylinder. J.
Fluid Mech. 98 4, 819-855.

Gand, F., Deck, S., Brunet, V., Sagaut, P. (2010) Flow dynamics past a simplified wing
body junction. Physics Fluids 22 115111

Gill, A. (1982) Atmosphere-Ocean Dynamics. Academic Press. USA.

Guyon, E., Hulin, J.-P. & Petit, L. (2001) Hidrodynamique Physique. EDP Sciences,
CNRS FEd. Paris.

Heinbockel, J. H. (1996) Introduction to Tensor Calculus and Continuum Mechanics. Old

Dominion University.
Hsu, H. P. (1998) Analisis de Fourier. Addison- Wesley Longman. México.

Jacobs, P. A.; Pullin, D. I. (1985) Coalescence of streching vortices. Physics Fluids 22
1619

Kizner, Z., Khovoles, R. (2004) Two Variations on the theme of Lamb-Chaplygin: Super-
sooth dipole and rotating multipoles. Regular and Chaotic Dyn. 94, 509-518

Kundu, P. K., Cohen, I, M. (2002) Fluid Mechanics. 2nd Ed. Academic Press. USA.

Lacaze, L., Brancher, P., Eiff, O., Labat L. (2010) Experimental characterizat ion of the
3D dynamics of a laminar shallow vortex d ipole. Exp. Fluids 48, 225-231

Lamb, H. (1932) Hydrodynamics. 6th Edition, Dover Publications. New York.

Landau, L. D., Lifschitz, E. M. (2001) Mecanica de Fluidos, Curso de Fisica Teorica Vol.
6. 2da FEd. Reverté. Barcelona, Espana.

Lopez Sanchez E. J. (2013) Vorticidad y Transporte de Particulas a la Salida de un Canal.
Tesis doctoral, UNAM. México.



BIBLIOGRAFIA 53

Lopez Sanchez E. J., Garcia Molina C. D., Medina Ovando, A. y Ruiz Chavarria, G.
(2016) Pendiente.

Mattews, J. H., Fink, K. D. (2007) Métodos numéricos con Matlab. 3ra Ed. Pearson-
Prentice Hall. Espana.

Meunier, P., Leweke, T., Lebescond R., Van Aughem, B. y Wang, C. (2004) DPIVsoft.
User guide. Institut de Recherche sur les Phénomeénes Hors Equilibre. UMR 6594 CNRS
/ Universités Aiz-Marseille I et II. Francia.

Meunier, P., & Leweke, T., (2005) Elliptic instability of a co-rotating vortex pair. Fzp.
Fluids 533, 125-159.

Mordant, N.,; Metz, P., Michel, O. & Pinton, J. F (2001) Measurement of lagrangian
velocity in fully developed turbulence. Phys. Rev.Lett. 87 214501

Mordant, N. (2001) Mesure lagrangienne en turbulence: mise en ceuvre et analyse. Thése

de doctorat, I” Ecole Normale Supérieure de Lyon. France.

Nicolau del Roure, F., Sokolofsky, S. A. & Chang, K. (2009) Structure and evolution
of tidal starting jet vortices at idealized barotropic inlets. J. Geophys. Res. Vol. 114,
C05024

Peyret, R. (2002) Spectral Methods for Incompressible Viscous Flow. Springer-Verlag.
USA.

Thielicke W. & Eize J. Stamhuis(2010) PIVlab - Time-Resolved Digital Particle Image
Velocimetry Tool for MATLAB. USA.

Pond, S., Pickard, G. L. (1983) Introductory Dynamical Oceanography. 2nd Ed. Pergamon
Press. G. B.

Pozrikidis, C. (1997) Introduction to theoretical and computational fluid dynamics. Ozford
University Press. NY.

Song, Y. y Haidvogel, D. (1994) A semi-implicit ocean circulation model using a genera-

lized topography-following coordinate system. J. Comput. Phys. 115, 228244

Sous, D., Bonneton, N., Sommeria, J. (2004) Turbulent vortex dipoles in a shallow water
layer. Physics of Fluids 16, 2886



54 BIBLIOGRAFIA

Sous, D., Bonneton, N. y Sommeria, J. (2005) Transition from deep to shallow water layer:
formation of vortex dipoles. Fur. J. Mech B/Fluids 24, 19-32

Stokes (1845) On the theories of internal friction of fluids in motion, Trans. Cambridge.
Philos. Soc. 8, 287-305.

Van Dicke, M. (1982) An album of Fluid Motion. The Parabolic Press Stanford, Ca. USA.
Velasco Fuentes, O. U. (2003) jLarga vida al vortice!

Jaime K. G. Ruiz (2015) Selected Topics of computational and Experimental Fluid Me-

chanics.

Wells, M. G., van Heijst, G. -J. F. (2003) A model of tidal flushing of an estuary by dipole
formation. Dynamics of Atmosperes and Oceans. 37 223-244.

Young, D. D., Munson, B. R., Okiishi, T. H. (2001) A Brief Introduction to Fluid
Mechanics. 2nd Edition, John Wiley € Sons Inc. New York.

Pdginas web

Free Software Foundation, Inc. (1996) http://www.fsf.org/licensing/essays/
free-sw.html Consultada el 30 de mayo de 2013.

The open source CFD toolbox. (2004) http://www.opencfd.co.uk/openfoam Consulta-
da el 2 de abril de 2013.

Anastasia Gubin(2015)http://www.lagranepoca.com/internacionales/africa/6066

-remolinos-de-zonas-muertas-sin-oxigeno-se-desplazan-en-el-atlantico.html

Dr. William Thielicke and Prof. Dr. Eize J. Stamhuis http://pivlab.blogspot.mx/



Apéndice A

Ecuacion de Poisson y Condiciones de

Frontera

Tenemos que la ecuacion de Poisson es
0?1 L+ P
ox2  Oy?

Al calcular las parciales por separado en forma numeérica, tomando en cuenta que en

el experimento ¢ = 26 que corresponde a la coordenada y y j = 43 que corresponde a la

coordenada x, tenemos

P abipry — 200, 5 + bia
0x? Ax?

ol ~ Vi1 — 200, 5 + i
0y? Ay?

Con lo cual obtenemos una expresion para la ecuacion de Poisson en forma numérica

como sigue

Viv1j — 200, ] + Vi n Yiger = 2065 + Yig1
Ax? Ay? Z’j

Por otro lado, de la relaciéon entre funciéon de corriente y las componentes de velocidad

sabemos que:

MW _
or

—v
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o
— = U
dy
Al pasar éstas expresiones a su forma numérica y evaluarlas paranz +1y 1y ny+1

y 1 respectivamente nos quedan

8_¢ _ BwnﬂchLj - 4wnx,j + wnazfl,j e
8:17 natl QAI' n,j
O, _ =3yt Ay — sy
oz ! 2Ax L

8_¢| _ 3wi,ny+1 - 4wi,ny + ¢i,ny—1 .
dy no 2Ay Ly
O _ Bt Wia s _
oy 2y i

Las condiciones de frontera resultan en ecuaciones adicionales

3¢i,ny+1 - 4¢i,ny + q/ji,ny—l = 2Ayui,ny+l
3in — Aig + iz = —2Ayu;,
Swnx-l—l,j - 4¢na:,j + wnm—l,j = QAxunx-i-l,j

3 ; — 4o + s = 200U 4

Finalmente, despejamos 9); ; de la ecuacion A*) = —w y 9; ; en las fronteras de oy —

%—U

¢A — 2Ayui,ny+1 + 4wi,ny - Qﬁi,nyfl
i,ny+1 3

—2Ayu;q + 4o — Yis
3

Yig =

_ 2A%Ung 41 + AVnz — Yne—1,
77Z)nx—|—1,j - 3

_ 2AIU1J’ + 41/}2,3' — ¢3,j
3

(I



Apéndice B

Uso de PIVlab

B.1. Software de Analisis

PIVlab es un software de velocimetria por imagenes de particulas de cédigo abierto
(PIV) que no sodlo calcula la distribucion de velocidad dentro de pares de imagenes, sino
que también se puede utilizar para derivar, mostrar y exportar miltiples parametros del
patron de flujo. Una interfaz grafica de usuario (GUI) facil de usar hace que los analisis

PIV y el postprocesamiento de datos sean rapidos y eficientes.

En éste apéndice se mostraré los pasos que se siguieron para analizar los videos con el
software PIVlab ver figura (B.1). Lo primero que se hizo fue convertir el video en imégenes
(por medio del comando ffmpeg -i dipolo2.wmv -gscale 0 dipl % 04d.jpg), después se
observo el video donde el vortice se ve mejor. Se toma el tiempo donde empieza a salir y
el tiempo donde se disipa. Por ejemplo, en el video dipolo2 se observa que empieza a salir
en el tiempo t; = 5 seg. y se disipa en el tiempo t; = 30 seg. Asi pues, como sabemos que
son 50 imagenes por segundo, entonces al multiplicar 50 x 5 = 250 y 50 x 30 = 1500. Lo
cual quiere decir que nuestro dipolo esta entre las imagenes 250 y 1500. Asi pues abrimos
el PIVIlab desde Matlab y seleccionamos esas imagenes con add e importar ver figura
(B.2), luego definimos una distancia de referencia que en este caso es el ancho del canal
y tiempo entre imagenes en el comando “calibration® ver figura (B.3), posteriormente nos
vamos a ’"Analysis settings para definir nuestra region de interest "ROI”, para definir el
tamano de una celda nos vamos a “PIV settings* déandole en el pass 1 (64,32) y en el pass
2 (32,16) dado que mis imagenes son de 720 x 576 pixeles, al dividir 720 entre 64 nos da
11.25 y al dividir 576 entre 32 nos da 18, lo cual quiere decir que se traslaparan las celdas,
ver figura (B.4), luego nos vamos a ”Analysis*. Una vez terminado el anéalisis PIVlab

nos muestra los vectores generados. En seguida, vamos a "post processing” para quitar
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los vectores espurios y suavizarlos ver figura (B.5). Luego entonces podemos guardar los
datos en file = save = ASCII — file(x,y,u,v,vort) lo cual nos permite manipularlos
en Matlab.

En la figura B.1 se puede apreciar la interface de PIVlab.

Figura B.1: la interface de PIVlab.

En la figura B.2 se puede ver la seleccion desde la imagen 250 hasta la 1500, esto es 1250
imagenes y agregamos e importamos. Y como PIVlab toma dos imégenes consecutivas para

hacer los calculos, entonces se obtuvieron 625 datos.
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Figura B.2: En esta imagen se puede ver como se seleccion6 desde la imagen 250 hasta 1500 y

agregamos e importamos.

En la figura B.3 se selecciona una distancia de referencia que en este caso es de .04m
que corresponde al ancho del canal y un tiempo entre imagenes en milisegundos que en

nuestro caso es de 1/50 = .02s = 20ms.
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Figura B.3: En esta imagen se selecciona una distancia de referencia y se pone la distancia real

y tiempo entre imagenes en milisegundos.

En la figura B.4 se define el mallado.
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Figura B.4: En esta imagen se define el mallado, que en este caso nuestra area de interrogacion

es passl (64,32) y la segunda area de interrogacion es pass2 (32,16).

En la figura B.5 se puede observar el suavizado de vectores asi como una regiéon en

color rojo llamada "mask” donde PIVlab no hizo calculos para ahorrar tiempo de computo.
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Figura B.5: En esta imagen se puede observar el suavizado de vectores asi como una region en

color rojo llamada "mask” donde PIVIlab no hizo calculos para ahorrar tiempo de computo.

B.1.1. La exactitud del analisis de PIVlab

La calidad de las mediciones de velocimetria por imagenes de particulas digitales en
PIVlab fue extensivamente evaluada usando imagenes de particulas sintéticas con propie-
dades conocidas. Se determiné el efecto del diametro de imagen de particulas, densidad
de las particulas, el ruido del sensor, la pérdida de pares de particulas, el desenfoque de
movimiento y de cizallamiento fue determinado y es reportado en detalle por Thielicke,
W (2014). Estas pruebas de calidad revelaron que la Transformada de Fourier Discreta
(DFT, por su siglas en inglés) usando la deformacion de ventana supera la correlacion
basica de Correlacion Directa Cruzada (DDC por sus siglas en inglés) y la DFT, espe-
cialmente bajo condiciones dificiles. La carga de calculo adicional es compensado por el
aumento de la robustez y precision del algoritmo. En condiciones 6ptimas (imagen de par-
ticulas de didmetro ~ 3 pixeles, densidad de particulas ~ 5 a 15 particulas por ventana,
sin ruido, sin pérdida de par de particulas, sin desenfoque de movimiento, sin corte) el
error de sesgo de los algoritmos de ventana de la deformaciéon de PIVIab es menor que

0.005 pixeles y el error aleatorio es inferior a 0.02 pixeles ((Thielicke y Stamhuis, 2010)).



Apéndice C

Datos de PIVlab

En este apéndice se muestra como fue que se analizaron los datos arrojados por PIVlab.
En la siguiente imagen se muestra un ejemplo de un archivo que corresponde al tiempo
13.2 segundos, por ser este el tiempo en que mejor se ve el dipolo y dicho archivo lleva
por nombre: PIViab 0330.txt de los 625 archivos que generd PIVlab.

Como se puede ver en la figura C.1 los datos que arrojé6 PIVlab son las posiciones
en z[m] y y[m| y las velocidades u[m/s] y v[m/s] y la vorticidad w[1/s|]. También en ese
mismo archivo se ven enumeradas dichas cantidades del 1 al 20 y por razones de espacio

no se pusieron las 1,462 que tiene dicho archivo.
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Figura C.1: Los primeros 20 datos y los tultimos de las posiciones en z:[m] y y[m] y las velocidades

u[m/s] y vim/s] y la vorticidad w[1/s] en el tiempo 330.



Apéndice D

Circulacion

Se integro la circulacion utilizando sumas de Riemann sumando areas de rectangulos.

En la figura D.1 se muestra el script realizado para dicho calculo.
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APENDICE D. CIRCULACION

Script para la circulacion

clear;
base='PIVlab_0';

Ro= 6.94e-5;

MN=0;
for i=0001:0500
N=N+1;
nombre=[base int2str(i) '.dat'];
noml=nombre;
aij = nombre;
[ab(1:1118,1:5,i)] = hdrload(nombre);

end
n=0;
for t=1:500
MN=0;
n=n+1;
for j=1:43
for i=1:26
N=N + 1;
x(j,i,t) = b{N,1,t)-0.0003863/2;
yli,i,t) = b(N,2,t)-0.0003077/2;
u(j,i,t) = b(N,3,t);
v(j,i,t) = b(N,4,t);
w(j,i,t) = b(N,5,1);
end
end
xa=»/Ro;
ya=yjRo;
dt=1/50;

dx= x(2,1,t)-x(1,1,t);
dy= y(1,2,t)-y(1,1,t);

% circulacion positiva

suma=0;
for i=1:22-1
for j=1:26-1

suma=suma-+{w(ijt)+w(i+1,j+1,t))*dxxdy/2;
end
end

circP(t)=suma;
% circulacién negativa

% suma=0;

% for i=22:43-1

% for j=1:26-1

% %

%% suma=suma-+{w{(i,j,t)+wli+1,j+1,t))* dxdy/2;
% end

% end

%o

% circN(t)=suma;

tiempo(t)=t*dt;

%equiver(x(:,:,330),y(:,:,330),u(:,:,330),v(:,:,330))
%pcolor{xal:,:,330),yal(:,:,330),w(:,:,330))

% contour(xa(:,:,330),ya(:,:,330),w(:,:,330))

% shading interp

% view(0,90)

% xlabel('Population','FontSize', 30, fontweight','b','color,'r');
% ylabel('Population',' fontsize', 30, fontweight','b','color','r');

end

% aux=mean(circ);

% circm{l:t)=aux;

%Para suavizar la curva de circulacién
pM1=polyfit(tiempo,circP,6)
fM1=polyval(pM1,tiempo]};

plot(tiempo,fM1);

%eplot(tiempo, circP,tiempo,circN,'r')
plot(tiempo,circk,'.',tiempo(1:475),fM1(1:475),'r')



Apéndice E
Teoria Potencial

E.0.2. Analogia con la Teoria Electromagnética

La ecuacion (1.5), la cual relaciona el campo de velocidad # con la vorticidad &, es
similar a la ecuacion electromagnética J=VxB /1o, la cual nos da la dependencia,
bajo condiciones estacionarias de la densidad de corriente J sobre el campo magnético B
en el vacio. Abundaremos en este apéndice sobre esta analogia. Primero que todo, para
un fluido incompresible, el campo de velocidades @ es una fuente libre - como el campo

magnético B - ya que satisface

— — —

V-B=0 y V-u=0

Similarmente, recordando la ley de Ampere (relacionando la circulacion de B alo
largo de un contorno C', definido por el camino alrededor de un conductor llevando una

corriente 1), el cual se escribe como

]_//f-d§—i//(ﬁx§)-d§_i/ﬁ-d?
A Mo S Ko Jco

donde df = n,dl. Asi, para la circulacién en un paralelismo exacto, la ecuaciéon

r:/a-diz//(ﬁxﬁ)-dﬁz//w-dﬁ
C 0 J4

En ambos casos, la transformacion desde la integral de superficie, a la integral de linea
a lo largo del contorno C sobre el cual la superficie es anclada, sigue el teorema de Stokes.
La circulacion I' es andloga a la corriente eléctrica I. También se representa, como se

ilustra en la figura (E.1) abajo, el flujo del vector vorticidad.
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Figura E.1: El calculo de la circulacion del campo vectorial Ualo largo de una curva espacial
cerrada C del flujo de V x U a través de cualquier superficie A “anclada” sobre C. Dibujo tomado

de Guyon et al (2001).

La mecanica de fluidos tiene ciertas analogias con la teoria electromagnética, mas
especificamente con la magnetostatica. De las leyes de Ampere y de Gauss para el mag-

netismo:

—

V x

:Moj (E.1)
V-B=

3 =0 (B.2)
se puede “emparejar’ al campo magnético B con el campo de velocidades en fluidos ,
al producto de la permitividad magnética con la densidad de corriente eléctrica ,uoj, se

asocia con la vorticidad &.
De la ley de Biot-Savart:

Euo]/dfx (F—7) uo]/fx(?—r")dv
|

T 4r |7 — 73  4r |7 — |3
de donde
I:/f-ﬁds
Cambiando las variables:
. 1 & x (r—r)dV
U= —
4 [|7— 73

Asi, la circulacion I', dada por las ecuaciones (1.15) y (1.6), se relaciona con la co-
rriente eléctrica I multiplicada por la permitividad magnética. Cambiando las variables
correspondientes, de la ecuacion (E.1) se obtiene la definicion de vorticidad (ecuacion 1.5),
y de la ecuacion (E.2) se obtiene la ecuacion de continuidad (para fluidos incompresibles).
Para que la analogia sea completa, se deben tener también las mismas condiciones de
frontera.

Ahora discutiremos las caracteristicas paralelas de los efectos de una continua y uni-

forme densidad de corriente j, y una densidad uniforme de vorticidad, cada uno dentro de
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un tubo cilindrico de radio ry, el cual es infinitamente largo y apuntando en la direccion
z (Figura E.2) (para r > rg, la densidad de corriente y la vorticidad se supone que deben

ser cero). Este ejemplo ayuda a ilustrar la correspondencia entre estos dos campos.

Este primer problema se corresponde con el campo magnético alrededor del alambre
recto llevando una corriente eléctrica con una densidad uniforme a través de la seccidon
transversal del alambre. El segundo representa aproximadamente el vortice que puede
ser observado cuando un contenedor es vaciado a través de un hoyo circular. El campo
de velocidad @ del fluido corresponde al campo magnético B en la direccién azimutal
alrededor del alambre, ambos con idéntica simetria. Se tiene la integral I' = [ w,27rdr de
la vorticidad w del fluido, sobre la secciéon transversal del vortice del tubo, correspondiendo

una corriente total I = [ 2mjrdr en el alambre.

La circulacion de la velocidad I' = w,7r es independiente de 7 siempre que r > 7.

que caracteriza a la fuerza del vortice, y corresponde a la corriente total en el ejemplo de
la figura E.2(a).

Figura E.2: (a) Un campo magnético inducido por un alambre recto que lleva corriente eléctrica.
(b) El campo de velocidad del fluido genera un vortice filamentario rectilineo. Tomado de Guyon
et al (2001).

Para el caso de un dipolo de voérticidad, la analogia con la magnetostatica es el de
un par de alambres rectos largos por los que pasa una corriente I en sentidos contrarios
(figura E.3).

Asi, dentro del vortice la velocidad aumenta linealmente con el radio y fuera de él
decae como 1/7. En este sentido, un vortice induce una cierta velocidad en el otro vortice,
por lo que el dipolo se desplazara también por la contribuciéon de una componente de

velocidad autoinducida.

La funcion de corriente debida al sumidero lineal esta dada por Kundu y Cohen (2002):
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II'I«!--r

Figura E.3: Alambres rectos largos por los que pasa una corriente I en sentidos contrarios. La
direccién de la corriente es la misma que la direcciéon del vector densidad de corriente J_', la cual,
multiplicada por una constante representa a la vorticidad & en la mecanica de fluidos. En este
caso la velocidad depende tanto del radio r como del angulo € (coordenadas polares). Tomado
de Lopez Sanchez. (2013).

(e )

donde H es la abertura del sumidero. Por otro lado, la funcién de corriente del dipolo es:

r
Va(z,y) = i (Inr; —Inry)

donde I' es la circulacion, r; y 9 son las distancias desde el centro de los vortices al punto
de observacion.

La suma de los campos de velocidades del dipolo de vorticidad y del sumidero lineal
(ver figura E.4) es lo que la teorfa potencial considera como el comportamiento de un
dipolo en un flujo periodico (Wells y van Heijst, 2003).

La velocidad autoinducida de traslacion del dipolo en la direcciéon x es igual a:

T
Ug = ——
d 2ma

donde a es la distancia entre los centros de los vortices. Esa velocidad es dependiente del

tiempo, porque la circulacion crece en la primera mitad del periodo de forzamiento.
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(a) Dipolo (b) Sumidero Lineal
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Figura E.4: Campos de velocidades del (a) dipolo, (b) sumidero lineal. Tomada de Lopez San-
chez. (2013).
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