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Introducción

El enredamiento de partículas es una idea introducida dentro de la física por el famoso experimento
planteado por Einstein�Podolsky�Rosen [1]. Es una de las más interesantes características no clásicas de
la teoría cuántica. En la mecánica cuántica, se dice que dos particulas están enredadas si sus estados
no pueden ser descritos individualmente. Las partículas son por lo menos en su descripción cuántica,
inseparables, lo que se puede observar en su comportamiento, por ejemplo, un par de fotones entrelazados
puede mostrar una fuerte correlación en la polarización aun cuando cada uno por sí mismo parezca no
polarizado.

La propiedad del enredamiento se puede observar más claramente cuando se separan las dos partículas
una gran distancia, por ejemplo si una se queda en la Ciudad de México y otra en Beijín. Cuando se mide
una propiedad particular en una de las partículas (e.g. el espin, la polarización, etc) y posteriormente se
mide la misma propiedad en la otra partícula, el resultado obtenido en la segunda partícula dependerá del
resultado obtenido en la primer partícula. Comúnmente tendrán valores complementarios.

Los estados cuánticos se pueden enredar a través de varios tipos de interacción, usualmente por inter-
acciones directas entre partículas subatómicas e.g. conversión espontánea paramétrica descendente [36] ,
el Honng-Ou-Mandel [37], el uso de un acoplador de �bra óptica para con�nar [38] y mezclar los fotones
y de puntos cuánticos para atrapar los electrones hasta que ocurre el decaimiento [38], entre otros. El
enredamiento se rompe cuando se produce una decoherencia en el enredamiento de las partículas..

El enredamiento cuántico es un recurso físico asociado con correlaciones peculiares no clásicas que es
posible obtener en varios sistemas cuánticos. El enredamiento se puede transformar y convertir en un estado
puro. Los estados enredados se pueden usar como canales de información cuántica para construir programas
computacionales y de criptografía que hagan tareas imposibles de realizar por sistemas clásicos. Por esta
razón el objetivo de esta tesis es encontrar un método más rápido que el convencional para determinar si
un estado está enredado. En este nuevo método se tomarán únicamente cuatro mediciones lo cual contrasta
con las dieciséis mediciones que se necesitan para calcular la desigualdad de Bell [3] . Esta desigualdad
es importante en la mecánica cuántica ya que descartó la teoría de variables ocultas la cual supone la
existencia de ciertos parámetros desconocidos que serían los responsables de las características estadísticas
de la mecánica cuántica. Dichas formulaciones suponen restablecer el determinismo eliminado. Suponen
una crítica a la naturaleza probabilística de la mecánica cuántica, la cual conciben como una descripción
incompleta del mundo físico. En el primer capítulo se dan las bases teóricas para la cuanización del campo,
se presenta la cuanización, los estados de Fock y la expansión multimodal.

En el capítulo dos se explica brevemente qué es la polarización clásica y cuántica así como la ley de
Malus.

Posteriormente el capítulo tres se describen varios elementos ópticos no lineales como son los cristales
que presentan conversión espontánea paramétrica descendente, haciendo énfasis en los cristales de borato
de bario beta y �nalmente se describen las láminas de media onda.

En el cuarto capítulo se habla de la paradoja de Eintein Podolsky y Rosen [1], una teoría de variables
ocultas [23] [3], se describe matemáticamente la prueba de la desigualdad de Bell CHSH [23] y la prueba
con cuatro mediciones así como el estado enredado de polarización.

Para �nalizar, en el capítulo cinco se plantean los experimentos realizados para la elaboración de esta
tesis así como los resultados obtenidos y las conclusiones a las que se llegaron.

v
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Capítulo 1

Cuantización del campo electromagnético

Las ideas del concepto de fotón fue presentado por los trabajos de Einstein concernientes al efecto fotoeléc-
trico en 1905, y desde ese entonces ha formado una parte esencial para la comprensión de los fenómenos
cuánticos de la luz. Para poder manejar este concepto desde el punto de vista cuántico es necesario cuan-
tizar el campo electromagnético. En este primer capítulo se discute brevemente la cuantizacion del campo
electromagnético.

1.1. Ondas estacionarias

Para comenzar el estudio de la cuantización del campo electromagnético consideraremos el problema
unidimensional de una región del espacio sin carga eléctrica ni corrientes libres, delimitada por una cavidad
rectangular de paredes conductoras y lado L. De esta forma, las ecuaciones de Maxwell en el vacío, en
unidades SI se escriben como [2]:

∇ · ~E = 0 (1.1)

∇ · ~B = 0 (1.2)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(1.3)

∇× ~B =
1

c2

∂ ~E

∂t
(1.4)

Si desacoplamos sacando el rotacional de las ecuaciones (1.4) y (1.3) y usando la relación 5× (5×A) =
5(5 · E)−52E, en este sistema de ecuaciones se obtiene que los campos ~E y ~B cumplen:

∇2 ~E =
1

c2

∂2 ~E

∂t2

∇2 ~B =
1

c2

∂2 ~B

∂t2

(1.5)

e.i., cada componente cartesiana de ~E y ~B satisface la ecuación de onda en tres dimensiones ∇2f = 1
c2
∂2f
∂t2

,
con velocidad de propagación c, con c la velocidad de la luz en el vacío.

En estas condiciones, una posible solución para la ecuación diferencial del campo eléctrico ecuación
(1.5), es una onda monocromática, polarizada en la dirección x, propagándose en la dirección z : ~E(~r, t) =
îEx(z, t), donde î es el vector unitario en la dirección x (ver �gura 1.1). Donde, debido a las paredes
conductoras, tendremos como condiciones en la frontera: Ex(0, t) = Ex(L, t) = 0 para todo t.
Una solución es

1



2 CAPÍTULO 1. CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO

Figura 1.1: Onda estacionaria para ~E.

~E(~r, t) = îa(t)sen(kz) (1.6)

con k = ω/c y ω la frecuencia angular de la onda, que por las condiciones de frontera, sólo puede tomar
los valores de ωn = cnπ/L, con n = 0, 1, 2, ... Más adelante se demuestra que requerimos que a(t) satisfaga
la ecuación del oscilador armónico ä + ω2a = 0. La solución mostrada en la ecuación (1.6) representa
una familia de ondas estacionarias dentro de la cavidad conductora, una para cada valor de k, que son
los modos normales de la ecuación de onda, i.e, soluciones obtenidas gracias al método de separación de
variables.

Ahora para obtener el campo magnético que corresponde a la solución (1.6), utilizamos la ecuación de
Maxwell (1.4) y se observa que se cumple

∂By
∂z

= − 1

c2

∂Ex
∂t

donde implica que

~B(~r, t) = ĵ
ȧ(t)cos(kz)

ωc
(1.7)

ĵ es el vector unitario en la dirección y.
Lo que sigue es encontrar el hamiltoniano de la solución estacionaria dada por (1.6) y (1.7), para lo

cual requerimos la densidad de energía U del campo electromagnético, que en general es [8]

U =
1

2

(
ε0|| ~E||2 +

1

µ0
|| ~B||2

)
(1.8)

con ε0 y µ0 son la permitividad y permeabilidad del vacío respectivamente. Al sustituir las expresiones
para ~E y ~B en (1.6) y (1.7) obtenemos:

U =
ε0
2

(
a2sen2(kz) +

ȧ2cos2(kz)

ω2

)
Integrando la expresión anterior dentro del volumen total V delimitado por una cavidad, obtenemos el
hamiltoniano del sistema

H =
ε0V

4

(
ȧ2

ω2
+ a2

)
(1.9)

Haciendo el siguiente cambio de variable en la ecuación (1.9)

q(t) = a(t)

√
V ε0
2ω2

p(t) = q̇(t)

(1.10)

obteniendo que:
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H =
1

2

(
p2 + ω2q2

)
(1.11)

donde la ecuación (1.11) es el hamiltoniano para un oscilador armónico simple con masa m = 1, con
q(t) y p(t) jugando el papel de la coordenada y momento generalizados respectivamente. Notamos que se
cumplen las ecuaciones de Hamilton [8] :

∂H

∂p
= p = q̇

−∂H
∂q

= −ω2q = q̈ = ṗ

(1.12)

Con esto hemos visto que el problema de una onda estacionaria es formalmente equivalente al de un
oscilador armónico con m = 1, con coordenada y momento generalizados dados por (1.10). Ahora lo
que sigue de la cuantización del campo electromagnético es llevar a cabo la `cuantización canónica' para
despues utilizar los resultados del oscilador armónico cuántico, que es lo que se realizara en el siguiente
subcapítulo.

1.2. Cuantización y estados de Fock

Ahora cuantizaremos el modo normal del campo en coordenadas canónicas a operadores: (q(t), p(t)) →
(q̂(t), p̂(t)) y a�rmaremos que se cumple la relación conmutativa canónica entre ellas [5, 6]

[q̂, p̂] = i~ (1.13)

El Hamiltoniano mostrado en la ecuación (1.11) se puede escribir en terminos de p̂ y q̂

Ĥ =
1

2

(
p̂2 + ω2q̂2

)
(1.14)

En este caso, los operadores correspondientes para Ex y By serán

Êx(z, t) =

(
2ω2

V ε0

)1/2

sen(kz)q̂(t)

B̂y(z, t) =

(
2ω2

V ε0

)1/2
cos(kz)

ωc
p̂(t)

(1.15)

En estas últimas expresiones usaremos el esquema de Heisenberg [7] [6] para la mecánica cuántica en donde
unicamente los operadores dependen del tiempo 1. Este problema se puede resolver de manera idéntica al
de un oscilador armónico [7] [6] cuántico, los eigenvalores de la energía, están dados por

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(1.16)

En particular, para n = 0 tenemos la energía base E0 = ~ω/2.
Los eigenestados con valor de energía En, que escribimos como |n〉, son llamados estados de Fock [7]

[6] [5] y cumplen la relación:

1En este planteamiento, la ecuación que deben de cumplir los operadores que ahora dependen del tiempo que corresponde
a las variables observables de un sistema, es:

d

dt
Â(t) =

∂

∂t
Â(t)− i

~
[Â(t), Ĥ(t)]

con Ĥ(t) el hamiltoniano[7] [6] del sistema y Â(t) el operador en cuestión.
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Ĥ |n〉 = En |n〉 (1.17)

Estos estados de Fock no sólo son eigenestados de Ĥ, sino que también lo son del operador de número n̂,
el cual se de�ne a través de los operadores â† y â como n̂ ≡ â†â; para ver esto, de�nimos â† y â, conocidos
también como operadores de creación y aniquilación o de asenso y descenso [5] con esto:

â = (2~ω)−1/2(ωq̂ + ip̂) (1.18)

â† = (2~ω)−1/2(ωq̂ − ip̂) (1.19)

Donde observamos que:

â†â = (2~ω)−1(p̂2 + ω2q̂2 − ~ω)

De modo que podemos escribir al hamiltoniano (1.14) en términos de â y â† como:

Ĥ = ~ω
(
â†â+

1

2

)
(1.20)

utilizando (1.16) se tiene que (
â†â+

1

2

)
|n〉 =

(
n+

1

2

)
|n〉 (1.21)

Si utilizamos que n̂ = â†â, obtenemos que:

â†â |n〉 = n̂ |n〉 = n |n〉 (1.22)

i.e., los estados de Fock son eigenestados de n̂ con eigenvalor n.
Regresando a los operadores â† y â, vemos que si a la ecuación (1.21) le aplicamos â obtendremos:

~ω
(
ââ† +

1

2

)
â |n〉 = Enâ |n〉

utilizando el conmutador [â, â†] = 1 el cual sale de la ecuación 1.13 y de que [q̂, q̂] = [p̂, p̂] = 0, obtenemos
[7]:

Ĥ(â |n〉) = (En − ~ω)â |n〉 (1.23)

i.e. â |n〉 es también un eigenestado de Ĥ pero con eigenvalor En−1 = En − ~ω. Análogamente es posible
encontrar que â† |n〉 es un eigenestado con eigenvalor En+1 = En + ~ω. Con estos resultados se puede ver
que en general tendremos [6, 7] â |n〉 =

√
n |n− 1〉 y que â† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉, donde

√
n y
√
n+ 1 son

constantes de normalización; entonces, si a partir del estado base |0〉 aplicamos repetidamente â† podremos
escribir cualquier estado de Fock como:

|n〉 =
(â†)(n)

√
n!
|0〉 (1.24)

Con 1/
√
n! una constante de normalización [6, 7].

Una característica importante de los estados |n〉, es que al ser eigenestados de un operador hermitiano
podemos asegurar que forman un conjunto vectorial completo, al cual lo podemos expresar como [5, 6]

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = 1 (1.25)
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esto quiere decir que cualquier estado de excitación de un campo puede ser escrito como una combinación
lineal de los estados de Fock.

Si utilizamos los operadores de asenso y descenso podemos reescribir a Êx y B̂y así

Êx(z, t) = E0(â+ â†)sen(kz)

B̂y(z, t) = iB0(â† − â)cos(kz)
(1.26)

donde E0 = (~ω/ε0V )1/2 y B0 = (µ2
0ε0~ω3/k2V )1/2; con la ayuda de esta nueva expresión para los campos,

se puede comprobar que su valor esperado para los estados |n〉 es igual a cero

〈n| Êx |n〉 = E0sen(kz)(〈n| â |n〉+ 〈n| â† |n〉) = 0

〈n| B̂y |n〉 = iB0cos(kz)(〈n| â† |n〉 − 〈n| â |n〉) = 0
(1.27)

en donde utilizamos la propiedad de ortogonalidad de los estados |n〉. Usando este resultado podemos
encontrar la incertidumbre, i.e. la desviación estándar, para |n〉

σE = (〈n|E2
x |n〉)1/2 =

√
2E0sen(kz)

(
n+

1

2

)1/2

σB = (〈n|B2
y |n〉)1/2 =

√
2B0cos(kz)

(
n+

1

2

)1/2
(1.28)

Donde sí la incertidumbre es distinta de cero, para todo n, quiere decir que el campo �uctúa, i.e, que
distintas mediciones arrojarán en general distintos valores, notamos que esto es verdad incluso para el
caso de n = 0, lo que se conoce como �uctuaciones del vacío.

1.3. Expansión multimodal

Lo que nos interesa en esta sección, es llevar a cabo la cuantización del campo multimodal[8] en una
cavidad cúbica de lado L dónde L es mucho mas grande que la longitud de onda λ y las paredes son
totalmente re�ejantes; para ello necesitaremos utilizar el potencial vectorial ~A(~r, t) sujeto a la condición
de Coulomb: ∇ · ~A = 0. El potencial escalar Φ(~r, t) no nos importa ya que estamos considerando una
región libre de fuentes de radiación, lo cual implica que Φ = 0 [8, 10]. Bajo estas condiciones el potencial
vectorial debe cumplir la ecuación de onda homogénea [2, 8, 9]

∇2 ~A =
1

c2

∂ ~A

∂t
(1.29)

con esto obtenemos los campos a través de las siguientes relaciones

~E(~r, t) = −∂
~A

∂t
~B(~r, t) = ∇× ~A

(1.30)

Impondremos condiciones periódicas a la frontera, lo cual implica que una onda `viajera' deberá cumplir,
en la dirección x que:

eikxx = eikx(x+L)

lo cual se cumple si kx = 2πmx/L, con mx entero, lo mismo será también en las otras direcciones, por lo
que el vector de onda sólo tomará los siguientes valores

~k =
2π

L
(mx,my,mz) (1.31)
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con my y mz enteros.
Ahora podemos hacer una expansión en términos de ondas planas para el potencial vectorial [5, 9]

~A(~r, t) =
∑
k,s

êks

(
Aks(t)e

i~k·~r +A∗ks(t)e
−i~k·~r

)
(1.32)

donde el subíndice s = 1, 2 hace referencia explícita a la posibilidad de dos polarizaciones para las ondas
planas y la suma sobre k es una suma sobre todos los posibles enteros (mx,my,mz). Los vectores êks
son los vectores unitarios en la dirección de polarización de las ondas planas y están restringidos por la
condición de Coulomb a cumplir êks · ~k = 0.

Cada una de las componentes Aks(t) en (1.32) debe cumplir la ecuación armónica

d2Aks
dt2

+ ω2
kAks = 0 (1.33)

con ωk = kc. La solución a (1.33) es

Aks(t) = Akse
−iωkt (1.34)

donde de�nimos Aks ≡ Aks(0).
Sustituyendo (1.34) en (1.32) obtenemos

~A(~r, t) =
∑
k,s

êks

(
Akse

i(~k·~r−ωkt) +A∗kse
−i(~k·~r−ωkt)

)
(1.35)

y utilizando (1.30) tenmos que

~E(~r, t) = i
∑
k,s

ωkêks

(
Akse

i(~k·~r−ωkt) −A∗kse−i(
~k·~r−ωkt)

)
(1.36)

~B(~r, t) =
i

c

∑
k,s

ωk(k̂ × êks)
(
Akse

i(~k·~r−ωkt) −A∗kse−i(
~k·~r−ωkt)

)
(1.37)

con k̂ = ~k/||~k||.
Lo que necesitamos ahora es conocer la energía del sistema, para lo que emplearemos de nuevo la

ecuación (1.8) y tomamos la integral en el interior de una cavidad de volumen V = L3:

H = 2ε0V
∑
k,s

ω2
kAks(t)A

∗
ks(t) = 2ε0V

∑
k,s

ω2
kAksA

∗
ks (1.38)

De�nimos las nuevas variables qks y pks a través de las siguientes relaciones

Aks =
1

2ωk(ε0V )1/2
(ωkqks + ipks) (1.39)

A∗ks =
1

2ωk(ε0V )1/2
(ωkqks − ipks) (1.40)

y al sustituir en (1.38) obtenemos

H =
1

2

∑
k,s

(
p2
ks + ω2

kq
2
ks

)
(1.41)

Donde H es la energía para un conjunto de osciladores armónicos simples con frecuencia angular ωk y masa
unitaria, de forma que hemos llegado al mismo resultado que cuando solamente consideramos una onda
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estacionaria para un campo, así que el camino a seguir será completamente análogo al de las secciones
anteriores.

Primero sustituimos las variables (qks, pks) → (q̂ks, p̂ks) y postulamos las relaciones conmutativas
canónicas entre ellas

[q̂ks, p̂k′s′ ] = i~δkk′δss′ (1.42)

donde δmn es la delta de Kronecker.
Íntroducimos los operadores de asenso y descenso para cada uno de los modos normales (ahora ondas

`viajeras'), de�nidos de forma análoga a lo anterior

âks =
1

(2~ωk)1/2
(ωkq̂ks + ip̂ks) (1.43)

â†ks =
1

(2~ωk)1/2
(ωkq̂ks − ip̂ks) (1.44)

Con lo cual se cumple que:

[âk′s′ , â
†
ks] = δk′kδs′s (1.45)

De�niremos al nuevo operador de número para cada uno de los modos normales como n̂ks = â†ksâks, así
que podemos expresar a un hamiltoniano, ya que esta convertido en operador, como

Ĥ =
∑
k,s

~ωk
(
â†ksâks +

1

2

)
=
∑
k,s

~ωk
(
n̂ks +

1

2

)
(1.46)

Por simplicidad escribimos para el j-ésimo modo normal n̂j ≡ n̂ks y análogamente â†j ≡ â
†
ks, âj ≡ âks, esto

nos permite escribir (1.46) como

Ĥ =
∑
j

~ωj
(
n̂j +

1

2

)
(1.47)

Para obtener los eigenvalores de (1.46) falta considerar el estado compuesto por los eigenestados de cada
modo normal

|n1〉 |n2〉 |n3〉 ... ≡ |n1, n2, n3, ...〉 (1.48)

donde cada |nj〉 cumple

Ĥj |nj〉 = ~ωj
(
n̂j +

1

2

)
|nj〉 = Ej |nj〉 (1.49)

si escribimos (1.48) como |n1, n2, n3, ...〉 = |{nj}〉, tendremos que se cumple:

Ĥ |{nj}〉 = E |{nj}〉 (1.50)

i.e. que (1.48) es un nuevo eigenestado con energía E =
∑

j ~ωj
(
nj + 1

2

)
.

Ahora podemos escribir cualquier estado de Fock a partir del estado base |0, 0, 0, ...〉 ≡ |{0}〉 utilizando
al operador de asenso así

|{nj}〉 =
∏
j

(
â†j

)nj
√
nj !
|{0}〉 (1.51)
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y como cumplen la condición de ortonormalidad

〈n′1, n′2, ...|n1, n2, ...〉 = δn′
1n1
δn′

2n2
... (1.52)

también podemos describir un estado cualquiera del campo a través de una combinación lineal de ellos [6]

|ϕ〉 =
∑
n1

∑
n2

...cn1,n2,... |n1, n2, ...〉 ≡
∑
{nj}

c{nj} |{nj}〉 (1.53)

Para �naliza con la cuantización del campo electromagnético, escribimos las expresiones �nales para los
operadores correspondientes a ~E(~r, t) y ~B(~r, t) en términos de los operadores de asenso y descenso.

Ê(~r, t) = i
∑
ks

(
~ωk
2ε0V

)1/2

êks

(
âkse

i(~k·~r−ωkt) − â†kse
i(~k·~r−ωkt)

)
(1.54)

B̂(~r, t) =
i

c

∑
ks

(k̂ × êks)
(

~ωk
2ε0V

)1/2 (
âkse

i(~k·~r−ωkt) − â†kse
i(~k·~r−ωkt)

)
(1.55)

Esta es la teoria esencial para poder comprender los conceptos de que se mencionarán en los siguientes
capítulos.



Capítulo 2

Polarización de fotones

En este capítulo estudiaremos la polarización de la luz con una revisión de la teoría clásica de la misma.
Comentaremos posteriormente la contraparte cuántica de la ley de Malus, ya que es la propiedad que
utilizaremos para estudiar el estado enredado.

2.1. Polarización clásica

Se dice que la luz se encuentra en algún estado de polarización cuando el campo eléctrico que le conforma
presenta alguna regularidad o restricción, por ejemplo, la luz con polarización elíptica, en donde el campo
eléctrico, se propaga formando una elípse Otro ejemplo es la luz linealmente polarizada, tiene la particu-
laridad de que su campo eléctrico se encuentra con�nado dentro de un plano, llamado plano de vibración

[12].
En la luz polarizada linealmente el campo eléctrico se encuentra con�nado a un plano a lo largo del

vector de propagación (ver �gura 3.1). I.e. ~E solamente cambiará su magnitud pero no su dirección,lo cual
implica, que si tenemos que la luz se propaga, por ejemplo, en la dirección z, con un número de onda k,
frecuencia angular ω y amplitud E0, podrá escribirse como

~E(z, t) = îE0 cos(kz − ωt) (2.1)

donde la dirección del campo eléctrico es constante en el tiempo, que es en este caso la dirección x, dada
por el vector unitario î. La consecuencia geométrica de esta restricción es que ~E trazará un segmento de
línea recta durante la propagación de la onda, motivo por el cual es llamada polarización lineal. A la luz
en este estado la llamaremos P.

Figura 2.1: Figura 2.1 Polarización lineal. Se muestra a ~E, en dos tiempos distintos.

Otro ejemplo es la luz elipticamente, que es el caso en que el campo ~E traza una elipse cuando se le
observa desde la dirección de propagación. Para comprender esto, consideramos dos ondas P, propagándose
en la dirección z de la forma siguiente:

~Ex(z, t) = îE0x cos(kz − ωt) (2.2)

9
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~Ey(z, t) = ĵE0y cos(kz − ωt+ ε) (2.3)

con ĵ el vector unitario en la dirección y y ε la desfase entre ambas ondas. De la ecuación (2.2) tenemos
que √

1−
(
Ex
E0x

)2

= sen(kz − ωt)

y tambien tenemos que

Ey
E0y
− Ex
E0x

cos ε = − sen(kz − ωt) sen(ε)

Sustituyendo y elevando al cuadrado, obtenemos(
Ey
E0y
− Ex
E0x

cos ε

)2

=

[
1−

(
Ex
E0x

)2 ]
sen2(ε)

Redondeando tenemos (
Ey
E0y

)2

+

(
Ex
E0x

)2

− 2

(
Ey
E0y

)(
Ex
E0x

)
cos ε = sen2(ε) (2.4)

La ecuación (2.4) es una elipse, en el plano (Ex, Ey) y cuyos ejes principales forman un ángulo α con
respecto a los ejes coordenados (Ex, Ey), donde

tan(2α) =
2E0xE0y cos(ε)

E2
0x − E2

0y

(2.5)

Figura 2.2: Polarización elíptica, con α = 0.

Consideremos que las dos ondas originales poseen la misma amplitud, i.e. E0x = E0y = E0 y que el
ángulo de inclinación es cero, α = 0, o de forma equivalente, que ε = ±π/2,±3π/2,±5π/2 . . . , tenemos:

Ey
2 + Ex

2 = E0
2

donde esta ecuación es la ecuación de un círculo, en el mismo plano (Ex, Ey). I.e. que como caso particular
de la luz con polarización elíptica, se tiene a la luz polarizada circularmente, que se re�ere al hecho de
que ~E trazará un círculo durante la propagación de la onda. Más aún, haremos una distinción entre las
dos direcciones de giro del campo en este tipo de polarización, denotando a la luz circular dextrógira (i.e.
girando en el sentido de las agujas del reloj) y a la levógira (girando contra las manecillas) . A estos dos
tipos de polarización también se les suele llamar, luz circular derecha R e izquierda L. También tenemos
como caso particular a la luz en estado P, cuando ε = nπ (n = 0, 1, 2, . . . ), ya que en este caso, de la
ecuación (2.4) implica que:
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Ey = ±E0yEx
E0x

Donde esta es la ecuación de una recta (el signo negativo corresponde a m impar y el signo positivo
corresponde a m par, ).

2.2. Ley de Malus

En esta sección nos enfocaremos en cómo se puede producir luz polarización. Existen dispositivos que
estan hechos de un material que transmite de forma selectiva una determinada dirección de oscilación del
campo eléctrico de una onda electromagnética y tienen la capacidad de transmitir luz polarizada a partir
de la incidencia de luz natural, estos son llamados polarizadores 1.

Existen polarizadores de materiales distintos y pueden ser categorizados de acuerdo a cuatro tipos: la
birrefringencia, la dispersión, la re�exión, y la absorción selectiva[12]. En esta parte de la tesis analizare-
mos el funcionamiento de acuerdo al mecanismo de la absorción selectiva, el cual se presenta en algunos
minerales, como por ejemplos algunos compuestos orgánicos y la turmalina [13]. Sabiendo que la luz na-
tural es una combinación de cualesquiera dos estados P, ortogonales, de igual amplitud e incoherentes
entre sí i.e ondas cuya diferencia de fase relativa varía en el tiempo [14], se llamara polarizador lineal a
el dispositivo que permita la transmisión de uno de estos dos estados P que conforman a la luz natural.
También existen polarizadores elípticos y circulares que permiten la transmisión de luz con polarización
elíptica o circular [12].

Una malla de hebras paralelas entre sí, hechas de algún material conductor es dispositivo que nos
puede servir para ilustrar cómo funciona un polarizador lineal. Si sobre dicho dispositivo hacemos incidir
luz natural que se propaga en la dirección z y que escribimos como una combinación de dos estados P
ortogonales, escogiendo la dirección de uno de éstos como la dirección de las hebras de una malla, la
dirección y, i.e., tendremos los estados Px y Py [12]. Sí este haz incide sobre la malla conductora, la
componente Py, que será paralela a las hebras, hará que los electrones de ésta comiencen a moverse,
generando una corriente y obteniendo así energía del campo eléctrico incidente. Ya que los electrones
conductores de la malla sean acelerados por el campo eléctrico, se irradiarán una nueva onda en la dirección
−z y otra en la dirección z. Con esto la nueva onda irradiada hacia z tenderá a cancelar la propagación
de la onda original en esta dirección, inhibiendo la transmisión en la dirección de las hebras conductoras.
Por otra parte, ya que los electrones no pueden moverse más que en la dirección y, la componente Px, no
cambiara, transmitiéndose de manera íntegra. Lo que hemos visto es que al incidir la luz natural sobre
una malla conductora el resultado ha sido la transmisión de uno de sus componentes, en este caso, Px,
mientras que el otro componente, en la dirección y, se ha cancelado por completo, i.e. la luz transmitida
se encuentra polarizada linealmente.

Ahora analizaremos con más detalle qué ocurre con la onda transmitida por un polarizador. Imaginemos
que sobre un polarizador lineal hacemos incidir luz no polarizada. Como ya sabemos que la luz transmitida
por dicho polarizador se encontrará en un estado P, con una amplitud, digamos, E01. Si enfrente colocamos
otro polarizador lineal, llamado analizador, cuyo eje de transmisión forme un ángulo θ con el del primero,
la luz que transmitirá este analizador estará de nuevo en un estado P, pero en la dirección del nuevo eje
de transmisión y con una amplitud E01 cos θ. Como la irradiancia de un haz con polarización lineal está
dada por I = cε0

2 E
2, sabiendo esto podemos escribir la irradiancia de la luz transmitida por el analizador

como:

1Si se tiene uns fuente luminosa natural, como una vela encendida o una bombilla; dicha fuente está constituida por muchos
atómicos excitados, los cuales irradian una onda electromagnética polarizada [12]. Las ondas producidas por estas fuentes,
no podrán combinarse para dar lugar a una polarización de larga duración ya que su proceso de emisión será altamente
irregular, dando lugar, a una polarización `aleatoria', y haciendo así imposible una descripción detallada de la luz emitida.
Es a emisión de una fuente luminosa le llamamos luz natural.
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I = I0 cos2 θ (2.6)

con I0 = cε0
2 E

2
01, la irradiancia máxima posible cuando θ = 0 [12].

A esta ecuación (2.6) se le conoce como la ley de Malus, la cual nos dice que la irradiancia transmitida
por un analizador 2 depende de la alineación entre los ejes de transmisión de éste y el primer polarizador. Si
ambos ejes son paralelos i.e. θ = 0, la irradiancia original no se verá afectada, pero si estan perpendiculares
θ = π/2, la nueva irradiancia será cero.

2.3. Estados cuánticos de polarización

En las secciones anteriores tratamos la teoría básica de la polarización desde el punto de vista del electro-
magnetismo clásico. Ahora reformularemos dicha teoría desde el marco de la mecánica cuántica. Comen-
zamos introduciendo a el fotón, ya que, un haz de luz polarizada (circular, lineal o elípticamente), está
conformado por fotones, que se encuentrán en el mismo estado de polarización cuántico[15]. Analizaremos
la relación entre la asignación de dichos estados cuánticos de polarización para los fotones y la teoría
clásica desarrollada anteriormente, veremos cómo dar interpretación probabilística gracias al principio de
superposición cuántica, a cada uno de los fotones polarizados.

Para lograr esto debemos entender la conexión entre el punto de vista cuántico y algunos resultados
experimentales de la teoría clásica. Un ejemplo es cuando la luz polarizada linealmente en la dirección y,
perpendicular a la del eje de transmisión de un polarizador lineal, llamémosle x, incide sobre el polarizador,
lo cual ocasiona que la onda sea absorbida totalmente. Si imaginamos a este haz constituido por fotones en
un estado cuántico de polarización `vertical', que llamaremos |V 〉 3, donde cada uno de estos fotones será
absorbido por el polarizador, por lo cual obtendremos el resultado antes visto. Si el haz está polarizado
paralelamente al eje de transmisión, los fotones se encuentran en un estado de polarización `horizontal',
llamado |H〉, donde cada uno de ellos atravesará al polarizador, manteniéndose en su estado cuántico
original de |H〉 4, lo cual es lo mismo a que se transmita la onda en su totalidad, como ocurre. Ahora es
más interesante considerar el caso de una onda polarizada oblicuamente. Si supongamos que tenemos una
onda en un estado Pθ, i.e., formando un ángulo θ con respecto al eje del polarizador, pero ¾Qué ocurrirá
cuando uno de los fotones de esta onda incida sobre el polarizador? Sabemos que podemos tener un haz
polarizado circularmente, hacia la derecha |R〉 o la izquierda |L〉 pero podemos preguntarnos qué ocurrirá
con los fotones que lo conforman al incidir sobre un polarizador lineal. Para entender lo que ocurrirá, es
necesariotener tomar en cuentas que los posibles resultados para cualquiera que sea la polarización de uno
de los fotones, son solamente dos, ser absorbido o atravesar. Nunca se observa que atraviese una fracción
del fotón en un polarizador, independientemente del tipo de polarizador que se utilice y de la polarización
que los fotones puedan tener [15, 17].

Cuando se coloca un polarizador lineal de forma que el 100% de los fotones en el estado |V 〉 son
absorbidos, y el 100% de los fotones en el estado |H〉 atraviesan al polarizador; se dice que dichos estados
observables son ortogonales entre sí. Al operador del cual son eigenestados |H〉 y |V 〉, se le llama operador
de polarización, denotado por P̂HV y los eigenvalores correspondientes pueden escogerse como +1 para
|H〉 y −1 para |V 〉, lo cual nos permite escribir al operador de polarización en esta eigenbase como una
matriz[4]

P̂HV =

(
1 0
0 −1

)
2Un analizador es un sistema que polariza la luz de forma circular, lineal o elíptica
3Dichos estados son elementos de un espacio de Hilbert de dos dimensiones.
4El fotón permanece en este estado ya que al colocar otro polarizador, delante del primero, pasar por el segundo polarizador

el 100% de las veces [16].
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Como los estados cuánticos de la luz polarizada son elementos de un espacio de Hilbert [18], podemos
expresar la condición de ortogonalidad de estos eigenestados mediante su usual producto punto: 〈V |H〉 =
〈H|V 〉 = 0. Tambien, les pediremos a los dos que estén normalizados, i.e., 〈V |V 〉 = 〈H|H〉 = 1. Como los
grados de libertad para los estados P, son solo dos, vertical y horizontal, se tiene que el espacio de Hilbert
es bidimensional. Y como los dos eigenestados son ortonormales entre sí, son candidatos perfectos para
conformar una base de un espacio al igual que los estados clásicos de polarización lineal; Lo cual quiere
decir que cualquier otro estado de polarización |P 〉 puede escribirse como una combinación lineal de ellos:

|P 〉 = u1 |H〉+ u2 |V 〉 (2.7)

Con u1, u2 ∈ C, permitiéndo escribir un estado cualquiera como un vector de dos dimensiones [18]

|P 〉 =

(
u1

u2

)
(2.8)

Podemos escribir cualquier estado de polarización como una superposición de eigenestados la probabilidad
de hallar a un fotón en el estado |H〉 está dada por

PH = |〈H|P 〉|2 = |u1|2 (2.9)

y de encontrarlo en el estado |V 〉

PV = |〈V |P 〉|2 = |u2|2 (2.10)

Ademas se debe de complir que que |u1|2 + |u2|2 = 1, ya que |H〉 y |V 〉 forman un espacio completo y el
fotón debe de encontrarse en algún estado. De acuerdo a la representación matricial de P̂HV , tendremos
que el valor esperado para un estado arbitrario es: 〈P | P̂HV |P 〉 = |u1|2 − |u2|2.

Un ejemplo es el caso de la luz polarizada diagonalmente e.i., luz linealmente polarizada en una dirección
tal que θ = ±45 ◦, con respecto al eje de transmisión de un polarizador, cuyos fotones están en un estado
cuántico denotado por |D〉, y estado `antidiagonal' |A〉 e.i. , aquél estado con θ = −45 ◦. Sí los fotones en
alguno de los dos estados |D〉 o |A〉, incide sobre un polarizador a 0 o 90o, tendremos una probabilidad de
que 50% sean absorbidos y 50% sean transmitidos [16]. Lo cual implican que

〈D|A〉 = 〈A|D〉 = 0

|〈D|H〉|2 = |〈D|V 〉|2 = 1/2

|〈A|H〉|2 = |〈A|V 〉|2 = 1/2

(2.11)

Ahora |D〉 y |A〉 se pueden escribir como una combinación lineal de |H〉 y |V 〉, de la siguiente forma:

|D〉 =
1√
2

(|H〉+ |V 〉)

|A〉 =
1√
2

(|H〉 − |V 〉)
(2.12)

donde se cumple |u1|2 + |u2|2 = 1.
Con los coe�cientes de los estados P de la luz determinados por la dirección de polarización de la

onda electromagnética que les corresponde. Si una onda se puede escribir como ~E(z, t) = Eo(z, t)êθ,
donde el vector director êθ = î cos θ + ĵ sen θ (ver �gura 3.3), entonces tendremos que el estado cuántico
correspondiente para los fotones de la onda será:

|Pθ〉 = α cos θ |H〉+ β sen θ |V 〉 (2.13)

Con α y β constantes complejas unitarias.
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De |P 〉 se sigue que la probabilidad de que un fotón sea transmitido por un polarizador horizontal
es cos2 θ y la probabilidad de que sea absorbido es sen2 θ. Ahora si se incide una cantidad N de fotones
hacia un polarizador, dadas las probabilidades individuales que se mencionarón de cada fotón, se obtendra
que N cos2 θ fotones sería transmitidas y N sen2 θ fotónes serían absorbidos. Esto nos lleva a la ecuación
clasica de Malus, consideramos que N es proporcional a la irradiación [Fα].

Figura 2.3: Esquema de la ley de Malus.

También existe el caso de los estados |R〉 y |L〉 de polarización circular. Consideramos en lugar de un
polarizador lineal, uno de selección de polarización circular (R o L), ahora sabemos cualquier polarización
elíptica , circular o lineal, vista desde la teoría clásica, puede escribirse como una combinación lineal de
estados R y L [12], lo cual nos permite repetir los argumentos hechos para el polarizador lineal y concluir
que los estados cuánticos |R〉 y |L〉 cumplen la condición de ortonormalidad

〈R|L〉 = 〈L|R〉 = 0

〈R|R〉 = 〈L|L〉 = 1
(2.14)

Ígualmente que para un polarizador lineal, un polarizador circula al mandadas un fotón en alguno de los
estados |R〉 o |L〉, 50% de las veces el fotón será absorbido y el otro 50% logrará atravesar [16], i.e. para
un polarizador cuyos ejes estén alineados en la dirección θ = 45 ◦ y θ = −45 ◦ [4]; se cumple:

|〈R|H〉|2 = |〈R|V 〉|2 = 1/2

|〈L|H〉|2 = |〈L|V 〉|2 = 1/2

y

|〈R|D〉|2 = |〈R|A〉|2 = 1/2

|〈L|D〉|2 = |〈L|A〉|2 = 1/2

Esto nos permite encontrar expresiones para |R〉 y |L〉. Escribiedo |L〉 en la base {|H〉 , |V 〉} de la siguiente
forma:

|L〉 =
1√
2

(
eiθ |H〉+ eiφ |V 〉

)
=

1√
2
eiθ
(
|H〉+ ei(φ−θ) |V 〉

)
Como |L〉 asi, el coe�ciente eiθ es una fase global del estado, por lo que podemos asignarle cualquier valor
a θ, en particular θ = 0, lo cual nos lleva a obtener:

|L〉 =
1√
2

(
|H〉+ eiφ |V 〉

)
(2.15)

Si utilizamos la expresión en la base horizontal-vertical para |D〉 obtenemos:

|〈L|D〉|2 =
1

4
|(〈H|+ eiφ 〈V |)(|H〉+ |V 〉)|2 =

1

2
(1 + cosφ)
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Por que |〈L|D〉|2 = 1/2, se sigue que φ = ±π/2. Y bien, de que 〈R|L〉 = 0 se puede mostrar que, si

escribimos |R〉 = 1√
2

(
|H〉+ eiφ

′ |V 〉
)
, se cumplirá φ′−φ = π. Por lo tanto, si escogemos φ = π/2, se tiene

que:

|L〉 =
1√
2

(|H〉+ i |V 〉)

|R〉 =
1√
2

(|H〉 − i |V 〉)
(2.16)

Este tipo de estados los vamos a usar para estudiar la desigualdad de Bell que presentaremos en el
siguiente capítulo.



Capítulo 3

Elementos ópticos no lineales

En este capítulo se hablará del fenómeno conocido como conversión paramétrica espontánea descendente, o
por sus siglas en inglés: SPDC (Spontaneous Parametric Downw conversion) el cual fue usado inicialmente
para probar la desigualdad de Bell en 1988. Describe cómo funciona el cristal BBO-II o comunmente
llamado cristal de Borato de Bario. También se describrirá brevemente el funcionamento de la lámina de
media onda.

3.1. Conversión Espontánea Paramétrica Descendente

La SPDC se re�ere a la creación de un par de fotones a partir de otro fotón, lo cual se logra a través de
un mecanismo óptico no lineal. Decimos que este proceso es no lineal debido a que se modi�ca la frecuencia
y esta no puede afectarse mediante procesos ópticos lineales [4]. El proceso de la SPDC inicia con un fotón,
llamado fotón fuente, con una frecuencia angular ωf , el cual es absorbido al hacerlo incidir sobre un cristal
no lineal y da como resultado la emisión de dos fotones nuevos , los que son llamaremos señal y testigo.
Estos dos nuevos fotones se crean casi simultáneamente [26, 27]. Véase la �gura 3.1

Al utilizar los estados de Fock y los operadores de asenso y descenso, podemos representar la SPDC
de un fotón fuente de la siguiente manera [5]

|1〉f |0〉s |0〉t → âf â
†
sâ
†
t |1〉f |0〉s |0〉t = |0〉f |1〉s |1〉t (3.1)

Con los subíndices s, f y t la representación de los fotones fuente, señal y testigo.

Figura 3.1: La creación de los fotones señal y testigo.

La energía está determinada por la frecuencia de los fotones E = ~w. Por la ley de conservación de la
energía se debe complir que :[28, 29]

~ωf = ~ωs + ~ωt
ωf = ωs + ωt

(3.2)

16
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Con ωs y ωt las frecuencias de los fotones señal y testigo. Esto se muestra en la �gura 3.2 mediante uno
de los diagramas de energía. En estos diagramas la línea horizontal ininterrumpida representa un nivel
atómico basal, mientras que las líneas punteadas representan una combinación energética de los fotones
del campo incidente y estos estados [30].

Figura 3.2: Diagrama de energía para la SPDC .

El momento ~p = ~~k también deberá de conservarse, por lo que como segunda restricción se tiene que los
vectores de onda (k) deben cumplir:

~~kf = ~~ks + ~~kt
~kf = ~ks + ~kt

(3.3)

Recordamos que la relación entre el vector de onda y el índice de refracción del medio no lineal, para un
fotón fuente, está dada por ki = niωi/c, donde i puede ser sustituida por f, s ó t

La conversión paramétrica descendente (SPDC) puede ser entendida como el proceso temporal inver-
so de la generación de suma de frecuencias (SFG)[1] . En la SFG, dos rayos de frecuencias ω1 y ω2 se
juntan en un cristal no lineal que carece de simetría de inversión. El cristal actuá como una colección de
iones en potenciales anarmónicos. Cuando se dirigen ω1 y ω2, los iones oscilan con varias componentes
de frecuencia incluyendo la suma de frecuencias ω1 + ω2. Cada ion radía a esta frecuencia (entre otras).
La adición coherente de la luz de cada ion en el cristal conduce a la interferencia constructiva solo para
ciertas direcciones del rayo y ciertas polarizaciones. La condición para que la interferencia sea constructiva
es llamada: el requerimiento de "emparejamiento de fases", dentro del cristal los vectores de onda, de los
rayos de entrada se deben sumar y dar como resultado los vectores de los rayos de salida. En la SPD, el
láser violeta introduce al cristal la suma de frecuencias y luz convertida por conversión parametricamente
descendente tendrá como frecuencias ω1 y ω2 cuya suma es igual a w0 .

Dentro de los cristales que presentan conversión expontanea paramétrica decendente se encuentran los
cristales de Borato de Bario Beta (β-BaB2O4 ). Existen dos tipos de cristales β-BBO dependiendo de la
coincidencia de fase (phase matching), la cual puede ser tipo I o tipo II.

3.2. Cristal β-BBO tipo I

Figura 3.3: Esquema de conversión espontánea paramétrica descendente en cristales no lineales tipo I
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En el cristal tipo 1 la dirección de polarización de los fotones señal y testigo es la misma y ésta depende
de la orientación del cristal en donde éstos se generan, además cuando se tiene una e�ciencia máxima,
la polarización de éstos será perpendicular a la de los fotones fuente. Notemos que dada la forma de las
restricciones (3.2) y (3.3), las frecuencias y los vectores de onda de la señal y el testigo no están restringidas
de manera individual, sino sólo su suma; esto quiere decir que los ángulos de salida de los fotones señal
y testigo pueden variar, al igual que su longitud de onda, aunque la variación es en realidad pequeña y
podemos suponer que los fotones son emitidos en un cono de luz [4, 27].

3.3. Cristal β -BBO tipo II

El cristal tipo 2 se distingue del tipo 1 ya que los fotones señal y testigo presentan una polarización
ortogonal, esto sucede principalmente en materiales altamente birrefrigentes [31]. Los fotones generados
son emitidos a lo largo de dos conos debido a efectos birefrigentes. La birrefringencia tambien conocida
como doble refracción es una propiedad óptica de ciertos cristales, que consiste en desdoblar un rayo de
luz incidente en dos rayos linealmente polarizados de manera perpendicular entre sí, como si el material
tuviera dos índices de refracción distintos. La primera de las dos direcciones sigue las leyes normales de
la refracción y se llama rayo ordinario; la otra tiene una velocidad y un índice de refracción variables y se
llama rayo extraordinario. Ambas ondas están polarizadas perpendicularmente entre sí. Este fenómeno sólo
puede ocurrir si la estructura del material es anisótropa. Si el material tiene un solo eje de anisotropía, la
birrefringencia puede describirse asignando dos índices de refracción diferentes al material para las distintas
polarizaciones.

Figura 3.4: Esquema de conversión espontanea paramétrica descendente en cristales no lineales tipo II

|V 〉p → |H〉s |H〉i (3.4)

|H〉p → ei∆ |V 〉s |V 〉i
Donde ∆ es una fase debida a la dispersión y a la birefringencia en los cristales. Un cono esta formado

por la onda ordinaria y el otro por la onda extraodinaria, como se ve en la �gura 3.4. Los estados enrredados
se encuentran en la intersección de los conos.

Para crear un estado entrelazado, primero polarizamos linealmente el rayo laser a un ángulo θl respecto
a la vertical y después cambiamos la fase de una de las componentes de polarización por φl con una lámina
de cuarzo birefringente. Los fotones del laser (fotones bombados) están entonces en el estado:

|ψpump〉 = cos θl |V 〉p + eiφl sin θl |H〉p (3.5)

Cuando alcanzan el cristal los fotones paramétricamente convertidos salen en el estado:

|ψDC〉 = cos θl |H〉s |H〉i + eiφ sin θl |V 〉s |V 〉i (3.6)

donde φ = φl + ∆ es la diferencia de fase total de las dos componentes de polarización.
Colocando polarizadores rotados en ángulos α y β en los caminos señal y testigo, respectivamente, medimos
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la polarización de los fotones paramétricamente convertidos. Para un par producido en el estado |ψDC〉,
la probabilidad de detección de coincidencia es:

PV V (α, β) = | 〈Vα|s 〈Vβ|i |ψDC〉 |
2 (3.7)

El subíndice V V en P indica que la medición resulte en VαVβ , ambos fotones verticales en las bases
de sus respectivos polarizadores. Más general, para cualquier par de ángulos de polarizadores α, β, hay
cuatro posibles resultados, VαVβ ,VαHβ ,HαVβ , y HαHβ , indicados por V V , V H, HV y HH, respectiva-
mente.Usando las bases de la equación 2, encontramos:

PV V (α, β) = | sinα sinβ cos θl + eiφ cosα cosβ sin θl|2 (3.8)

ó:

PV V (α, β) = sin2 α sin2 β cos2 θl + cos2 α cos2 β sin2 θl +
1

4
sin 2α sin 2β sin 2θl cosφ (3.9)

Un caso especial ocurre cuando θl = π/4 y φ = 0. En este caso:

PV V (α, β) =
1

2
cos2(β − α) (3.10)

La cual solo depende del ángulo relativo β − α.
El último término en la ecuación 3.9 es un término cruzado que ocurre debido a la interferencia entre las
partes H,H y V ,V del estado. La φ en este término es una función que depende de la longitud de onda del
fotón bombeado, del ángulo y la longitud de onda del fotón señal, así como también de las características
del cristal. Debido a que el laser tiene un ancho de banda y recolectamos fotones sobre un ángulo sólido
�nito y un rango de longitud de onda, solo recolectamos sobre un rango de φ. Para tomar en cuenta esto,
remplazamos cosφ por su valor promedio 〈cosφ〉 = cosφm y escribimos:

PV V (α, β) = sin2 α sin2 β cos2 θl + cos2 α cos2 β sin2 θl +
1

4
sin 2α sin 2β sin 2θl cosφm (3.11)

En nuestro experimento, escogemos un intervalo �jo de toma de datos T (típicamente en el rango
de 0.5-15 s) y registramos el número de coincidencias N(α, β) durante ese intervalo. Asumiendo un �ujo
constante de pares de fotones, el número recolectado sera:

N(α, β) = A(sin2 α sin2 β cos2 θl + cos2 α cos2 β sin2 θl +
1

4
sin 2α sin 2β sin 2θl cosφm) + C (3.12)

Donde A es el número total de pares entrelazados producidos, y C es una compensación debido a
las imperfecciones en los polarizadores y el alineamiento de los cristales. Esta compensación es necesaria
tomarla en cuenta por el hecho de que algunas coincidencias son observadas incluso cuando los polarizadores
son coloados en α = 0, β = 90.

Las características ópticamente no lineales de este tipo de materiales son un re�ejo de reaccionan a la
polarización eléctrica creada por el campo incidente, por lo que la polarización, o el momento dipolar por
unidad de volumen P (t) dentro del material, depende de la intensidad del campo incidente E(t) como [30]

P (t) = ε0

(
χ(1)E(t) + χ(2)E2(t) + χ(3)E3(t) . . .

)
(3.13)

χ(1) es el factor de susceptibilidad lineal y es el único término presente en los medios ópticamente lineales;
el resto de los factores χ(2), χ(3) ..., son los factores de susceptibilidad no lineal de segundo orden, tercer
orden.... Por simplicidad consideraremos escalares a P (t) y al campo eléctrico, pero cuando se toma en
cuenta su naturaleza vectorial, en la ecuación (3.13) se deberá tomar a χ(1) como un tensor de segundo
rango, a χ(2) como uno de tercer rango, etc. [30]. Para el caso de la SPDC, el término de susceptibilidad
que caracteriza a este fenómeno en los medios no lineales es el de segundo orden χ(2) [32].
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3.4. Lámina de media onda

En esta sección describiremos el funcionamiento un elemento experimental usado en el montaje, las
láminas de media onda, así como el efecto que éstas tienen sobre los estados de polarización de la luz. Las
láminas de media onda son instrumentos ópticos llamados retardadores, que por lo general son cristales
birrefrigentes que permiten cambiar el estado de polarización de alguna onda incidente sobre ellos. Como
por ejemplo, son capaces de modi�car el estado de polarización de elíptico a circular, o uno lineal a uno
elíptico, entre otras. El funcionamientode las láminas de media onda consiste en introducir un cambio
relativo de fase entre las ondas generadas de la onda original, haciendo que el tipo de polarización de la
onda �nal emitida sea diferente.

Ahora si suponemos que tenemos una onda incidente sobre un retardador, lo que dara la separación de
esta primera onda en dos ondas secundarias [12], llamadas ondas ordinaria y extraordinaria, o simplemente
onda-o y onda-e; estas dos nuevas ondas se verán afectadas por diferentes índices de refracción dentro del
material: ne y no. Esto probocara un desfasamiento entre ellas ya que se propagarán a distintas velocidades
dentro del material, de tal forma que la onda �nal emitida a través del retardador, conformada por la
superposición de estas ondas secundarias, tendrá una polarización distinta. La diferencia de fase ∆ϕ es
[12]

∆ϕ =
d2π

λ0
(|no − ne|) (3.14)

con d la distancia que recorre la onda dentro del material, i.e. su grosor y λ0 es la longitud de onda en el
vacío.

Para nuestro caso, la diferencia de fase entre las ondas secundarias es ∆ϕ = π. Si supongamos que
una onda monocromática linealmente polarizada incide sobre una lámina de media onda y que el plano
de vibración de la onda forma un ángulo θ con respecto al eje rápido1 de la lámina. La dirección de
polarización se verá rotada por un ángulo de 2θ [12]; �gura 4.3. Por lo tanto el efecto neto de la lámina
de media onda es rotar la dirección de polarización, manteniendo el estado de polarización lineal de onda
incidente [12].

Figura 3.5: Lámina de media onda con eje rápido paralelo a la dirección OY .

1El eje rápido es la dirección del eje óptico en un retardador uniaxial negativo [12].



Capítulo 4

Desigualdad de Bell

En este capítulo se dará una breve descripción la desigualdad de Bell [3] comenzando por la paradoja
de Einstein, Podolsky y Rosen [1] que es la madre de las ideas que rodean esta tesis. Después se habla
brevemente de las ideas más relevantes de esta, como son los estados enredados de polarización: la teoría
de variable ocultas.Para �nalizar se describirá brevemente el método con cuatro mediciones.

4.1. La Paradoja de "Einstein,Podolsky y Rosen" (EPR)

Para explicar la paradoja de Einstein, Podolsky y Rosen plantearemos el siguiente experimento "pen-
sado" propuesto por Bohm [24] en 1952 basado en la idea de Einstein, Podolsky y Rosen para mostrar
que la interpretación ortodoxa de Copenhagen de la mecánica cuántica era una descripción incompleta, el
cual consite en lo siguiente: suponga que tenemos una partícula π0 (la cual no tiene Spin alguno), dicha
partícula se desintegra en un par positrón-electrón, donde debido a la conservación de momento lineal y
momento angular el par producido viaja en direcciones opuestas y con un estado de spin nulo, dicho estado
según la teoria del momento angular cuántico para dos particulas debe ser un estado de la forma:

|ψ〉 =
1√
2

(|e+〉 |p−〉 − |e−〉 |p+〉) (4.1)

Donde |e+〉, |e−〉 es el estado en el cual el electrón tiene una componente de spín +1/2, −1/2 a lo
largo del eje z, similarmente para los demás terminos re�riendonos a p por positrón. Ahora supongamos
que tenemos a dos observadores, Alice y Bob separados una gran distancia, Alice es encargada de medir
la componente de spín del electrón a lo largo de una dirección a (esto se puede hacer con un aparato
Stern-Gerlach), mientras que Bob es encargado de medir la componente de spin del positrón a lo largo de
una dirección b, como sabemos en la interpretación ortodoxa de la mecánica cuántica, si Alice realiza una
medición a lo largo del eje z y obtiene un valor de +1 el nuevo sistema de ambas partículas pasa a ser
|ψ〉 = |e+〉 |p−〉, esto afecta las probabilidades de que Bob obtenga un valor +1 (en unidades de ~/2) a
lo largo de b de la siguiente manera (imagen 4.1) (estos resultados provienen de la teoria de spin, siendo
diferentes para el caso de polarización como se mostrará mas adelante):

P ( Bob mide + 1) = 1/2 (4.2)

P ( Bob mide + 1| Alice mide + 1) = sen2(θ/2) (4.3)

Donde la primera probabilidad corresponde a la probabilidad de que Bob mida +1 si Alice no midiera y la
segunda probabilidad es la probabilidad condicional del mismo evento dado que Alice obtuvo un valor de
+1 y donde θ es el ángulo que forman las direcciones a y b. Este resultado conlleva una idea importante de
la mecánica cuántica, en este experimento, la medición de Alice afectó el resultado de la medición de Bob,
incluso cuando Alice y Bob se encuentren separados una distancia tan grande que la luz no pudiera haber
llegado de Alice a Bob para que las partículas intercambiaran información (a esto se le conoce como la
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Figura 4.1: Imagen ilustrativa de partículas enredadas

paradoja de Einstein, Podolsky y Rosen, abreviado EPR), esto implica que de alguna manera, el positrón
"sabria" la medición que Alice obtendría, y que dicha información estaba presente desde el momento de
la desintegración de la partícula π0 y que debía haber alguna variable (llamada por esta razón variable
oculta) que describiera el resultado del experimento de forma que sea posible predecir dicho resultado
experimental, violando así el fundamento probabilísito intrinseco de la mecánica cuántica.

Como el estado de las partículas no se puede describir independientemente al afectar el estado de
una partícula se modi�ca el estado de ambas. Einstein se opuso a la idea de Bohr ya que esta implica
que al hacer una medición sobre una partícula la otra se modi�caria instantaneamente, permitiendo así
intercambiar información más rápido que la velocidad de la luz.

Dos años después del diálogo con Bohr, Einstein, Podolsky, y Rosen (EPR) publican una versión
matemática de la misma idea [19]. El documento no sugiere la paradójica acción a distancia, de hecho,
supone que tal cosa es imposible. El articulo tenía por objetivo exponer una imperfección esencial de la
teoría cuántica. "Cualquier atributo de un sistema físico puede determinarse con precisión sin afectar al
sistema, es un elemento de la realidad física y una descripción del sistema únicamente puede considerarse
completa si incorpora todos los elementos de la realidad que pueden atribuirsele [1].

Debido a que la teoría cuántica no permite contener ambos aspectos en la descripción del estado de la
partícula, tal descripción es incompleta.

EPR concluyerón su artículo con la a�rmación de que han demostrado que la función de onda no
proporciona una descripción completa de la realidad física y dejan abierta la cuestión de si existe o no tal
descripción. [1]

Ha habido intentos de probar que incluso sin requisito de separabilidad o localidad no es posible nin-
guna interpretación de variables ocultas [22]. Se han examinado estos intentos en otros lugares y han sido
encontrados defectuosos [23]. Más aún, ha sido explícitamente construida una interpretacion de variable
ocultas de la teoría cuántica elemental [24]. Esta interpretación particular tiene ciertamente una marcada
estructura no local. De acuerdo con el resultado que se probará en esta tesis, esto es característico de
cualquier teoría de este tipo que reproduzca con exactitud las predicciones de la teoria cuántica.

Regresando al ejemplo de un par de partículas de espín 1/2 en el estado del singlete de espín y que se
mueven libremente en direcciones opuestas estando enredadas, estas tienen proyecciones escogidas de los
espines σ1 y σ2. Si midiendo la proyección σ1·a, se obtiene el valor +1, entonces, según la mecánica cuántica,
la medida de σ2 · a debe arrojar el valor −1, y viceversa (esto es facilmente comprobable bajo la teoría de
espines). Ahora haremos la suposición propuesta unos párrafos arriba en la cual supondremos que ya que
el estado de las partículas parece modi�carse independientemente de la distancia de separación, existen
ciertos parámetros o variables desconocidas desde la creación de las partículas que si las conocieramos
podríamos determinar las medidas esperadas por Alice y Bob.
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Sean λ los parámetros ocultos que efectúan la mencionada especi�cación como los desconocemos los
consideraremos aleatorios ya que pueden cambiar de una circunstancia a otra. Resulta indiferente para lo
que sigue que λ denote una sola variable o un conjunto de variables, o incluso un conjunto de funciones,
y que las variables sean discretas o continuas. No obstante,escribimos λ como si fuera un solo parámetro
continuo. Denotaremos el resultado obtenido por Alice de medir σ1 · a como A la cual viene entonces
determinado por a y λ y el resultado obtenido por Bob de medir σ2 · b como B y λ cumpliendo que:

A(a, λ) = ±1, B(b, λ) = ±1. (4.4)

La hipótesis esencial es que el resultado B para la partícula 2 no depende del dispositivo a, i.e del iman
para la partícula 1, ni el A de b, ya que todos estos están especi�cados completamente por λ que a
pesar de considerarla aleatoria por ser desconocida, a partir de estas, se puede especi�car el valor de las
mediciones. Si ρ(λ) es la distribución de probabilidad de λ, entonces los valores esperados del producto de
las componentes σ1 · a y σ2 · b es:

〈(σ1 · a)(σ2 · b)〉 = 〈A(a, λ)B(b, λ)〉 = P (a, b) =

∫
ρ(λ)A(a, λ)B(b, λ)dλ (4.5)

Siendo esta cantidad medible a partir de la recolección de los datos de Alice y Bob sacando simplemente
el promedio de la multiplicación de sus resultados.

Puesto que ρ es una distribución de probabilidad normalizada,∫
ρ(λ)dλ = 1 (4.6)

y por estar en el singlete, cuando Alice mide en la misma dirección b que Bob se cumple que ambas
medidas son opuestas, es decir:

A(b, λ) = −B(b, λ) (4.7)

Sustituyendo esto en P (a, b) obtenemos: [23]

P (a, b) = −
∫
ρ(λ)A(a, λ)A(b, λ)dλ (4.8)

Como la dirección a y b son escogidas por Alice y Bob, podemos hacer lo mismo para una tercera
orientación c y obtener P (a, c), restandolos y usando que A(b, λ)2 = 1 obtenemos :

P (a, b)−P (a, c) = −
∫
ρ(λ)[A(a, λ)A(b, λ)−A(a, λ)A(c, λ)]dλ = −

∫
ρ(λ)A(a, λ)A(b, λ)[1−A(b, λ)A(c, λ)]dλ

(4.9)
[23]

ademas notemos que 1−A(b, λ)A(c, λ) ≥ 0 y que A(a, λ)A(b, λ) = ±1, usando esto y sacando el valor
absoluto de ambos lados obtenemos:

|P (a, b)− P (a, c)| ≤
∫
dλρ(λ)[1−A(b, λ)A(c, λ)]. (4.10)

Distribuyendo la integral, notamos que el primer término es 1, por ser ρ(λ) distribución de probabilidad
y el segundo término de la derecha es P (b, c), por lo que:

|P (a, b)− P (a, c)| ≤ 1 + P (b, c) (4.11)

La ecuación 4.11 es conocida como la Desigualdad de Bell. No esta de más recapitular las hipótesis
usadas para llegar a esta ecuación, se supuso que las variables A y B tienen valores de ±1, que cuando se
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medían en mismas direcciones se obtenian valores opuestos, y por último, la existencia de unas variables
λ desconocidas la cual, dados los λ, A y B quedan de�nidos.

En este punto nos regresamos a la teoría cuántica de espines la cual nos da como resultado 1:

〈(σ1 · a)(σ2 · b)〉 = 〈A(a, λ)B(b, λ)〉 = −a · b = −cos(θ) (4.12)

[23] Donde θ es el ángulo que forman las direcciones a y b.

Supongamos ahora con esta idea en mente que indicamos a Alice que ponga su detector en la direción
a, 90 grados respecto a la vertical y a Bob en la dirección b paralela a la vertical (i.e 90 grados respecto
a la de Alice)y que midan(i.e. que obtengan el valor experimental de P (a, b)). Posteriormente le pedimos
a Bob que gire el detector 45 grados respecto a la horizontal y que mida nuevamente, obteniendo el valor
experimental de P (a, c). Por útltimo cambiamos las direcciones b para Alice y c para Bob obteniendo así
su valor experimental de P (b, c).
Como se expresó arriba, los valores esperados predichos por la teoría cuantica de spines para este experi-
mento sería:

P (a, b) = −cos(90) = 0

P (a, c) = −cos(45) = P (b, c) = −0.707

Donde se ve que:

0.707 = |P (a, b)− P (a, c)| > 1 + P (b, c) = 0.293

[23]
Si al realizar sus mediciones y promedios, Alice y Bob encontraran los valores predichos por la mecánica

cuántica se violaría la desigualdad de Bell siendo esto indicativo de que una de las hipótesis usadas para
llegar a dicha desigualdad es erronea. La única incertitud en la teoría planteada es la existencia de las
variables λ que determinan el sistema por completo, concluyendo así que dicha hipótesis tiene que ser
descartada.

En una teoría en la que se añade parámetros a la mecánica cuántica para determinar los resultados de
medidas individuales, sin cambiar las predicciones estadísticas, debe existir un mecanismo por el que la
colocación de un aparato de medida puede in�uir en el resultado proporcionado por otro instrumento no
importa lo remoto que se encuentre. Además la señal involucrada ha de propagarse instantáneamente, de
modo que tal teoría no podria ser invariante Lorentz.

4.2. Un estado enredado de Polarización

Considere un sistema mecánico-cuántico que consiste de dos fotones correlacionados, llamados , el
fotón �señal � y el fotón �testigo�. Los fotones se dirigen en direcciones diferentes, y por lo tanto pueden
ser tratados como partículas distinguibles. Asumimos que los fotones tienen el estado de polarización:

|ψEPR〉 =
1√
2

(|V 〉s |V 〉i + |H〉s |H〉i) (4.13)

Donde |V 〉 y |H〉 indican la polarización vertical y horizontal respectivamente y los subíndices indican
señal o testigo. Este estado no puede ser descompuesto en un simple producto de estados de señal y testigo:
|ψEPR〉 6= |A〉s |B〉i para cualquier eleccion de |A〉s y |B〉i. Esta no-descompocisión signi�ca que el estado
de una partícula no se puede especi�car sin hacer referencia a la otra partícula. Tales partículas se dice
que están 'enredadas' y |ψEPR〉 es un estado enredado [3].

1recordemos que este resultado es producto de las propiedaes particulares del espín y del estado inicial de singlete
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Si medimos la polarización de los fotones señal y testigo en la base H,V hay dos resultados posibles:
ambos verticales o ambos horizontales. Cada uno ocurre la mitad de las veces. En vez de esto, podríamos
medir las polarizaciones con polarizadores rotados a un angulo α. Usamos la base rotada de polarización:

|Vα〉 = cosα |V 〉 − sinα |H〉 (4.14)

|Hα〉 = sinα |V 〉+ cosα |H〉

Aquí |Vα〉 describe un estado con polarización rotado un ángulo α respecto a la vertical, mientras que
|Hα〉 es α respecto a la horizontal, en esta base, el estado es:

|ψEPR〉 =
1√
2

(|Vα〉s |Vα〉i + |Hα〉s |Hα〉i) (4.15)

Si medimos en la base rotada, obtenemos los mismos resultados: Existe un 50% de probabilidad de
encontrar ambas en el estado |Vα〉 y un 50% de encontrarlas en el estado |Hα〉. Sabiendo esto, podemos
medir la polarización señal e inferir con certeza la polarización testigo.

4.3. Una teoría local realista de variables ocultas

Einstein creyó que una teoría podría ser encontrada para remplazar a la mecánica cuántica, la cual
fuera completa y solo tuviera interacciones locales. Aquí describimos dicha teoría, una "teoría local realista
de variables ocultas" (HVT)del ingles Hidden Variable Theory . Esto fue originalmente considerado por
Bell [27]. Hacemos énfasis en que esta teoría no es una modi�cación de la mecánica cuántica (de hecho,
está mas cerca a la mecánica clásica). Solo las predicciones de las dos teorías serán similares.
En esta HVT, cada fotón tiene un ángulo de polarización λ, pero esta polarización no se comporta como
la polarización en la mecánica cuántica. Cuando un fotón se encuentra con un polarizador colocado a un
ángulo γ, siempre se registrará como Vγ si λ esta más cercano a γ que a γ + π/2, esto es:

Figura 4.2: Correlaciones de polarización predichas para un estado entrelazado mecánico-cuántico (grá�ca
sólida)[34] y para una teoría de variables ocultas (grá�ca punteada).

PHV TV (γ, λ) =


1 si |γ − λ| ≤ π/4
1 si |γ − λ| > 3π/4
0 (de otra forma)

(4.16)

En cada par, el fotón señal y el testigo tienen la misma polarización λs = λi = λ. Como se van produ-
ciendo pares, λ cambia en una manera impredecible que uniformemente cubre todo el estado de posibles
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polarizaciones.

La cantidad λ es la "variable oculta", un trozo de información que está ausente en la mecánica cuántica.
HVT no contienen las características misteriosas de la mecánica cuántica. La teoría es local: los resultados
de las mediciones son determinadas por características de objetos presentes en el sitio de la medición.
Cualquier medición en el fotón señal (testigo) a determinado por λs y α (λi y β)recordemos α y β son
ángulos de polarización del estado. La teoría es también realista: Todas las cantidades medibles tienen
valores de�nidos, independientemente de nuestro conocimiento de ellas. Ademas, la teoría especi�ca todos
estos valores (para un λ dado), así que es completa en el sentido del mundo de Einstein. Finalmente, no
hay requerimiento que λ sea aleatoria, puede que λ este cambiando en una manera determinista que está
por ser descubierta.

Para comparar esta teoría con la mecánica cuántica, necesitamos una predicción para la probabilidad
de coincidencia PHV TV V (α, β). Una coincidencia ocurre cuando λ esta en el estado de tal forma que tanto α
y β están cerca de λ. La probabilidad de está coincidencia es:

PHV TV V (α, β) =
1

π

∫ π

0
PHV TV (α, λ)PHV TV (β, λ)dλ

PHV TV V (α, β) =
1

2
− |β − α|

π
(4.17)

La ecuación 4.17 y la correspondiente probabilidad de la mecánica cuántica de la ecuación 3.10 son
gra�cadas en la Figura 4.1. Las predicciones son bastante similares, Donde discrepan, la mecánica cuántica
predice correlaciones mas fuertes (o anticorrelaciones mas fuertes) que la HVT. En 1964 Bell mostró que
es imposible hacerle modi�caciones a la HVT para llevarla a una concordancia perfecta con la mecanica
cuantica . Obtuvo una desigualdad que todas las HVT obedecen, pero que la mecánica cuántica viola.
Usaremos una desigualdad ligeramente diferente predecida por Clauser, Horne Shimony y Holt [34], sin
embargo es llamada desigualdad de Bell.

Figura 4.3: Ángulos de polarizador para SQM máxima [34]

La desigualdad de Bell restringe el grado de correlación de polarización bajo mediciones en diferentes
ángulos de polarizadores. La prueba involucra dos mediciones de correlación. La primera es:

E(α, β) = PV V (α, β) + PHH(α, β)− PV H(α, β)− PHV (α, β) (4.18)

La medición de E(α, β) incorpora todos los posibles resultados de medición y varia de +1 cuando la
polarización siempre concuerda a -1 cuando siempre discrepa. La segunda medición es:

S = E(a, b)− E(a, b′) + E(a′, b) + E(a′, b′) (4.19)
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Donde a, a′, b, b′ son cuatro ángulos diferentes de polarizadores. S no tiene un signi�cado físico claro,
Su importancia proviene de que:

|S| ≤ 2 (4.20)

para cualquier HVT y a, a′, b, b′ arbitrarios. esto es probado en el apéndice, y fue originalmente mostrado
por Clauser, Hoerne, Shimony y Holt. La mecánica cuántica puede, para ciertas con�guraciones, violar
esta desigualdad. Si escogemos los ángulos de los polarizadores, a = −45, a′ = 0, b = 22.5 y b′ = 22.5 como
se muestra en la Figura 4.5 , entonces, usando las ecuaciones (3.10, 4.18 y 4.19), encontramos:

SQM = 2
√

2 (4.21)

Este resultado es especí�co para el estado |ψEPR〉. Otros estados dan valores de S menores. Es intere-
sante notar que para estos ángulos una simple HVT da:

SHV T = 2 (4.22)

Esta simple HVT imita tan bien como es posible a la luz en la mecánica cuántica.

La desigualdad de Bell muestra que ninguna teoría la cual sea local y realista (o completa en el sentido
de EPR) podrá estar de acuerdo con la mecánica cuántica. Ahí permanece la pregunta si la naturaleza
concuerda con la mecánica cuántica o con la desigualdad de Bell. Debido a que tenemos una fuente que
produce fotones en el estado |ψEPR〉, podemos medir S. Si encontramos S > 2, violaríamos la la desigualdad
de Bell y entonces desaprobariamos todas las HVTs. Si encontramos S ≤ 2 no podemos concluir nada,
ambas, mecánica cuántica y las HVTs son consistentes con este resultado.

4.4. Prueba de la desigualdad de Bell CHSH

Para cualquier HVT, la distribución de una variable oculta λ está descrita por una función ρ(λ), donde:

ρ(λ) ≥ 0 (4.23)∫
ρ(λ)dλ = 1 (4.24)

Las suposiciones de localidad y realismo están incorporadas en lo siguiente: para el fotón señal, el
resultado de la medición está completamente determinado por λ y la mediciones del ángulo α. Estos
resultado son especi�cados por la función A(λ, α), la cual puede tomar valores de +1 para la detección de
Vα y -1 para la detección de Hα. Similarmente, una función B(λ, β) describe los resultados para el fotón
testigo como +1 para Vβ y -1 para Hβ . Una HVT podría especi�car las funciones ρ,A y B.
La probabilidad de un resultado en particular, promediado sobre un ensamble de pares de fotones, esta
dada por una integral, En particular:

PV V (α, β) =

∫
1 +A(λ, α)

2

1 +B(λ, β)

2
ρ(λ)dλ (4.25)

PV H(α, β) =

∫
1 +A(λ, α)

2

1−B(λ, β)

2
ρ(λ)dλ (4.26)

PHV (α, β) =

∫
1−A(λ, α)

2

1 +B(λ, β)

2
ρ(λ)dλ (4.27)

PHH(α, β) =

∫
1−A(λ, α)

2

1−B(λ, β)

2
ρ(λ)dλ (4.28)
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Son las probabilidades de encontrar VαVβ , VαHβ , HαVβ y HαHβ respectivamente.
Es fácil mostrar que E, dado por la Ecuación (4.18) es:

E(α, β) =

∫
A(λ, α)B(λ, β)ρ(λ)dλ (4.29)

De�nimos la cantidad s. la cual describe la correlación de polarización en un par simple de partículas:

s = A(λ, a)B(λ, b)−A(λ, a)B(λ, b′) +A(λ, a′)B(λ, b) +A(λ, a′)B(λ, b′) (4.30)

s = A(λ, a)[B(λ, b)−B(λ, b′)] +A(λ, a′)[B(λ, b) +B(λ, b′)] (4.31)

Donde a, a′, b, b′ son cuatro ángulos como en la ecuación (4.19). Nótese que s solo puede tomar valores de
±2. El valor promedio de s sobre un ensamble de pares es:

〈s〉 =

∫
s(λ, a, a′, b, b′)ρ(λ)dλ (4.32)

〈s〉 = E(a, b)− E(a, b′) + E(a′, b) + E(a′, b′) (4.33)

〈s〉 = S(a, a′, b, b′) (4.34)

Y como s solo puede tomar valores en ±2, su promedio S debe satisfacer −2 ≤ S ≤ +2, la cual es la
desigualdad de Bell dada en la Ecuación (4.20).

4.5. Detección del estado enredado con cuatro mediciones

En esta sección planteamos un nuevo método para determinar si el estado está enredado el cual puede
ser obtenido tomando cuatro mediciones experimentales en pares dé fotones entrelazados por polarización.

La polarización de los fotones puede ser escrita en el espacio ε = {|V 〉 , |H〉}, con |V 〉 y |H〉 las
polarizaciones vertical y horizontal respectivamente. Otra base útil para ε puede ser generada por las
rotaciones de |V 〉 y |H〉 :

|+α〉 = cosα |V 〉+ senα |H〉 (4.35)

|−α〉 = −senα |V 〉+ cosα |H〉 (4.36)

donde |+α〉 (|−α〉) representan una polarización a lo largo de el angulo α(α + π
2 ) con la vertical. En

esta base el operador de medición puede ser de�nido como Â(α) = |+α〉 〈+α| − |−α〉 〈−α|. El estado
de polarización para un par de fotones (señal y testigo) puede ser descrito en el espacio ε = εs

⊗
εi =

{|V V 〉 , |V H〉 , |HV 〉 , |HH}〉, nos referimos a esta base como la base canónica. Una base equivalente a
|+α〉 y |−α〉 puede ser de�nida como {|+α+β〉 , |+α−β〉 , |−α+β〉 , |−α−β〉}, llamamos a esta la base de
polarizaciones mixta y la ocupamos para representar el efecto de dos polarizadores, uno para el señal y
otro para el foton testigo. En esta base el operador de medición mixto puede ser de�nido como:

Â(α)B̂(β) = |+α+β〉 〈+α+β| − |+α−β〉 〈+α−β| − |−α+β〉 〈−α+β|+ |−α−β〉 〈−α−β| (4.37)

lo cual da como resultado {(+1,+1)(+1,−1)(−1,+1)(−1,−1)} con probabilidades dadas con P±±(α, β) =
| 〈±α±β|ϕ〉|2 y P±∓(α, β) = | 〈±α ∓ β|ϕ〉|2. Aquí |ϕ〉 representa el estado de polarización del par de foto-
nes. En particular estamos interesados en los estados EPR:
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|ψ±〉 [|V H〉 ± |HV 〉]/
√

2 (4.38)

|φ±〉 [|V V 〉 ± |HH〉]/
√

2 (4.39)

La desigualdad Bell-CHSH |S| ≤ 2 determina si las correlaciones de un sistema entrelazado pueden ser
explicados en términos de una teoría de variables locales ocultas o estrictamente como una teoría cuántica.
Para ese tipos de desigualdades de Bell el parámetro de Bell

S(α, β, α′β′) ≡ E(α, β)− E(α, β
′
) + E(α

′
, β) + E(α

′
, β

′
) (4.40)

nos permite conocer el grado de entrelazamiento de un sistema. Es común de�nir el coe�ciente de
correlación como

E(α, β) = P++(α, β) + P−−(α, β)− P+−(α, β)− P−+(α, β) (4.41)

Para el estado |ψ±〉 el coe�ciente de correlación es E(α, β) = −cos2(α± β), por lo tanto el parámetro
de Bell esta dado por

Sψ± = −[cos2(α± β)− cos2(α± β) + cos2(α± β) + cos2(α± β)]

Nótese que el parámetro de Bell solo depende de los ángulos de los polarizadores de prueba (α, β, α′β′).(α, α′)
son los ángulos de prueba del polarizador del fotón señal, mientras que (β, β′) son los ángulos de prueba
del polarizador del fotón testigo. Los ángulos de prueba pueden ser escogidos de tal forma que la desigual-
dad Bel-CHSH fuera máximamente violada, así |S| = 2

√
2. Es fácil mostrar que para los estados |φ±〉

,Sφ± = −Sψ±. El estado entrelazado de fotones de conversión paramétrica descendente generados en un
cristal no lineal tipo-II son de la forma

|ψγDC〉 = cosγ |V H〉+ eiΘsenγ |HV 〉 (4.42)

El procedimiento típico para determinar el parámetro de Bell para estos estados se basa en obtener los
coe�cientes de correlación mediante la cuenta de coincidencias con un modulo de conteo de fotones. De la
ecuación

E(α, β) = P++(α, β) + P−−(α, β)− P+−(α, β)− P−+(α, β) (4.43)

vemos que son requeridas cuatro mediciones para determinar el coe�ciente de correlación. Entonces
para obtener el parámetro de Bell es necesario realizar dieciséis mediciones. Una de�nición alternativa del
coe�ciente de correlación es 2

E(α, β) =
〈Â(α)B̂(β)〉 − 〈Â(α)〉〈B̂(β)〉

[Â(α)B̂(β)]1/2
(4.44)

Para los estados EPR tenemos que 〈Â〉 = 0 y 〈Â2〉 = 1 Ahora de�nimos el parámetro de polarización
diagonal como

EB =
P++(−π

4
,
π

4
) + P++(

π

4
,−π

4
)

P++(0,
π

2
) + P++(

π

2
, 0)

(4.45)

Para el estado |ψγDC〉 resulta ser

2Ecuación propuesta por el Dr Víctor Manuel Velázquez Aguilar
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EB(γ, θ) = [1 + sen2γcosθ]/2 (4.46)

Y de�niendo EB = 1− EB tenemos

SψγDC = EBSψ+ + EBSψ− (4.47)

EB debe ser llamado el parámetro de polarización diagonal y puede ser obtenido mediante el inter-
cambio de P++(π/4,−π/4) con P++(−π/4, π/4) en la ecuación

EB =
P++(−π

4
,
π

4
) + P++(

π

4
,−π

4
)

P++(0,
π

2
) + P++(

π

2
, 0)

(4.48)

Nótese que EB puede ser determinado experimentalmente realizando tres mediciones con el conjunto
de ángulos {(π/4, π/4), (0, π/2), (π/2, 0)}. Por otro lado si escogemos la prueba de ángulos (α, β, α

′
, β

′
) de

tal forma que Sψ+ = 2
√

2 y Sψ− = 0, y si y EB = 1/
√

2, entonces tenemos de nuevo SψγDC = 2. Por lo
tanto por su relación directa con la desigualdad Bell-CHSH, la desigualdad

1− 1√
2
≤ EB ≤ 1√

2
(4.49)

es completamente equivalente. Para EB < 1− 1/
√

2(1/
√

2 < EB) tenemos que |ψγDC〉 es mas cercano
a |ψ−〉 (|ψ+〉), y viola la respectiva desigualdad también como la desigualdad Bell-CHSH. El análogo
parámetro de polarización diagonal para el estado |φγDC〉 puede ser obtenido intercambiado P++(0, π/2) +
P++(π/2, 0) con P++(0, 0) + P++(π/2, π/2)

Para ver de forma mas clara EB usaremos la función SPDC

|ψDC〉 = cos θl |H〉s |H〉i + eiφ sin θl |V 〉s |V 〉i (4.50)

Donde existe un único caso donde cosθl y senθlson iguales ie cuando θ = π/4

|ψDC〉 =
1√
2

(
|H〉s |V 〉i + eiθ |V 〉s |H〉i

)
(4.51)

Usando compensadores eliminamos el estado eiθ haciendo eiθ = 1. Calculamos las probabilidades
P(0,90), P(90,0), P(45,-45), P(-45,45)

P (0, 90) = | 〈H|s 〈V |i ψ〉|
2

Desarrollando los términos dentro del valor absoluto obtenemos

〈H|s 〈V |i ψ〉 = 〈H|s 〈V |i
1√
2

(
|H〉s |V 〉i + eiθ |V 〉s |H〉i

)
(4.52)

=
1√
2

(
〈H|s 〈V |i |H〉s |V 〉i + eiθ 〈H|s 〈V |i |V 〉s |H〉i

)
(4.53)

=
1√
2

(〈H|s |V 〉i 〈V |i |H〉s) =
1√
2

(4.54)

Entonces la probabilidad es

P (0, 90) = | 1√
2
|2 =

1

2
(4.55)

Analogamente al paso anterior podemos obtener P (90, 0) Para

P (90, 0) = | 〈V |s 〈H|i ψ〉|
2
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〈V |s 〈H|i ψ〉 = 〈V |s 〈H|i
1√
2

(
|H〉s |V 〉i + eiθ |V 〉s |H〉i

)
(4.56)

=
1√
2

(
eiθ 〈V |s 〈H|i |V 〉s |H〉i

)
=

1√
2
eiθ (4.57)

La probabilidad de P (90, 0) es

P (90, 0) = | 1√
2
eiθ|2 = | 1√

2
eiθ

1√
2
ei−θ| = 1

2
(4.58)

Donde se puede ver que P(90,0)=P(0,90). Ahora hacemos lo mismo de forma analoga para P(45,-45)
y P(-45,45)

P (45,−45) = | 1√
2

(〈H|s + 〈V |s)
1√
2

(〈H|i − 〈V |i) |ψ〉|
2 (4.59)

=
1

8
− 1

8
e−iθ − 1

8
eiθ +

1

8

Como sen(−θ) = −sen(θ) y cos(−θ) = cos(θ)

=
2

8
+

1

8
(−2cosθ) =

1

4
(1− cosθ)

Analogamete para P(-45,45)

P (−45, 45) = | 1√
2

(〈H|s − 〈V |s)
1√
2

(〈H|i + 〈V |i) |ψ〉|
2 (4.60)

= | 1

2
√

2
− 1

2
√

2
eiθ|2 =

1

4
(1− cosθ)

Si gra�camos
1

4
(1 − cosθ) nos damos cuenta que en π y −π toma valores de 1/2 donde se observa

pcm=1 ya que al sustituir en la ecuación (4.48) obtenemos:

EB =
P++(−π

4
,
π

4
) + P++(

π

4
,−π

4
)

P++(0,
π

2
) + P++(

π

2
, 0)

=
1
2 + 1

2
1
2 + 1

2

= 1

Figura 4.4: Gra�ca de la función
1

4
(1− cosθ)



Capítulo 5

Experimento

Como vimos en el capítulo 4 se puede determinar que dos fotones están entrelazados si violan la
desigualdad de Bell, la cual consta de 16 mediciones. En un esfuerzo por disminuir el tiempo para calcular
el parámetro de Bell, se propuso utilizar un método con únicamente cuatro mediciones.

En este capítulo, se explicara a detalle el montaje y la alineación del dispositivo experimental que se
realizó para medir el enredamiento de dos fotones entrelazados por medio de la desigualdad de Bell y
con el nuevo método con cuatro mediciones. Al �nal del capítulo se comparan estos dos métodos para
determinar la e�cacia del método con cuatro mediciones.

5.1. Violación de la desigualdad de Bell

Para encontrar las probabilidades P que componen E, necesitamos cuatro valores de N número
de coincidencias, especi�camente PV V (α, β) = N(α, β)/Ntot, PV H(α, β) = N(α, β⊥)/Ntot, PHV (α, β) =
N(α⊥, β)/Ntot y PHH(α, β) = (α⊥, β⊥)/Ntot, donde Ntot = N(α, β) +N(α⊥, β) +N(α, β⊥) +N(α⊥, β⊥)
es el número total de pares detectados y α⊥, β⊥ son las con�guraciones de polarizadores α+90 y β+90 res-
pectivamente. En consecuencia para calcular E requiere medir el número de coincidencias para intervalos
iguales de tiempo con los polarizadores colocados en cuatro angúlos diferentes. Midiendo las probabilida-
des de esta manera hacemos la suposición que el �ujo de pares de fotones es el mismo en cada intervalo
y no depende de la con�guración de los polarizadores. Estas suposiciones son razonables, pero crean una
ambigüedad en una prueba experimental. Una HVT, junto con la hipótesis de que la con�guración del
polarizador in�uencia la proporción de conversión , podría explicar cualquiera de los resultados que ob-
servamos. Sin embargo, para alguien convencido de la localidad y el realismo, una hipótesis de este tipo
puede ser más plausible que la alternativa.

Figura 5.1: Ángulos de los polarizadores α, β que se usan para encontrar la desigualdad de Bell [27]

En la �gura 5.1 se muestra los ángulos en los cuales se tomara el número de coincidencias, i.e. el número
promedio de veces que fotones de dos diferentes eventos de conversión paramétrica llegarán, puramente
por casualidad, dentro del intervalo de coincidencia de cada uno. este ruido de fondo es pequeño, casi
constante, y actua de manera que disminuye |S|. En consecuencia, un valor |S| > 2 no puede ser un
artilugio del ruido de fondo accidental.
La cantidad E(α, β) requiere cuatro mediciones de N :

32
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E(α, β) =
N(α, β)−N(α⊥, β)−N(α, β⊥) +N(α⊥, β⊥)

N(α, β) +N(α⊥, β) +N(α, β⊥) +N(α⊥, β⊥)
(5.1)

Como S = E(a, b)−E(a, b′)+E(a′, b)+E(a′, b′) se requiere hacer 16 mediciones. De estos encontramos
S = 2.307 > 2. Hemos violado la desigualdad de Bell. Para estar seguros de este resultado, podemos calcu-
lar su incertidumbre estadística. La incertidumbre de la ith medición Ni es σNi =

√
Ni y la incertidumbre

en la cantidad S es [3]

σS =

√√√√ 16∑
i=1

(
σNi

∂S

∂Ni

)2

=

√√√√ 16∑
i=1

Ni

(
∂S

∂Ni

)2

(5.2)

Figura 5.2: Cuentas de coincidencia típicas para una prueba de desigualdad de Bell. (a) círculos abiertos y
cerrados muestran α = 0, 90 respectivamente. (b) círculos abiertos y cerrados muestran α = 45, 135 respec-
tivamente. Las barras de error indican mas o menos una desviación estándar estadística de incertidumbre
[34]. las curvas son ajustadas a la Ecuación 3.12

Esta suma contiene una gran cantidad de términos y puede ser evaluada por computadora dándonos
el valor σS = 0.035. Por lo tanto:

S = 2.307± 0.035 (5.3)

Un violación de la desigualdad de Bell por mas de 18 desviaciones estándar. Este resultado concluyente-
mente elimina las HVTs, y es consistente con la mecánica cuántica. La Figura 5.1 muestra una comparación
de estos datos con la Ecuación 3.12

El signi�cado de una violación de la desigualdad de Bell es un tópico para la �losofía, no para la física
experimental. Un buen punto de partida en lecturas sobre �losofía del entrelazamiento [33] . Aun así, hare-
mos algunos comentarios. Estos tienen que ser entendidos como una (quizás idiosincrática) interpretación,
mas que cualquier consenso por parte de los �lósofos o físicos.
En las HVTs cada resultado de medición puede ser explicado en términos de una realidad fundamental en
la cual todas las interacciones son locales. En un ejemplo, todos los posibles resultados son explicados por
las polarizaciones de los fotones λs y λi, y la medición de una no cambia la otra. En luz de la desigualdad
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de Bell y uns hallazgos experimentales, esta clase de explicación (no solo un ejemplo en particular) es
imposible.
Quizas seamos capaces de conservar unas suposiciones, realismo o localidad, pero no ambas. Cualquier
explicación realista debe entonces incluir interacciones no locales, por ejemplo, λs puede cambiar en res-
puesta a una medición realizada en el fotón testigo. Esta explicación parece ser preferida por la mayoría de
los investigadores, y una violación experimental de la desigualdad de Bell es descrita algunas veces como "
una refutación del principio de localidad". Existe otra posibilidad, uno puede renunciar a la suposición del
realismo y decir que no hay una realidad fundamental para explicar las observaciones, solo regularidades
estadísticas relacionando resultados medidos, Si una de las metas de los físicos es explicar los mecanismos
ocultos de la naturaleza, aceptar esta posición es profundamente decepcionante.
Es interesante notar que un dilema similar concierne la interpretación del vector de estado en la mecánica
cuántica. En la interpretación de Copenhagen, el vector de estado de un par de partículas entrelazadas
cambia instantáneamente sobre mediciones, más aun, puede cambiar en respuesta de una medida hecha
en cualquiera de las partículas, esto es, a medidas hechas en lugares diferentes. Si el vector de estado es
considerado ser algo real, entonces el colapso del vector de estado es un ejemplo de acción instantánea a
distancia. Pero el vector de estado puede ser visto diferente, no más que un aparato para cálculos. Después
de todo, no hay manera de medir el vector de estado, solo probabilidades se derivan de el. Como se muestra
en la Ecuación (4.35), la probabilidad para cualquier resultado de una sola partícula se comporta local-
mente. Desde este punto de vista, no hay acción a distancia, pero tampoco hay respuesta a la pregunta de
que esta pasando realmente.

5.2. Montaje experimental

El montaje experimental consiste en un haz de luz violeta (λ = 405 nm, 495 mw, crystalaser IIIb),
que se hace incidir sobre una lámina de media onda y posteriormente sobre un cristal BBO-II como vimos
en el capitulo anterior. El cristal BBO-II genera dos conos de luz infrarroja (λ = 810 nm) por conversión
paramétrica descendente, los cuales se intersectan en dos puntos donde suponemos que se encuentran los
estados enrredados. En las intersecciones se colocaron dos cristales compensadores que son cristales de β
-BBO tipo II que por la poca luz que pasa en los conos funciona como retardadores de fase, seguidos de
un par de polarizadores. Al �nal se colocaron un par de diafragmas (iris) para �ltrar la luz espacialmente
y los fotones se colectarón con un par de lentes acopladas (Thorlab s, F220FCB) a dos �bras ópticas
las cuales guían la luz a un detector conocido como fotodiodo de avalancha (APD, del inglés "Avalanche
Photodiode"), como se muestra en la imagen 5.3 y 5.4. La señal de los APD es detectada y analizada por
una tarjeta1 controlada por un programa de LabVIEW.

Para alinear este montaje, lo primero que se hace es colocar el láser paralelo a la mesa óptica (NEW-
PORT RS4000), usando dos pinholes de aproximadamente 1.5 mm. Este atraviesa el cristal BBO-II por el
centro de forma ortogonal con el eje rápido en la dirección vertical. Dos conos de 810 nm son producidos
por conversión espontanea paramétrica descendente (ver sección 3.4), uno de los conos tiene polarización
vertical (|V 〉) y el otro tiene polarización es horizontal (|H〉). Al colocar el cristal con el eje rápido en
la dirección vertical aseguramos que las intersecciones entre los dos conos forman un plano paralelo a la
mesa y a la altura del láser2. Con el �n de buscar la intersección de estos conos para encontrar un estado
ψ = |V 〉 + eiθ|H〉 se montaron dos lentes acopladoras sobre dos rieles cuyo eje de rotación se encuentra
por debajo del cristal.

Una vez montado en el riel la altura de la lente acopladora se ajusta usando el laser como referen-
cia. Para esto buscamos que la luz del láser atraviese la lente y que su re�ejo regrese por el mismo
camino del láser. Posteriormente se conecta una �bra óptica a la lente acopladora se alinea dejando

1La tarjeta fue creada en la Facultad de Ciencias de la Electrónica de BUAP (Benemérita Universidad Autónoma de
Puebla) por Sergio Vergara y Aurora Vargas.

2Esto fue comprobado por José de Jesús Gutiérrez Castaneda como parte de su tesis de licenciatura [35] .
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Figura 5.3: Esquema del montaje experimental en el cual un láser de 405 nm, incide sobre una lámina
de media onda y un cristal BBO-II, el cual crea un cono de luz, en cada orilla se encuentran los cristales
compenzadores, los polarizadores, los iris y adelante las lentes acopladoras conectados a los APD por medio
de las �bras ópticas y estos a su vez conectados a la PC.

que la luz que pasa por ella sea intensa y concentrada en la menor area posible. Para esto los detec-
tores tienen unos tornillos que al girarlos cambian su inclinación, esto hace que al rotar los tornillos el
circulo de luz gire hacia la derecha y la izquierda, al encontrar el punto donde cambia de dirección (iz-
quierda a derecha o derecha a izquierda) se encuentra el punto donde hay una mayor concentración de luz.

Se elimina el ruido luminoso (se apagan las luces y se disminuye el contraste de los monitores), las
�bras ópticas se conectan a los APD y estos a la computadora usandola tarjeta contadora que analiza los
datos. La tarjeta se controla con un programa de LabVIEW.

Se busca en el canal testigo el mayor número de cuentas de 810 nm que se produzcan aproximadamente
a 5o del haz del laser violeta i.e se busca el lugar donde se intersectan los dos conos. Esto es como medida
de seguridad se pone un tornillo en la mesa óptica justo debajo de haz de luz violeta. Al mover el riel
con la lente acopladora el número de cuentas va cambiando hasta que se llega a un máximo de cuentas,
es ahí donde se encuentra la intersección de los conos. Para perfeccionar se vuelven a mover los torni-
llos de las lentes acopladoras muy sutilmente para ver si se puede encontrar un número mayor de cuentas.

Después de forma análoga a como se hizo con el canal testigo se busca el máximo del canal señal y
que a su vez el número de coincidencias entre el canal señal y el canal testigo se maximicé. Esto se logra
usando el mismo procedimiento que se usó para hallar el mayor número de cuentas en el canal testigo pero
esta vez moviendo el riel correspondiente al canal señal. Con eso logramos encontrar la intersección de los
conos en ambos canales.

Lo que sigue es eliminar el desfasamiento entre los dos conos i.e hacer iθ = 0 para obtener el estado
ψ = |V 〉+ |H〉, los pasos necesarios para lograr estes objetivo son los siguientes:

1. Se colocan enfrente de las lentes acopladoras dos iris para disminuir la luz que entra y poder alinear los
láseres rojos que se usaran para alinear el resto de los elementos ópticos. Estos se colocan buscando
el máximo del número de coincidencias. Cabe mencionar que estos ori�cios disminuyen mucho el
número de cuentas por lo tanto también el número de coincidencias.

2. Se marca el camino que toman los fotones que se encuentran en la intersección de los dos conos
infrarrojos, esto se realiza con dos láseres rojos (crystalaser IIIb) que inciden en un divisor de haz,
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estos se alinean de tal forma que pasen por el centro del cristal BBO-II, por los irises y que se re�eje
en el centro de las lentes acopladoras señal y testigo.

3. Se introducen dos cristales no lineales, estos sirven para compensar el desfasamiento entre los conos
infrarrojos, uno atrasa a los fotones y el otro los adelanta según como estén colocados. Los cristales
compensadores son alineados de forma que el láser rojo los atraviese por el centro de forma ortogonal.
Para mejorar este ajuste los cristales compensadores tienen unos tornillos que mueven sutilmente
la inclinación, para mejorar la alineación. Se busca el punto donde los dos cristales den un número
mayor de coincidencias.

4. Después se colocan los dos polarizadores de forma análoga a los cristales compensadores i.e buscando
el camino que sigue la luz de la intersección de los conos.

5. Ya habiendo colocado los polarizadores y los cristales compensadores se comienza a buscar el estado
iθ = 0, esto se hace girando a los cristales compensadores, de tal forma que el número de coinciden-
cias sea muy parecido a cuando los polarizadores están colocados en los ángulos en 0,π/2 ó π/2 , 0
a -π/4,π/4 ó π/4,-π/4. Una vez que se logra esto se efectúa una prueba de la desigualdad de Bell.
La prueba se repite hasta encontrar el punto donde se viola la desigualdad de Bell.

6. Después se coloca la lámina de media onda antes del cristal BBO-II, se busca que la luz del láser
quede en el centro de forma ortogonal a la lámina. Esta lamina gira el estado de polarización de la
luz del láser violeta i.e esta puede crear enredamiento de partículas dependiendo el ángulo en el que
esté colocada sin el peligro de desalinear el montaje experimental. Antes de comenzar las mediciones
se giró la lámina de media onda hasta encontrar la violación de la desigualdad de Bell de forma
similar al paso anterior.

Figura 5.4: Fotogra�a del experimento en el cual un láser de 405 nm, incidiendo sobre una lámina de
media onda y un cristal BBO-II, el cual crea un cono de luz, en cada orilla se encuentran los cristales
compenzadores, los polarizadores, los ori�cios y adelante las lentes compensadoras
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5.3. Ajustado el estado

Para crear el estado |ψEPR〉 necesitamos ajustar los parámetros que determinan la polarización del
láser. Primero necesitamos ajustar θl para igualar las cuentas de coincidencias de N(0, 0) y N(90, 90).
Después colocamos φl rotando las láminas de cuarzo respecto un eje vertical para maximizar N(45, 45).
Cuando realizamos estas optimizaciones, típicamente recolectamos unos cuantos cientos de fotones por
punto, lo que requiere una adquisición en la ventana de tiempo de unos cuantos segundos.
Una idea aproximada de la pureza del estado entrelazado puede ser encontrada midiendoN(0, 0),N(90, 90),
N(45, 45) y N(0, 90). Usando el modelo de la ecuación (3.12), encontramos:

Figura 5.5: Correlaciones de Polarización experimentales. (a) α = 0 (círculos abiertos) y α = 45 (círculos
cerrados). (b) α = 90 (círculos abiertos) y α = 135 (círculos cerrados). Las barras de error indican mas o
menos una desviación estándar estadística de incertidumbre. Las curvas son ajustadas a la Ecuación 3.12

C = N(0, 90) (5.4)

A = N(0, 0) +N(90, 90)− 2C (5.5)

tan2 θl =
N(90, 90)− C
N(0, 0)− C

(5.6)

cosφm =
1

sin 2θl

(
4
N(45, 45)− C

A
− 1

)
(5.7)

Después de optimizar θl y φl encontramos en una típica toma de datos con T = 10 s que N(0, 0) = 293,
N(90, 90) = 307, N(0, 90) = 22, y N(45, 45) = 286. Estos resultados dan C = 22, A = 556, θl = 46 y
φm = 26. Datos mas extensivos son mostrados en la Figura 5.5 junto con el ajuste a la Ecuación (3.12). Los
mejores parámetros de ajuste son C = 31, A = 539, θl = 46 y φm = 26 los cuales están en concordancia
con los estimados aproximados hechos con solo cuatro puntos.
Una inspección detallada de la Figura 5.5 muestra que la curva teórica se ajustaría mejor si fuera movida
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un poco a la izquierda. En otras palabras, parece como si un polarizador en ángulo β estuviera consis-
tentemente desfasado unos cuantos grados. Esto puede ser debido al posicionamiento imperfecto de los
cristales, polarizadores o los rieles de los detectores. En el reacomodo de las lentes y los rieles este desfasa-
miento vario de 3 grados (mostrado) a 8 grados, pero no pudo ser completamente eliminado. Sin embargo,
no encontramos necesario hacerlo, un desfasamiento de este estilo puede ser compensado mediante un
desfasamiento apropiado en el conteo de la con�guración de β en el cual las medidas son tomadas. Esta
compensación no tiene efecto alguno en los procedimientos descritos abajo.

5.4. Medición cuántica y partículas entrelazadas

En sus comentarios sobre las lecturas de Bohr, Einstein [19] notó que la mecánica cuántica permite
que la medición de una partícula in�uencíe el estado de otra. Para ilustrar esta in�uencia en el caso de
dos estados polarizados, consideremos de nuevo el estado |ψEPR〉 de la ecuación (3.16). Si el fotón señal
es medido con un polarizador colocado en un ángulo α, el resultado sera Hα o Vα, cada uno ocurriendo en
el 50 porciento de las mediciones. En la interpretación usual de Copenhagen, el estado ha colapsado en el
momento de la medición de |ψEPR〉 a alguno de los siguientes estados |Vα〉s |Vα〉i ó |Hα〉s |Hα〉i. Pero la
mera elección de α no determina al que va a colapsar el estado del fotón testigo despues de la medición;
Es el resultado probabilistico de la medición en el fotón señal el que decide si el testigo termina en |Vα〉i
ó |Hα〉i. A pesar de la aleatoriedad, la elección de α tiene un efecto en la probabilidad de obtener |Vα〉i
ó |Hα〉i: le da una polarización de�nida en la base |Vα〉i, |Hα〉i, la cual no tenía antes de la medición. El
proceso descrito arriba es no-local: el estado cambia instantáneamente incluso si las partículas pudieran ser
separadas por una gran distancia. La relatividad prohibe una acción a distancia instantánea, o que conduce
a paradojas sobre mandar mensajes para tiempo anteriores. En este caso, sin embargo, la aleatoriedad
de la mecánica cuántica previene cualquier paradoja. La medición en el fotón señal, cualquiera que sea
el efecto en el estado del fotón testigo, no puede ser observado solo en mediciones sobre el fotón testigo.
Después de que el fotón señal es medido, el testigo es igualmente probable de estar en Vα ó Hα. Una
medición de su polarización, a cualquier ángulo β, encuentramos a Vβ con probabilidad:

PV (β) =
1

2
| 〈Vβ| |V α〉 |2 +

1

2
| 〈Vβ| |Hβ〉 |2 (5.8)

PV (β) =
1

2

[
cos2(β − α) + sin2(β − α)

]
PV (β) =

1

2

Esta medición no da información acerca de la elección de α. Es también la probabilidad que encontra-
ríamos si el fotón señal no hubiera sido medido.
Así, la mecánica cuántica ( en la interpretación de Copenhagen) es consistente con la causalidad relativis-
ta. Se logra esa consistencia balanceando dos hechos improbables: la in�uencia de partículas una de otra
no-localmente y la naturaleza aleatoria nos impiden de mandar mensajes de esa manera. Un comentario
de Ensitein captura la rareza de esta situación. En una carta de 1947 a Max Born el objetaba que la
mecánica cuántica conlleva "acción misteriosa a distancia".

5.5. Desigualdad de Bell

Los valores obtenidos en el experimento de la desigualdad de Bell con 16 mediciones se observan en
la tabla 5.1. Estos se tomaron colocando los polarizadores como se indica en la tabla( Figura 5.1) de la
desigualdad de Bell . Para cada uno de los ángulos se tomaron 20 mediciones, cada una en un tiempo de
5 segundos, estas 20 mediciones se promediaron. Después se prosigue a hacer el cálculo de la desigualdad



5.6. DETECCION DEL ENRREDAMIENTO USANDO CUATRO MEDICIONES 39

de Bell usando la escuacion (5.1). Girando la lámina de media onda de 5o en 5o comenzando en 245o (que
es donde se encuentra la desigualdad de Bell) y terminando en 45o. Unicamente se tomaron datos entre
estos ánguloa ya que girar la lámina de media onda θ es igual que girarla θ + π.

En la tabla 5.1 se exponen los distintos parámetros de la desigualdad de Bell en función del ángulo del
que fue tomado con sus respectivas incertidumbres, para ver más claramente los angulos en los cuales se
viola la desigualdad de Bell se grá�có el parametro de Bell contra el ángulo de la lámina de media onda
como se muestra en la �gura 5.6: 3

Figura 5.6: Gra�ca de los valores de la desigualdad de Bell, los puntos donde hay enredamiento de partículas
se encuentran por debajo de la línea roja.

La desigualdad de Bell se viola para valores inferiores a -2 o mayor a 2 si hay un estado enredado
de partículas como vimos en el capitulo 3. En la gra�ca 5.6 se puede ver que se obtuvieron 9 datos que
cumplen con la violación de la desigualdad de Bell. Los ángulos en los cuales se puede encontrar el estado
enredado son de (2350 ± 2.5 a 2450 ± 2.5) , (1500 ± 2.5 a 1400 ± 2.5), (450 ± 2.5 a 550 ± 2.5)

5.6. Deteccion del enrredamiento usando cuatro mediciones

A continuación se exponen los valores que se obtuvieron del nuevo método que consiste en cuatro me-
diciones. Estos se tomaron colocando los polarizadores (00, 90o), (900, 0o), (450,−45o) y (450, 45o)(capitulo
3). Para cada uno de los ángulos se tomarón 20 mediciones, cada una en un tiempo de 5 segundos, estas
20 mediciones se promediaron. Después se prosiguio a hacer el cálculo para el parámetro con cuatro me-
diciones. Esto se repitió girando la lámina de media onda de 5o en 5o comenzando en 245o y terminando
en 45o.

3datos.
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Águlo ±.05o Bell Insertidmbre
245 -2.38 ±0.03
240 -2.31 ±0.04
235 -2.19 ±0.04
230 -1.87 ±0.03
225 -1.29 ±0.03
220 -0.60 ±0.04
215 -0.15 ±0.04
210 -0.09 ±0.04
205 -0.39 ±0.04
200 -0.87 ±0.04
195 -1.25 ±0.04
190 -1.33 ±0.03
185 -1.08 ±0.04
180 -0.57 ±0.04
175 -0.14 ±0.04
170 0.093 ±0.04
165 -0.07 ±0.04
160 -0.70 ±0.04
155 -1.54 ±0.03
150 -2.13 ±0.03
145 -2.30 ±0.03
140 -2.10 ±0.03
135 -1.12 ±0.04
130 -0.52 ±0.03
125 -0.06 ±0.04
120 0.00 ±0.04
115 -0.34 ±0.04
110 -0.79 ±0.04
105 -1.21 ±0.03
100 -1.37 ±0.03
95 -1.35 ±0.03
90 -0.65 ±0.04
85 -0.14 ±0.04
80 0.013 ±0.04
75 -0.18 ±0.04
70 -0.67 ±0.04
65 -1.33 ±0.03
60 -2.14 ±0.03
55 -2.24 ±0.03
50 -2.26 ±0.03
45 -1.92 ±0.03

Cuadro 5.1: Valores de la desigualdad de Bell en función del ángulo con sus respectivas incertidumbres
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Águlo ±.05o 4 mediciones Incertidmbre
245 0.83 ±0.02
240 0.83 ±0.02
235 0.80 ±0.02
230 0.88 ±0.02
225 1.07 ±0.03
220 1.43 ±0.05
215 1.69 ±0.08
210 1.51 ±0.07
205 1.08 ±0.04
200 0.73 ±0.02
195 0.59 ±0.02
190 0.54 ±0.01
185 0.57 ±0.02
180 0.71 ±0.03
175 0.97 ±0.04
170 1.16 ±0.05
165 1.18 ±0.05
160 0.96 ±0.03
155 0.87 ±0.02
150 0.81 ±0.02
145 0.83 ±0.02
140 0.82 ±0.02
135 1 ±0.03
130 1.35 ±0.03
125 1.59 ±0.08
120 1.44 ±0.07
115 1.03 ±0.04
110 0.72 ±0.02
105 0.57 ±0.02
100 0.53 ±0.02
95 0.57 ±0.02
90 0.70 ±0.02
85 0.97 ±0.04
80 1.21 ±0.05
75 1.22 ±0.05
70 0.99 ±0.03
65 0.86 ±0.02
60 0.82 ±0.02
55 0.82 ±0.02
50 0.82 ±0.02
45 0.92 ±0.02

Cuadro 5.2: Valores de la prueba de enredamiento con cuatro mediciones en función del ángulo con sus
respectivas incertidumbres
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En la tabla 5.2 se exponen los valores obtenidos por el nuevo método para detectar el estado enredado
con cuatro mediciones con sus respectivas incertidumbres, para poder comparar estos datos con los obte-
nidos de la desigualdad de Bell con 16 mediciones se gra�có el parametro con cuatro mediciones contra el
ángulo de la lámina de media onda (ver �gura 5.7)

Figura 5.7: Gra�ca de los valores de la prueba con cuatro mediciones, los puntos donde hay estado enrre-
dado son los que estan entre las dos lineas rojas .

Al comparar esta grá�ca con la grá�ca 5.6 obtenemos que hay enredamiento en los ángulos que están
entre (2350 ± 2.5 a 2450 ± 2.5) , (1500 ± 2.5 a 1400 ± 2.5) y (450 ± 2.5 a 550 ± 2.5), i.e en los puntos
que se encuentran entre las dos lineas rojas. La desigualdad de Bell se viola si el valor obtenido con el
nuevo método se encuentra entre 0.79 y 0.84. Cabe mendionar que es probable que existan puntos que no
corresponda a estados enrredados, sin embargo basta moverse 5o a favor y encontra de las manecillas del
reloj para asegurarse que si se encuentra en un estado enrredado o no. Por lo tanto se puede determinar
si el estado está enredado usando como mínimo ocho mediciones y máximo doce mediciones. A pesar de
esto este método sigue siendo mejor para determinar si el estado esta enredado o no ya que se requieren
menos mediciones que por el método convencional

Se puede concluir que tenemos estado enredado en el cristal BBO-II con el metodo de Bell y con el
nuevo método.



Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo se preparó un estado enredado por conversión espontánea paramétrica descendente,
usando un cristal de borato de bario tipo II. Se probó que el estado se encontraba enredado por medio de
la desigualdad de Bell. Adicionalmente se creó y probó un método más rápido en el cual solo se necesitan
cuatro mediciones en lugar de las dieciseis necesarias para saber si el estado está enredado.

Mostramos experimentalmente que los fotones enredados cumplen la desigualdad de Bell, lo cual indica
que el comportamiento de los fotones es no local y el estado entre el fotón señal y el fotón testigo está
enredado. Se determinó que hay una relación contundente de la prueba de la desigualdad de Bell con la
prueba con cuatro mediciones. Cuando el estado está enredado la prueba de la desigualdad de Bell nos da
como resultado un valor menor a -2.0. En la prueba con cuatro mediciones obtenemos valores entre 0.79
y 0.84 cuando el estado esta enredado. Cabe recalcar que la probabilidad de que el estado esté enredado
cuando se obtienen valores entre 0.79 y 0.84 es alta. Sin embargo, este nuevo método es útil durante el
alineamiento del montaje experimental para buscar los estados enredados. Cabe recalcar que será necesario
corroborar que el sistema produce fotones enredados usando la desigualdad de Bell. Posteriormente este
nuevo método es de utilidad para corroborar que el sistema sigue produciendo estados enredados tiempo
después de haber montado el experimento. De forma que el experimento en su conjunto desde la alineación
hasta la toma de datos es más rápido.

El máximo enredamiento que obtuvimos en este trabajo fué el parámetro S es igual a -2.38 usando
la desigualdad de Bell. Este máximo valor corresponde con el valor de 0.83 obtenido para la prueba con
cuatro mediciones.

Adicionalmente se pudo determinar que los primeros 180o de la lámina de media onda son simétricos
con los otros 180o .

Es importante indicar que el método aquí desarrollado no indica el nivel de enredamiento de los
fotones como lo hace la desigualdad de Bell. Mientras menor sea el parámetro S, mayor es el nivel de
enredamiento del sistema. El nuevo método únicamente nos permite determinar más rápidamente si los
fotones se encuentran enredados o no.

Con todo esto se demostró que hay una relación entre la prueba de la desigualdad de Bell con la prueba
con cuatro mediciones.
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Apéndice A

Desarrollo Matemático de Probabilidades

Capitulo 4.5 Usando compensadores eliminamos el estado eiθ haciendo eiθ = 1. Calculalos las proba-
bilidades P(0,90), P(90,0), P(45,-45), P(-45,45)

P (0, 90) = | 〈H|s 〈V |i ψ〉|
2

Desarrollando los términos dentro del valor absoluto obtenemos

〈H|s 〈V |i ψ〉 = 〈H|s 〈V |i
1√
2

(
|H〉s |V 〉i + eiθ |V 〉s |H〉i

)
(A.1)

=
1√
2

(
〈H|s 〈V |i |H〉s |V 〉i + eiθ 〈H|s 〈V |i |V 〉s |H〉i

)
(A.2)

=
1√
2

(〈H|s |V 〉i 〈V |i |H〉s) =
1√
2

(A.3)

Entonces la probabilidad es

P (0, 90) = | 1√
2
|2 =

1

2
(A.4)

Analogamente al paso anterior podemos obtener P (90, 0) Para

P (90, 0) = | 〈V |s 〈H|i ψ〉|
2

〈V |s 〈H|i ψ〉 = 〈V |s 〈H|i
1√
2

(
|H〉s |V 〉i + eiθ |V 〉s |H〉i

)
(A.5)

=
1√
2

(
〈V |s 〈H|i |H〉s |V 〉i + eiθ 〈V |s 〈H|i |V 〉s |H〉i

)
(A.6)

=
1√
2

(
eiθ 〈V |s 〈H|i |V 〉s |H〉i

)
=

1√
2
eiθ (A.7)

La probabilidad de P (90, 0) es

P (90, 0) = | 1√
2
eiθ|2 = | 1√

2
eiθ

1√
2
ei−θ| = 1

2
(A.8)

Donde se puede ver que P(90,0)=P(0,90). Ahora haceos lo mismo de forma analoga para P(45,-45) y
P(-45,45)

P (45,−45) = | 1√
2

(〈H|s + 〈V |s)
1√
2

(〈H|i − 〈V |i) |ψ〉|
2
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Ahora para P(-45,45)
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