UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

USOS Y APLICACIONES DE LAS
COORDENADAS ESFEROIDALES
PROLATAS Y OBLATAS

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

M ATEMATICO

P R E S E N T A:
NORBERTO JOSE OCHOA BLANCAS

TUTOR: DR. RICARDO MENDEZ FRAGOSO

FACULTAD DE CIENCIAS
UNAM

2017

CIUDAD UNIVERSITARIA, CDMX


usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina
CIUDAD UNIVERSITARIA, CDMX


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

Agradezco a mis padres y hermanas por apoyarme e impulsarme a alcanzar mis metas y a los
amigos que pasaron buenos y malos momentos conmigo mientras me convertia en cientifico.

A la UNAM y la Facultad de Ciencias ya que me dieron herramientas para desarrollarme como
cientifico y como persona.

A los sinodales por tomarse el tiempo de revisar el trabajo y mejorarlo.

Agradezco el apoyo otorgado por los proyectos PAPIIT TA 105516 y los proyectos PAPIME PE-
105017 y PE-104917.

A Ricardo por permitirme trabajar en este proyecto y la ayuda que me ha brindado durante mis
estudios no sélo como asesor sino como amigo.



Indice general

1. Introduccién.

2. Coordenadas esferoidales.
2.1. Coordenadas prolatas y oblatas . . . . . . . . .. ...

3. Modos normales de vibracién en coordenadas prolatas y oblatas
3.1. Ecuacién de onda en coordenadas oblatas y prolatas . . . . ... ... ...
3.1.1. Separacién en coordenadas prolatas. . . . . . .. ... oL
3.1.2. Separacién en coordenadas oblatas. . . . . . ... L oL oL
3.2. Solucién de la ecuacién de onda utilizando método de Frobenius . . . . ... ... ..
3.2.1. Método de Frobenius. . . . . . . . . . .. ...
3.2.2. Funciones angulares prolatas. . . . . . .. .. ... Lo L.
3.2.3. Normalizacidn. . . . . . . . . . . . . e
3.2.4. Funciones radiales prolatas. . . . . . . . . . . . .. ... e
3.2.5. Funciones oblatas. . . . . . . . . . . ... e
3.2.6. Nodos. . . . . . . e

4. Solucién cuando existe una inhomogeneidad.
4.1. Matriz de transferencia . . . . . . . . . ...
4.1.1. Problema en una dimensién o vibraciones en una cuerda no homogénea. . . . .
4.1.2. Modos sobre una esfera de dos materiales. . . . . . . .. ... ... ... ....
4.1.3. Cuerda de varios materiales . . . . . . . ... ... .. ... ... ...

5. Aplicaciones de las soluciones
5.1. Ejemplo de electromagnetismo. . . . . . .. .. L L
5.2. Expansiéon multipolar. . . . . . . . . ..

6. Conclusiones y discusién
6.1. Discusion de los resultados. . . . . . . . oL oL
6.2. Futuros trabajos . . . . . . . . e

A. Programas para las funciones elipsoidales
A.1. Funciones para las funciones elipsoidales prolatas . . . . . . . .. ... .. ... ....
A.2. Funciones para las funciones elipsoidales oblatas . . . . . . ... ... .. ... ....

I

33
33
37

39
39
40



INDICE GENERAL

B. Funciones para calcular los modos normales inhomogéneos 47
B.1. Cuerda inhomogenea . . . . . . . . . . 47
B.2. Funciones para la esfera . . . . . . . . . . . . . . . . ... 48

Bibliografia 51

11



o

Capitulo

Introduccion.

La fisica se estd volviendo tan increitblemente compleja que cada vez lleva mds tiem-
po preparar a un fisico. De hecho, lleva tanto tiempo prepararlo para que llegue al
punto en que entienda la naturaleza de los problemas fisicos que cuando llega ya es
demasiado viejo para resolverlos.

Eugene Wigner (1902-1995).

Durante la licenciatura se estudian problemas en coordenadas esféricas debido a que muchas situa-
ciones que se presentan en la naturaleza son muy bien aproximadas por esta geometria. Sin embargo,
otra forma de mucha utilidad es un esferoide, mismo que pierde la simetria esférica (simetria con
respecto a cualquier rotacién), pero que en muchas ocasiones aproxima mejor ciertas situaciones o
problemas de interés. Un ejemplo sobre la utilidad del esferoide es para tener un mejor modelo de
la atmdsfera de la Tierra. En la referencia [1] se muestra que, utilizando este sistema coordenado, se
explican algunos fenémenos atmosféricos que otros sistemas no se pueden explicar o son mas compli-
cados de entender. Muchas situaciones que se encuentran en la naturaleza tienen este tipo de forma
geométrica [2, 3], y el objetivo de esta tesis es proporcionar herramientas para que los alumnos de
licenciatura entiendan céomo se hacen algunos modelos bajo esta forma geométrica.

Otra situacién que se encuentra en la Naturaleza es cuando se encuentra un objeto compuesto
por distintos materiales, que a lo largo de esta tesis se llamaran problemas inhomogéneos. Para ello
se introduce el uso de la matriz de transferencia para el estudio de este problema y su adaptacion a
distintas geometrias.

En el Capitulo 2 del presente trabajo se explican las coordenadas esferoidales y se da el laplaciano
en esas coordenadas. En el Capitulo 3 del presente trabajo se estudian las soluciones a la ecuacion de
onda en coordenadas esferoidales prolatas utilizando separacion de variables y método de Frobenius.
Posteriormente se utiliza este formalismo para hacer una evaluacién numérica de las soluciones y
encontrar los modos de vibracién angulares en un esferoide prolato. También se da una introduccion a
las coordenadas oblatas y como las funciones prolatas se pueden transformar en las funciones oblatas
utilizando un cambio de variable para que en trabajos futuros estas se puedan evaluar numéricamente
y hacer las aplicaciones correspondientes. En el primer apéndice se expone a detalle el programa de
céomputo que se utilizdé para encontrar numéricamente las funciones angulares prolatas, se crea una



CAPITULO 1. INTRODUCCION.

funcién para obtener el valor de las funciones radiales prolatas y se comparan los resultados con la
literatura, [2].

En el capitulo 4 se introducen los sistemas inhomogéneos. Estos son problemas donde la ecuacién
diferencial que se debe resolver cambia en el espacio. Se empieza por el problema de una cuerda
vibrante que estd compuesta por dos materiales donde las ondas se propagan a distintas velocidades,
y se crean programas en computadora con el fin de calcular los modos normales de vibracién de la
cuerda conociendo el punto en donde se unen los materiales y el cociente de velocidades entre éstos.
Posteriormente se resuelve el problema de la esfera inhomogenea, y se crea una funcién para obtener los
modos normales de vibracién. Finalmente se expone el método para resolver problemas de la cuerda y
esfera inhomogeneas mas generales. Estos desarrollos son los primeros que se tienen que entender antes
de realizar los estudios correspondientes en un esferoide. Finalmente, en dicho capitulo se exponen los
ingredientes a utilizar en problemas con esferoides inhomogéneos como una aplicacién futura de los
desarrollos hechos en el capitulo 2.

En el capitulo 5 se exponen algunas aplicaciones de las coordenadas esferoidales a problemas que
se presentan en cursos de electromagnetismo. Ademads, se expone la forma de hacer el desarrollo
multipolar en coordenadas esferoidales.

Finalmente, en el capitulo 6 se expone una discusiéon y las conclusiones globales de este trabajo.
Es importante recalcar que en este trabajo se desea promover la ensenanza y utilizacion de estas
coordenadas, ya que han sido estudiadas por muchos autores [2,4], pero no son accesibles a mucha
gente, en particular para alumnos recién graduados, por la falta de claridad en la manera en que se
encontraran o manipulan. Adicionalmente, tampoco se han estudiado de manera exhaustiva sistemas
inhomogeneos con geometria esferoidal prolata, pero que este trabajo puede marcar un camino de
como hacerlo.




Capitulo

Coordenadas esferoidales.

Este capitulo estd dedicado a introducir a las personas a las coordenadas esferoidales asi que no
es indispensable para entender el resto de la tesis. Sin embargo, es una buena guia para entender la
geometria del sistema coordenado.

2.1. Coordenadas prolatas y oblatas

Las coordenadas esferoidales nos ayudan a tratar problemas que tienen una frontera con forma
esferoidal prolata u oblata, es decir, con formas muy parecidas a un balén de rugby, respectivamente.
Esta superficie se construye utilizando circulos y elipses en diferentes orientaciones. Existen dos tipos de
coordenadas esferoidales con las que utilizando transformaciones rigidas podemos representar cualquier
tipo de elipsoide en el espacio. Las primeras son las coordenadas esferoidales prolatas y asemejan a
una esfera alargada en el los polos a lo largo del eje z como se muestra en la Figura 2.1.

Estas coordenadas se obtienen con la siguiente transformacién a coordenadas cartesianas:

x = asinh x sin § cos ¢ (2.1a)
y = asinh y sin 8 sin ¢ (2.1b)
z = acosh x cos 6 (2.1c)

Donde x es un real no negativo, 6 € [0, 7] y ¢ € [0, 27]. Si dejamos la coordenada x fija se obtiene
el elipsoide de la figura anterior:

22 4 42 52 .
a2sinh®y  a2cosh®y

Eso da como resultado un elipsoide prolato, y por esta razén, a x se le llama coordenada radial, [4],
ya que juega el mismo papel que el radio en la esfera.

Cuando los focos de la elipse se acercan hasta que se hacen uno, esa elipse se convierte en una
esfera. Asi que se desea encontrar cémo afecta la distancia focal para analizar los diferentes tipos de
ecuaciones diferenciales parciales que involucran el laplaciano y comparar los resultados con los corres-
pondientes en la esfera. Para encontrar més facilmente los focos se toma sin perdida de generalidad
que la coordenada y es constante y que ¢ es 0, por lo que:

z? 22

+ —1
a2sinh®y a2 cosh? x

3



CAPITULO 2. COORDENADAS ESFEROIDALES.

Figura 2.1: Representacién de un elipsoide prolato.

Con esto se concluye que en el plano zz la elipsoide es una elipse con distancia focal a. Por lo
tanto, cuando a — 0, el elipsoide se parecerd méas a una esfera. Para trabajar la ecuacién de onda
resulta mds ventajoso utilizar esta la siguiente parametrizacién de las coordenadas prolatas, [2]:

¢ = cosh x (2.2a)
n = cosf (2.2b)
o= (2.2¢)

Estas tienen los dominios £ € [1,00], n € [-1,1] y ¢ € [0,27), y el laplaciano queda, [4,12]:
1 0 af 0 af £ —n? 0% f
TSRS S PEL)) IR P AN
a*(&? —n?) | 0¢ ( )8§ on ( )377 (&2 = (1 =n?) 0¢° (23)
Por otro lado, las coordenadas esferoidales oblatas ayudan a modelar un elipsoide en el que a partir
de la esfera los polos sobre el eje z se encuentran a una distancia menor. Esto proporciona la siguiente

figura:
Las coordenadas esferoidales oblatas se obtienen utilizando la siguiente transformacién [4]:

x = acosh x cos f cos ¢ (2.4a)
y = a cosh y cos 6 sin ¢ (2.4b)
z = asinh x sin § (2.4¢)

Similar al caso anterior, si mantenemos la coordenada x fija se obtiene la ecuacién del elipsoide
oblato:
2?2 + o2 52
2 —a =1
a?cosh®y  a?sinh®y
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Figura 2.2: elipsoide oblata

Ahora también, si se desea saber la distancia focal podemos dejar fija la coordenada radial y ¢ = 0

dando como resultando:

x? 22

+ =1
a?cosh? y  aZsinh? y ’

y al igual que en el caso anterior, a sigue siendo la distancia focal. Para obtener el laplaciano resulta
conveniente la siguiente parametrizacion, [2]:

& =sinh x (2.5a)
1 = cosf (2.5b)
b=¢ (2.5¢)

donde el dominio de estas variables son £ € [1,00|, n € [-1,1] y ¢ € [0,27). De esta manera el
laplaciano toma la siguiente forma, [4]:

2 1 0 2 dg 0 9, 0g &2 +n? d%g
VI= 2@ {as [“ “)as] T an [<1‘” )677} * (€2+1)(1—n2)8¢2} (26)

En este punto, se llama la atencién del lector para que observe las similitudes que hay entre las Ecs.
(2.3) y (2.6). A pesar de que se trata de elipsoides en ambos casos, es de destacar que las ecuaciones
diferenciales que se obtienen son parecidas pero como se verd en el siguiente capitulo tendrdn un
comportamiento diferente, aunque habra una manera sencilla de relacionar ambas coordenadas.

Una de las principales aportaciones en este trabajo es proporcionar herramientas de calculo numéri-
co que permitan un entendimiento sencillo de las funciones especiales asociadas a las coordenadas

5



CAPITULO 2. COORDENADAS ESFEROIDALES.

esferoidales. Para ello se desarrollaron programas de computo y visualizaciones de varios ejemplos. En
este trabajo no se es exhaustivo en los desarrollos y me concentro en que los desarrollos sean sencillos
de explicar y manejar con la finalidad de hacer desarrollos més elaborados en el futuro debido a que
gran parte de los textos en la literatura estdndar no son claros, [2,3,12].




Capitulo

Modos normales de vibracion en coordenadas prolatas y
oblatas

En este capitulo se muestra solucién a la ecuacién de onda en coordenadas prolatas y oblatas
utilizando el método de separacién de variables. Después se obtienen las soluciones utilizando el método
de Frobenius modificado, ya que en este caso se utiliza como base a los polinomios de Legendre en
lugar de los polinomios, a,x", como tradicionalmente se hace. Posteriormente se utiliza un método
matricial para evaluarlas y se muestra su comportamiento. Finalmente se caracterizan las soluciones
por medio de los nodos que se forman sobre los elipsoides.

3.1. Ecuacion de onda en coordenadas oblatas y prolatas

En esta seccién se utilizard la ecuacion de onda bajo la transformacién de coordenadas en la Ec.
(2.2) de la seccién 2.1 de esta tesis.

3.1.1. Separacion en coordenadas prolatas.

Se empezara resolviendo la ecuacién de onda en coordenadas prolatas por el método de separacién
de variables:

1 0 of o of 52_172 aZf 132f_
7@ (06 € V3] o |0 @ n o) e =0 G

Para obtener las soluciones de esta ecuacién se supondra que la funcién de todas las variables es el
producto de funciones tal que cada una es funcién de una sola variable:

F(&m, 6.t) = wi(©wa(n)ws(¢)e™” .

donde se ha supuesto una dependencia armonica en la parte temporal. Al sustituir en la Ec. (3.1) y
dividir entre la funcién f se obtiene:

o 2 0 Js] 2\ 0 2_ 2 2
1 b € - 1% Nz )% | @i o

2
—0. 3.2
a?(&% —n?) w1 wo ws T (32)
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donde k = ‘5—22 Esto se puede hacer ya que cada una de las funciones depende sélo de una sola
variable. El primer paso es eliminar los términos que dependen de la variable ¢. Manipulando la Ec.
(3.2) algebrdicamente se obtiene:

@-na-p [%@-0%]  &la-m% e
£2 —n? w1 wo B ws

(3.3)

Esto hace que un sélo lado una ecuacién dependa de dicha variable, ya que si derivaramos con respecto
a ¢ de un lado quedaria 0. De esta manera se puede suponer que el otro lado es constante. Se sabe
que la variable ¢ es de periodo 27 y por lo tanto cumple con la siguiente ecuacién:

82w3
D¢?

+miws =0 (3.4)

donde m es un entero positivo y con ello las funciones propias son senos y cosenos. Con esta constante
de separacion, el resto de la ecuacién se puede escribir como:

O (2 _ 1\0w1 0 _ m2) 9wz
kl©@-0%] H0-DE] pe e SRy
w1 w2 (-1 -9n?
Para separar las otras variables se utiliza la siguiente igualdad:
€2 —n? 1 1
= + ) 3.6
@-D0-m (-1 @-1 30
Al introducir la igualdad en la Ec. (3.6) en la Ec. (3.5) se obtiene:
0 2 Owq 0 2\ Ows
76[(5 _1)375} 2 2.2 m* 377[(1_77)3771} 2 2 9 m®
" + Kk a*¢ 21 e + Kk%a“n +1_772. (3.7)

Se puede observar que el lado izquierdo de la ecuacién sélo depende de £ y que el lado derecho sélo
depende de 7. Por lo tanto también se puede suponer que los dos lados de la ecuacién son iguales a
una constante que debe ser determinada. Ademads, cabe senalar que las dos ecuaciones son la misma
ya que en un lado se tiene €2 —1 y en el otro 1 —n? que tiene un signo distinto. Asf que sélo se necesita
saber como resolver la ecuacién:

) ) 2
o {(nz _ 1)5“772} + [chQ - nz)m_ = w2 =0, (3.8)

que se resolverd en la siguiente seccién. Por simplicidad, la constante ¢ junta los valores de w, a y v.
La variable independiente en este caso es 7 y tiene paridad bien definida, ya que si se remplazara por
la variable —n la ecuacién queda exactamente igual. Esto se ve reflejado en que las soluciones tienen
paridad bien definida.

8
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3.1.2. Separacion en coordenadas oblatas.

En esta seccién se utilizaran las coordenadas en la Ec. (2.5) de la seccién 2.1. La ecuacién de onda
bajo esta transformacion es de la forma:

5 gl 0 2, 09 E+n? Oy
[(5 * 1)65] T an [(1 - )3?7] TET D) 92

Asi que al igual que con la Ec. (3.1), se puede suponer:

9(67777 ¢at) = h1(§>h2(n)h3(¢)€th .

9

o€ + A2 +1%)g=0. (3.9)

Utilizando el mismo proceso que se utilizé con las ecuaciones en coordenadas prolatas se llega a
que la funcién h3(¢) son senos y cosenos. Luego sustituyendo todo esto en la Ec. (3.9) se obtiene que
las dos variables restantes estdn relacionadas de la forma:

ol 2 Oh1 ) 2\ Oho
glevnm] 2la-m%]  evp L L. .
ha * ho B (e2+1)(1 _n2)m +c (& +n7)=0. (3.10)

Separando las variables £ y 17 de la misma manera que con las prolatas se llega a la conclusion que
las ecuaciones cumplen:

0 Oh

g [+ 05E| - g e -0, 112
2

a0 (05| = [ = 75+ o )

Las Ecs. (3.11a) y (3.11b) se pueden transformar en la Ec. (3.8) utilizando el cambio de variable
€2 — +i€% y ¢ — +ic. Por esta razén se eligié resolver la ecuacién de onda prolata para posteriormente
utilizar los cambios de variable correspondientes y obtener las soluciones para las coordenadas oblatas.
Note que si ¢ = 0 las Ec. (3.8) serfa la ecuacién de Legendre. De hecho, si el pardmetro ¢ tiende 0
se tienen que la distancia focal, a, también lo hace. Como se menciona en la introduccién, este caso
corresponde a que el elipsoide correspondiente al cambio de coordenadas degenere en una esfera.

3.2. Solucion de la ecuacién de onda utilizando método de Frobenius

3.2.1. Meétodo de Frobenius.

El método de Frobenius para resolver ecuaciones consiste en suponer que la soluciéon tiene la forma
de polinomios:

f(l’) = Zdnxn ’
0

donde d,, son constantes y se tienen que determinar. Para encontrar dichas constantes se sustituye la
serie en la ecuacién diferencial que se desea resolver, [5]. Se resolvera la ecuacién diferencial angular
prolata, con variable 7, ya que esto ayudara a obtener sus correspondientes funciones radiales. Mediante
el cambio de variable mencionado en la seccién 3.1.2 se obtendran las funciones angulares y radiales
oblatas.
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Sin embargo, como se ha mencionado, si los focos de la elipse se acercan demasiado, el pardametro
c? se acerca cada vez méds a 0 y la ecuacién diferencial en (3.8) se parece més a al ecuacién asociada
de Legendre. Por esta razén se propone una serie que contenga a los de polinomios de Legendre en
lugar de una serie polinomial como en la ecuacion anterior. De esta manera se propone la siguiente
forma de la solucién:

waln) = > 4P (0) (312

Esta serie se sustituye en la Ec. (3.8) para obtener una férmula de recurrencia para los coeficientes
que acompanan a los ij. Este procedimiento ayudara a entender el comportamiento de las funciones
oblatas y prolatas en términos de funciones que se conocen mas como los polinomios asociados de
Legendre!.

3.2.2. Funciones angulares prolatas.

Para obtener las soluciones, se empezara con el caso mas facil, es decir cuando m = 0. En este caso
hay que eliminar los términos con derivada y el que estd multiplicado por 2. Para lograr lo anterior
utilizamos las siguiente igualdades:

9
on

aPy (n) _
[(172 —1) an ] n(n + 1)Pg(n) = 0, (3.13a)

(n+ DP2(n) = (@n+D)nP2n) —nPl_ (), (3.13b)
y para eliminar el término con derivada se utiliza la ecuaciéon de Legendre:

9 dP)(n)
an [(772 D

] = —n(n+1)P%(n) .

Finalmente, para eliminar el término multiplicado por 7% se utiliza 2 veces la igualdad (3.13b). De
esta manera se obtiene:

(n+1)(n+2)P% 5 (n) N (n+1)2P%(n) n2PO(n) n(n —1)PY_,(n)
(2n+1)(2n + 3) 2n+1)2n+3) (2n+1)(2n—-1) (2n+1)(2n-1) "

n*Pl(n) =

Como se puede observar se obtiene una relacién de recurrencia para los polinomios de Legendre que
va saltando de dos en dos.

Para el resto de los valores de m, se utiliza la definicién de Ferrer del polinomio asociado de
Legendre [3]:

m d™PY(2)
m _ 2\ 2 n

y procediendo de manera andloga a como se hizo con el caso m = 0 se obtiene la siguiente relacién de
recurrencia [2, 3]:

ajdjy2 Pty + (Bj — Am)d; PJ" +7jdj 2Py = 0 (3.15)

'El uso de esta base de funciones, Pj", resulta mucho mas adecuado que z™ por la geometria del problema. Ademas

de que permite una mejor interpretacion de los resultados.
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En donde, hay que notar que al valor de A se le ha agregado el subindice m debido a que para cada
uno de estos valores se tiene un conjunto de \’s. Los coeficientes o, 3; y «v; de la ecuacién anterior
tienen la siguiente forma:

0 = (2m +j + 2)(2m +j + 1)c? (3.168)
(2m+2j+3)(2m+2j +5)
2m+j)(m+j+1)—2m?* -1 ,

(2m +25 —1)(2m + 25 + 3)

Bi = (m+jm+j+1)+

i(j —1)¢?
(2m+2j — 1)(2m + 25 — 3)

(3.16D)

v (3.16¢)

Para resolver la relacién de recurrencia en la Ec. (3.15) se pensé a los coeficientes d; como las
entradas de un vector, y los valores de las Ecs. (3.16a) -(3.16¢) como las entradas de una matriz que
tienen a A como eigenvalor:

,80 0 ag ... 0 6” d6n
0 B 0 ... 0 m dy
0 0 O e Bmax d%aa} d%am

Tenemos que para cada m existe una cantidad infinita de entradas, pero la convergencia de la
solucién permite tomar un nimero finito de coeficientes dependiendo de la precisién que se necesite.
Con esto se tendran N, eigenvalores para cada valor de m. De esta manera los eigenvalores se
representan como A", mismo que se le ha aumentado el subindice n que denota cual de todos los
eigenvalores de la matriz se tomé para obtener el vector propio. Cabe mencionar que como parte de
este proceso se ordenaron los eigenvalores de menor a mayor.

En la matriz el valor de n enumera el valor propio que se estd tomando, mismo que tiene su

eigenvector asociado. La eigenfuncién lleva por nombre “armoénico esferoidal” y se denota como

Sp'(e,n) = Z d;n,n(C)Pg;}+r(n)v (3.17)
j=0,r—0,1

donde ¢ y m vienen de la Ec. (3.8), n significa que se tomé el n-ésimo vector propio para obtener los
d;n"(c) El valor de j es la j-ésima entrada del n-ésimo vector propio, y » = 0, 1 representa si se estan
tomando los valores pares o los impares, dado que las soluciones tienen paridad bien definida.

Al igual que con la esfera no sélo existe un sélo tipo de soluciones, los polinomios de Legendre
singulares a lo largo del eje z siguen cumpliendo las mismas igualdades, es decir las funciones Q" (n).
Por lo tanto, las soluciones de segunda especie tendran la forma

[e.o]

> 4Q%. ) (3.18)

j=—00,r=0,1

(2)(

y serdn soluciones de la Ec. (3.8), [2,3]. Estas funciones se denotan como Sy,
se abordan con detalle por cuestiones de espacio.

¢,m) y en esta tesis no
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También se puede notar que si ¢ = 0 tendriamos una matriz diagonal con los valores propios iguales
a (m+ j)(m+ j+ 1) lo que quiere decir que la solucién de la ecuacién serfa P/". En la literatura las
funciones angulares prolatas se denotan como S)"(¢,n), [2,3].

Para obtener los valores y vectores propios, en el presente trabajo se hace un programa desarrollado
en “IPython Notebook”, mismo que se encuentra en el Apéndice A. Como se puede observar, las
relaciones de recurrencia dividen el problema en soluciones pares e impares. Para las componentes
pares la matriz que se obtiene es:

BO o 0 0 ... 0
72 52 ()[2 0 e O
0 0 0 N ’)/QNmax BQNmaac

y la matriz para los indices impares:

61 a; O 0 Ce 0
Y3 /83 Qs O . O
0 0 0 ... YNyl BoN,..tl

Debido a la anterior separacién se usa la notacién r = 0,1, ya que los polinomios ng’fb . tienen
paridad bien definida. Después de programar las matrices anteriores se obtienen los valores propios de
cada una. En la siguiente tabla se colocaron los valores obtenidos suponiendo que el valor de c es la
unidad. Esto permite examinar las soluciones en términos de m y su paridad.

Los eigenvalores son muy parecidos a los valores absolutos de los polinomios de Legendre corres-
pondientes. Mientras més grande sea el valor de ¢ mas van a cambiar los valores propios de estas
funciones y por lo tanto habra una desviacién mayor respecto de los polinomios de Legendre. Es im-
portante hacer notar que los eigenvalores de m = ¢ con r =1 y los de m = ¢+ 1 con r = 0 son muy
parecidos, pero esto sera discutido a detalle en la seccion 3.2.6.

En la Figura 3.1 se muestran las magnitudes de los coeficientes de los vectores propios obtenidos
para m = 0, ¢ = 1 y que corresponden a los primeros tres valores propios. Esto tiene la finalidad de
mostrar la convergencia de la serie de polinomios de Legendre.

Figura 3.1: Vectores propios m =0y ¢ =1 par

Se puede observar en la primera grafica que el primer vector propio es muy parecido a (1,0,0,0,...),
por lo tanto esta soluciéon es muy parecida a P(?, la segunda grafica el vector propio se parece a
(0,1,0,0,0,...) asi que la solucién se aproxima mucho a on . Lo que concuerda con la hipdtesis de que
las soluciones para ¢ pequenas numéricamente se parecen mucho a las funciones de Legendre.
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An+0 A1 An+2 An+3
0.31900 6.5334 20.5082  42.5038
2.5930 12.5144  30.5054  56.5028
2.1955 12.4679  30.4880  56.4937
6.4246 20.4816  42.4915  72.4951
6.1409 20.4023 424548  72.4739
12.3311  30.4361  56.4663  90.4792
12.1101  30.3499  56.4208  90.4511
20.2713  42.3938  72.4387 110.4601
20.0903  42.3086  72.3894 110.4279
30.2298  56.3572  90.4117  132.4400
30.0765  56.2756  90.3612  132.4057
42,1993  72.3260 110.3866 156.4203
42.0664  72.2487 110.3362 156.3848
56.1760  90.2994 132.3637 182.4013
56.0586  90.2266 132.3141 182.3654
72.1575 110.2766 156.3429 210.3834
72.0525 110.2080 156.2945 210.3476
90.1426  132.2569 182.3240 240.3667
90.0475 132.1921 182.2771 240.3311
110.1302 156.2397 210.3069 272.3511

@@OOOO\I\]CTJ@CT‘O"»&#OO@[\D[\D}—‘}—‘OOS
_— OO M OFFRFOMFFOFOFOMFEOMFORO|IS

Tabla 3.1: Tabla de valores de A;' los valores de cada renglén tienen el mismo valor de m y la misma
paridad. El valor de r representa la paridad, si » = 0 son pares, si » = 1 son impares. En m + j la j
representa cudl de los eigenvalores es, es decir que A con r = 1 para la matriz par con valor m = 0 se
toma el primer eigenvalor de dicha matriz.

En la Tabla 3.2 se muestran las representaciones gréficas de los pesos de los vectores propios para
las funciones S{ (¢, z), S7 (¢, ) y S9(¢, ) con distintos valores de ¢ para ver su dependencia con respecto
a este pardametro. Se puede observar que mientras ¢ va aumentando, las funciones se parecen menos a
las funciones de Legendre conforme se aleja geométricamente a la esfera para ¢ muy diferentes de 0.

3.2.3. Normalizacién.

Para cada valor propio hay una infinidad de vectores propios de dicho valor, si se tomara cualquiera
de esos vectores multiplicindolo por un real distinto de 0, se transformaria en cualquiera de los otros
vectores. En este caso las S]"(¢,n) pueden tomar una infinidad de valores, asi que se toma un criterio
para escoger uno de los vectores propios. La mayoria de los casos se normaliza respecto a el producto
interior dado por:

b
@m:/mm

Esto tiene como analogia a las series de Fourier, es decir, si se tiene una funcién f(x) y se desea
obtener su serie como a; sin(a1x) + by cos(a1x) + ag sin(asx) + be cos(agz) + ..., las constantes a,, y

13



CAPITULO 3. MODOS NORMALES DE VIBRACION EN COORDENADAS PROLATAS Y
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Figura 3.2: En el primer renglén se representa el vector de coeficientes de S§(c,z) para valores de
c¢=1,3,5,10. En el segundo y tercer renglén se representan los coeficientes de SY(c,z) y S3(c, ) respec-
tivamente para los mismos valores de c.

by, seran las proyecciones de la funcién f(z) sobre los senos y cosenos correspondientes. Si la funcién
g(x) tiene norma 1 la proyeccién de f sobre g es simplemente (f, g).

La normalizacién utilizada en este trabajo es la misma utilizada por Abramowitz, [2] y Flammer, [3].
Para ello se desea que cuando ¢ = 0 se reduzca exactamente al polinomio de Legendre. En analogia a
los polinomios de Legendre se puede utilizar un valor especifico de n para normalizar la funcién, aqui
se utiliza n = 0 y se desea que si n — m es par, entonces

n—m
2

-1 n+m)!
$2(6.0) = PO) = i

y si n —m es impar, entonces

n—m—1

(1) =2 (n+m+1)!
on (n—'r;—l)! (n—l—'r;—i-l)! :

Sp'(e,0) = P(0) =

14
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OBLATAS
Por lo tanto se necesita que si n — m es par:
oo r n—m
1 2 -1 !
S e < L (3.19)
=2 () () 2n ()" (+5)
y para cuando n — m es impar:
[e'e) 7‘7 n—m—1
Z 7 (r+2m+1)! dm”—(_l) 2 (n+m+1)! (3.20)
p— or T1 | (r+2£n+1) on (nfrgfl)! (n+72n+1)! : :

La funcién proporciona vectores con norma 1, asi que solo se debe de multiplicar por la constante
correcta el vector, que es el lado derecho de la igualdad anterior dividida por la suma del lado izquierdo.
Abajo se anexa una grafica de las funcién 5’8(0, n) para los valores de ¢ = 1, 3, 5, 10.

/] VN
A \
/

10

08

;’j \\ .
/ / \ \
06 / / \ \
J‘f .' \ \\
/ ! \ \\
/ / / \ \ _
,’/ \\
04 /: / \ \

0.0 L— —
-10 05 0.0 05 10

Figura 3.3: Gréfica de SJ(c,n) para diferentes valores de ¢, se puede apreciar que la funcién es par y que
al aumentar la ¢ la primer entrada domina cada vez menos.

3.2.4. Funciones radiales prolatas.

Las funciones radiales que se denominan R]"(c,&) y Flammer en la referencia [3] explica que a la
Ec. (3.8) se puede escribir de la siguiente forma:

9 2 m 242 m? _
85[( — &) 6]—[)\n—c§ +§2j R(c, ) =0 (3.21)
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y su solucién es:
1
R i G B (B LY (3.22)
—1

De esta manera las soluciones radiales pueden ser obtenidas sustituyendo S)"*(¢,n) en términos de
de los polinomios de Legendre utilizando la siguiente igualdad:

(- m)! (1= p?)"3™ g
(n—m)! 2nn)! dnpn—m

i) = (1) (n* —1)" (3.23)

De esta manera la solucién toma la forma:

1
m m, n (2m + ’I“)' icté (42 m—+r
R™(c,&) = Zo:ld 2m+rr'(m+r)' et (2 — 1)t (3.24)
T -1

Al integrar r veces, se obtiene el siguiente resultado:

1
L [e’¢) - ! .
Ry (e,€) = (€ =12 Y dP"(o) Qﬂiﬁiﬁgfr),(co’" [ —ymae (329)
r=0,1 ’ ’ 1

Finalmente, en la integral de la ecuacion anterior se utiliza la siguiente igualdad para darle una forma
cerrada:

1
/eict'f(t2 — Dkt = 2k+1k!](kc(g)? , donde  ji(2) = \/ZJH;(Z) (3.26)
21

son las funciones esféricas de Bessel, [2]. Con el desarrollo anterior, las funciones radiales adquieren la
siguiente forma:

m 1 52 - 1:|;m S r+m—mn _jm,n (2 —I-T) .
R™(¢,€) = : S dr 77 ! e 3.27
n (C é-) Z;.‘ozo,l d:ln,n (C) (277:‘—:—7") |: 52 Sy ¢ ( ) rl Im+ (Cg) ( )

donde ya se ha incluido la normalizacién utilizada en [2,3].

3.2.5. Funciones oblatas.

Para las funciones angulares oblatas, por lo mencionado en la seccién 3.1.2 y cambiando el pardme-
tro ¢ de la ecuacién diferencial, ¢ — ic, que no afecta a la ecuacion debido a que estd elevada al
cuadrado, se puede utilizar el mismo método de transformarlo en una matriz, pero en este caso los
términos que tengan ¢? tendran el signo contrario. Los detalles de la forma en que se programaron las
funciones se encuentran en el Apéndice.

Para encontrar las funciones radiales oblatas se utiliza el cambio de £ a la variable £ — i€, y
aplicando el método para encontrar las funciones radiales oblatas se obtiene R(c, &) y s6lo cambiaran,
los términos " ™" y g4 (ic€), v la funcién se denota como RI(c,i€).
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3.2.6. Nodos.

Un nodo en una funcién que representa una onda es aquel punto que tiene amplitud nula. Por
ejemplo en una guitarra los extremos de la cuerda estan sujetos ya que no cambiaran de posicién. Una
onda que se mueve en forma de y(z, L) = sin(%x)e"‘*’t sus nodos seran los puntos donde la funcién se
anula dependiendo del valor de n, con n entero, ya que para todo ¢ dichos puntos se quedaran inméviles.
En el caso de este trabajo, los nodos se utilizan para caracterizar las soluciones de la ecuaciéon de onda,
ya que cada solucion tendrd nodos distintos. En la parte angular y por la separacién de variables, cada
una de las soluciones es el producto de dos funciones, asi que de cada una de éstas heredaran los
nodos de las funciones para 1 y ¢. Estos nodos estan contabilizados por n y m, y caracterizan el
comportamiento de la solucién y las frecuencias propias con las que el sistema vibrard en la parte
angular. De esta manera, las soluciones toman el nombre de armédnicos esferoidales prolatos u oblatos,
seguin sea el caso. En los siguientes parrafos se muestran las gréaficas de S)" y la forma en que vibran
los esferoides.

Figura 3.4: Funciones S;;'(1,7) ordenadas por columnas dependiendo del niimero m. Se puede observar
que el numero de nodos aumenta en los renglones sucesivos, mientras que disminuye confirme m aumenta
en las columnas sucesivas.
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En la seccién 3.2.2; se hablé sobre los eigenvalores de las ecuaciones para ciertas m y el valor de
¢ = 1. Se puede notar que ciertos valores son muy parecidos. En fisica cuando se habla de funciones
degeneradas se tiene que son dos funciones que poseen la misma energia pero diferente eigenfuncién.
Las funciones S}, (c,n) y Sﬂii(c, n) con c fija y pequena, tienen un eigenvalor parecido al que
tendrian si fueran un polinomio de Legendre (m + 1)(m + 2). Ademads tienen el mismo nimero de
nodos y su frecuencia de vibracién en la parte angular es muy parecida. Si el valor de ¢ se hace muy
pequeno, ésta tenderd a la misma cantidad para ambas funciones. Otro caso donde se puede ver que
se tiene el mismo nimero de nodos y frecuencia muy parecida son S7(c,n) y S, (c,n); poseen el
mismo numero de nodos, pero con distintas excitaciones. Para ilustrar lo anterior, en la Figura 3.4 se
muestran las gréficas de las funciones S7 (1,7) y en la Figura 3.5 se muestran las gréficas sobre los
esferoides de las funciones S” (1,7) cos(m¢) para poder apreciar sus nodos sobre el esferoide 2.

2Las funciones ST, fueron normalizadas para que se aprecien mejor los nodos de éstas.
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Figura 3.5: Arménicos esferoidales prolatos. Los cambios de color entre el rojo y el azul muestran el cambio
de signo para ilustrar los nodos de las funciones en la parte angular.
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Capitulo

Solucion cuando existe una inhomogeneidad.

En este capitulo se estudiaran algunas de las herramientas complementarias cuando se tienen
ecuaciones diferenciales parciales en distintas regiones. En particular se estudia el método de la matriz
de transferencia y se utilizard como ejemplo la ecuacion de onda para encontrar las soluciones cuando
existe una regién del espacio donde las ondas se propagan a una velocidad, y en el resto del espacio a
otra velocidad. Es decir, se resolvera el problema en regiones donde las ondas se propagan a distintas
velocidades. Primero se comenzara resolviendo el problema con la ecuacion de onda en una dimensién
para simular una cuerda con dos densidades (o velocidades de propagacién) distintas, posteriormente
se hace lo propio en una esfera y se utilizaran los resultados de la esfera para extender los resultados a
un elipsoide. Al final del capitulo se generalizan los resultados para N regiones donde se quiere resolver
la ecuacién diferencial parcial.

4.1. Matriz de transferencia

Esta es una técnica muy utilizada para conectar diferentes regiones. Basicamente se trata de utilizar
la continuidad de las funciones y su derivada en la interfaz. Para describir lo anterior se utilizara el
modelo de vibraciones en una cuerda, para lo cual se utiliza la ecuacién de onda en una dimensién.

4.1.1. Problema en una dimensién o vibraciones en una cuerda no homogénea.

Se supondra que u(zx,t) es la funcién que representa el movimiento transversal de la cuerda en
la posicién x al tiempo t. Si se desea saber de qué forma vibrard una cuerda de longitud [ sujeta en
los extremos, esto se puede expresar como u(0,t) = 0 y u(l,t) = 0. Debido a la inhomogeneidad que
hay en la cuerda, esto hace que se tengan dos velocidades de propagaciéon asociadas a la densidad del
material. De esta manera, del punto £ = 0 al punto x = x; se tiene una densidad pg y de z = z1 a
x = [ se tiene una densidad p; como se muestra en la Figura 4.1. Esto quiere decir que en el primer
tramo de la cuerda las ondas se propagan con una velocidad vy, y en el otro a v;. De esto se concluye
que de 0 a z1 la cuerda debe satisfacer la ecuacion:

w?

VU+ TU = 0,
Yo
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yde x; al:
2

w
Vu + —u =
vy

Figura 4.1: Cuerda de 2 materiales, el azul es el material donde las ondas se propagan a velocidad vy y el
verde vs.

Para resolver este problema se utiliza la solucién de la cuerda homogénea para cada seccién:

u(z,t) = (Csin(wt) + D cos(wt))(Asin(kz) + B cos(kz)) (4.1)
donde
k= % (4.2)

con v la velocidad a la que se propagan las ondas en la cuerda en cada seccién. La solucién de la
secci6n del punto x = 0 al punto x; se denotard por uy(x,t), y para el resto como up(x,t). La solucién
para la primera seccién es:

ur(x,t) = (Cosin(wt) + Dg cos(wt)) (Ao sin(kox) + Bo cos(kox)) (4.3)

Como la cuerda esta fija en el extremo izquierdo para todo tiempo, u(0,t) = 0, y como cos0 = 1,
se llega a la conclusion de que By = 0. Por otro lado de z;1 a [ la solucién tiene la forma:

up(x,t) = (Cy sin(wt) + Dy cos(wt))(Aq sin(kyz) + By cos(kix)) (4.4)

Cabe mencionar que la cuerda vibra con la misma frecuencia, w, en ambas secciones. Entonces,
por la ecuacién (4.2) se tiene la igualdad

kovg = w = ki1, (4.5)

lo que hace que se tenga una relacion entre la k£ de una seccion con la de la otra seccién. La cuerda

al estar unida, impone que la posicién y la tangente en x; deban ser las mismas. Esto se traduce
matematicamente como:

Apsin(koz1) = Ag sin(kyz1) + By cos(kix1) (4.6a)

Aoko COS(koxl) = Alkl COS(kll‘l) - Blkl Sin(kll‘l) (46b)

Para obtener las constantes Ag, Ay y Bi, conviene ver la ecuaciéon anterior como un sistema de
ecuaciones matricial:

(ot ) 0= (ot i) () )
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Al vector del lado izquierdo de la Ec. (4.7) se nombrara como ap, y a la matriz del lado derecho
como T'(k1,z1)". De esta manera se puede despejar los coeficientes A; y Bi:

AT~ (w1, 21)ap = @1) (4.8)

La otra condicién de frontera impone que u(l,t) = 0. Con ello los coeficientes deban satisfacer la
siguiente ecuacion que se ha escrito como producto punto:

(sin(kil) cos(kql)) (gi) =0 (4.9)

Se renombrara al primer vector de (4.9) como 9(k1,1) y se utilizan las igualdades en (4.8) y (4.9)
para obtener:

Agt(ky, )T (ky, 1) =0 (4.10)

Noétese que la constante Ay se puede factorizar y eliminar. De esta manera se obtiene una ecuacién
con una sola incognita, w, a travez de ki y ko. Ademaés de que para facilitar los célculos, uno se puede
olvidar del determinante de la matriz inversa, ya que debe ser distinto de 0 por ser invertible. Con
esto, se pueden encontrar los modos normales de vibracién obteniendo las raices de la ecuacién (4.10).
La ecuacion anterior se puede simplificar aiin maés, si se agrupan términos y se utilizan las igualdades
de la suma para el seno y el coseno, obteniéndose la siguiente ecuacion:

tan Uﬁ (l — xl)]ko . tan (kowl)kl -1 (4 11)
tan (k‘oﬂ?l)kl N tan [kl (l — wl)}ko N '

Hay que notar que para la cuerda no existe una direccion, por lo tanto si es volteada los resultados
deben ser los mismos. Por lo tanto, si la cuerda es estudiada desde el extremo opuesto las variables se
convierten en xy =1 — 1, ki = k1 y k| = ko, entonces la ecuacién (4.11) obtiene la forma:

tan (kox))ky  tan[ki(l —x1)]ko

= —1
tan [k (I — )]k tan (koz1)k1

Lo que comprueba la hipétesis de que toda la cuerda posee la misma w. Finalmente, utilizando
la igualdad en (4.5) para una cuerda de longitud [ y re-escribiendo la ecuacién anterior se creé la
siguiente funcién en términos de kg:

kovo

f (ko) = kg sin [ O {k‘ovo

k
(11— xl)} cos(koz1) + ——= cos
U1

(l — x1):| Sin(koxﬂ (4.12)
U1

U1

Las raices de la ecuacién anterior se obtienen utilizando un programa de cémputo que se encuentran
en el Apéndice B.1. En la Figura 4.2 se exhiben algunas graficas de la ecuacién anterior para ilustrar
los comportamientos para distintos cocientes de velocidades vg/v; y distintos valores de secciones ;.

Por esta razén al método utilizado se le llama matriz de transferencia.
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Gréafica de llos valores para «=0.75y =, =0.5

Grafica para v=0.75 y =, =2/3

flky)

fihy)

Gréafica de llos valores para v =05y =, =0.5

Grafica para =05y x, =2/3

flky)

flhy)

-1.0
0 2 4

Gréafica de llos valores para v=0.25y =, =0.5

Grafica para v=0.25 y =, =2/3

fiky)

fiky)

Figura 4.2: Gréafica de la funcién en la Ec. 4.12 para valores de % = 0.75, 0.5 y 0.25, cuando la disconti-

nuidad en la densidad se encuentra en 2/3 y 1/2.

Las tablas 4.1 - 4.3 muestran los valores de los modos de vibraciéon en una cuerda de longitud 1
para distintos cocientes de ¥ empezando con 0.75, 0.5 y 0.25. Cada una de las tablas contiene las

discontinuidades en 0.25, 0.5 y 0.75.
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nodo/x;

0.25

0.5

0.75

ST W N~

Tabla 4.1: Tabla de nodos normales de vibracién para Z—(l’ = 0,75 para diferentes valores de x1.

nodo/x;

4.03453957578
7.61143978578
11.5217810887
15.6400136623
19.2884232763
23.0589709342

0.25

3.5207928165
7.31033814694
10.6122442514
14.5204969773
17.8224030818
21.6119484122

0.5

3.20219673892
6.61831573987
10.1368450793
13.5529640802
16.7551608191
19.9573575581

0.75

O Tl W N+~

Tabla 4.2: Tabla de nodos normales de vibracién para Z—‘l’ = 0,5 para diferentes valores de ;.

nodo/z

5.3601612917
9.54895149649
15.5837897322

19.772579937
25.1327412287
30.4929025204

0.25

3.8212664725
8.74510414186
12.5663706144
16.3876370869
21.3114747562
25.1327412287

0.5

3.24306211317
6.83116216381
10.6352785279
14.4974627008
18.3015790649
21.8896791156

0.75

ST W N~

6.62362083456
15.5464838104
20.1527900489
30.1126924085
43.6418616229
50.2654824574

3.99995190368
9.61732520284
15.5154160259
21.132789325
25.1327412287
29.1326931324

3.26654256068
6.94285588336
10.8721310264
14.905732548
18.9839027798
23.0813052466

Tabla 4.3: Tabla de nodos normales de vibracién para z‘l) = 0,25 para diferentes valores de x.

A continuacién se muestra como vibran las cuerdas inhomogeneas:
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Figura 4.3: En esta imagen se muestran cuerdas con v = 0,75,0,5,0,25 donde el material cambia en z =
1/3y1/2.

4.1.2. Modos sobre una esfera de dos materiales.

En esta seccién se estudia una esfera que esté dividida en 2 partes de distintos materiales, de 8 = 0
a 0 = 0 estd hecha de un material y de 6 = 6, a 6§ = 7w de otro, en analogia al problema de la cuerda.
En la Figura 4.4 se encuentra representado este sistema en forma esquematica.

Figura 4.4: Esfera de 2 materiales, el azul es el material donde las ondas se propagan a velocidad vo y el
verde v1

En el material 1 las ondas tienen una velocidad de propagacién de vy, y en el segundo material
una velocidad de propagacién de v;. Como se tiene un caso parecido al de la cuerda, este se resolvera
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de la misma manera considerando la geometria. De § = —m a 6 = 0; se tiene la ecuacién de onda:

w2

Vu+—2u:0
Yo

y en el resto de la esfera:
2

Vu + w—zu =0
vy
Para este problema el polinomio de Legendre puede expresarse en el términos de la funcién hi-
pergeométrica para que tanto m como n puedan ser numeros reales, R, conservando casi todas las
propiedades de los polinomios de Legendre. La férmula de los polinomios de Legendre en su forma
hipergeométrica es, [2,4]

1
PO = |

1+ 2
1—=2

2 1-=2
] o F <—>\, A+ 11— p; 2) (4.13)

donde I' es la funcién gamma y 9 F7 es la funcién hipergeométrica.

En los extremos de la esfera § = 0 y § = 7 las soluciones deben ser acotadas lo que quiere decir que
no hay polinomios asociados de Legendre de segundo orden. Esto es andlogo a cuando fue cancelado
el término del coseno en la cuerda de 2 materiales. Utilizando separacién de variables las soluciones
angulares tienen la forma:

U(0, ¢, 1) = Aje™" (cosme + sin me) Py’ (cos 0) (4.14)

donde se ha utilizado la simetria alrededor del eje Z dando como resultado que m sea un entero,
w — m. El eigenvalor angular para cada seccién es:

w2

J

Al igual que en el caso de la cuerda, se obtiene una forma de expresar las A\; en términos de la
frecuencia w y v; que es un valor conocido. Cuando ¢ = 6 las funciones de las secciones deben de ser
las mismas al igual que sus tangentes en esa direccién, lo que impone las condiciones:

Pﬁ(cos&l) B P"(cos 6q)
Ao (P/(:)”(cosﬂl) =4 P/{”ll’(cosﬁl) (4.16)

donde / significa d%' Utilizando 4.15 y las ecuaciones de onda al principio de esta seccién se obtiene la

igualdad:
2

Y1
MM +1) = v—g)\g()\g +1) (4.17)
Que permite expresar A9 en términos de ;. Es importante notar que los polinomios de Legendre
P"(x), donde n es entero, la funcién tiene exactamente n—m raices. Pero si n tiene un valor fraccionario
el polinomio tiene [n] —m + 1 raices en = € (—1,1). En este caso las funciones de Legendre divergen
cuando x se acercan al valor -1, como se puede notar en la Figura 4.5.
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Polinomios de F, a P, Polinomios de P, a P, Polinomios de P, a P,

-1.0 -0.5 0.0 05 10 -1.0 -0.5 0.0 05 10 -1.0 -0.5 0.0 05 10

Figura 4.5: Aqui se muestran los polinomios fraccionarios para diferentes valores de A y m =0,1,2

Por esta razon, para poder utilizar dichas funciones se debe definir las funciones de Legendre segiin
su dominio. Del dominio [—1, #;] la funcién debe de ser Py"(—x) para que no diverga en -1, y en el resto
se utilizara P{"(x), y en cada una de las regiones se debe utilizar el valor de A asociado a cada material.
Se cre6 un programa en IPython para encontrar los modos normales de vibracién de una esfera de dos
materiales donde el cociente entre las velocidades que se dominara v = Z—(l), y en el caso que se ilustra
mas adelante se utilizé m = 0. Los resultados de empalmar las funciones de una regién con la otra de
tal manera que se cumpla la Ec. (4.16) se muestran en la Figura 4.6. En este caso las eigenfunciones
se clasifican de acuerdo al nimero de raices que tienen en el intervalo x = cos@ € (—1,1). Se denotara
como cero funcién a la funciéon que no tiene raices, primera funcién a la que tiene un sélo una raiz,
segunda funcién a la que tiene dos raices, y asi sucesivamente para la n-ésima funcién a la solucién
con n raices o nodos a lo largo del intervalo. Hay que notar que estas funciones estdn definidas por
pedazos, ya que se tiene que utilizar la funciéon hipergeométrica apropiada para cada region.

En los apéndices se pueden encontrar varias simulaciones numéricas de los modos de vibracién

para la cuerda y la esfera. Estas simulaciones ayudan a entender como van variando las soluciones.
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Figura 4.6: Funciones angulares en tres dimensiones para diferentes cocientes de velocidades de propa-
gacion. Las funciones estdn en correspondencia con las que aparecen en el primer renglén de la Figura
4.5.

Gracias a los resultados obtenidos se puede apreciar que en la cuerda y en la esfera el material con
mayor densidad es donde se encuentran los nodos o raices, asi que el comportamiento es determinado
por la diferencia de densidades. Mientras el cociente de densidades sea cercano a 1, las soluciones se
aproximaran al problema homogéneo. En un estudio més profundo, esto puede ayudar a entender que
tanto afectan las inhomogeneidades en un experimento, o para caracterizar la uniformidad de ciertos
aparatos que se utilizan en las mediciones.

En el caso de un elipsoide con dos materiales se utiliza el mismo proceso al que se implementd
con la cuerda y la esfera, pero las funciones S;* deben ser de orden fraccionario. Por cuestiones de
extension en esta tesis no se muestran, pero el tratamiento utilizado en las secciones anteriores sirve
de guia para obtener las soluciones correspondientes.

4.1.3. Cuerda de varios materiales

A lo largo del capitulo se estudiaron las funciones que rigen el movimiento de una cuerda de dos
materiales. También se revisé el problema de una esfera inhomogénea y se realizaron los programas
para poder obtener los modos normales de vibracion y realizar las simulaciones numéricas. Ahora
se mostrard que se pueden utilizar estas herramientas para resolver problemas mas generales. En
esta seccion se estudiard el caso cuando una cuerda estd hecha de tres materiales y se explicara su
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generalizacion a varios de ellos. Suponiendo que se tiene una cuerda de longitud [ atada en los extremos
compuesta por tres distintos materiales, como en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Representacién de la cuerda de varios materiales. En la parte azul la velocidad es v1, el verde
es v y el rojo es vs

Del punto x = 0 al punto x = z; las ondas en la cuerda viajan a una velocidad vg. Luego, del
tramo que va de x = x1 a * = x2 las ondas viajan a una velocidad de v;. Finalmente, del tramo
r = 29 a x = [ las ondas viajan a una velocidad de vs. La funcién se separard en 3 partes: la primera
de z = 0 a x = x; serd denotada como us(z,t), luego de x = x; a © = x5 se denotarda como uc(z,t)
y finalmente el dltimo tramo se denotard como up(z,t). Al igual que en los problemas anteriores se
tiene que en la interface de los materiales la funcién y su derivada deben ser continuas. Usando la
separacion de variables se llega a la conclusiéon de que las soluciones son de la forma:

u(z,t) = (Cjsin(wt) + D; cos(wt))(A; sin(k;x) + Bj cos(k;x)) (4.18)

Con kj; = ;J—J y j €{0,1,2}, debido a que toda la cuerda vibra a la misma frecuencia se ignorara la
parte temporal. Utilizando la condicién de frontera:

u(0,1) =0 (4.19)

se obtiene que By = 0. Luego en el punto = z; las funciones ur(z,t) y uc(z,t) y las tangentes de
éstas deben valer lo mismo, por lo tanto:

A sin(koz1) \ _ [ sin(kiz1) cos(kix1) Ay (4.20)
O\ ko cos(kor1))  \kicos(kiry) —kisin(kix1)) \ B '
Al vector del lado izquierdo de la igualdad se denotard como a(kg, z1), mientras que la matriz del

lado derecho se identificara como T'(k;, z;). Aplicando el mismo procedimiento en z = x5 las funciones
uc(z,t) y up(x,t) deben de valer lo mismo, al igual que sus tangentes, lo que se traduce como:

sin(klxg) COS(]C1:E2> A1 _ Sin(k‘gxg) COS(]C2$2) A2 (4 21)
kl COS(k)lxg) —kl sin(klxg) B1 k‘g COS(kQ.%'Q) —k‘g sin(kng) BQ )
En z =1 se tiene up(l,t) = 0, lo que impone la condicién:

(sin(kal) cos(kal) <gz> —0 (4.22)
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Al vector horizontal de esta igualdad se le denotard como v(ks,l). Utilizado la igualdad 4.20 se
puede sustituir el vector (A1, B1) en la igualdad 4.21 y con eso se sustituye el vector (Ag, By) en la
igualdad 4.22, lo que deja a w en términos de k; como la tinica variable en la ecuacion:

'I}T(kg, Z)T_l(kz, l’g)T(kl, .’L’Q)T_l (kl, xl)a(ko, .%'1) =0 (4.23)

De esta manera podemos utilizar la relacién que estd después de la Ec. (4.20) para poner todo
en términos de ky. De esta manera se pueden obtener los modos normales obteniendo las raices de la
ecuacion anterior.

Para resolver el caso en el que se tiene una cuerda de n + 1 materiales la notaciéon utilizada es
la misma que en el caso anterior. El punto donde se une el material j y el j + 1 se le llama z;, y la
condicién de frontera cuando se unen dos materiales es la misma que en el caso anterior. Todo esto se
traduce en que en las interfaces la condiciéon de pegado se expresa como:

T0y1.9) () = Tlhy2) () (424)

Y utilizando el procedimiento expuesto para dos y tres materiales podemos encontrar los modos
de vibracién para un sistema en general con n inhomogeneidades. Las condiciones en los extremos de
la cuerda son idénticos a los casos anteriores. Lo que se tiene que hacer es basicamente sustituir los
coeficientes de pegado en el punto j con los del punto j + 1. De esta manera, la ecuacién que resulta
de ello es al momento de hacer las sustituciones desde 0 hasta n es la siguiente:

0T (kp, DT ™Y (b, 20) T (kp—1, ) ... T (ky, z1)a(kg, 21) = 0 (4.25)

Asi que expresando esta ecuacion en términos de kg se encuentran los modos normales de vibracién
v las soluciones para la cuerda de varios materiales utilizando las mismas herramientas matematicas.
Para el caso de la esfera se puede extender este mismo método, con la diferencia de que cuando
la inhomogeneidad no contiene los puntos §# = 0 y § = m aparecen combinaciones lineales de los
polinomios de Legendre de primera y segunda especie de orden A. Lo que generalizaria lo hecho con
dos materiales sobre la esfera en la seccidon anterior, pero por cuestiones de tiempo y espacio en este
trabajo se ha omitido.
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Capitulo

Aplicaciones de las soluciones

Muchos objetos pueden ser aproximados con mayor precision por un esferoide que por una esfera.
Por ejemplo algunos planetas tienen una forma més elipsoidal, por ejemplo en la referencia [11] se
utilizan estas coordenadas para modelar al planeta Jupiter. En este capitulo se resuelven problemas
derivados de utilizar los resultados en los capitulos anteriores.

5.1. Ejemplo de electromagnetismo.

Un problema que se estudia frecuentemente en electromagnetismo es cuando se tiene un campo
eléctrico uniforme, por ejemplo:
E = Eyk (5.1)
Si se coloca una esfera conductora de radio R; a potencial 0 centrada en el origen, esto afectara el
potencial y campo eléctricos en el espacio y se desea saber cual serd la configuracién final de éstos. Para
resolver el problema se utilizan las coordenadas esféricas. La condicién que debe cumplir el potencial
eléctrico lejos del origen es:

V = —Epz = —Eprcosf (5.2)

Se tiene la condicién de que en la esfera el potencial debe ser 0, y como la esfera tiene simetria
axial la funcién no dependera de la variable ¢, asi que el potencial eléctrico tiene la forma'

> 1
V= Z [Anr" + Bnrn] P, (cosf) (5.3)
n=0

Lejos del origen el segundo término puede ignorarse. Dado que P;(cosf) = cos @, se tiene que los
dnicos términos que sobreviven son los que tienen n = 1:

—Eyrcosf = A,rcosf (5.4)

Esto nos proporciona que A, = —FEy. Ahora utilizaremos la condicién de que el potencial en la
superficie de la esfera de radio R; es 0. Con ello se obtiene la siguiente ecuacion:

'La solucién que se muestra es la que se obtiene al resolver la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas.
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1
[—EORl + By ] cosf =0

1

(5.5)
51
V(r,0) = |—Eor + E(]Rl; cos 0

eléctrico uniforme. La esfera que se ilustra es de radio 1, y Eg = 1.

Lo que lleva a la conclusién de que By = EgR?. Por lo tanto la funcién del potencial eléctrico es:
En la Figura (5.1) se muestra el las equipotenciales y lineas de campo en presencia de un campo

(5.6)

eléctrico uniforme.

Figura 5.1: Lineas de campo eléctrico y equipotenciales de una esfera conductora en presencia de un campo
resultado:

VIV =

Ahora se resolvera el mismo problema para un elipsoide a potencial 0. Para saber de qué forma
esferoide y por la simetria del campo externo, la coordenada ¢ se ignora de la ecuaciéon. Esto da como
1

son las funciones del potencial se utiliza el laplaciano en la Ec. (2.3) igualado a 0, por la simetria del

0 9 ov 0 9
@ o (€ V| g [0
igualdad de arriba se reduce a:

ov
J}-o
on
Para resolverla se utiliza el método de separacién de variables V(£,n7) = Z(£)f(n), asi que la
10
-
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(5.7)
af ] 10 [ 9 85}
-— (1 — | =—==|(*—1)—| =cte 5.8
7on on) = "z0¢ | Ve .

Esas ecuaciones que resultan son la misma y son la ecuacién de Legendre param = 0, conn € [—1, 1]

y £ € [1,00]. Por lo tanto las soluciones tienen la forma:
Z[Anpn(f) + BnQn(&)]Pn(n)
n=0

(5.9)

Anélogamente al problema de la esfera se busca que las funciones @, (&) tiendan a 0 si la £ tiende
a infinito. Para encontrar las A,, y B, primero se utiliza el potencial lejos del origen, como P;(n) =,
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n = 1 es el dnico término que sobrevive. Con esto, la ecuacién de Legendre con dominio [1, 00| para
n=1es:

(1-¢*)=" — 2= (5.10)

La solucién es p1(£) = . Para encontrar la segunda solucién linealmente independiente se utiliza
reduccién de orden que es de la forma £g(§) y se sustituye en la ecuacién (5.10). Con ello se obtiene
que g debe satisfacer la ecuacién:

(1-€g" +2(1-2¢%)g' =

Note que la ecuacién anterior es de primer orden y su solucién es?:

9(5)2%1 HJ—FE —2 (5.11)

Asi que al igual que en el caso de la esfera lejos del origen la funcién queda:
—Epaln = Ai1én (5.12)
Por lo tanto A1 = —Eya. Para obtener el término B; se utiliza la condicién de que en el elipsoide

el potencial debe de ser 0. El radio del elipsoide es £ = &; y como es valido para toda 7 se obtiene que:

< &1ln

B =

1+§1
&

) - anfl =0 (5.13)

y se llega a la conclusién de que:
Eya&y

(3&m |22

Por lo tanto el potencial eléctrico es de la forma:

(5.14)

_1>

Egafl <1 ‘ 1+ f >
V(& n) = | —FEoaé + —€fIn|—=| -1 5.15
(&mn) 0a& (%&11 H—?i 1) 2€ 1-¢ n ( )

2Se desea resolver este problema como en el caso de la esfera asi que se analiza:

lim £g(¢)
£—o00
Para encontrar esto se estudia el limite:
1
Jim €1n |2 +¢&
—¢
Se sabe que el logaritmo de z es el drea bajo la curva de 1 a ; asi que se puede acotar por arriba por el rectangulo de
area x — 1 y por abajo por el rectdngulo de drea (z — 1)%, en este caso si r = é%f asi que el limite queda acotado por:

lim 275 < lim €1n
£—o0 £+ 1 £—r00

L P P
[ ey

Los dos limites son iguales a 2, por lo que el limite de esa funcién es 2, al estar multiplicada por % y restarle 1, el
limite tiende a 0.
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A continuacién se muestra la imagen de las equipotenciales asociadas al potencial anterior y algunas
lineas del campo eléctrico.

Figura 5.2: Lineas de campo eléctrico y equipotenciales de un elipsoide prolata en presencia de un campo
eléctrico uniforme

Para el mismo problema con un elipsoide oblato se utilizan las coordenadas:

x = acosh x sin f cos ¢ (5.16a)
y = a cosh y sin  sin ¢ (5.16Db)
z = asinh x cos ¢ (5.16¢)
y se hace el cambio de variable:
¢ =sinhy (5.17a)
n = cosf (5.17b)

La frontera del esferoide es £ = &;. Con estos cambios el potencial eléctrico que se obtiene para
este caso es:

_ 24061 3
V(& n) = Ao £ arctan, 12 (2 arctan § + 1)] n (5.18)
con:
2FEpa&y arctan &y + 2
Ao

- w€&1 — 261 arctanéy — 4

En la siguiente figura se muestra las equipotenciales y las lineas de campo en presencia de un
elipsoide oblato:
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Figura 5.3: Lineas de campo eléctrico y equipotenciales de un elipsoide oblata en presencia de un campo
eléctrico uniforme

Como se puede observar en los tres casos las lineas de campo caen de forma perpendicular al
conductor. Lo mas importante de este ejemplo es que se tiene una forma cerrada de encontrar las
soluciones y la herramienta desarrollada en el capitulo anterior ha sido muy til para mostrar el
presente resultado.

5.2. Expansién multipolar.

En muchas ocasiones se desea encontrar el potencial eléctrico en una regién donde se tiene un
electrodo con simetria esférica y en presencia de un campo eléctrico. Para esto se utiliza la expansion
multipolar, [9], en la que es posible expresar una onda plana en términos de ondas esféricas. En el
presente trabajo sélo se tomara en cuenta cuando el observador de las ondas se encuentra mirando
desde la parte positiva del eje z:

BT = ST+ 1)jy(kr) Py (k- ) (5.19)
=0

Sin embargo, en muchas ocasiones no se tiene una simetria esférica como se mostrd en la secciéon
anterior. Cuando se tienen simetrias de tipo esferoidal prolata u oblata se pueden utilizar los desarrollos
en el capitulo 3 para utilizar la ecuacién anterior en términos de funciones con simetria elipsoidal
compatibles con la geometria que se tenga. En el capitulo 3 se utilizé una matriz para calcular las
funciones S)* en términos de los polinomios de Legendre. Si bien es cierto que la suma en dicho caso
se debe realizar hasta infinito, en términos practicos sélo se toma un nimero finito de términos debido
a que la serie es convergente. Esto hace que la suma, y por ende la matriz a diagonalizar, sea finita,
donde la precisién en el calculo de 5] estard dado por el nimero de términos en la suma. De esta
manera es posible invertir la matriz y con ello los polinomios de Legendre se pueden poner en términos
de funciones esferoidales:

o0

PWT+T(1') = Z IW(@S;TL(C?H:): (5'2())
7=0,1

37



CAPITULO 5. APLICACIONES DE LAS SOLUCIONES

donde d;-n’r son los elementos de la matriz inversa de la diagonalizacién que se realizé en el capitulo

3. Para obtener la forma de los d;n’r (c), se toma en cuenta que las funciones S]* estdn en términos de
polinomios de Legendre, mismos que a su vez son ortogonales entre ellos. De esta manera se puede
utilizar el producto interior para proyectar las funciones esferoidales sobre la base de polinomios de
Legendre:

m+j J—1

donde I, ; es la normalizacién de los polinomios de Legendre. Dado que S también son ortogonales,
se puede expresar d}n’r(c) de manera similar a la relacién anterior:
1 1

dj""(c) = =— S e P (m)dn, (5.22)
m,] —

donde I, ; es la normalizacién de la funcién esferoidal. Con esto se concluye:

m

A (c) = YLﬂd;?%"(c) (5.23)
m7]

En el caso de la Ec. (5.19) m = 0, asi que sustituyendo en esa ecuacién resulta:

. () () 70

ic€n __ -l . 1l 0,n

e = (20 + 1)g;(c€) x ——d;"" (¢)Sh(c, 5.24
;o ( )ji(c§) n:EO,l 7o (c)Sn(e,m) (5.24)

De manera andloga se pueden obtener relaciones parecidas con las funciones radiales, debido a
que estas estan en términos de las funciones de Bessel. Por lo tanto con un procedimiento similar
las funciones de Bessel se pueden expresar como una suma de funciones radiales prolatas. Asi que
cambiando el orden en la suma de la ec. (5.24) y utilizando la expresién de las funciones radiales en
términos de funciones de Bessel se puede expresar la expansién multipolar en términos de funciones
esferoidales prolatas:

e = "i"2n 4+ 1)Sp(e,n) x | Y 'd)™ | Rule,n) (5.25)
n=0 1=0,1

En la referencia [10] se encuentran relaciones para el caso oblato. En ambos casos el procedimiento
es analogo al que se expone en este capitulo. Lo que proporciona una manera pactica de obtener las
ondas producidas con simetria esferoidal prolata u oblata.

En resumen, en este capitulo se presentaron algunos problemas tipicos que se exponen en cursos
de licenciatura y que utilizan en coordenadas esféricas. Se realizaron algunas extensiones de dichos
resultados utilizando una geometria elipsoidal partiendo de una base esférica para aprovechar el pa-
recido con las ecuaciones. Es importante notar que se han utilizado herramientas que se ensenan en
los cursos de licenciatura con la finalidad de mostrar que los desarrollos antes expuestos se pueden ver
como topicos especiales en dichos cursos.
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case O

Capitulo

Conclusiones y discusion

6.1. Discusion de los resultados.

La primera aportacion del presente trabajo es explicar la forma en la que se obtienen numéricamente
las funciones angulares esferoidales prolatas para que un alumno de licenciatura con estudios en algebra
lineal, ecuaciones diferenciales o mateméticas avanzadas de la fisica (MAF) tenga acceso a este material
v lo entienda con una base sélida y de manera sencilla.

Un problema con el que se encuentran muchos alumnos durante la licenciatura es la secuencia en
las materias del plan de estudios. Por ello en el capitulo 3 se ejemplifica la utilidad del dlgebra lineal
en las ecuaciones diferenciales, ademds de que se discute la importancia del concepto de producto
interior para encontrar las solucién a un problema donde se conozcan la forma de las soluciones y las
condiciones iniciales. En este sentido, tipicamente lo que se aprende en los cursos es ver al espacio
de funciones como un espacio vectorial en el que se tiene como base el conjunto de los polinomios!.
Esto conlleva a que las funciones se puedan expresar utilizando el teorema de Taylor para obtener las
funciones en términos de polinomios. Al final de cuentas se tiene una funcién como superposicién de
la base, Si bien es cierto que se tiene una base de dimensién infinita, en la practica basta con tomar un
nimero suficiente de términos para expresar la funcién de manera adecuada. Cuando cambiamos la
geometria del espacio o estamos resolviendo problemas de ecuaciones diferenciales parciales en espacios
con geometria distinta a la cartesiana, el espacio de polinomios ya no es tan tutil. Sin embargo, en el
caso esférico resulta que la base de funciones especiales queda en términos de polinomios finitos con
argumento cos @, derivando en la obtencion de los polinomios de Legendre. En el caso esferoidal, es
mucho mas util utilizar la base de funciones de Legendre ya que éstas aproximan mejor la geometria
del esferoide como se aprecia en el andlisis de convergencia en los histogramas del capitulo 3.

Posteriormente, en el Capitulo 4 se ejemplifica el uso del algebra lineal a otro nivel para utilizar la
matriz de transferencia y ocupando las funciones calculadas con las herramientas del capitulo 3. En este
caso nos encontramos que no hay muchos problemas representativos para un alumno de licenciatura,
y por ello desarrollé herramientas que permitiesen visualizar el uso de las funciones especiales con
aplicaciones en geometria esférica y esferoidal. Para esto me apoyé en reproducir de manera clara los
resultados que se encuentran en la literatura, principalmente de las referencias [2,3]. De esta manera
generé algunos programas escritos IPython Notebook. La ventaja del programa generado durante el

LCabe recordar que esto sélo es aplicable en el caso de funciones continuas y derivables, que son las que se utilizan
en este trabajo.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES Y DISCUSION

desarrollo de este trabajo es que ademas de hacer un buen célculo, se encuentran los valores de S} (¢, n)
para todo n € [—1, 1], lo que no hacen las funciones preprogramadas de Python y otros lenguajes. De
esta manera también se pueden encontrar los coeficientes d]I'(c) para construir las funciones esferoidales
en términos de los polinomios de Legendre. Esto tltimo no esta disponible en las bibliotecas estandar
de calculo numérico en Python, ademds de que en la literatura, [2,3], no es totalmente clara en el
método utilizado para encontrar estos coeficientes, y que aqui se hace de una manera muy sencilla
utilizando el algebra lineal.

Las coordenadas esferoidales fueron escogidas debido a la enorme gama de problemas que se pueden
aproximar mejor por un elipsoide que la aproximacion realizada por una esfera, y se resolvieron
problemas que se presentan en cursos de licenciatura con el objetivo de que se utilice este trabajo
para que a los estudiantes se les introduzcan estos ejemplos en materias como ecuaciones diferenciales,
electromagnetismo y mecdnica cldsica. Adicionalmente se dio una introduccién a las funciones radiales
prolatas y de cémo se pueden utilizar los programas realizados para encontrar las funciones angulares
esferoidales oblatas.

En el capitulo 4 se introduce la matriz de transferencia para estudiar sistemas inhomogéneos, en una
dimensién para distintas geometrias. Esto ofrece un método accesible a los estudiantes de licenciatura,
para que en sus cursos se introduzca el estudio de dichos sistemas. Ademéds de que se crearon programas
en [Python Notebook para que los estudiantes entiendan cémo varian las soluciones de dichos sistemas
realizando cambios en las condiciones iniciales. La importancia de entender los sistemas inhomogeneos
es debido a que durante un experimento los sistemas rara vez son homogéneos; por ejemplo el planeta
Tierra estd compuesto por suelos de distintos materiales, lo que afectard en la manera en que se
propaguen las ondas por su superficie; otro ejemplo es la cabeza humana, que esta compuesta por piel
hueso liquido y neuronas.

6.2. Futuros trabajos

Un trabajo que se deslinda de esto con sdlo poseer conocimientos en algebra lineal es cuantificar
cuanto cambian los vectores propios conforme se va variando el valor de ¢ para saber qué tanto se
desvian los S]" de las funciones de Legendre. Esto de antemano da una idea de que tanto cambia
una aproximacién realizada por una esfera a un esferoide y de esa manera determinar si vale la pena
realizar los céalculos utilizando una esfera o esferoide. Un ejemplo de esto es la Tierra, misma que
tiene una forma esferoidal prolata, pero varia tan poco de una esfera que esta misma es una excelente
aproximacién, pero puede no ser es el caso para todos los planetas [11], en relatividad general para el
estudio del campo gravitacional terrestre de alta precisién [1], etc.

Para poder utilizar el método de la matriz de transferencia a un esferoide es necesario primero
encontrar las funciones angulares prolatas de orden fraccionario y también de segunda especie de forma
equivalente a como se hizo con las funciones de Legendre de orden A en el capitulo 4. Un tema que
resulta mucho mas extenso y que por cuestiones de tiempo y espacio no se expone en esta tesis.

Finalmente, quisiera terminar este trabajo haciendo énfasis en que en muchas ocasiones las si-
metrias que tienen sistemas son de mucha utilidad para entender su comportamiento. Sin embargo,
cuando éstas ya no se tienen es mucho mejor adaptar la geometria a una situacién mas realista par-
tiendo de un problema simétrico, tal se hizo en los ultimos ejemplos del capitulo anterior.
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Apéndice

Programas para las funciones elipsoidales

A.1. Funciones para las funciones elipsoidales prolatas

Las siguientes funciones son para crear las matrices pares e impares relacionadas con las relaciones
de recurrencia:

def alfa_n(m,c2,n):
alfa = ((2.«sm + n + 2.)*%(2.xm + n + 1.)%xc2)/
((2.%m 4+ 2.%xn + 3.)*(2.sm + 2.%xn + 5.))
return alfa

def beta_n(m,c2,n):
beta = ( 2.%(mtn)*(mn+1) — 2.%m+m — 1.)/
((2.#m 4+ 2.xn —1.)%(2.xm + 2.%n + 3.))
beta = betaxc2
beta = beta + (mdn)*(mtn+1.)
return beta

def gamman(m,c2,n):
gamma = (nx(n—1)%¢c2)/((2.#sm + 2.xn — 1.)%(2.%sm + 2.xn — 3.))
return gamma

def Mat_par(m,c2,n):

M = zeros((n,n))
for i in xrange(n):

M[i,i] = beta_.n(m,c2,2x1i)
for i in xrange(n—1):

M[i,i+1] = alfa_n(m,c2,2x%1)
for i in xrange(1l,n):

M[i,i—1] = gamman(m,c2,2%1)
return M
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def Mat_impar (m,c2,n):

M = zeros ((n,n))
for i in xrange(n):

M[i,i] = beta_n(m,c2,2xi + 1)
for i in xrange(n—1):

M[i,i+1] = alfa_n (m,c2,2xi + 1)
for i in xrange(1l,n):

M[i,i—1] = gamman(m,c2,2xi + 1)
return M

La siguiente funcién es para calcular las funciones S)*(¢, ), la primera es para un solo valor de 7
y la segunda para varios valores o cuando se utiliza un arreglo de valores:

def S_.m_n_uni_normalizada(m,n,x,c2):

Smn = 0.
max_term=45
b=20

f =0

g =0

h=20

if (n)%2 = 0:
M = Mat_par (m, c2,max_term)
f= (—1)**((n—-m)/2)
g= factorial (n+m)
h= (2*%(n-m))x* factorial ((ntm)/2)*factorial ((n—-m)/2)
e_val_A je_vec_,A = eig (M)
coef= e_vec_A .transpose ()[(n-m)/2]
for i in range(max_term):
Smn += coef[i]*lpmv(m,2%i -+m,x)
xl= (=1)*x(i)
x2= factorial (2*xm+2xi)
x3=(2x%(2x1i))x factorial (i)*factorial (i+m)
b += (coef[i]*x1%x2)/x3
else:
M = Mat_impar (m,c2 , max_term)
e_val_A je_vec_A = eig(M)
f= (—=1)**((n-m—1)/2)
g= factorial (ntmn+1)
h= (2*%(n—-m))x factorial
coef= e_vec_A .transpose
for i in range(max_term
Smn += coef [i]*]lpmv
xl= (—=1)*x(i)
x2= factorial (2x(14mti))
x3=(2xx(2xi+1))xfactorial (i)*factorial (i+m+1)
b += (coef[i]*x1%x2)/x3
return Smnxfxg/(hxb)

(n+tm+1)/2)*factorial ((n—m—1)/2)
) [(n—1-m) /2]

m,2x1i +1-+m,x)

N N— o~
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def S.m_n_norm(m,n,x,c2):
v=[]
for i in x:
v.append(S_m_n_uni_normalizada (m,n,i,c2))
return v

El siguiente médulo es para calcular las funciones prolatas radiales. La primera equivale a la
normalizacién de las funciones, la segunda es para obtener la funcién con un sélo valor de &, y la
tercera es para varios o cuando se tienen arreglos de valores:

def radial_divisor (m,n,c2):
a = 0.
max_term=30
if (n—m) %2 = O0:
M = Mat_par(m,c2,max_term)
e_val_A Je_vec_A = eig (M)
coef= e_vec_A .transpose ()[(n—-m) /2]
for i in range(max_term):
a += coef[i]*x(factorial (2«m + 2xi)/factorial (2x1i))
else:
M = Mat_impar (m, c2 , max_term)
e_val_A je_vec_A = eig(M)
coef= e_vec_A .transpose ()[(n—1-m) /2]
for i in range(max_term):
a += coef[i]x(factorial (2s«m + 2xi1 +1)/factorial (2xi+1))
return a

def Rom_n_uni(m,n,x,c2):
Rmn = 0.
max-term=30
a = radial_divisor (m,n,c2)
b =((xx%2 +1)/(x*%2))*%(m/2)
c=0
if (n—m) %2 = O0:
M = Mat_par (m, c2 , max_term)
e_val_A je_vec_A = eig(M)
coef= e_vec_A .transpose ()[(n-m)/2]
r= sph_jn (2xmax_term + m,(sqrt(c2))*x)[0]
for i in range(max_term):
f=(1j)**(2%i+mn)
d= r[2*i +Hm]
Rmn += coef[i]*d*fx(factorial (2«xm + 2xi)/factorial (2x1))
else:
M = Mat_impar (m, c2 , max_term)
e-val_A je_vec_A = eig (M)
coef= e_vec_A .transpose ()[(n—1-m) /2]
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r= sph_jn(2xmax_term + m +1,(sqrt(c2))xx)[0]
for i in range(max_term):
f=(1])**(2%i+1+mn)
d= r[2*xi+1]
Rmn += coef[i]*d*fx(factorial (2«xm+2xi+1)/factorial (2xi+1))
return Rmnxb/a

def Rom_n_pro(m,n,x,c2):
Rmn = zeros (len(x))
for i in xrange(len(x)):
Rmn|[i] = Rom_n_uni(m,n,x[i],c2).real
return Rmn

A.2. Funciones para las funciones elipsoidales oblatas

Lo tnico que se realizé para las funciones oblatas es obtener las matrices para las relaciones de
recurrencia, y mostrar que el cambio de variable funciona correctamente:

def alfa_n2(m,c2,n):
alfa = ((2.sm+ n + 2.)%(2.sm + n + 1.)%c2)/((2.xm + 2.%n + 3.)x
(2.«xm + 2.%n + 5.))
return alfa

def beta_n2(m,c2,n):
beta = —( 2.x(mn)*(mn+1) — 2.xmkm — 1.)/((2.%m + 2.xn —1.)x
(2.#m 4+ 2.%xn + 3.))
beta = betaxc2
beta = beta + (mdn)*(mn+1.)
return beta

def gamma n2(m,c2,n):
gamma = (nx(n—1)xc2)/((2.sm + 2.%n — 1.)*(2.sm + 2.%xn — 3.))
return gamma

def Mat_par2(m,c2,n):

M = zeros ((n,n)
for i in xrange(n):

M[i,i] = beta_n2(m,c2,2x%1i)
for i in xrange(n—1):

M[i,i+1] = alfa_n2(m,c2,2x1)
for i in xrange(l,n):

M[i,i—1] = gamma n2(m,c2,2%1)
return M

def Mat_impar2(m,c2,n):
M = zeros ((n,n))
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for i in xrange(n):

M[i,i] = beta_n2(m,c2,2xi + 1)
for i in xrange(n—1):

M[i,i+1] = alfa_.n2(m,c2,2xi + 1)
for i in xrange(1l,n):

M[i,i—1] = gamman2(m,c2,2xi + 1)
return M
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Apéndice

Funciones para calcular los modos normales inhomogéneos

B.1. Cuerda inhomogenea

Las primeras funcién son para conocer el valor de la Ec. (4.10), si el valor de k = kg es 0 quiere
decir que se cumple la condicién para un modo normal de vibracién en la cuerda inhomogenea. Las
parametros de los que depende dicha relacién son el cociente v = Z—? y x que es el punto de la
inhomogeneidad:

def cuerd_matriz_uni(k,v,x):
a= array ([sin (kxx),kxcos (k*x)])

T= array ([[ —k*vksin (kxvsx),—cos (kxvxx)],[ —kkxvxcos (kxvsx),sin (kxvxx)]])
b= array ([sin (kxv), cos(kxv)])

c=dot (T, a)

s=dot (b, c)

return s

def cuerd_-matriz_multi(k,v,x):
s =]
for i in k:
s.append (cuerd matriz_uni(i,v,x))
return s

Las siguientes funciones se crearon con el fin de calcular la forma en que la cuerda se movera en el
punto x, vy aqui la discontinuidad se encuentra en el punto d:

def vect_cuerda(k,v,x):

a= array ([sin (kxx) ,kxcos(k*x)])

T= array ([[ —kxvxsin (kxv*x),—cos (kxvsx)],[ —k*xvkcos (kxvsx),sin (kxvx)]])
c=dot (T, a)

return c

def fun_cuerda_uni(x,k,v,d):
T=vect_cuerda (k,v,d)
a=[sin (k*xvxx), cos (kxvsx)]

47



APENDICE B. FUNCIONES PARA CALCULAR LOS MODOS NORMALES INHOMOGENEOS

res=0
if x<=d:

res=ks*vksin (kxx)
else:

res=dot (T, a)
return res

Y la siguiente funcién es para saber cémo se mueve la cuerda:

def fun_cuerda(x,k,v,d):
y=[]
for i in range(len(x)):
y.append (fun_cuerda_uni(x[i],k,v,d))
return y

B.2. Funciones para la esfera

Se empieza definiendo la manera en que se utilizan los polinomios de Legendre y su derivada:
def pol_up (m,n,x):

return lpmv(m,n,x)

def pol_.down (m,n,x):
return lpmv(m,n,—x)

def d_pol(m,n,x0,tipo_-de_pol):
return derivative (lambda x: tipo_de_pol(m, n, x), x0, dx=le—_8)

En la siguiente funcién se calcula el valor de \g necesaria para que la matriz de transferencia se
pueda utilizar:

def esfera_valor_lambda (m,lam_2 , frontera ,v):

coef = lam 2% (lam_241)xvxv

lam_1 = (—1. + sqrt(1+4*coef) )/2.

a=[ —d_pol(m, lam_2, frontera ,pol.down) , pol.down(m, lam_ 2, frontera )]
b=[ pol_.up(m, lam_1, frontera) , d_pol(m, lam_1, frontera ,pol_up)]

res= dot(a, b)

return res

def esfera_valor_lam_mul(m,lam_2 x,v):
s=|]
for i in lam_2:
s.append (esfera_valor_lambda (m,i,x,v))
return s

Las siguientes funciones son para saber como vibrard la membrana conociendo el valor de Ag:

def fun_esl (m,nl,n2,frontera,val_escalon ,x):
if x>=frontera:
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def

def

def

res=pol_up (m,nl,x)*xval_escalon
else:

res=pol_down (m,n2,x)
return res

fun_es2 (m,nl,n2, frontera ,val_escalon ,x):
if x>=frontera:
res=pol_up (m,nl,x)*xval_escalon
else:
res=pol_down (m,n2,x)
return res

fun_esfera (m,n2, frontera ,v,x):
y=ll

coef = n2%(n2+1)xvx*v

nl= (—1. + sqrt(l+4xcoef) )/2.
entero=ceil (n2) —m

d=abs (pol_down (m,n2, frontera)/pol_up (m,nl, frontera))

if (entero)%2 = 0:

for i in range(len(x)):

y.append (fun_es2 (m,nl,n2, frontera ,d,x[i]))

else:
for i in range(len(x)):

y.append (fun_esl (m,nl,n2, frontera ,d,x[i]))

return y

fun_esfera2 (m,n2, frontera ,v,x):
y=Il

coef = n2x(n2+41)xvxv

nl= (—1. + sqrt(l+4xcoef) )/2.
entero=ceil (n2) —m

d=abs (pol_down (m,n2, frontera)/pol_up (m,nl, frontera))

if (entero)%2 = 0:
for i in range(len(x)):

y.append (fun_esl (m,nl,n2, frontera ,d,x[i]))

else:
for i in range(len(x)):

y.append (fun_es2 (m,nl,n2, frontera ,d,x[i]))

return y
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