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0. Introduccion.

Las dlgebras de conglomerado fueron definidas en el 2002 por Fomin y Zelevinsky en [7] motivados
por las bases canodnicas en la teoria de Lie. En la actualidad las algebras de conglomerado se relacio-
nan con distintas dreas de las matemaéticas como son: la geometria algebraica, las representaciones

de dlgebras, la teoria de Teichmiiller entre otras mas.

Por definicién el algebra de conglomerado /g asociado a una matriz B anti-simetrizable con
coeficientes enteros es una sub-algebra de un campo de funciones racionales. Dicha sub-algebra
esta generada recursivamente por ciertos conjuntos llamados conglomerados. Empezando con la
matriz B y un conjunto inicial llamado semilla se obtienen otra semilla mediante la mutacién de

la semilla inicial. A lo largo de esta tesis B serd una matriz anti-simétrica.

El conjunto de matrices anti-simetricas con entradas en los enteros se corresponden biyectivamente
con el conjunto de carcajes 2-aciclicos. Denotamos por &g := /g si la matriz B se corresponde

con el carcaj Q.

Una conexién importante ( para esta tesis ) de las dlgebras de conglomerado se da con las repre-
sentaciones de &lgebras en el trabajo de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky [3] el cual se
desarrollé para demostrar muchas conjeturas de naturaleza combinatoria. Esté trabajo es acerca
de carcajes con potencial (@, S) y las representaciones del dlgebra Jacobiana £(Q,S), donde S
denota un potencial no degenerado de un carcaj 2-aciclico Q y Z(Q, S) es por definicién el cociente
del dlgebra completa de caminos de Q médulo la cerradura del ideal generado por las derivadas

ciclicas de S.

Recordamos que un potencial ( [3, Definicién 3.1]) en @ es un elemento de R{(Q)) (véase [3,
Definicién 2.2] 6 Definicién 1.14 de esta tesis) en el que todos sus términos son ciclos de longitud
positiva. Al conjunto de todos los potenciales en @ lo denotamos por R({(Q))cyc €l cual es un

subespacio cerrado de R{(Q)).

Para cada flecha a en Q1 y cada ciclo a;...aq en @ definimos la derivada ciclica como sigue;

d
8a(a1...ad): E 5a7aiai+1...ada1...ai,1,

i=1
(donde 6q,4, €s la delta de Kronecker) se extiende linealmente y continuamente para obtener un

morfismo 9, : R{{Q))cye = R{(Q))([3, Definicién 3.1]).

Otra conexién importante (para esta tesis) es el trabajo de S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston



[6] acerca de superficies de Riemann con puntos marcados. En este trabajo se definié el dlgebra de
conglomerado /(s rs) que proviene de las triangulaciones etiquetadas de una superficie con puntos
marcados (X, M). Ademas se demostré que existe una biyeccién entre los conglomerados de /(s )

y las triangulaciones etiquetadas de superficies (X, M).

Consideramos una triagulacién ideal 7 sin tridngulos doblados de una superficie con puntos marca-
dos (X, M), combinando los trabajos de H. Derksen, J. Weyman, A. Zelevinsky [3] y S. Fomin, M.
Shapiro, D. Thurston [6] Labardini-Fragoso definié un potencial no degenerado S(7) para Q(7). Si-
guiendo [6] y [11] se define el carcaj con potencial (Q(7), S(7)) asociado a 7 como la parte reducida

de (@(T), §(7)), donde Q(7) y S(7) se definen como sigue:

Los vértices de Q(7) son los arcos de 7, ahora si i y j son vértices de un tridngulo A de 7 entonces
existe una flecha o : © — j en @(7) si al ordenar los lados del tridngulo A en el sentido de las
manecillas del reloj, el arco j le sigue al arco i. Por otro lado el potencial §(T) se define como

la suma ZgA, donde S2 es el tridngulo en @(7) orientado en el sentido de las manecillas del

A
reloj. En la seccién cinco del capitulo 1 (de esta tesis) recordaremos la definicién mas general del

potencial no degenerado S(7) dada por Labardini-Fragoso para cualquier triangulacién etiquetada

de (2, M).

Para una superficie 3 sin puntos marcados en el interior y una triangulacién ideal 7 de X, se
define la representacion de un arco i (que no pertenece a la triangulacién 7) de la manera natural
siguiendo las ideas de Assem-Briistle-Charbonneau-Plamodon [1] y Caldero-Chapoton-Schiffler [2].
Es decir, el espacio vectorial asociado a un vértice j es K447 donde A(i, j) es el niimero de puntos
de interseccién del arco i con el arco j. Las transformaciones lineales asociadas a las flechas de Q(7)

se definen siguiendo el arco i a través de la triangulacién 7, como se muestra en la Figura 1.

(a) Triangulacién. (b) Carcayj.
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Representaciéon del arco <.

(¢) Arco i.
Figura 1: Representacién de arco para una superficie X2 sin puntos marcados en el interior.

ahora sea (X, M) una superficie con puntos marcados en el interior, 7 una triangulacién ideal (es
decir, una triangulacién sin etiquetas) de (X, M) sin tridngulos doblados, ¢ un arco (sin etiquetas)
que no pertenece a la triangulacién 7y (Q(7),S(7)) el carcaj con potencial asociado a la trian-
gulacién 7. En este caso es facil observar que las pinchaduras causan el siguiente problema. Si se
define de la manera natural la representacién de ¢ denotada por m(7,) entonces m(7,¢) no cumple

las relaciones Jacobianas de (Q(7), S(7)). Véase la Figura 2.
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(a) Triangulacién. (b) Carcayj.
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(¢) Arco . (d) Representacién de cuerda m(r, ).

Figura 2: (X, M) superficie con puntos marcados.



A(S(1))a, = —agaga; +11fB2=1-1-14+[ 1] [(j =—-140=-1#0.

Dado que la representacién m(r, i) no satisface las relaciones Jacobianas, Labardini-Fragoso defini6
en [10] las curvas de desviacién (denotada por d(Aal’aQ)) y las matrices de desviacién (denotada por
DiA;)7 donde « es una flecha de Q(7) tal que t(«) = j. Para definir la representacién de arco
M (7,4) se modifican las transformaciones lineales de la representacién m(r, i) usando las matrices

de desviacién. La representacién de arco M (7, 1) satisface las relaciones Jacobianas. Véase la Figura

3.
0 0,
0
0 0
0 0
‘ 1
1 1
1 0 KQ(T
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0

0 0
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0 >0

(b) Representacién de arco M(r,1).

s e A
(a) 1-Desviacién d(al’az).

Figura 3: (X, M) superficie con puntos marcados.

La matriz asociada a la desviacién d(AC‘L Laz) € Df‘t( 42) = [1 ﬂ y el resto de matrices de desviacién

para los arcos de 7 son la identidad. Se modifica la transformacién lineal asociada a la flecha o

como sigue:

M(7,i)s, = D2 sym(ri)s, = [ | [2] =[]

A continuacién calculamos 9(S(7))q, en M (7,4) para verificar que se cumplen las derivadas ciclicas.
A(S(7))ay = 30201 + 7182 =1-1-1+ 0 1] (L ‘j H) — 14+1=0.

La motivacion de esta tesis es extender la definicién de representacién de arco de Labardini-Fragoso
a un contexto de triangulaciones etiquetadas. Los conceptos que se utilizaran a lo largo de esta tesis

los vamos a definir en una triangulacién 7 con signatura (véase [11, Definicién 3.9] o Definicién 1.19



de esta tesis) no negativa de una superficie con puntos marcados (X, M), posteriormente se gene-
ralizaran a cualquier triangulacién etiquetada. Cabe mencionar que la definicién de representacién
de arco (etiquetado) se dedujo a partir de la representacion de arco definida por Labardini-Fragoso

mediante el proceso de mutacién de representaciones.

El primer capitulo esta dividido en cinco secciones, en la primera seccién recordamos algunas
definiciones bésicas como; carcaj, caminos en un carcaj y la mutaciéon de un carcaj en un vértice.
En la segunda seccién recordamos algunos conceptos y resultados de S. Fomin, M. Shapiro y
D. Thurston (que aparecen en [6]) acerca de triangulaciones de superficies con puntos marcados.
Ademsés recordamos un resultado de L. Mosher [13] que relaciona cualesquiera dos triangulaciones

ideales de superficies con puntos marcados mediante flips.

En la tercera seccién del primer capitulo recordamos conceptos como son; el dlgebra de caminos
de un carcaj, la completacién del dlgebra de caminos y el dlgebra Jacobiana. Ademads recordamos
conceptos y resultados de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky (que aparecen en [3]) acerca
de carcajes con potencial. En la cuarta seccén recordamos el potencial (S(7)) para triangulaciones
ideales, definido por Labardini-Fragoso (que aparecen en [9]). Por tltimo en la quinta seccién
recordamos algunos conceptos de S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston (que aparecen en [6]) acerca
de triangulaciones etiquetadas de superficies con puntos marcados. Ademads recordamos el potencial
S(7) para triangulaciones etiquetadas de superficies con puntos marcados, definido por Labardini-

Fragoso (que aparecen en [11]).

En el segundo capitulo recordamos algunas nociones y resultados de H. Derksen, J. Weyman y A.
Zelevinsky (que aparecen en [3]) sobre representaciones de carcajes con potencial.
El tercer capitulo inicia con la siguiente definicién:

Definicién 0.1. Sean 7 una triangulacién etiquetada de (3, M) con signatura no negativa y A un

tridangulo no doblado en 7°. Decimos que A es un tridngulo de;
a) Tipo 1 si ningtn lado de A es lado de un tridngulo doblado.
b) Tipo 2 si A comparte sélo un lado con un tridngulo doblado A’.

¢) Tipo 3 si A comparte dos lados con tridngulos doblados distintos A" y A”.



Figura 4: Triangulos de tipo 1,2 y 3.

Ahora vamos a dibujar el carcaj @(TO) en la superficie (X, M). Dado que cualquier triangulacién
de (X, M) se puede obtener pegando las piezas de la Figura 5 ( véase [6, Seccién 4.2]) , es suficiente

observar como se dibuja Q(7°) en cada una de dichas piezas.

Figura 5: Dibujo de Q(7°) sobre (3, M).

Dado un tridngulo A de tipo 2 6 3 en 7 vamos a asignar una etiqueta (asociada al tridngulo A) en



el conjunto {l1,1ls,13} a los arcos de 7.

a) Sea A un tridngulo de tipo 2. Denotamos por m al tnico lado de A que es lado no doblado

del tinico tridngulo doblado A’ que comparte a m como uno de sus lados.

Asignamos la etiqueta I3 a m en A y recorriendo los lados de A en el sentido de las manecillas

del reloj, asignamos la etiqueta lo y I3 en A al segundo y tercer lado respectivamente.

Figura 6: Etiquetas de los lados de un tridngulo de tipo 2.

b) Sea A un tridngulo de tipo 3.

Asignamos la etiqueta [; en A al inico lado de A que no es lado de ningin triangulo doblado.
Recorriendo los lados de A en el sentido de las manecillas del reloj, asociamos la etiqueta [y

y I3 en A al segundo y tercer lado respectivamente.

Figura 7: Etiquetas de los lados de un tridngulo de tipo 3.

Usando la Definicién 0.1, el carcaj dibujado sobre (X, M) y las etiquetas de los tridngulos de tipo
2 y 3. Para una curva v en ¥ con extremos en un arco j de 7°, se define el concepto de rodear un

pinchadura p. Este concepto nos serd muy tutil para definir las curvas de desviacién y las curvas



auxiliar. Con dichas curvas se definen las matrices de desviacion y las matrices auxiliares para

modificar la representacion de cuerda.

Primero se define el concepto de rodear a una pinchadura p para triangulaciones con signatura no
negativa y posteriormente se extiende la definicién a cualquier triangulacién etiquetada. Para la
definicién se consideran dos casos, el primer caso es cuando la signatura de p es 1 y el segundo
cuando la signatura de p es cero. En cada caso consideramos los sub-casos cuando j es lado de un
tridngulo doblado o no es lado de ningun triangulo doblado. En el caso que j sea el lado doblado
de un tridngulo doblado A’ cuyo lado no doblado es m, se considera los sub-casos cuando m es
lado de un tridngulo de tipo 2 6 3. Ahora si j no es lado de ningtin tridngulo doblado consideramos

los sub-casos cuando j es lado de un tridngulo de tipo 2 o 3.

En la Figura 8 se muestra una curva v que rodea a una pinchadura p con signatura 1. En inciso a)
se muestra el caso cuando el arco j es lado doblado de un tridngulo doblado A’ mientras que en el

inciso b) se muestra el caso cuando el arco j no es lado de ningtn tridngulo doblado.

=T . =T
q1 1+1 j q0 0

(a) j es lado doblado de un (b) j no es lado de ningtn tridngulo doblado.
tridngulo doblado A’.

Figura 8: Curva que rodea a una pinchadura p.

Notemos que en la definiciéon rodea una pinchadura p, para una curva 7 con extremos en un arco
j no se considera el caso cuando j es el lado no doblado de un tridngulo doblado. Esto es por el

concepto de curva desviacién el cual se va a definir en el capitulo cuatro.

10



Por otro lado a partir de un arco etiquetado 7 cuyos extremos son p y ¢, y que no pertenece a
la triangulacién 7°, se construye una curva etiquetada ¢’. Esta curva etiquetada i’ se utilizard
para definir representacién de cuerda m(7,7) de manera mas grafica. Se realiza la construccién
primero sobre una triangulacién etiquetada 7 con signatura no negativa y después se generaliza
para cualquier triangulacion etiquetada. Para la construccién de dicha curva ¢’ primero se construye

una curva 4o (sin etiquetas) y después se asignan etiquetas a los extremos de ig.

Si el arco etiquetado i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos entonces la curva ig coincide con
el arco i. Por otro lado si algin extremo de i tiene etiqueta X (digamos en el extremo p) y la
signatura de p no es cero entonces se modifica el arco i sélo cerca de la pinchadura p. Ahora la
curva ig tiene etiqueta X en un extremo (digamos p) sélo cuando el arco i tiene etiqueta X en p y

la signatura de p es cero.

Para construir ' se consideran los casos cuando p es igual a g o p es distinto de ¢q. En cada uno de
estos dos casos se consideran los sub-casos cuando la signatura en los extremos es 1 6 0. En cada
uno de los sub-casos se considera los sub-casos cuando los extremos de i’ tienen etiqueta ”plain”
0 ”X”. La curva i’ nos ayudara para que la definicién de representacién de cuerda (esta definicién

aparece al final de este capitulo) sea més grafica. En la Figura 9 muestra un ejemplo de la curva 4’.

(a) Arco etiquetado i.

11



(b) Curva derivada i’ del arco 4.

Figura 9: Curva derivada.

Ahora dado un arco j de 7° se define el concepto de punto de cruce de i’ con el arco j. Para esta
definicién se consideran los casos cuando el arco j es el lado de un tridngulo doblado A’ 0 7 no es
lado de ningtn tridngulo doblado. En el caso que j sea lado de un tridngulo doblado A’ se considera

los subcasos cuando la curva etiquetada i’ tiene etiqueta " plain”o ”X” en los extremos.

El capitulo tres finaliza con la definicién de la representacién de cuerda m(7,i) para un arco
etiquetado ¢ que no pertenece a 7. La representacién de cuerda es la primera aproximacion de la
representacién de arco requerida. Para definir los espacios vectoriales asociados a los vértices se
utiliza la cruva i’ y el concepto de punto de cruce. Por otro lado para definir la transformacién lineal
asociada a una flecha o : j — k de Q(7) se utilizan la curva ', el concepto rodear una pinchadura
y punto de cruce. Ademds para la definicién se consideran los casos cuando j 6 k (o ambos) son
lados de un tridangulo doblado o no lo son. Es fécil encontrar ejemplos de representaciones de cuerda

que no cumplan las relaciones Jacobianas, como se muestra en la Figura 10.

(a) Triangulacién y arco etiquetado .

12
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(¢) Curva derivada ¢’ del arco i.




(d) Representacién m(t,1)

Figura 10: Representacién m(r,1).

3(5(7’))al = —Qg--- Q2 + agliy = — [1 0o o 0]

o o o =~
= = o O

—1+0=—1#0.

Siguiendo las ideas de Labardini-Fragoso vamos a definir en el capitulo cuatro objetos andlogos a
los definidos por su trabajo. Iniciamos definiendo de ciertos conjuntos %Z-A,j’l cuyos elementos son de
la forma (qo,q1,71,7r2,71,p) 0 de la forma (qo, g1, g2, 71,72, 73,71, p). En ambos casos ¢o y g1 (estdn
en un arco j) son extremos de una curva v, dicha curva 7 es un segmento de la curva i, rg es el
s-ésimo punto de interseccién de 7y con los arcos de 7° y p es la pinchadura que es rodeada por
v. Para la definicién se consideran los casos cuando el arco j es el lado doblado de un tridngulo

doblado o el arco j no es lado de ningun triangulo doblado.

Después con la ayuda de los conjuntos %’f‘j’l se dibujan las 1-desviaciones de tipo 1 y de tipo 2,
ademas se dibujan las curvas l-auxiliares. Estas curvas nos ayudaran a definir (de manera recursiva)
los conjutos %’fj” y posteriormente las n-desviaciones de tipo 1 y 2, y las curvas n-auxiliares. Las
n-desviaciones y n-auxiliares nos serdn utliles para definir las matrices de desviacién y las matrices

auxiliares.
Con las matrices de desviacién y matrices auxiliares modificaremos la representacién de cuerda

para definir la representacién de arco requerida. En el inciso a) de la Figura 11 se muestra una

1-desviacién de tipo 1(curva café). En el inciso ¢) de la Figura 11 se muestra una l-desviacién

14



de tipo 2 (curva café) y una curva l-auxiliar (curva azul). En a) de la Figura 12 se muestra una
2-desviacién (curva café) y una 2-auxiliar (curva azul) mientras que en el inciso b) de la Figura 12

. A2
se muestran conjuntos %; P

2" ={(as, a2, h,5,b,p)}

(a) 1-desviacién de tipo 1.

as

A

Qy Qg

(675 (65)
B g g B
B3 i / \ ' Bs
B

(b) Triangulacién y carcaj.

15



C1

o\
r1 g [P\ (a\a2)

a2
] C2

T2 ALA

(ay,a2)
(e

T3 D

A
{@mzl = {(al,ag,CQ,ﬁ,7’2,7’3777727)}

(c) 1-desviacién de tipo 1.

Figura 11: Curvas 1-desviacién, l-auxiliar y conjunto %iAj’l.

1 _ gA11 1 _ gA1,2 2 _ gA2,1 2 _ gA2,2 _ gA21 _ gA2,2
dy = d(§57g4) dy = d(g5193) di = d(bhbz) dy = d(blvbs) €= d(b17b2) €2 = d(bhba)

(a) Curvas 2-desviacién, 2-auxiliar.



Aq,
‘%i,jlll = {(95ag47a701>y1ap)}

Ay,
'@i,jllz = {(95,93,61,0, y27p)}

Aol
%i,jz = {(blab27d27a’a957’r17627p)}

Ag,2
*@i,jg - {(bla b3a d37 a,g4,72, C3vp)}
(b) Conjuntos %fjl’l y e%’fjlg.

. L - . A2
Figura 12: Curvas 2-desviacion, 2-auxiliar y conjunto ;"

Para un arco j se define una matriz de desviacién y una matriz auxiliar para cada flecha o : k — j.
Para esta definicién se consideran los casos cuando el arco j es lado de un tridngulo doblado o j no es
lado de ningtin tridngulo doblado. En caso que j sea lado de un tridngulo doblado A’ consideramos

los sub-casos cuando j es el lado doblado de A’ o j es el lado no doblado de A'.

Si el arco j no es lado de ningun tridangulo doblado entonces j es lado de exactamente dos triangulos
no doblados Ay y As. Se consideran los casos cuando A; o Ay son tridngulos de tipo 1,2 6 3. En
cada uno de los casos se consideran los sub-casos cuando al arco j se le asignan 2,3 o 4 matrices

de desviacién y auxiliar.

El capitulo cuatro termina con la definicién de representacién de arco M(7,i). Para definir la
representaciéon M (7,7) nos basamos en la representacién de cuerda m(7,i) y usamos las matrices
de desviacién y auxiliar para modificar las transformaciones lineales. Sea j un arco, definimos el
espacio vectorial asociado a j teniendo en cuenta los casos cuando la curva etiquetada i’ tiene
algin(o ambos) extremo en el interior relativo del arco j o ningin extremo de i’ esta en el interior

relativo del arco j.

Sea « : j — k una flecha de Q(7°), con la ayuda de las matrices de desviacién y las matrices
auxiliares se define la matriz M (7, ), basados en la transformacién m(r,4),. Se consideran los casos
cuando algtin(o ambos) extremo(s) de 7’ es punto marcado o no lo es. En el caso cuando ambos
extremos de i’ sean puntos marcados se consideran los sub-casos cuando la flecha « (dibujada
sobre Y) interseca a exactamente un arco de 7° o tiene interseccién vacia con 7° o interseca a

exactamente dos arcos de 7°.
Denotemos por m(7,i)" a la matriz que resulta al reemplazar las entradas con signo negativo en

m(7,4) por cero. Andlogamente denotamos por m(7,7)” a la matriz que resulta al reemplazar las

entradas con signo positivo en m(7,) por cero. Notemos que m(7,1)q = m(7,4)E +m(7,4); . Si los
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extremos de la curva i’ son puntos marcados se define M(7,%), como sigue:

= Si la flecha a (dibujada sobre ) no interseca a ningin arco de 7° o interseca a exactamente
dos arcos de 7° entonces M(7,i)q := E2" DA m(7,i)q si m(r,i)t = 0 0 m(r,i)~ = 0. Por
) [ i,j i7j ] «@ ) - 9 - .

otro lado si m(7,4)" # 0 # m(7,4)~ entonces M(7,i), := EfjaDiAjm(T, )t +m(r,i),.

= Sila flecha a (dibujada sobre ¥) interseca a exactamente un arco de 7° entonces M(7,1)q =
AS A . . N N . . o
EZ D m(1,1)q si m(7,4)" = 0 o m(7,4)~ = 0. Por otro lado si m(7,i)* # 0 # m(r,i)

entonces M (7,1)qy := Egja Dglm(r, DL +m(r, i),

Por otro lado si algin extremo de i’ no es punto marcado (es decir, dicho exrtemo esta en el
interior relativo de un arco j) se consideran los sub-casos cuando j es el lado doblado de un
triangulo doblado o el arco j no es lado de ningtn tridangulo doblado. En cada uno de los sub-casos
se toma en cuenta cudntos arcos de 7° son intersecados por la flecha « dibujada sobre Y. Este

numero puede ser 0,1 6 2.

Figura 13: intersecién de las flechas de Q(7) con los arcos de .

En la Figura 13 la flecha « interseca a exactamente un arco de 7°, la flecha [ interseca a exactamente

dos arcos de 7° y la flecha v no interseca a ningin arco de 7°.

=R e

En el inciso a) de la Figura 11 la matriz asociada a la desviacién al(A(13 az) €S DiA]?1 =

o o o ~
©c o~ o
= o o o

0
el resto de matrices de desviacion para los arcos de 7° son la identidad al igual que las matrices

auxiliares. En este caso se modifica la transformacién lineal asociada a la flecha ay como sigue:

1 0 0 0
M(7,1)q, = WEflefjlm(T,i)a2 = lo 1o 0]

o o o =
o o r o
o ~» o o
= o o o
o o o w
o o~ o
R
= o o o
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A continuacién calculamos 9(S(7))q, en M (7,4) para verificar que se cumplen las derivadas ciclicas.

AS(T))ay =
1 0 o o] [t o 1 o] o
1 1 0 o0 o0
—e a+aa——[100]01 1[001] 1o of |OF 0 oo oo e
g 2T agtz = o o 1 of o o 1 of [1
0 0o o 1
o o o 1f ]Jo o o 1 [1
1 0 o o] [t o 1 o] [o
0o o o
o 1 o of [o 1 1 of |o
[100] 10 0 =—-1+1=0.
o o 1 of [0 o 1 o [2
0o o 1
o o o 1| [o o o 1| |1

En el inciso ¢) de la Figura 11 la matriz asociada a la desviacién d2 es DM =1 ° y la
(a1,a2) %, 101

1 1 0

. A . . . .
matriz E; ;" = [+ o o] el resto de matrices de desviacién y matrices auxiliares para los arcos de
;
0 0 1

7o son la identidad. En este caso se modifican las transformaciones lineales asociadas a las flechas

as y 0 como sigue:

[
(=]
(=}

A1 AT 11 of |1 o of [1 o 11
M(’T,Z)5 = El,J’ Di,j m(T, ’L)al = o 1 of [o 1| =11 o
o o 1| |o o 1| ]o o 0o o

A continuacién calculamos 9(S(7))s, v 9(S(7)), en M(r,i) para verificar que se cumplen las

derivadas ciclicas.

e | S (R IR IR

(B S IGEe

0(S(71))y = 10 = 0 ya que la flecha 8; actda como cero en M (7,1).

1
1
1

1
+

= o

+

1
0
0

=3

El quinto capitulo inicia con una proposicién que afirma que si & es un punto de cruce de i’ con
un arco j y « no es punto inicial de ninguna desviacién entonces © € W, := {z € M(r,1)|Jz = 0}
siendo J el ideal Jacobiano: Este resultado nos va a facilitar la prueba del teorema principal de
esta tesis ya que con esta proposicion basta enfocarse en los puntos iniciales de alguna desviacién.
Para la demostracién se consideran los casos cuando el arco j es lado de un tridngulo doblado o el
arco j no es lado de ningun tridangulo doblado. Cuando el arco j es lado de un triangulo doblado

se consideran los sub-casos cuando j es el lado doblado o j es el lado no doblado.
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Después se enuncia y demuestra el teorema principal de este trabajo para superficies (X, M) con
puntos marcados y con frontera no vacia. Dicho teorema consiste en que la representacién de arco
M (7, 1) satisface las relaciones Jacobianas y M (7, ) es nilpotente. Para la demostracién se considera
una triangulacién etiquetada de (X, M) y un orden (ji, ..., J,) de los arcos de 7° con la siguiente

propiedad:

Si Al ..., A® son todos los tridngulos de tipo 2 en 7° entonces jj, = I} para h € {1, ..., s}, donde I}

es el lado de A" con etiqueta I; en A*.

Después definimos representaciones My, ..., M, con las siguientes dos propiedades:

- MO = m(Tvi) y M, = M(Tvl)

= dim V{fl L = n;, donde n;, es el ndmero de puntos iniciales de desviacién en el arco j; y

Wi = {x € M;|Jx = 0} siendo J el ideal Jacobiano.

Por la forma de definir las representaciones M,...,M, se verifica facilmente la primera condicién.
Para demostrar la segunda condicién se demuestra que W; C W4, para demostrar que W; C W14
se consideran los casos cuando el arco j;y1 es el lado de un tridngulo doblado o no lo es. En el
caso que j;+1 es el lado de un tridngulo doblado se consideran los sub-casos cuando j;4+1 es el lado
doblado o es el lado no doblado. Una vez que se demuestra que W; C W, se deduce que W, = M,

y por lo tanto la representacion satisface las relaciones Jacobianas.

Notemos que ninguna construccién o definicién en los capitulos anteriores depende de si la frontera
de ¥ es vacia o no lo es. Esta hipotesis se usa solamente para demostrar que la representacién
M(7,i) es nilpotente. Esto se sigue de dos teoremas, el primero es de Labardini-Fragoso y G.
Cerulli [11] que afirma que el radical del ideal Jacobiano es admisible. El segundo es de I. Assem,
D. Simson y A. Skowronski [16] y afirma que el radical del dlgebra de caminos de un carcaj 2-
aciclico @ moédulo un ideal admisible I es igual al ideal generado por las flechas de @ médulo el

ideal 1.

Terminamos con el quinto capitulo conjeturando que mutacién en representaciones de arco es
compatible con la mutacion de representaciones de carcajes con potencial. Mas precisamente para
triangulaciones etiquetadas 7 y o de una superficie con puntos marcados (X, M) tal que o se obtiene
haciendo el flip en el arco j de 7, las representaciones p;(M(r,1)) y M(7,i) del dlgebra Jacobiana

P(Q(71),S(7)) son equivalentes derechas.
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Este resultado se vuelve muy complicado de verifica por la cantidad de casos y sub-casos que se
deben de considerar, ya que son catorce las configuraciones diferentes en las que se dibujan al menos
una l-desviacion. Ademaés en tres de esas catorce configuraciones se consideran n-desviaciones. Es

posible que se necesite desarrollar un software para poder verificar este resultado.

Para finalizar cabe mencionar que nos interesan las representaciones de arco por lo siguiente:

= Una vez establecida la compatibilidad con mutaciones y usando los resultados de [14, Seccién
13], se pueden calcular de forma combinatoria las caracteristicas de Euler de las Grassman-

nianas de carcaj de M(7,1), atin siendo tan complicada la definicién.

= Adun cuando las dlgebras Jacobianas que provienen de superficies son mansas, es muy compli-
cado escribir explicitamente esta clase de representaciones con E-invariante igual a 0 y —1.

Ademi4s se puede especular sobre las deméds representaciones.
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1. Antecedentes de Triangulaciones de Superficies y Carca-

jes con Potencial.

1.1. Carcaj.

Un carcaj es una gréfica dirigida, es decir, es un cuadruple Q = (Qo,Q1,Ss,t), donde Qq es el
conjunto de vértices de ), @1 es el conjunto de flechas y s,t : Q1 —> Qo son funciones definidas
como sigue;

Dada una flecha a : i — j en @ definimos s(«) := i y t(«) := j. Un carcaj no tiene lazos si no
existen flechas v : © — j en @ con la propiedad que ¢ = j. Siempre vamos a considerar carcajes )
sin lazos y cuyo conjuntos de vertices y flechas sean finitos.

Un camino de longitud d>0 es una sucesion agaq_1---aga; que cumple t(aj) = s(ajH) para
j=1,..,d—1, un camino aqaq_1 - - - aza; de longitud d>0 es un d-ciclo si t(aq) = s(ay). Decimos
que un carcaj @) es 2-aciclico si en ) no hay 2-ciclos.

La composicién de caminos en @ estd definida como la composicién de funciones, es decir, si
a=agag_1--a2a1 y bgbg_1 - -baby son dos caminos tal que t(bg) = s(ay), entonces el camino ab
es la concatenacién de ambos caminos, es decir, ab = agrag_1 - - - aga1bgbg_1 - - - baby.

2 agr—1 agr

b1 bd—l bd al a2
e —H 0 — 0 -0 —> 0 — 0 — 0 — 00— 0 —> 0

Para cada vértice i € Qq, un i-gancho en ) es un camino ab de longitud 2 tal que ¢(b) =i = s(a).

Figura 14: i-gancho

Definicién 1.1. Dado un carcaj @) y un vértice ¢ de @ en el que no hay 2-ciclos incidentes,
definimos la mutacidn de Q en direccién i como el carcaj p;(Q) cuyo conjunto de vértices es Qg y

que resulta de aplicar los siguientes tres pasos.

Paso 1. Para cada i-gancho ab introducimos una nueva flecha [ab] : s(b) — t(a).

Paso 2. Reemplazamos cada flecha a : i — t(a) de @ por una flecha a* : t(a) — i y cada flecha

b:s(b) — i por b* : i —» s(b).
Paso 3. Elegimos una coleccién maximal de 2-ciclos disjuntos y los borramos.

Al carcaj obtenido después de los primeros dos pasos lo llamaremos la Premutacion de @ en

direccién i, y se denotard por f1;(Q).
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Observacion 1.2.

1) La mutacién estd definida atin cuando el carcaj @ no sea 2-aciclico, pero si se requiere mutar

en cada vértice de () entonces es necesario que () sea 2-aciclico.

2) En el tercer paso de la Definacién 1.1 el proceso para borrar el conjunto maximal de 2-ciclos
no es canonico, sin embargo la mutacién p; es una involucién en las clases de isomorfia de

carcajes 2-aciclico, es decir, u?(Q) ~ Q para cada carcaj @Q 2-aciclico.

1.2. Triangulaciones ideales de Superficies y sus Flips.

Recordemos algunos conceptos de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky en [3] y de S. Fomin,

M. Shapiro, D. Thurston en [6].

Definicién 1.3. Una superficie con frontera y puntos marcados es un par (X, M), donde X es una
superficie de Riemman orientada, compacta, conexa y con frontera no vacia, M # ) es un conjunto
finito de puntos en ¥ llamados puntos marcados. Ademéas la interseccion de cada componente
conexa de la frontera de ¥ con M es no vacia. Llamaremos pinchaduras a los puntos marcados en

el interior de ¥ y denotaremos por P al conjunto de pinchaduras de (2, M).
Nota 1.4. Siempre supondremos que X no es:

1. Una esfera con menos de 5 pinchaduras.

2. Un monogono, digono, 6 un tridangulo sin pinchaduras.

3. Un monogono con una pinchadura.

Entenderemos por un monogono (respectivamente digono, tridngulo) como un disco con exacta-

mente un (dos, tres) punto(s) marcado(s) en la frontera.

Definicién 1.5. Definimos una curva v en (X, M) como una funcién continua ~ : [0,1] — X.

Usualmente denotaremos por I al intervalo [0, 1].

Sean 1 y v2 dos curvas en (X, M), decimos que ~y; es isotdpico a 7y, si existe una funcién continua

H : I x ¥ — ¥ que cumple las siguientes propiedades:
1) H(0,t) : ¥ — 3 es un homeomorfismo para todo ¢ € I,
2) H(0,x) = x para todo z € &,

3) H(1,m) = e,
4) H(t,m)=m paratodome M y t € I.

A la funcién H la llamaremos isotopia de ambiente.
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Definicién 1.6. Sea (3, M) una superficie con frontera y puntos marcados. Una curva v en X

(salvo isotopia) se dice que es un arco si cumple las siguientes cuatro condiciones;

1) Los puntos finales de « son puntos en M,
2) La curva v no se autointerseca, excepto posiblemente en sus extremos,
3) El interior relativo de la curva ~ es disjunto de M y de la frontera de X,

4) ~ no corta a un monogono sin pinchaduras 6 a un digono sin pinchaduras.

Llamaremos lazos a los arcos en ¥ cuyos extremos coinciden.

Proposicion 1.7. Dada cualquier coleccion de arcos compatibles por pares, siempre es posible
encontrar representantes en sus respectivas clases de isotopia de manera que el interior relativo de

dichos arcos no se intersecan entre si.
Para mas detalles de la prueba véase [6, Proposicién 2.5].

Definicién 1.8. Una triangulacion ideal T de (X, M) es cualquier coleccién maximal de arcos

compatibles dos a dos de manera que el interior relativo de dichos arcos no se intersecan entre si.

Si 7 es una tridngulacién ideal de (3, M) decimos que A es un tridngulo ideal en T si es la cerradura
de una componente conexa del complemento en ¥ de la union de los arcos de 7. Un tridngulo ideal
A se dice que es interior, si la intersecciéon de A con la frontera de X es vacia, 6 consta sélo de
puntos en M, en caso contrario decimos que A no es interior. Por iltimo A es un tridngulo doblado

si es de la siguiente forma;

Figura 15: Tridngulo doblado.

donde i es el lado doblado de A.

El nimero n de arcos en una triangulacién ideal de (X, M) estd determinado por el genero g de
>, el niamero b de componentes de la frontera de 3, el nimero p de pinchaduras y el nimero ¢
de puntos marcados en la frontera de X, de acuerdo a la férmula n = 6g + 3b + 3p + ¢ — 6, que

puede ser probada usando la definicién y las propiedades bésicas de la caracteristica de Euler. Por
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lo tanto n es un invariante de (3, M), llamado el rango de (X, M) (ya que coincide con el rango

del dlgebra de conglomerado asociada a (X, M).

Observacion 1.9. En la Nota 1.4 excluimos ciertas superficies con puntos marcados, la razon es
que en la esfera con menos de cinco pinchaduras existen triangulaciones en las que aparecen tridngu-
los doblados de una manera no muy agradable. Por otro lado excluimos a los monogonos, digonos
y tridngulos que se describen en 2) y 3) de la Nota 1.4 pues en estos casos no hay triangulaciones

6 existe s6lo una triangulacion.

Lo siguiente fue observado primeramente por Mosher [13].

Sea 7 una triangulacién ideal de (X, M), consideramos un arco ¢ € 7 que no es el lado doblado
de ningun tridngulo doblado, entonces existe un unico arco j tal que o = {7 — {i}} U {j} es una
triangulacién ideal. Al proceso de cambiar el arco i por el arco j se le conoce como flip en el arco i.
Una observacién importante es que no es posible hacer el flip en el arco i de la Figura 15. El caso

cuando i es el lado doblado lo veremos en la seccién 5 de este capitulo.

Proposicion 1.10. Cualquier par de triangulaciones ideales estan relacionadas por una sucesion

de flips.

La siguiente definicién es de Fomin-Shapiro-Thurston [6, Definicién 4.1].

Dada una triangulacién 7 asociamos una matriz antisimétrica B(7) de n x n cuyas filas y columnas
corresponden a los arcos de la triangulacion 7. Sea 7, : 7 — 7 una funcién que es la identidad en
los arcos que no son lados de ningun tridngulo doblado, por otro lado si ¢ y 7 son los tnicos dos
lados de un tridngulo doblado siendo i el lado doblado, entonces 7 (i) := j y 7 (j) := j. Para cada

tridngulo ideal no doblado A de 7 sea B = (bfj) la matrix n x n definida por:

1 Si - (i), m-(j) son lados de A y 7(j) le sigue a 7. () al recorrer
los lados de A en el sentido de las manecillas del reloj (definida por X).
bi; = -1 Si se cumple la afirmacién anterior, pero al recorrer los lados de A

en el sentido contrario de las manecillas del reloj.

0 En cualquier otro caso.

La matriz de adyacencia B(T) estd definida por:

B(r) =) B*,
AN

donde la suma corre sobre todos los tridngulos no doblados de 7.
La matriz B(7) nos define un carcaj de adyacencia Q(7), cuyos vértices son los arcos de 7, b; ;
son las flechas de ¢ a j siempre que b; ;>0. Dado que B(7) es antisimétrica tenemos que Q(7) es

2-aciclico.
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El siguiente resultado es una consecuencia directa de los conceptos anteriores y es de S. Fomin, M.

Shapiro, y D. Thurston, ver [6, Proposicién 4.8].

Proposicién 1.11. Sean 7 y o dos triangulaciones de (X, M). Si o se obtiene de T mediante el
flip en un arco i, entonces Q(c) = u;(Q(7)). Es decir, si T y o son dos triangulaciones ideales de
tal forma que estan relacionadas por el flip en el arco i, entonces los carcajes asociados a T y o

estan relacionados por la mutacion en el vértice 1.

Definicién 1.12. Si una pinchadura es incidente a exactamente dos arcos i; e iz (como se muestra
en la Figura 16 de una triangulacién ideal 7, entonces en Q(7) no hay flechas de i; a iy ni de io
a i1. Para i1 e is introducimos una flecha de i1 a io y una flecha de i3 a i1, al carcaj resultante lo

~

llamaremos Carcaj de adyacencia no reducido y lo denotamos por Q(7).

Figura 16: Triangulo doblado.

Es claro que para obtener Q(7) de Q(T) basta eliminar los 2-ciclos.

1.3. Carcajes con Potencial.

En esta seccién recordaremos algunas definiciones y resultados acerca de carcajes con potencial,
para mas detalles véase [3].

Dado un carcaj @ denotamos por R al K-espacio vectorial con base {¢;|i € Qp}, ahora R dotada
con la operacion e;e; = d;;¢; tiene estructura de K-algebra conmutativa y la llamaremos espacio
generado por los vértices de Q). A cada vértice e; lo pensaremos como un camino de longitud cero
en i. Analogamente definimos el espacio generado por las flechas de @ como el K-espacio vectorial
A con base el conjunto de flechas de Q). Notemos que A tiene estructura de R-bimodulo si definimos
€ia = 0;4(a)0 Y a€j = ady(q),; Para i € Qo y a € Q1. Para d > 0 denotamos por A? al K-espacio
vectorial con base todos los caminos de longitud d en @, este espacio también tiene estructura de
R-bimodulo. Notemos que para d = 0y d = 1 tenemos que A? coincide con R y A respectivamente.

A continuacion recordamos dos definiciones que son muy importantes para este trabajo.

Definicién 1.13. El dlgebra de caminos de un carcaj @ se define como:

R((Q)) = P4,
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donde A% es el espacio generado por los caminos en @ de longitud d.

Es ficil ver que para los espacios A" y A™ se cumple que A™ - A™ C A™™™ con la operacién
multiplicacién inducida por la concatenacién de caminos ([3, Definicién 2.2]). Esto se debe a que
si ¢ es un camino de longitud n y ¢’ es un camino de longitud m entonces c¢- ¢’ es 0 0 es un camino

de longitud m + n.

Definicién 1.14. El dlgebra completa de caminos de un carcaj @ se define como:

R((Q)) = [[A*
d=0

Es decir, los elementos de R{{Q)) son combinaciones K- lineales (posiblemente infinitas) de elemen-
tos en R(Q). La multiplicacién en R{{Q)) se define extendiendo de manera natural la multiplicacién

(concatenacién) de R(Q).

oo

Sien R{{Q)) = HAd consideramos la topologia m-adica cuyo sistema fundamental de vecindades
d=0
abiertas alrededor del cero estd dada por las potencias de m = m(A) = HAd (el ideal de R{{Q))

d>1
generado por las flechas) entonces R{Q) es denso en R{(Q)).
Observacion 1.15. Una propiedad muy importante de esta topologia es la siguiente.
Una sucesién (z,,)ncw de elementos en R{{Q)) converge si y sblo si para cada d > 0, la sucesién

d . , . d
(xgl ))ne]N se estabiliza cuando n — oo , en cuyo caso lim x, = E lim (¥ donde 2" denota la

componente de grado d de x,,.

Atn cuando la accién de R en R{{(Q)) (R{(Q)) no es central, dicha accién es compatible con la
multiplicacion de R{(Q)) en el sentido que si a y b son caminos en ) entonces e;(q)ab = aeyq)b =
abey ). Por consiguiente decimos que R{(Q)) (R(Q)) es una R-dlgebras. En consecuencia si ¢ es
un homomorfismo de K-dlgebras entre dlgebras de caminos (6 dlgebras completas de caminos),
decimos que ¢ es un homomorfismo de R-algebras si los carcajes subyacentes tienen el mismo
conjunto de vértices y ¢(r) = r para cada r € R. Es facil verificar que cada homomorfismo de
R-algebras entre algebras completas de caminos es continua.

Lo siguiente es una forma eficiente de definir homomorfismos entre dlgebras completa de caminos.
Cada par (¢!, »?) de homomorfismos de R-bimédulos ¢! : A — A’y p? : A — m(A’)? se extiende
de manera tnica a un homomorfismo de R-dlgebras ¢ : R{(Q)) — R{{(Q')) continua tal que
ola = (¢% ?). Ademds ¢ es un isomorfismo de R-algebras si y sélo si ¢! es un isomorfismo de
R-bimédulos.

Un potencial en A (6 @) es un elemento de R{(Q)) en el que todos sus términos son ciclos de
longitud positiva ( [3, Definicién 3.1]). Al conjunto de todos los potenciales en A lo denotamos por
R{(Q))eyc ¥ €s un subespacio vectorial cerrado de R((Q)). Dos potenciales S y S" en R{(Q))cyc

son ciclicamente equivalentes si S — S pertenece a la cerradura del subespacio vectorial de R{{Q))
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generado por todos los elementos de la forma a;...aq—as...aga1, donde a;...a4 es un ciclo de longitud
positiva([3, Definicién 3.2]).

Un carcaj con potencial es un par (A, S) (6 (Q,S5)), donde S es un potencial en A con la propie-
dad que dado dos términos distintos de S, dichos términos no son ciclicamente equivalentes ([3,
Definicién 3.2]).

Usaremos la notaciéon QP para abreviar carcaj con potencial. La suma directa de dos QPs con
potencial (A,S5) y (A4’,5") en el mismo conjunto de vértices es el QP (A,5) @ (4,5") = (A @
ALS+ 5.

Si(A,S)y (A,S") son dos QPs en el mismo conjunto de vértices, decimos que (A, S) es equivalente
derecho a (A’,S’) si existe una equivalencia derecha entre (4,5) y (A4’,5"). Es decir existe un
isomorfismo de R-dlgebras ¢ : R{({Q)) — R{(Q’)) y se cumple que ¢(.9) es ciclicamente equivalente
a S’([3, Definicién 4.2]).

Para cada flecha a en @1 y cada ciclo en @ definimos la derivada ciclica como sigue;

d

8a(a1...ad)= E 5a7aiai+1...ada1...ai_1,
i=1

(donde dg4,4, es la delta de Kronecker) y extendemos linealmente y continuamente para obtener un
morfismo 9, : R{(Q))eye = R{(Q))([3, Definicién 3.1]). Notemos que 9,(S) = 0,(S’) siempre que
los potenciales S y S’ sean ciclicamente equivalentes.

El ideal Jacobiano J(S) es la cerradura del ideal bilateral de R({Q)) generado por {9,(S)|a € @1}
y el dlgebra Jacobiana Z(Q,S) es el dlgebra cociente R{(Q))/J(S)([3, Definicién 3.1]). El ideal
Jacobiano y el dlgebra Jacobiana son invariantes bajo equivalencias derechas, en el sentido que si
v : R{Q)) — R{{Q')) es una equivalencia derecha entre (4,S) y (A’,S’), entonces ¢ manda a
J(S) en J(S") y por lo tanto induce un isomorfismo entre Z(Q,S) y £(Q’,S’) (3, Proposicién
3.7)).

Un QP es trivial si S € A% y A es generada por {9,(5)|a € Q1}([3, Definicién 4.4 y véase
Proposicién 4.4]). Por otro lado decimos que un QP es reducido si la componente de grado dos
de S es cero, es decir, que en S no aparecen 2-ciclos. Notemos que el carcaj subyacente de un QP

podria tener 2-ciclos, y decimos que un QP es 2-aciclico si no tiene 2-ciclos.

Teorema 1.16. (Teorema de Descomposicion, [3, Teorema 4.6])Para cada QP (A,S) existe un
QP trivial (Airiv, Striv) ¥ un QP reducido (Ared, Sred) tal que (A, S) es equivalente derecho a la
suma (Atriv, Striv) ® (Ared, Sred). Ademds la clase de equivalencia derecha de los QPs (Airiv, Striv)

Y (Ared, Sred) estan determinadas por la clase de equivalencia derecha de (A, S).

En la notacién del Teorema 1.16 al QP (Atriv, Striv) se le conoce como la parte trivial de (4, S),

respectivamente a (Ared, Sred) se le conoce como la parte reducida de (A4, S)([3, Definicién 4.13]).
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1.4. El Potencial de una Triangulacién.

En la seccién 1.2 asociamos un carcaj a una triangulacion, ahora a dicho carcaj le asociamos un
potencial. La definicién del siguiente potencial aparece en [9, Definicién 3.1] y fué introducido por
Labardini-Fragoso.

Sean (X, M) una superficie con puntos marcados y P C M el conjunto de pinchadura de (X, M).
Para cada p € P elegimos un escalar en K distinto de cero. Esta eleccién de escalares quedara fija

para cada tridngulacién de (X, M).

Definicién 1.17. Sea 7 una triangulacién ideal de (X, M). Basados en la eleccién de los escalares
(zp)pep asociamos a T un potencial S(7) € R((Q(7))) como sigue. Sea A(1) el espacio generado

por las flechas de Q(7).

1. Para cada tridngulo ideal no doblado A que es interior en 7, denotamos por S48 al tridangulo

orientado en sentido de las manecillas del reloj en @(T) (salvo equivalencia ciclica).

2. Si A es como en 1) y tiene lados j, k, I de forma que A es adyacente a dos tridngulos doblado,

como se muestra en la figura siguiente;

.o by
)
bs
. ay
J A
b b
2 s a 3
k

entonces definimos 72 = % (salvo equivalencia ciclica), donde p y ¢ son las pinchaduras
que son encerradas por los lados no doblados de los tridngulos doblados adyacentes a A. Por

otro lado si es adyacente a menos de dos triangulos doblados entonces definimos T4 = 0.

3. Si una pinchadura p es adyacente a exactamente un arco ¢ de 7 entonces 7 es el lado doblado

de algun tridngulo doblado en 7 y tenemos la siguiente configuracién alrededor de ¢,
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en el caso que k y [ son arcos de 7 que no pertenecen a la frontera de ¥, entonces definimos

SP = —“’;ﬂ salvo equivalencia ciclica.
P

4. Sea una pinchadura p que es adyacente a mas de un arco, borramos todos los lazos incidentes
en p, las flechas entre los arcos restantes adyacentes a p forman un tnico ciclo a¥, ..., a}) (salvo
equivalencia ciclica.) alrededor de p que recorre todos los arcos restantes y estd orientado
encontra de las manecillas del reloj (la orientacién estd definida por la orientacién de X). En

esta situacién definimos SP = z,af, ..., .

El potencial no reducido S(r) € R((Q)) de 7 esta definido por:

S(r) =3 (S4+T4)+ > 8r
A peP
donde la primera suma corre sobre todos los tridngulos interiores no doblados.

Finalmente definimos (Q(7), S(7)) como la parte reducida de (Q(r), 5(7))(salvo equivalencia cicli-

ca).

Ahora de [10, Proposicién 10.2] se sigue que podemos considerar los coeficientes ,, del potencial

de la Definicién 1.17 como —1.

1.5. Triangulaciones etiquetadas.

En la seccién 1.2 de esta tesis vimos lo que es el flip en un arco i que no es el lado doblado de
ningun tridangulo doblado en una trangulacién ideal 7, ahora en el sentido de extender ese concepto
a cualquier arco de la triangulacién recordemos algunos conceptos de [6, Seccién 9.3].

En la siguiente definicién pensaremos a cada arco de la triangulacién seccionado en tres partes
iguales, las cuales son, la parte central que consiste solo de interior del arco y las otras dos partes
son las que contiene a los extremos del arco, en estas ultimas secciones del arco colocaremos una

etiqueta del conjunto {”plain”,” notched”}.
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Definicién 1.18. Sea (X,M) una superficie con puntos marcados y 7 una triangulacién ideal de
(X,M). Un arco etiquetado es un arco que tiene en cada extremo una etiqueta en el conjunto

{"plain”,”notched” } y cumplen las siguientes condiciones;

i) El arco no es un lazo que encierra sélo a una pinchadura,
ii) Cada extremo del arco en la frontera de ¥ tiene etiqueta "plain”,

ili) Si el arco es un lazo entonces cada extremo del arco tiene la misma etiqueta.

En la representacién grafica la etiqueta ”plain” serd omitida y la etiqueta "notched” la represen-
taremos por X.

Notemos que cualquier triangulacién ideal de una superficie la podemos ver como una triangulacién
etiquetada de la siguiente manera;

Si v no es un lazo que encierra sélo a una pinchadura, entonces v en la triangulacién etiquetada
serd el mismo arco con etiqueta ”plain” en ambos extremos. Por otro lado si v es un lazo basado

en un punto marcado a y encierra solo a una pinchadura b, como se muestra en la figura siguiente;

entonces reemplazamos a -y por el arco etiquetado cuyos extremos son a y by su etiqueta en el
extremo a es "plain” y en el extremo b es "notched”. Sin perdida de generalidad denotaremos por
7 a dicho arco y por A*(3, M) al conjunto de todos los arcos etiquetados.

Los siguientes conceptos los introdujo Labardini-Fragoso en [10, Seccién 2].

Definicién 1.19. Sea ¢ : P — {1,—1} una funcién donde P es el conjunto de pinchaduras,

definimos la funcidén t. : A°(3, M) — AY(X, M) como sigue;

i) Siel arco @ no es un lazo que encierra sélo a una pinchadura entonces la versién sin etiquetas

de t.(4) es i y es etiquetado "notched” en un extremo p de t.(i) siy sélo si e(p) es —1.

ii) Si ¢ un lazo basado en un punto marcado ¢ que encierra sélo a una pinchadura p entonces
t(i) es el arco que conecta los puntos p y ¢ cuya etiqueta en el extremo g es "notched”si y

so6lo si e(q) = —1. Por otro lado el extremo p tiene etiqueta ”"notched”si y sélo si e(p) = 1.
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Sea 7 una triangulacién etiquetada de (2, M), definimos la signatura de 7 como la funcién 4§, :

P — {1,-1,0} dada por:

”» N

1 Si el extremo de cada arco incidente en p tienen etiqueta
0-(p) =4 —1 Siel extremo de cada arco incidente en p tienen etiqueta X.

0 en cualquier otro caso.

Definicién 1.20. Sea 7 una triangulacién etiquetada de (3, M), definamos la signatura débil de

7 como la funcién:

1 Siéd-(p)e{0,1}

-1 en otro caso.

er(p) =

Queremos definir el potencial para la triangulacién etiquetada, para eso s6lo nos falta observar que
de una triangulacién etiquetada podemos obtener una triangulacién ideal (que denotamos por 7°)

de la siguiente manera;

i) Borramos todas las etiquetas en la pinchadura p con signatura no cero.

ii) Para cada pinchadura p con signatura cero, reemplazamos el arco etiquetado i € 7 el cual

tiene etiqueta X en p, por el lazo que encierra a la pinchadura p y al arco <.

Definicién 1.21. Sea 7 una triangulacion etiquetada de (3, M).
i) Definimos el potencial no reducido §(7) € R((@(T))) asociado a 7 como;

S(r) =t O (SA() + T2 + D (e (0)SP (7))

AN peP

donde la primera suma corre sobre todos los tridngulos interiores no doblados de 7°, y ¢, es

la signatura débil de 7.

ii) Definimos (Q(7), S(7)) como la parte reducida de (Q(7),5(7)).
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2. Antecedentes de Representaciones de Carcajes con Po-
tencial.

Recordemos que R denota el K-espacio vectorial con base el conjunto {e;|i € Qp}, dicho espacio

vectorial es de echo un anillo conmutativo con la operacion multiplicacién e;e; = d;;¢e;.

Definicién 2.1. ([3, Definicién 10.1]). Sea (Q,S) un QP, una representacidn de carcajes con

potencial es un tercia 4 = (Q, S, M), donde M consiste de las siguientes dos familias.

1) Una familia (M;);cq, de K-espacios vectoriales de dimensién finita,

2) Una familia de (ars : Myq) — My(q))acq, de K-transformaciones lineales tal que Jq,, (S) =

0 para toda ap;.

Una representacién .# = (Q, .S, M) del carcaj con potencial (@, S) es nilpotente si existe un entero

r > 1 tal que cualquier camino de longitud al menos r es cero.

Observaciéon 2.2.

Es falso que cualquier representacion que es anulada por las derivadas ciclicas de un potencial S
satisface que existe un r > 1 tal que cualquier camino de longitud r se anula. Es decir, es posible
construir la representacién de un carcaj (Q que satisface las derivadas ciclicas de un potencial S
pero que no exista ningun r > 1 tal que todo camino de longitud al menos r sea anulado. Un

ejemplo es esto estda dado por la representacion de la Figura 17.

3 K
a C1 1 1
2 €2 1 1
by 1
1°2 2 K g K
b1 1
(a) Carcaj (b) Representacién

Figura 17: Representacion que no es nilpotente

Es fécil ver que la representacion de la Figura 17 satisface las derivadas del potencial S = a1b1c1 +
asbacy — a1baciasbyce pero no existe ningin r > 1 tal que todo camino de longitud al menos r se

anula.

Definicién 2.3. ([3, Definicién 10.2]) Sean (Q,S) y (Q',S’) dos carcajes con potencial en el
mismo conjunto de vértices y sean .# = (Q, S, M) , #' = (Q’, S, M) representaciones de (Q, S)
y (@, S") respectivamente. Definimos una equivalencia derecha entre 4 y A' como un par (v, )

que cumple las siguientes dos propiedades:
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= ¢ : R{(Q)) — R{(Q")) es una equivalencia derecha de carcajes con potencial entre (Q,S) y
(@, 8",
= ¢ : M; — M’; es un isomorfismo de espacios vectoriales tal que 1) o ups = p(u)p o ¢ para

todo elemento u € R{(Q)).

UM,

Mz >Mz
(4 (4
M M/
@(U)M;

Veamos un ejemplo de la Definicién 2.3. Consideramos el QP (@, 0), donde @ es el siguiente carcaj.

3
/\
1 )
a

Figura 18: Carcaj

Para cualquier A € K, las QP-representaciones de la Figura 19 son equivalentes derechas

K K
K > K 3
M K 5 > K

(a) (b)

Figura 19: Representaciones equivalentes derechas

mediante el par (p,1), donde ¢ : R{({Q)) — R{{(Q)) es el isomorfismo de R-4lgebras cuya accién
en las flechas estd dada por a — Abc, b — b, c — ¢ y ¥ es la identidad en cada copia de K. Este
ejemplo muestra en particular que existen representaciones que son equivalentes derechas pero no
isomorfas.

Recordemos que cada QP es equivalente derecho a la suma directa de su parte reducida y su
parte trivial, y que estdn bien determinadas salvo equivalencia derecha (Teorema 1.16). Sea (Q, S)
un QP y ¢ @ R{{(Qredac))) — R{{Q)) una equivalencia derecha entre (Qred, Sred) ® (C,T) v
(Q,95), donde (Qred; Sred) un QP reducido y (C,T) es un QP trivial. Sea .# = (Q,S, M) una
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representacién y M visto como K-espacio vectorial serd denotado por M¥. Definimos una accién

de R{{Qreq)) en M*¥ dada por upre = @(u)y para todo elemento u € R{{Qred))-

Proposicién 2.4. ([3, Proposicion 4.5]) Con la accion de R{{Qreq)) en M ¥ definida anteriormen-
te, la tercia (Qred, Sred, M¥) es una QP-representacion. Mas ain la clase de equivalencia derecha

de (Qred, Sred, M¥) estd determinada por la clase de equivalencia de A .

Definicién 2.5. ([3, Definicién 10.4]) La QP-representacion #ycq = (Qred, Sred, M?) es la parte
reducida de .Z.

Nota 2.6. La construccién de una equivalencia derecha entre un QP (@, S) y la suma directa de
su QP reducido con un QP trivial no estd determinado por un procedimiento canénico de manera
obvia. Es decir, no hay una forma canonica para construir (Q,cq, Sreq) ni una equivalencia derecha
(Q,S) — (Qred, Sred) @ (Qtriv, Striv) aun cuando la parte reducida sea ya conocida. En [3] se
define una equivalencia derecha que satisface la condicion de actuar como la identidad en todas las
flechas de @@ que no aparecen en la componente de grado 2 de S. Usando ésta propiedad de ¢ es
facil ver que dada una representacién .# = (Q, S, M), la accién de R{{Qreq)) en M¥ coincide con
la acciéon en M inducida por la inclusion de carcajes Qreq — @. Es decir, si se restringe la accién

de R{{Q)) en M a la sub-dlgebra R({Q,cq)) se obtiene My eq.
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3. Representacién de Cuerda m(r,1i).

Definicién 3.1. Sean 7 una triangulacién etiquetada de una superficie con frontera y puntos

marcados (3, M) y A un tridngulo no doblado en 7°. Decimos que A es un tridngulo de;
a) Tipo 1 si ningtin lado de A es lado de un tridngulo doblado.
b) Tipo 2 si A comparte sélo un lado con un tridngulo doblado A'.

¢) Tipo 3 si A comparte dos lados con tridngulos doblados distintos A’ y A”.

Figura 20: Triangulos de tipo 1,2 y 3.

Ahora vamos a dibujar el carcaj @(TO) en (X, M). Dado que cualquier triangulacién de (3, M) la
podemos obtener pegando las piezas de la Figura 21 ( véase [6, Nota 4.2] ) , es suficiente dibujar

el carcaj en cada una de esas piezas.

36



(c) (d)
Figura 21: Dibujo de Q(7°) sobre (X, M).

Observacién 3.2. Las siguientes dos observaciones son acerca de Q(r°) dibujado en (3, M).

i) Las flechas «; de @(TO) en las configuraciones (b) y (c) de la Figura 21 tienen interseccién

no vacia con exactamente un arco de 7°.

ii) La flecha S de @(TO) en la configuracién (c) de la Figura 21 tiene interseccién no vacia con

exactamente dos arcos de 7°.

Ahora para definir el concepto de rodear una pinchadura vamos a etiquetar los arcos de los tridngu-

los de tipo 2 y 3.

a) Sea A un tridngulo de tipo 2. Denotamos por m al tnico lado de A que es lado no doblado

del tinico tridngulo doblado A’ que comparte a m como uno de sus lados.

Asignamos la etiqueta [; a m en A y recorriendo los lados de A en el sentido de las manecillas

del reloj, asignamos la etiqueta ls y I3 en A al segundo y tercer lado respectivamente.

Figura 22: Etiquetas de los lados de un triangulo de tipo 2.
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b) Sea A un tridngulo de tipo 3.

Asignamos la etiqueta [; en A al inico lado de A que no es lado de ningun triangulo doblado.
Recorriendo los lados de A en el sentido de las manecillas del reloj, asociamos la etiqueta o

y I3 en A al segundo y tercer lado respectivamente.

Figura 23: Etiquetas de los lados de un triangulo de tipo 3.

A continuacién vamos a definir el concepto de rodear una pinchadura, este concepto nos serd muy

itil para definir la representacién de cuerda m(r, ).
Definicién 3.3. Sea v una curva en (3, M) con las siguientes caracteristicas:
1) 7 no se auto-intersecta,
2) La interseccién de v con M es vacia,
3) - minimiza en su clase de isotopia los puntos de interseccién con los arcos de 7°,
4) Los extremos go y q1 de 7 pertenecen a el interior relativo de un arco j de 7°,
5) ~ estd orientada de ¢qp a ¢;.

En este caso dividimos « en segmentos 1o, 1], [T1, T2)ys -y [T, Ti+1]y €CON To = go ¥ 7141 = ¢1 de tal
forma que [rg, 7ky1]y N7 = {ri, re41} para k = 0,...,1. Dada una pinchadura p € M decimos que
v rodea a p con respecto a T° (en sentido contrario de las manecillas del reloj), si v U [qo, q1]; es
una curva cerrada, orientada en sentido contrario de las manecillas del reloj, y se cumple una de

las condiciones a) é b) descritas en lo que sigue:

a) 6, (p) # 0.
Dependiendo si j es el lado doblado de un tridngulo doblado 6 no lo es, vamos a considerar

los 2 subcasos siguientes a) y az):

a1) j no es lado de ningtn tridngulo doblado.
Si el arco j no es lado de ningtn triangulo doblado, entonces j puede ser lado de un

tridngulo de tipo 1,2 6 3. Consideremos las tres posibilidades mencionadas:
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a11) j es lado de un tridngulo A de tipo 1 y se cumplen las siguientes condiciones i)-iv).

Véase Figura 24.

i) p es el vértice de A opuesto a j,

ii) Para k =1,..,]l — 1 los segmentos [r, 7k+1], son contractiles a p, con la homo-

topia que preserva los extremos de [ry, rx41] en el respectivo arco de 7°,

iii) Los segmentos [qo, 1]y ¥ [71, q1], estan contenidos en A,

iv) vU[go, ¢q1]; divide en dos regiones a ¥ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sélo a la pinchadura p.

q1 = Ti+1

Figura 24: Caso a11) de la Definicién 3.3.

a12) j eslado de un tridngulo A de tipo 2. Denotemos con m al lado de A que es lado no

doblado de A’, donde A’ es el tinico tridngulo doblado que comparte el lado m con

A. En este caso se tiene que cumplir las siguientes condiciones i)-v). Véase Figura

25.

i) m estd basado en la pinchadura p,

ii)

iii)

iv)

Si o pertenece al lado con etiqueta I3 en A entonces 1 pertenece al lado con
etiqueta lo en A, r;_3 pertenece al lado con etiqueta I3, 71 pertenece al lado
doblado de A’ ,r; pertenece a m y el segmento [r;_3,7—1], es contractil a p. Por
otro lado si ry pertenece al lado con etiqueta [ en A entonces r4 pertenece al
lado con etiqueta Iy en A, r; pertenece m, o pertenece al lado doblado de A’,
r; pertenece al lado con etiqueta I3 en A y el segmento [ry, r4], es contractil a
'z

Los segmentos [go, 71}y ¥ [r1, ¢1]y estdn contenidos en A,

Para k =1,..,1—1 los segmentos [ry, 7x+1] son contréctiles a p con la homotopia
que preserva los extremos de [rg, r,11] en el respectivo arco de 7°,

YUIqo, ¢1]; divide en dos regiones a 3 y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sélo a la pinchadu p.
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Figura 25: Caso a12) de la Definicién 3.3.

ay3) j el lado de un tridngulo A de tipo 3. Denotemos por m y m' a los lados de A que
son los lados no doblados de A’ y A”, donde A’ y A” son los dos tinicos tridngulos
doblados que comparten un lado con A. En este caso se tiene que cumplir las
siguientes condiciones i)-v). Véase Figura 26.
i) m y m/ estdn basados en la pinchadura p,
) 7o pertenece al lado doblado de A” y r;_; pertenece al lado doblado de A’,
iii) Los segmentos [go, 1]y ¥ [r1,¢1], estan contenidos en A.
) Para k =0, .., los segmentos [ry, rg4+1], son contréctiles a p con la homotopia
que preserva los extremos de [rg, ri11] en el respectivo arco de 7°,

v) vUlqo, ¢1]; divide en dos regiones a 3 y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sélo a la pinchadura p.



41

1. =7 1 . =T
q1 I+1 j q0 0

Figura 26: Caso aj3) de la Definicién 3.3.

as) j es el lado doblado de algtn tridngulo doblado A’. Denotemos por m al lado no doblado

de dicho triangulo.
En esta situacién m es lado de un tridngulo de tipo 2 6 m es lado de un tridngulo de
tipo 3. Consideremos estos 2 subcasos:
as1) meslado de un tridngulo A de tipo 2, en este caso se tiene que cumplir las siguientes
condiciones 7)-v). Véase Figura 27.
i) p es vértice de A opuesto a m,
ii) ro pertenece al lado de A con etiqueta I3 y 7;_1 pertenece al lado con etiqueta
la,
iii) Los segmentos [r1,r2]y y [ri—1, 7]y estdn contenidos en A,
iv) Parak = 2,..,1—2los segmentos [r, 7k+1] son contractiles a p con la homotopia
que preserva los extremos de [rg, ri+1] en el respectivo arco de 7°,
v) vU[qo, q1]; divide en dos regiones a ¥ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sélo a la pinchadura p.



Figura 27: Caso as1) de la Definicién 3.3.

asz) m es lado de un tridngulo A de tipo 3. Denotemos por m’ al lado de A distinto de

m que es lado no doblado de un tridngulo doblado A”. En este caso se tiene que

cumplir las siguientes condiciones 7)-x1).

En esta situacién tenemos que m tiene etiqueta lo en A 6 tiene etiqueta l3. Consi-

deremos primero que m tiene etiqueta lo en A. Véase Figura 28.

i

vi)

vii)

viii)

ix)

xi)

42

m y m’ estdn basados en la pinchadura p,

ro,T;_7 pertenecen al arco con etiqueta l1 en A, r;,rj_4 my ri_5 € 7,

D, mr—5)5 N [q0, q1]; = 0,

(71, 71—4]y U [11—4,71]m es una curva cerrada que sélo corta a m’ en exactamente
dos puntos y al lado doblado de A” en sélo un punto,

[71,71—4)y U [11—4,71]m contiene en el interior solo a la tnica pinchadura que es
encerrada por m’,

El segmento [r;_2, 1]y no es contréctil a p,

YU[qo, q1]; divide en dos regiones a 3 y una de esas dos regiones es homeomorfa
a un disco que contiene a la pinchadura p y posiblemente a la tinica pinchadura
que es encerrada por m,

Los segmentos [r1,72]y y [ri—1, 7], estdn contenidos en A,

Para k = 0,..,1 los segmentos [ry, 7x+1]y son contrictiles a p con la homotopia
que preserva los extremos de [rg, ri+1] en el respectivo arco de 7°,

El interior del segmento [ro, 712}7 sblo corta a m en el punto rq,

El interior del segmento [r;_7,7;_4], sélo corta a los arcos m y j en un sélo

punto respectivamente.
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Figura 28: Caso ags) de la Definicién 3.3.

Por otro lado consideremos el caso cuando m tiene etiqueta I3 en A. Véase Figura 29.

i) m y m' estdn basados en la pinchadura p,
ii) rs,r—1 pertenecen al arco con etiqueta l; en A, rq,r4 pertenecen al arco con etiqueta
Iy en A, ri, r5 pertenece a m y rg € j,
111) [pa Tﬁ]j N [QOa(h]j = Q’
iv) [r1,75]5 U [15,71]m es una curva cerrada que sélo corta a m’ en exactamente dos puntos

y al lado doblado de A” en sélo un punto,

v) [r1,75]y U [rs5,71]m contiene en el interior sélo a la tnica pinchadura que es encerrada

/
por m’,

vi) v U [qgo,q1]; divide en dos regiones a 3 y una de esas dos regiones es homeomorfa a un
disco que contiene a la pinchadura p y posiblemente a la tnica pinchadura encerrada

por m,
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vii) Para k = 0,..,1 los segmentos [ry, 71|, son contrictiles a p con la homotopia que
g +1]y

preserva los extremos de [rg, rx+1] en el respectivo arco de 7°,
viil) Los segmentos [r1, 2]y ¥ [ri—1, 7], estdn contenidos en A,
ix) El segmento [r5,7s], es contractil a p,

x) El interior del segmento [g1,r;—1] s6lo corta a m en un punto,

xi) El segmento [r4,76]y es contréctil a a p.

Figura 29: Caso agz) de la Definicién 3.3.

b) ¢-(p) = 0.

Dado que la pinchadura p tiene signatura cero, sélo hay un arco j' en 7° que es adyacente a
p y es lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos con m al lado no doblado de A’.

Ademds, como en el inciso a), para el arco j tenemos los siguientes dos subcasos:

b1) j no es lado de ningtn tridngulo doblado.

La hipotesis §,(p) = 0 implica | = 3 y tenemos que considerar dos posibilidades:

b11) j es lado de un tridngulo A de tipo 2 que comparte el lado m con A’. Véase Figura

30.

i) 7' es adyacente a p,
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ii) v corta sélo en r; y r3 am,

iii) 7 corta sélo en ro a j’,

i t ingtin ot de 7° to a l ionad 1 t

iv) 7 no corta a ningin otro arco de 7, excepto a los mencionados en los puntos
anteriores,

v) vU[qo, q1]; divide en dos regiones a ¥ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sélo a la pinchadura p.

Figura 30: Caso b11) de la Definicién 3.3.

b12) j tiene etiqueta iy en Ay A es de tipo 3 . Consideramos A’ y A’ los tinicos tridngulos
doblado que comparten un lado con A, donde m y m’ son dichos lado. Denotemos

por j' vy j” los lado doblado de A’ y A”. Véase Figura 31.

i) j' es adyacente a p,

ii) « corta sélo en r; y r3 a m,

iii) + corta sélo en 7o a j,
iv) v no corta a ningin otro arco de 7°, excepto a los mencionados en los puntos

anteriores,

v) vUlqo, ¢1]; divide en dos regiones a ¥ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sélo a la pinchadura p.

bs) j es el lado doblado de algtn tridngulo doblado A’. Denotemos con m al lado no doblado
de A'.
En esta situacion m sélo puede ser lado de un tridngulo A de tipo 3. Sean m’ el tinico
lado de A que es distinto de m y ademas es lado no doblados de un tridngulos doblados
A" p' la pinchadura adyacente a j con signatura 0 y ;' el lado doblado de A”. Dado

que la pinchadura p tiene signatura cero entonces [ = 5. Véase figura 32.
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(b)

Figura 31: Caso b12) de la Definicién 3.3.

i) j' es adyacente a p,

ii) Sim tiene etiqueta Iy en A entonces g € [p’, ¢1];. Por otro lado si m tiene etiqueta

I3 en A entonces ¢1 € [p', qolj,
iii) v corta sélo en 1 y r5 a m,
iv) 7 corta sélo en 7o y 14 a m/,
v) «y corta sdlo en r3 a j’,

vi) v U [qo,q1]; divide en dos regiones a ¥ y una de esas dos regiones es homeomorfa a
un disco que contiene a la pinchadura p y posiblemente a la pinchadura p’
vii) Sim tiene etiqueta I en A entonces 9 ¢ [g,¢1];7 donde ¢ es la pinchadura opuesta

a pen j'. Por otro lado si m tiene etiqueta I3 en A entonces rj+1 ¢ [g,70];-



Figura 32: Caso b2) de la Definicién 3.3.

Observacion 3.4. En la Definicién 3.3 se pudé haber definido el concepto de rodear a una pin-
chadura usando el lado no doblado de un tridangulo doblado, pero con el fin de hacer la redaccién

un poco mas simple se uso el lado doblado.

Definicién 3.5. Sea 7 una tridngulacién etiquetada de (X, M), decimos que un lazo k encierra

muy de cerca al arco i en 7° si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) k£ minimiza la interseccién con los arcos de 7°,

ii) ¢y k son los dos unicos lados de un tridngulo doblado A’, siendo ¢ el lado doblado. A’ no es

necesariamente parte de la triangulacién 7°.

La siguiente definicién es la base para la construccién de la representacién M (7, 1).

Definicién 3.6. (Curva derivada i’ = i'(7°,4)) Sean 7 una triangulacién etiquetada de (3, M) con
signatura no negativa e ¢ un arco etiquetado que no pertenece a 7. Sea {p,q} C M el conjunto de
los extremos de un arco j en 7°. Definiremos en dos pasos una curva etiquetada i’ = ¢/(7°,4) en &
a partir de 7. Primeramente definiremos una curva sin etiqueta ig y después asignaremos etiquetas
a los extremos de ig.

La construccién depende de los siguientes tres parametros:
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a) p=q6p#q.
b) La signatura en los extremos de 1.
¢) La etiqueta en los extremos de i.

Consideramos los tres parametros anteriores para construir 4’.
a) p#q.

0,1) 67'(]7) #0# 6T(q)'

ay1) i tiene etiqueta ”"plain” en ambos extremos como se muestra en la Figura 33.
Definimos iy := i y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos de iy. En este

caso la curva derivada ¢ coincide con el arco etiquetado i.

Figura 33: Caso a11) de la Definicién 3.6.

ay2) i tiene etiqueta ”X” en sélo un extremo. Sin perdida de generalidad podemos suponer

que el extremo con etiqueta ”X” sea p.

(a) La versién sin etiqueta de ¢ pertenece a 7°.

i' = [qo, 1]k U [q1, gl
q0

(b) La versién sin etiqueta de i no pertenece a 7°.

Figura 34: Caso aj2) de la Definicién 3.6.
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Sea k el tnico lazo basado en ¢ que encierra muy de cerca al arco . Si la version
sin etiqueta de ¢ pertenece a 7°, entonces definimos ¢ := k y asignamos la etiqueta
"plain” en ambos extremos de ip como se muestra en (a) de la Figura 34. En caso
contrario denotamos por 7 := [qo, q1]x al segmento de k que rodea a p, donde los
extremos qg y g1 de 7y pertenecen a un arco j de 7° (véase Definicién 3.3 ). Definimos
g := ' U~ donde + es el segmento de k que conecta a g con ¢; y cumple que gg no
pertenece a v’ y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos como se muestra

en b) de la Figura 34.

ay3) i tiene etiqueta ”X” en ambos extremos.

1 2

Sean 7" el arco obtenido de i al cambiar la etiqueta en el extremo p e i* el arco
obtenido de i al cambiar la etiqueta en el extremo g. Denotemos por i} y i3 a las
curvas sin etiquetas asociadas a i' y 32 respectivamente. Si la versién sin etiqueta
de i pertenece a 7° entonces definimos ig := iy U423 (véase (a) de la Figura 34) y
asignamos la etiqueta "plain” en los extremos de i} y i2, como se muestra en la
Figura 35. En caso contrario sea 7' := [q(, q}];1 el segmento de iy que rodea a q
donde los extremos ¢, y ¢} de 7' pertenece a un arco j; de 7°, andlogamente para
i3 tenemos el segmento 7 := [qo, fh]ig que rodea a p donde los extremos qg y q1 de

~ pertenecen a un arco j, de 7°.

1) El arco ¢ intersecta a j; y jo. Sean c¢;1 y ¢o los puntos de interseccién de ¢ con jy
y j2 respectivamente.

2) Sean z el punto de interseccién de if con jo y 2 el punto de interseccién de i3
con ji entonces los segmentos [c2, c1]; , [2,q1] v [¢1, 2]z son homotdpicos con
la homotopia que preserva los extremos en los arcos j1 y jo.

3) De 1) y 2) se tiene que se puede identificar los puntos x,c2 con ¢1 y z,c1 con ¢j.

Como consecuencia de las tres observaciones definimos ig ig := v U [q1,¢1] U~ ¥

asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos de iy. Véase la Figura 36.

Figura 35: Caso aj3) de la Definicién 3.6.
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"= [go, 1]iz U lar, ¢1] U (a0, a1

0

Figura 36: Caso a;3) de la Definicién 3.6.

az) 0-(p) =0y d-(q) #0 6 6:(p) # 0y 6-(q) = 0.
Sin perdida de generalidad basta considerar el caso 0,-(p) = 0y d-(q) # 0, ya que el
caso 0,(p) # 0y 6-(¢) = 0 es simétrico. Denotemos por j' al tnico arco de 7° que es
incidente en p y por m al lazo basado en la pinchadura opuesta a p en j' y que encierra

muy de cerca a j'.
as1) 1 tiene etiqueta "plain” en ambos extremos.
En esta situacién definimos la curva ig := ¢ y asignamos la etiqueta ”plain” en

ambos extremos. Como se muestra en la Figura 37.

Figura 37: Caso ag1) de la Definicién 3.6.

aso) i tiene etiqueta ”"plain” en el extremo p y etiqueta "X” en el extremos g.
Sea k el lazo basado en p que encierra muy de cerca a i, si la version sin etiquetas
de i pertenece a 7° entonces definimos iy := k. En caso contrario consideramos los

siguientes dos casos:

aso1) @ intersecta a mas de un arco de 7°.
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En este caso definimos iy como en aj2) ya que la signatura en p no afecta en la
construccién de iy y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremo. Como se

muestra en la Figura 38.

Figura 38: Caso agg1) de la Definicién 3.6.

asa2) 1 intersecta sélo al arco m de 7° en un punto.
Recorriendo k en sentido de las manecillas del reloj denotamos por ¢, al r-ésimo
punto de interseccién de k con algin arco de 7° para r € {1,...,n+1}. Notemos
que t1 y t,41 son los tnicos dos puntos de interseccién de k con m. Definimos

io == [p, t1]x U [t1, tn11]x con la propiedad que ¢,4+1 € [p,t1]x. Vease Figura 39.

Figura 39: Caso agg1) de la Definicién 3.6.

ass) 1 tiene etiqueta "plain” en el extremo q y etiqueta ”X” en el extremos p.
En este caso definimos ig como la versién sin etiquetas de ¢ y asignamos las etiquetas
"plain”, ”NM” a los extremo ¢ y p de ig, respectivamente. Como se muestra en la

Figura 40.
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Figura 40: Caso ag3) de la Definicién 3.6.

as4) i tiene etiqueta ”X” en ambos extremos.
Sea i! el arco obtenido de i al cambiar la etiqueta en el extremo p. Para i' tenemos
definida la curva i§ (véase agz)). Definimos ig := i} y asignamos la etiqueta ”X” en
el extremo p de ig y la etiqueta ”plain” en el extremo opuesto a p en 7. Como se

muestra en la Figura 41.

10

qo ¢

Figura 41: Caso as4) de la Definicién 3.6.

as) 6-(p) =0=6-(q).
Para este caso definimos la curva iy como la versién sin etiquetas de i. Dependiendo
de la etiqueta en los extremos de ¢ asignamos la etiqueta en los extremos de ip de la
siguiente manera:
as1) Si i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos entonces asignamos la etiqueta

”plain” en ambos extremos de ip como se muestra en la Figura 42.

Figura 42: Caso asz1) de la Definicién 3.6.



asz) i tiene etiqueta ”X” en sélo un extremo. Sin perdida de generalidad podemos suponer
que el extremo con etiqueta "X” sea q. Asignamos las etiquetas "plain” y ”X” en

los extremos p y q de iy respectivamente. Como se muestra en la Figura 43.

Figura 43: Caso asz) de la Definicién 3.6.

ass) Si i tiene etiqueta "M” en ambos extremos entonces asignamos la etiqueta ”X” en

ambos extremos de ig. Como se muestra en la Figura 44.

Figura 44: Caso as3) de la Definicién 3.6.

b) p=gq.
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Dado que p = g e i es un arco de alguna triangulacién entonces las etiquetas en los extremos

de ¢ deben coincidir.

b1) 6-(p) # 0.

b11) i tiene etiqueta "plain” en ambos extremos.

Definimos i := 7 y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos.
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Figura 45: Caso b11) de la Definicién 3.6.

b12) i tiene etiqueta ”X” en ambos extremos.

bi21) La versién sin etiqueta de i no pertenece a 7°. Sean i! la curva en (X, M)
obtenida de i al intercambiar una etiqueta de i y i? la curva obtenida de i al
intercambiar la etiqueta de i en el extremo opuesto al que usamos para obtener
i'. Para i' hacemos la misma construccién que en el inciso ay3) omitiendo la

hipétesis que i' es un arco. Andlogamente para, i

46.

, como se muestra en la Figura

i = lqo, quliz U lar, ¢4] U lao, ¢

0

Figura 46: Caso b12) de la Definicién 3.6.



b122) La versién sin etiqueta de ¢ pertenece a 7°.

Sean A! y A? los tinicos tridngulos no doblados de 7° que comparten a la versién
sin etiquetas de ¢ como uno de sus lados, donde Al es el tridngulo que cumple
que la version sin etiqueas de i encierra a los otros dos lados. Denotamos por
i,j,k a los lados del tridngulo A! recorridos en el sentido de las manecillas del
reloj y denotamos por 4,j’,k" a los lados de A2 recorridos en el sentido de las
manecillas del reloj.

Si el arco j no es el lado no doblado de ningun tridngulo doblado entonces
dibujamos una curva en 7° denotada por v; que rodea a la pinchadura p y los
extremos de 71 estdn en el arco j. Por otro lado si el arco j es el lado no doblado
de un tridngulo doblado A’ cuyo lado doblado es j”, en este caso dibujamos una
curva en 7° denotada por y; que rodea a la pinchadura p y los extremos de 7,
estan en el arco j” y de manera que el segmento [r;41,7-1],, no es contracil a

p. Véase la Figura 47 y la Figura 48.

AQ

Figura 48: j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’.
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Una vez dibujada la curva 7; notamos que el punto de cruce r; de y; con
los arcos 7° pertenece al interior relativo de k. Si el arco j no es el lado no
doblado de ningin tridngulo dobladoA’ entonces dibujamos un lazo basado en
el punto de cruce r; que encierra sélo a la pinchadura p de manera que el punto
de cruce ] de 72 con los arcos de 7° pertenece al interior relativo del arco
j. Por otro lado si el arco j es el lado no doblado de un tridngulo doblado
A’ entonces dibujamos un lazo basado en el punto de cruce r;_, que encierra

solo a la pinchadura p de manera que el segmento [r(, 75],, N0 es contractil a la

2
pinchadura p con la homotopia que preserva los extremos del segmento [r(, 5],
en el arco correspondiente.

Notemos que si el arco k£ no es lado de nintn tridngulo doblado entonces los
. 12 12 , ’

segmentos (17,7141, ¥ [rg, 1]+, son homotopcos con la homotopia que preserva
a los extremos de ambos segmentos en los arcos correspondientes. Por otro lado
si k es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’ entonces los segmentos
[ri—2,7141]y: ¥ [70,753]4, son homotopéos con la homotopia que preserva a los

extremos de ambos segmentos en los arcos correspondientes. Denotamos por 73

a la curva que resulta de los siguientes dos pasos;
= Unir las curvas v1 y 2.

» Identificar los segmentos [rj_2, 7141]4, ¥ [70, 75]+, €n el caso que k no sea lado
de ningtn triangulo doblado y si k es el lado no doblado de un tridngulo

doblado entonces identificamos los segmentos [r;—a, 7141]y, ¥ [70, 75]4s -

Como se muestra en la Figura 49 y la Figura 50.

Figura 49: j no es lado de ningun triangulo doblado.
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Figura 50: j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’.

Ahora si el arco j no es el lado no doblado de un tridngulo doblado entonces
dibujamos una curva denotada por 74 de ro a r},_; de manera que el interior
relativo de 74 esta en el interior de As y es disjunto de v3.Por otro lado si el
arco j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’ entonces dibujamos
una curva denotada por 4 de r3 a r},_, de manera que el interior relativo de
~4 esta en el interior de Ay y es disjunto de ;.

Definimos la curva ig como la union de las curvas 3 y v4 y se define la curva ¢’

como la curva ig, es decir, las etiquetas de i’ con ”plain”.

b2) 57’ (p) =0.
bo1) i tiene etiqueta "plain” en ambos extremos.
Definimos ig := i y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos como se

muestra en la Figura 51.

Figura 51: Caso by1) de la Definicién 3.6.

bao) i tiene etiqueta ”X” en ambos extremos. Denotamos por j al inico arco de 7° que
es incidente en p y denotamos por m al unico lazo que encierra a la pinchadura p.

En este caso insertamos un punto p’ en j tal que [p,p']; N 7° = 0.



Por otro lado si recorremos ¢ a partir de p en el sentido de las manecilla del reloj
denotamos por x y y al primer y ultimo punto de intersecciéon de 7 con m respecti-
vamente. Definimos ig := ' U [z, y]; U~", donde +' es el segmento de i que conecta
apcon z tal que y ¢ 7' y " es el segmento que une a y con p’ que cumple z ¢ .
Notemos que [y, p’les homotdépico a [y, p]; con la hompotopia que preserva los ex-
tremos en j y m. Asignamos la etiqueta ”"X” en ambos extremos como se muestra

en la Figura 52.

Figura 52: Caso byz) de la Definicién 3.6.

La siguiente deinicion es acerca de la Definicién 3.6 y es 1til para extender la construccion la de

curva i’ en cualquier triangulacién etiquetada.

Observacion 3.7. Sean 7 una triangulacién etiquetada de una superficie con frontera y puntos
marcados (3, M). Notemos que a partir de un arco etiquetado ¢ que no pertenece a 7 cuyos extremos
p v q tienen signatura no negativa, se puede contruir la curva ¢’ siguiendo la construcciéon de la

Definicién 3.6.

Ahora sea 7 una triangulacién etiquetada de una superficie con frontera y puntos marcados (3, M).
Se sigue de la observacién anterior que para construir la curva i’ en 7 a partir de un arco etiquetado
i que no pertenece a 7, basta considerar los casos cuando un extremo de i (6 ambos) tiene(n)
signatura negativa. A continuacién consideramos los tres sub-casos mencionados, en cada sub-caso
se considera si la etiqueta del arco ¢ en los extremos es ”plain” o "N”. Denotamos por p y q a los
extremos del arco etiquetado ¢ y denotamos por 71’7 a la triangulacién etiquetada que difiere de 7
solo en la signatura de la pinchadura p. Es decir, para toda pinchadura distinta de p la signatura
en 7y 7, es igual, por otro lado la signatura de p en 7 es negativa y la signatura de p en 7, es

P

positiva.
a) La signatura de p es negativa y la signatura de ¢ es positiva.

ay) La etiqueta del arco i en p es ”plain”.
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Denotamos por iy al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”plain” en el
extremo p del arco i por la etiqueta ”X”. Para el arco etiquetado i; se puede construir

la curva i} en la triangulacién 7,,. En este caso definimos la curva etiquetada i como ;.
La etiqueta del arco i en p es ”IX”.

Denotamos por i; al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta "X” en el
extremo p del arco i por la etiqueta "plain”. Para el arco etiquetado i, se puede construir

la curva 4 en la triangulacién 7. En este caso definimos la curva etiquetada i’ como 7.

b) La signatura de ¢ es negativa y la signatura de p es positiva.
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b1)

ba)

La etiqueta del arco ¢ en q es "plain”.

Denotamos por iy al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”plain” en el
extremo ¢ del arco i por la etiqueta ”X”. Para el arco etiquetado i; se puede construir
la curva i} en la triangulacién 7,. En este caso definimos la curva etiquetada i’ como 7.
La etiqueta del arco 7 en q es 7IX”.

Denotamos por i; al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta "X” en el
extremo ¢ del arco i por la etiqueta ”plain”. Para el arco etiquetado i1 se puede construir

la curva i en la triangulacién 7;. En este caso definimos la curva etiquetada i’ como 7.

c¢) La signatura de p y ¢ es negativa.

Denototamos por 7,

q & la triangulacion resulta al cambiar la signatura en las pinchaduras p

y ¢ de la triangulacién etiquetada 7 de negativa a positiva.

Cl)

CQ)

03)

La etiqueta del arco i en p y g es "plain”.

Denotamos por ¢; al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”plain” en
los extremos p y ¢q del arco ¢ por la etiqueta ”X”. Para el arco etiquetado i1 se puede
construir la curva 77 en la triangulacién 7,,. En este caso definimos la curva etiquetada
i’ como 7.

La etiqueta del arco i en p es "plain” y la etiqueta de i en g es ”IX”.

Denotamos por i al arco etiquetado que se obtiene al cambiar en el arco ¢ la etiqueta
"plain” en el extremo p y la etiqueta ”X” en el extremo ¢ por la etiqueta X y ”plain”
respectivamente. Para el arco etiquetado i; se puede construir la curva i} en la triangu-

lacién 7. En este caso definimos la curva etiquetada i’ como 4} .

La etiqueta del arco i en p es "X” y la etiqueta de i en g es "plain”.

Denotamos por i; al arco etiquetado que se obtiene al cambiar en el arco ¢ la etiqueta
7”7 en el extremo p y la etiqueta "plain” en el extremo ¢ por la etiqueta ”plain” y
"N” respectivamente. Para el arco etiquetado iy se puede construir la curva i} en la

triangulacién 7. En este caso definimos la curva etiquetada i’ como ).



¢4) La etiqueta del arco i en p y g es "X,
Denotamos por ¢; al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”X” en los
extremos p y ¢ del arco i por la etiqueta "plain”. Para el arco etiquetado i; se puede
construir la curva 77 en la triangulacién 7,,. En este caso definimos la curva etiquetada

i’ como 7.
EJEMPLOS DE LA CURVA DERIVADA DE UN ARCO, DEFINICION 3.6.

1) Ejemplo 1.

2) Ejemplo 2.
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3) Ejemplo 3.

4) Ejemplo 4.

5) Ejemplo 5.
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6) Ejemplo 6.

Con la ayuda de la Definicién 3.6 vamos a definir los puntos de cruce de la curva etiquetada i’ con

un arco j de 7°.

Definicién 3.8. (puntos de cruce) Sean 7 una triangulacién etiquetada de una superficie con
frontera y puntos marcados (X, M), j un arco de 7° e ¢ un arco etiquetado que no pertenece a 7.
Denotamos por p y q a los extremos de j, decimos que x € i’ N j es un punto de cruce de i’ con j

si se cumplen la(s) condicién(es) de uno de los tres casos siguientes.

a) j no es lado de ninguin tridngulo doblado.
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b) j es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Sin perdida de generalidad supongamos que
o (p) = 0 # 6-(q)-

Si ¢’ tiene un extremo en p con etiqueta ”X” entonces x # ¢. En caso contrario  # py x # gq.

¢) j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’. En este caso p = ¢, denotamos por p’ a

la tinica pinchadura que encierra j y denotamos por j' al inico arco de 7° que es incidente a

/

P
Si 7’ tiene extremo t en j' con etiqueta ”X” entonces la interseccién del interior relativo de

[x,t];s con T° es no vacfa. En caso contrario z pertenece al interior relativo de j.

Observaciéon 3.9. La siguiente observacion es acerca de la Definicién 3.8.

1) Sean z y z’ dos puntos de cruce como en el inciso c). Si el interior relativo del segmento
[z,2']; corta sbélo a j' en un punto entonces identificamos a z con 2’. Es decir podemos

denotar por x a ambos puntos de cruce y lo pensaremos como el mismo.

2) Si el extremo de la curva i’ es una pinchadura p con signatura cero y la etiqueta de i’ en p es

” ”

>1” entonces la pinchadura p serd considerado como punto en el interior relativo del tnico

arco adyacente a p.

Con la ayuda de la Definicién 3.8 y la Observacién 3.9 definiremos a continuacién la representacién
de cuerda m(t,1).
Sean j un arco de 7° y ¢j,, a5 UDA enumeracién de los puntos de cruce distintos de i’ con j.

Definimos el espacio vectorial asociado a j en m(7, %) como sigue:

)
(m(r.1)); = KA = (P Koy,

r=1
donde A (7', ) es el ntimero de puntos de cruce distintos de ¢’ con j y K un campo.

Ahora definiremos la transformacién lineal asociada a una flecha de @(TO). Dada una flecha
a:j — ken @(TO) existe una tnica pinchadura p a la que a es contrictil con la homotopia
que preserva los extremos de v en j y k respectivamente. Sean qj,, ...qj, /1 Y Qk1s --Qhy (s, UNA
enumeracion de los puntos de cruce distintos de 7’ con j y k respectivamente. Denotaremos por Kj ;
a la copia del campo K asociada al punto de cruce g, Para 1 < s < A(¢,j) y 1 <r < A(, k),
definimos [(m/(7,7))alr,s : Kj,s — K, de la siguiente manera. Vamos a consideras todos los casos
posibles para los arcos j y k. El segmento [g; s, gk ] es disjunto de 7° excepto cuando j 6 k (6
ambos) es lado doblado de un tridngulos doblado A’ en este caso el segmento [g; s, gr,»|i+ interseca
al lado no doblado de A’. Ademds distinguimos los subcasos cuando el segmento [g; s, Gk,r]ir €S

contractil a p 6 lo no es.
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1) j y k no son lados de ningtn tridngulos doblados.

a) El segmento [g;, s, gk |+ €s contrictil a p.
[(m(7,7))alrs = 1.
b) El segmento [g; s, gk,r]i7 1O s contrictil a p.

[(m(7,7))alrs = 0.
2) j no es lado de ningun tridngulo doblado y & es el lado doblado de un tridngulo doblado.

a) El segmento [g; s, gk |+ es contrictil a p.
[(m(7,7))alrs = 1.
b) El segmento [g;,s, qk,r]ir DO es contrictil a p.

[(m(Tv i,))a]r,s - 0

3) j no es lado de ningtn tridngulo doblado y k es el lado no doblado de un tridngulo doblado
A, denotamos por £’ al lado doblado de A'. Si existen dos puntos de cruce denotados por g,
entonces vamos a considerar la copia de g, tal que [g; s, qk,r]iv DO interseca al lado doblado
de A/,

En este caso el segmento [g; s, gk,r]i Siempre es contractil a p.

Si existe un punto de cruce = de i’ con k' tal que el interior relativo del segmento [gy, ., z];7 €s
disjunto de 7° entonces [(m(7,7"))q]rs = —1 cuando el segmento [g; s, qx,r]i U [qk,r, T]i sea
contractil a py [(m(r,7'))alr,s = 1 cuando el segmento [g; s, gk, ]i U [qk,r, ]i nO sea contréictil

ap.
4) j es el lado doblado de un tridngulo doblado y k no es lado de ningin tridngulo doblado.

a) El segmento [g; s, qx |+ €s contrictil a p.
[(m(7,7))alrs = 1.
b) El segmento [g; s, gk,r]i 1O s contrictil a p.

[(m(7,1"))alrs = 1.

5) j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’ y k no es lado de ningtn tridngulo doblado,
denotamos por j’ al lado doblado de A’. Si existen dos puntos de cruce denotados por ¢; s

entonces elegimos la copia de g; s tal que el segmento [g; s, gr,r|» DO interseca a j'.

En este caso el segmento [g;, s, qk,r]i7 Siempre es contréictil a p.

Si existe un punto de cruce x de i’ con j’ tal que el interior relativo del segmento [z, g; )
es disjunto de 7° entonces [(m(7,i'))a]r,s = 1 cuando el segmento [z, g; s]ir U [¢),s, qk.r]i S€a
contractil a p y [(m(7,4))a]r,s = 0 cuando el segmento [z, ¢; s]i U[g;.s, Gk,r]i 1O sea contractil

ap.
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6) j v k son lados doblados de tridngulos doblados A’ y A’ distintos, denotamos por p’ y p’’ a

los extremos de j y k con signatura cero respectivamente.

a) El segmento [g; s, qr.r|s €s contractil a p.
[(m(7,7))alrs = 1.

b) El segmento [g;,s, qk,r]ir DO es contréctil a p.
[(m(7,7))alrs = 1 si existe un punto de cruce gj,» de i’ con k tal que el segmento
[9),s, Gk, ]+ DO contiene g, y es contrictil a p, la curva v := [qkr, ¢j.s]s U [¢j,55 Qh,r )i
rodea a p’' y v U [gk,r, gk~ |k divide a ¥ en dos regiones siendo una de dichas regiones

homeomorfa a un disco con la pinchadura p’. En caso contrario [(m/(7,7’))a]rs = 0.

7) j es el lado doblado de un tridngulo doblado A’ y k es el lado no doblado de un tridngulo
doblado A”. Denotamos por j' al lado no doblado de A’, k&’ al lado doblado de A", p’ el

extremo de j con signatura cero y p” al extremo de &’ con signatura cero.

Si existen dos puntos de cruce denotados por gy, entonces consideramos la copia de g, con

la propiedad que el segmento [g; s, ¢k,r]i7 1O interseca a k.

a) El segmento [g;, s, gk |+ €s contrictil a p.
Si existe un punto de cruce gj o de @’ con j tal que 7y := [gj s, @k r]ir UGk, @55 ]ir TOd€A &
"y YUlg;,s, qj,s]; divide a ¥ en dos regiones siendo una de ellas homeomorfa a un disco
con la pinchadura p” entonces [(m(7,4'))a]rs = 1. En caso contrario [(m(7,7))a]rs =
—1.

b) El segmento [g; s, gk,r]i 1O es contrictil a p.

[(m(7,7"))alrs = —1 Si se cumple una de las siguientes dos condiciones descritas.

e p” es una extremo de 7/, la etiqueta de ¢’ en el extremo p” es "plain” y existe un
punto de cruce gy, de i’ con k' tal que el interior relativo del segmento [p”, g )i
no interseca a ningun arco de 7°, la union [p”, qxri U [qk,r, @j,slir U [Qj,s, Qs v ]ir U
[qx v, D] divide a X en dos regiones siendo una region homeomorfa a un monogono
con la pinchadura p’ y cuyo punto marcado en la frontera es p”.

e Existen puntos de cruce qp ., y qr .~ de i’ con k' tal que el interior relativo del
segmento [q v, k-] s disjunto de 7°, la union v := [gr v, @i,r]ir U [Qk,r> )i U
(9.5, Qi .7 )i» Todea a p’ y v U [gr’ r7, Gr |k divide a ¥ en dos regiones siendo una
de ellas homeomorfa a un disco con la pinchadura p’.

[(m(7,7"))a)rs = 1 Sise cumple una de las siguientes tres condiciones descritas.

e Existen puntos de cruce qp ., y qr .~ de i’ con k' tal que el interior relativo del
segmento [q’ v, qr,r] s disjunto de 7°, la union v = [qu 7, @5 s)ir U [Qj,s, Qo,rlir U
[qk,rs Qi 7] Todea a p’ y v U [qis v, @it [k divide a ¥ en dos regiones siendo una

de ellas homeomorfa a un disco con las pinchadura p’ y p”.



e Existe un punto de cruce g; o de i’ con j tal que v := [gj.s, Gk,rlir U [Qh,rs @5 )i
rodea a p” y YU[gj,s, ¢j,s)ir divide a ¥ en dos regiones siendo una de dichas regiones

homeomorfa a u disco con las pinchaduras p’ y p”.

[(m(T,7))alrs = 0 en cualquier otro caso.

8) j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A" y k es el lado doblado de un tridngulo

doblado A”. Denotamos por j’ al lado doblado de A’.

Si existen dos puntos de cruce denotados por g; s entonces consideramos la copia con la

propiedad que el segmento [g; s, gx.r]» DO interseca a j’.

a) El segmento [g; s, qr | €s contractil a p.
Sea x el punto de cruce de ¢ con j' con la propiedad que [z, g; 5], es disjunto de 7°.
[(m(1,7))alrs = 1si[x,q)s]i U[g,s, qr.r|i s contractil a p y [(m(7,4))a)r,s = 0 en caso
contrario.

b) El segmento [g; s, gk,r]i 1O es contrictil a p.

[(m(Tv i,))a]r,s =0.

9) j v k son lados no doblados de tridngulos doblados A’ y A” respectivamente, denotamos
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por j' y k' a los lados doblados de A’ y A" respectivamente, ademds p’ y p” denotaran los

extremos de j' y k' con signatura cero respectivamente.

Sien j 6 k (6 ambos) existen dos puntos de cruce denotados por gjs 6 qi,r (6 ambos)
entonces consideramos la(s) copia(s) de ;s 6 gi,» (6 ambos) tal que el segmentos [g;.s, Gr,r|i

no interseca a j' ni a k'.
En este caso el segmento [g; s, qk,r]i7 siempre es contréictil a p.

[(m(7,7))a)rs = 1 si se cumple una de las siguientes dos condiciones descritas.

» Existen puntos de cruce gj/ o y ;s de i’ con j’ tal que el interior relativo del segmento
[g)/,5, j,s]i es disjunto de 7°, vy := [gjr,s, @j,s]ir U[@s,55 @he,r]ir Uk e, 57,57 ] Todea a p” y
vyUlgr,s7,q5,s]5- divide a ¥ en dos regiones siendo una de dichas regiones homeomorfa

a un disco con la pinchadura p”.

= p' es un extremo de ¢, 7’ tiene etiqueta ”plain” en el extremo p’ y existe un punto de
cruce g;/,¢ de i’ con j' tal que el interior relativo del segmento [p’, ¢; 5] es disjunto de
7°, la union [p’, g; s)i» U[qj.s, @rrlir Uqk,r, g57,5]ir Ugs7,s7, '] divide a ¥ en dos regiones
siendo una de dichas regiones homeomorfa a un monogono con la pinchadura p” y el

punto marcado en la frontera p’.

[(m(7,7))al)rs = —1 si se cumple una de las siguientes tres condiciones descritas.



Existen dos puntos de cruce gi/ ,, gx’» €n k' y un punto de cruce g o en j' tal que el
interior relativo de los segmentos [g;/ s/, @} sli7, [Gk.r, @i i+ sOD disjuntos de 7°, la curva
v = lqw s Qor)ir U Qi @G,s)i U Q5,55 Qi o] Todea a p' y v U [qur oy qor )i divide a 2
en dos regiones siendo una region homeomorfa a un disco con la pinchadura p’.

Existen dos puntos de cruce g; ¢, gjs s en j' tal que el interior relativo del segment
97,5, qj,s) es disjunto de 7°, la curva v = [gj 57, Qk.rlir U [Qh,r, @j,s)ir U [Q).s, @7 s )i
rodea a p” y yU[gjs s, qj,s7],- divide a ¥ en dos regiones siendo una region homeomorfa

a un disco con la pinchadura p”.

p’ es un extremo de i’, ¢ tiene etiqueta ”plain” en el extremo p’, existe un punto de
cruce ¢;,¢ de i’ con j' tal que el interior relativo del segmento [g;/ s, ¢;, 5] es disjunto
de 7° y la union [p, gk r]ir U [qr.r, @5,s)ir U [G),s, Gj7,s)i U [gj7,s7,P']j» divide a ¥ en dos
regiones siendo una de dichas regiones homeomorfa a un monogono con la pinchadura

p” y el punto marcado en la frontera p'.

p” es un extremo de #’, ¢’ tiene etiqueta ”plain” en el extremo p”, existe un punto de
cruce gy, de i’ con k' tal que el interior relativo del segmento [gx v, gk, |i €s disjunto
de 7° y la union [p”,q; i U [qj.s, Qrrlir U [qrr, @i o ]ir U [qir 47, 0] divide a ¥ en dos
regiones siendo una de dichas regiones homeomorfa a un monogono con la pinchadura

p’ vy el punto marcado en la frontera p”.

[(m(7,7))a)rs = 0 en cualquier otro caso.

EJEMPLOS DE LA REPRESENTACION DE CUERDA m(T,1).

1) Ejemplo 1.
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2) Ejemplo 2.
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) Ejemplo 3.
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4) Ejemplo 4.
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5) Ejemplo 5.
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6) Ejemplo 6.
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(k) Carcaj
1
K OI 0
0 0 0
[1] \ [0 1]
’ K¢ K2
6§ [ ] TN\ o )
0o 0
K> 5 2] B e
0o 0 g (1)]
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K2 > 2

(1) Representacién de cuerda

. . ’ . . . ALl - s .,
En el siguiente capitulo definiremos ciertos conjuntos %Z,j que nos servirdn para la construccién

de las desviaciones ya mencionadas.
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4.

Representacion de Arco M (7,1).

Definicién 4.1. (Conjunto %’fjl) Sea 7 una triangulacion etiquetada de una superficie con frontera

y puntos marcados (2, M). Consideremos un tridngulo A no doblado en 7°, j un arco de 7° e i & T

un arco etiquetado que minimiza los puntos de interseccién con los arcos de 7. Vamos a definir el

conjunto 35’?”; con la ayuda de la curva i’ = i/(7,4) (Definicién 3.6) . La definicién depende de si

j es el lado doblado de un tridngulo doblado 6 no lo es:

a) j no es el lado doblado de ningin tridngulo doblado.
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Consideremos la configuacién local siguiente;

i) j es lado de A,

i) Sea p una pinchadura con signatura distinta de cero tal que p es vértice opuesto a j en

A

iii) Sean qg,q1 € i’ N j, con la propiedad que el segmento [qo, q1] rodea a p,

iv) 1 es el ndmero de puntos de interseccién del interior relativo de [go, g1]i+ con los arcos de
T°,

v) s con s € {1,2,1}, es el s-ésimo punto de interseccién de algin arco de 7° con el interior

relativo de [go, q1]i-

Cada vez que encontramos la situacién descrita en los puntos i) — v), definimos la familia de

puntos (qo, q1,71, 72,77, ) como un elemento del conjunto %’f]l




Figura 53: Caso a) de la Definicién 4.1.

b) j es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por m al lado no doblado de

dicho triangulo.

i) m es lado de A,

ii) Sea p una pinchadura con signatura distinta de cero tal que p es vértice opuesto a m en
A,
iii) Sean qg,q1 € i’ N j, con la propiedad que el segmento [qo, q1]+ rodea a p,

iv) [ es el ndmero de puntos de interseccién del interior relativo de [go, g1]i+ con los arcos de

7°, contados con multiplicidad.,

v) rs con s € {1,2,3,1}, es el s-ésimo punto de intersecciéon de algun arco de 7° con el

interior relativo de [qo, ¢1]i,

vi) Sea [q1, %] el segmento de i’ que sigue a [go,q1]i (y que no contenga a ggp). Con esta

notacién g es el primer punto de interseccién de [q1, %]+ con algun arco de 7° \ {m}.

Cada vez que encontramos la situacién descrita en los puntos i) —vi), definimos la familia de puntos

. ALl
(90,41,92,71,72,73,71,p) como un elemento del conjunto f@i,)j .
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Figura 55: Caso b) de la Definicién 4.1.

La siguiente definicién nos servira para definir las matrices de desviacion y asi modificar la repre-

sentacién de cuerda m(7,¢) para obtener la representacién requerida.

Definicién 4.2. (1-desviacién) Para cada elemento de la forma (qo, q1,71,72,7,p) 6 de la forma

Al . AL .
(90,491,92,71,72,73,71,p) en By, ; contruimos la 1-desviacion d(qo ) que consiste de una curva
ALl ALl
Digoany) ¥ 1

impl rien xtrem: n
simple y orientada cuyos extremos son s( (a0,a1) (a0,a1)

), principio y final respectivamente.
Al Al
con extremos s(e(q )y t(e(qml)).

, oo s ALl
S6lo en el caso b) dibujaremos una curva (1l-auxiliar) e )

(40.01)
Distinguimos los casos cuando j es el lado doblado de un tridngulo doblado é no lo es:

a) j es un arco en 7° que no es el lado doblado de ningun tridngulo doblado A'.

Si 1 no pertenece a ningin lado de ningin tridngulo doblado entonces dibujamos la 1-

desviacién d(qu)lql) con extremos s(d(Aqé)lql)) =ry t(d(ququl)) = ¢1. En caso contrario dibujamos

ALl

.y ALl Al _ ) _
la 1-desviacién d , cuyos extremos son s(d ) =72y t(d ) = qu.

0,41

/<6
A\

q1

qo
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Figura 56: Caso a) de la Definicién 4.2.

b) j es el lado doblado de un triangulo doblado A’ en 7°. Denotamos con m’ al lado no doblado

de A'.

Consideremos los casos cuando 1o pertenece al lado no doblado de algun triangulo doblado

A" £ A’ 6 no pertenece a ningtn tridngulo doblado:

b1) ro pertenece al lado no doblado de un tridngulo doblado A” distinto de A’. Denotemos

con m'" al lado no doblado de A”.

ALl
(g0,q1)

A

En esta situacién dibujamos la 1-desviacién d con extremos s(d(qz)lql)) =r3y

t(d(qu)lql)) = r;. Ademds si el segmento [qo, r2]; es contréctil a p con la homotopia que

preserva a qo en j y a ro en m’”, y el segmento [g1, 71} no es contractil a p entonces

dAl

dibujamos la curva auxiliar e(Aq’l ) con extremos sl Y =rgyt( (q;’ql)) =q.

0,41 (q0,q1)
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Figura 57: Caso b;) de la Definicién 4.2.

bs) ro mo pertenece a ningtin lado de ningin tridngulo doblado.

ALl ALl Al

Dibujamos la 1-desviacién d~ . con extremos s(d(q;,ql)) =ryy t(d, ) = a sise

cumplen las condiciones de uno de los siguientes dos subcasos:
ba1) m' pertenece a un tridngulo de tipo 2.
i) m’ estd basado en una pinchadura g,

ii) El segmento [qo, 72]:s es contractil a ¢ con la homotopia que preserva los extremos

en el respectivo arco de 7°.

! pertenece a un tridngulo de tipo 3.

bgg) m
i) m’ esta basado en p,

ii) El segmento [qo, 2]is es contractil a p con la homotopia que preserva los extremos

en el respectivo arco de 7°,

iii) El segmento [q1,7;-1]; no es contractil a p con la homotopia que preserva los

extremos en el respectivo arco de 7°.

. ., . - . ALl
En la situacién descrita en be;) dibujamos una curva auxiliar € con extremos

0,91)
s(e(Aq;)lql)) =ry t(dé;)lql)) = ¢2. Ademss si gg es extremo de la curva i’ dibujamos otra
curva auxiliar con extremos s(e@;lql)) =ryy t(d@;lql)) = r;. Por otro lado en la situacién
. . . ALl ALl .
descrita en beg) dibujamos una curva auxiliar €lgn,q) CON extremos s(e(qoﬁql)) =Ty
ATy
t(d(%,fh)) ="
Ahora si no se cumplen bey) y bes), entonces dibujamos la 1-desviacién d(Aq;lql) con

Al ALl
extremos S(d(qo,ql)) =Tr2y t(d(qo,ql)) =Ty



Figura 58: Caso b2) de la Definicién 4.2.

ALl

(q0,q1)° lo cual

En lo siguiente asignaremos una etiqueta en el conjunto {1,2} a las 1-desviaciones d
nos servira para definir la matriz de desviacion.

. AL . . .
A la 1-desviacién d(q;) g due cumple las condiciones de uno de los dos casos siguientes le asignamos

la etiqueta ”1”.

a1) j no es el lado doblado de ningun tridngulo doblado.
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El arco j es lado de un tridngulo de tipo 3 6 A es un tridngulo de tipo 2 y se cumple que el
punto de interseccién r; de 7y con los arcos de 7° pertenece al tinico arco de A que es lado de

un tridangulo doblado.

as) j es el lado doblado de un trdngulo doblado A’ con lado no doblado m.

i) A es un tridngulo de tipo 3. Denotemos por m’ al tnico lado de A que no es lado de
ninguin triangulo doblado.

ii) 7o pertenece a m/.

ALl

(q0,q1)
Llamaremos desviaciones de tipo 1 a las desviaciones con etiqueta ”1”. Andlogamente llamaremos

Si no se cumple las condiciones de a1) y as) entonces asignamos a d la etiqueta ”2”.
desviaciones de tipo 2 a las desviaciones con etiqueta ”2”.

Sea n > 1, después de haber dibujado todas las n-desviaciones y curvas n-auxiliares para (7°,i’)
An+1

tomamos un arco j y fijamos un tridngulo A. A continuacién definiremos los conjuntos %;,;

s . An+1 . < . .

Definicién 4.3. (Conjunto %, ’j"+ ) Sea 7 una triangulacién etiquetada de una superficie con
:

frontera y puntos marcados (X, M). Consideremos un tridngulo A en 7°, j un arcode 7° e ¢ ¢ 7T

un arco etiquetado que minimiza los puntos de intersecciéon con los arcos de 7. Vamos a definir el

A,n+1

conjunto %,

7 con la ayuda de 7" y las n-desviaciones construidas previamente. La construccién

depende de si j es el lado doblado de un tridngulo doblado é no lo es:

a) j no es el lado doblado de ningin tridngulo doblado.

’
En este caso los elementos de %’?”;’H son de la forma (qo, ¢1, s(dA ™), 19,77,p) de manera
. . . . . e e 4
que se cumplen las condiciones del inciso a) de la Definicién 4.1 y ademés s(d®" ") = r; no
pertenece a ningin tridngulo doblado. La curva ~ se obtiene como la union de los segmentos

[90, 1], da’m y [r2, q1]i v estd orientada de go a ¢i.

Figura 59: Caso a) de la Definicién 4.3.
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b) j es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos con m al lado no doblado de
dicho triangulo.

,n+1

7 son de la forma (qo, 1, g2, 71, s(d2"™), rs, 7y, p) de

. . A
En esta situacién los elementos de %,
manera que cumplen las condiciones de ba;) en la Definicién 4.1. La curva + se obtiene como

la union de los segmentos [qg, 73], da’n y [rs,q1]i v estd orientada de qo a ¢;.

Figura 60: Caso b) de la Definicién 4.3.

Con la ayuda de los conjuntos ,@fjnﬂ definiremos ahora las (n 4 1)-desviaciones y las curvas

(n + 1)-auxiliares.

An+1 A
v delaforma (qo, q1,8(d™ "), 72,71, p)
A,n+1

(g0,91)
), principio y final respectivamente. Sélo

Definicién 4.4. ((n+1)-desviacién) Para cada elemento en %

re / . . v .
6 (qo, q1,q2, 71, 8(d> ™), r3, 7, p) contruimos la (n + 1)-desviacion d que consiste de una curva

simple y orientada cuyos extremos son s(d>""1) y ¢(d> "t

(g0,91) (q0,q1)

An+1

en el caso b) dibujaremos una curva ((n + 1)-auxiliar) €(goqr) CON extremos s(e>m Ty y (e,

(g0,q1) (g0,q1)
Distinguimos los casos cuando j es el lado doblado de un tridngulo doblado 6 no lo es:

a) j no es el lado doblado de ningin tridngulo doblado.

Para cada elemento (qo,ql,s(dA,’"),rg,rl,p) en %ﬁ’fﬂ dibujamos la (n + 1)-desviacién

’
A'n dAm+1

An+1 — — —
d - s(d(QO,Lh)) =ny t( (q0,£h)) =q-

An+1
(g0,91) d )

contenida en A, con extremos s( (¢0,1)
,
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qo

q1

Figura 61: Caso a) de la Definicién 4.4.

b) j es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por m al lado no doblado de

dicho triangulo.

Para cada elemento (qo, q1, g2, 71, s(dA/’")7 r3,T1,p) en %’?”j"“ dibujamos la (n+1)-desviacién

déﬁ;;, con extremos s(déﬁzi) = s(d(Aq;’zl)) y t(déﬁ;;) = ¢q;. En este caso dibujamos

An+1 A,n+1 A,n+1

también la curva auxiliar e " ') cuyos extremos son s(e(qqul)) =ryy t(e(qo,ql)) = qo.

Figura 62: Caso b) de la Definicién 4.4.

A,m
Aigar)

) la etiqueta 72”.

g

Sea d®™ _ una m-desviacién con 1 < m < n, asignamos a
’ (g0,q1)

tiene
(g0,q1)

la etiqueta ”1”si

A,m

etiqueta ”1”. En caso contrario asignamos a d(qO o
;

Ahora vamos a analizar los arcos j de 7° para determinar cuantas matrices de desviacién y matrices

auxiliares asignamos a j.

a) j es lado de un tridngulo doblado A’. Denotamos por m al lado no doblado de A'.
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Si m es lado de un tridangulo A de tipo 3 con etiqueta I3 asignamos a j y m dos matrices de
desviacién y dos matrices auxiliares. En caso contrario asignamos a j y m sélo una matriz

de desviacién y una auxiliar.

J no es lado de ningtin tridngulo doblado.

En este caso como j no es lado de ningin tridngulo doblado entonces j es lado de exacta-
mente dos tridngulos no doblado. Denotemos por Ay y A, a los tridngulos no doblados que

comparten a j como lado.

b1) Si se cumplen las condiciones de uno de los siguientes dos subcasos asignamos a j dos

matrices de desviacion y dos matrices auxiliares.

b11) A1y As son tridngulos de tipo 1.

bi2) Ajp es de tipo 1, Ag es de tipo 2 y j tiene etiqueta I3 en A.

Ay J Ag

ba) Si se cumplen las condiciones de uno de los siguientes cuatro subcasos asignamos a j

tres matrices de desviacién y tres matrices auxiliares.

ba1) A7 es de tipo 3y A, es de tipo 1.

bao) A1 es de tipo 2, As es de tipo 1y j tiene etiqueta o en Aq.

)
)
bas) A1y Asg son de tipo 2, j tiene etiqueta ly en Ay y I3 en As.
bas) Ajp es de tipo 3y As es de tipo 2, j tiene etiqueta I3 en Ay y I3 en As.



bs) Si se cumplen las condiciones de uno de los siguientes dos subcasos asignamos a j cuatro

matrices de desviacién y cuatro matrices auxiliares.

bs1) A1y Ag son de tipo 2, y j tiene etiqueta lo en ambos tridngulos.

bs2) A es de tipo 3, Ag es de tipo 2, j tiene etiqueta l; en A; y etiqueta [y en As.

Acontinuacion definiremos las matrices de desviacién.
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Definicién 4.5. (Matriz de desviacién) Sea T una triangulacién etiquetada de una superficie con
frontera y puntos marcados (X, M). Usando las desviaciones de (7°,¢) y considerando los casos
cuando j es lado de un tridngulo doblado 6 no lo es. Definimos las matrices de desviacién para cada
arco j € 7°. Las filas y las columnas de la matriz de desviacion estan indexadas por los puntos de
cruce(distintos) de 4’ con j.

Definimos la g-ésima columna (asociada al g-ésimo punto de cruce distinto) de la matriz de des-

viacién mediante las siguientes reglas:

a) j es lado de un tridngulo doblado.

En esta situacién consideramos si j es el lado doblado de un tridangulo doblado 6 no lo es:

ay) j es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por A al tnico tridngulo

no doblado en 7° que comparte un lado con A’.

Consideremos los casos cuando a j se le asigna una 6 dos matrices de desvicién.
ay11) Le asignamos sélo una matriz de desviacién a j denotada por DZ-A, i

i) La g-ésima coordenada es 1.

ii) Si ¢ es un punto de cruce que es punto final de una desviacién d(Aq:g) y existe
un elemento (q,q,r1,72,7,p) 0 (¢,4,q1,71,72,73, 71, D) €n ,%’ﬁf entonces la ¢-
ésima coordenada es 0, (p). Si ademds d(Aq’,g’) es de tipo 1 entonces la coordenada
asociada al punto de cruce r;_5 de 7 con j también es 5, (p).

iii) El resto de las coordenadas de ¢ son cero.

5

a12) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por DiA,,j y Dj; a las matrices de

desviacion.
La g-ésima coordenada es 0, (p) para ambas matrices.
as) j es el lado no doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por j’ al lado doblado
de A’
as1) Le asignamos sélo una matriz a j denotada por Dﬁ i
i) La g-ésima coordenada es 1.
ii) Si g es el punto final de una de una desviacién d(Aq:g) y existe un elemento en
(g0, q1,92,4,72,73,4,p) en ,@f,”;—f entonces la ¢-ésima coordenada es 40, (p) si se
cumple una de las dos condiciones siguientes;
= i) A es de tipo 2.
= 3) A es de tipo 3 y v U [g1, go]; es una curva cerrada que divide a ¥ en dos
regiones, siendo una regién homeomorfa a un disco con sélo la pinchadura p,

donde 7 es la curva que corresponde a (qo, q1, 92,4, r2,73,G, p) ¥ rodea a p.
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Si en 4) la curva v U [g1,qo]; divide a ¥ en dos regiones, siendo una regién
homeomorfa a un disco con dos pinchaduras siendo una de ellas p entonces la
G-ésima coordenada es -6, (p). Ademads si d® es de tipo 1 entonces la coordenada
que corresponde al (r — 4)-ésimo punto de cruce de «y con los arcos de 7° es
0-(p) si G es 6-(p) y es -0-(p) si § es -0-(p).

iii) El resto de las coordenadas de g son cero.

age) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por DiA,’j y DZZ,,]» a las matrices de

desviacion.

i) La g-ésima coordenada para ambas matrices es 1.

i) Si ¢ es punto de cruce que es punto final de una desviacién d(Aq’,g) y existe un

- A,
elemento (qo, g1, 92, q,72,73,G,p) en %’%;} entonces;

= La ¢-ésima coordenada de la matriz DiA,’j es 0, (p) si yU[q,ql;s es una curva
cerrada que divide a ¥ en dos regiones siendo una region homeomorfa a un
disco con la sélo la pinchadura p.

= La g-ésima coordenada de la matriz DiA/J- es -0,(p) si YU (g1, q];  es una curva
cerrada que divide a ¥ en dos regiones siendo una region homeomorfa a un

disco con dos pinchaduras siendo una de ellas p.

iii) El resto de las coordenadas de g son cero en ambas matrices.

b) j no es lado de ningtin tridngulo doblado.
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Como ya mencionamos anteriormente si j no es lado de ningtn tridangulo doblado entoces j es
lado de exactamente dos tridngulos no doblados. Denotemos por A; y As a dichos triangulos.

Distinguimos los casos cuando a j se le asignan 2,3 6 4 matrices de desviacién.

b1) Le asignamos 2 matrices de desviacién a j.

Asociamos dos matrices DZ-A,j una por cada tridngulo Ag con k=1, 2.

i) La g-ésima coordenada es 1.

ii) Si ¢ es un punto de cruce que es punto final de una desviacién dé‘l’g) y existe

un elemento (q,§,r1,72,77,p) en .@f,’j” entonces la G-ésima coordenada es J,(p).
Si ademas d(Aq’g) es de tipo 1 entonces la coordenada asociada al punto de cruce r;_3
de v con j también es §,(p).

iii) El resto de las coordenadas de ¢ son cero.

bs) Le asignamos 3 matrices de desviacién a j.

Asociamos tres matrices dos de ellas denotadas por Dﬁ ;» una por cada tridngulo Ag
con k = 1,2. Ademads asignamos una tercera matriz denotada por DiK,J donde A es el

tridngulo de tipo 3 6 A es un triangulo de tipo 2.



i) La g-ésima coordenada de las tres matrices es 1.

ii) Si ¢ es punto final de una desviacién dé‘q’qu) y existe un elemento en (g, ¢, r1, 72,77, D)
en %ﬁf entonces la ¢-ésima coordenada de Df,‘,j es d-(p) si el interior relativo
de la curva d(A(L 7 ho interseca a ningun arco de 7°, en caso contrario la g-ésima
coordenada de D2 es 4, (p). Adem4s si d@,q) es de tipo 1 entonces la coordenada

correspondiente al punto de cruce r;_3 de la curva 7 con el arco j también es d,(p).

iii) El resto de las coordenadas de g son cero para las tres matrices.

bs) Le asignamos 4 matrices de desviacién a j.

Asociamos cuatro matrices dos de ellas denotadas por DiA, ; una por cada tridngulo Ap

con k = 1,2 y dos adicionales denotada por ng.

i) La g-ésima coordenada de las tres matrices es 1.

ii) Si ¢ es punto final de una desviacién d(Aq’;f) y existe un elemento en (q, §,71,72,7,p)
en e%’f ’j” entonces la g-ésima coordenada de D% ; €s 0-(p) si el interior relativo

o

de la curva d(Aq - no interseca a ningun arco de 7°, en caso contrario la ¢-ésima
;

q)
coordenada de D? es 8, (p). Ademds si d(Aq q) s de tipo 1 entonces la coordenada

correspondiente al punto de cruce r;_3 de la curva 7 con el arco j también es J.(p).

iii) El resto de las coordenadas de g son cero para las tres matrices.

Ahora definiremos las matrices auxiliares.

Definicién 4.6. (Matriz auxiliar) Sea 7 una triangulacién etiquetada de una superficie con frontera
y puntos marcados (X, M). Usando las curvas auxiliares de (7°,4’) y considerando los casos cuando
j es lado de un triangulo doblado 6 no lo es. Definimos las matrices auxiliares para cada arco
j € 7°. Las filas y las columnas de la matriz auxiliar estdn indexadas por los puntos de cruce de i’
con j. Para cada punto de cruce ¢ definimos la g-ésima columna de la matriz auxiliar mediante las

siguientes reglas:

a) j eslado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por A al tinico tridngulo en 7° que comparte

un lado con A.

Dado que j es lado de un tridngulo doblado consideramos los casos cuando j es el lado doblado

6 j es el lado no doblado.

ay) j es el lado doblado de A'.

Distinguimos los casos cuando a j le asignamos una 6 dos matrices.

ay11) Le asignamos sélo una matriz a j denotada por Eﬁj.
La g-ésima coordenada es 1 y el resto son 0.
a12) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por Eﬁ ;Y Eﬁ ;@ las matrices de auxi-

liares.
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i) La g-ésima coordenada de ambas matrices es 1.

il) Si ¢ € i Nj es el punto final de una curva auxiliar e(A’" y existe un elemen-

4,9)
~ A,n ~ Z A
to (q,4,q2,71,72,73,71,p) €n #,;', entonces la g-ésima coordenada de Ej; es

5+ (p)-

ii) Las coordenadas restantes en ambas matrices son 0.

az) j es el lado no doblado de A’, denotamos por j' al lado doblado de A’.

Distinguimos los casos cuando a j le asignamos una 6 dos matrices.

as1) Le asignamos sélo una matriz a j denotada por Eﬁ ;e
i) La g-ésima coordenada es 1.

ii) Siq € i'Nj es el punto final de una curva auxiliar eé:;f) y existe (qo, 91, 92,4, 72,73, 4, D)
en 53?]7 entonces la ¢-ésima coordenada es 0, (p).
ii) Las coordenadas restantes son 0.
asz) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por Eﬁ ;Y Egj a las matrices de auxi-

liares.

Denotamos a las matrices por Eéj y Eﬁj.

7 3.

La g-ésima coordenada en ambas matrices 1 y el resto son 0.

b) j no es lado de ningtin tridngulo doblado.

Distinguimos los casos cuando le asignamos 2,3 é 4 matrices a j.

b1) Le asignamos 2 matrices a j.

Asignamos una matriz por cada tridangulo no doblado que tiene a j como uno de sus

lados. Denotamos por EZ ; & las matrices auxiliares.

La g-ésima coordenada es 1 y el resto son O.

bs) Le asignamos 3 matrices a j.

Asignamos una matriz por cada tridngulo no doblado que tiene a j como uno de sus lados
y las denotamos por Eﬁ j+ Ademiés definimos una matriz adicional que denotaremos por
E§j7 En este caso A es un tridangulo de tipo 2 tal que j tiene etiqueta I en A.
Definamos primero la g-ésima columna en la matriz E?,j-

La g-ésima coordenada es 1 y el resto son 0.

Ahora definamos las matrices Eﬁ’ i

Denotemos por A’ al tinico tridngulo doblado que comparte un lado con A, siendo m y

m/' los lados de A’, donde m’ es el lado doblado de A’. Distinguimos los casos cuando g

es punto final de una curva auxiliar 6 no lo es:

i) ¢ no es punto final de ninguna curva auxiliar.
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e La ¢-ésima coordenada es 1.
e Si ¢ es punto final de una curva auxiliar eiA,)’;l, existen z,z’ puntos de cruce de
i’ con m’, el interior relativo del segmento [g, x]; interseca al arco m en s6lo un
punto y existe (z,2’,q,71,7r2,73,71,D) € BT

i ome entonces la g-ésima coordenada
es 6-(p).

An

ii) g es punto final de una curva auxiliar e, i

e La ¢-ésima coordenada es 0.

e Si z,2’ son puntos de cruce de i’ con m’, ¢’ es punto de cruce de ¢’ con j, el
interior relativo del segmento [¢/, z];s interseca al arco m en sélo un punto, ¢” es
el punto final de la curva auxiliar eiA,y’;L_l y existe (z,2’,q,7m1,7r2,73,7,D) € %ﬁ’:ﬂ
entonces la ¢”-ésima coordenada es 1 cuando n>1 y la ¢’-ésima coordenada es

1 cuando n = 1.

b3) Le asignamos 4 matrices a j.
Asignamos una matriz por cada tridngulo no doblado que tiene a j como uno de sus
lados, denotamos por Eﬁ ; & las matrices auxiliares. Ademsés definimos dos matrices
adicionales que denotaremos por EiATj.
Definimos primero la g-ésima columna de EiAT’j.
La g-ésima coordenada es 1 y el resto son O.
Ahora definamos las matrices Eﬁ, i
Denotemos por A’ al tinico tridngulo doblado que comparte un lado con A, siendo m y

m/ los lados de A’, donde m’ es el lado doblado de A’. Distinguimos los casos cuando g

es punto final de una curva auxiliar 6 no lo es:

i) g no es punto final de ninguna curva auxiliar.
e La ¢-ésima coordenada es 1.

. e A .
e Si G es punto final de una curva auxiliar e}, ’;L, existen xz,z’ puntos de cruce de
;

i’ con m/, el interior relativo del segmento [g, x]; interseca al arco m en sélo un

n

., entonces la G-ésima coordenada

punto y existe (z,z’,q,71,r2,73,7,D) € %’?7
es 0-(p).
ii) ¢ es punto final de una curva auxiliar ef,f.
e La g-ésima coordenada es O.
e Si z,z’ son puntos de cruce de ¢’ con m’, ¢’ es punto de cruce de i’ con j, el
interior relativo del segmento [¢/, z];s interseca al arco m en sélo un punto, ¢” es

An—1 . ! A,n
y existe (x, ', q,71,72,73,71,D) € B;

el punto final de la curva auxiliar e, j i me
entonces la ¢”-ésima coordenada es 1 cuando n>1 y la ¢’-ésima coordenada es

1 cuando n = 1.



Ahora con la ayuda de las matrices de desviacion, las matrices auxiliares y la representacion de

cuerda m(7,7) vamos a definir la representacién de arco M(r,1).

Definicién 4.7. Sea {p, ¢} el conjunto de extremos de j, definamos primeramente los vértices de
la representacién de arco M(7,4). Sea j un arco de 7° consideramos los casos cuando p 6 g (6

ambos) son puntos marcados 6 no lo son:

a) py ¢ son puntos marcados.
(M(r,4)); = (m(7,1));-

b) Sélo un extremo de ¢’ es punto marcado. Sin perdida de generalidad supongamos que ¢ no es
punto marcado y pertenece a un arco j; de 7°.

En esta situacién consideramos los siguientes dos subcasos:

b1) j1 es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por m al lado no doblado
de A’ y por ¢’ al punto de cruce de i’ con m tal que el interior relativo del segmento
[¢, gl no interseca a ningin arco de 7°.
bll) Si j = j1 entonces (M(T,Z))] = (m(T, i))j/Kj,q-
blg) j =m.
(M(7,4)); = (m(7,4));/ Kjq-
biz) Sim # j # j1 entonces (M (7,1)); = (m(7,1));.
ba) j1 no es el lado de ninguin tridngulo doblado.
ba1) j=j1
(M (7,4)); = (m(7,4));/Kjq-
baa) Sij # j1 entonces (M(7,1)); = (m(7,1));.

¢) Ningun extremo de ¢’ es punto marcado. Supongamos que p pertenece a j; y g pertenece a

J2, donde j; y jo son arcos de 7°.

Consideramos los siguientes tres subcasos:

c1) Ji es el lado doblado de un tridngulo doblado Ay para k = 1,2. Denotemos por my, al
lado no doblado de Ay, y por ¢ al punto de cruce de ¢’ con my, tal que el interior relativo

de los segmentos [q1,pli [g2, q]i» no intersectan a ningtin arco de 7°.

(m(7,4));/ Kjp-
(m(7,4));/Kj,q-

c11) Sij = j1 entonces (M(7,1));

c19) Sij = ja entonces (M(r,4));
c13) Jj = my.

(M(7,1)); = (m(7,4));/ K q,-
c14) Simyg # j # ji entonces (M(7,1)); = (m(7,1));.
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¢2) j1 es el lado doblado de un tridngulo doblado A’ y ja no es el lado doblado de ningin
tridngulo doblado. Denotemos por m al lado no doblado de A’ y por p’ al punto de cruce
de ¢/ con m tal que el interior relativo del segmento [p’, p];» no intersecta a ningin arco

]

de 7°.

021) Si j = j1 entonces (M(T,Z))] = (m(T, i))j/Kj,p-

022) _] =m.
(M(7,4)); = (m(7,4));/ Kjpr-
c23) J = Ja

(M(7,4)); = (m(7,4));/Kjq-

coa) Sim # j # jr parar = 1,2, entonces (M(7,1)); = (m(7,1));.

El caso js es el lado doblado de un tridngulo doblado A’ y j; no es el lado doblado de

ninguin tridngulo doblado es simétrico.

c3) Para k= 1,2, ji no es el lado doblado ningin tridngulo doblado.

c31) J=Ji-
(M(7,1)); = (m(7,4));/Kjp-
c32) j = Jjo.

(M(7,1)); = (m(7,1));/Kjq-
c33) Sij # j,r entonces (M (7,1)); = (m(7,1));.

Ahora definimos las transformaciones lineales asociadas a cada flecha o : j — k en Q(7°), denote-

mos por A% al tnico tridngulo no doblado que contiene un segmento de « en el interior. Para cada

flecha « : j — k descomponemos la matriz m(7,i), como la suma de dos matrices denotadas por

m(t,i)t y m(r,1i),, donde m(r,7)! es la matriz con las entradas positivas de m(7,4)s y m(7,1);

es la matriz con entradas negativas de m(7,1),. Consideramos los casos cuando p 6 g (6 ambos)

son puntos marcados 6 no lo son:

a) py ¢ son puntos marcados.
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Recordando como encajamos (@(TO), S(°)) en (2, M) (Véase capitulo 3) distinguimos los

siguientes dos casos.

a1) « intersecta exactamente un arco de 7°.

Si ambas matrices m(7,4) y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces,
. A®  AC . Ny —
(M(7,9)a = B (D7 (m(7,0)) 5 + (m(7,1),)-

En caso contrario (M (7,1))s = Eﬁ,zDiA/;m(T, e



az) « no intersecta a ningin arco de 7° ¢ « intersecta a exactamente dos arcos de 7°.

Si ambas matrices m(7,4) y m(7,4), son distintas de la matriz cero entonces,

(M(7,i))a = B2 (DR (m(r, ) + (m(7,1))7).

En caso contrario (M (7,4))s = Eﬁ;DiA/;m(T, e

b) Sélo un extremo de i’ es punto marcado. Sin perdida de generalidad supongamos que ¢ no es

punto marcado y pertenece a un arco j; de 7°.

Consideramos los casos cuando j; es el lado doblado de un tridngulo doblado 6 no lo es.

b1) 71 es el lado doblado de un tridngulo doblado A’. Denotemos por m al lado no doblado
de A'.
Si ningin extremo de « es j; 6 m entonces M (7,4), se define como en el inciso a). En
caso contrario consideramos los siguientes dos subcasos:
b11) j1 =J 6 j = m. Consideramos los dos subcasos siguientes:

b111) « intersecta exactamente un arco de 7°.

Si ambas matrices m(7,4)L y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces,
. A RS . A
(M(7,4))a = (B (D (m(7,1) 5 + (m(7,4))q))e.

En caso contrario (M (7,1))s = E;ZD?,;TH(T, ol
Donde ¢ : M(7,4); — m(7,14); es la inclusién candnica.

b112) « no intersecta a ningin arco de 7° 6 « intersecta a exactamente dos arcos de
T°.
Si ambas matrices m(7,4)} y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces
(M(1,1))o = (EﬁZ(D§72m(T,i)i + m(7,4),))t. En caso contrario (M(7,i)), =
EﬁzDﬁZm(ﬂi)aL-

Donde ¢ : M(7,i); — m(7,1); es la inclusién candnica.
bi2) 1=k6ém=k.
b121) « intersecta exactamente un arco de 7°.

Si ambas matrices m(7,4)T y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces,
(M(,0))a = 7(E7 (D3 x(m(7, D)5 + (m(1,1))5))-

En caso contrario (M (7,4))s = WE;ZD?;TR(T, o -

Donde 7 : m(7,1);, — M(7,4);, es la proyeccién candnica. .
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b122) @ no intersecta a ningin arco de 7° 6 « intersecta a exactamente dos arcos de
T°.
Si ambas matrices m(7,4)2 y m(7,4), son distintas de la matriz cero entonces
(M(7,1))0 = W(EﬁZ(DiA,;(m(T, i))E+(m(7,4))5)). En caso contrario (M (7,1))s =
WEiA‘/’ZDiA,;;m(T, 1)ea-
Donde 7 : m(r,i); — M(7,1); es la proyeccién candnica.
by) j1 no es el lado doblado de ningtin tridngulo doblado.
Si ningin extremo de « es j; entonces M (7,%), se define como en el inciso a). En caso
contrario consideramos los siguientes dos subcasos:
ba1) j1= 7.
En esta situacion distinguimos los siguientes dos subcasos:
ba11) « intersecta exactamente un arco de 7°.
Si ambas matrices m(7,4)} y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces
(M(71,1))0 = (EgZ(DiZ,’zm(T,i): + m(7,4), ). En caso contrario (M (7,4)) =
E?iDme(T, )l
ba12) « no intersecta a ningtin arco de 7° 6 « intersecta a exactamente dos arcos de
T°.
Si ambas matrices m(7,4)} y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces
(M(71,1))0 = (Eﬁk(DlA,Zm(T,z): + m(7,4), ). En caso contrario (M (7,4)) =
Ef,"(;DiA,;m(T, .
Donde ¢ : M(7,4); — m(7,4); es la inclusién canénica.
ba2) j1 = k.
bao1) « intersecta exactamente un arco de 7°.
Si ambas matrices m(7,4)} y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces
(M(1,1))a = W(Egi(Dgzm(T, i)t +m(7,i),)). En caso contrario (M (7,i))s =
WE?,;DZZ,;m(T,i)a.
baoe) « no intersecta a ningtin arco de 7° 6 « intersecta a exactamente dos arcos de
T°.
Si ambas matrices m(7,4)} y m(7,4); son distintas de la matriz cero entonces
(M(1,1))a = F(EiA,’Z(DiA,;m(T, i)T +m(7,i),)). En caso contrario (M (7,i)), =

A A .
TE7 D7 m(7,1)a-
Donde 7 : m(r,i); — M(7,1); es la proyeccién candnica.
¢) Ningin extremo de i’ es punto marcado. Supongamos que p pertenece a j; y g pertenece a
j2, donde j; y jo son arcos de 7°.

En esta situacién aplicamos las reglas del inciso b) en j; y jo para definir la transformacién

(M(7,1))q-



EJEMPLOS DE LA REPRESENTACION DE ARCO M(r,i) (DEFINICION 4.7).

1) Ejemplo 1.
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RS DNmir s, =1 o A =1

(b) Representacién de arco

2) Ejemplo 2.
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(d) Representacién de arco
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3) Ejemplo 3.
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(f) Representacién de arco



5. Teorema Principal.

Proposicion 5.1. Sean 7 una triangulacion etiquetada de una superficie con frontera y puntos
marcados (2, M), i un arco etiquetado que no pertenece a 7 y k un arco de 7°. Para todo punto de
cruce x de i’ con el arco k que no es punto inicial de ninguna desviacion, se tiene que 05 (S(7)) =0

para toda flecha o j — k en Q(7).

Demostracion.
Sean k un arco de 7° y x un punto de cruce de i’ con k. Vamos a considerar los casos cuando el

arco k es lado de un tridngulo doblado o no lo es.
a) El arco k es lado de un tridngulo doblado A’.
En este caso vamos a considerar los sub-casos cuando el arco k es el lado doblado de A’ o es

el lado no doblado de A’.

ay) k es el lado doblado de A’; denotemos por k" al lado no doblado de A'.

Sea A el tridangulo no doblado que comparte al arco k' como uno de sus lados, el tridngulo

A puede ser de tipo 2 o de tipo 3. Consideramos las dos posiblidades mencionadas.

a11) El tridngulo A es de tipo 2, véase la Figura 63.

Figura 63: El tridngulo A es de tipo 2.

Si z no es el punto inicial de ninguna desviacién entonces la curva i’ localmente se

ve como una de las quince configuraciones de la Figura 64.
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Figura 64: v no es punto inicial de ningina desviacién y ningina curva auxliar. .

Un sencillo célculo en cada una de las quince configuraciones de la Figura 64 verifica
que 9, (S(7)) = 0.

ay2) El tridngulo A es de tipo 3.
En esta situacion se realiza un analisis (en el arco azul) en el inciso a) y b) de la

Figura 65 similar al del caso anterior.
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(a) (b)
Figura 65: A es un tridngulo de tipo 3.

as) k es el lado no doblado de A'.

En esta situacién se realiza un analisis (en el arco azul) en el inciso a),b) y ¢) de la

Figura 66 similar al del caso anterior.

(a)
(b) (c)

Figura 66: El arco k es el lado no doblado de A'.

b) El arco k no es lado de ningtin tridngulo doblado.

En esta situacién se realiza un analisis (en el arco azul) en cada una de las configuraciones

de la Figura 67 similar al del caso anterior.
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(c) (d)
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(2) (h)

Figura 67: El arco k no es lado de ningtn tridangulo doblado.

Ahora vamos a probar que la representacién de arco M (7,i) cumple las relaciones Jacobianas.

Teorema 5.2. Si 7 una triangulacion etiquetada de una superficie con frontera y puntos marcados
e i un arco etiquetado que no pertenece a T, entonces la representacion de arco M(7,1) cumple las

relaciones Jacobianas y el mddulo M (7,1) es nilpotente.

Demostracion. Por la Nota 2.6 es suficiente probar que M (7,4) es una representacién nilpotente
de @(TO) y cumple las relaciones jacobianas de S (1°). Para cada arco j en 7° denotamos por n; al
numero total de 1-desviaciones que tienen punto inicial en j.

Denotemos por Al,..., A% a los tridngulos de tipo 2 en 7° y sean llAl, e llAs los lados con etiqueta
I; en los tridngulos Al, ..., A® respectivamente. Sea (j1,...,7,) un orden de los arcos de 7° con la
propiedad que j; = I} para 1 < h < s, denotemos por J al ideal bilateral de R((@(T"))) generado
por las derivadas ciclicas de S(7°) y denotamos por J(S(7°)) a la cerradura topoldgica de J en
R{{(Q(7°))). Vamos a definir recursivamente representaciones M, ..., M, de Q(7°) con las siguientes

propiedades:

113



Mo =m(7,i) , My = M(7,1)

dim(Wl) > dim(Wl_l) +nj,. (1)

donde W; = {w € M;|Jw = 0} es el subespacio vectorial maximal de M; que satisface las derivadas

ciclicas.

En todas las representaciones M; con r > [ > 1 el espacio vectorial asociado a cada arco j de 7° serd

M(r,i);. Definimos My como m(7,7) y para cada r —1 > > 1 una vez definido M; consideramos

todas las flechas o!*! en @(TO) que tienen como punto inicial a j;11. Definimos M;;1 como sigue:

Consideramos primero el caso cuando o!T! tiene interseccién no vacfa con exactamente un arco de
°

T .

Si DiA, t(al+1) €S UNA matriz de desviaciones especiales entonces
. L . A A
M(T? Z)a“rl C m(T> Z)Dt“rl Ei’7t(al+1)Di’,t(al+1)
en caso que t(a/*!) no sea extremo de i’ y
. L . A "N
M(T7 7’)oz“rl = m(T’ Z)a“rlEi’,t(a“rl)Di’,t(a“rl)L

en caso que t(al*!) sea extremo de 7.

Ahora si Dﬁt(a,ﬂ) no es una matriz de desviaciones especiales y t(a!*!) no es extremo de 7’
;

definimos,
M(T, i)alJrl = ?j(aH»l)(D?’t(aH»l)m(T, Z');rHl + m(T, i);Hl)
siempre que m(T,i);Hl # 0 # m(7,4)_i,.. Por otro lado si m(ﬂi);r,+1 =06 m(r,i) 15n =0
entonces,
; A A .
M(7,i)ai1 = z‘/,t(alﬂ)Di/,t(alﬂ)m(ﬂ i)at+1

. : : — A A : -\ — ‘ ; e
(Respectivamente M (7,1)i+1 := 7T(Ei,7t(al+1)(Di,i(alﬂ)m(r, Z)ZHl +m(7,4) 111)) 6 M(7,4)q141 :=
A A . . I+1 -
W(Ei/,t(alﬂ)Di/,t(aHl)m(T’Z)al“) si t(a'tt) es extremo de i'.)
Por otro lado consideramos el caso cuando o!t! tiene interseccién vacia con los arcos de 7° 6 aft?!

tiene interseccién no vacia con exactamente dos arcos de 7° y t(a/*1) no es extremo de i, definimos,
. L A A N\ 4 o\ —
M(7, ) a1 3= E7 141y (D37 a1y mU(T,0) Jiva +m(7,8) 1)
siempre que m(r, i)zl+1 # 0% m(7,4)_,4:- Ahora si m(r, z')zpr1 =06 m(7,i) 1, = 0 entonces,

. pA A .
M(T, ’L)al+1 = Ei,,t(a,+1)Di,)t(a,,“)m(T, 'L)QH»I
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(Respectivamente M (T,1) 141 := T((EiA’,t(al‘H)(DiA’,t(al+1)m(T7 D Am(T,0) 15)) 6 M(7,0)qr =
T(ED a1y Dt sy m(Ts 1) qr41) 5 (') es extremo de ')
Para las flechas a en Q(TO) que no tiene a jj41 como punto inicial definimos (M 1), := (M})q-

Notemos que M, = M(r,i). Primero probaremos que;

dim(Wl) > dim(Wl_l) +n;.
Lema 5.3. Para todar—12>12> 0 se tiene que W) C Wi, 1.

Demostracion. Para probar este lema vamos a considerar los casos que cuando j;41 es lado de un

tridangulo doblado 6 no lo es.
a) Ji+1 es lado de un tridngulo doblado A’.
En esta situacién tenemos que j;11 es el lado doblado de A’ & ji41 es el lado no doblado de

A

ay) ji+1 es el lado doblado de A’. Denotemos por m al lado no doblado de A’.

Dado que m es el lado no doblado de A’ tenemos que m es lado de un tridngulo de tipo 2

6 m es lado de un tridngulo de tipo 3. Consideramos las dos posibilidades mencionadas.

ay1) m es lado de un tridngulo A de tipo 2.

Qp—1 (65

Figura 68: m es lado de un triangulo de tipo 2.

Con la notacién de la Figura 68 la flecha a!t! aparece como factor sélo en los
términos —ar,...c1a!t! v a,Bralt! del potencial §(TO). Si Wi € Wi41 entonces
existen un arco k, un elemento v de la base de (M;11)y correspondiente a un punto
de cruce de i’ con k y £ € {0,(5(7°))|a € Q(r°) y t(a) =k} tal que &y, v = 0 pero
&vy v # 0. Ahora dado que My puede diferir de M; sélo en la accién de altt
esto implica que & = 8a(§(7'°)) para a € {aq,...,an, 51} v existe una desviacién

con punto inicial en j;,; y punto final en t(a!*!) (si no existiera dicha desviacién
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entonces M; coincide con Mj;1). Si probamos que Ker(&a,) € Ker(éa,,,) para
a€{ar,...,an 1,01} y &y, = 0 para § = 6an(§(7'°)) entonces dicho vector base
no existe.

Lema 5.4. Ker(&n,) C© Ker(&n,,,) sia € {ai,...,an_1,61}, ¥ &y, = 0 para
§ = 0a, (S(7°)).

Demostracion. Empecemos por verificar que £y, = 0 para § = 8an(§(7'°)). Es
suficiente verificar que 9, (5(7°)) actiia como cero en cada punto de cruce de i’ con
Jit1-

Sea v un elemento de la base de j;41, si v no es punto inicial de ningtina desviacién
d®1 entonces por la Proposicién 5.1 se tiene el resultado. Ahora si v es punto
inicial de una 1-desviacién 6 curva l-auxiliar consideramos la colecciéon maximal de

dA,n

desviaciones 6 curvas auxiliares e®™ que tiene a v como punto inicial. Véase

Figura 69.

(a) 4 no es un lazo basado en p con (b) ¢ es un lazo basado en p con etiqueta X.
etiqueta X.

Figura 69: Coleccién maximal de desviaciones y curvas auxiliares con punto inicial v.

Analicemos a) de la Figura 69.

0a(S(T°Natsy = —(@n-1..010 ) a0+ (Bra ) ag, v =
e
Ba(S(°N)as, = —(an_1.010 ) ar v+ (Brad )y, 0 =

SN H I]Hséo.

1
Por lo tanto v € Wy pero v ¢ W.

1
1
0

0

Ahora analicemos el inciso b) de la Figura 69.

aa(é\(To))Mz+1 = 7(0&n_1...0110tl+1)Ml+1U + (/81&l+1)Ml+1v =



117

1 o o o 1 0 0 0 0 1
A A LT I EC I o 1 o0 o 0 1 0 o 10 +
2 2 0 0 1 0 0 0 1 0 (0] 1
0o o 1
10 o 1 0 o
1 o o o 1 0 0 0 0 1
0o 1 o 1 o ol |0 1 0o 0 1 0 _ |0 1 + o 1 _ g
0o 0 o o0 o 1 0 0 1 0 0o 1 - 0o 0 o o
1 0 0 1 0 0
q/.0 _ 1+1
S(T°)m, = —(ap—1...000') 0 1 o

Ml+1v+ (ﬁlalJrl)MHlv = —IQ...IQ [(1] 3] [1 0 0]
1
0

[+ [0 o #o

! o o 1] 1]° * - o
of + [0 0 o} voo __{0
0 0o o

Por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.

Ahora procedemos a verificar que Ker(&ar,) C Ker(&a,,,) sia € {ay,...,an—1, b1}

Consideramos los casos cuando a = 81 6 a € {aq, ..., n_1}.

Caso 1. & =0, (S(1°)).

Analicemos a) de la Figura 69.

0s, (§(TO)) = —Bm...Bs + !t lay, + 0y es facil verificar que o, y v actiian como
cero en M; vy M;;1. Ademads existe s € {1,...,m} tal que S, actiia como cero
en M; y M;11 ya que i no se auto-interseca, por lo tanto se tiene la afirmacion
requerida.

Ahora para el inciso b) de la Figura 69 basta verificar que (a!Tla,, + 67)a, =
(!, + 7)., va que existe s € {1,...,m} tal que S, actia como cero en

M; y M+ pues ¢ no se auto-interseca.

(@ ey, + 69)ar, = F fl)] {2 (j +

0 0
1 0 0 0 0 1
1+1 oo 0o 1 0 o0 10 0o 1
(@ an +07)my, = Ot 9y o 1 o] o1 [o 0]
0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 o 1
4+ |1 o [0 0} =0.
0 0
Por lo tanto tenemos la afirmacién requerida.
Caso 2. £ =0,(5(7°)) para a € {aq, ..., n_1}.
En esta situacién tenemos que 9, (S(7°) = —ap_q..qaray,..ap 1 +N, donde

N es un sumando de S(7°) que contiene a la flecha a,. : s —> t. Distinguimos los
subcasos cuando algun extremo (6 ambos) de «; no es lado de ningun tridngulo

doblado 6 ningin extremo de a,. es lado de ningin tridngulo doblado.

Subcaso 1. Ningtn extremo de «,. es lado de ningtn tridngulo doblado.

Dado que s y t no son lados de ningtn tridngulo doblado entonces tenemos

dos posibilidades para la flecha ... Véase Figura 70.
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(a) Los extremos de a, son lados de (b) Los extremos de «a;, son lados de un
un tridngulo de tipo 1. tridngulo de tipo 2.

Figura 70: Los extremos de o, no son lados de ningin triangulo doblado. .

Si el arco ¢ no es un lazo basado en la pinchadura p entonces i’ localmente se

ve como una de las dos configuraciones de la Figura 71.

Figura 71: El arco ¢ no es un lazo basado en p con etiqueta X en p.

Analicemos primero el inciso a) de la Figura 71. En este caso N = nu entonces

Oa,. (§(7’°)) = —a,_q -y, - a1 +nu, es facil observar que la flecha



a., actia como cero en M; y M. Ahora dado que en ¢ no hay puntos iniciales

. . 1"
de desvicaiones d& 1

Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(&ar,,,)-

entonces el sumando nu actiia como cero en M; y M.

Ahora analicemos el inciso b) de la Figura 71. En este caso N = nyuy + naus
entonces 8%(:9\(7'0)) = —a,_q1-aadtay, - g+ mur + naug, andloga-
mente que en el inciso a) de la Figura 71 es ficil ver que las flecha «,, uy y

ug actian como cero en M; y M. Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(éa,,,)-

Figura 72: El arco i es un lazo basado en la pinchadura p con etiqueta X en p.

119



Por otro lado si el arco i es un lazo basado en la pinchadura p con etiqueta X
en p entonces tenemos una de las tres configuraciones de la Figura 72. Vamos
a calcular BQT(S’\(TO))ML y Oa. (§(T°))MH1 explicitamente en cada una de las
tres configuraciones para verificar la afirmacién requerida.

a) de la Figura 72.

Supongamos que t = j; para s € {1,...,1} entonces;

aar(g(To))Ml = —Qp_1""" alal+1an Qg1 MU=

1 0 1 0 0 ° ! 0 1
_[0 1:|_[2-.-_[2|:0 L 0:| (1) 2] |:0 01|I2.HI2JF

Qp oyt + 1 =

1 o o o 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
el (D s )b e
0 © 0 ! 1 0 0 1 0 0
e[ A E )0
Por otro lado si que t = j, para s € {l +2,...,7} entonces;
aar(g(To))Ml = —Qp_1-" alal+1an Qg1 T NU =
0 1
[l [ b Jaens
0 0
i 4=-F 1
3QT(§(TO))M1+1 = —Qp_q1--- Oélal+106n Ce Qg MU=
1 o o o 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
el B )6 e
0 0 0 ! 1 0 0 1 0 0
el a=-f ]
Por lo tanto Ker(§a,) € Ker(§ar,,,)-
b) de la Figura 72.
Supongamos que t = j, para s € {1,...,1} entonces;
aar(g(To))Ml = —Qp_1" " Oélal+1an e ar+1 _|_ 771“1 _|_ n2u2 o
—1 0 1 0 0 0 ! 0 1 1 0 0
__0 l:|12.12|:0 1 0} (1) g |:0 0}12.12[0 1 U:|+
(RN (R N R A D R H IR
BQT(S(T"))MM = —Qp_1-"" Oan_lOzn Ce Qg + nU + Noliy =
) Lo o ol fr oo 0 o] Joou
1 0 1 0 0 1 1 0 1
Lol A (E )b e
- 0 0 0 1 1 o o o

© o = o ©

A )
(oo a=o

Por otro lado si que ¢t = j, para s € {l + 2,...,7} entonces;

aaT,(S(TO))MZ = —Qp_1""" Oé1Ozl+1Oén . aTJrl _|_ N1U1 + 2U2 =

AR R A [ | AR A A P [OR
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q _ I+1 _
STy = e oy, - g +mug 4+ noug =
1 o o o 1 0] 0 0 0 1
_ 1 0] I ---I 1 0 0 o 1 o o 0 1 0 0 1 0 0] 1 I .
0 1 2 2 0] 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2
0 0 0 1
1 0 0 1 0 0

Por lo tanto Ker (&) € Ker (&, )-

¢) de la Figura 72.
Supongamos que t = j; para s € {1,...,1} entonces;

+1

3ar(§(7'o))Ml = —Qp_1 Q1O T Qp Qe FN1UL F MU =

° I I 1 0 0 0 ! 0 1[ I
1 PRERN b o L 0 (1) 3 0 0 2...2+

H(;°ﬂlﬂﬁ DL af IR D) =0

a _ I+1 _
o, (ST sy = =1 ona T ag -+ gy + 1mrus + noug =
T 1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0
— o 1 12...12 |:1 0 O:| o 1 o o 0 1 9 0 1 0 |:0 1:|
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 9]
9 0 9] 0 0 1 1 o o 1 o o
0
(tals B D)) Gl R ) =0

1
Por otro lado si que t = j, para s € {l +2,...,7} entonces;

1
— |0
0

0

o
[

1

1 1

+1

3ar(§(7'o))Ml = —Qp_1 Q1O T Qpy Qe FN1UL F MU =

Lo 1o ol [° Moo 0
—fo 1 IQ"'IQ[O L 01| 10 |:0 Oi|12-~-12—|— 0 [0 0]—|—
0o o

1

0 0 1

= o o =
o = o o
o o~ o
o o o

1 0
0 0
0 1

Por lo tanto Ker(&ar,) € Ker(&ar,.,,)-

Subcaso 2. Algun extremo de «,. es lado de un tridngulo doblado.
En esta situacién tenemos que «, € {uy,uz,us,n2} en las configuraciones (a)

6 (b) de la Figura 73.
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Figura 73: Algtin extremo (6 ambos) de «,. es el lado doblado de un tridngulo doblado.

Si ¢ no es un lazo basado en p con etiqueta X en p entonces la curva i’ se ve

como (a) 6 (b) de la Figura 74.

Figura 74: El arco ¢ no es un lazo basado en la pinchadura p con etiqueta X en p.

En ambas configuraciones de la Figura 74 para verificar la afirmacion vamos

a calcular explicitamente 8ar(§(To))Ml y 8ar(§(rc))Ml+1. Empezamos con la
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configuracién (a) de la Figura 74.

" Q= Ug.
En este caso N = 72 entonces 0, (5(7°)) = —ap_1 ot lay - appy +
0m2. Dado que «,, y § actian como cero en M; y M1 entonces 0, (§(TO))Ml =
0= 0a, (S(7°))atis-

" Q=12
Como en el caso a, = ugy es facil ver que a,, y ¢ actiian como cero en M; y
M.

Ahora nos concentramos en el inciso (b) de la Figura 74.

. Q= U
En este caso N = ugus + 11, dado que «,, actia como cero en M; y M4
basta verificar que N = ugus + 11 actia como cero en M; y M.
(ugtia + 0161) ar, = (ugtia + 0161)ar,,, = H 1)+ H (—1) = 0.

" = Up.
En este caso N = ujug, dado que «, actiia como cero en M; y M;;q basta
verificar que N = ujug actia como cero en M; y M.
(uzuz)as = (ugti)ar,, =[1 o] H —0.

" = ug.
En este caso N = uguy + €202, dado que «,, actia como cero en M; y M 1
basta verificar que N = usus + 161 actia como cero en M; y M.
(ugur + €202)m, = (uour + €202)m, = (1) 1 o] + (1) [+ o] =0.
Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(§ar,.,,)-

Por otro lado si el arco i es un lazo basado en p con etiqueta X en p, entonces

tenemos una de las siete configuraciones de la Figura 75.
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Figura 75: El arco ¢ es un lazo basado en p con etiqueta X en p.

En las siete configuraciones de la Figura 75 vamos a calcular explicitamente
Ba, (S(T°) s, ¥ 8%,(:5’\(7'0))]\/11+1 para verificar la afirmacién.

Empezamos con la configuracién (a) de la Figura 75.

Xy = U2.
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En este caso N = dnj9, si suponemos que t = j; para s € {1,...,1} entonces;

Q[0 _ +1 —
aocr(S(T ))Ml = —ap_1--artag, - “Qpg1 + 0N =
oo ol |t % To o 1 0 o
_12“'12{0 1 o} ot [0 1}12.“12[0 1 o}
o o
[t o o o [1 o]
oooo o0 1 0 o 0o 1 o 0o o
o 0o o 0o 1 o 0o 1 +L 0 ]
0 0o o0 1
lo 1 o 1] |o o]
[t o o o [1 o]
oooo o 1 0 o 0o 1
o 1 0 o0 =0.
o 0o 1 o 0o 1
0 0o o0 1
lo 1 o 1] |o o]
Q[0 I+1 —
a(Xr (S(T ))]VILJrl = —Qp_1 1 + Qp = Qg + 5772 -
1 0 0 o0 10
1 0 o oo oo o 1 0 o 0o 1 o o
_12“'12{0 1 o} et oo o 0o 1 o 10 {o 1}‘[2 Iy
0 0o o0 1
1 0 o0 1 0o o
1 o o o] [1 o]
o o oo o 1 0 o o 1
[o 1 0} o oo o 0o 1 o 0o 1 +
o 0o o 1
lo 1 0o 1] [0 o]
[1 0o o o] [1 o]
1 0 0 o
0o o0 o 0 1 0 o 0o 1
|: ] [0 10 0] =0.
0 o 1 o 0o 1 o o 1
o 0o o0 1
o 1 o 0o o

1
Supongamos que t = j; para s € {l + 2, ...,7} entonces;

~ 1 0 o0
aar(S(To))Ml:—Oér—l"'alal+106n"‘ar+1+5772:_12"'12 [0 ) 0}
9% e o 1 oo o] |t o o o |} ° 0o o
ot [0 1:|‘[2.”‘[2|:0 1 0] ° +{0 0 1:| ot :7[0 1]'
0o o0 0 0o o0
9 § o _ I+1 S — —1T I 10 o0
o, (ST My = —r—1-onad ™ an g+ =L L
1 0 0 o0 10
;?22010001 00‘[.“]—100;?Jr
o 0o 1 o 0o 1 0o 1|72 210 1 o
o0 0t 10 0 1 0o o0 o0
10
[0 0 0} 77{0 0}
o 1| = .
0o 0 1 0o 1
0o o

Por lo tanto Ker(&n,) C K€T(§Ml+1)~

[ ] O[,’, = 772,
En esta situaciéon N = uyd y dado que (N) actda como cero M; y M4

entonces basta verificar que —ay_q - - - ot ey, - apry1 coinciden en M y

Miyq.

r 1+1 1 0 1 0 o0
0un (BNt — -+ @0y oy F b =~ [0 B [) 0]
-1 0 o o
A A T
0 o

g — +1 o 1 0
0o (S(T°Natpy = —r—1 a1 ™lay, gy +ugd = _L J L1y

1 0 0] 0 1 0
oo ol [ |5 ° % %o 1 o of |o 1 0o o
} o 10 o [ ]12...12:0.
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1
L 0o 0 o0 1
1 0 0 1 0 0

Por lo tanto Ker(&y,) € Ker (&, ,)-

Ahora nos concentramos en (b) de la Figura 75.

=y = UQ.
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En esta situacién N = dny si supongamos que s(d) = js para s € {1, ...

entonces;
0o, (S(T°))ay = =1+ ana! My - gy + 01 =
! 0 1 0 0 ! 0 0 0 1 0
R P A I I T
0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
+ ! 0 0 0 0 1 1 0 0 |:0 0i|:0
0 1 0
0 0 0 1 0 1
~ 41 1 0
aa7-(S(To))ML+1:_arfl"'ala—‘r an"'ar+1+6772:_ o 1| Ia--- 1y
0 0
1 0 0 0 1 0
1 0 0 h 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
b BRI AN
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
! 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
+ 0 ! 0 0 0 0 1 1 0 0 |:0 0:|:0
0 0 1 0
0 0 0 1 0 1
Supongamos que s(§) = js para s € {l + 2,...,7} entonces;
41 1 0
( TNM, = =1 oMoy H0ne =— o 1| Lo Do
0 0
1 0 1 0
| SR ARy [
~ 41 1 0
ou S )ML+1:_aT 1 a1a+ an"'ar+1+6n2:_ o 1| Ip---1y
0 0
1 0 0 0 1 0
1 0 0 ! 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
B R BRI
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 1 0 0

0o o0
+lo o Lﬁ 0]:0.
0

0

Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(&,.,,)-

Qp = 772.

En esta situacion N = usd si suponemos que s(§) = js para s € {1,...

entonces;
I+1
Do, (S(T°)) g, = —p1 - - 1t ey,
_ 1 0 0 [1) (; I . I 1 0 0
0 1 0 2 2 0 1 0
0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0
|:0 1 O:| (l ‘| 0 0 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1
g I+1
aoér (S(TO))MH-l Qr—1 Qo + Qn
1 0 0
1 0 0 ! 0 0 0 0 1 0
I2 |: :| 0 1 0
1 9 9 0 1
0 0 1
1 0 0
1 0 0 0
1 0 0 ! © © © 0 1 0 1
+ |:0 0] o ! K 0 0 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1
Supongamos que s(§) = j, para s € {l

S Qg1+ ugd =
0 0 0
e
0
0 0
0 0 — 0'
0 0
0 1
1 0 0 !
Qg1 U2 = —L ) 0} 0
0
0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 [0 1:| IQ I2
1 0 0
0 0
0 0 — O
0 0
0 1
+2,...,r} entonces;
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—~ 10
— +1 _ 1 0 o0
6047.(5(7'0))]\/[1—_Oérfl"'ala-i_ an...ar+1+u2(5——[o ) O} o 1| I
0
1o ol |t %o o 1 o] |° 0o o
'12[0 1 0] ot |:0 1]12.”124—{0 0:| © :_[0 1]'
0o o 0
a 14+1 1 0 o0 o
8ar(S(TO))ML+1 70[7“—1"'Oéla+ Qp v Qg1 +u25:*|:0 0:| o 1|1y
0o o
10 0 0 10
1 0 o0 o 00 o 1 o0 o 0o 1 0o o
12{ 1 0} oo o 0o 1 o0 0o 1 [0 1}12 I
0o o0 1
1 0 0 1 0o o
10 0o o0
N L S A

Por lo tanto Ker(§a,) € Ker(§ar,,,)-

Ahora nos concentramos en (c¢) de la Figura 75.

=y = Up.

En esta situacién N = ugus + d1£1 entonces;

[1 o
& I+1 ot
Do, (S(T°)) 0, = —p1 -1y, -+~ +ugug + 6161 = — o o Iy
0 0]
lo o
0 0
[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0-
I> 0:|01[0 1:|I2 I2|:00001:|00|:0 of T
- 0 0 1 0 -
0 1
o 0] 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
o0 [0 0}—"_ o0 |:0 0:|:O'
1 0 1 0
o 1] 0o 1
1 0
~ 141 0 1
Oa, (S(TN My = —r—1 - a1y, -+ g1 +ugug + 6161 = — [0 0| I
0 0
0 0,
1 0 0 0 1 0
1 0 0 t 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
12 |:0 1 0:| 0 ! 0 0 0 0 1 0 0 1 [0 1:| 12 12
0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
[0 0 0 0 ]} 0 0 [U 0] + 0 0 |:0 (J:| + 0 0 |:0 0:| = 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 (0] 1
Por lo tanto Ker(&n,) € Ker(§a,.,)-

" Oy = UD.

En esta situacién N = ujug y si suponemos que s(uq) = js para s € {1,...,1}
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entonces;
Q( -0 _ I+1 _
aar (S(T ))Ml = —Qr_1" 01 + Qp -+ Qpy1 T ULUS =
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 o
0 1 1 0 0 0] 0 1 0 0 0] o 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
_ o o Ig---1I5
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 o o
0 0 0] 0 1 0] 0 0] 0 1 0]
0 0,
0 0 0] 0 0 1 0 0 0 0 1
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Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(&ar,,,)-

Qp = U3.

..., 1} entonces;

En esta situacion N = ugug €202 y si s(u1) = js para s € {1,

| EE—
™
S oo ooo ~
— .
../..|100000 .
| I —— |
S ™
= — ~
3 o o —_—
o ~
o o
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o - o
S o o
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E o= - o
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~ ~
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Por lo tanto Ker(§a,) € Ker(§ar,,,)-

Ahora nos concentramos en (d) de la Figura 75.

Qp = U7.

., 1} entonces;

En esta situacién N = ugug +d161 v si s(ug) = js para s € {1,..

| A ——
| a—
(=]
Il
— - O
W
S e
+ =)
S
I
+ =
- :
T ~
s ~
. | na——
(=2

. OélOél+1O(n ..
0
1
0

- O O
| S
—
. o o
n o
~
N_w - O
[a\]
I N
< .
= ~
— ~
O_|_
TOIOOO
=
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o - o ~

- © o ©

o o - =

o o ~ o

o ~ o o

SO+ usug + 0161

1

. Oél(l{l+104n ..

T 1T 1
© - 4 O o0 o A A O o

(TO))MlJrl = —Qr_1--

0001000010A510000
| I ——

o o ~ ©

o - o o

| — |
© ~ o o o

Qg1+ ugug + 0161

SOy + usug + 0161

, T} entonces;

. alal+1an ..

. alal+1an .

—Qp_1 -

(TO))MlJrl = —Qr_1-"

- o = o

o o o ~

o o ~ ©

o - o o

Si s(ug) = js para s € {l + 2, ...

Por lo tanto Ker(&n,) C K67’(€M1+1)~
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Xy = U2.

En esta situacion N = ujuz entonces;

Q(-o _ +1 _
Do, (S(T°))ag; = —p—1 - -1y, - 1 +ugug =
10
10 o o o |® 1 0 o 0o o
- L) 0o 0 o 0} o of Iy Iy {0 1 o] [0 1] I I
0o o 0
o o
[o o o [0 o o
o 0o o o 1% 27! 10 o o o [ 97
0o 1 o =
[o o o0 1 o} N +{0 0o 0 o o} o 0
0o 1 o 0 1 o
l1 o o 1 o o
Q[0 I+1 _
Do, (S(TN My = —0r—1- - 01y -+ apyy + ugug =
10
r 1 0 0 o 10
o o o o |° 1! 1 0 o R N C T 0o 1
7{0000 00[2'[2[ o} R 10
4 lo o o 0o o 1
0 o L 10 o0 1 0o o
0o 0 o 0 0 o
o o]y I, le o 0 0 2 ﬁ 1 L0000 2 2 1 —0
o 1|72 210 0 o 1 o 0 0 0 0 o -
0o 1 o 0o 1 o
10 o 1 0 o

Por lo tanto Ker(&n,) C K€T(5M1+1)~
= Xy = U3.

En esta situaciéon N = uguj + €292 y si s(ug) = js para s € {1, ...,1} entonces;

/-0 _ I+1 _
Do, (S(T°)) g, = —tr—1 -+~ 1!y, -+ gy + uguy + 202 =
1 0
1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 ! 0
— 10 [ o o Ig---1s [
0 0] 1 1 0 0 0 0 0 0] 0 1
0 1 0] 0
0 0] 0 1 0 1
0 0
0 o o o 1 0 0] 0 1 0
1 0 0 I I 0 0] 0 0 1 + 1 o o 0 1 0 0 0 1
0 1 2 2 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0] 1 0 1
1
1 0 0 0 © + o 0 -1 0 o0 ol _ 0
o 0o 0 0 o o o0 o ol —
0 0
q _ I+1 _
Oa, (S(TN My = =1+ a1 g, -+ g1 + uguy + €205 =
1 0
1 o o o 1 0 0 0 1 0 o 1
_ o 1 o 0 1 0 0 0] 1 0 0 o o 12 1'2
o o i o 0 0 1 1 0 0 0 0 o o
0 0 0 1 0 1 o o
1 o o o 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 o o 0 1 0 0 0 1 0] 0 I I 0 0 0 0
0 1 0 0 o 1 0 0 1 0 1 0 0 1 2 2 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
o o o 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0] 0
+ g (1) (1) E‘| 0 0 1 1 0 0 |:O 0 0 0] O:| +
0 0 0 1 0 1
t 0 1 0 0] 0
0 ' |:7 :| - 0.
o o 0 0 0 0
Si s(ug) = js para s € {l + 2,...,r} entonces;
Q( -0 _ I+1 —
Do, (S(T°))at, = —p—1 -1y, -+ - 1 + uguy + €202 =

© ©o o o r
o © o » O
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0
0 0 0 0 1
+ 1
0 0 1 0
0
N i
O, (S(7°)) —a
(a8 ML+1 r—1
1 0 1
0 0 0 0
— |0 1
0 0 0 0 0
0 0 -
1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 1 0 0
0 0 1
0 0 0 1
1 0 0

10
1 0 0 0 o0
01[ }—‘,—
0

0

1
1 0 —1 0 0 0
[o 0} + 0 {o 0o 0 0] -
apaltlay, - S Qg1+ UgUy F €202 =
10
0 ! 0 0 0
o of Iy ~IQ[ Lo 0}
0 0
0 0

= o o ©
| S

o o ~

o R O =

o = o

Por lo tanto Ker(&p,) C Ke?"(fMHl)-

Ahora nos concentramos en (e) de la Figura 75.

Ay = UT.

En esta situacién N = usgug + 11 entonces;

Q/.-o _ I+1 _
Do, (S(T°)N) M, = —ap_1 -~ anad Tl ay, -+ g1 + ugus + G161 =
1 0
ot 0o o I To o] 0o 0o 0 0o 1
- 0 0 I2 ’ IQ |: 0:| ! [0 1 I2 e I2 |:0 0] 0 1 0]
0o o o i
0 0,
0 0 0 0 [0 o
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 [0 1 0:| + 0 0 |:0 1 0:| + 0 0 |:0 —1 1] = 0
0 0 0 0 0 0
10 10 L1 o
Q/.0 I+1 _
O, (S(7°)) My Qr_1 oot tog, - apgr +ugug + 0161 =
1 0
1 0 0 0 1 0
0 ! 1 0 0 0 ! 0 0 0 1 0 0 0 1 0
— o of Ig--- 15 |: :| o 1 0 |:
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0] 0 0
1 0 0 1 0] 0
0 0
0 0 [0} 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0] 0 0 0 1 0 0]
12 |:O 0 0 1 0i| 0 0 |:O Ui| + 0 0 |:0 0i| +
0 0 0 0
1 0, 1 0

—1 0
0 -1

0} — 0.
1

= o o o o
o © o o ©

Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(&ar,.,,)-

Qp = U3.

En esta situaciéon N = ujus entonces;

Do (ST agy -1 - 10 e, - - gy + urug =

10
1 0 o0 0o 1 21 o
— 1o 1 o o o Iy---Iy|" ° 0 [O 0}12 I
0o o 1 0o o oy o
)
0 0 [0 o
o o o o 4110 0 1 0o o o of |o o
|: :| o ol +fo 1 0o 0o o o ol =0
0 0o 0 1 o0
0o o o o 1 o o [o o
1o L1 o
D, (S(T°)) 1 —ap_1 o Ty g Fugug =
r 141
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1 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0
0 0
} Iy I [O

1 0
0 1 . o
0 0 _[2 -I2|:U 1
0 0
0 0,
[6) 0
o 1 0 0
1 0:| o of +
0 0
1 0,

Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(&,,,)-

= Yy = U3.

En esta situacién N = uguy + €202 y si $(d2) = js para s € {1,

Q[0 _ +1 —
0o, (S(T°))as, = —p—1 - cna Ty, - ap g1 +uguy + €202 =
1 0
1 0 © 0 h 1 0 0 ! 0 0
— |: ] 0 0 0 _[2 . '-[2 |: :| 0 1 |:
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0
0 0 0 1 1 0 0 ! 0 0 0
|:O 0 1 0i| + |:0 1 0:| 0 ! 0 0 +
0 0 1 0
1 0 0 0 —1 0 0 0 0
1 0 0
1 0 0 1 0 -1 0 -1 0 0 0
0 1 0
0 1 0 0 1 —1 0 0 —1 0 0
0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 —1 0
(0 +1 _
aoér (S(T ))Ml+1 = —0r—1 ajo + Qp Qe + U2Up + €90y =
1 0
1 o 1 0 0 0 0 1 L o o
— [ } o 1 o0 o0 o o Ig---1I5 |: ]
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0
1 0 0 0 1 0
! K 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 [ } [2 .1'2 [
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1
1 0 0 1 0 0
1 o 1 0 0 0 0
[0 ) o 1 o o o+
0 0 1 0 0
1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0
1 0 0 1 0 —1 0 -1 0
|: 1 0 0 =
0 1 0 0 1 —1 0 0 —1 0
0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 —1 0
Si s(d2) = js para s € {l +2,...,7} entonces;
g0 — I+1 _
O, (S(T°))0t; = —p—1 - a1t g -+ - gy + uguy + €205 =
1 0
1 o 1 0 0 0 1 1 o o 1 0 o
—{ } 0o 1 0 0 0]2“-[2[ } 0 1 [
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0
i N o o 1 0 0 0 0
Iy 1o |: 0] -+ [o L 0} o 1 o o of+
0 0 1 0 0
—1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 —1 0 ) = — |: :|
0 1 0 0 1 0
0 0 —1 0
Q[0 _ +1 —
0o, (S(TNatrey = —aror - ara!Tay, - gy + uguy + 6209 =
1 0
h 1 0 0 0 0 0 1 1 o o
—L) } o 1 0o o of |o o 12“-]2[0 X 0}
0 0 1 0 0
0 0
1 0 0 0 1 0
! 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 Iy Iy
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0

7t o o o] [1 o
1 0 o0 o0
o o 1 o of |o 1
o 1 0 o
0 o o 1 of |1 o
0 0 o0 1
11 0o o 1| o o
[0 o
o o o of |o o
o 1 0o o of |o of =0.
o o 1 o of |o o
L1 o

..., 1} entonces;



Por lo tanto Ker(&p,) C KeT(EMM)-

Ahora nos concentramos en (f) de la Figura 75.

= Xy = UT.

En esta situacién N = usug + 11 entonces;

(.o _ I+1 _
Do, (S(T°)) My = =1+~ a1a! Ty, - a1 +ugug + 0161 =

1 0 N o 0 0

0 1 1 0 o0 0o o0 o o o 1] |o o
“lo o 12'”12_0 1 0} Z ; [0 1}12”.12[0 0o 1 o} 0o o

o o] 10

o o] 0 o0

0o o o ol [t o o o ol [-1 o o

[ 1 0] + 0o 0 [0 1 o:| + 0o o |:0 -1 1] =0.
10 10

Q[0 I+1 _
0, (S(7°)) My o1 oqaag e ugug + 161 =

1 0] i Lo o o 1 0 0 0 10

0o 1 0 0 0 1 0 o0 0o 1 0o o0
"o o Iy 1y 1 ot ° 0o 0o 1 o0 1 0 {o 1}

L 0 o 1
G 1 0 o0 1 0 o
0 o0 0o o
o o 1| o of [t o o o ol [t o o
I Iy lo o 1 o} o ol [0 1 0} + 0o o {0 1 0} +
1 0 10

|:71 0 0i| — 0.
0 —1 1

Por lo tanto Ker(&n,) C KST(5M1+1)~

= o o o
o o o o

= Oy = UD.

En esta situacion N = ujug y si s(u1) = js para s € {1, ...,1} entonces;

Q/.-0 _ I+1 _
D, (S(T°))at, = —0tp—1 - ooy, - gy +ugug =
1 0] 0 0 1 0 0 0 1 0
! 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0] 0 !
— o 1 0 o I I |: }
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0] 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0]
0 0 0 0 1 0 0
[0 1:| 12 : I2 |: 0 1 0:| 0 0 Jr
1 0
1 0 0 0] 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0] 0
( 0 1 0 — 0.
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1 0 0] 1 0 1 0
Q/.0 _ I+1 _
6047-(5(7— ))Ml+1 = —0Qp_1 "0 + Qp Qryp1 +ULU3 =
1 0 0 0_ 1 0 0 0] 1 0
! 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
— o 1 o0 o Iy 15 [ ]
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1_ 0 0 1 0 0 0
_1 0 0 0— _1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
: : o |: :| 12 o I2 |: i|
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1
_1 0] 0 1_ _O 0 1 0
[t 0o o o] [1 o o o o o
1 0] 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 - 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0] 1 0
_0 0 0 l_ _0 0 1 0 1 0
Si s(u1) = js para s € {l +2,...,r} entonces;
Q/.-o _ +1 _
Do, (S(T°))at, = —0tp—1 - ona oy, - apyy +ugug =
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1 0
0 0 ! 0 o 0 1 0 0
1 0 1
_ [ } o 1 o LI, [ }
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0
1 0 0 0 1 0
! © ° © 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 I I
0 0 1 0 1 0 |:0 1:| 2 2 |:0 0 1 0i| +
0 0 1
1 0 0 1 0 0
1 o o 1 0 0 0 1 o o -1 0 0 0
1 0 0 0 —1 0 0
|:0 1 U:| + |:0 1 Oj|
0 0 0 0 0 0 0

Por lo tanto Ker(&ar,) € Ker(&ny,,)-

Ahora nos concentramos en (g) de la Figura 75.
"y = Up.

En esta situacién N = uguz + 611 y si s(e1) = js para s € {1,...,1} entonces;

J(0 _ I+1 _
Do, (S(T°)N) M, = —ap—1 -~ ond oy, -+ a1 + ugug + 0161 =
1 0
0o 1 10 ol |t %o o o 0o o0 1
" lo o 12.“]2{0 1 0:| ot [0 1:|‘[2.”‘[2|:0 0o 1 0:|
o o
0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 ! 0 0 0 1 0 0 0 1
o 1 o e 1 o Ut e 1o
0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 o o] [o o -1 o0
! o 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1
o 00 o o0 1 1 0o o0 + 0 =0.
0 0] 1 0
o o o 1| |o 1 0
Q[0 I+1 _
00, (S(7°)) My Qp_1 -t ag g 4 ugup 4 6161 =
1 0 1 0 0 0] 1 0
0 1 1 0 0 ! 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
_ I I |: } 0o 1 0 o |: }]2
0o o o 1 o o o 1 of |t o 0o 1
0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0] 0 0 0 0
o o o 1] o o 1 © o o 1| |" °
I2 |:0 0 1 Oi| 0 1 0 ! + 0 1 0 0 t +
0o o 0o o
1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 —1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 —1
10 + =0
0 1 o - o o 1 1| |o o
1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
Si s(e1) = js para s € {l +2,...,7} entonces;
I o +1 _
00, (5(7°)) —op_ a1 g, g1 Fusug 4 0161 =
1 0
0o 1 10 ol |t % To o o o o0 1
0 0 I2 |:U 1 0} 0 ! [U 1} -[2..12 [0 0 1 U]
o o
0 0
o o0 o o o0 o o 0 o o o
0o o 1 Lo o o 1 Lo o o 1 -0 o -1
0o 1 o v 0o 1 o0 v+ 0o 1 o0 T e o
0 0 0
1 0] 0 1 0 0 1 0 0] 0 0
& _ I+1 —
Do, (S(T)) My = —Qr—1 -+~ a1 Tl ay -+ - g1 + ugug + 6161 =
1 0 1 0 0 0 1 0
0o 1 10 O 00y o of o 2 0 o
- 0 0 12 I2 |:0 j| o o 0 0 0 1 0 1 0 |:[) 1j| IQ.
0 0 1 0 0 1 0 0
0o o o o o0 o
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 ! 0
12 |:0 0 1 0:| 0 1 0 ! + 0 1 0 0 h +
0 0 0
1 0 o 10 o
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0 0
—1 0
1 0
0 -1 =
0 0 0
0 0
1 0 0 0

Por lo tanto Ker(§a,) € Ker(&ar,.,,)-

o o o
o = o o

Qpr = U.

En esta situaciéon N = uju3 entonces;

© o ~ o

o o~ ©

o = o o

q _ I+1 _
Do, (S(T°))0t; = —p—1 -~z lay, - 1 +ugug =
1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
- |:O 0 0:| 0 0 12 12 |i0 Oi| [0 ; |:0 1i| IQ T [2 [O
0] 0
0 0 0 0] 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1
0o 1 o + {0 0o 0 0} o 1 o — 0.
1 0 0 1 0 0
g I+1 _
8047 (S(To))ML+1 —Qr_1 apa + Qp - Qpy] + UTUZ =
1 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 ! 0 0 0
. { } I I, [ } o 10 o
0 0 0 0 0] 0 0] 0 0]
0 0 1
0] 0 1
0 0] 0 0 0
0 0 0 0] 0 1 0 0 1 1 0 0 0
|:O 1:| I2 e 12 |:0 0 1 0:| 0 1 0 + |:0 0:| 0 1
1 0 0 1 0
Por lo tanto Ker(&a,) € Ker(§a,.,)-
Qp = U3.
En esta situacion N = usu; + €202 entonces;
g _ I+1 _
Oa, (S(T°N M, = —tr—1 -y, -+ apyq + uguy + €202 =

1
1 0
1 0 0 0 0
— |0 1
0 0 0 0 0
0 0
0

—  ~—
o =
o o |
=
o o o =
o o~ o

RS Y R

0

0

1

Por lo tanto Ker(&a,) C K67‘(§Ml+1)~

ai2) m es lado de un tridngulo de tipo 3.

= o o =

o o o o©

= o o o

o o ~ o

o r o ©

o = o =

©c o~ o

- o o o

o R O =

o o » ©



Q1 Q2

Figura 76: m es lado de un tridngulo de tipo 3.

Por la Definiciéon 4.2 tenemos en esta situaciéon que m tiene etiqueta lo en Ay
se tienen las siguientes cuatro configuraciones de la Figura 77 . En cada una de
las configuraciones de la Figura 77 se hace un anélisis andlogo al inciso a;1) para

verificar que Ker(&y,) € Ker(&ar,,,)-

Figura 77: m tiene etiqueta Iy en A.

az) ji+1 es el lado no doblado de A'.

En este caso por la Definicién 4.2 no hay 1-desviaciones con punto inicial en el arco
Ji+1- Sin embargo si j;+1 es lado de un tridngulo A de tipo 2 entonces si es posible

encontrar puntos iniciales en j;11 de curvas auxiliares. Por lo tanto basta verificar que
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Ker(&y,) € Ker(§ar,,,) para a :ly — I3.

b) ji1+1 no es lado de ningtn tridngulo doblado.

140

Dado que j;4+1 no es lado de nigin tridngulo doblado se tiene que j; 11 es lado de exactamente
dos triangulos no doblados de 7°, denotamos por A1 y A a dichos tridangulos. Sélo se analizara
el caso cuando A y Ay son tridngulos de tipo 2 (b4 inciso a)), para los cinco casos restantes

(b1, ba, b, by inciso b)) se hace un andlisis similar.

b1) Ajy As son tridngulos de tipo 1.

ba) A es de tipo 1 y As es de tipo 2.



bs) A;p es de tipo 1 y As es de tipo 3.

by) A1y As son de tipo 2.

(L’n,,% \YQ
U

~ Qpf]
! I+
P
(7%
+1
Aq 0 / @2 Ay
I+1 I+1
Q.
3 ﬂ’nl,
B1 /:,—1
(a) (b)

Figura 78: Los triangulos A; y As son de tipo 2.
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Con la notacién de la Figura 78 la flecha o/ t! aparece sélo en los términos —av,...a;alt?

+1

y alozl1+1 Bm, la flecha a;,"" aparece sélo en un término pal;“l Bm v la flecha ozé“

aparece
sélo en tres términos —ﬁm..ﬂlaéﬂ, aéﬂan,lan y 5704%“ del potencial S\(TO)‘ Si W, 5Z
W41 entonces existe un arco k, un elemento v de la base de (M;41); que corresponde a
un punto de cruce de i’ con k y {8a(§(7'°)|a €Q(r°) y tla) = k} tal que {pr,v = 0 pero
Emy,v # 0. Dado que M; y My, difieren sélo posiblemente en la accién de las flechas

allﬂ,al;l v aé“ entonces £ = 0,(S(7°)) para a € {an, @n_1,...; 1, By s 51,0, p} ¥

al menos los extremos de una de las flechas alﬁl,al;l y ozl3+1 coincide con los arcos donde

se encuentran los extremos de una desviacién. Por lo tanto si probamos que &y, = 0

para a S {Oénv(sa 6m} y KeT(fMl) g Ker(ng+1) para a S {Oénfla "'aalvﬁﬂ%"'vﬂla’y’ p}

entonces el vector v no existe.

Lema 5.5.

i) &ar .y = 0 para a € {an, Bm, d}.

”) Ker(EML) g Ker(EML+1) para a € {an—la "'aalaﬂm—la "'7ﬂla77p}'

Demostracion. Empecemos verificando que &y, , = 0 para a € {ay,d, B}, es suficiente

~

probar que 9,(S(7°)) actia como cero en cada punto de cruce de i’ con j;41. Sea v un

elemento de la base de M; si v no es punto inicial de una desviacién entonces por la

Ji+1o
Proposicién 5.1 se tiene el resultado. Por otro lado supongamos que v es punto inicial de

d®! entonces consideramos la coleccién maximal de n-desviaciones y n-

una 1-desviacién
curva auxiliar que tienen a v como punto inicial. Si la curva ¢’ no tiene auto-interseccién
cerca de la configuracién local de la Figura 78 a) entonces tenemos una de las once

configuraciones de la Figura 79.
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Figura 79: Configuraciones sin auto-interseccion local.

Considerando que el potencial §(T°) = —an...alallﬂ—ﬁm...Blaéﬂ+5'yaé+1+anan,1a§+l+
a1 By + pabtt By, + §’(T°) vamos a calcular explicitamente §ar, y §ar,,, en cada una

de las once configuraciones de la Figura 79 para verificar la afirmacién i) del Lema 5.5.
Configuracién (a) de la Figura 79.
8 Oq, (§(7’°))Ml+1 = (—ap_1..naiT +a, 10l v = 0 ya que existe s € {2,...,n—1}
de manera que (ag---a1) y (an,_105™) actan como cero en el vector v en ambas
representaciones.

= 05(S(7°)) sy = (va5™)v = 0 claramente acttia como cero en el vector v en ambas
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representaciones.

- aﬁm(g(To))MLJrl = (_ﬁm—l---ﬁlaé;H + alal1+1 + pal2+1)v = ( Bm—1---P1 alJrl)

(a1 ) + (pabt o = (— H I>+< j([i ’ [;D>v+

(£ £ Dr)—

05, (S(7°))m, = SBragtt + arar™ 1 pay™e = (<Bpr-Bragte +
(a0t )o-+(pab o H F ?] Hﬂﬁ((i ‘1’ g] F D {JDU#
0.

por lo tanto v € Wy 1 pero v ¢ W.

Configuracién (b) de la Figura 79.

+1

2 D, (S(T)ansy = (—p_1.cial Ly

+Oén,10[3

de manera que (as---a1) y (ap— 104?'1) actiian como cero en el vector v en ambas

v =0 ya que existe s € {2,...,n—1}

representaciones.

= 05(S(7°)) sy = (va5™)v = 0 claramente acttia como cero en el vector v en ambas

representaciones.

. 5‘5m(§(7'°))Ml+1 = (—Bm,l..ﬂlalﬂ + alallH + palﬂ)v = (=Bm_1-- ﬂlal“)

(1o o+ (pab = (=L 1[0 o o+ (b o[ 7 5])o+
(N (i Je[ 5 Dm0
95, (SN, = (—Bm-1--Brag™ + anaf™ + paft v = (=Bp_1..Braf v +

(a4 (pak Yo = (—I--- T o 1o+ ({1 J {; 0 EDUJF
(ol o ]e#o
por lo tanto v € W41 pero v ¢ W;.

Configuracién (c) de la Figura 79.

n Oy, (§(7’°))Ml+1 = (—ap_1..naT + o, 10 v = 0 ya que existe s € {2,...,n—1}
de manera que (ag---a1) y (an,_105™) actan como cero en el vector v en ambas

representaciones.

w 05(S(7°))Myyy = (yak™ v = 0 claramente acttia como cero en el vector v en ambas

representaciones.

. Bﬁm(g(To))Mm = (=Bm-1..fral™ + a1t + pabt v = (=Bn_1..Bral v +

(aray™o+ (pag™ o = (=I--- I Do+ (I [ d)o+

(e ol )L 1+ 1: D))v*o

98,,(S(T°)m, = (—Bm-1. 51043 +0‘04l1+1+/’04l+1) = (—Bm-1-- 5104l+1)
(cray™o+ (pag™ o = (=I---I[o Do+ (I [ oo+

(I o) #0.

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.



Configuracién (d) de la Figura 79.

= Do, (S(T°Natyy = (an—raral™ + a0 =

U—|—[1 0 o](|}) (1) 1 [2])1}:0,

O, (S(T°) 2, = (=0 —1-onaf™ +ap 105 o =~[1 o o [o| v+ o of[efv#0.
0 1

- 85(5(7‘0))1\/[[“ (’Va:l;_l) _<[1 1 4(|§ (1) 11 E]))UZO-

- aﬂm(g(To))MHl = (_/Bm—l-“ﬁla?_l + alOéll-i_1 + pal-H) = (_Bm—1~--61aé+l)v +
(a1 ™My + (pa™ ) = 8[3m(§(7'0))Ml =0+ {-Dv+(I-(=1I))v =0 ya que existe
se{l,..,m} tal que (=B, ---Bral™)v = 0.

1
0

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.
Configuracién (e) de la Figura 79.

" 8Oln(§(7—o)>ﬂfz+1 = (_an 1-- alal +an 10/Jrl

(e aflee a(f ]H

Ba, (S(7))p, = (—0n—1..0004™ + 1al+1 =(-[ o {1 +[ o {ED”#O-
0

- 055Dy, = (ke —([1 4([; . [2 ] H>>=o

O5(8(ra = (yakMw = (1 1] [1]Jo =0,

= 35, (STt = (—Bm-1.-Bras + aral™ + pab™)v = (=Bn_1..Braf v +
(ara™)v + (pak™)v = 8gm(§(T°))Ml =04+ {-I)v+(I-(—I))v =0 ya que existe
se€{l,..,m} tal que (=B --- Blaéﬂ)v =0.

v\/

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.

Configuracién (f) de la Figura 79.

. 8any(§(7'°))Ml+1 = (—an_1..arai™M fa, 105w = 0 ya que existe s € {2,...,n—1}

I+1 I+1 .
de manera que (os---a1a7 ) ¥y (ap—104 ") actian como cero en el vector v en
ambas representaciones.

= 05(S(7°)) sy = (va5™)v = 0 claramente acttia como cero en el vector v en ambas

representaciones.

= 95, (ST )Nty = (—Bm-1.-Bras™ + a1l + pab™ v = (—Bo1...Brof v +
el (oo = (=[] n)o ([ (0 ] ()
(L a2 R])e=0

95, (SN, = (=Br-1Praf™ + araf™ + pas v = (=fuorfraf v +
(a1 ™)v 4 (pabtyv = (— m I-~-I)v + (H : 0)’0 + (M : 0)’0 # 0.

por lo tanto v € Wj 1 pero v ¢ W.

o
—

1
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Configuracién (g) de la Figura 79.

" O‘n(S(TO))M1+1 = (7047171 OllO[l + Qpy— 1Ozl+1) =
_ [In 0n><(n+1)] O(ni?)xn 0<::>1<)1><1i| In+1 e In+1 [In+l U(1L+1)><n] OTLXII“+1 i
b Oixn [1) B O1x(2n—1) 1 0
In v+ [In Onx(nJrl)] Ozmx1 T : v =0.
! 0 :
O (S 2ty = (=110t + ap_yat)o =
e onxnin)] °<n+IT>Xn O(Sij)lxl Ty Ingr [ 0G4y xn] [ on,len+1 n
o
[I" On><(n+1)] v 7& 0.
0
1
1 O1x(2n-1) 1 0
~ . . | :
N 85(5(70))ML+1 = (’ya3+1) _ [,1" Tn 0n><1] _— P : 0 v=0.
! 1
0
(o I+1 A : .
66(5(7- ))1\/[1 - (7@3 ) - [71" In Onxl] . v = 0.
0

- 8ﬁw1(§(To))ML+1 = (_ﬁ'rn—l--~,81aé+1 + O(lCYH_l + paH'l) (_5m—1 Blo/H)

(a1 ™o+ (pay™)v =

0
1 O1x(2n—1) 1
o .
(ntl) | T o T : : v
[ Onx1 IJ (n+1) (n+1) 02 x1 I(an_1) : . +
! 1
1 O1xn
In+1 .
|: Onx1 fn:| . In . U+
! 0
B 01x (n—1) |
In On—1)xn -1
! Tnt1) 0 _
1 O1xn O1xn o . =0.
Y O1xn O1xn nx(n+1) .
0
Otn—2)xn 9(mn—2)xn
LO O1xn O1xn 4
g _ I+1 I+1 _ I+1
05, (SN2 = (=Bm-1--Braz™ + arai™ + pagto = (=Bu-1.frag e
0
+1 41 O(nt1) . :
(aafo+ (pabtyo = [ [ "0 ] Ty Ty || [0+
0
E 01x(n—1) |
1 : In O(n71>><n -1
I 0 1 B 0
o n f:| . v+ 1 O1xn O1xn |:0 (n) :| : 7&0
nx1 n : o O15en 01xm nx(n+1) .
0 0
0(n—2)><n 0(n—2)><n
LO O1xn Otxn J

por lo tanto v € W1 pero v ¢ W.



Configuracién (h) de la Figura 79.

. 8an(§(70))Ml+1:(fan 1. a1a1 Yy, 1aé+1v:
_I ! 0 0 1 0 0 1 0
—[1000]2[-”][1000]2;? o 1 of |o 1 v+
o o o 1 0] 1 1 0] 0
:1 0 1 0] 0 0]
Lo o d o 1 1 of |o o v = 0.
0 0 1 0 1 0]
_0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 o
aan(S'\(T )) = —[1 0o o 0] 2 I I[l 0o o 0] z ; ? |j) 1 v+
0 0] 0 1 0 0
0o o
[t o o o [1) 2 v#0
0o 1
1 0] 1 0 0 0
I l
= 05(S(T°)asy, = (o o= [-v + o o [0 0 o) v=0
o o o 1| o 1

v = (=Bm-1-.frof v +
0 1 0o 1 o] Jo o
0 o 1 1 o 0o o
(alal1+ )U—F(pal-i-l) =(-1 I---T[o o o 1 O I v+
1 o 0o o 1f [0 1
1 0 o 1 0o o ol [t o o -1 o
o 1 o SO I o 1 1 o o 1 o —1
0o 0 1 o 0 ot v+ 0 1 0 o 0o 0 1 0 0 v =0.
o o0 1 RO B IE o o o 1] [0 o o] o 0
98, (S(TO))JWL = ( 5m71~-51al+1 + C“llel + pasy 1)” = (—Bm-1- BlaHl)

0 0o o0
+1 +1 _ 0 0 0

(a7 )v + (pay™ v = of LIl oo a0 ) ot
1 o 1]

1 0 o0 Lo 1 0 0 o0 10 0] -1 0

o 1 o0 o 1 1 o0 o 1 o0 0 -1

0 o0 1 [z (1] v+ 0o 1 0 o0 0o o0 1 0 0 U#O
0o o0 1 0o 0 0 1 o o of 0 0

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.
Configuracién (i) de la Figura 79.

- 8047;(3\(70))MZ+1 = (_an 1 alal1+1

=
o
2.
—
o O~
-
~
~
—
o
[=}
2.
~ooo ©9° o= L
o © = O
= = O O
—
o O =
= = o
- -
—
(=} (=]
— — -
<

o o o~
= o o o
<
Il
o

1 0 o
~ 1 1 0
o, (ST = [ = 0 9] |j)1] It o o o E (1) (1) lo il v+
0 0 o0 1 o0
0o o
[1 0 0} 0o o U#O
0o 1
R Lo o o 1 0 1 o0 0o o
" 85(S(TO>)ML+1_(’YO‘§+1) - [71 b 0] |ﬁ [1) 2 (1)‘| 2 (lJ 1 2 (1) 2 U:O'
o 0o o0 1 0o 1
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&
—
)
—~
3
o
=
S
|
)
o
+
—
<
I
T
2,
| ppe—
o o o

)

] 85m(§(70))1v11+1 = (—ﬁm,l..ﬁlaéﬂ + alalfl + paé“)v = (—5m,1...51aé+1) +

(alall+1)v+(/7al2+1)v: ( [Z:| I---IT[o o 1 (E "o 0] |:

Bgm(g(To Vv, = (—Bm,l...ﬁlaéﬂ + alozll+1 + pal2+1)v = (—ﬁm,l..ﬂlaéﬂ)v +

o~
o ©
= o

= o o o

0
0o 0
(araf ™) + (pak o = ——F I Ifo 011P of o+
0o 1
1
oo ol 1 0o o o [t o o -1 0
0o 1 o o 1 1 of |o 1 o 0o -1
001|§$U+ o 1 o of |o o 1 001}750.
0 0 1 o o o 1| |o o o o o0

por lo tanto v € W4 pero v ¢ W.
Configuracién (j) de la Figura 79.

" 8Oén (5(70))M1+1 L

(—an_l...alal{"l +ap_10g v =

Bk E D)

~
~
(=]

OOCHIIOOONIH
| E—

o ko ok

[ ] 5§(§(To))Ml+l = (’ya?l)v: ([1 1 0 0] ([Z (1) 1 Z] [(1] Z]))UZO'
(TO))Ml:(fyaé-H)q}: ([—1 1 0 0] |:? 2])1;:0_

" aﬁm,(é\(To))Ml+l = (7ﬂm—l'--6laé+l + Oéloéll-"_1 + po‘l2+1)v = (7ﬂM—1~-~610‘l+1)v +

(™Yo + (pabt Yo =

=
)

\
= o o
~
—~
=
o
[=}
i
o O O =
o O = O
o R = K

= (—Bm-1..Bray v +

v
(aﬂguyp+@a?5v=:(—lﬂl-~1% o o 4[? 1)“+



(l ] : Z])H(E ] v {;Dv;éo.

por lo tanto v € Wj 1 pero v ¢ W.
Configuracién (k) de la Figura 79.

. aa7L(§(TO)>Mz+1 = (—Oén,1 alal +Oén 1al+1)v

IR

l—|

R )

o o o 1 0 1 0 0o o
[1 0 0] [o 1 0 0] o ! o o0 v=0.
o 0 1 o0 10
e 00t 0o 0 o0 1 0o 1
~ 1 0
aan<5<7°>>Ml=<—[l 0 o] HI [ 1] K Z})H
0o o
[1 0 0] 0o 0 1}750.
0o 1
- 8§(§(TO))A11+1 = (’Yaé-i_l)v =
Lo o o 10 1 0 0o o0
[71 1 o] [0 1 0 o] ot o0 v=>0
o o o 1 o o0 1 o0 1 0
o o0 0 1 0 1

. aﬁm(g(To))Mul = <_ﬁmfl---ﬂlaé,+1 + OKIO‘llJrl + palQ+1)v = (_Bm 151 alJrl)

1 0 1 of o o
0 oo o 1 1 of [o o
—0[-[[001] o 1 o v+
o o 1 of [1 o
1 0o 0 o
o o o 1| [o 1

—
o =
~ o
[
—
©c o =
[ ) =)
| pe—
= oo = o o
—_
s o | © 9o~
=
o r o
| L— 1 ~ o o
o <)
Ll v
4

(L)

0., (ST atr = (=Bm-1--Br05™" + aral™ + pali v = (=fop-1..fras o +

(@0t + (pa o = (‘ H’””" ol z>”+<é T] [; Z])v+

()

por lo tanto v € Wi pero v ¢ W;.

Por otro lado si la curva i’ se auto-interseca cerca de la configuracién local de la Figura

78 a) entonces tenemos una de las las siete configuraciones de la Figura 80.
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(8)

Figura 80: Configuraciones sin auto-interseccién local.

Configuracién (a) de la Figura 80.

= Oy, (:5’\(70))]\/[Z+1 = (—an_1..na™ +a, 1ab™v = 0 ya que existe s € {2,...,n—1}
de manera que (ag---a1) y (an,_1a5™) actian como cero en el vector v en ambas

representaciones.

. 85(§(TO))ML+1 = (ya4™)v = 0 claramente actiia como cero en el vector v en ambas
representaciones.

. 8,6m(§(7'0))Mz+1 = (—ﬁm_l...ﬁla?'l + ozlozll"'l + pal;'l)v = (—ﬁm_l..ﬂla?l)v +

(a1 + (pay™)v =
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0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0
- 1 0 12...12 |:0 O:|I‘2.'.I‘2 U+ 0 1 ([1 1:| [0 0}) U+
_0 1 0 0
-1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 -1 0
o 0 1 o0 0o o { 0 o} v=0.
_0 0 0 1 0 0
05, (S(T°Dar, = (“Bm-r-Brag™t + arat™ + pay™ o = (fn-1.fraz o +
0 0 1 0
(arai™v+(pa™ v = | - N I CRRY & [; Z} Iy Iy Jo+ | |0 ) [; 2} v+
0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 -1 9
o 0 1 o0 0o o [ 0 0] v 75 0.
0 0 0 1 0 0
por lo tanto v € Wiy pero v ¢ W.
Configuracién (b) de la Figura 80.
# Oy, (§(T°))Ml+l = (—an,l...alaiﬂ—i—an,laéﬂ)v = 0 ya que existe s € {2,...,n—1}

de manera que (as---a1) y (- 104?'1) actiian como cero en el vector v en ambas
representaciones.

- 85(§(T°))Ml+1 = (ya4™)v = 0 claramente actiia como cero en el vector v en ambas
representaciones.

= 95, (SN ansy = (—BrmrBraltt + araltt + pabyv = (< Buor..fral o +
(arafu+ (pas™ o = (=L 1[0 o Do+ (B o]} 7 3 )o+
a8 D+ Do
8ﬁm(§(T°))Ml = (—Bm_1--fras™ + a1 4 pabtw = (—Bm_1..frab v +
(@0l + (pas o= (11 o Dot (1 o[ 0 o)e+

CRIEIE)

por lo tanto v € W11 pero v ¢ W;.
Configuracién (c) de la Figura 80.

" Oy, (§(7’O))Ml+1 = (—an_1..arai™M fa, 15w = 0 ya que existe s € {2,...,n—1}
de manera que (o ---a;ai™) y (@, 1a5™) actdan como cero en el vector v en

ambas representaciones.

= 95(S(7°) s = (ya5™)v = 0 claramente actiia como cero en el vector v en ambas

representaciones.
= 95, (ST Ny = (—Bm—1-.Bral™ + aral™ + pabthv = (=Bpn_1...Brab o +

0

0]
(@10 o+ (past o = (= [ o BB [} 0] Bk ot

| (e af [ 2])>v=0-

(H (b A 3])>v+<3

0
aﬂm(§(7-°)) = (~Bm_1--Bral™ + 1™ + pabw = (—Bp_1.Brab v +

(aron” )U+(Palz+1)
. [0 0]>v+<: [0 0])’0#0.

0 3}12"'—72>U+<1 0
0

| ol LI
1

(=} (=]
—




por lo tanto v € W41 pero v ¢ W;.

Configuracién (d) de la Figura 80.

(a1 ™o+ (pay™)v =

A_v © o o ~ o
o - o o s}
= oo ~ o o
~ o o o hn
1
.IIuTS | P — |
S o oo o~
—
© oo o~
— . Q o oo~ o
©c o o o ~ o .
. oo ~ o -
- <4 < O O
oo~ ~o = I ,
I o~ o oo <) g
o - o oo
o - o oo — [N}
> ~ © o oo |
~ o o o o
- o o o © S ~ | IS
S — - — — 1
~ ~ o ~ ©c o oo o I
| pr—
S A T2 o o o Il o o o =
© oo oo - o © oo - o ) >
—
o o ~ o
o o —
© oo - o0 ° o 6 6 u o o i
— I/ 1l
©c o o o H o o o o °eee°e= g3 eeer-
_ | —
o © © © p o ~ o o
o o OOOIOI_I
- o
S -
- o °ee°e"° co oo~ ~ o o o A_Uv
B o — -G —
©c oo = o ~ - - - 0 O =
o . — S ~—— ~ ~
~ . o - >, o
. 4 - mo o . o h o oo I g S
| — |
~ o o o ~
~ o~ o o o ~ o o o o c e + -
~ °o o _ — o ~ o o
S o -~ o o o o - o Hoa °
_ o, o o o ~ e -~ o o o
3 | I
- o —— ) I — o
N —
R + © o o = o o o u o | ﬂ .
' > . S ~ - : ~ o o o =~
. e e -~ > __ o o o o _I,A N
\I/ .
o~ e N~ __ . o o ~ o
e e e° ~ ~~ o ~ o o g N
™ ©c o o~ | — > xa)) Il ~
~ <] o o © o o~ e e e° 4 [ _ o = = O
— ~M —
————1 o - o o alooo i > S o
© e e~ © o = o ~ - -~ o o o
- o o o [~ ° o o N — 3 b L
~ o o o L ! ~ I+ - °
~ oo o L~ ~ 7 o o o o $ ~ S——
O — SN~———— — —— — 1 | — [« ~
I ° - o 7 I & ~
— | — | - — — 1
o ~ o o o ~ Up=a— Ml Lyma— H __ ML(\ . © o o o
o o = - .
— = o o M \I/IT .
o o o o ~ o o o - - o = —~ 5 VJQ oo ~ - o
o o o oy o o
5 5 [ [e) - e o kA2 o o o o
©c © - o o ~— o o 1 —
o o o o
A - o s = (n T.o°°-9
- o ~ o o o . ~ ~ o (0 | © (™ llma ~ ° 2929
[ | S———— [ an | [ NG [ER— ~ 7al
N~ ~—— ~—  — ~  — S ~—m0/ > S
e} e} Q > =
| | | |
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1 0 0 0 O 1 0 o0 o0
~1 0

o 1 1 o0 o o 1 0 o0 )

o 1 0 0 o0 o 0o 1 o ’[)750
0 0

o 0o 0 1 o0 o 0 0 o )

o 0o 0o o 1 o 0o o 1

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.

Configuracién (e) de la Figura 80.

# Do, (S(7°))Miyr = (—an_1.. oo™ +a, o =
; 1 0
—[10000]0[--[[1000}01([100
0o 1 0 0 1
3 0 o
[t o 1 o o] [o o o
o 1 1 o of |o o o
[10000]00100100 v=20
o o o 1 o |o 1 o
lo o o o 1] [o o 1
Ou (B Nar =
! 1 0
0
[10000}0111[1000]01[100}1)
o 1| |o o o
© 0 o
Lo
0 0 o0
0 0 o
[10000]1001}7&0
0o 1 o0
o o0 1
1 0 1
~ 0o 1 1
o 05(3(r)ane, = (o= [ [+ 1 0 0 {001
0o 0 o
0o 0 o
0o 0 o
~ 0o 0 o
058w, = (ko= [+ 0 0 i o o |u
0o 1 o
0o o0 1

w95, (SN = (—Bmer1.fraf + aralt! + pab

(a1 + (pay™)o =

10
0o 0
0o o0 10 0o 0 o 0 ot
- 10 I 12|: 0:|I2 ‘[2|:0 0o o0 o 1} o0
0o 0
0o 1
0o 0
f o
o 1 Lo ol ]t oo 1 0 o0
o 1 [0 0 J 0o 1 o o 1 o v+
0o 1 1 0o o0 o
_U 0_
F o]
1 0 o0 -1 0
0o 1 1 0 o0
0 0 0o 1 o0
0o 1 1 0 0
_0 0_
q _ I+1 I+1 I+1
,BNL(S(TO))ML = (_Bmfln'ﬁloﬁ + ooy + pay )

0 0
(afot(pas o= |} BBy )R]
0 1
1 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1 -1 0 0
0 1 |:U 0 0i| U+ 0 0 |:0 -1 0i| v 7&0
0 0 0 0

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W.

Configuracién (f) de la Figura 80.

+

o~ O o o

©C 0O R B om

- o o o o
© o » o o

(76m—1~-

o R O o ©
- © o o o
© o = o o

B

1 0 o0
0o 1 o v+
0o 0 o
0o o
0o o
0o o0 v=20.
1 0
0o 1
ﬂ al+1)
0o o
0o o
0o o v+
1 0
0o 1
alJrl)
0o o0 o
o 0 o
0
J 1 0 o0 v+
o 1 o
o o0 1
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= 00, (SN anys = (—om-1.010f +on 105w = 0 = 94, (S(7°)) a, pues (an—105™) =
0y eiste s € {1,...,n — 1} tal que (as...a1) = 0.
= Claramente tenemos 95(S(7°))ar,, = (va5™)v = 0 = 95(S(7°)) as, -

- 8ﬁm(§(7' ))Ml+1 = ﬁm 1- /BlaH_l + o CYH_l + pOéH_l) ( Bm—1---P1 Oél+1)

0 0
(aaf™ v+ (pag™ v ] Lef) )] [ ODH
0 1

(|
([} a6 98 )= (]
(.

95, (SN, = (=Bm-1..0105™ + aral™ + pabtv = (—Bm-1..0105 ™ )v +

0 0
(el o (o ]b o [ ;
0 1

(- () >

por lo tanto v € W41 pero v ¢ W,

l+1

0

Configuracién (g) de la Figura 80.

I+1 l+1)

] 5an(§(70))Mz+1 = (—ap_1...0009" " +ap_1a3 v =

10 0 o0 10
10 ol |V ° 10 o0 N B E T 0o 1 1
- [0 1 ool |° 112"'12[0 1 0} e oo o 0o 1 o0 0o 1 |:0 o:| v+
4 lo o o 0o o 1
o o 1 1 0o o
1 0 o 1 o o
1 0 o0 o0
1 0 o0 o 1 0 o 0o o
][0100‘| ))UO
o 1 o o 0o 1 1 0o o
o 0o 1 o0
o 0o o0 1 0o 1
Q0 I+1 I+1y,, _
Oa,, (S(T°)) M, = (—p—1..cana]™ + ap_105 v =
1 0 o0 o0 10
o o] |* 1 0 o Lo °l' 1o 1 o o 0o 1 0o 1
_{ 0 I2"'I2[0 1 [):| 0 o 0o 1 o 0o 1 [ 0} Cha
0o o 1
o 0o 1 1 0o o
o ol |0 ©
[010}001}7&0
0o o
10 o0 1 o o
= I+1 -1 0 SO T T 0o o
-8(5‘( ))Ml+1 (70(3 ) - |:0 1 0] o0 o o 1 1 0o o v=0
N 0o 1

" 8BWL(A(TO))ML+1 = (_ﬁ7n—1--~181aé+1 + g al+1 + pal+1) (_Bm 151 O‘H_l)

I+1
(ar0f o+ ( pa;

1 0 0 0 1 0
0] 1 0 0] 0 1 0 1
0+ v+
0] 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0

( ] [0 ) = 95, (5" )ar.

Por lo tanto v € Wy pero v ¢ W.

Ahora verifiquemos la segunda afirmacién del Lema 5.5. Supongamos primero que la cur-
iy . . .
va i’ no se auto-intersecta localmente. Analizamos cada una de las once configuraciones

de la Figura 79.
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Configuracién (a) de la Figura 79.

» Jg,, (§(7—0))Ml+1 = (7ﬂm71 510ll+1 JrChOélfs_1 JrPOélH) = (—Bm-1- 51al+1)

-
@A) (] r)e= )

a0 Yo =
9p,, (S( Brafs 4+ aral™ + pab v = (=Bm_1 -+ Braf v +

-(EJ ) (

EaS RN W 0 ([ Y )

= Claramente se cumple que 87(:9\(7'0))1\/11+1 = (oW =0 = 87<§<T0))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién.

= 0,(S(T) i, = (@5 Bn)v = 0 = 3,(S(7°))ar, pues (Bm) actia como cero en
ambas representaciones.

= 0oy (ST aty, = (i o - aa ol Bu)v = (—ai e - ag)v'+ (ol B)v/
0 = 8a1(§(70)) M, ya que (B,,) actia como cero en ambas representaciones y
(o, -+ - a2)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién.

~

I+1 I+1 )’U _ I+1

" aa7z71(S(To))Mz+1 = (an—2 a1y Q- agl oy = (an—2 e R %] an)UI +
(a5 a0 =0 = 8(1"71(@(7'0))1\4, pues (ay,)v" no es punto inicial de ninguna des-
viacion.

Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando algin extremos de «, es la-
do de un tridngulo doblado 6 ningin extremo de «, lo es. Ademas aaT(§(T°)) =
I+1

(—op—1---0n0y " an - ary1 + N) donde (N) es un sumando de §(’7’O) que involucra a

la flecha a..

1) Ningin extremo de «,. es lado de ningin tridngulo doblado.
En esta situacién tenemos que ambos extremos de .. son lados de un tridngulo de
tipo 1 6 ambos extremos de «, son lado de un tridngulo de tipo 2.
Consideramos primero que los extremos de «,. son los lados de un triangulo de tipo
1. Para esto tenemos las tres configuraciones de la Figura 81.
En las tres configuraciones de la Figura 81 tenemos que (N) = (nu). Analizamos

cada una de las tres configuraciones.



(c)

Figura 81: Los extremos de o, son lados de un tridngulo 1.

Configuracién (a) de la Figura 81.

8O£T(:S”\(7'°))1\4rprl =(—ap_1--- ozlozll"’lan o1 +HN) = (g - alal1+1an ceauyr)t
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(nu) = 0 = 8a, (5(7°)) 0, ya que no hay desviaciones d con punto inicial en s ()
y punto final ¢(u). Ademas existe s € {r +1,...,n} tal que (as---ay41)v" =0.
Configuracién (b) de la Figura 81.

Supongamos primero que s(u) = j, parap € {1,...,1}.

8ar(§(r°))Ml+l =(—p_1--- alal{"lan 1N = (g - alozl1+1an ce Q) U
1

° K 1 0 0 1 0
(nu)v: —II[1 0o o0 o] 2 (1) ([0 1 0‘| |f) ;|> |:(1):|II U+
o o o 1 1 0o o

(& 1) JE)--101-0
(S(

0

1
Do, (S(TNaty = (—p_1 a1 g, - a1+ N)v = (—ap_1 o™ ay, - g ot
1 0

= = o

r

(mu)v=—(T---I[r o o o

= = o o

o o o

1
0
0

(0 9[-

Por otro lado si s(u) = j, para p € {l +2,...,r} entonces:

=3

Bar(g(T"))MHl =(—ap_1- oMoy a1 N = (—ap_y - Py, - g ot
(muv=—|(I---I[ o o J ([0 1 r;| |j) ;|> [;}II v+

0 1 1 0 0
(1)
o I+1

1
o (SN = (—apor a1 AN = (a1 - ara ™ ay, - e ot

o o o m
o o r o
= = o

1
0

(muv=\—-I---I[r+ o o o

(& 2=

Por lo tanto Ker(§a,) € Ker(§a,,,)

= = o o

T
o o o &
o o =

Configuracién (c) de la Figura 81.

Supongamos primero que s(u) = j, para p € {1,...,1}.

Do, (S(T°)) by = (—0r1- cara o ap N = (—apor - anai e - agg ot

v o of [1 o
(nu)v = — ]...][1 o o o] 2 (1) (1] ([0 1 0‘| |ﬁ 1]) [(1):|I I v+
o . o 1 1| ]o o

0

;D)u: —1+1=0.
o (ST, = (—ar—1 - onal ™o - o+ N = (—ap_1 - onod ™ ag - o ot

(et} (1o Al )=

Por otro lado si s(u) = j, para p € {l +2,...,r} entonces:

-1+1=0.

6a7-(§(7—o))Mz+1 = (~ap-1-+- alallJrlO‘n st N)v = (—apog - alal1+1an C g Ut
1

o0 1 0 of [1 o
(muv=—|(I---I[ o o J 2 ; (1) ([o 1 0] |j) 1]) [;}I'”I v+ (1-0)v=-1
SO o 1 1| ]o o

O (§(T°))Ml =(—ar 1™y a1 N = (—ap_g - ard oy, - apg )Jot



1
(yo=—I-I[ o o o |°
0

Por lo tanto Ker(&ar,) € Ker(&a,,, )-

o o = o

Por otro lado consideramos que los extremos de . son los lados de un triangulo de

tipo 2. Para esto tenemos las cinco configuraciones de la Figura 82.
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(e)

Figura 82: Los extremos de a, son lados de tipo 2.
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En las cinco configuraciones de la Figura 82 tenemos que (N) = (niu; + nous).
Analizamos cada una de las cinco configuraciones.

Configuracién (a) de la Figura 82.

Bar(g(T"))MHl =(—ap_1-- alalfr ap - Qpp1+N) = (—ap_q - 0410/1+ Qp - Qg1 )+
(muy + neuz) =0 = 0,, (S(r° ))as, ya que no hay desviaciones d® con punto inicial

en s(up) y punto final en t(u1) 6 t(uz). Ademas existe s € {r + 1,...,n} tal que

(as - appr)v" =0.

Configuracién (b) de la Figura 82.

Supongamos que el arco s(uz) = j, con p en el conjunto {1,...,1}.

5‘%(:9\(70))1\4“rl =(—ap_1--" alallHan 1N = (—ag - alallHan cee Q) U

(muy + noug)v =

—
= o

o
(=]

o o = o

(1

Supongamos que el arco s(uz) = j, con p en el conjunto {I +2,...,r}.

aar(é\(To))JV[L+1 = (—O[T,1 e alallJrlan e ar+1+N)U - (—CVT,1 s OlloéllJrlOén cee ar+1)’0+

(muy + noug)v =

1 1 0 o o |F 20 10 10
—{ le|T---I[r o offo 1 o o o0 o 0o 1 {1][...] v
0 o o 1 of |2 1 0 1 0o o 0
0 o0 1
1

aa7-(§(To))Ml = (—Oérfl'-'OqOél:l 1an' ar+1+N = (- 71---a1al1 106n"'0(r+1)'U+

1 1 0 0 1 o
(mui+ngug)v = — [O] I---I[x o 0] 2 (1) (1) [o 1‘| [;] I---1|v+
0 0 0
0 0 1

(e
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Configuracién (c) de la Figura 82.
Supongamos que el arco s(uz) = j, con p en el conjunto {1,...,1}.
3%(:9\(7'0))1%“1 — (—O[T,1 e 0610l11+104n e Oér+1+N)’U — (—a,r,71 N alal

(muy + noug)v =

= = O
"
- -,
—
o O =
o~ o
= - -,
\—/
L |
(=R
|
~

© o o &~
o o = o

o o r o
= o= o
i
o o
o = o
— 1
—
(=
= 0

©c o o ~

/N
—
= o
[—
/N
=)
—
—
I
—
[
—
o |
_
[E—
~——
<
— ¥
[E.
[R—
/N
o
—
—
[ER.
<)
[—
—
<)
L— ~ o o
N——
~—
e
o

Supongamos el arcos s(uz) = j, con p en el conjunto {I +2,...,7}.

8@T(§(To))Ml+1 = (7017‘_1 e alall+1an e Oér+1+N)U = (7047‘—1 o alal

1 0 0 0 ! 0 0 1 0
(mui+neuz)v = — |:(1):|I---I[1 o offo 1 o o (D) (1] (1) 0o 1
0 0 1 0 o o 0 1
([ -0+ []-0)e=[2]-
0o, (S(T))aty = (=01 aral M ay -+ a1 + N
1 0 0 0
(muitnauz)v = — M I---T[r o oo 1 o o
0
0 1 —1
([ -0+ []-0)e= 0]
Configuracién (d) de la Figura 82.
Supongamos el arcos s(u1) = j, con p en el conjunto {1, ..,1}.
8ar(§(7'o))Ml+1 =(—ar_1- o™y a1 N = (—ap 1 -l

(muy + nug)v =

Lo F ) A e
(N ) I P ) R SR FR D ER
I+1

O, (S(T)) M, = (—apq - - alozZIHOzn 1N = (a1 10

(muy + ngug)v =

1 0 o of [V %[t o
— I~I[1 0 0] o 1 0 of |° " %o 1 [1][~I[1 0 0] v+
o 0 1 o 221 o of L°

I+1

I+1

I+1

Qp - ar+1)f0+

Qp = O[T+1)'l)+

Qp = O[T+1)'l)+

[ T ar+1)v+
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(TG S R FR ) R ORI AR PR

Supongamos el arcos s(u1) = j, con p en el conjunto {I +2,...,7}.
aar(g(To))Mle — (*Olr—l - Oélall—HOm L. 05T+1+N)U — (7041”_1 . alall+105n - ar+1)v+

(mui + nug)v =

1 0 0 0 ! ° © 0 0 1 0
— Il[l 0 0] 9 1 0 9 0 ! ° 9 0 0 1 |:1]II[1 0 0] ’U+
0 0 1 9] 3 2 i 1 1 0 0 0

(b 0 o 2]+e a9l ]

8ar(§(T°))Ml =(—ap_1 - a1ay Qp 01+ N = (g - @ra] Qg )0+

(mui + naug)v =

1 0 0 o
—I-I[1oo]o1oo
0o 0o 1 o

(A R O FF ) PR CRE P

Configuracién (e) de la Figura 82.

Supongamos el arcos s(u1) = j, con p en el conjunto {1, ..,{}.

I+1

aar(g(To))MzH = (~ap—1-+- alall 10% et N) U = (—apog o araqT Qg g Jut

(mu1 + naug)v =

7]'][1 0 O]l;

©o o = o

8ar(§(r°))Ml =(—ar_1-— a1 N = (—ap_g - ard oy, - apg ot
(mu1 + nauz)v =

rap e o][é l

(R A R PR S FRt ) ) ER S R TR R

[ﬂ[-lb o o vt

= = o o

o o~ o

Supongamos el arcos s(u1) = j, con p en el conjunto {l +2,...,7}.

+1 +1

Do (SN atis = (a1 -+~ a10b -+ gt +N)0 = (a1 - a1 - g ot

(muy + nug)v =

S G e T DO R )
- a1 Pu=—[ o



8%(:9\(70))% =(—ar_1-aai™ay a1 N = (—ap_1 - ard oy, - apg g ot

0 1
0 0
0 0

A l+1-b ho=—[ .
2) Algun extremos de «,. es lado de un tridngulo doblado.

(muy + noug)v =

—(I-I[x o o]E 2 MI~I[1 o] | v+

= = o ©

© o o &
o o = o

En este caso o, € {uy,ug,us,n2} en a) 6 b) de la Figura 83.

(a) (b)

Figura 83: Algtn extremo (6 ambos) de . es lado de un tridngulo doblado.

Consideramos el caso cuando un extremo de ;. es el lado de un tridngulo de tipo 2
y el otro extremo es el lado doblado de un tridngulo doblado, es decir la curva i’ se

ve como una configuracion de la Figura 84.
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(t) ()

Figura 84: Un extremo de .. es lado de un tridngulo de tipo 2 y el otro extremo es lado de un
triangulo doblado.

Configuracién (a) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 87(§(T°))MH1 = (oW =0 = 8,Y(§(T°))Ml ya que
(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d!.

" cﬁ)‘p(L/S’\(TO))MLJrl = (5™ Bp)w = 0 = ap(§(70))Ml pues (B,,) actia como cero en
ambas representaciones.

" a041 (S’\(TO))MHJ = (_O‘l1+1an e a2+all+1ﬂm)v/ = (_al1+1an e a?)v/+(a§+16m)vl =
0= 0u, (5(°)) M, ya que (S,) actia como cero en ambas representaciones y existe
s €{2,...,n} tal que (as---a2)v’ =0.

+1 +1

" 8(¥n—1(§(To))Ml+1 = (Oén_g a1y O + a3 i

an)V = (ap_2- 1oy an)v +
(aéﬂan)v’ =0= 8%71(3\(70))% pues (o, )v' no es punto inicial de ninguna des-

viacién d?t o d?z2.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;. = ug 0 @, = 1.

= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
8(¥r(§(7-0))ML+1 = (_O‘T—l T Qg Qg T N)U = (_O‘T—l Qo t O‘r-l—l)v +
(On2)v=0= BQT(S’\(TO))ML va que (- -apq1)v) =0y (2)v’ no es punto inicial

’
de ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M, y M;.
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= Cuando a,. = 15 se tiene que N = usd.
8%(:9\(7'0))1\4“rl = (—ap_1a1Qp @1 + N = (—qp_1 - Q1 - Qpp )V +
(ugd)v =0 = GQT(L/S'\(TO))MZ ya que (a, -+ app1)v =0y (6)v' no es punto inicial de

ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M 1 y M;.
Configuracién (b) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 87(:9\(70))1\/114rl = (oW =0 = 87(§(7'°))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d1.

" 8p(§(r°))Mm = (M B = 0 = ap(§(r°))M, pues (Bn,) actia como cero en
ambas representaciones.

= Do (S)aay, = (=i o - antal™ B)0 = (—alay - az)v'+(afF B )0 =
0= 0q, (§ (7°))a, ya que (By,) actia como cero en ambas representaciones y existe
s €{2,...,n} tal que (as---ag)v’ =0.

» Do, L (STNatsy = (an—g- 1™ a, + afMa)v’ = (@2 aral™a, )0’ +
(a5 a0 =0 = 6%71(@(7'0))1\4, pues (ay,)v" no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®t o dA2.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 ;. = 7s.

= Cuando a;, = ug se tiene que N = 1.
Bar(g(T"))MHl =(—ap_1-a1ap ey + N)v = (—ap_g Qi - apy1)v +
(dn2)v =0 = 8a7,(§(70))ML va que (@ -+ @rp1)v" =0y (172)v” no es punto inicial
de ninguna desviaciéon dA/ en ambas las representaciones M1 y M.

= Cuando a;, = 12 se tiene que N = uyd.
8D¢T(S'\(T°))J\/[,,+1 = (—ap_1- a1 Q1 +F N = (—qpo1 -1 - Qrg1)U +
(u28)v = 0 = da, (5(7°)) a1, ya que (@ - - ary1)v’ = 0y (6)v’ 10 es punto inicial de
ninguna desviacién dA/ en ambas las representaciones M; 1 y M;.

Configuracién (c) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 87(§(TO))MH1 = (oW =0 = 8W(§(T°))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d®t.

" cp)‘p(:g\(T"))MLJrl = (5™ B = 0 = ap(§(70))Ml pues (B,,) actia como cero en
ambas representaciones.

= 00y (S(T°))ar sy = (—ai ey, - ag+ad ™ B, )0 = (—alay, - - ag)v/+ (ol B, )0 =
0 = 9, (5(7°)) a1, ya que (B,) actiia como cero en ambas representaciones y existe

s €{2,...,n} tal que (as---a2)v’ =0.

. 8%,71(:5'\(7'0))]\4“1 = (ap_g-ara™a, + b o)’ = (a2 a1 ™o, v +
(b ap)v =0 = 8an_1(§(70))Ml pues (@, )v" no es punto inicial de ninguna des-

viacién d2t o d?2.
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Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 a; = 7a.

= Cuando a;, = ug se tiene que N = 1.
8,17,(5'\(7"))1\/[%1 = (—ap_1-a1ap ey +F N)v = (—qp_1 - Qg - apy1)U +
(dn2)v =0 = 8a7,(§(70))ML va que (ap - arq1)0" =0y (n2)v’ no es punto inicial
de ninguna desviaciéon dA/ en ambas las representaciones M1 y M.

= Cuando a, = 72 se tiene que N = uyd.
8ar(§(To))Ml+1 = (—ap_1- a1 Q1 +F N = (—qpo1 - -1 - Qg )V +
(u28)v = 0 = da, (5(7°)) a1, ya que (@ - - apy1)v’ = 0y (8)v’ 10 es punto inicial de

ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M, y M;.
Configuracién (d) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que &,(?(7’0))1\41+1 = (oW =0 = &Y(§(T°))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

" 8‘,,(:5'\(7"’))MLJrl = (M B = 0 = GP(S'\(TO))MZ pues (B,,) actia como cero en
ambas representaciones.

" a041 (§(TO))N11+1 = <_all+1an e O‘2+all+1ﬂm)v/ = (_all+1an e a?)v/+(al1+16m)vl =
0 = 90, (5(7°)) a1, ya que (B,) actiia como cero en ambas representaciones y existe
s €{2,...,n} tal que (as---ag)v’ =0.

" 80471,71 (§(To))Ml+1 = (an—Q T alo‘ll—Han + a?_lan)vl = (aTL—Q T alal1+1an)vl +
(a5t ap)v =0 = 8an_1(§(70))Ml pues (@, )v" no es punto inicial de ninguna des-

viacién d?t o dPz2.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;,. = ug 0 @, = 1s.

= Cuando a, = ug se tiene que N = 1.
8a,‘(§(r°))Mm = (—p_1 010y Q1 + N)U = (—ap_1 - 01Qp - g1V +
(onz)v =0 = 8QT(§(T°))MI yva que (ap - - arq1)v" =0y (n2)v’ no es punto inicial
de ninguna desviacién dA, en ambas las representaciones M1 v M;.

= Cuando a;, = 19 se tiene que N = usd.
0o, (SNt = (110 - gy + N)o = (=1~ aran -~ arp)o +
(ugd)v =0= 8ar(§(ro))Ml ya que (ay, -+ a,11)v" =0y (§)v' no es punto inicial de

ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M 1 y M;.
Configuracién (e) de la Figura 84.
s Claramente se cumple que (‘i,(:S’\(TO))IVLArl = (oW =0 = 87(§(T°))Ml ya que
(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

" ap(§(7°))Ml+1 = (B =0 = 8p(§(7'°))Ml pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.
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= oy (ST atsy = (it ay, - - ag+a 1B, )0 = (—al ey, - ao)o/+(al L B )0 =
0 = 04, (S(7°)) M, ya que (S,) actia como cero en ambas representaciones y existe
s €{2,...,n} tal que (as---az)v' =0.

. 5‘%_1(:S’\(T"))Ml+1 = (n_2--ard™a, + b an)v = (ap_g--- o™ a,)v +
(bt ap ) =0 = Ou, _,(5(7°)) 11, PUes (ay)v’ noO es punto inicial de ninguna des-

viacién d2t o d?2.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = us 0 a; = 7s.

= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
8O£T(§(T°))J\/IHrl = (—ap_1a1ap @1 + N = (—qp_1 -1y - Qg )V +
(6m2)v = 0 = 8o, (S(7°)) a1, ya que (- apy1)v’ = 0y (m2)v' = 0 en ambas las
representaciones M1 y M.

= Cuando a,. = 12 se tiene que N = usd.
8(xr(§(7-o))Mz+1 — (_ar—l Cee QU Qe+ N)U — (_ar—l Cee Oy Oér+1)11 +
(ugd)v =0= GQT(S'\(TO))MZ ya que (ay, -+ app1)v" =0y (6)v' no es punto inicial de

ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M 1 y M;.
Configuracién (f) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 87(§(T°))Ml+1 = (oW =0 = 8W(§(T°))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d!.

" 8,3(5(70))%“ = (@M B = 0 = 6,,(§(T°))Ml pues (B,,) actia como cero en
ambas representaciones.

n Dy, (§(T°))MH1 = (—aMay, - ag B = (i ay - ) v+ (T B )0 =
0= 0u, (§ (7°))a, ya que (By,) actia como cero en ambas representaciones y existe
s €{2,...,n} tal que (as---ag)v’ =0.

» O, L (S(TNatsy = (an—g- 1™ a, + afMa v’ = (o aral™a, )0’ +
( +1

ag o)V =0 = 606%1(@(7'0))1\4, pues (ay,)v" no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®t o dA2.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 ;. = 7a.

= Cuando a;, = usg se tiene que N = 1.
8ar(§(To))Ml+l = (—ap_1-a1ap ey + N)v = (—qp_1 - Qi - apry1)U +
(dn2)v =0 = 3a7,(§(7'°))Ml ya que (g - app1)v" = 0y (n2)v" = 0 en ambas las
representaciones M1 y M.

= Cuando a;, = 72 se tiene que N = uyd.
Do, (S(T°N iy = (—p1 -1y - Qg1 + N = (=1 -~ 1@ - apy )0 +
(u28)v = 0 = da, (5(7°)) a1, ya que (v - - ary1)v’ = 0y (6)v’ 1o es punto inicial de

’
ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M, y M;.
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Configuracién (g) de la Figura 84.

~

» Claramente se cumple que 9,(S(7°))ar,, = (a5Tto)’ =0 = 37(§(T°))Ml ya que
(6)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

. 8p(5'\(70))1\4prl = (M B =0 = 8p(§(70))Ml pues (B,,) actia como cero en
ambas representaciones.

- 8041 (§(TO))MZ+1 = (_al1+1an co a2+al1+lﬁm)vl = (_al1+104n ce 042)U/+(04l1+16m)v/ =
0 = 0, (5(7°)) M, ya que (f,) actia como cero en ambas representaciones y existe
s €{2,...,n} tal que (as---az)v' =0.

* O, (STNrtyy = (an—a 1™ a, + abMan)v’ = (s arai™a,)v’ +
( I+1

ag ap )V =0 = Ou,_,(5(7°)) 11, PUes (v’ N0 es punto inicial de ninguna des-

viacién d2t o d?2.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = us 0 a = 7s.

= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
8O£T(:9\(T°))J\/IHrl = (—ap_1a1an @1 +F N = (—qp_1 - @1 - Qrg )V +
(6m2)v = 0 = 8o, (S(7°)) a1, ya que (- apy1)v’ = 0y (n2)v' = 0 en ambas las
representaciones M1 y M.

= Cuando a,. = 17 se tiene que N = usd.
8%(:9\(7'0))1\4“rl = (—ap_1a1Qp @1 + N = (—qp_q - Q1 - Qg )V +
(ugd)v =0 = GQT(:S'\(TO))MI ya que (a, -+ apq1)v =0y (6)v' no es punto inicial de

ninguna desviacién d® en ambas las representaciones M; 1 y M;.
Configuracién (h) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 87(:9\(70))1\/114rl = (oW =0 = 87<§<T0))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d1.
] 8p(§(r°))Mm = (M B = 0 = a,,(§(r°))M, pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.

~

= 0o, (S(T°)any = (o) an - as ka1 B ) = (—aiM g - ap)v H(f M ) =
0 =04, (§ (7°))m, ya que (Bi) v (12) actiian como cero en ambas representaciones.

# Do, (S(T))asry, = (n—2- --alallﬂan + agﬂan)v’ = (ap_2- -~a1all+1an)v' +

(a5 a0 =0 = Ou,_,(5(7°)) 11, PUes (ay)v’ no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (1) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = us 0 a;, = 7a.

= Cuando «a, = ug se tiene que N = 7.
8ar(§(7—o))Ml+1 = (—aril Qg vt ar+1 + N)U — (_a’r’fl Qv aT+1)U +

(612)v = 0 = 04 (S(7°)) a1, ya que (12) actiia como cero en ambas representaciones.
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= Cuando a,. = 15 se tiene que N = usd.
Supongamos que s(4) = j, para p € {1,...,{}.
aar(g(To))MzH = (—ap 1 -a10p - apgp1 + N)v

1 0

(ugd)v' = =1 o o E I---T[r+ o o o

)

0 1
0 0
0 0

(=}

—|—[1 0 0]([0 101 |f

aar(§(T°))Ml = (—a a1y g1 + N)v = (—ape1 - aqay, - g )V +
1 1 0 0 i o

(upd)' = —[1 o o] |o| I- o o [0 0 o [;]1 I
0 o o 1 0 0

—|—[1 0 0](|F (1) 1 [‘|>——1+1_0
)=

Supongamos que s(0) = j, parap € {{ +2,...,r}.
O, (S(T)atisy = (o1 @1y - @y + N)o

=t v af] e ool ([ e

Configuracién (i) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que Bﬁy(g(ro))ﬂ/ll+1 = (oW =0 = 8,Y(§(T°))Ml ya que
(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d!.
. 8p(§(T°))MH1 = (a5 By = 0 = 8p(§(70))Ml pues (B) actiia como cero en

ambas representaciones.

~

" aoq (S(TO))MH-l = ( al1+1 Qp = a2+all+1ﬂm)v/ = (_al1+1an e ag)v’—l—(a%ﬁlﬁm)v’ =
0= 0u, (§(T°))Ml va que (B,,) y (12) actian como cero en ambas representaciones.

= Doy s (ST Natys = (an_g---araitla, + o a)v’ = (ap_z---araa, ) +

(a5 a0 =0 = 8%_1(:5'\(70))]% pues (ay,)v' no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (12) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;,. = ug 0 @, = 1s.

» Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
aar(g(To))MH»l = (a1 anog g + N)v = (=110 - apg U +
(612)v = 0 = 04, (S(7°)) M, ya que (72) actia como cero en ambas representaciones.

= Cuando a;, = 72 se tiene que N = u3d.
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Supongamos que s(0) = j, para p € {1,...,1}.

8(¥r(§(To))ML+1 = (_O‘T—l Qi Qe N)U = (—Oér_1 RN ZRe RN OtT_H)’U/ +

(ugd)v’ =
1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 ! 0 0 ! 0 1
—[1000} I I X o 1 of |o 1 OII
2 (1) 0 ! ° 0 3 2 T 0 1 1 0 (0]
1 0 1 0 _0
+[1 0o 0 o] Z ; 1 z (1) =—-1+1=0.
0 0 0 1 _0
00, (S(T°))M; = (a1 -1y g1 + N)o = (—apo1 - oqan - appr)v' +
1 0 1 0 0 i o
ORI | O PR O N TR P%RV !
0 1_ 0 0 1 0 °
1 0 1 0 —0
—|—[1 0o o o] z ; 1 z Cl) =—14+1=0.
0 0 0 1 L
Supongamos que s(0) = j, parap € {{ +2,...,r}.

B (ST atsy = (—@r—1 1y - Q1 + N)o = (@1 Q1 - - )0 +

(ugd)v’ =
_1 0 ! 0 0 1 0 0 1 0
SR PR A | A T B IO
o N o o 1 9 1 1 0 0
:O
0
—|—[1 0o o 0} L =—-14+0=-1.
_O
00, (S(T°)) s, = (—ap—1--aran -+ app1 + N)v = (—qp1 - 10y eV +
1 0 1 0 0 o
] i R A | O IR
0 1 0 0 1 0 ©

=—-14+0=-1

o = o o

Configuracién (j) de la Figura 84.

Claramente se cumple que 9,(S(7°))nr,,, = (a6)v = 0 = 0,(5(7°))ar, ya que
(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

c()p(:?\(To))MLJrl = (@M Bp)v = 0 = ap(§(70))Ml pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.

Do (S(TN) sy = (ot ay - astal M B )0 = (ol ay, - an)v'+(al B )0’ =
0= 0u, (§(T°))Ml va que (B,,) y (12) actian como cero en ambas representaciones.
8%71(§(7'°))1\4l+1 = (ap_o---ara™a, + b a)v = (ap_o--ard a0 +
(a5 a0 =0 = 8%_1(3\(7'0))]\/1[ pues (ay,)v' no es punto inicial de ninguna des-

viaciéon d®1 y (12) actiia como cero en ambas representaciones.

Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 a;, = 7a.

Cuando «; = ugy se tiene que N = 1.
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o~

Oa, (S(T°)) My = (—p—1--- 010 - g1 + N)v = (=01 - 000y -+ Qg1 )0 +
(0n2)v =0 =0, (§ (7°))a, ya que (12) actia como cero en ambas representaciones.
Cuando «,. = 1o se tiene que N = ug0.

Supongamos que s(6) = j, para p € {1,...,{}.

6a7,(§(To))Ml+l =(—ap_1 a1y a1 F N = (—ap_1 -y -y )V +
(ugd)v’ =

]2...]2{; o0 0}

= o o o
© o o ~
o o = o

Il —~
S O © =~
o © O =
o © ~ O
o R R R
- © O ©
1
o = O ©
I
—
o ~
P
+
— o/
o =
S
|
e

Ba, (S(T°Nas, = (—ar_1 a1y pp1 + N)o = (—ap_1 - aqap - app )V +
1 0 1 0 0 1 o
e Il A SOy 2% F I [ M]z I
0 1_ 0 0 1 0 °
1 0 1 0 _0
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
+{0 0o o 1} o o 1 o0 1 :7{0]4»{0]:0'
0 0 0 1 _0
Supongamos que s(0) = j, parap € {{ +2,...,r}.

8ar(§(To))Ml+1 — (_a’l‘—l QU Qe ar+1 _|_ N)U — (_a’r—l QU Qe ar+1)v/ +

(ugd)v' =

1r
-~ o o o
~
)
~
%)
—
-
o
(=}
o
=2,
o © o =
o © = O

o r O O © O O =

Do (S(T°N) s = (—r—1 @i gy + N)v = (—ap_y - arag - ap)V +

o o o &~
o o = o
= = o o

_|_
—
o r
(=3
[—
o ~ o o
Il
I
—
o ~
[
_|_
—
o ©
I
—
o ~
[

Configuracién (k) de la Figura 84.

Claramente se cumple que 87(§(T°))Ml+1 = (oW =0 = 8W(§(T°))Ml ya que

(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d1.

8,3(5(70))%“ = (@M B = 0 = 3p(§(T°))Ml pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.

~

By (S(T°))aaiys = (—ai o -+ ap+ait B0’ = (=l ay, - ag)v/+(a1™ B )0’ =
0= 0q, (§ (7°))a, ya que (Bm) ¥y (n2) actiian como cero en ambas representaciones.

+1

+1 +1 )U _ (an72"'a1041 Ozn)’UI+

Oy STy, = (2 107 any + oz ay
(a5 )0 =0 = Ou, _,(5(7°)) 11, PUeS (v’ DO es punto inicial de ninguna des-

viacién d21 y (1) actiia como cero en ambas representaciones.



Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 a; = 7a.

= Cuando a;, = ug se tiene que N = 1.
8,17,(5'\(7"))1\/[%1 = (—ap_1-a1ap ey +F N)v = (—qp_1 - Qg - apy1)U +
(6n2)v =0 = 0, (§(TO))Ml ya que (12) actia como cero en ambas representaciones.
= Cuando a,. = 72 se tiene que N = usd.

Supongamos que s(4) = j, para p € {1,...,{}.

8ar(§(7—o))Ml+1 — (_OCT,1 e alan PN ar+1 _|_ N)'U — (_Oérfl “ e alan ce e Olr+1)U/ +

!/
(ugd)v’ =
[1 o
1 0 0
0 0 0 0 0 o 1 0 0 0 0 1 0 ! 0 0 ! 0 1
_{ }0012.[2[ ] 01001H][
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1
lo o
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 ! b 0 0 0 1 1
+{ :| 0o 0o 1 0 o0 1 :—[]4_{}:0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

1
0
0
0
0

o o o o o

©c o = o o
I
\

—
o =
—
+
Ln—
o =
| SRS
I
o

0 1
1 1
0 1
0 1
0 0
Supongamos que s(8) = j, parap € {l +2,...,r}.

aar(g(To))JMH»I — (7047,_1 eyttt a7"+1 + N)'U — (7047,_1 eyttt aT‘—Q—l)'U/ +

(ugd)v’ =
[r o 1 0 o0
o o o o |[®° 1 0 o of [o 1 o R N 1
7000100012’I20100001 OIOOIOII
0o 1 o o 1 o 1 1| o o
lo o
[0
10 0 0 0 07 1 0 1
+00010 (1)7704»0 “ol”
Lo
0o, (S(T°Nat, = (—ap—1- a1 -1 + N)v = (—qp1 - 10y - )V +
voo 10 o0
(6/_ 00000011100001010111
UQ)U__ ool |0 2 2y 0 0 ol lo oo o [0 Y] o
0 1 o o 1 0o o0
0o o
0
0 0 0 o0 07 1 0
+00010 2_704»0_70
0

Configuracién (1) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 67(§(T°))1\4rl+1 = (oMo =0 = &,(§(T°))M, ya que

(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d*1.

" 8p(§(70))Ml+1 = (M B = 0 = 3p(§(ro))Ml pues (Bn,) actia como cero en

180
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ambas representaciones.

" 8011 (g(TO))Ml+1 = (_all+1an e a2+all+lﬁm)vl = (_al1+1an T a2)v/+(all+1ﬁm)vl =

0 = a, (5(7°)) M, ya que (By,) v (n2) actian como cero en ambas representaciones.

I+1

= Doy s (ST Natys = (n—g---araitlay, + o a)v’ = (ap_z---araa, ) +

(a?‘lan)v’ =0= 8%_1(§(T°))Ml pues (e, )v' no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (12) actiia como cero en ambas representaciones.

Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;,. = ug 0 @, = 1s.

» Cuando a,. = usy se tiene que N = 1.

Do (S(T°Naiyr = (1~ 1@y - Qg1 + N)v = (=1 - - 01 - - A1)V +

~

(0n2)v =0 = 0,,.(S(7°))m, ya que (n2) actia como cero en ambas representaciones.

= Cuando a;, = 72 se tiene que N = uyd.

Supongamos que s(8) = j, para p € {1,...,1}.

8a7,(§(70))Ml+1 = (—aT71 ceQ O,

(ugd)v' =

_1 0 0
0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0
_O 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
+ |:O 0 0 1 0 01| 0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
S B
90, (S(rNas, = (~apr -
1
0
0 0 0 0 0 0
(ugd)v' = — [ }
0 1 0 0 0
0
0
1 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0
+ |:U 0 0 1 0:| 0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
Supongamos que s(0) = j, p

aaT(S\(TO))MHl — (7047“_1 ceoqo,

(ugd)v’ =

1 0 0
0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
- ] Iy
0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0
_0 0 1
_O
0
1 0 0 0 0 0 1
JF |:O 0 0 1 0 0:| 0
0]
_0
ral (e}
0o, (S(T°Nt, = (—apo1 -1y, -

"'a7~+]_+N>U:(_aT71"

10 o0
1 0 0 0
I3 lo 1 o0 of |8 0°
3[ ‘| 0 0 1
0 (0] 1 0
0o o0 1
o o )
0] 0 0]
0o o 1 o 1 1
0o 0 0 __[0}—"_[0}
1 0 0]
0 1 0
arp1 + N)v = (o
0] 0
0 0
)
1 0
0o o
0] 1

o » o o o o

arap € {l+2,..,r}.

"'ar+1+N)’U:(7OLT_1"

©c o o ~
o o~ o
= = o O

g1 + N)v = (- -

!
...alan...ar+1)v +

o o o ~
o o = o
= = o o

o oo~ o o
I
|

[ n—
o =
| S
+
[ —
o =~
|
I
)

/
.alan...ar+l)v +



)
) 10 o
1 0 0 o 10
1 0 0 0 0 o0 0o o o 1 o 1
— I3---I3|o 1 0o o 0o 1 I---1
o0 0o 0o 1 0 o0 10 o o0 1 0
o 0o 1 o0 0o o
o o o o0 1
0o 1

©O 0O Or OO OO0 O O O K

Configuracién (m) de la Figura 84.

Claramente se cumple que é)w(:S'\(TO))I\/L+1 = (oW =0 = 37(§(T°))Ml ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

8p(§(TO))ML+1 = (M B =0 = 8p(§(70))Ml pues (B,) actia como cero en

ambas representaciones.

" a011 (S(TO))M1+1 = (_all+1an e a2+al1+lﬁm)vl = (_al1+1an T a2)v/+(all+1ﬁm)v/ =
0 = 04, (S(7°)) M, ya que (By) v (n2) actian como cero en ambas representaciones.

+1

80471,71 (§(TO))MZ+1 = (Oén_g ey + a?_l

an)v = (ap_g--- oot a, v +
(aé“an)v’ =0= 8%_1(5(70))% pues (o, )v' no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (12) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;,. = ug 0 @, = 1s.

= Cuando a, = ug se tiene que N = 1.
8a7‘(§(ro))Ml+1 = (—Qp_1 1 Q1 + N)v = (—qp_g - aqay - Qg0 +
(612)v = 0 = 04, (S(7°)) M, ya que (7)2) actia como cero en ambas representaciones.
= Cuando a;, = 12 se tiene que N = uyd.

Supongamos que s(d) = j, para p € {1,...,1}.

8ar(§(7—o))ML+1 = (—Oér,1 Qi Qe N>U = (_Oérfl RN A6 7 ar+1)’UI +

(ugd)v' =
_1 0 0
r b 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 o o o 1 0 0 0 o h o 1 0 0 1 0 1
—lo o o 0 Is---I3|o 1 0 o o 1 of o 1 [}[ 1
0 1 0 0 0 1 0
0 9 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 9]
L - 0 0 0 0 0 1
_0 0 1
1 0 1 0 0 0 0
r 7 0 1 1 0 0 0 0
! © 0 © © © 0 0 1 0 0 0 1 1 1
+ o 0 ! 0 K 0 0 0 1 0 0 0 = |:0i| + |:0i| = 0
0 0 0 0
L - 0 0 0 0 1 9 0
0 0 0 0 0 1 0
G0 _ _ ’
0o, (S(T°Nat, = (—ar—1 -1y 0pp1 + N = (=1 - o, - - 1)V +
(ugd)v’ =
1 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 o o o 1 0 0 0 o 1 o 1 0 1
— |0 9 0 1 0 0 Ig ]3 0 1 0 0 0 1 |: ] I M I
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1
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+

1

0
1 0 0 0 0 0

0
0 0 0 1 0 0

0
0 0 0 0 0 1

0

0

Supongamos que s(d)

/
(ugd)v' =
_1
r 7 |o
10 0 0 0
0
— o o o 0
0
o 0 0 0 0 1
L d |o
0
[o
r 7 |o
1 0 0 0 0 o0
1
+ |o o 1 0 o0
0
0 o 0o o 1
L d |o
0
O, (S(T° = (—«
fe7 M, — r—1
I
(u20)v" =
M1
r 7 |o
1 0 0 0 0 o0
0
—lo o o 1 o o
0
o 0o 0 0 o0
L d |o
0
[o
r 7 |o
1 0 0 0 0 o0 X
+]lo o o 1 o o
0
o 0o 0 o0 o0
L d |o
0

© o~ o o o

©c oo o = o
o o R R~ =

0

= o o o o o

o o~ o o o
o » o o o o
~ © © o o o

© o o r o o
I
|

[ m—
o =
[t
+
| m—
o =
= =
Il
e}

pparape {l+2,..,7}
Do (ST atysy = (—troy -+

O[lOén"'O[r+1+N)U = (7ar_1...a1an...ar+1)v/+

..alan...ar+1 +N)’U — (_aT—l'.'alan"'ar+1)UI+

o o r o o o

Configuracién (n) de la Figura 84.

Claramente se cumple que 87(:5'\(70))1\41+1 = (a0 =0=20 (§(TO))MI ya que

(6)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién d*1.

ambas representaciones.

~

- 8041 (S(TO))M1+1 = (_all+1an
0= 00, (5(r*))as, ya que (Bm) y
aan 1(§(TO))Ml+1 = (Oén72

( 41

0 (ST Nates = (@5 B v =

S0 Ty T+ g

0= 8p(§(ro))Ml pues (Bn,) actia como cero en

"O‘2+O‘l1+15m)17,: (—Ozll+1an---a ) ( H_lﬁm)’U _

(n2) actian como cero en ambas representaciones.

+1 +1

a )V = (g alallﬂan)v' +

agap )V =0 = Ou, _,(5(7°)) 11, PUes (v’ no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (12) acttia como cero en ambas representaciones.

Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = us 0 a = 7s.

= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.

80£r(§(7—0))ML+1 = (70[7“—1 e

Q10+ Qg1 +N)'U = (704T—1"'a1an"'057’+1)v+

(0n2)v =0 = 0, (§ (7°)) a1, ya que (12) actia como cero en ambas representaciones.

= Cuando a;, = 12 se tiene que N = uyd.

Supongamos que s(0) = j, para p € {1,...,1}.
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1 0 1 0
o 1 1 0 =-1+1=0.
0 0 1 1
Supongamos que s(0) = j, para p € {l + 2, ...,r}.

8ar(§(7-o))Mz+1 = (_av“—l Qg

r+
(wad)e! == o [] 110 o [2

YL H =—140=-1.
Configuracién (n) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que (97(5'\(70))”11+1 = (a0 =0 = &,(S’\(TO))MI ya que
(6)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién d*1.
" (’3'0(§(T°))1\/[Hrl = (M B = 0 = 8p(§(ro))Ml pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.

- 8041 (§(TO))N11+1 = (_all+1an e O£2+Oél1+1,8m)’t}, = (_all+1an ey ) ( H_lﬁm)

~

0 = 0q, (S(7°))m, ya que (Bm) y (12) actian como cero en ambas representaciones.

+1

" a(ln 1(§(TO))Ml+1 = (a"—z"'alal i

o + a?‘lan)v’ = (ap-2- - a1a] ay)v +
(b ap ) =0 = Ou, _,(5(7°)) 11, PUes (v’ noO es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (12) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;, = ug 0 @, = 1s.

= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
8ar(§(T°))MH1 = (—ap_1a1ap @1 +F N = (—qp_1 - 1 - Qg )V +
(0n2)v =0 = 0, (§ (7°)) a1, ya que (12) actia como cero en ambas representaciones.
= Cuando a;, = 12 se tiene que N = u3d.
Supongamos que s(0) = j, para p € {1,...,1}.
8%(?(70))%“ =(—apo1 a1y 01 F N = (—apo1 Q1 - 0y )V +

(ugd)v’ =
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©c o o =~
o o = o
= = o o

= o o o
o = o o
|
|
—
+
—_
|
e

R

6&,.(§(To))Ml = (—aril OOyt Qg —+ N)U = (—aril ...alan...ar+1)vl +

1 O_ ! 0 0 1 0
(ad)' ==l o dfo ol ool [l 0 0l |o n o o | [ 1T
0 ] o o 1 0 0
_l 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
+[1 0 0] voooo| f oo L =—-141=0.
0 0 ! _0 0 0 1 0
Supongamos que s(0) = j, parap € {{ +2,...,r}.

804r(‘§(7-0))1\/fl+1 = (_aT—l Qi Qe N)U = (_ar—l RN SN 7RI (XT+1)UI +
(ugd)v' =

1 0] b 0 0 1 0 0 1 0
“boo o o B Y0 e ol o | ) LTt
0 1 o o 1 1 1 0] 0
0
—|—[1 0 0] ol =—-14+0=—-1.
0
Oor, (ST oty = (=1 1y gy + N)U = (=1~ 010 - iy )0 +
0 ! 0 0 1 0
(u25)v’:—[1 0 o] g ?]IQ..~IQ[1 © g 2:| 2 (1) ? |ﬁ (1]] |:(1):|]I
0 0] 1

~14+0=—1.

_|_
-
(=}
2.
o o
Il

Configuracién (o) de la Figura 84.

~

= Claramente se cumple que 9,(S(7°))nr,,, = (a5Tto)’ =0 = 87(§(T°))Ml ya que

(8)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

" ap(§(r°))Ml+1 = (5B =0 = 8p(§(7'°))Ml pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.

" 8Oé1 (S’\(TO))MHA = (_all+1an co a2+all+1ﬂm)vl = (_0411+1an cee a2)v/+(all+16m)vl =
=0,

0 ot (§ (7°))a, ya que (Bm) y (n2) actiian como cero en ambas representaciones.

" aﬂln—l (S\(To))prﬂ = (Oén_g e Oéloél1+1Oén =+ a?—l

(aéﬂan)v’ =0= 8%71(3\(70))% pues (o, )v' no es punto inicial de ninguna des-

/

ap)t = (p_g- ~~o¢104l1+1an)v' +

viaciéon d®1 y (12) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando «;, = ug 0 @, = 1s.
= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
Oa, (S(T°)) My = (—p_1--- 010 - 1 + N)v = (=01 010 -+ Q1)U +
(0n2)v =0 = 0, (§ (7°)) a1, ya que (172) actia como cero en ambas representaciones.
= Cuando a;, = 72 se tiene que N = uyd.

Supongamos que s(0) = j, para p € {1,...,1}.
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Supongamos que s(d) = j, para p € {4+ 2,...,7}.

1

8%(:9\(7'0))1\4“rl =(—ap_1 a1y 01 F N = (—ap_1 -1y - 0y )V +

(ugd)v’ =

o o o =~
o o ~ o
= = O O

1 0 0 0 1 0 1
b af]--1---1
Configuracién (p) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 87(§(T°))Ml+1 = (oMo =0 = 8W(§(T°))Ml ya que
(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d!.
" 8,3(5(70))%“ = (M B = 0 = 6p(§(T°))Ml pues (B,) actia como cero en

ambas representaciones.

= 00, (S(r)) sy, = (i ap - agtal™ B)v = (=l g -+ ao)v'+(af M B )0 =
0= 0q, (§ (7°))a, ya que (Bm) ¥y (n2) actiian como cero en ambas representaciones.
# Do, (S(T)sry, = (n—2- carda, + ok an)v = (ap_g - aaTag v+
(a5 )0 =0 = Ou, _,(5(7°)) 21, PUes (ay)v’ noO es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (1) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = us 0 a = 7a.

= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
aar(é\(To))MlJrl — (7a,r‘_1 Qg vt ar+1 + N)'U = (7(‘%7,_1 Qv ar—‘,—l)v +

(bn)v=0= (“)ar(g (7°))a, ya que (12) actia como cero en ambas representaciones.
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= Cuando a,. = 15 se tiene que N = usd.

Supongamos que s(4) = j, para p € {1,...,{}.

B (S(T°))atry = (g -

10y Q1+ N)v = (—qp_1 - gy, - apgq )V +

(ugd)v’ =
10 10 o0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 ! ° © ! © 1
_[ } [2...[2{ } 0o 1 o0 0o 1 [}I---I
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0o o o 0 1
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 © ! ! © 0 © 1 1
+{0 o 1 o} o 0o 0 1 0 o0t 0o ! :_[o}—i_[o}zo
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
o 0o 0 o 1 0
G0 _ ’
Oa, (S(T°))0y = (—r—1- 10y g1 + N)v = (—ap_1---a10p -y )V +
1 0 1 0 0 1 o
o o of |o o 1 0 o of o 1 o 1
(u25)f0/:7|:0 0 1 O:| 0 1 12...12 |:O 1 0 0:| 0 0 1 [0 1‘| |:O:|I I
0o o
0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 o0
1 0 0 1 0 0 0 © ! ! © ° © 1 1
+|:0 1 :| 0 0 0 1 0 © 0 ! © ° ! :_|:0:|+|:0:|:O
0 0 1 0 0 0
0 0 0 o0 1
0 0 0 0 1 0,

Supongamos que s(0) = j, parap € {{ +2,.

8ar(§(To))Ml+l = (_ar—l
(ugd)v' =

_1 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0
_{0010}01‘[2 12{010
_0 0
o
1 0] 0 0 0 1 0
+|:0 0 1 O:| 0 :_|:U:|+|:0:|:_
Lo
00, (S(7°)) M, =
1
1 0 0 0 0
(UQ(S)/U/ == |:0 0 1 0:| 0] 1
0o o

o o o o
I
I

—
o~
-
_|_
—
o o
Il
I

Configuracién (q) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que 9,(S(7°))ar,,, = (a5 o)’

o o o =~
o o = o

s Th

...alan...ar+1+N)fl}: (_ar_l...alan...ar+1)vl+

= = O O

o o
—_
o o o ~

=0 = 0,(5(7°))m, ya que

(8)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d1.

- 8p(§(70))M1+1 =

ambas representaciones.

~

0

= 9o (ST anyy = (an_z-
( +1

- analt!

l
ay + a3+

- 8011 (§(To))Ml+1 = (7(1[1—"_10[” e 042+C¥l1+16m)’[}, =
=0

1

(5 B = 0 = 3p(§(T°))M, pues (B,,) actia como cero en

(70411-&-10[” . a2)v’+(ozll+1[3m)v’ _

o, (S(7°)) a1, ya que (Brm) v (172) actian como cero en ambas representaciones.

an)v’ = (ap—2- -~a1all+1an)v' +

ag o)V =0 = Ou,_,(5(7°)) 11, PUes (ay)v’ N0 es punto inicial de ninguna des-

viacién d21 y (1) actiia como cero en ambas representaciones.

Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = us 0 a = 7a.



= Cuando a,. = us se tiene que N = 1.
8@r(§(To))Ml+1 = (_O[T—l Qi Ol + N)U = (_Ofr_l RN S0 7 067-_;,_1)1} +

~

(0n2)v =0 = 04,.(S(7°)) M, ya que (n2) actia como cero en ambas representaciones.
= Cuando a;, = 12 se tiene que N = uyd.
Supongamos que s(0) = j, para p € {1,...,1}.

8ar(§(ro))Ml+1 = (-1 arap 0y +F N = (—Qp_q - 010y, - gy )0 +

’
(ugd)v' =
1 0 o
1 0 o r
0 0 o 1 0 o0 o o of |1 o
1 0 0o 0 o0 0o 1 0 1
— o 1 ofI3---I3]o 1 0o o 10| o 1 I---1
0 0 1 0 o 0o o0 1 0
0 o0 o 0 0 1 o0 11| o o
0 o0 1 L
Lo o 1
1 0o 1 o o o [o
1 0 0 0 0 0
o 1 1 o o of |o
1 0 0o 0 o A N O S S S
1 1
—+ o 0o 0o 1 0 o0 = — + =0
0 0 1 0 o o o o 1 o of |o 0 0
o 0 0o o 1 o0
o o o o 1 of |o
o 0 0o o o 1
o o o o o 1] |o
g . /
o
0o, (S(T°N)t, = (—ap—1- -1y -+ arp1 + N)v = (—qp1 - 10y e )V +
1 0 0
1 0 o
O B LA R I I N R
/
(ugd)v' = — o 1 oflIz---I3]o 1 o o o 1 I---1
0 10 o o 0o 1 0
o 0 o o 0 1 o o
o o 1
o o 1
1 0o 1 0o o of [o
1 0 0o 0o 0 0
o 1 1 o o of |o
1 0 0o 0 o0 0 L 0000y o 1 0 o o |1 1 1
+ o o o 1 0 o0 = — -+ =0
0 0 1 0 o o o o 1 o of |o 0 0
o 0o 0o 0o 1 o
o o o o 1 of |o
o 0 0o o o0 1
o o o o o 1] |o

Supongamos que s(0) = j, parap € {I +2,...,r}.
8%(?(70))%“ =(—ap_1 a1y 01 F N = (—apo1 - Q10 - 0y )V +

(ugd)v’ =

—
=3

o o
= o
o o
—_
© o~ o o
o o o &~
o o = o

O O O 0O 0O O 0 O O =

8ar(§(To))Ml = (—ap_1--

o
=
Q

© ©o © ©
o O O =
S O = O
= = O O
o O =
o = O
= - -,
Lo |
(=R
—_
~

—_ - _ _— _

Configuracién (r) de la Figura 84.

= Claramente se cumple que c’?.y(:S'\(TO))I\/[Prl = (a0 =0 = 37(§(T°))Ml ya que
(6)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién dt.

. 8p(5'\(70))1\4prl = (@M B =0 = (“)p(S’\(TO))Ml pues (B,,) actia como cero en
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viacién d® y

Para r € {2, ...,

ambas representaciones.

ottt

631 (S’\(TO))MHA = (

Q-

1 (ST atsy = (Qna

(O‘?lan)

o (S(T°))atsy = (—apo1 -+

s Qg +a

0 = B, (S(7°)) a1, ya que (Bm) ¥

ﬁm) = (—aj

l+1an ..

Q2 ) ( H_lﬁm) -

(n2) actian como cero en ambas representaciones.

+1

ese]

Q10 * -

I4+1
an+a3+

= Cuando a;, = usg se tiene que N = d15,.

“Opp1 F N = (—ap_q -+

ap v’

= (an72

(n2) actiia como cero en ambas representaciones.

a10411+1an)’1)/ +

"' =0 =04, ,(S(7°))a; pues (an)v’ no es punto inicial de ninguna des-

n — 2} consideramos los casos cuando «;. = ug 0 @, = 1s.

Q10 - g1V +

(612)v = 0 = 04 (S(7°)) a1, ya que (12) actiia como cero en ambas representaciones.

= Cuando a,. = 72 se tiene que N = usd.

Supongamos que s(6) = j, para p € {1,...,{}.

~
8QT(S(TO))M1,+1 = (_047“71 RS N7
(ugd)v’ =
_ _Jr o o
1 0 0 o0 0o o0 o
—lo o 1 o o 1 of I3---13
o 0o o0 o0 0o o0 o
- " lo o 1
B _ 1 0 0 0 o0
1 0 0 0 o0 o 1 0 0 o0
+]o o 1 o o o 0o o0 1 o0
o 0o 0 0 1 o 0 0 o0 1
- - o 0 0 0 o
~
0o, (S(T))0t; = (—r—1-+ 100, -+
0
1 0 0 0 o0 0o o0
(u25)v’ =— (0o o 1 o0 o0 0 1
o 0o 0 o0 1 0o 0
0o o0
1 0 0 0 o0
1 0 o0 o 1 0 0 o0
+ (o o 1 0 0 0 1 o0
0o 0 o 0o 0 0 o0 1
o 0 0 0 o0

Supongamos que s(J) =

6a7-(S(TO))ML+1 = (_047“71 MRS N7
(ugd)v’ =
- _ [t o o
1 0 0 o0 0o 0 o
—]o o 1 o o 1 of I3---1I3
o 0o o0 o 0o 0o o
- "o o 1
_ _ Jo
1 0 o o of o ) )
+fo o 1 0o o 0 :_{0}—’_[0}
o o o o 1| |o
- Lo
0o, (S(T°))M, = (o110 -
10
o o of [0 o
(’LLQ(S)U/:— o o 1 0 o0 0o 1
o o o 1| |o o
o o

-~ o o o o

»parap e {l+2,..

1
1 0 0 0
0
0 1 0] 0
0
0 1 0
0
1 0 1 0
0
0 1 1 0
0
0 0 1 0
0
0 0 0 1
0
0 0 0 0
1
0 0 0 0
a1 + N)v =
1 0
Is---Ig o 1
0 0
1 0 1 0
0
0 1 1 0
0
0 0 1 0
0
0 0 0 1
0
0 0 0 0
1
0 0 0 0
OZT+1+N)'U:
1
1 0 0 0
0
1 0] 0
0
0 1 0
0
_ 1
=—1.
Oz»,«+1—|-N)’U =
0
.[3' I3 0 1
0 0

arp1 + N)v = (—op—q -+

0o o r
10
0o 1
0o 1 L
0o o o]
o o 0
o o 1
0o 0 0
10 0
0o 1 0
(—Olr,1
1
o o
0
o o
0
10
0
o o 0
o o 0
o o 1
o o 0
10 o
o 1 0
(—a’r71 ..
o o
1
10
0
0o 1
0
0o 1
(_a'r'—l
1
o o
0
o o
0
0
0

Q10 - Qg1 )V F
0 0 1 0 1
- HI I
0
1 1 0

Q10 g1 )V

0 0

1 0 0 1

0 1 |:0:|I I
0

0 1

Q1o - g1V +
0 0 1 0 1
o HI I
0

1 1 0
Sy 0y )V
0 0
1 0] 0 1

X HI I
0 1 0

0
0 1
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1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

Configuracién (s) de la Figura 84.

© o o o o
Il
I

—
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=
_|_
—
o o
= =
Il
|
—
o ~
=

= Claramente se cumple que &,(5(7’0))1\/@+1 = (oW =0 = 37(§(7'°))M, ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d!.

. 8p(§(7°))ML+1 = (5™ Bm)v = 0 = 8,(S S(7°))ar, pues (Bn) actiia como cero en
ambas representaciones.

" 8041 (S(TO))MJ-H = ( alljL Qp - a2+a1 1ﬂm) (_all+1an : )’U +(al1+16m)vl =
0=0u, (5(7°)) M, ya que (B,) v (u2) actiian como cero en ambas representaciones.

" Oy, (:SY\(T"))MI+1 = (ap_o---ar1a™a, + b a)v = (an_o--ard o, v +
(al3+1ozn)v’ =0= 8%71(@(7' ))a1, pues (ay,)v’ no es punto inicial de ninguna des-

viaciéon d®' y (us) actiia como cero en ambas representaciones.
Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 a; = 7a.

= Cuando a;, = ug se tiene que N = 1.
Supongamos que s(n2) = j, para p € {1,...,1}.

Ao (S(TON)miyr = (—Q1 - -1 -~ g1 + N = (=g -1 - - apy )V +

rooo 1 0 o0 0
(5772 Z—I~-~I[1 0o o 0] Z [1) (1’ 0 1 o 1 [;}I---Ib 0 0]
o o 1 o 1 1 0
1 0 o0 1 0 of |1
o 1 o + [0 0 1} o 1 o 1 =—14+1=0
o 1 1 o 1 1| |o
8&7 (§(7_o) (_ar—l Qi Qe N)U/ = (_0‘7‘—1 Qe a7'+1)vl +

—
(o9
3
o
Nl
<
<
~
~
=
o
o
2.
o O O =
o o~ o
= = O o
—
o O =
- [=}
= o o
[ I
—
— -
L |
(=R
[
~
~
=
o
2,

1
1
0

() ol

Supongamos que s(n2) = j, para p € {I +2,...,7}.

- =3
(=}
—_

8ar(§(7-o))Mz+1 = (a1 e N = (—apo1 - agag - app1)0 +

—
(o9
3
)
=
~
~
—
[=}
[=}
2.
o © O =
o O = O
= = O o
—
o O =
- = o
= o o
- =
—
o O =
(=R
— - =
v
| n—
(=2
|
~
~
—
[=}
2.

8ar(§(7'o))Mz = (—ar—l"'alan"'arH + N)U/ = (—ar_1---alocn-~-ar+1)v’ +
! 0 1 0 0 1 0
“NTlo 1 of |o 1 [1]I~~~I[1 0
1 0
1 0 1 1 0] 0

0
(o' =—=I---1T[r o o o .
0
= Cuando a,. = 17 se tiene que N = usd.

2.

o o = o

1

0 0

+o o 1] H =—-14+0=—-1.
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aar(g(To))ML+1 = (_ar—l Qi Qg N)'U = (—Oér_l Oyttt Oér+1)1} +

(u20)v =0 = 0, (5(°)) M, ya que (uz) actia como cero en ambas representaciones.

Configuracién (t) de la Figura 84.

Claramente se cumple que 67(3\(70))1\/[H1 = (oW =0 = &Y(:S’\(TO))MZ ya que
(6)v" no es punto inicial de ninguna desviacién d!.
8p(§(T°))MH1 = (M B = 0 = 8p(§(70))Ml pues (B,,) actia como cero en

ambas representaciones.

~

a041 (S(TO))MH-l = ( al1+1 (€7 a2+all+1ﬂm)v/ = (_al{Han e az)?/"F(aéﬂﬁm)vl =

0= 0u, (§(T°))Ml ya que (B) vy (uz) actian como cero en ambas representaciones.

o (SN, = (Cnz---araiay + ab™an)v’ = (an_z- - araf™an)v’ +
(a5 a0 =0 = 8%_1(3\(70))% pues (ay,)v' no es punto inicial de ninguna des-

viacién d®1 y (uz) actiia como cero en ambas representaciones.

Para r € {2,...,n — 2} consideramos los casos cuando a, = uz 0 a; = 7a.

Cuando «; = ugy se tiene que N = 1.
Supongamos que s(n2) = j, para p € {1,...,1}.

8(¥r(§(To))ML+1 = (_ar—l 0Ot Qg1 T+ N)U/ = (_O‘T—l Qe a7"+1)vl +

1 0 0 1 1
[; z ﬂ o 1 o |1 | ]l==141=0
0 1 1 0 0
Supongamos que s(n2) = j, para p € [ + 2,.
Do (SN atrsy = (a1 'O‘}a""'?‘r+1+N)”':(*Oér—l"'aloén"'ar+1)v’+
h 0 © 0 0 1 0
(b)) ==I---I[r o o o o 0 1oof [o 1 |:1:|I"I[1 o]
Z E 1 1 1 0 0 0
1 J
[+t ) =-1+0-
Do, ( (TO))JV[L = (—ap_1 a1y e + N)U = (g a0 +
! 0 0 1 0 0 1 0
(6772) =7 I[l 0o o 0] z (1] (lj o 1 of [o 1 [;} I I[l 0]
o o 1 0 1 1 0 0

m P H — 140=-1.
Cuando ;. = 15 se tiene que N = ugd.
3ar(§(70))Ml+1 = (1o e + N)v = (—app - oqay - Qepr)v +

(ugd)v’ =0 = 8%(5'\ (7°)) m, ya que (uz) actia como cero en ambas representaciones.



Configuracién (u) de la Figura 84.
Por otro lado consideramos el caso cuando un extremo de «, es el lado doblado de
un triangulo doblado y el otro extremo es el lado de un tridngulo de tipo 3 6 ambos

extremos son lados doblados de tridngulos doblados. Como se muestra en la Figura 85.

N4
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Figura 85: un extremo de «, es el lado doblado de un tridngulo doblado y el otro extremo es el
lado de un tridngulo de tipo 1 6 ambos extremos son lados doblados de tridngulos doblados.

En cada una de las configuraciones de la Figura 85 se tiene que a, € {uy,us,us}, en

cada uno de los siguientes casos vamos a considerar las tres opciones para a;..
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Configuracién (a) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u.

804,,‘(§(7'°))1\/[l+1 =(—ap_1- 010 Q1N = (—ap_1 - a1y - - Qg1 )V +(ugus+
dre1) =0= aar(§(r°))Ml, pues (- app1)v" = 0y los puntos (ug2)v’, (e1)v" no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si o, = ug se tiene.

30¢T(§(TO))M,+1 =(—ap_1-0a1an Q1+ NV = (—ap_1 - aray - - app)V +(ugug)v’ =
0= 0a, (§ (7°))a,, pues (u3)v' no son punto inicial de ninguna desviacién ni curvas au-
xiliares.

Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

8047,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1- 00 Q1+ N = (—ap_1 a1y - g1 )V +(ugug +
€202)v =0 = aar(§(r°))Ml, pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (b) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = uy.

(’904T(A/S”\(T"))J\4l+1 =(—ap_1-a1an Q1+ N = (—ap_1 - aran - - app1)V +(ugus+
S161)0" = 0 = 0a (S(7°)) a1, Pues (- - apg1)v’ = 0 y los puntos (uz)v’, (£1)v' no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si o, = us se tiene.

8047,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1- 010 Q1N = (—ap_1 - a1y - - g1 )V +(ugug)v’ =
0= 6ar(§(70)) M,, bues (u3)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-
liar.

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

('9Oér(5’\(70))]\4l+1 =(—ap_1-a1an Q1+ N = (—ap_1 - aran - - app1)V +(ugug +
£202)0" = 0 = D (8(7°)) a1, pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (c) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u;.

8047,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1-0qan Q1+ NV = (—ap_1 - a1y - - Qg1 )V +(ugus+
d1e1)v' =0= 8%(:9\(70))1\4“ pues (- app1)v" = 0y los puntos (ug2)v’, (e1)v" no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si o, = ug se tiene.

('9Oér(5’\(70))]\4l+1 =(—ap_1-a1an Q1+ NV = (—ap_1 - arap - - @)V +(ugug)v’ =
0 = 04, (S(7°)) a1, pues (us)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-

liar.
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Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

804,,,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1- 010y Q1N = (—ap_1 - a1y - - Qg1 )V +(ugug +
€202)v =0 = 8ar(§(ro))M” pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (d) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u.

aocT (§(TO))MI+1 - (_ar—l Qi e 047“+1+N)U/ - (_a'r'—l Oy e ar+1)

dre1)v =0= 8a,,_(§(T°))MHl, pues (o, - - ry1)V" = 0y (usug+d161)v" = —

o » o o

en M;y Mjyy.
Ahora si a, = us se tiene.

aar(§(7-°))Ml+1 = (=11 0 NV = (e anag g )V (U ug v =

0= 80{r(§(TO))Ml+1’ pues (an o 'ar+1)vl =0y (U1U3)1)/ = - Ll) (1] 2 2] =0en

o = o o

My M.
Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

~

aar(S(To))Mm =(—ap 1 oqay Qe FN W = (a1 aay - g v (ugun +
1 0 0 0

g902)v =0 = 8a7,(§(T°))M,+17pues (an - 1)V =0y (ugug+d1e1)v" = =1 o] [O o

[0 o [*01 oo ﬂ —0en My y My,
Configuracién (e) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando a,. = ug.

(‘9,)”(5’\(T‘°))1\4,+1 =(—ap_1- 010y Q1+ NV = (—ap_1 - a1ay - - g1 )V +(ugus+
5161)0" = 0 = 0a (S(7°)) a1, PUes (- - apg1)v’ = 0 y los puntos (uz)v’, (£1)v' no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si a, = usy se tiene.

8%(5'\(7'0))”1“1 =(—ap_1- a1+ NV = (—ap_1 - anan - a1 )V +(ugug )’ =
0= 6%(§ (7°))n,, pues (uz)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

('9(,”(:5”\(70))%+1 =(—ap_1- o101+ N = (—ap_1 - aray - - g1V +(ugug +
£202)0" = 0 = D (8(7°)) a1, pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuracién (f) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u.

3a7,(§(70))Ml+1 =(—ap_1- 010y Q1+ NV = (—ap_1 - a1ay - - Qg1 )V +(ugus+
dre)v =0= 8ar(§(ro))Ml, pues (ap -+ app1)v’ =0y los puntos (uz)v’, (€1)v’ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.
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Ahora si o, = us se tiene.

8047,(§(7'°))1\/[l+1 =(—ap_1- 010 Q1N = (—ap_1 - a1y - - Qg1 )V +(ugug)v’ =
0= 6ar(§(70)) M,, bues (u3)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-
liar.

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

8QT(§ TNMyy = (1 -1y - 1 + N = (—ap_1 - @1y - - pg1) V' (ugus +
£202)0" = 0 = D (8(7°)) a1, pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (g) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = uy.

8047,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1- 00 Q1+ N = (—ap_1 - a1y - Qg1 )V +(ugus+
e =0= 8%(:9\(70))1\4“ pues (- app1)v” = 0y los puntos (ug2)v’, (e1)v' no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si «, = ug se tiene.

('9(,”(5’\(70))%+1 =(—ap_1-a1an Q1+ NV = (—ap_1 - aray - - @)V +(ugug)v’ =
0 = 04, (S(7°)) a1, pues (u3)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-
liar.

Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

8a7,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1- 00 Q1+ NV = (—ap_1 - anay - - Qg1 )V +(ugug +
£202)0" = 0 = D4, (5(7°))a1,, pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (h) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = uy.

(’9OLT(A§'\(TO))J\4Z+1 =(—ap_1-0a1an @+ N = (—ap_1 - aray - - app1)V +(ugus+
5161)0" = 0 = 0a (S(7°)) a1, Pues (- - apg1)v’ = 0 y los puntos (uz)v’, (£1)v' no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si o, = us se tiene.

8%(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1-0qan Q1N = (—ap_1 - aqnan - g1 )V +(ugug)v’ =
0 = 0Oa, (5(7°)) M,, bues (u3)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-
liar.

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

('9,)ér(5’\(70))1\4l+1 =(—ap_1-0a1an @+ N = (—ap_1 - aray - - g1V +(ugug +
£202)0" = 0 = Dy (8(7°)) a1, pues (u1)v’, (62)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (i) de la Figura 85.
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Consideramos primero el caso cuando a, = u.

3%(§(7'°))MH1 = (—qpo1 @1 Qe NV = (—ap_1 @y Qg )V (ugug+
5161)0" = 0 = 0, (S(7°))as,, PUes (- - g1 )0’ = 0y los puntos (up)v’, (1)v' no son
puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si o, = us se tiene.

8QT(§(T°))MH1 =(—Qpo1 @1 Q1 FN)Y = (—apt iy @y )V (uguz)’ =
0= 8%(:5'\ (7°)) a1, pues (us)v’ no es punto inicial de ninguna desviacién ni curva auxi-
liar.

Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

8%(:9\(70))]\4“1 =(—qpo1 1y Qe NV = (a1 iy @y )V (ugug +
£202)0" = 0 = 04, (5(7°))ar,, pues (uy)v’, (82)v’ no son puntos iniciales de desviaciones
ni curvas auxiliares.

Configuracién (j) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u;.

3ar(§(70))Mz+1 = (=1 onap o NV = (—opr a0 H(ugust

' 0 0 ! 0 0 1 0 0 1 0
5151)1)/:— z [1 U]I3~«~I3 0 1 o] 2 (1) (IJ (|j) 1 0] [0 1]) [;][...[
X 0 o0 ls o o o 1 1| o o
0 0] 0]
oo o %00+ |°[ 00 + [°] 00" =0+ 0+0=0= 8, (S(7°) a1, ya que (us) y
1 1 1

(e1) acttian como cero en M1 y M;.
Ahora si o, = ug y suponemos que s(u1) € {j1, ..., 7} se tiene.

3ar(§(70))Mz+1 =(—ar_1onQn QN = (e arag g )0 H(urus)v' =

1 0 1 o0 1 10
1 0 0 o 10 of |1 o
0 1 0 o0 0 o 1 o
—| [ o o o [ o oflz---I3|0o 1 0o o o 1 of |o 1
0o 0 o0 o 0 o o0 1
o 0o 1 o0 o 1 1| ]o o
o 0 o0 1 0 0o 0 o
0 10 1 0 0
1 [ ol 4 o 1 0 o ol
I---Ifo o o 1] v [1 0o o 0] v =—1 1=0.
|:0:| 1 + o 0 0 o 1 + 0
1 o 0 o 1 1

a0 NV = (—apy - p gV H(ugug)v' =

1-
1 0 1 o0 1 10 o
10 10
0o 1 0 o 0 o 1 0 1
—[[r o o 9 [l o ol3---I3 |0 1 0o 1 I---1
0o 0 o0 o 0 0o o0 1 0
o o0 1 0o o
0o 0 o 1 0 0 0 o
o 10 1 o0 0
ol 0 1 0 o o s
o o o 1] v L o o o v=—-14+1=0.
[ 1 + 0o 0 0 o0 1 +
1 0o 0 o 1 1

supongamos ahora que s(uy) € {Ji12, ..., jr} entonces,

aa'r'(s’\(TO))Ml+1 Q1 OOyt ar+1+N)v/ = (_arfl Qi ar+1)1}/+<u1u3)v/ =

=
Jocmenf it JEE(E I Do
!/

vV=—-1+0=—1.

o

© o ~ o
-

B 1
0
— [1 0 0 0]
0
0

U+[1 0 o 0]

= = O o
= B O O
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1 0 0 0
[1 [¢] 0][3"'[3 0 1 0 0
0 0

v=-140=-1.

]
- = ©o o,©° 0 0o =

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

[=N = =)
S = O O
—
o

o = O
— -
—
(=
[ 3
~

~

(=]

(=]

[=)

i
= = O o
1
]

<

8a,,,(§ TNy = (mr—1 - 1y - a1+ N = (=1 - aqo, -+ - 1))V +(ugur +

£202)0" = 0 = 00, (S(7°)) g, ya que (uz) y (2)
Configuracién (k) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u;.

ctian como cero en M;1 y M.

6%(5'\(7'0))%“ = (=1 Q1 Q1 FN)V = (a1 - @1y - Qg1 U H(Uusus+

1 1 0

0
P 1 0o o o] o 1 o
6151)” - Iy I |:0 10 0:| 0o o0 1

o 0 o

o o~ o

0
0
0

= = o ©

(e1) actiian como cero en M1y M;.

Ahora si o, = ug y suponemos que s(uj) € {j1,

(A

0 0
]Ov’—F NCEEN 00 =04+0+40=0=da, (S(7°),, va que (u) y

..y J1} se tiene.

aar(g(To))Mm = (-1 Q104 "Oér+1+N)U/ =(~ap_1- 10y "Oér+1)vl+(ulu3)”/ =

1 0 0 1 0 10
o 1 0 0 o0 0o 1
7[10000]00100 o of Iy--
o 0 0 0 o0 0o o
o 0o o0 0 1 o 0
0
{1]1 I[o 0 o 1] ° 'U'+ [1 o 0 o 0}
0 1
1
O, (S(T°))at; = (—tp—1 - 10ty - 1+ N )V
10 0 1 0 10
o 1 0 0 o0 0o 1
— [1 0o 0 o o] o 0o 1 0 o0 o of Iy
o 0 0 0 o0 0o o
o 0 0 0 1 o o

1 o o o 1 0 0 1 0
'IQ |:0 1 0 O:| 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0

0
0
1
1

©c o o =
o o~ o

o © o o ~

~ ~ O O O
G\
Il
\
—_
+
—_
Il
e

o o~ ©

o o © o~
© o o~ o
o o~ o o
o o o o =
-~ o o © o

~ - © © O
C\
I
|
—_
+
—_
Il
e

supongamos ahora que s(u1) € {ji42,...,Jr} entonces,

0o, (ST )ty = (=1 @10y - @ + N = (—aroy - @1y g )0+ (urug v’ =
1 0 ! 0 0 1 0 0 1 0
SRR ESR AR e [ o
o o o0 o 0 1 0o o
. [0
0
Lj]...[[o o o 1] (1) v+ 0o o o oo ==-14+1=0.
1
1
L1

8a,,,(§(TO))Ml =(—Qp_1 Q10 Q1+ NV

= (—047‘71 Qe O(T+1)’U/+(’LL1U3)UI =
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1 0 1 0 0]
0 1 1 0 0 0 0 1 0 ! 0
— [l 0 0 0 0 IQ IQ |: :| 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0
0 0 _0 0 1
[0
0
1 0 0
MI Ifo o o 1] ’ v+t 0o o o o o] ==-14+1=0.
1 1
L1

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

Do (ST atyy = (1 - 10 - - Q1 +N ) = (—a,
€902)v =0 = &M(B\(TO))MZ va que (uz2) y (£2) actian como
Configuracién (1) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u;.

Oa (§(7’°))Ml+1 =(—ap_1- 010y Q1+ N = (—ap_q

r
1 0
0 1
0 1

1

1 0 0 0 0
b |
0

1

0
0
0 1 0 0 1
0

o o ~ o
o o = o

0
0
0

= = O ©
= = o ©

0
]Ov’—l— El’ 0v" +

(e1) actiian como cero en M1 y M;.

11

0v' = 0+O—|—O:O=3ar(§(7°))Ml, ya que (ug) y

O Qg )V (ugun +

cero en M1 y M.

oo o )V (ugus+

[=}
o = O
—
\_/
—
(=2
—_
~
~

Ahora si o, = ug y suponemos que s(u1) € {j1, ..., 7} se tiene.

Oa, (§(To))Mz+1 = (1 ey N = (—ap g

1 0 0 1 0 10
o o o 1 0 o0 o0 0o 1 Lo
10 0 0
— o 0o 1 0 o0 o ol l---1
o 1 0 0 o0 0o 1 o
o 0o 0o o0 o0 0o o
o 0 0 o0 1 0o o
1 0 0 1
0
1 0 o o o o[> P 20
11[0001] ”U'+ o 0 1 o0
0 1 o 1 0 0 o0
0o 0 0 o0
1
0o 0 0 o0

1 0 o0 1 o0 10
1 0 o o oot % o0 ot 1 0 o
— o 0o 1 0 o o ol [---1
0 1 0 0 o0 0o 1 o
o 0o 0 0 o 0o o
0 0 0 0 1 o o
1 0 o 1
0
1 0 10 o0 o o %t %0
I---I[oo(Jl] v+ 0o 0 1 o0
0 1 0 1 0 0 o0
o 0 o0 o
1
0 0 0 o

supongamos ahora que s(u1) € {ji+2,..., -} entonces,

Cee Oy Qg1 )V (U ug v =

1 0 o0
1 1 0o of [1 o
ol lo 1 o

o 1 of |o 1
ol lo o 1
o 1 1| |o o

0o 0 1
o]\ [o
0 0

! i, |2
0 ol v = — =
[0}+[0}0
0 1
1il/ L

1y ey )V H(ugug v’ =

o o o~
o o = ©
= B O O

-~ o o © o

= = O O O
<
'~
I
|
—
o w
[t
Jr
—
o~
=
|
jan)

a(l7~(§(To))Ml+1 = (7047”—1 Qi t e Oér+1+N)U/ = (*Ozr_l e QU v ar+1)vl+(u1u3)vl =
10
0o o o o1 10 0o o (1) T 2 R T
7{01000001”1[0100}001 e B
o o o 1 1| |o o
o o o o0 1
. o
0
Lj[ Ifo o o 1 (1) v+t o o o o (1) 1}’:[0}+0:f{0}
1
1

3%(:9\(70))% =(—qp_1 a1y e+ NV = (—apg -

CQ1 Q1)U (g uz)v' =



10
10 o
0o 1 10
1 0 0 0 o 1 0 o o] o 1 o
— o of -1 0o 1
o 1 0 0 o0 o 1 0 of [0 o 1
) 0o o
0o o0 1
o o
0
0
1 0 © 1 1
/ /
I 10001] v [10000]07}:— 0=—
|:0:| [ 1+ 0+ 0
1
1
1

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

3oér(:9\(70))]\4l+1 =(—qpo1 1@ Q1 NV = (—apo1 iy @y )V (ugug +
€902)v) =0 = 8%(3'\(70))1\41 va que (uz2) y (£2) actian como cero en M1 y M;.
Configuracién (m) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = ug.

3ar(§(70))Ml+1 = (-1 10 ar+1+N)U/ = (—ap_1--aray - ar+1)v,+(u3u2+

. 10 0 o Z 10 of [1 o N
d1e1)v = o[t o ofIz---I3]o 1 0 o ) o 1 of |o 1 OI I
o 1 1| ]o o
0

o o 1] [1 00" =0+0+0=0=0,,(5(7°))as, ya que (u3) y (c1)

actian como cero en M1y M;.

1 0
0 1
0 0
0 0

0 0
0v' 4+ 1| 00 + |1

1 1

Ahora si ;. = ug y suponemos que s(u1) € {j1, ..., 7} se tiene.

3aT(§(T°))Mz+1 = (=1 onan o NV = (e anan e )V (uug v’ =

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0]
0 1 0 0 0 0 0] ! t 0 0 0 0] 1 0] t 0 0 !
— [1 0 0 O] 0 [1 0 0} 13 .. 'I3 0 1 0 0 0] 1 0 0
o o o of [o 1 o 0o o0 1
0 0] 0 1 0] 0 1 1 0
0 0] 0 1_ 0 0 1 0 0 0
1 0o 1 o] [t o o
1 © o 1 0o of [o o o °l
’ _ _
{O}I I[o 0 1} i v+ [1 ) 0] o o o o o 1 o 1 vV=—-14+1=0.
o o o 1| |o o 1
Q(.-0 ’ / ’
00, (S(7°)) 0, = (—atp_1 - aiop 1+ N = (—ap1 - oqay - apgr )V F(uguz)v” =
1 0o 1 o] [t o o 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0] ! ! 0 0 0 1 0 t 0
—|[r o o 9 of [t o oIz---Igfo 1 o 0o 1 [
0 0 0 0 0 1 0] 8] 0 1
0] 0] 0 1 0] 0
o 0o o 1| Jo o 1 0 0 o
1 0 1 0 1 0] 0
0 o 1 o of [o o o oy
/ - — =
[O © 1] 1,0—’_ [1 o0 0] 0 0 0 o0 0 1 o0 11)_ 1+1=0.
0 0 0 1 0 0] 1

supongamos ahora que s(uy) € {Ji42, ..., jr} entonces,

8ar(§(To))Ml+l = (-1 10y ar+1+N)U/ = (—ap_1--aray - ar+1)v,+(u1u3)vl =

) e N R Lo T o
—[t o ofof[t o oIz---I3]0o 1 o o 2 ; [1) o 1 of [o 1 Lj] I
B o 1 o] 00! o 1 1| |o o
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Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

8047,(§(7'°))1\/[l+1 =(—ap_1- 00y Q1+ N = (—ap_1 - a1y - Qg1 )V +(ugug +
€202)v =0 = 8ar(§(7'°))Ml va que (ug2) v (€2) actdan como cero en M1 y M.
Configuracién (n) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = u;.

Oa (§(TO))MH1 = (_ar—l Qi 0¢r+1+N)U/ = (—047-—1 Qo Oér+1)1/'+(u3u2—|—

s

1 1

[2...[2{1 o0 0} 2
0

0
0
0 1 0 0 1
0

o o =~ o
o o = o

0
0
0

ov’ =O+0+O=O=8ar(§(7'°))Ml, ya que (ug) y

= = o o
= = O ©

0
00 + || 00" +
1
(e1) actiian como cero en M1y M;.
Ahora si a,. = ug y suponemos que s(u1) € {j1, ..., ji} se tiene.

Oa, (S(T°)) My = (1 -1y - 1 + NV = (a1 - @10y - g 1)V H(ugug v’ =
0

1 0o 1 o 1 0o o
10 1 0 o
o 1 0 o0 o0 o 1 0 o 1 0 of |1
0o 1 1 0 o ol o 1 o
—[10000]001000000 I I o 1 ol |o
0o o o 1 0o of o o 1
o 0o 0 o0 o o 0o 1 o o 1 1] |o
0 o 0 o0 1
o 0o 0o o 1 o 0o o 1
10 0 1 0 10 0 0
0 0
) o o 1 0 0 o0 0o 1 0 o o
/
L]I I[o 0o o 1] ) 'U’—|— [1 0o 0 o 0} o 0 1 0 o0 0 0 0 o0 X vV=—-1+1=0.
. 0o 0 0 0 o0 0o 0o 1 o0 )
o 0o 0o o 1 o 0o o0 1
~
Oa, (S(° —Qp_ 1O O 1NV = (—py g0 - Qg )V (U us)v =
fe7s M; — r—1 1&n r+1 - r—1 1&n r+1 1u3 -
1 0 0 1 0 1 0 o0 o0
10 10 o0
0 1 0 0 o0 o 1 0 o 10
0o 1 1 0 o 1 o
—[10000]001000000 ]212[ } 0o 1
0o o 0 0 0 o0 1
0 0 0o o0 o o 0o 1 o 0o o
0 o o o0 1
o 0o 0 o 1 o 0o o0 1
1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0
0 1 0 0 o 0o 1 o0 o
1 ol ol
UI I[o ) 1] ) v+ [1 0o 0 o o] o 0o 1 0 o0 0 0 0 o ) v=-14+1=0.
0 0 0 0 o o 0o 1 o0
1 1
o 0o 0o o 1 o 0o 0 1

supongamos ahora que s(u1) € {ji42,...,Jjr} entonces,

aar(S(To))Mm =(—op 1 oqay N = (a1 g g ) (U uz)v’ =
1 0 [t o o Lo a0
0] 1 1 0 0 0 0] 1 0
_[1 o0 O] 0o 0 12”'[2{0 10 0] 0o o0 1 (0 0] [O 1])
0 1 1 0] 0
0 0 0 0 1

o, (S(T°))at, = (—ar—1 010+ Qg FN = (=g -+ a0y -+ 0 0+ (wgug)v’ =

1 0 1 0 0 1 o
S| PR I | A 1
0 0
0 0 _0 0 1
0 0
LIJI Ifo o o 1] (1) v+ o o o (1] vV=—-14+0=-1
1 1

Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

s

O (§(TO))MH1 = (a1 oy N = (—apg gy s gy )V (ugun +



207

£202)0" =0 = 0y (S(7°)) a1, ya que (uz) y (£2) actian como cero en M1 y M,.

Configuracién (n) de la Figura 85.
Consideramos primero el caso cuando o, = u.

805'7' (§(TO))M1+1

10 0o o0
r_ o 1 1 0 o o] o 1 o
5161)1} - 0o 0 Iy I |:[J 10 0] 0o 0 1
0o o0 0 0 o
0 0 0
9 / 0 / 0
[0001]101)4—101)—‘,—1
1 1 1

(e1) actiian como cero en M1 y M;.

[

1 0
0 1
0 1

Ahora si o, = ug y suponemos que s(u1) € {j1, ..., 7} se tiene.

Q/.-0 _ o
Oa, (S(r ))Ml+1 =(—ap_1- oy 0 ANV = (—ap ooy
1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0] 1 0 0]
- |:O 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0] 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 (0] 0 0 1
1
0
1 0 / 0 0 0 0 ©
|:0:| I o I [0 0 0 1] 1 v Jr 0 1 0 0 0] 0
0
1
(0]
Q(.-0 _ o
Oa,. (S(T°))p, = (—r—1 - 010 - Qpp1+ NV =
1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
— 0 0 1 0] 0 0 0 0 0
|:0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1

0

0

1 0 1 0 0 0 o0

{}I”.I[OOO]]lvl—’— 01000}
1

© o o o~

supongamos ahora que s(u1) € {Jit2, ..., jr} entonces,

0
MI” Ifo o o 1] (1’ v+l o o
1
Ba, (S(79)at, = (—ay—1 -+ o100y
10 10
0o o0 o 0o 1 1 0o o 0o 1
_{o 10 o} 0o o 12”12[0 10 o] 0o o
0o o0 0o 0
0 0
Ll)]] --I[o 0o o 1] (1) v/+[1 0o o 0} (1] ’U/
1 1

Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

= (a1 N = (—apg - arg - a1 )V (ugug+

11

00'=04+0+0=0=0, (§(TO))MZ, ya que (ug) y

[=}
o = O
—
\_/
—
(=2
—_
~
~

1 0 1 0 0]
0 1 1 0 0 0 0] 1 0 ! 0 0 !
Iy Iy [ } o 1 o |o
0 0 0 1 0] 0 0 0 1
0] 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 o
1 0 0 0 0 1 0 0 o 1 1
!
0 1 0 0 0 0 0 0 = — =
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0] 1
/ /I
(—qp—g - aqay -+ g1 )V H(urug)v =
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 0 ! 0
Iy Iy { } 0
0 0 1 0 0 0 0 1
0] 0
0 0 0] 0 1
0 0] 1 0 1 0 0 0 o
1 0 0 0 0 1 0 0 o
o 1 0 o o 0o o0 o L v =—1 +1=0.
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1
_ / r_
=(—ap_1 10y - Q1)U +(uruz)v’ =

0
0
1
1

-1 0

0 1

_0 0
- 1} +0

8a,,‘(§(7'°) Mg, = (1o - a1 + NV = (=0 - aroy - g1 )V - (ugug +

€202)v =0 = 8ar(§(7'°))Ml va que (ug2) v (€2) actdan como cero en M1 y M.

Configuracién (o) de la Figura 85.



Consideramos primero el caso cuando a, = uy vy s(u2) € {41, ..., Ji }-

Ao (S(TNatys = (—p—1 - @1 - - A + N = (—ap_ - Q1@ - - 1 V' + (g +

! 0 ! 0 1 0 o0 10
5151)1;__ E I I[l 0 0] 1 z (IJ o 1 o0 0o 1 |:;:|II
o 0 o L o 1 1 0o o0

© = 00 5 o6~ o

0o 0 1 0 1
o o 1 1 0 o0 1 , 0 L 1 0 o0 1 ,
[0 0o o 1] o 1 o o 1 o0 1 v+ 0 o o 1 o 1 v+
o 1 1| o o 1 1 |o
1 0 o0 1 0
0o 0 o r 1 1 0 0
o o 1 D I 0 1 -1 0
o 1 o o 1 o -1 = — o —+ L + =1,
o 1 1 0
1 0 o0 L 0 1 -1 0
g ’ /
aaT(S(TO))M :(7017«_1' 10y - 'Oér+1+N)’U (7047,_1"‘04104” "O[T+1)U +(U3U2+
1 0 0 o0 (1) 2 voofl
I .
5151)’0 = I I[l o 0] o 1 o of | ) 0o 1 {D]I I
0 1 0 0 L 0o 0

0
1
0

= o o o
o = o o

N
o o

= = o
= O O
| — |
o 11
_
| E—
~
|

\
o O O =
+
[IN

0

Por otro lado si s(ug) € {jit+2, -, Jr}-

(‘9,)ér(‘§(7"))1\4l+1 =(—ap_1- o101+ N = (—ap_1 - a1ay - - Qg1 )V +(ugus+

1 1 0 o0
N I I P 1 0o of |1 o )
d1e1)v = — I---I[x o offo 1 0o o o 1 of [0 1 [}]..]
0 0o o0 1 0
0o o 0 o 1 1| ]o o
0 0o o0 1
o o0 1 o o0 1 o 0 o
0o 0 1 o, 0 0 1 o, 0o o0 1 -t
[0 o0 1] o 1 ol |” v+ o 1 of | v+ o 1 o :]1 =
1 0 o 1 0 o 10 o
1 0 -1
0 0 0
o + 1 + -1 ~ ] o
0 1 -1 0
(.0 _ r_ /
O, (S(T°))at; = (—tr—1 -1y g1+ NV = (—ap—1 1oy, -+ - g )V + (usun+
1 1 0 o
. Loooo o [ ol
0161)v = — I---I[x o offo 1 0 o 0 1 {]]...I
0 o o0 1 0
o o 1 o0 0o o
0 0o o0 1
o o0 1 o o0 1 o 0 o
0o o0 1 ! , 0o o0 1 ! , 0o o0 1 -t ,
[U o0 1] 0o 1 o0 vt 0o 1 o0 vt 0o 1 o0 v =
0 0 0
1 0 o0 1 0 o 10 o
1 0 0 —1
0 0 0 0
o + 1 + -1 — Jo
0 1 -1 0

Ahora consideramos el caso cuando o, = uy se tiene.

Oa, (S(TN iy = (—r—1 - @10y - A1 + N = (—tp—1 - @10y - A1)V +H(ugug )t =
0= 0a, (§(7’°))Ml, ya que (u1) actia como cero en M; y M.

Por otro lado si o, = ug tenemos lo siguiente.

('9(,”(5”\(70))%+1 =(—ap_1-0a1an Q1+ N = (—ap_1 - aray - - app1)V +(ugug +
£202)0" =0 = 0y (S(7°))a1,» va que (u1) y (82) actiian como cero en M; y M.

Configuracién (p) de la Figura 85.
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Consideramos primero el caso cuando a, = uy vy s(u2) € {41, ..., Ji }-

0a (S(T9)) My = (=1 @1 - g FN) = (=g @ -+ g )0+ (uguiat

5 /__1.“ 1000(1) 2 1 0 o |1 o ‘.
151)'[)_ of 1 1[100]0100 o L 0o 1 o 0o 1 OI I
0 o 0 1 o] | L o 1 1f o o
o| |1 1
o |1
1] |o

v+

= 9 2 oo~ o

L

== e

1 0 0 0- ! © 0 1 0
0re1)v) =— o I---I[r+ o offo 1 0o o 2 [1) (IJ 0o 1 Ll)]] I
0 0 0 1 0 0 0
4 0 0 1
1 1 o o 1 0 0 1 , 0 1 o o 1 0 0 1 ,
S B AR B O H Sl F B AR ) R H A
0 Lo o1l o o] | 1 1 0 E
0 o 1 o0 -1 = —|o| + || + |-2| =
1 |:0 0 1] 0 1 1 0 1 -1 ((;

Por tltimo si us € {ji+2, ., jr }-

Oa (§(TO))M1+1 = (o1 onan @ NV = (e arag g )0+ (ugus+

IR D

(o9
=
™
—
—
<
<
—
o O =
[ |
~
~
—_
o
2,
—
o
(=}
o ©
o o
—_—
=)
o © = O

[0 0 1] g 1 |:i|v/+ lz 1‘| |:1:| v/+ 2 (1)‘| |:_1i| -
0 o|
0 10 10
0 -1
— —+ |o| + =]o|.
1 —1 0

o O = ©
= = O o
—
o o
o = O
—
—
(=
| S
~
~

;
_ H

Ahora consideramos el caso cuando «a,. = us se tiene.

8%(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1-r0qan Q1N = (—ap_1 - oy - g1 )V +(ugug)v’ =
0= 0o, (§(T°))Ml, ya que (uy) actia como cero en M; y M.

Por otro lado si a,. = u3 tenemos lo siguiente.

8%(:9\(7'0))]\4“1 =(—qpo1 1@ Qe NV = (a1 g @y )V (ugug +
g902)v =0 = 8%(?(7'0))1\4“ ya que (u1) y (d2) actian como cero en M; y M41.
Configuracién (q) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = ug,
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~

85“(5 TO))M1+1 = (_ar—l Qo ar+1+N)’Ul = (_aT—l Qo

Qg 1)V +H(ugus+

dre1)v =0= 3ar(§(7'°))Ml, ya que (ug) actia como cero en M; y Mj,q.

Ahora consideramos el caso cuando «, = uy se tiene.

6OCT(§(TO))MH1 =(—ap_1- 00 Q1+ N = (—ap_1 - 0qoy, -

0 =0, (§(TO))Ml , ya que (ug3) actia como cero en M; y M i1.

Por otro lado si a,. = uz y s(d2) € {j1,-.-,J1}-

({9% (§(To))Ml+1 = (70[,,‘_1 ey _ OLT+1+N)”U/ = (70[7“_1 RN a6 7o

1 1 0 o0
0 0 o 0o 0 o
6252)1}/——[1 0 0] 1 0 o0 g [1 0 o] 1 0 o0 g (1) ?
0o 1 o 0 0o 1 o o o 1
1_ 0o o
{I}I I[o 0o o 1]’()/—‘,—[1 0 o] o 1 o ol v+
0 o 0 1 o0
10 1 0o 0 o0 o0 ST 0o o
[1 0 0] 0o 1 1 o o o ofl4+]o -1 o o 1}/:—[0 0o 0
0 0 1 0o 0 o0 1 K o -1 o0
[—1 0o o 1]:0,
B, (S(TN gy = (1 10 -+ Apg1 + NV = (—tp_y -+ - 100
1 0 0 o0 ! 10 0 o0 oo
8252)11/——[1 0 o] 0 1 0 o0 0 [1 0 o] o 1 0 o0 o 0
0o 0 1 o0 2 0o 0 1 o0 z 2 1
10 0 o0
{1} ’Ul—‘r[1 0 0] o 1 o o v+
o 0o 1 o0
10 -1 0 0o o
0o 1 —+ —1 0 0 1},:—[0 0o o
0o 0 o -1 o0
[+ 0 o 4] =0.

ahora si s(d2) € {ji12, ..., jr} tenemos lo siguiente,

6CKT (§(TO))M1+1 e (_a'l"—l e Qe 067-+1+N)’U/ = (_a'r’—l QU Oy

o o o =~

1 0 0 0 ! 1 0 0 0
82(52)’1}/:—[1 0 o] 0o 1 o0 o E [1 0 o] 0o 1 0 o0
o 0o 1 o0 0 o 0o 1 o

3ar(§(70))Ml (—ap_1 - aqay - pp1+N) (—ap_1- aqay,
0o 0 o ! 1 0 0 0 oo
62(52)’0/ = — [1 0 0] 1 0 o0 E [1 0 0] 0 0o o0 3 (1) (1)

0o 1 o0 o 0 1 o0

0 0 0 1

1 0 0 o0 -1 0
{1} I I[o 0o o 1] v + [1 0 0} o 1 o o —+ [1 0 0] 0 -1
0 o 0o 1 o0 0 0

Configuracién (r) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando a, = uq,

Ou (§(7’°))Ml+1 = (—Qpo1 1@ Qe NV = (—apoy
/

g1 )V +H(ugug)v’ =

/

Qg1 )V (ugur +

)

Qg 1)V +H(uzug+

e =0= (’9%(:5'\(7'0))]\4“ ya que (ug) actia como cero en M; y Mjy;.



Ahora consideramos el caso cuando «,. = us se tiene.

Oa, (S(T)) My = (1 0q0y - - 1 +N)V = (=@ - - @10y - g1 )V (g uz)v’ =
0= 8%(@(7'0))”1, , ya que (u3) acttia como cero en M; y M.

Por otro lado si o, = ug y s(82) € {j1, .-, i}

604T(§(7'0))MH1 = (a1 NV = (o gy gy )V (ugun +

Ce ] | oo ol g g 0
52(52)1/:—[1 o] [0 ) 0} 0 [1 0 0] O 1
L ) I P 0

0

1]...[[0 0 1]’1}’—’—[1 O]|:(1J (1) O'Ul—|—

0
1 0 1] [0 O
R NN CE N R
0O o 1] (0o ©
]=0.

[

+

= o o

ahora si s(d2) € {ji+2, ..., jr } tenemos lo siguiente,

Oa, (S(T°)) 0ty = (mr—1 - 1@y - g1 +N U = (1 - @1y - - g 1)V +H(ugur +

=1 a1 e e (=l

e o )U' +(Ugun +

0

= = o o

© o o o ~

1
0 0 0

0
1 0 0

0
0 1 0

0

0

o o © ° F O~

Configuracién (s) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando a,. = uyq,

aar (§(TO))MZ+1 = (*ar—l Qi t e O‘r+1+N)U/ = (*ar—l Oy e ar+1)v’+(U3u2+
de)v' =0= 8%(?(7"’))1\4“ ya que (ug) y (d1) actian como cero en M; y Mjy;.

Ahora consideramos el caso cuando «, = uy se tiene.

Oa, (S(T°)) My = (1 -1y - 1 + NV = (a1 - @1y - g 1)V H(ugug v =
0= 6a,,,(§(T°))Ml , ya que (u3) actia como cero en M; y Mj41.

Por otro lado si o, = us y s(u1) € {j1, .-, Ji}-
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!

=
)

(TO))M1+1 = (—ap_1-aqay - ar+1+N)U/ = (_ar—l C 0y g1 U (ugur 4+

)
0
1
0
0

- = o o 4

1
0
0
0

Por tltimo consideramos el caso que s(u1) € {ji+2, .., jr}-

Oa, (S(T°)) 0y = (1 - 1@y - g1 + NV = (1 - @10y - - 1)V (ugur +

) = —[1 o lo ] RSB lo :

o o o &
o o = o

0
1
1

(5 kD avet - o] -
[1 0 0] El {1 :7[0 1]+[1 0]+[71 0]:[0 —1]

B (S(T°)) 0ty = (—r1 - 1+ gt FN )V = (—pmy - - @ - - @t )V + (U +

1 0 0
6252)1}——[1 0 0] |j> [;}I I[l 0 0] [o 1 ] 2 (1) [1)

o0 0o 0 1
|j) ][;}I Ifo 1V +[1 o o 1| 4+

0 0

b0 o [ ] =~ b o+l d=b

Configuracién (t) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando a, = uq,

('9o¢r(§(70))]\4l+1 =(—ap_1-a1an @+ N = (—ap_1 - aran - - app1)V +(ugus+
S161)0" =0 = 9, (8(7°)) 21,5 ya que (uz) y (81) actiian como cero en M; y M.

Ahora consideramos el caso cuando «, = us se tiene.

O (BTN atis = (—r1 - €100 Oy i1 A N = (gt - G100 -~ 2 )0+ (ugtuz)0” =
0= 8ar(§(7'°))M, , ya que (u3) acttia como cero en M; y M.

Por otro lado si a, = u3 y s(u1) € {Jj1, -, 1 }-

3QT(§(T°))MH1 = (—qpo1 1@ QN = (o @y @y )V (ugug +

(| :

= B O O
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R | R S |
[{ }D=—[0 J+0 4l d=0.

Por ulltimo consideramos el caso que s(u1) € {jit2, ..., jr}-

O (§(TO))MH1 = (a1 oy e N = (—apr s aray a1 )V (ugun +

s
0
0
1
1

82(52)1}/2 —[1 0] [(1) Z} [(j I~--I[1 0 o]
8ar(§(7'0))Mz = (a1 a0y N = (g o g )V (ugug +
0

o o~ o

0
1
1

%)
[\v]
=2
N
N
<
=
L |
(=R
o o
| S
—
(=l
—_
~
~
-
o
L.
—
o o
= o o
— - .
o O O =
o O = O

Configuracién (u) de la Figura 85.
Consideramos primero el caso cuando o, = uy y s(e1) € {j1,..-, 41},

O, (§(7’°))Ml+1 =(—ap_1- 00 Q1N = (—ap_1 - oy - - Qg1 )V +(ugus+

r
1 0 0
0 0 1 0
0 0
0 0 0 1
0 1
1 0 0 1
0 1

o = o

dre)v’ = — [;]I---I[l o o E

o o ~

8%(3’\(70))1\4, =(—ap_1-a1an NV = (—ap_1 - a1y - oy )V 4 (ugug +
0 ! K o 1 0 0 1 0
52(52)1/__[(1)}] [[1 0 o] 0o 1 Z (1) (1) o 1 of |o 1 |:;:|]]
0 0 o o i 0 1 1 0 0
1 1 -1
0 =
-1

Por otro lado si s(e1) € {jit2, .-y Jr }



0a (S(T2)) s = (=1 @1 - g N = (=g Q1 -+ g )0+ (uguiat

/
Qpo1 Q1 -+ Qg1 )V + (uguq +

1 0 0 —1
LB+ =1
Ahora consideramos el caso cuando «, = us se tiene.
Oa, (S(T)) My = (1 0q0y -+ - 1 + NV = (—apoy - - @10y - g 1) V' (g uz)v’ =
0= 8(”(5’\(7'0))]\/[[ , ya que (up) actia como cero en My y M.
Por otro lado si «, = us3 se tiene.
604T(§(7—0))]\/[l+1 = (a1 oy e N = (g arag sy )V (ugus +
€202)v =0 = 8QT(§(T°))MZ , ya que (u1) y (d2) actian como cero en M; y Mj4q.
Configuracién (v) de la Figura 85.
Consideramos primero el caso cuando «, = uy y s(e1) € {j1,---, 1},

Oa (§(T°))MH1 =(—qpo1 1@ QN = (a1 @y @y )V (ugug+

Ji e

1 | 1
1 0 [ 1
e+
Por otro lado si s(e1) € {j142, -, Jr },

Oa (§(TO))MH1 = (_ar—l Qe ar+1+N)U/ = (—Oér—1 Qe ar+1)v’+(u3u2+

0 1 0 0 1 0

of(lo 7 of]o s HI-.-J
1 0

i 0 1 1 0 0

e ]
R A I S N R A I R

0

o o o =~
o o~ o

o
—_—
+
Lme—
= o
—_
+
—
=)
AR
[ha—
Il
[ —
o |
—
[E—
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m
[V
>,
V)
N
<
<
|
|
—
o ~
I
~
~
e
o
2.
o
o = O
o

0
0
0

b -

O RS R H A

o o = o

c0q 0 Qg1 )V + (ugur 4

H)—‘OOA

b ﬁ+l=u-

Ahora consideramos el caso cuando «, = us se tiene.

aa'r' (§(TO))M1+1
0=0,

= (_aril...alan...

1+ NV = (—ap_q -+

010 - Qg1 )V F(ugug)v’

T(S’\(TO))Ml , ya que (up) acttia como cero en My y M.

Por otro lado si a,. = u3 entonces se tiene lo sigiuente.

a*(s’\(To))MHl _ ( Q1 OOy - -
'=0=0a (§(T°))M, ,vaque (u1)y (d2)

Configuracién (w) de la Figura 85.

6252)1)

Qrp1+N)V = (—ap_q -

Q10 -+ Qg1 )V H(Uugur +

actiian como cero en M; y M.

Consideramos primero el caso cuando o, = u1 y s(e1) € {41, -, 71},

~

Oa, (S(T°N) My = (1 gy -+
1
10 0 o
(5161 [] 0] |j) 1 o‘| o
0o 0 0
0
0o 0 1 1 0 0 1 1
[001010 o'+ ]o 1 o o +
1 0 ol |o 1 0 ol |o
1 0 1
—lo| + |1| + || =0.
0 1 —1
g /
Oa, (S(7°))as, = (o1 -+ a1 -+ a1 +N)v

1
-1
—1

) € {ji+2, ..., Jr} se tiene,

604T(§(TO))]\/IH1 = (—Oér—1 QO

1
1 1 0 0 0
(5151)’[}/:— 0 II[I 0 0] 0o 1 0 o0 Z
0 0o 0 1 o
0
0 1
0o 1

Por otro la do si s(e;

(=]
-
(=]

1+ NV = (—ap_g -

capp1 N =

10y~ - -

¥
)

RN S VRN

Olr+1)’Ul+(U3UQ—|—
0 0
<[1
1 0
0
0 1
0
0] 1
py1 )V F (uzug+

H[...][O o 1]

9)-

Ca1Qp e )V (uguz+

S QU Qg )V (ugun+



1
0
0

0 0

— o + 1| + |

:Em

Ahora consideramos el caso cuando «, = uy se tiene.

1 —1

804r(§(7—0))Mz+1 =(—ap_1-a1an QN = (—ap_1 - aray - - a1 )V +(ugug)v’ =
0= 0a,,,(§(70))Ml , ya que (up) actia como cero en M; y Mj4q.

Por otro lado si «, = us.

3a7,(§(70))Ml+1 =(—ap_1- 010y Q1+ NV = (—ap_1 - a1y - - Qg1 )V +(ugug +
€902)v =0 = &M(é\(TO))Ml , ya que (u1) y (d2) acttian como cero en M y M.
Configuracién (x) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = uy y s(e1) € {j1,..-, 41},

aoér (§(To))Ml+1 = (704?”—1 RGN O‘T’+1+N)U/ = (7017“—1 Qe O‘r+1)v/+(u3u2+

&&W:_MIWHIO@FT zj (Fl QFfbkp”J
oot £ 1)

o o o r

o o = o

= = o ©
(=3

-
et FEE £3 % T
-l sffer k)

1 0 1
LB )=
Por otro lado si s(e1) € {ji+2, ..., jr} se tiene,

aar(g(TO))MH-l = (—Oé,,‘,l Qe Ozr+1+N)’U/ = (—OZT,1 Qe ar+1)vl+(u3u2+

1 0 0 o0 ! 1 0 o0
5151)1)/ = — [;} II[I 0 o} |j) 1 0 0‘| Z ; (lo 1 0‘|
o 0o 1 o0 o o 0o 1 1

=]

8a7.(§(7'°))Ml = (—qr—1 oy NV = (o arag s e )V (uzug+
o o 1 0 0 o
(5161)1/__[[1)}1 1[1 0 0] 0 1 2 (1] ? o 1 {;}[...[[0 1]
0 0 0
0 0 1

b [l s el [ e-
L=

Ahora consideramos el caso cuando «, = uy se tiene.

8%(5'\(7'0))]%+1 =(—ap_1- a1+ NV = (—ap_1 - aqnan - - a1 )V +(ugug)v’ =

0= 0o, (§(TO))Ml , ya que (u1) actia como cero en M; y M.
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Por otro lado si «, = us.

8ou~(S TO))M1+1 = (_ar—l Qi t e ar+1+N)’Ul = (_aT—l Qi ar+l)vl+(u2ul+
£202)0" =0 = 0a (S(7°)) a1, 5 ya que (u1) y (62) actiian como cero en M; y M.
Configuracién (y) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando a, = uq,

Do (S(T°N) My = (@1 gy - a1 ANV = (—pmy - @ -+ Qe )+ (uzua+
€202)v =0 = 8QT(§(T°))MZ ya que (ug) actia como cero en M; y Mjy;.

Ahora consideramos el caso cuando «, = uy se tiene.

8(,”(:9\(70))1\@+1 =(—qpo1 1@ Qe NV = (—ap1 1y @)V (urus)v’ =
0 =0, (§(T°))M, , ya que (ug3) actia como cero en M; y Mi1.

Por otro lado si a,. = uz y $(d2) € {j1,..-,j1}-

aar(g(To))Ml+l = (—ap_1 - o1ay N

1 0 0 1
0 1 0 0 [1 0 O]
0 0 1 0

Qo) U H(ugug +

0

1 0 0 1
0

0 1 0 0
1

0 1 1 0
1

0

Il
—
|
Q2
i
—

6252)1)/ = — [1 0 0]

o r O © O = O

Ll)}[...[[o 0 1]1}’—|—[1 0 o]|ﬁ E EI))U’+[1 0 o]([ —1{| [21 —:1 ° )’Ulz
B Y N Y S [

[

1 0 o0
I][o 0 1]U'+[1 0 0] o 1 o0
0o 0

_ [0 0 1] + [1 0 0] —|— [—1 0 1] = 0
ahora si a, =ug y $(62) € {Ji+2, - Jr}

3ar(§(70))Mz+1 = (-1 onay o NV = (o a0 H(upus +

1 0 0

1 0 0 0 1 0 0
0 1 0

0 1 0 0 0 1 0
0 0 1

0 0 1 0 0 1 1
0 0 1

0

0
11/—|—[1 0 0][0 1 o]v’:
1

€902)v = —[1 o o

0 0 —

Configuracién (z) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando o, = uq,



8047,(§(7'°))Ml+1 =(—ap_1-r0qan Q1+ NV = (—ap_1 - anay - - Qg1 )V +(ugus+
€202)v =0 = 3%(§(7'°))Ml ya que (ug) actia como cero en M; y M.

Ahora consideramos el caso cuando «, = uy se tiene.

aOCT (§(TO))M1+1 = (_O‘T—l Qe Oér+1+N)U/ = (_ar—l EERNe 6 79 ar+1)v’+(u1u3)v’ =
0 =0, (§(TO))Ml , ya que (ug3) actia como cero en M; y M i1.

Por otro lado si a,. = uz y s(d2) € {j1,-.-,J1}-

(’9oér(§(70))1\4l+1 =(—ap_1-a1an @+ NV = (—ap_1 - arap - app1)V +(ugug +

)

0
0
1
1

1
0
0
0

Ahora si o, = uz y $(02) € {ji42, -, Jr}

('9,)ér(5’\(70))1\4l+1 =(—ap_1-0a1an Q1+ N = (—ap_1 - aran - app1)V +(ugug +

oot af e 1] )

= = o o

o o = o

8ar,-(§(7'0))Mz = ( Qr—1 a10n ar+1+N)v = (—Oérfl ce Q- ar+1)UI+(U2U1+
1oo| 0 0 (1) (1) 2 1 0 o |1 )
5252),0/ — [1 0 0] 1 [0} [1 0 0] 0o 1 0 o o 1 o 1 of |o |:0:|
0 0o o ol |, o , o 1 1| |o

Para el caso cuando a = 3, parar € {1,...,m — 1} se tiene claramente que Ker(&y,) C
Ker(&um,,,) ya que en la configuracién ( (a) de la Figura 79) no hay desviaciones d*1-!

con puntos iniciales en el arco jjy1.

bs) Ajp es de tipo 2 y As es de tipo 3.
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Para esta configuracién se hace un andlisis similiar al que se hizo en el inciso b4). Con esto termi-
namos de probar el Lema 5.3.

O

Ahora regresando al Teorema 5.2 para cada 1-desviacién d' que tiene punto inicial en el arco j; 41,
el elemento base de m(7,i) correspondiente a p(d') pertenece a Wi, 1 y no a W, 6 p(d*) pertenece

a W1 NW;. Esto implica que la desigualdad 1. Ademads tenemos la siguiente desigualdad

dim(Wy) > dim(m(t,1)) — Z n;

jeT°

La cual se sigue de observar que si v € m(7,4) es un elemento de la base correspondiente a un
punto que no es punto inicial de una desviacién d' de 7°, entonces v € Wj.

Por dltimo vamos a verificar que la representacién M (7, %) es nilpotente, dado que M (7, ¢) satisface
las relaciones Jacobianas tenemos que JM (7,7) = 0 por tanto basta verificar que existe un entero
positivo m tal que m™ C J. De [12, Teorema 5.7] y [12, Nota 5.2] tenemos que (Q(7), S(7)) cumple
las condiciones de admisibilidad y J es un ideal admisible en R{Q(7)) entonces rad(R{(Q(7°))/J) =
m/J por [16, Seccién IT Lema 2.10] y dado que R{(Q(7°))/J es de dimension finita tenemos que
existe m entero positivo tal que rad™(R(Q(7°))/J) = 0 por lo tanto m™ C J concluyendo asi que

M (7,1i) es nilpotente.

Conjetura.
La representacién de arco M(7,1) es compatible con la mutacién de representaciones con potencial,

es decir, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.6. Sean 7 y o dos triangulaciones de (3, M) relacionadas por un flip, es decir, f;(c) =
7. Si 1 es un arco etiquetado entonces las representaciones de arco asociadas al arco i en cada

triangulacion son equivalentes derechas, es decir p;(M(o,i)) = M(T,1).
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Una vez que se demuestre el Teorema 5.6 se puede calcular el caracter de congloremado definido

por Y. Palu en [15, Teorema 1.4] y los F-polinomios usando la grasmaniana de carcaj.
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