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...“las ciencias” (y me refiero aqúı especialmente a las llamadas “ciencias formales” y a las
“ciencias naturales”...)... tienen la posibilidad de reconstruir sobre la catástrofe que ya

“opera” en todo el territorio mundial. Y no hablo de “reconstruir” en el sentido de retomar lo
cáıdo y armarlo de nuevo, a imagen y semejanza de su versión antes de la desgracia. Hablo de

“rehacer”, es decir, “hacer de nuevo”. Y los conocimientos cient́ıficos pueden entonces
reorientar la desesperación y darle su sentido real, es decir, “dejar de esperar ”. Y quien deja

de esperar, podŕıa empezar a actuar.
Subcomandante Insurgente Galeano.

EZLN, México, febrero de 2016.
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3.3.3. Caso cŕıtico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3.4. Observaciones de existencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4. Estabilidad de las soluciones 65

4.1. Existencia local (en el tiempo) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5. Conclusiones 76

iv



A. 80

B. 83

C. 87

D. 88

v

Margarita
Texto escrito a máquina
Bibliografía                                                                                                                               90



Existencia y estabilidad de soluciones de tipo onda viajera de una ecuación

de onda semilineal.

Principio de Concentración-Compacidad.

por

Gerardo Camacho de la Rosa

Resumen

La presente investigación se enfoca en el estudio de la ecuación de onda semilineal

utt −∆u− u |u|p−2 = 0, (0-1)

para p ∈ (2, p∗], con p∗ el exponente cŕıtico de Sobolev y n ≥ 3. En particular estudiamos las
soluciones de tipo onda viajera para dicha ecuación, en ese sentido presentamos un resultado
de existencia de soluciones de tipo onda viajera para (0-1) y posteriormente presentamos otro
resultado relativo a la estabilidad de este tipo de soluciones.

La ecuación para soluciones de tipo onda viajera, correspondiente a (0-1), es

−
n∑

i=1

β2i ψxixi
+

n∑

j,i=1

KiKjψxjxi
− ψ |ψ|p−2 = 0. (0-2)

Los resultados más relevantes que obtuvimos asociados al problema de existencia de la ecuación
(0-2) y su correspondiente formulación variacional son:

1. Lema 13; se demuestra que las sucesiones minimizantes son precompactas en Lp(Rn).

2. Teorema 18; se demuestra que la sucesiones minimizantes - mód una subsucesión-
convergen fuertemente en un espacio de funciones adecuado D. Su ĺımite es además una
solución de tipo onda viajera de la ecuación (0-1).

3. Teorema 25; se prueba que las soluciones de la ecuación (0-2) y por tanto de la ecuación
(0-1) son estables respecto a un conjunto de funciones minimizantes.

Los resultados anteriores y otros se prueban con detalle a lo largo de los diferentes caṕıtulos
que integran el presente trabajo. En el caṕıtulo uno damos una breve introducción de los
fenómenos ondulatorios, con un particular interés en los procesos no lineales, la ecuación de
onda semilineal, las ondas viajeras y algunos aspectos fundamentales del cálculo variacional.

En el caṕıtulo dos transformamos la ecuación (0-1) en una nueva cuyas soluciones corres-
ponden a las soluciones de tipo onda viajera de la ecuación original. También establecemos
algunas cantidades conservadas asociadas a la ecuación de onda semilineal y por último nos
concentramos en algunas propiedades de la solución de la ecuación en el caso estacionario para
el exponente cŕıtico de Sobolev.

Posteriormente en el caṕıtulo tres, que constituye la parte central del presente trabajo, se
demuestra que existen soluciones de tipo onda viajera para la ecuación (0-1). Lo anterior se hace
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a través de un problema de minimización, por supuesto asociado a un problema variacional con
restricción. Concretamente, la existencia de minimizadores se establece probando la compacidad
de sucesiones minimizantes mediante el principio de concentración-compacidad de P.L. Lions.

Finalmente en el caṕıtulo cuatro, utilizando nuevamente concentración-compacidad, se de-
muestra que el conjunto de minimizadores es un conjunto estable para un problema de condi-
ciones iniciales asociado.

Antes de empezar, debemos mencionar que la motivación de estudiar la ecuación de onda
semilineal se enmarca en el interés de estudiar un problema mucho más amplio de Relativi-
dad General: estimar el número de hoyos negros que se pueden llegar a formar en una región
del espacio-tiempo según ciertas condiciones iniciales (es decir la formulación del problema de
Cauchy para las ecuaciones de Einstein [42]).

La historia de los hoyos negros comienza en 1916, cuando Schwarzschild encontró una solu-
ción para el vaćıo a las ecuaciones de Einstein. Dicha solución depende de un párametro positivo
M , la masa. Un agujero negro de Schwarzschild es una región del espacio-tiempo que queda
delimitada por una superficie imaginaria llamada horizonte de sucesos en cuyo centro se halla la
singularidad. Resulta que en una región del espacio-tiempo con presencia de materia, existe un
umbral para la densidad de enerǵıa de tal manera que, por encima de ese ĺımite, es posible que
un hoyo negro se desarrolle [17]. Por tal motivo existe cierta lógica en la busqueda de un método
para estimar el número de hoyos negros, cuya idea central sea considerar a dichos hoyos negros
como concentraciones (singularidades) que seŕıan posibles cuantificar mediante el principio de
concentración-compacidad.

Como una primera etapa se hab́ıa planteado la construcción de un modelo simplificado de
hoyo negro, considerando el estudio de la ecuación de onda semilineal con soluciones de tipo
onda viajera, solitaria o solitón que jugaran el papel de nuestro hoyo negro. Este modelo, aunque
poco real, puede funcionar como una buena aproximación al problema original, ya que es posible
suponer que un hoyo negro genera un pozo profundo en la geometŕıa del espacio-tiempo y ese
pozo profundo es modelado por el perfil de la onda viajera. Debido a que no se logró formalizar
esta idea, en el presente trabajo sólo se hace mención de los resultados relativos a la ecuación
de onda semilineal (0-1); quedando como tarea pendiente abordar el problema de relatividad
general.

Hasta donde sabemos, este proyecto sigue constituyendo una pregunta abierta y relevante
para una futura investigación. Es importante mencionar que las ecuaciones de campo de la
relatividad general pueden escribirse como un sistema hiperbólico y que por lo tanto, dado
que además existe una formulación variacional del problema (véase [42]), se contaŕıan con los
elementos necesarios para desarrollar las ideas aqúı presentadas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La noción de onda es en cierta forma familar para todos. Reconocemos el término y por lo

general lo asociamos con fenómenos comunes como las olas en el mar o las ondas de sonido.

En ese sentido, aún cuando el concepto de onda se utiliza de forma amplia no es fácil dar una

definición precisa. Debido a que una onda se observa como resultado de una perturbación a

lo largo de un medio, la cual se transfiere de un punto a otro con una velocidad y dirección

particular, es frecuente encontrar que se considere la siguiente definición (véase [29]):

Una onda es cualquier señal reconocible que se transfiere de una región de un medio a otra

con una velocidad de propagación determinada.

Matemáticamente lo sustancial es caracterizar y dar una descripción cuantitativa de los

fenómenos ondulatorios. A lo largo de la historia fueron muchos los que han estudiado los pro-

cesos oscilatorios, tanto Pitágoras como Galileo hicieron aportaciones relevantes en su momento.

Sin embargo fue hasta el siglo XVIII que los problemas oscilatorios fueron de particular interés

para cient́ıficos de la época. En ese siglo se constituyó el problema que lleva por nombre Proble-

ma de la cuerda vibrante. El primer matemático que elaboró un modelo apropiado para dicho

problema fue Jean Le Rond d’Alembert en 1747. Dedujo una de las ecuaciones en derivadas

parciales más importantes de la historia, la llamada ecuación de onda

utt − c2∆u = 0.

En la actualidad se considera una generalización, conocida como ecuación de onda no ho-
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mogénea. Dicha ecuación es

utt(x, t)−∆u(x, t) = g(x, t), (1-1)

donde x ∈ Rn, t ∈ R, ∆u(x, t) es el laplaciano de u y g(x, t) es una función continuamente

diferenciable. Esta ecuación se encuentra dentro de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

fundamentales.

En virtud de lo anterior el estudio de las ondas y la ecuación que las modela ha sido

históricamente importante. Su relevancia no es sólo teórica, sino que también es significativa

en las aplicaciones, pues incluso hoy d́ıa las investigaciones de los fenómenos ondulatorios son

cruciales, por ejemplo, en el diseño óptimo en aeronáutica o para la prevención de desastres

causados por sismos o terremotos, entre muchos otros (véase [7] y [19]). La ecuación de onda

modela la propagación de ondas lineales, como la luz, el agua y las ondas de sonido, entre

otras, siempre y cuando no se tomen en cuenta otros efectos que conducen a problemas no

lineales. En ese sentido, el estudio de esta ecuación fue, en su inicio, motivado por la búsqueda

de explicaciones a este tipo de fenómenos lineales. Sin embargo con el avance de la ciencia, el

estudio de fenómenos no lineales incentivó en la matemática el estudio de las ecuaciones de

este tipo. Dichas ecuaciones modelan fenómenos con comportamientos ondulatorios como los

láseres y plasmas. Aunque el presente trabajo no tiene el objetivo de estudiar algún fenómeno

en espećıfico, śı estamos interesados en un caso particular de la extensa área de los problemas

de valores iniciales y de frontera de ecuaciones de onda semilineales.

Cuando Albert Einstein señaló que las leyes de la naturaleza no son lineales, sintetizó en po-

cas palabras los descubrimientos cient́ıficos de los siglos pasados y delineó el quehacer cient́ıfico

de las próximas décadas. Un mapeo rápido por las EDP no lineales reafirman esta idea. Este

tipo de ecuaciones surgen con frecuencia en la formulación de las leyes de la naturaleza y el

análisis matemático de una amplia variedad de problemas, sobre todo f́ısicos. En ese sentido el

progreso en el entendimiento de la naturaleza y por tanto el progreso mismo de la f́ısica van

de la mano de los avances de las matemáticas no lineales y de forma particular de los métodos

para resolver ecuaciones no lineales. Por tanto se hace indispensable mencionar algunas que

históricamente han sido relevantes1:

1Para los aspectos más relevantes de estos ejemplos véase [19].
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1. Ecuación de onda cinética o ecuación de transporte

ut + c(u)ux = 0, x ∈ R, t > 0,

donde la función c(u) es real. Es la ecuación de primer orden no lineal más simple. Describe

la propagación de una onda no lineal y se aplica por ejemplo a la modelación; del flujo

de tráfico en las carreteras, ondas de choque, inundaciones, movimiento de los glaciares,

procesos de intercambio qúımico en la cromatograf́ıa, el transporte de sedimentos en ŕıos

y ondas en plasmas.

2. Ecuación no lineal de Klein-Gordon (KG)

utt − c2∆u+W ′(u) = 0,

donde c ∈ R y W ′(u) es la derivada de un potencial W . En realidad la ecuación de

Klein-Gordon es un conjunto de ecuaciones que se caracterizan por que W ′(u) incluye

siempre un término lineal, es decir, W ′(u) = S(u)+ κu. Esta ecuación modela fenómenos

de dispersión no lineal y teoŕıas no lineales de mesones.

3. Ecuación de Sine-Gordon

utt − c2∆u+ κ sen(u) = 0, x ∈ R, t > 0,

donde c ∈ R y κ ∈ R. Aunque esta ecuación se originó en el campo de la geometŕıa

diferencial y en la cristalograf́ıa, actualemnte tiene aplicaciones tanto en el área de las

part́ıculas elementales como en modelos de ADN.

4. Ecuación no lineal de Schrödinger (NLS)

iut + uxx + γ|u|2u = 0, x ∈ R, t > 0,

donde γ es una constante. La ecuación, entre otros fenómenos, describe la evolución de

ondas de agua, propagación de pulsos de calor en sólidos, ondas en plasmas, propagación

de ondas solitarias en semiconductores y la dinámica de pulsos de luz en fibras ópticas.
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5. Ecuación de Burgers

ut + uux = νuxx, x ∈ R, t > 0,

donde ν es la viscosidad cinética. La ecuación es un modelo simple para ondas difusivas

en dinámica de fluidos, para ondas de sonido en un medio viscoso y ondas magneto-

hidrodinámicas en un medio con conductividad eléctrica finita.

Por supuesto existen muchos más ejemplos, entre ellos se encuentran ecuaciones relevan-

tes como la de Fisher, Boussinesq, Benjamin-Ono, Korteweg-de Vries (KdV), KdV modifi-

cada, Benjamin-Bona-Mahony (BBM), Ginzburg-Landau (GL), Burgers-Huxley (BH), KdV

concéntrica, Whitham, Davey-Stewartson, Camassa-Holm (CH), etcétera. Para una reseña bre-

ve de sus aplicaciones y aspectos más importantes también véase [7] y [19].

Ecuación de onda semilineal

En el presente trabajo estamos interesados en la ecuación de onda semilineal, que es un caso

particular de las llamadas ecuaciones geométricas. Cabe señalar que geométricas se refiere

a aquellas que se transforman de forma natural bajo un cambio de coordenadas (véase [46] y

sección 2.1). En ese sentido una ecuación de onda semilineal homogénea añade un término extra

no lineal que depende de la función u, pero no de sus derivadas. La ecuación es

utt −∆u+ f(u) = 0. (1-2)

El caso lineal, cuando f(u) = mu con m ∈ R, corresponde a la ecuación de Klein-Gordon

(KG); desde el punto de vista de la f́ısica de part́ıculas relativistas la constante m puede ser

interpretada como una masa y por tanto se supone como no negativa. Existen otras aplicaciones,

por ejemplo, mediante la ecuación (1-2) en los años cincuenta del siglo pasado, se intentaron

modelar fenómenos no lineales como en cuantización utilizando no-linealidades espećıficas. Pero

no sólo en la mecánica cuántica relativista este tipo de ecuaciones ha tomado relevancia, son

muchas y diversas las investigaciones y aplicaciones, que desde diferentes enfoques han ido

conformando el amplio espectro de las ecuaciones de onda semilineales en dimensiones superiores

(véase [45], [46] y [50]).

En un conjunto amplio de trabajos se supone que f satisface las siguientes propiedades;
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1. f(0) = 0.

2. f tiene un crecimiento polinomial del tipo

|f(u)| ≤ c(1 + |u|p−2)|u|

para algún p ≥ 2 y c ∈ R.

3. F (u) ≥ −c|u|2 con c ∈ R, donde F (u) =
∫ u
0 f(s)ds.

4. |F (u)|
|f(u)| −→ ∞ cuando |u| −→ ∞.

Debemos mencionar que las restricciones sobre f en principio podŕıan parecer arbitrarias,

sin embargo, éstas surgieron de forma natural en las investigaciones de decádas pasadas, con-

formando aśı un conjunto de problemas a estudiar (véase [51]). Las últimas dos condiciones

permiten incluir el caso lineal y de forma más general el caso de no linealidades Lipschitz.

Además, en el caso superlineal, es decir, |f(u)|/|u| −→ ∞ cuando |u| −→ ∞, las condiciones

(3) y (4) deben ser consideradas como una condición de coercitividad.

Como mencionamos antes la ecuación de onda semilineal tiene como subcaso a KG, sin

embargo nosotros trabajaremos con una ecuación donde la no homogeneidad f(u) no dependa

de forma expĺıcita de un término lineal en u. En el contexto del presente trabajo eso llevará a

buscar soluciones de la ecuación en un espacio diferente al usual H1(Rn).

Concluimos esta introducción con una breve reseña de algunos resultados para el caso es-

tacionario de la ecuación (1-2), que ha sido ampliamente estudiado para dominios regulares

acotados Ω ⊂ Rn y f(u) = −up. Se considera el problema modelo

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−∆u = up en Ω

u = 0 en ∂Ω

u > 0 en Ω.

(1-3)

El inicio del estudio sistemático de este problema se dio en el campo de la geometŕıa diferen-

cial. En un art́ıculo publicado en 1960 (véase [44] y [55]), Yamabe intentó contestar afirmativa-

mente lo siguiente: Si (M,g) es una variedad Riemanniana compacta de dimensión n ≥ 3, g su

métrica y R(x) su curvatura escalar, ¿existe una métrica g′ conforme a g, tal que la curvatura
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escalar k asociada a la nueva métrica g′ sea constante?. Además de la motivación para el estu-

dio del problema (1-3), proveniente de la geometŕıa Riemanniana, problemas de este tipo están

asociados con ciertos fenómenos f́ısicos, en particular, con las ecuaciones de Emden-Fowler [22]

y Yang-Mills [14].

Para el problema (1-3), cuando p < (n+ 2)/(n− 2), es fácil probar que existe solución me-

diante métodos variacionales, tipo minimización o técnicas de Ljusternik-Schrinelman o teoŕıa

de Morse. Todos estos métodos fallan cuando p+ 1 = p∗ = (2n)/(n− 2) es el exponente cŕıtico

de Sobolev, pues en tal caso la inclusión H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) no es compacta. Cabe mencionar

que debido a este hecho se le ha dado el nombre de exponente cŕıtico, de tal forma que p∗

constituye un punto de ruptura con las teoŕıas clásicas para atacar el problema (1-3).

Diferentes resultados encontrados en las décadas pasadas, muestran que la existencia de

soluciones para (1-3) está condicionada por las propiedades topológicas y geométricas del do-

minio.

En 1965 S. Pohozaev [41] probó un resultado negativo sobre la solución de (1-3); en dominios

estrellados no existe solución. La prueba se desprende de observar que cualquier u, solución

regular del problema (1-3), satisface la siguiente identidad, conocida como identidad de Derrick-

Pohozaev [21],

(
n− 2

2

)∫

Ω
|∇u|2 dx+

1

2

∫

∂Ω
|∇u|2 (ν · x) dS =

(
n

p+ 1

)∫

Ω
|u|p+1 dx,

donde ν es el vector normal exterior sobre ∂Ω. Cuando p = p∗ y Ω es un conjunto estrella

respecto al origen, es decir ν · x > 0 sobre ∂Ω, entonces la desigualdad lleva a

0 =

∫

Ω
∆u dx =

∫

Ω
up

∗
dx.

Esto es, u = 0. Por lo tanto no admite soluciones no nulas.

Posteriormente Brezis y Nirenberg obtuvieron nuevos resultados sobre un problema más

general, el problema semilineal

⎧
⎨

⎩
−∆u = |u|p∗−2u+ f(u) en Ω

u = 0 en ∂Ω,

6



donde suponen que f satisface

ĺım
|u|→∞

f(u)

|u|p∗−1
= 0.

En [11] demuestran que cuando Ω, nuevamente, tiene forma de estrella el problema no admite

solución positiva.

Respecto a la influencia de la topológia en la solubilidad de (1-3) el primer resultado fue

obtenido por Kazdan y Werner [27]. Al considerar un dominio, Ω, que no tiene forma de estrella

- concretamente un anillo con centro en el origen-, ellos probaron que el problema admite una

solución radial positiva. En la misma dirección uno de los resultados más profundos es el de

Bahri y Coron [5]. Probaron que en toda topológia no trivial el problema (1-3) para p = p∗

tiene solución. Topológia no trivial significa que los grupos de homoloǵıa

H2k−1(Ω,Q) ̸= 0 o Hk(Ω,Z/2Z) ̸= 0,

para algún k ≥ 1. Cuando n = 3 la condición anterior se traduce en que Ω no es contraible, por

ejemplo Ω es un toro o un sólido con agujeros [58].

Posteriormente Ding [20] construyó dominios de topológia trivial en los cuales exist́ıa solu-

ción. La idea consist́ıa en perturbar anillos. Resultados similares, respecto a la influencia de la

topológia y la geométria del dominio en la solubilidad de (1-3) se deben a Gidas-Ni-Nirenberg

[24], Coron [18] y Passaseo [39]. También se pueden consultar [58] y [12].

1.1. Ondas viajeras

La representación matemática fundamental de una onda (unidimensional) es

u(x, t) = f(x− ct),

donde f es una función de una variable y c es una constante diferente de cero. La evolución

de una función de este tipo comienza con la gráfica de un perfil inicial u(x, 0) = f(x). Si c es

positiva entonces el perfil de u(x, t) = f(x − ct) en un instante posterior t es la traslación del

perfil inicial por una cantidad ct en la dirección x positiva.

Similarmente, u(x, t) = f(x − ct) con c < 0 representa una perturbación moviéndose en
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Figura 1-1: Perturbación que se mueve con velocidad constante c.

una dirección x negativa con velocidad |c|. En cualquier caso, el perfil en cada instante t no se

distorsiona y sigue teniendo la forma caracteŕıstica de una onda que se traslada a lo largo del

eje-x.

Las ondas representadas por funciones de la forma u(x, t) = f(x − ct) son llamadas ondas

viajeras. Las dos caracteŕısticas básicas de cualquier onda viajera son la forma del perfil subya-

cente definido por f y la velocidad |c| con la que el perfil se traslada a lo largo del eje-x. Para

que u(x, t) represente el movimiento de una perturbación (onda) que se mueva en el tiempo

libremente a través de un medio, es necesario suponer que la función es no constante y c es

diferente de cero.

Un caso particular de las ondas viajeras son las ondas solitarias, las cuales se pueden pen-

sar como ondas de part́ıculas semejantes que se derivan de efectos no lineales y dispersivos.

En algunos casos este tipo de ondas guarda algunas propiedades relevantes, por ejemplo, los

solitones son ondas solitarias que mantienen su forma cuando se mueven a velocidad constante

y además conservan su amplitud, aún después de una colisión con otra onda. En ese sentido un

solitón es una onda solitaria que exhibe alguna forma fuerte de estabilidad, de modo que tenga

un comportamiento de part́ıculas similares.

El estudio de los solitones comenzó en 1834, con su descubrimiento por el ingeniero escocés

John Scott Russell. A este ingeniero le comisionaron el diseño de embarcaciones de vapor que

navegaran el canal que conecta las ciudades de Edimburgo y Glasgow. Durante su trabajo Rus-

sell observó un fenómeno poco común; al paso de las embarcaciones (remolcadas por caballos) se

llegaban a formar elevaciones grandes, redondas y lisas de agua. Dichas masas de agua viajaban

con velocidad constante y se manteńıan a lo largo de una distancia considerable:

Me encontraba observando el movimiento de un bote que era arrastrado a lo largo
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de un estrecho canal por un par de caballos cuando el bote de pronto se paró- no

aśı la masa de agua en el canal que éste hab́ıa puesto en movimiento; ésta se hab́ıa

acumulado alrededor de la proa de la embarcación en un estado de violenta agitación,

de repente lo dejó atrás, girando hacia adelante a gran velocidad, asumiendo la forma

de una larga elevación solitaria, redonda, suave y bien definida onda de agua, la

cual continuó su curso a lo largo del canal sin, aparentemente, cambio de forma

o disminución de velocidad. Le segúı a lomo de caballo y lo rebasé rodando en un

rango con cerca de ocho o nueve millas por hora, preservando su figura original

unos treinta pies de largo con entre uno y uno y medio pies de altura. Su altura

gradualmente disminuyó, y después de seguirle por una o dos millas lo perd́ı en los

bobinados del canal. Aśı, en el mes de agosto 1834, fue mi primera oportunidad de

admirar tan singular y hermoso fenómeno que he llamado la Onda de Traslación.

[43]

Esta observación motivó a Russell para realizar una investigación sistemática de las ondas

que se forman en superficies de agua. El trabajo de Russell es considerado el inicio del estudio

de lo que ahora se conocen como ondas solitarias y que fueron nombradas como solitón en 1965.

Los experimentos que realizó Russell despertaron la atención de notables cient́ıficos como

Boussinesq, Rayleigh y Stokes. En 1845 Korteweg y de Vries derivaron una ecuación diferencial

parcial para un modelo de ondas de agua en poca profundidad, como en el caso de las ondas

de Russell. En dicho modelo la longitud de onda es considerablemente más grande que la

profundidad del volumen de agua. La ecuación diferencial de Kortewe-de Vries (ecuación KdV),

Ut + (a1 + a2U)Ux + a3Uxxx = 0

a2, a3 ̸= 0, es una ecuación no-lineal de tercer orden. Las soluciones de tipo onda viajera de la

ecuación KdV son un modelo adecuado al fenómeno observado por Russell.

En la actulidad se tiene certeza que existen (al menos) tres mecanismos que pueden producir

ondas solitarias y solitones (véase [8]):

1. Integrabilidad completa. Un ejemplo en este caso son las soluciones de la ecuación KdV.

Los solitones de KdV se pueden entender mediante la visualización de estas ecuaciones
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como sistemas Hamiltonianos integrables de dimensión infinita. Su estudio a dado luz a

planteamientos, en su momento novedosos y fruct́ıferos, para integrar tales sistemas.

2. Restricciones topológicas. Un solitón topológico (también llamado defecto topológico)

es un solitón cuya estabilidad es debido a las limitaciones topológicas, en lugar de la

integrabilidad de las ecuaciones de campo. Las restricciones dividen al espacio en función

de los estados en varias clases de homotoṕıa. Por lo tanto, las soluciones se pueden clasificar

en las clases de homotoṕıa. Lo relevante es que no existe una transformación continua que

asigne a una solución en una clase de homotoṕıa otra solución de una clase de homotoṕıa

diferente. En ese sentido las soluciones son verdaderamente distintas y mantienen su

integridad incluso frente a perturbaciones fuertes. Un ejemplo de estos solitones proviene

de las soluciones de la ecuación de Sine-Gordon.

3. Relación de enerǵıa y carga. Este tercer tipo de solitones, también llamados solitones

hilomórficos, se definen como un estado donde se alcanza el mı́nimo de la enerǵıa para

una carga fija. Las ecuaciones más generales para las que es posible tener este tipo de

solitones al menos deben de satisfacer lo siguiente;

a) Las ecuaciones son variacionales, es decir, son ecuaciones de Euler-Lagrange para

una función de densidad Lagrangiana L.

b) Las ecuaciones son invariantes bajo traslaciones temporales, o bien L no depende

expĺıcitamente de t.

c) Las ecuaciones son invariantes para la acción de norma.

Un ejemplo en este caso es la ecuación de Gross-Pitaevskii;

iψt = −1

2
ψxx − |ψ|2ψ, para ψ ∈ C.

Un hecho importante es que estos tres mecanismos pueden presentarse a la vez. Por ejemplo la

ecuación de Sine-Gordon es totalmente integrable y además sus solitones también son topológi-

cos. De forma similar la ecuación de Gross-Pitaevskii presenta solitones hilomórficos y también

es completamente integrable.
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1.2. Cálculo de variaciones

El cálculo de variaciones o cálculo variacional comenzó a desarrollarse hacia finales del siglo

XVII, consolidándose, en el siglo XVIII, como una rama de las matemáticas, gracias a los traba-

jos de Euler, fundamentalmente. Como ocurrió en bastas áreas de las matemáticas surgió de la

mano de diferentes problemas geométricos y f́ısicos, principalmente en aquellos donde se trataba

de buscar la solución como algún mı́nimo de una determinada magnitud, que genericamente se

han llamado principios de mı́nimo o principios variacionales.

El primer principio de mı́nimo registrado por la historia lo estableció Herón de Alejandŕıa

en el siglo II (a. C.) que aseguraba que la distancia recorrida por la luz en las reflexiones entre

espejos era mı́nima. En 1657 Pierre Fermat reformuló dicho principio diciendo que la luz viajaba

de un punto a otro de forma tal que el tiempo empleado fuese mı́nimo (Principio de Fermat;

camino óptico mı́nimo). En el campo de la Mecánica la aparición del primer principio de mı́nimo

se debió a Louise-Mareau de Maupertuis (1747), aseguró que el movimiento dinámico tiene lugar

con mı́nima acción. En 1760 Lagrange consolidó este principio. Posteriormente, en 1828, Gauss

expuso otro principio de mı́nimo en Mecánica el llamado principio de mı́nima restricción. Sin

embargo, el principio de mı́nimo más importante en Mecánica es el principio de Hamilton

formulado entre 1834 y 1835. Además de los anteriores hay diferentes ejemplos clásicos, que

incluso pedagógicamente son adecuados para una introducción al cálculo variacional, como el

celebre problema de la braquistócrona, el problema de las supeficies mı́nimas o bien el principio

de Dirichlet.

Los ejemplos anteriores plantean el estudio de un problema más general. Dados Ω ⊂ Rn

un dominio y h : Ω × R × Rn +−→ R suficientemente regulares, encontrar u : Ω +−→ R, en una

determinada clase de funciones, tal que

I(u) :=

∫

Ω
h(x, u,∇u) dx

sea mı́nimo en esa clase. En un lenguaje más adecuado el problema lo podemos replantear como

sigue:
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Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea

I : X −→ R

una función. Hallar u ∈ X tal que

ı́nf
v∈X

I(v) = I(u).

El problema anterior, conocido como problema de minimización, plantea tres aspectos fun-

damentales:

1. La existencia de soluciones en algún espacio de funciones X.

2. La unicidad de las soluciones en X.

3. La regularidad, es decir, la pertenencia de las soluciones a subespacios de X.

Para el estudio de los problemas variacionales existen dos aproximaciones dominantes. La

primera son los llamados métodos indirectos o métodos minimax. Se pueden aplicar siempre y

cuando exista suficiente regularidad en el funcional I, en h y en el dominio Ω. Generalmente

la solución al problema se desprende de la condición clásica de mı́nimo (heredada del cálculo

diferencial en dimensión finita), esto es I ′(u) = 0. Desde este enfoque, el análisis del problema

variacional se hace a través de la ecuación de Euler-Lagrange del funcional I. Se obtienen

condiciones necesarias y suficientes para la demostración de existencia de soluciones y su posible

cálculo mediante la resolución de la ecuación de Euler asociada, en ese sentido este enfoque se

encuentra ı́ntimamente ligado a la teoŕıa de ecuaciones diferenciales. Sin embargo la solubilidad

efectiva de estos problemas por lo general no es sencilla. En ocasiones ni siquiera es posible

calcular la ecuación de Euler-Lagrange, generalmente por falta de regularidad.

La segunda aproximación a los problemas variacionales es conocida como métodos directos.

Para abordar un problema en ecuaciones diferenciales desde esta óptica es necesario iniciar con

la ecuación en derivadas parciales - objeto de estudio- y se procede a determinar un funcional.

Dicho funcional tiene por ecuación de Euler-Lagrange la ecuación parcial original. Posterior-

mente se determinan los mı́nimos del funcional. Dichos métodos directos se caracterizan por la

obtención de soluciones aproximadas al problema original.
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Existen muchas técnicas diferentes agrupadas bajo el nombre de métodos directos. Sin em-

bargo todas comparten una idea central, que es la siguiente. Se considera el problema variacional

definido por el funcional I(·), para que éste tenga sentido, se debe suponer que existe u ∈ X

tal que

I(u) < ∞

y además

ı́nf
u∈X

I(u) = µ > −∞.

Aśı que por definición de µ existe una sucesión de funciones {uk} ⊂ X, llamada sucesión

minimizante, tal que

ĺım
k→∞

I(uk) = µ.

Si la sucesión tiene una función ĺımite, u0, y si es correcto escribir

ĺım
k→∞

I(uk) = I(u0)

entonces

I(u0) = µ,

por lo tanto u0 es solución del problema variacional. En general se consideran a los términos de

{uk} como soluciones aproximadas del problema. La idea anterior es una extensión del teorema

fundamental de Weierstrass a funciones definidas en espacios de dimensión infinita. Recordemos

que el teorema fundamental de Weierstrass establece que toda función continua

f : Ω ⊂ Rn −→ R,

con Ω un compacto, es acotada y alcanza sus valores máximos y mı́nimos. Debido que un

conjunto Ω ⊂ Rn es compacto si y sólo si es cerrado y acotado, por la continuidad de f se implica

la compacidad de f(Ω). Finalmente el resultado se obtiene al considerar sucesiones minimizantes

y maximizantes. En el mismo sentido, si en el teorema de Weierstrass nos limitamos a demostrar
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la existencia de un mı́nimo, entonces se puede observar que la hipótesis de continuidad puede

sustituirse por la semicontinuidad inferior de f . 2 Weierstrass planteó los resultados esenciales y

preparo el camino para Hilbert. El resultado en el caso de dimensión infinita se puede enunciar

de la siguiente forma:

Teorema 1 Sea I : X −→ R un funcional definido en un espacio de funciones X dotado de

cierta noción de convergencia para la que X es compacto e I es semicontinuo inferiormente.

Entonces existe un mı́nimo de I en X.

En resumen para resolver un problema variacional mediante el resultado anterior, se procede

el siguiente modo:

1. Se determina el espacio de funciones X donde buscar la solución. Es indispensable esta-

blecer adecuadamente una noción de convergencia para la que X sea completo.

2. Hay que mostrar que I está bien definido en X y es acotado inferiormente, de forma tal

que ı́nfu∈X I(u) sea finito. Esto implica que se puede construir una sucesión minimizante

{uk}.

3. Luego se debe demostrar que I es semicontinuo inferiormente (secuencialmente), es decir

que uk −→ u0 implica

I(u0) ≤ ĺım
k→∞

I(uk).

4. Finalmente, se prueba que X es compacto (secuencialmente) con respecto a la convergen-

cia de 1. En otras palabras, que es válido

ĺım
k→∞

I(uk) = I(u0).

1.2.1. Principio variacional: ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones fundamentales de la f́ısica son ecuaciones de Euler-Lagrange de un funcional

adecuado. Esto es un hecho sorprendente y aunque es algo solamente emṕırico todas las ecua-

2Se dice que una función f : V −→ R es semicontinua inferiormente en V si

{x ∈ V |f(x) ≤ α}

es cerrado para todo α ∈ R.
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ciones fundamentales que se han descubierto hasta ahora se derivan de un principio variacional.

Por ejemplo las ecuaciones de movimiento de k part́ıculas, donde la posición al tiempo t está

determinada por xj(t) ∈ R3 para j = 1, ..., k, se obtienen de la ecuación de Euler-Lagrange

relativa al siguiente funcional

S =

∫ k∑

j=1

mj

2
|ẋj |2 − V (t, x1, ..., xk) dt,

dondemj es la masa de la j−ésima part́ıcula y V es la enerǵıa potencial del sistema. En general,

las ecuaciones de movimiento de un sistema finito dimensional cuyas coordenadas generalizadas

son qj(t), con j = 1, ..., k, se obtienen de las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al

funcional

S =

∫
L(t, q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇k) dt,

donde L es la función lagrangiana del sistema. De forma análoga la dinámica de los campos se

puede determinar por el principio variacional. Desde un punto de vista matemático un campo

es una función

u : Rn+1 −→ V, u = (u1, ..., um)

donde Rn+1 es un espacio-tiempo continuo y V ∼= Rm es llamado espacio de parámetros internos.

La función describe el “estado interno” en el punto x al tiempo t. En general las ecuaciones de

campo se obtienen mediante la variación del funcional de acción

S =

∫ ∫
L(t, x, u, ∂tu,∇u) dxdt. (1-4)

La función L es llamada función de densidad lagrangiana o sólo función lagrangiana. Si u es

una función escalar, la variación de (1-4) está dada por la siguiente ecuación

n∑

i=0

∂

∂xi

(
∂L
∂uxi

)
− ∂L
∂u

= 0.

Si u = (u1, ..., um) entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son de la misma forma, sólo
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que ahora

∂L
∂uxi

=

(
∂L
∂u1xi

, ...,
∂L

∂umxi

)

y
∂L
∂u

=

(
∂L
∂u1

, ...,
∂L
∂um

)
,

de forma que se obtienen las ecuaciones

n∑

i=0

∂

∂xi

(
∂L
∂ulxi

)

− ∂L
∂u

= 0, l = 1, ...,m.

Utilizando la función de densidad lagrangiana es posible definir algunas cantidades impor-

tantes, como son la enerǵıa y el momentum o cantidad de movimiento. Aunque profundizaremos

más en ellas, pero con otro enfoque, en la próxima sección, debemos mencionar que la enerǵıa

E, por definición, es una cantidad que se preserva debido a la invariancia de la lagrangiana en

el tiempo. En tanto el momentum P⃗ es una cantidad que se preserva en virtud de la invariancia

espacial (bajo traslaciones) de la lagrangiana. Cuando L depende sólo de una función escalar

real valuada ϕ se tiene que

1. Enerǵıa;

E =

∫ (
∂L
∂ϕt

∂ϕ

∂t
− L

)
dx. (1-5)

2. Momentum o cantidad de movimiento P⃗ = (P1, ..., Pn);

Pi = −
∫ (

∂L
∂ϕt

∂ϕ

∂xi

)
dx, para i = 1, ..., n. (1-6)
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Caṕıtulo 2

Ecuación transformada y sus

propiedades

2.1. Ecuación transformada

Para el análisis en el que estamos interesados en el presente trabajo será necesario la construcción

de algunas herramientas matemáticas de utilidad. Partiremos del estudio de las soluciones para

el problema de valores iniciales de la ecuación de onda semilineal (0-1) y (1-2) de tipo onda

viajera. Como este tipo de soluciones se caracteriza por ser una perturbación que se desplaza

con velocidad constante c⃗ = (c1, ..., cn), es decir, depende únicamente del argumento x − c⃗t,

entonces consideramos un cambio de variable general ξ = (ξ1, ..., ξn) : Rn × R +→ Rn dado por

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ξ1 = β1(x1 − c1t)

...

ξn = βn(xn − cnt),

(2-1)

donde consideramos que

1. ξ, c⃗ ∈ Rn.

2. βi ̸= 0 para toda i = 1, ..., n.
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3.
n∏

i=1

1

βi
> 0.

Supongamos que u es solución de la ecuación (1-2) y definamos u∗(ξ(x, t)) := u(x, t). Veamos

cuál es la ecuación que satisface u∗. Para ello, utilizando la regla de la cadena, observemos

primero que ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uxi
= βiu∗ξi .

ut = −K ·∇ξu∗.

uxixi
= β2i u

∗
ξiξi

.

utt = K ·∇ξ(K ·∇ξu∗) = KTHξu∗K,

(2-2)

donde hemos supuesto K := (β1c1, ...,βncn), ∇ξu∗ = (u∗ξ1 , ..., u
∗
ξn
) y Hξu∗ = [u∗ξiξj ] la matriz

hessiana de u∗(ξ). Con lo anterior la ecuación se transforma en

−
n∑

i=1

β2i u
∗
ξiξi +

n∑

j,i=1

KiKju
∗
ξjξi + f(u∗) = 0. (2-3)

En conclusión, si u∗ es solución de (2-3) entonces

u(x, t) = u∗(β1(x1 − c1t), ...,βn(xn − cnt))

es solución de (1-2).

Por otro lado, observamos lo siguiente: si definimos la matriz H∗
ξu

∗ como

[
H∗
ξu

∗]
ij
:=

⎧
⎨

⎩
0 si i = j

[Hξu∗]ij si i ̸= j

entonces la ecuación (2-3) se transforma, nuevamente, en

−
n∑

i=1

β2i (1− c2i )u
∗
ξiξi +KTH∗

ξu
∗K + f(u∗) = 0. (2-4)

La forma de la ecuación anterior sugiere considerar |⃗c| < 1 y proponer la transformación de

coordenadas dada por

β2i =
1

(1− c2i )
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para cada i = 1, ..., n. En este caso se puede observar que

β2i ≥ 1 para cada i = 1, ..., n.

Al considerar lo anterior la ecuación se reduce a

−∆ξu
∗ +KTH∗

ξ u
∗K + f(u∗) = 0, (2-5)

donde ∆ξu∗ =
∑n

i=1 u
∗
ξiξi

. Los elementos de la matriz H∗
ξu

∗, fuera de la diagonal, son de la

forma aiju∗ξiξj con i ̸= j y aij ∈ R. Un medio para eliminar los términos cruzados en (2-5) es

proponer ck ̸= 0 para k fijo en {1, ..., n} y cj = 0 ∀j ̸= k, de donde obtendremos que H∗
ξu

∗ = [0],

aśı que la ecuación (2-5) se reduce al caso estacionario de (1-2), es decir

−∆ξu
∗ + f(u∗) = 0. (2-6)

En adelante consideraremos la transformación de coordenadas, para el caso estacionario,

dada por:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

|β1| = 1√
1−c21

, 0 < |c1| < 1

β2i = 1, ci = 0 para i = 2, ..., n.
(2-7)

Propiedades geométricas de las soluciones estacionarias

Para el caso estacionario existen algunos resultados importantes que es necesario mencionar.

Para ello regresemos al problema modelo (1-3) considerando a Ω una región acotada. Concreta-

mente consideremos Ω una bola abierta en Rn y ∂Ω la frontera de la bola. Por el bien conocido

resultado de Gidas, Ni y Nirenberg (véase [24]) se sabe que si la función f : R −→ R es Lipschitz

continua -sin otra restricción-, u es una solución positiva y continua hasta la frontera, entonces

u es radial y ur < 0, es decir es decreciente en |x| = r. Cuando Ω ya no es una región acotada,

sino Ω = Rn, f(u) = −up y n ≥ 3 (véase [15], [16] y [21]) se tiene el siguiente resultado

Teorema 2 i) Si p = p∗ − 1 y p∗ = 2n/(n− 2), entonces toda solución positiva de (1-3) de

clase C2 debe de ser radialmente simétrica, monotóna decreciente respecto a algún punto y tiene
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la forma

u(x) =
(n(n− 2)λ2)

n−2
4

(λ2 + |x− y0|2)
n−2
2

, (2-8)

para λ > 0 y y0 ∈ Rn.

ii) Para 0 < p < p∗ − 1 la única solución no negativa de (1-3) es u(x) ≡ 0 ∀x ∈ Rn.

Como mencionamos anteriormente, la manera más común de estudiar el problema (1-3) es

por medio de su formulación variacional. En una de estas formulaciones, las soluciones son pun-

tos cŕıticos de un funcional adecuado restringido a una variedad (véase [51]). Otra formulación

más se obtiene al cambiar la restricción a la variedad por la introducción de un multiplicador

de Lagrange del mismo funcional (véase también [51]).

2.2. Leyes de conservación: método de los multiplicadores

El estudio de la dinámica de un sistema mecánico se reduce a conocer la fuerza o el conjunto

de fuerzas que actúa sobre el sistema, lo cual se logra estableciendo la ley de fuerzas en cada

caso particular. Al hacer esto se obtiene una ley de movimiento, una relación dinámica, por lo

general dicha relación es una ecuación diferencial. La solución a esta ecuación diferencial es la

descripción de la evolución del sistema. La solución anaĺıtica de las ecuaciones no siempre es

posible; sin embargo, existen alternativas para conocer algunas propiedades del proceso. Una

de ellas son las llamadas cantidades conservadas. En f́ısica, una cantidad que se conserva es

aquélla que no cambia su valor con el tiempo, incluso si otras variables śı están cambiando.

Estas cantidades están asociadas con teoremas o leyes de conservación.

Más allá de su significado f́ısico, las cantidades conservadas son una herramienta matemática

importante para la comprensión de las ecuaciones diferenciales. Un procedimiento estándar

para el estudio de las ecuaciones diferenciales es intentar determinar si tiene alguna cantidad

conservada asociada. La cantidad conservada nos da información útil acerca de las soluciones,

a pesar de que por lo general no es suficiente para encontrar las soluciones exactas. Desde el

punto de vista f́ısico la importancia de la conservación de enerǵıa y otras leyes de conservación

trasciende su utilidad matemática; se considera que estas leyes son caracteŕısticas fundamentales

del universo, más fundamentales que cualquier ecuación diferencial particular.
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Aunque no es el objetivo del presente trabajo el estudio de las leyes de conservación asociadas

a la ecuación de onda, śı es ilustrativo mencionarlas ya que en adelante serán introducidos

algunos funcionales relacionados con las cantidades conservadas.

Siempre podemos intentar derivar cantidades que se conservan al multiplicar la ecuación

(1-2) por una expresión de la forma

aut + b ·∇u+ cu,

y tratar de elegir los coeficientes a, b y c para obtener una ley de conservación. A menudo a este

método se le llama método abc (véase [46]).

Por ejemplo, para derivar la forma del principio de acción los coeficientes a, b y c pueden ser

elegidos de manera que los multiplicadores sean los generadores de las simetŕıas del funcional

de acción. Esto conduce a las leyes de conservación que corresponden a las simetŕıas. En el caso

en que no existan leyes de conservación, este método puede generar algunas identidades útiles.

Para la ecuación (1-2), se pueden derivar identidades de enerǵıa, momento, escalamiento e

identidades conformes. De acuerdo al método abc los tres multiplicadores básicos son ut,uxi
y

u (véase [46]). Con ellos se obtienen las siguientes identidades

∂t(
|∇u|2 + u2t

2
+ F (u))− ∂i(uiut) = 0, (2-9)

∂t(uxi
ut)− ∂k(δik(

u2t − |∇u|2

2
+ F (u)) + uiuk) = 0, (2-10)

∂t(uut)− ∂i(uiu) = u2t − |∇u|2 + uF (u), (2-11)

donde F (z) =
z∫

0
f(w) dw para z ∈ R. La identidad (2-9) conduce a la conservación de la enerǵıa,

la (2-10) a la conservación del momento y la (2-11) a la conservación del momento angular. En

lo que respecta a la conservación del momento, ésta es consecuencia de una traslación espacial

uϵ := u(x+ ϵx0, t),

para algún x0 ∈ Rn, generada por x0 · ∇u. Por tanto, si multiplicamos la ecuación vectorial
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(2-10) por x0, obtenemos la ley de conservación del momento lineal

∂t(utx
0 ·∇u)− div((x0 ·∇u)∇u− (

u2t − |∇u|2

2
+ F (u))x0) = 0. (2-12)

Es necesario considerar las siguientes condiciones de regularidad:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ĺım
|x| '→∞

|∇u| = 0.

ĺım
|x| '→∞

u = 0.

ĺım
|x| '→∞

ut = 0.

ĺım
|x| '→∞

f(u(x, t)) = 0.

Por el teorema de la divergencia la integral de (2-12) en todo Rn nos lleva a

∂t(

∫

Rn

utx
0 ·∇u dx) = 0. (2-13)

De forma que si definimos el funcional de momento total como

Q(u, ut) =

∫

Rn

utx
0 ·∇u dx, (2-14)

para x0 ∈ Rn fijo, entonces por (2-13) resulta una constante de movimiento.

Otra ley importante de conservación es la de enerǵıa, la cual se desprende de considerar el

funcional de enerǵıa como

E(u, ut) =

∫

Rn

u2t + |∇u|2

2
+ F (u) dx. (2-15)

Si u es solución de la ecuación (1-2), con las condiciones adecuadas para |∇u|, u, ut y f(u)

- como en (2-13) -, entonces utilizando la primera identidad de Green se verifica que

∂tE(u, ut) =

∫

Rn

ututt +∇u ·∇ut + F ′(u)ut dx
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=

∫

Rn

ututt − ut∆u+ f(u)ut dx

= 0. (2-16)

Resulta aśı que el funcional E(u, ut) también es una constante de movimiento para (1-2).

Debemos mencionar que en el caso de la ecuación (1-2) es posible verificar que la función

de densidad lagrangiana es

L =
1

2

(
(ut)

2 − |∇u|2
)
− F (u). (2-17)

Aśı que utilizando (1-5) se puede concluir también que la enerǵıa es (2-15). De forma similar,

al utilizar (1-6), se puede establecer la siguiente identidad 1

Q(u, ut) = x0 · P⃗ . (2-18)

Desde el enfoque de la función de densidad lagrangiana también se puede verificar que la

enerǵıa y el momentum (o en su caso el momento total) son constantes de movimiento. En

realidad estas aparecen de forma natural debido al Teorema de Noether (véase [8]), que puede

enunciarse de la siguiente manera:

Teorema 3 Si la Lagrangiana de un sistema f́ısico es invariante bajo un grupo de transforma-

ciones continuas que dependen de n parámetros independientes entonces este sistema tiene una

primera integral para cada uno de estos parámetros.

Desde esta perpectiva las constantes de movimiento se deben a la homogeneidad del tiem-

po y a la homogeneidad e isotroṕıa del espacio, lo que genera invariancia con respecto a las

traslaciones temporales, traslaciones espaciales y rotaciones espaciales (véase [8] y [37]).

1Se puede observar que el momento total Q es la proyección de la cantidad de movimiento P⃗ en la dirección
x0.
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La masa de las ondas viajeras

En [8] V. Benci y D. Fortunato señalan algunas propiedades dinámicas de las soluciones, tipo

solitón, de la ecuación no lineal de Klein-Gordon (NKG)

ψtt −∆ψ +W ′(ψ) = ω2
0ψ.

Concretamente trabajan con las soluciones tipo solitón de la forma

ψ(x1, x2, x3, t) = u(γ(x1 − vt), x2, x3)e
k⃗·x−ωt

donde ω = γω0, k⃗ = γω0v⃗, v⃗ = (v, 0, 0), γ = 1/
√
1− v2 y u ∈ H1(R3). En particular demuestran

que algunos efectos relativistas como la contracción espacial, la dilatación del tiempo y la

ecuación de Einstein son consecuencia de la invariancia de la ecuación NKG para el grupo de

Poincaré. Parte importante de esto es la observación de que las soluciones de tipo solitón poseen

una masa escalar.

En mecánica clásica la masa es un tensor simétrico mij que relaciona la cantidad de movi-

miento P⃗ con la velocidad v⃗ mediante la siguiente fórmula

Pi = mijvj ,

donde suponemos la convención de ı́ndices para la suma. Para el caso NKG la masa está dada

por mij = mδij , con δij la delta de Dirac. Benci y Fortunato muestran que los solitones de

NKG se comportan como part́ıculas de materia con una masa bien definida.

Para nuestro caso, como la cantidad de movimiento está dado por

P⃗ (u) = −
∫

Rn

ut(x, t)∇u(x, t) dx, (2-19)

entonces cuando u(x, t) = ϕ(ξ) es una solución de onda viajera de (1-2), véase (2-1) y (2-2), se
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satisface que

mijcj = Pi(u)

= −
∫

Rn

ut(x, t)uxi
(x, t) dx

= −
∫

Rn

(−K ·∇ξϕ(ξ)) (βiϕξi(ξ)) dx

= K ·
(
βi

∫

Rn

ϕξi(ξ)∇ξϕ(ξ) dx

)

= K ·
(

βi

(
n∏

i=1

1

βi

)∫

Rn

ϕyi(y)∇ϕ(y) dy
)

.

(2-20)

De tal forma que la última expresión define un sistema de ecuaciones para los elementos de

mij y no necesariamente es un escalar. Para el caso estacionario, cuando se supone que la

transformación de coordenadas está dada por (2-7) se obtiene que

mijcj = mi1c1 + ...+mincn

= βi

(
n∏

i=1

1

βi

)∫

Rn

ϕyi(y)ϕy1(y) dy,

por lo tanto

mi1 =
βi
c1

(
n∏

i=1

1

βi

)∫

Rn

ϕyi(y)ϕy1(y) dy. (2-21)

Enerǵıa, momentum y masa en el caso estacionario: f(u) = −u |u|p
∗−2

Regresemos ahora al caso estacionario de la ecuación (1-2), es decir, la ecuación (2-6). Sin

pérdida de generalidad supongamos la transformación de coordenadas dada por (2-7). Para el

caso en que f(u) = −u |u|p
∗−2, con p∗ el exponente cŕıtico de Sobolev, por el Teorema 2 sabemos

que la solución es

u∗(x, t) := ϕ∗(ξ) = A(λ2 + |ξ − ξ0|2)
2−n
2 ,

con A = (n(n− 2)λ2)
n−2
4 , λ > 0 y ξ0 ∈ Rn.

En esta sección revisaremos lo relativo a E(u∗, u∗t ), para un mayor detalle en los cálculos se
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puede revisar el Apéndice al final del presente trabajo2.

En primer lugar observaremos que el funcional no depende de λ y de ξ0 ∈ Rn, para

ello recordemos (2-1), (2-2) y (2-7) (véase Apéndice A).Para empezar tenemos que ∇u∗ =

(β1, ...,βn)(∇ξϕ∗)T y aśı |∇u∗|2 =
∑n

i=1 β
2
i (ϕ

∗
ξi
)2, con β2i = 1 para todo 2 ≤ i ≤ n y β21 =

1/(1 − c21). Con los cambios de variable

ξj = βj(xj − cjt),

z =
ξ − ξ0

λ

y las identidades en (2-2) podemos obtener las siguientes relaciones

∫

Rn

|∇u∗(x, t)|2 dx = n
n−2
2 (n− 2)

n+2
2 (

n∏

i=1

1

βi
)

n∑

i=1

β2i

∫

Rn

(1 + |x|2)−nx2i dx, (2-22)

∫

Rn

(∂tu
∗(x, t))2 dx = (β1c1)

2n
n−2
2 (n− 2)

n+2
2 (

n∏

i=1

1

βi
)

∫

Rn

(1 + |x|2)−nx21 dx (2-23)

y ∫

Rn

(u∗(x, t))p
∗
dx = (n(n− 2))

n
2 (

n∏

i=1

1

βi
)

∫

Rn

(1 + |x|2)−n dx. (2-24)

Las identidades anteriores nos permiten concluir que los términos
∫
|∇u∗|2 dx,

∫
(∂tu∗)2 dx

y
∫
(u∗)p

∗
dx no dependen de λ, ξ0 ∈ Rn y t, entonces se concluye lo mismo para E(u∗, ∂tu∗)

(véase (2-15)). Por lo tanto podemos eliminar la dependencia en λ, ξ0 y el funcional de enerǵıa

toma la forma

E(u∗, ∂tu
∗) = E(ϕ∗)

=

∫

Rn

(u∗t )
2 + |∇u∗|2

2
+ F (u∗) dx

2Es necesario puntualizar que los cálculos y aproximaciones que aparecen en la presente sección y el Apéndice
I son propios de la investigación.

26



=
1

2
n

n−2
2 (n− 2)

n+2
2 (

n∏

i=1

1

βi
)((β1c1)

2
∫

Rn

(1 + |x|2)−nx21 dx

+
n∑

i=1

β2i

∫

Rn

(1 + |x|2)−nx2i dx−
∫

Rn

(1 + |x|2)−n dx). (2-25)

Para conocer los valores más espećıficos del funcional es necesario calcular las integrales
∫
Rn(1 + |x|2)−nx2i dx y

∫
Rn(1 + |x|2)−n dx (véase Apéndice B). Lo anterior se hace mediante

el cambio de variable dado por las coordenadas esféricas n-dimensionales. De donde se obtiene

que ∫

Rn

(1 + |x|2)−n dx = nV (Sn)

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n
dr (2-26)

y ∫

Rn

(1 + |x|2)−nx2i dx = V (Sn)

∫ ∞

0

rn+1

(1 + r2)n
dr (2-27)

para i = 1, ..., n, con

V (Sn) =
2π

n

n−2∏

k=1

∫ π

0
senk θ dθ

el volumen de la esfera unitaria en Rn. Las integrales que aparecen en las expresiones anteriores

son, en términos la función Γ,

∫ ∞

0

rn+1

(1 + r2)n
dr =

Γ(n2 − 1)Γ(1 + n
2 )

2Γ(n)
(2-28)

y

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n
dr =

√
πΓ(n2 )

2nΓ(1+n
2 )

. (2-29)

Finalmente el funcional de enerǵıa para u∗ toma la forma

E(u∗, u∗t ) =

1

2
n

n−2
2 (n − 2)

n+2
2 V (Sn)

(
n∏

i=1

1

βi

)(

(2(β1c1)
2 + n)

Γ(n2 − 1)Γ(1 + n
2 )

2Γ(n)
−

√
πΓ(n2 )

2nΓ(1+n
2 )

)

. (2-30)

Al observar que (Γ(n2 − 1)Γ(1 + n
2 ))/(2Γ(n)) > (

√
πΓ(n2 ))/(2

nΓ(1+n
2 )), para toda n ≥ 3,
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y considerar las condiciones impuestas para las βi’s obtenemos que E(u∗, u∗t ) > 0 para cada

n ≥ 3.

Por otro lado, de los cálculos anteriores se desprenden algunas observaciones importantes,

para la solución u∗ = ϕ∗, que nos permiten verificar que no pertenecen al espacio de Sobolev

H1(Rn):

Observación 4 Para toda n ≥ 3 se tiene que

∫

Rn

|∇ϕ∗|2 dx < ∞,

en tanto un cálculo adecuado (véase Apéndice C) muestra que en general no se satisface

∫

Rn

(ϕ∗)2 dx < ∞,

para toda n ≥ 3. En realidad tendremos que ϕ∗ ∈ H1(Rn) si y sólo si n ≥ 5.

Veamos ahora el cálculo análogo para el funcional de momento total. Consideraremos

x0 = c = (c1, 0, ..., 0),

de forma que

u∗t (x, t) = −β1c1ϕ∗
ξ1(ξ)

y aśı

u∗t (x, t)x
0 ·∇u∗(x, t) = (−β1c1ϕ∗

ξ1(ξ))(c1ux1(x, t))

= (−β1c1ϕ∗
ξ1(ξ))(c1β1ϕ

∗
ξ1(ξ))

= −(c1β1ϕ
∗
ξ1(ξ))

2.

Al considerar el cambio de variable adecuado obtenemos

Q(u∗, u∗t ) = −(β1c1)
2
∫

Rn

(ϕ∗
ξ1(β1(x1 − c1t),β2x2, ...,βnxn))

2 dx

= −(β1c1)
2

(
n∏

i=1

1

βi

)∫

Rn

(ϕ∗
ξ1(ξ))

2 dξ.
(2-31)
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Por otro lado, nuevamente con los cambios de variable adecuados (véase Ápendice B) y por

(2-28), se tiene la siguiente sucesión de identidades

∫

Rn

(ϕ∗
ξ1(ξ))

2 dξ = A2λ−2n(n− 2)2
∫

Rn

(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)−n(ξ1 − ξ01)

2 dξ

= A2λ−2n(n− 2)2λ2+n
∫

Rn

(1 + |x|2)−n(x1)
2 dx

= (n)
n−2
2 (n− 2)

n+2
2

∫

Rn

(1 + |x|2)−n(x1)
2 dx

= (n)
n−2
2 (n− 2)

n+2
2 V (Sn)

∫ ∞

0

rn+1

(1 + r2)n
dr

= (n)
n−2
2 (n− 2)

n+2
2 V (Sn)

Γ(n2 − 1)Γ(1 + n
2 )

2Γ(n)
.

(2-32)

Finalmente al sustituir la identidad anterior en (2-31) podemos concluir que

Q(u∗, u∗t ) = −(β1c1)
2(n)

n−2
2 (n− 2)

n+2
2 V (Sn)

(
n∏

i=1

1

βi

)
Γ(n2 − 1)Γ(1 + n

2 )

2Γ(n)
. (2-33)

Por otro lado resulta que en este caso la masa es un escalar, es decir tiene la formamij = mδij

para m ∈ R (véase Apéndice D). En ese sentido la onda viajera se comporta como una part́ıcula

con una masa bien definida. Lo anterior debido a (2-21), ya que sólo basta observar lo siguiente:

∫

Rn

(∂1ϕ
∗(x))(∂jϕ

∗(x)) dx = 0 para cada j = 2, ..., n. (2-34)

En tanto de (2-32) y nuevamente por (2-21) se obtiene

m11 =
β1
c1

(
n∏

i=1

1

βi

)

(n)
n−2
2 (n − 2)

n+2
2 V (Sn)

Γ(n2 − 1)Γ(1 + n
2 )

2Γ(n)
. (2-35)

De forma tal que podemos definir m0 := m11 ̸= 0. Luego se fija mii = m0 para i = 2, ..., n,

resultado de la forma de la velocidad para esta transformación de coordenadas. Por el mismo

argumento podemos extender a cero los términos que faltan y obtendremos que al considerar

mij = m0δij se satisface la ecuación (2-20) para la onda viajera en cuestión. Lo que verifica

efectivamente la masa es un escalar.
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Caṕıtulo 3

Existencia de ondas viajeras

Antes de continuar, queremos señalar que los resultados obtenidos que se presentan a continua-

ción y en las siguientes secciones son los más relevantes durante la investigación, los cuales han

sido probados en detalle.

Como ya hemos mencionado, el objetivo de estudio será la ecuación de onda semilineal

utt −∆u− u |u|p−2 = 0 (3-1)

para p ∈ (2, p∗] y n ≥ 3. En particular estudiaremos las soluciones de tipo onda viajera para

dicha ecuación. Por ello se hace necesario recordar el cambio de variable dado en (2-2) que nos

permite obtener la ecuación

−
n∑

i=1

β2i ψxixi
+

n∑

j,i=1

KiKjψxjxi
− ψ |ψ|p−2 = 0, (3-2)

donde, por comodidad, también hemos llamado x a la variable transformada. En primer lugar,

si se logra demostrar que la ecuación (3-2) tiene solución, entonces se concluirá que la ecuación

(3-1) tiene soluciones de tipo onda viajera.

En este trabajo la búsqueda de soluciones se hará a través de un problema variacional y

utilizando el principio de concentración-compacidad de P. L. Lions. Desde esta perspectiva es

necesario buscar soluciones en un espacio funcional adecuado. Dicho espacio se construye de

forma heuŕıstica, pues conocemos una solución particular al caso estacionario cuando p = p∗.
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Recordemos que en el caso estacionario y cŕıtico, la solución ϕ∗ es de clase C∞(Rn) y

|∇ϕ∗| ∈ L2(Rn). Sin embargo, para ciertos valores de n, ϕ∗ /∈ L2(Rn) (véase Observación 4) y

por tanto

ϕ∗ /∈ H1(Rn).

Aún cuando la función ϕ∗ no sea de cuadrado integrable en todo el espacio, śı lo es localmente,

es decir, ϕ∗ ∈ H1(Br(y)) para todo r > 0 y y ∈ Rn. Otras propiedades que satisfacen son:

ϕ∗(x) → 0 y |∇ϕ∗(x)| → 0 cuando |x| → ∞.

3.1. Espacio funcional de soluciones H

Las observaciones anteriores ayudan a definir un conjunto adecuado de funciones para buscar

soluciones, al que hay que dotar de una estructura para el caso general.

Además de lo antes señalado, la intención es utilizar las herramientas del Análisis Funcional,

por tanto buscamos soluciones suficientemente regulares y que satisfagan resultados como las

desigualdades generales de Sobolev o la desigualdad de Poincaré. Ésta última la enunciamos en

seguida y se puede consultar en [51].

Teorema 5 (Desigualdad de Poincaré) Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto conexo, abierto y aco-

tado. Si 1 ≤ p ≤ p∗ entonces existe CΩ,p > 0 que depende de Ω y de p tal que

∥ ϕ ∥Lp(Ω)≤ CΩ,p ∥ ∇ϕ ∥L2(Ω)

para toda ϕ ∈ H1
0 (Ω). En consecuencia H1

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) y esta inclusión es continua.

Se define el espacio de tal forma que dichos resultados se satisfagan en subconjuntos abiertos,

conexos y acotados de Rn. Espećıficamente estamos interesados en conjuntos como Br(z) con

r > 0 y z ∈ Rn. Definimos aśı un conjunto H, que reúne las propiedades que necesitamos;

Definición 6 Sea n ≥ 3. Definimos H como el conjunto de funciones ϕ : Rn → R tales que

1. ϕ ∈ C∞
0 (Rn) y

2. ϕ ∈ H1
0 (Rn(z)), donde Rn(z) es cualquier cubo unidad n-dimensional con centro en z =

(j1, ..., jn) ∈ Zn.
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Se puede observar que ϕ(x) = 0 para toda x ∈ Rn es un elemento del conjunto H, pero

existen otros ejemplos de funciones no triviales que pertenencen al conjunto H. Consideremos

z = (j1, ..., jn) ∈ Zn y definamos la función ψz : Rn → Rn de la siguiente forma

ψz(x) =

⎧
⎨

⎩
e

1

|x−z|2− 1
2 si |x− z| < 1

2

0 si |x− z| ≥ 1
2 ,

(3-3)

las funciones de este tipo son tales que ψz ∈ H para toda z ∈ Zn.

También podemos observar que para toda ϕ ∈ H, debido a ϕ ∈ C∞
0 (Rn), ϕ ∈ H1(Br(0))

para todo r > 0.

El siguiente paso natural es dotar a H de una estructura algebraica, para nuestro objetivo

será necesario proponer una métrica adecuada tal que H sea un espacio métrico, pero antes de

llegar a este punto es ineludible observar primero que H es un espacio vectorial sobre R, lo cual

resulta inmediato (de la definición) y enseguida definir un producto interno adecuado.

Definimos entonces ⟨·, ·⟩H : H ×H → [0,∞) dado por ⟨ϕ1,ϕ2⟩H =
∫
Rn ∇ϕ1(x) ·∇ϕ2(x) dx

y en la siguiente proposición se verifica que efectivamente es un producto interno en H;

Proposición 7 ⟨·, ·⟩H es un producto escalar en H.

Demostración. Claramente ⟨·, ·⟩H satisface la linealidad por la izquierda, linealidad conjugada

por la derecha, es definido positivo y cumple la hermiticidad. Sea ϕ1 ∈ H. Si suponemos que

⟨ϕ1,ϕ1⟩H = 0 entonces |∇ϕ1(x)|2 = 0 ∀x ∈ Rn. Si ϕ1(x) ̸= 0 para algún z ∈ Rn entonces

por continuidad existe r > 0 suficientemente grande tal que ϕ1(x) no es identicamente cero en

Br(z). Por otro lado como ϕ1 ∈ H1(Br(z)) y r es suficientemente grande entonces

0 ! C ∥ ϕ1 ∥H1(Br(z))!

∫

Br(z)
|∇ϕ1(x)|2 dx !

∫

Rn

|∇ϕ1(x)|2 dx = 0

para algún C > 0. Aśı que ∥ ϕ1 ∥H1(Br(z))= 0, de donde ϕ1(x) = 0 ∀x ∈ H1(Br(z)), lo que es

una contradicción. Por tanto ϕ1(x) = 0 ∀x ∈ Rn

Después de haber verificado que ⟨·, ·⟩H es un producto escalar en H podemos considerar la

norma inducida dada por

∥ ϕ ∥H= (⟨ϕ,ϕ⟩H)1/2. (3-4)
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Sin embargo H con la norma ∥ · ∥H no resulta ser un espacio de Hilbert. Debido a esto

trabajaremos con H la completación de H con la misma norma, que en adelante denotaremos

por

∥ ϕ ∥2=
∫

Rn

|∇ϕ(x)|2 dx.

Definición 8 Sea H la completación de H con la norma ∥ · ∥.

Aśı que H con la norma ∥ · ∥ resulta ser un espacio de Hilbert adecuado para nuestro

estudio. Antes de concluir esta sección recordemos que para ϕ ∈ C∞
0 (Ω), Ω ⊂ Rn, k ≥ 1 y p ≥ 1

se define la norma

∥ ϕ ∥p
Dk,p(Ω)

=
∑

|α|=k

∫

Ω
|Dαϕ|p dx

para Dk,p(Ω) la completación de C∞
0 (Ω) con esta norma. Cuando k = 1 y p = 2 se tiene que

∥ ϕ ∥pD1,2(Ω)=

∫

Ω
|∇ϕ|2 dx.

En particular resulta que H ⊂ D1,2(Ω). Es importante también señalar que, por las inclusiones

de Sobolev, en general Dk,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) donde 1/q = 1/p−k/n y existe una constante (óptima)

S = S(k, n, p) tal que

S ∥ ϕ ∥Lq(Ω)≤∥ ϕ ∥p
Dk,p(Ω)

para toda ϕ ∈ Dk,p(Ω), además con k = 1 y p = 2 se tiene q = p∗ = 2n/(n− 2) es el exponente

cŕıtico de Sobolev.

3.2. Problema variacional

Principio de concentración-compacidad de Lions

Existen muchas EDP no lineales que se desprenden de ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas

a problemas variacionales. Como mencionamos anteriormente, el primer paso para resolver tales

ecuaciones mediante métodos variacionales es mostrar que se alcanzan los extremos, para esto
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se requiere coercitividad o compacidad. Si la cantidad a minimizar tiene un término, como la

“enerǵıa”, que involucre derivadas entonces se tiene control sobre la regularidad local a lo largo

de las sucesiones minimizantes. Lo cual funciona, normalmente, si el dominio es compacto. Sin

embargo, cuando el dominio no es compacto la situación está lejos de ser clara. Consideremos

por ejemplo el problema de minimizar el funcional

∫

Rn

|∇u(x)|2 dx−
∫

Rn

∫

Rn

V (x− y)(u(x))2(u(y))2 dxdy

sobre funciones u tales que

∥ u ∥L2(Rn)= λ > 0

y

V (x) −→ 0 cuando |x| −→ ∞.

Debido a la invariancia bajo traslaciones, las sucesiones minimizantes deben estar comple-

tamente “concentradas” para que exista la posibilidad de la convergencia. La idea clave es que

si una sucesión minimizante no está “concentrada” entonces cualquier elemento de la sucesión

puede considerarse como dos funciones con soportes muy lejos uno del otro. Si denotamos al ı́nfi-

mo por ι(λ) entonces a lo largo de dichas sucesiones el ı́nfimo será ι(λ1)+ ι(λ2) con λ1+λ2 = λ

(0 < λ1,λ2 < λ) en lugar de ι(λ). Si de forma independiente se puede demostrar que ι(λ) es

estrictamente subaditiva1 entonces se puede probar la existencia de un minimizador. Esta idea

fue desarrollada y aplicada con éxito por P. L. Lions en diferentes problemas.

Pierre Louis Lions ha hecho contribuciones muy importantes a las matemáticas en las últi-

mas decádas, que van desde la probabilidad hasta las ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

y en estas últimas part́ıcularmente en las ecuaciones no lineales. Dichas aportaciones cubren un

conjunto amplio de problemas variacionales. Con respecto al problema mencionado anterior-

mente, en 1984 Lions público sus resultados en un par de art́ıculos que dieron luz al Principio

de concentración-compacidad de Lions (véase [4], [32], [33] y [34]). Aunque existen diferentes

formulaciones, todas equivalentes, enunciamos la que utilizaremos:

1Decimos que f : Ω −→ R es estrictamente subaditiva si para todo x, y ∈ Ω se tiene que

f(x+ y) < f(x) + f(y).
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Lema 9 (Principio de concentración-compacidad)

Sea {ρk} una sucesión no negativa de funciones en L1(Rn) tales que satisfacen

∫

Rn

ρk(x) dx = L ∀k ≥ 1, y L > 0,

entonces existe una subsucesión denotada por {ρk} que satisface una de las tres condiciones

siguientes:

1. (Compacidad) Existe {yk} ⊂ Rn tal que para todo ε > 0 existe r(ε) > 0 de modo que para

todo k ≥ 1 ∫

Br(ε)(yk)
ρk(x) dx ≥

∫

Rn

ρk(x) dx− ε.

2. (Desvanecimiento) Para todo r > 0

ĺım
k→∞

sup
y∈Rn

∫

Br(y)
ρk(x)dx = 0

3. (Dicotomı́a) Existe α ∈ (0, L) tal que para todo ε > 0 existen r > 0, rk → ∞, {yk} ⊂ Rn

y k0 ≥ 1 de modo que

|
∫

Br(yk)
ρk(x) dx− α| < ε y |

∫

r<|x−yk|<rk

ρk(x) dx| < ε

para toda k ≥ k0.

De manera informal, este lema asegura que puede ocurrir sólo una de las siguientes tres

posibilidades:

1. Las medidas {ρk} permanecen concentradas cerca de los puntos {yk}.

2. Las medidas {ρk} no se concentran al rededor de ningún valor de Rn.

3. Alguna fracción α ∈ (0, L), de las medidas {ρk}, se concentra en los puntos {yk} y otra

fracción no se concentra cerca de esos puntos.

La importancia del Principio de concentración-compacidad radica en que permite resolver

problemas que presentan alguna forma de “compacidad local”, o en otras palabras, resolver
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Figura 3-1: Concentración; k −→ ∞.

Figura 3-2: Desvanecimiento; k −→ ∞.

problemas que si estuvieran definidos en dominios acotados podŕıan ser resueltos por métodos

clásicos de convexidad-compacidad.

3.2.1. Problema de minimización

Después de que definimos adecuadamente el espacio funcional H en la definición 8, con la inten-

ción de buscar las soluciones en él, plantearemos un problema de minimización con restricción

para obtener soluciones de (3-1)-(3-2), utilizando el principio de Lions (Lema 9)D.

Empecemos definiendo los funcionales que intervienen en el problema variacional;

Definición 10 Consideremos p ∈ (2, p∗]. Sean I,K : H → R los funcionales dados por

I(ϕ) =
1

2

∫

Rn

[

(K ·∇ϕ(x))2 +
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

dx

y

K(ϕ) =
1

p

∫

Rn

|ϕ(x)|p dx,

donde K y los β′is están definidos en (2-2). Y ahora definamos algunos conjuntos necesarios y

lo que es una sucesión minimizante en H;
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Figura 3-3: Dicotomı́a; k −→ ∞.

Definición 11 Para 0 < γ ≤ 1 definimos

Mγ := ı́nf{I(ϕ) | ϕ ∈ H, K(ϕ) = γ} > 0

y decimos que una sucesión {ϕk} ⊂ H es minimizante si

ĺım
k→∞

K(ϕk) = 1

y

ĺım
k→∞

I(ϕk) = M1. (3-5)

Aśı, el conjunto de minimizadores es

G := {ϕ ∈ H | I(ϕ) = M1 y K(ϕ) = 1}.

Por rescalamiento se tiene que

Mγ = γ
2
pM1 (3-6)

para 0 < γ ≤ 1 y además de la condición de subaditividad estricta

Mγ +M1−γ > M1 (3-7)

para 0 < γ < 1. Como mencionamos anteriormente se considera βi ̸= 0 para toda i = 1, ..., n.

Lema 12 El funcional I es coercitivo en H.
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Demostración. De la forma del funcional I, se observa

I(ϕ) =
1

2

∫

Rn

[

(K ·∇ϕ(x))2 +
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

dx

≥ 1

2

∫

Rn

[
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

dx

≥ mı́n{β2i }
2

∫

Rn

[
n∑

i=1

(ϕxi
(x))2

]

dx

=
mı́n{β2i }

2
∥ ϕ ∥2 .

(3-8)

Por tanto I(ϕ) ≥ 1
2 mı́n{β2i } ∥ ϕ ∥2 para toda ϕ ∈ H, aśı que el funcional es coercitivo en H.

En seguida para cada {ϕk} sucesión minimizante definimos una sucesión {ρk} en L1(Rn)

dada por

ρk(x) := |∇ϕk(x)|2. (3-9)

Como I(ϕ) es coercitivo en H entonces toda {ϕk} sucesión minimizante es acotada en H.

De tal forma que

ak :=

∫

Rn

ρk(x)dx ≥ 0

es una sucesión acotada en R, aśı que por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una subsu-

cesión

akj :=

∫

Rn

ρkj (x) dx ≥ 0

que converge a una constante L > 0. Denotamos la subsucesión anterior por {ak}, aśı

ĺım
k→∞

ak = ĺım
k→∞

∫

Rn

ρk(x) dx = L.

Luego bajo una renormalización adecuada podemos suponer que

ak =

∫

Rn

ρk(x) dx = L, ∀k ≥ 1.
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Compacidad de las sucesiones minimizantes

Las propiedades precedentes para la sucesión {ρk} no son más que las hipótesis del principio

de concentración-compacidad de Lions. Para nuestro caso las sucesiones minimizantes definen

“medidas”, {ρk}, que son compactas módulo traslaciones, lo cual se establece en el siguiente

lema;

Lema 13 Sea p ∈ (2, p∗]. La sucesión {ρk} es compacta módulo una sucesión de traslaciones

en Rn.

Demostración. La prueba consiste en mostrar que no puede ocurrir ni la dicotomı́a, ni el des-

vanecimiento. En ese sentido supongamos primero que ocurre el desvanecimiento y mostremos

que se llega a una contradicción.

Sea Rn(y) el rectángulo n-dimensional con centro en y ∈ Zn y cuya diagonal es dn =
√
n

y sea r0 =
√
n
2 > 0. Por las desigualdades generales de Sobolev (véase [21]) existe C > 0 (que

sólo depende de p, n y Rn(y)) tal que

∫

Rn(y)
|ϕk(x)|p dx ≤ C

[∫

Rn(y)
ρk(x) dx

] p
2

∀k ≥ 1, ∀y ∈ Zn. (3-10)

Suponiendo que ocurre el desvanecimiento entonces para r0 > 0 sabemos que

ĺım
k→∞

[

sup
y∈Rn

∫

Br0 (y)
ρk(x) dx

]

= 0

Por tanto para ε > 0 existe k0 ≥ 1 tal que si k ≥ k0 entonces

∫

Rn(y)
ρk(x) dx ≤ sup

y∈Rn

∫

Rn(y)
ρk(x) dx ≤ sup

y∈Rn

∫

Br0 (y)
ρk(x) dx < ε, (3-11)

aśı que para toda z ∈ Zn y k ≥ k0 se tiene

∫

Rn(z)
|ϕk(x)|p dx ≤ C

[∫

Rn(z)
ρk(x) dx

] p
2

= C

[∫

Rn(z)
ρk(x) dx

] p
2−1 [∫

Rn(z)
ρk(x) dx

]
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≤ C [ε]
p−2
2

[∫

Rn(z)
ρk(x) dx

]

.

Por tanto

∥ ϕk ∥pLp(Rn)=
∑

z∈Zn

∫

Rn(z)
|ϕk(x)|p dx

≤ C [ε]
p−2
2

[
∑

z∈Zn

∫

Rn(z)
ρk(x) dx

]

= C [ε]
p−2
2

[∫

Rn

ρk(x) dx

]

= C [ε]
p−2
2 L

y como p− 2 > 0 se puede concluir que ĺım
k→∞

K(ϕk) = 0, lo que es una contradicción pues {ϕk}

es una sucesión minimizante. Aśı que el desvanecimiento no puede ocurrir.

Veamos ahora que la dicotomı́a no puede ocurrir. Nuevamente procedamos por contradic-

ción. En tal caso si se verifica la dicotomı́a existe α ∈ (0, L) tal que para todo ε > 0 existen

r > 0, rk → ∞, {yk} ⊂ Rn y k0 ≥ 1 de modo que

|
∫

Br(yk)
ρk(x)d x− α| < ε y |

∫

r<|x−yk|<rk

ρk(x) dx| < ε

para toda k ≥ k0.

Empecemos por simplificar la notación definiendo

T (ϕ(x)) :=
1

2

[

(K ·∇ϕ(x))2 +
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

y consideremos ζ, η ∈ C∞(R) con 0 ≤ ζ, η ≤ 1 tales que

ζ(x) = 1 si |x| ≤ 1,

ζ(x) = 0 si |x| ≥ 2,

η(x) = 1 si |x| ≥ 1,

η(x) = 0 si |x| ≤ 1
2 .

(3-12)
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También definimos

uk(x) = ζ(
|x− yk|

r
)ϕk(x)

y

vk(x) = η(
|x− yk|

rk
)ϕk(x). (3-13)

Figura 3-4: Función uk(x).

Figura 3-5: Función vk(x).
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De donde se obtiene

uk(x) = ϕk(x) si |x− yk| ≤ r,

uk(x) = 0 si |x− yk| ≥ 2r,

vk(x) = ϕk(x) si |x− yk| ≥ rk,

vk(x) = 0 si |x− yk| ≤ rk
2 .

Un esbozo de las funciones anteriores se puede apreciar en las figuras (3-4) y (3-5). Por otro

lado debido a rk → ∞ siempre podemos escoger k0 ≥ 1 tal que para k ≥ k0, r ≤ 2r ≤ rk
2 ≤ rk

con r suficientemente grande, de modo que

I(uk) =

∫

Rn

T (uk(x)) dx

=

∫

Br(yk)
T (ϕk(x)) dx+

∫

r≤|x−yk|≤rk

T (uk(x)) dx (3-14)

y

I(vk) =

∫

Rn

T (vk(x)) dx

=

∫

(Brk
(yk))c

T (ϕk(x))dx+

∫

r≤|x−yk|≤rk

T (vk(x))dx. (3-15)

Por otro lado sea

ωk := {x ∈ Rn | r ≤ |x− yk| ≤ 2r}

y

m0 :=

∫

ωk

1 dx = ... =

∫

ωk0

1 dx < ∞.

Como ωk es compacto para cada k ≥ k0 entonces existe p0 > 0 tal que

|ζ ′( |x− yk|
r

)| ≤ p0 ∀x ∈ ωk, ∀k ≥ k0. (3-16)

Observemos que p0 es la cota global de |ζ ′| sobre el conjunto [0, 1] ⊂ R.

Debido a la desigualdad de Cauchy-Schwarz también se verifica

∫

ωk

T (uk(x)) dx ≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] ∫

ωk

|∇uk(x)|2 dx. (3-17)
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En tanto para todo x ∈ ωk y k ≥ k0 se tiene que

|∇uk(x)| = |ϕk(x)∇ζ(
|x− yk|

r
) + ζ(

|x− yk|
r

)∇ϕk(x)|

= |ϕk(x)ζ
′(
|x− yk|

r
)
(x− yk)

r|x− yk|
+ ζ(

|x− yk|
r

)∇ϕk(x)|

≤ |ϕk(x)||ζ ′(
|x− yk|

r
)| |x− yk|
r|x− yk|

+ ζ(
|x− yk|

r
)|∇ϕk(x)|

≤ |ϕk(x)|
p0
r

+ |∇ϕk(x)|. (3-18)

Antes de continuar consideremos la siguiente observación. Para cada k ≥ 1, ϕk(x) no es ne-

cesariamente un elemento de H1
0 (ωk) por tanto no es posible aplicar la desigualdad de Poincaré;

sin embargo, como r es suficientemente grande y rk → ∞ entonces

∫

ωk

|ϕk(x)|2 dx ≤
∫

Uk

|ϕk(x)|2 dx

≤ m

∫

Uk

|∇ϕk(x)|2 dx,

donde m es el número mı́nimo de n-cubos cuya unión Uk cubre ωk, es decir

ωk ⊂ Uk := ∪m
j=1Rn(zj)

y

ωk ⊂ Uk ⊂ {x ∈ Rn | r
2
≤ |x− yk| ≤ rk}.

Enseguida al utilizar (3-18), (3-17), la desigualdad de Poincaré y la desigualdad de Hölder

se obtiene

∫

ωk

T (uk(x)) dx ≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] ∫

ωk

|∇uk(x)|2 dx

≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] ∫

ωk

[
|ϕk(x)|2

p20
r2

+ |∇ϕk(x)|2 +
2p0
r

|ϕk(x)||∇ϕk(x)|
]
dx
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≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

]
(

[
p20
r2

m+ 1

] ∫

Uk

|∇ϕk(x)|2 dx

+
2p0
r

[∫

Uk

|∇ϕk(x)|2 dx

] 1
2
[∫

Uk

|ϕk(x)|2 dx

] 1
2

)

≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] [p20
r2

m+ 1 +
2p0
r

m
1
2

] ∫

Uk

|∇ϕk(x)|2 dx

≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] [p0
r
m

1
2 + 1

]2 ∫

Uk

|∇ϕk(x)|2 dx. (3-19)

Pero como ωk ⊂ Uk ⊂ {x ∈ Rn | r
2 ≤ |x − yk| ≤ rk} entonces por (3-19) y suponiendo la

dicotomı́a se obtiene

0 ≤
∫

ωk

T (uk(x)) dx ≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] [p0
r
m

1
2 + 1

]2
ε, ∀k ≥ k0.

Lo anterior significa que existe Θ1(ε) con ĺım
ε→0

Θ1(ε) = 0 tal que

∫

ωk

T (uk(x)) dx = Θ1(ε), ∀k ≥ k0. (3-20)

Por otro lado, sea

ω∗
k := {x ∈ Rn | rk

2
≤ |x− yk| ≤ rk}, ∀k ≥ k0.

Como ω∗
k es compacto existe p1 > 0 tal que

|η′( |x− yk|
rk

)| ≤ p1, ∀x ∈ ω∗
k, ∀k ≥ k0. (3-21)

Observemos que p1 es la cota global de |η′| sobre el conjunto [1/2, 1] ⊂ R.

Al igual que en el caso de uk se puede mostrar que

|∇vk(x)| ≤ |ϕk(x)|
p1
rk

+ |∇ϕk(x)|. (3-22)
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Nuevamente observemos que

∫

ω∗
k

|ϕk(x)|2 dx ≤
∫

Uk

|ϕk(x)|2 dx

≤ bk

∫

U∗
k

|∇ϕk(x)|2 dx,

donde bk es el número mı́nimo de n-cubos cuya unión U∗
k cubre ω∗

k, es decir

ω∗
k ⊂ U∗

k := ∪bk
j=1Rn(zj).

Aśı que al utilizar bk, la desigualdad de Hölder, (3-21) y (3-22) se obtine

∫

ω∗
k

T (vk(x)) dx ≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] [
p1(

bk
r2k

)
1
2 + 1

]2 ∫

U∗
k

|∇ϕk(x)|2 dx. (3-23)

Para toda k ≥ k0, si [0, rk]n = [0, rk]× ... × [0, rk] (un cubo en Rn), entonces U∗
k ⊂ [0, rk]n,

aśı que la desigualdad de Poincaré -modificada- nos permite considerar bk ≤ rk. Además debido

a rk → ∞ se puede suponer que existe m∗ > 0 tal que 1
rk

< m∗, entonces por la dicotomı́a en

(3-23) resulta

0 ≤
∫

ω∗
k

T (vk(x)) dx ≤ 1

2

[
|K|2 +máx{β2i }

] [
p1(m

∗)
1
2 + 1

]2
ε.

Finalmente de forma similar a (3-20), existe Θ2(ε) con ĺım
ε→0

Θ2(ε) = 0 tal que

∫

ωk

T (vk(x)) dx = Θ2(ε), ∀k ≥ k0. (3-24)

Ahora al utilizar (3-14), (3-15), (3-20) y (3-24) obtenemos la identidad

I(vk) + I(uk) =

∫

[Brk
(yk)]

c
T (ϕk(x)) dx+

∫

Br(yk)
T (ϕk(x)) dx+Θ2(ε) +Θ1(ε)

= I(ϕk)−
∫

r≤|x−yk|≤rk

T (ϕk(x)) dx+Θ2(ε) +Θ1(ε) ∀k ≥ k0. (3-25)
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Suponiendo nuevamente la dicotomı́a existe Θ3(ε), con ĺım
ε→0

Θ3(ε) = 0 tal que

∫

ωk

T (ϕk(x))dx = Θ3(ε), ∀k ≥ k0, (3-26)

que al sustituir en (3-25) nos permite obtener la identidad

I(vk) + I(uk) = I(ϕk) +Θ(ε), ∀k ≥ k0, (3-27)

donde Θ(ε) = Θ1(ε) +Θ2(ε) +Θ3(ε) y ĺım
ε→0

Θ(ε) = 0.

De forma completamente análoga para el funcionalK se puede deducir la siguiente identidad

K(vk) +K(uk) = K(ϕk) +Θ∗(ε) ∀k ≥ k0 (3-28)

con ĺım
ε→0

Θ∗(ε) = 0.

En este punto procedemos a definir

γ1(ε) := ĺım
k→∞

K(vk) (3-29)

y

γ2(ε) := ĺım
k→∞

K(uk). (3-30)

Debido a que la sucesión es minimizante, es decir ĺım
k→∞

K(ϕk) = 1, y por la identidad (3-28)

obtenemos que |γ1(ε) + γ2(ε)− 1| = |Θ∗(ε)|, donde γ1(ε), γ2(ε) ∈ [0, 1]. En tanto al considerar

una sucesión εj → 0 se concluye

γ1 := ĺım
j→∞

γ1(εj) (3-31)

y

γ2 := ĺım
j→∞

γ2(εj) = 1− γ1. (3-32)

Si γ1 ∈ (0, 1) y consideramos el rescalamiento de (3-7) entonces por (3-28)

M1 +Θ(εj) = Mγ1(εj) +Mγ2(εj)
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=
[
(γ1(εj))

2
p + (γ2(εj))

2
p

]
M1,

que al tomar el ĺımite (j → ∞) y debido a la condición de subaditividad se concluye

M1 =
[
(γ1)

2
p + (γ2)

2
p

]
M1 > M1,

lo que es una contradicción. De forma completamente similar para los casos γ1 = 0 y γ1 = 1

obtenemos una contradicción, lo que nos permite concluir que la dicotomı́a no puede ocurrir.

Finalmente al no ocurrir la dicotomı́a ni el desvanecimiento, por el Principio de concen-

tración-compacidad se tiene la compacidad, es decir la sucesión {ρk} es compacta módulo una

sucesión de traslaciones en Rn.

El principio de concentración-compacidad ha generado un procedimiento estándar, que cuan-

do se logra probar la compacidad se desprenden de forma inmediata los siguientes resultados

(véase [34] y [56]):

Corolario 14 La sucesión {|ϕk(· + yk)|p} es compacta en L1(Rn), donde {yk} ⊂ Rn es la

sucesión que garantiza el principio de concentración-compacidad en el Lema 13.

Corolario 15 Si {yk} ⊂ Rn es la sucesión que garantiza el principio de concentración-compacidad

en el Lema 13, entonces dicha sucesión es acotada.

3.3. Existencia de soluciones: convergencia de las sucesiones mi-

nimizantes

La solubilidad de (1-3) depende de modo importante del exponente p. Cuando p < p∗ el proble-

ma siempre tiene solución no trivial en cualquier dominio acotado Ω (véase [51]). En cambio,

cuando p ≥ p∗ la existencia śı depende del dominio Ω. Por tal motivo realizaremos el análisis de

existencia por separado para los casos cŕıtico y subcŕıtico. También cabe mencionar que estamos

trabajando con una ecuación, la transformada (3-2), que para algunos valores de las constantes

βi’s y ci’s se reduce a la ecuación (2-6); por tanto los resultados deben de ser compatibles en las

regiones de análisis donde se intersecten. Cuando se considera el exponente cŕıtico y las constan-

tes βi’s y ci’s son tales que transforman la ecuación de onda original en su caso estacionario se

47



obtiene un resultado de existencia, sin embargo no es claro que en el caso cŕıtico las solubilidad

del problema dependa de las constantes. Faltan explorar aún diferentes posibilidades y obtener

resultados sólidos al respecto.

Cabe señalar que un resultado de existencia, que motiva nuestro análisis, fue obtenido por

Levandosky (véase [30]) para soluciones de tipo onda viajera de la ecuación de onda de cuarto

orden con un término lineal

utt +∆2u+ u− u |u|p−1 = 0.

3.3.1. Observación: normas equivalentes

Antes de continuar realicemos algunas observaciones previas. Recordemos de (3-8) la siguiente

sucesión de desigualdades que se verifica para cada ϕ ∈ H

I(ϕ) =
1

2

∫

Rn

[

(K ·∇ϕ(x))2 +
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

dx

≥ 1

2

∫

Rn

[
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

dx

≥ mı́n{β2i }
2

∫

Rn

[
n∑

i=1

(ϕxi
(x))2

]

dx

=
mı́n{β2i }

2
∥ ϕ ∥2,

(3-33)

donde la norma ∥∥ está definida en (3-4). Definamos el conjunto

Π1 := {α ∈ R+ | 1
2

∫

Rn

[
n∑

i=1

β2i (ϕxi
(x))2

]

dx ≥ α ∥ ϕ ∥2 ∀ϕ ∈ H}, (3-34)

dado que mı́n{β2i }/2 ∈ Π1, Π1 ̸= ∅, entonces para toda ϕ ∈ H y α ∈ Π1 se tiene que

α ∥ ϕ ∥2 ≤ I(ϕ)

≤ (máx{β2i }+ |K|2)
2

∥ ϕ ∥2 .

Por lo tanto Π1 es acotado superiormente y como es no vaćıo existe su supremo, que definimos

como

α∗ := supΠ1.
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Se puede observar también que α∗ ∈ Π1. En el mismo sentido podemos considerar el siguiente

conjunto

Π2 := {ω ∈ R+ | I(ϕ) ≤ ω ∥ ϕ ∥2 ∀ϕ ∈ H}.

Nuevamente Π2 es no vaćıo y acotado inferiormente, por lo que existe su ı́nfimo que deno-

taremos por

ω∗ := ı́nf Π2.

Por tanto tenemos que

α∗ ∥ ϕ ∥2≤ I(ϕ) ≤ ω∗ ∥ ϕ ∥2 (3-35)

para toda ϕ ∈ H.

Por otro lado dada la forma del funcional I sabemos que I(ϕ), I(ψ) ≥ 0 para toda ϕ,ψ ∈ H.

Definimos

∥ ϕ ∥I :=
√

I(ϕ), (3-36)

para cada ϕ ∈ H.

Proposición 16 ∥ · ∥I es una norma en H y además es equivalente con ∥ · ∥.

Demostración.

Para probar que es una norma debemos verificar las siguientes propiedades:

1. ∥ ϕ ∥I≥ 0 ∀ϕ ∈ H y ∥ ϕ ∥I= 0 si y sólo si ϕ(x) = 0∀x ∈ Rn.

2. ∥ λϕ ∥I= |λ| ∥ ϕ ∥I ∀ϕ ∈ H y ∀λ ∈ R.

3. ∥ ϕ+ ψ ∥I≤∥ ϕ ∥I + ∥ ψ ∥I ∀ϕ,ψ ∈ H.

Las dos primeras son inmediatas, la que necesita mayor desarrollo es la tercera. Para ello primero

observemos lo siguiente;

I(ϕ+ ψ) =
1

2

∫

Rn

[

(K ·∇(ϕ(x) + ψ(x)))2 +
n∑

i=1

β2i (∂i(ϕ(x) + ψ(x)))2
]

dx

= O1 +O2

= I(ϕ) + I(ψ) +O3 +O4.

(3-37)
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Donde:

O1 :=
1

2

∫

Rn

[
(K ·∇ϕ(x))2 + (K ·∇ψ(x))2 + 2(K ·∇ϕ(x))(K ·∇ψ(x))

]
dx.

O2 :=
1

2

n∑

i=1

[
β2i

∫

Rn

[
(∂iϕ(x))

2 + (∂iψ(x))
2 + 2(∂iψ(x))(∂iϕ(x))

]
dx

]
.

O3 :=
n∑

i=1

[
β2i

∫

Rn

(∂iψ(x))(∂iϕ(x)) dx

]
.

O4 :=

∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))(K ·∇ψ(x)) dx.

Definamos ahora las cantidades:

A1 :=
n∑

i=1

[

β2i

[∫

Rn

(∂iψ(x))
2 dx

] 1
2
[∫

Rn

(∂iϕ(x))
2 dx

] 1
2

]

.

A2 :=

[∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))2 dx

] 1
2
[∫

Rn

(K ·∇ψ(x))2 dx

] 1
2

.

A3 :=

[
n∑

i=1

[
|βi|

∫

Rn

(∂iψ(x))
2 dx

] 1
2
[
|βi|

∫

Rn

(∂iϕ(x))
2 dx

] 1
2

]2
.

A4 :=

[∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))2 dx

] [∫

Rn

(K ·∇ψ(x))2 dx

]
.

A5 := 2

[
n∑

i=1

[
|βi|

∫

Rn

(∂iψ(x))
2 dx

] 1
2
[
|βi|

∫

Rn

(∂iϕ(x))
2 dx

] 1
2

]

A∗
5

A∗
5 =

[∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))2 dx

] 1
2
[∫

Rn

(K ·∇ψ(x))2 dx

] 1
2

.

A6 :=

[
n∑

i=1

β2i

∫

Rn

(∂iψ(x))
2 dx

] [
n∑

i=1

β2i

∫

Rn

(∂iϕ(x))
2 dx

]

.

A7 :=

[∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))2dx
] [∫

Rn

(K ·∇ψ(x))2 dx

]
.

A8 :=
n∑

i=1

[
β2i

[∫

Rn

(∂iψ(x))
2 dx

] [∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))2 dx

]
+A∗

8

]
.

A∗
8 = β2i

[∫

Rn

(∂iϕ(x))
2 dx

] [∫

Rn

(K ·∇ψ(x))2 dx

]

Por otro, al utilizar la desigualdad de Hölder y la desigualdad para la sumas de Cauchy obte-

nemos
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[O3 +O4]
2 =

[
n∑

i=1

[
β2i

∫

Rn

(∂iψ(x))(∂iϕ(x)) dx

]
+

∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))(K ·∇ψ(x)) dx
]2

≤ [A1 +A2]
2

= A3 +A4 +A5

≤ A6 +A7 +A8

= 4I(ψ)I(ϕ).

(3-38)

Luego utilizando la última desigualdad (3-38) en (3-37) se observa que

I(ϕ+ ψ) ≤ I(ψ) + I(ϕ) + 2
√

I(ϕ)I(ψ)

= (
√

I(ϕ) +
√

I(ψ))2,

lo que nos lleva finalmente a la siguiente desigualdad

√
I(ϕ+ ψ) ≤

√
I(ϕ) +

√
I(ψ), (3-39)

que se verifica para toda ψ,ϕ ∈ H.

Por tanto ∥ · ∥I induce una norma en H y más aún, debido a (3-35), ∥ · ∥ y ∥ · ∥I son

normas equivalentes.

3.3.2. Caso subcŕıtico

Cuando p ∈ (2, p∗) existe un resultado, que se desprende del Lema 13, el cual establece que toda

sucesión minimizante es relativamente compacta en Lp(Rn) (módulo una sucesión de traslacio-

nes en Rn). Resulta que ϕ, el ĺımite de la subsucesión, es además su ĺımite débil en el espacio

H. Por tal motivo dicha función será la solución débil de tipo onda viajera de la ecuación ori-

ginal, por tanto es necesario verificar la convergencia fuerte en H. Para el caso subcŕıtico, la

convergencia fuerte, es una propiedad que verifican todas las sucesiones minimizantes, inde-

pendientemente de los valores de β′is y c′is, que definen la transformación de coordenadas. Lo

anterior se desarrolla en los siguientes resultados.
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Lema 17 Sea p ∈ (2, p∗). Si {ϕk} ⊂ H es una sucesión minimizante entonces existe una

subsucesión {ϕkj},{yj} ⊂ Rn y ϕ ∈ H tal que

ϕkj (·+ yj) → ϕ en Lp(Rn).

Demostración. Por el Lema 13 existe {yk} ⊂ Rn tal que {ρk(· + yk)} es acotada y por el

Corolario 14 {|ϕk(·+ yk)|p} es compacta.

Por otro lado, como {ϕk} es minimizante entonces es acotada en H. Aśı que por la propiedad

fundamental de la convergencia débil 2 existe una subsucesión {ϕkj (·+ ykj)} y ϕ ∈ H tal que

ϕkj (·+ ykj)⇀ ϕ en H (3-40)

y por lo mismo

ϕkj (·+ ykj)⇀ ϕ en H1(Br(y)) (3-41)

para todo r > 0 suficientemente grande y ∀y ∈ Rn. En tanto, como H1(Br(y)) está com-

pactamente contenido en Lp(Br(y)), ya que p ∈ (2, p∗), entonces {ϕkj (· + ykj)} contiene una

subsucesión -que denotaremos del mismo modo- tal que

ϕkj (·+ ykj) → ϕ en Lp(Br(y)) (3-42)

para todo r > 0 suficientemente grande y ∀y ∈ Rn. Pero {ϕkj (· + ykj)} es acotada en Lp(Rn).

Luego, como es un espacio de Banach, la subsucesión converge débilmente y utilizando la

unicidad del ĺımite débil podemos extender ϕ (definida inicialmente en vecindades de los puntos

de Rn) a todo el espacio. El siguiente paso es probar que

ϕkj(·+ ykj) → ϕ en Lp(Rn). (3-43)

2La llamada propiedad fundamental de la convergencia débil -en espacios de Hilbert- establece que toda
sucesión acotada en un espacio de Hilbert contiene una subsucesión débilmente convergente en el espacio. A
diferencia de lo que ocurre en Rn, en cualquier espacio de Hilbert de dimensión infinita existen sucesiones
acotadas que no contienen ninguna subsucesión convergente. En ese sentido se hace necesario la introducción de
una noción de convergencia más débil que permita hacer una extensión del teorema de Bolzano-Weierstrass a
espacios de dimensión infinita.
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Para lo anterior, observemos que como ϕ ∈ Lp(Rn) entonces para todo ε > 0 existe r0 > 0

tal que ∫

[Br0 (0)]
c
|ϕ(x)|p dx < ε. (3-44)

En tanto por la compacidad de {|ϕk(·+ yk)|p}, para la misma ε > 0 existe r(ε) > 0 y j1(ε)

tal que para cada kj ≥ j1(ε)

∫

[Br(ε)(0)]
c
|ϕkj (·+ ykj)|

p dx ≤ ε. (3-45)

Por otro lado podemos considerar r(ε) > r0 y por (3-45) al considerar j2(ε) ≥ j1(ε) tal que

para toda j ≥ j2(ε) se verifica que

∥ ϕkj (·+ ykj)− ϕ ∥pLp(Br(ε)(0))
< ε, (3-46)

de donde se obtiene

∥ ϕkj (·+ykj)−ϕ ∥pLp(Rn)≤∥ ϕkj (·+ykj)−ϕ ∥pLp(Br(ε)(0))
+

∫

[Br(ε)(0)]
c
|ϕkj (·+ykj)|

p dx+

∫

[Br0 (0)]
c
|ϕ(x)|p dx

< 3ε. (3-47)

Finalmente se verifica que

ĺım
j→∞

∥ ϕkj (·+ ykj) ∥
p
Lp(Rn)=∥ ϕ ∥pLp(Rn),

es decir

K(ϕ) =
1

p

∫

Rn

|ϕ(x)|p dx = 1.

Teorema 18 Sean p ∈ (2, p∗)y {ϕk} ⊂ H una sucesión minimizante. Si la subsucesión {ϕkj},

{yj} ⊂ Rn y ϕ ∈ H son las que se establecen en el Lema 17 entonces

ϕkj (·+ yj) → ϕ en H.
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La función ϕ es un mı́nimo y además es una solución débil de la ecuación de Euler-Lagrange:

−
n∑

i=1

β2i ϕxixi
+

n∑

j,i=1

KiKjϕxjxi
− µϕ |ϕ|p−2 = 0 (3-48)

para algún multiplicador µ ̸= 0. Donde ci,βi ∈ R, βi ̸= 0 para toda i ∈ {1, ..., n}, Ki = βici y

n∏

i=1

1

βi
> 0.

Demostración. Por el Lema 17 sabemos que

ϕkj (·+ ykj) → ϕ en Lp(Rn) (3-49)

y K(ϕ) = 1 (véase Definición 11). Además debido a la convergencia débil de {ϕkj (· + yj)kj} a

ϕ en H y como ∥ · ∥ y ∥ · ∥I son normas equivalentes en H (véase (3-35)), entonces se obtiene

I(ϕ) ≤ ĺım
j→∞

ı́nf I(ϕkj (·+ ykj))

≤ M1.

(3-50)

Y dado queK(ϕ) = 1 y M1 ≤ I(ϕ) se concluye directamente de la Definición 11 que M1 = I(ϕ).

Por tanto ϕ alcanza el mı́nimo de I(ϕ) con la restricción K(ϕ) = 1. Además por la misma

sucesión de desigualdades (3-35) se concluye que ĺım
j→∞

∥ ϕkj (·+ ykj) ∥2=∥ ϕ ∥2, luego entonces

ϕkj (·+ ykj) → ϕ en H.3

3.3.3. Caso cŕıtico

Como se podŕıa esperar en el caso del exponente cŕıtico p∗ de Sobolev, los resultados son

diferentes, por ejemplo el teorema de existencia para el caso subcŕıtico no se puede extender

al caso cŕıtico siguiendo la misma estructura de la demostración. Lo anterior debido a que la

3Recordemos que algunas de las propiedades más importantes de la convergencia débil en un espacio de Hilbert
D son:

1. Si {uk} converge débilmente a u en D entonces ∥ u ∥≤ ĺım
k→∞

ı́nf ∥ uk ∥.

2. Si {uk} converge débilmente a u en D y ∥ u ∥= ĺım
k→∞

∥ uk ∥ entonces uk → u en D.

54



inclusión H1(Ω) ⊂ Lp∗(Ω) no es un operador compacto cuando Ω es un dominio exterior en Rn.

Desde la perspectiva del principio de concentración-compacidad el caso del desvanecimiento es

posible ya que jugando con algunos parámetros (en la llamada función de concentración) se

pueden construir sucesiones minimizantes donde ocurre el desvanecimiento. Revisemos esto con

un poco más de detalle.

Para ε > 0 definimos la ε−dilatación uε : Rn +−→ R de una función u : Rn +−→ R como

uε(x) := ε
2−n
n u(

x

ε
).

El comportamiento de una ε−dilatación para ε −→ 0 se ilustra en la figura 3-6.

Figura 3-6: ε-dilatación de una función para ε −→ 0.

Como se observó antes, es fácil verificar que si u ∈ H entonces uε ∈ H, además

∫

Rn

|∇uε(x+ y)|2 dx =

∫

Rn

|∇u(x)|2 dx

y ∫

Rn

|uε(x+ y)|p∗ dx =

∫

Rn

|u(x)|p∗ dx.

para toda y ∈ Rn y toda ε > 0 (véase Apéndice I.1). Por lo general estas identidades se conocen

como invariancia bajo dilataciones y bajo traslaciones. Ellas son las responsables de que se

puedan construir sucesiones minimizantes donde ocurra el desvanecimiento, en otras palabras

que no se satisfaga el teorema de Rellich-Kondrachov para el exponente cŕıtico. Veamos esto en

el siguiente lema.

Lema 19 Existen sucesiones minimizantes en H que no contienen ninguna subsucesión con-

vergente en Lp∗(Rn) para toda n ≥ 3.
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Demostración. Sea {ϕk} ⊂ H una sucesión minimizante y consideremos la nueva sucesión

{ψk} dada por la 1
k−dilatación;

ψk(x) := k
n−2
2 ϕk(kx) ∀k ≥ 1.

Se puede demostrar que I(ψk) = I(ϕk) y K(ψk) = K(ϕk) para toda k ≥ 1, de forma que

{ψk} también es una sucesión minimizante. En particular dicha sucesión es acotada en H aśı que

si esta contuviera una subsucesión convergente -que denotraremos igual- a algún ϕ en Lp∗(Rn)

entonces

0 ̸= p∗ = ĺım
k→∞

∥ ϕk ∥p
∗

Lp∗ (Rn)
= ĺım

k→∞
∥ ψk ∥p

∗

Lp∗ (Rn)
=∥ ϕ ∥p

∗

Lp∗ (Rn)
. (3-51)

Por tanto una nueva subsucesión convergeŕıa puntualmente a ϕ casi donde quiera en Rn (véase

[26]). Por otro lado, podemos observar que

ĺım
k→∞

ψk(x) = 0 ∀x ̸= 0,

entonces ϕ(x) = 0 casi dondequiera en Rn, lo que es una contradicción con (3-51). Aśı podemos

concluir que {ψk} es una sucesión minimizante que no contiene ninguna subsucesión convergente

en Lp∗(Rn).

Para continuar, mencionemos que además de las invariancias bajo traslaciones y dilataciones

existen otras identidades importantes como las siguientes:

1. Si y ∈ Rn y r > 0 al definir T (x) = (x−y)/r y utilizando el cambio de variable z = (x−y)/r

resulta que

∫

Rn

(K ·∇(r
2−n
2 ϕ(

x− y

r
)))2 dx = r2−n

∫

Rn

(K · (∇ϕ(x− y

r
)DT (x)))2 dx

= r2−n
∫

Rn

(K · (1
r
∇(ϕ(

x− y

r
)))2 dx

= r−n
∫

Rn

rn(K · (∇(ϕ(z)))2 dz

=

∫

Rn

(K · (∇(ϕ(z)))2 dz.

56



2.

∫

Rn

(∂iϕ(
x− y

r
))2 dx = r−n

∫

Rn

(∂iϕ(
x− y

r
))2 dx

=

∫

Rn

(∂iϕ(z))
2 dz.

Las obsevaciones anteriores, sin embargo, no niegan la posibilidad de encontrar (por otras

v́ıas) sucesiones minimizantes, que presenten propiedades extras, que contengan subsucesio-

nes fuertemente convergentes en H. En un primer resultado, que mostraremos en seguida, se

construyen sucesiones donde no ocurre el desvanecimiento gracias a una traslación y dilatación

adecuadas. El resultado utiliza el segundo lema de concentración-compacidad que enunciamos

a continuación.

Teorema 20 (Segundo Lema de Concentración-Compacidad de Lions) Supongamos que

um ⇁ u débilmente en D1,2(Rn) -con la norma usual- y µm = |∇um|2dx⇁ µ, ν = |um|p∗dx⇁ ν

débilmente en el sentido de medida, con µ y ν medidas acotadas y no negativas en Rn, entonces

se tiene

1. Existe un conjunto J al menos numerable, una familia de puntos distintos en Rn {x(j)}j∈J

y una familia de números positivos {ν(j)}j∈J tal que

ν = |u|p∗dx+
∑

j∈J

ν(j)δx(j) ,

donde δx es la función de Dirac de masa uno concentrada en x.

2. Además tenemos

µ ≥ |∇u|2 dx+
∑

j∈J

µ(j)δx(j) ,

para alguna familia {µ(j) > 0}j∈J que satisface

S(ν(j))
2
p∗ ≤ µ(j)
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para cada j ∈ J y S es la constante óptima de Sobolev. En particular

∑

j∈J
(ν(j))

2
p∗ < ∞.

Después de estas observaciones podemos enunciar el lema siguiente.

Lema 21 Supongamos que p = p∗. Si {ϕk} es una sucesión minimizante en H ⊂ D1,2(Rn) tal

que

∥ ϕk ∥2≤ S(p∗)
2
p∗ (3-52)

para toda k ≥ 1 entonces existe una subsucesión {ϕkj}, que bajo una traslación y una dilatación,

es relativamente compacta en Lp∗(Rn).

Demostración. Consideremos {Rk} ⊂ R una sucesión de números reales positivos y {zk} ⊂ Rn

una sucesión de puntos. Definimos

uk(x) := R
2−n
2

k ϕk(
x− zk
Rk

). (3-53)

De la invariancia bajo traslaciones y dilataciones se tiene

∥ uk ∥=∥ ϕk ∥

y

∥ uk ∥Lp∗ (Rn)=∥ ϕk ∥Lp∗ (Rn)

para cada k ≥ 1.

Aśı, por las identidades anteriores y las observaciones (1) y (2) de la presente sección resulta

que {uk} es nuevamente una sucesión minimizante. De esta forma, por el Corolario 14 dicha

sucesión es compacta módulo una subsucesión y una sucesión de traslaciones en Rn, es decir

existe {yk} ⊂ Rn tal que para toda ε > 0 existe r = r(ε) de forma que para todo k ≥ 1

∫

Br(yk)
|uk(x)|p

∗
dx ≥

∫

Rn

|uk(x)|p
∗
dx− ε.

Sin pérdida de generalidad dicha subsucesión la denotaremos de la misma forma. Podemos
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suponer que existe u ∈ H tal que uk ⇁ u débilmente en Lp∗ y en H.

Consideremos la familia de medidas

µk := |∇uk(x)|2 dx

y

νk := |uk(x)|p
∗
dx.

Sabemos que

ĺım
k→∞

∫

Rn

|uk(x)|p
∗
dx = p∗,

por ser una sucesión minimizante, aśı que bajo una renormalización adecuada y sin pérdida de

generalidad podemos suponer ∫

Rn

|uk(x)|p
∗
dx = p∗.

Entonces por la compacidad tendremos que

∫

Br(yk)
dνk ≥ p∗ − ε.

Siempre se pueden escoger {zk} y {Rk} sucesiones tales que

∫

B1(0)
|uk(x)|p

∗
dx =

p∗

2
. (3-54)

Aśı que si consideramos ε ≤ p∗/2 la condición anterior (de normalización) implica que

Br(yk) ∩B1(0) ̸= ∅.

Lo anterior debido a que si Br(yk) ∩ B1(0) = ∅ entonces por la condición de normalización
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(3-54) se tendŕıa que

p∗ =

∫

Rn

|uk(x)|p
∗
dx

=

∫

Br(yk)
|uk(x)|p

∗
dx+

∫

B1(0)
|uk(x)|p

∗
dx+

∫

(Br(yk)∪B1(0))c
|uk(x)|p

∗
dx

>
p∗

2
+

p∗

2

= p∗,

debido a que ε < p∗/2 y por el lema de concentración se obtiene una contradicción. Por dicha

razón podemos suponer que yk = 0 y la compacidad en concentración-compacidad se sigue

verificando, reemplazando r por 2r + 1 si fuese necesario. En tanto como νk ⇁ ν entonces

∫

Rn

dν = p∗.

Enseguida por el segundo lema de concentración-compacidad suponemos que

1. µk ⇁ µ ≥ |∇u|2 dx+
∑

j∈J
µ(j)δx(j) y

2. νk ⇁ ν = |u|p∗dx+
∑

j∈J

ν(j)δx(j) ,

para ciertos puntos x(j) ∈ Rn, j ∈ J y números positivos µ(j), ν(j) tal que

S(ν(j))
2
p∗ ≤ µ(j)

para toda j ∈ J . Luego por la desigualdad de Sobolev se tiene

S(p∗)
2
p∗ ≥∥ uk ∥2

=

∫

Rn

|∇uk(x)|2 dx

=

∫

Rn

dµk

≥∥ u ∥2 +
∑

j∈J
µ(j)

≥ S ∥ u ∥2Lp∗ (Rn) +S
∑

j∈J

(ν(j))
2
p∗ .
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En tanto por la concavidad estricta del mapeo λ +→ λ
2
p∗ el último término es

≥ S(∥ u ∥p
∗

Lp∗ (Rn)
+
∑

j∈J

ν(j))
2
p∗

= S(p∗)
2
p∗ .

Por lo tanto

∥ u ∥2Lp∗ (Rn) +
∑

j∈J

(ν(j))
2
p∗ = (p∗)

2
p∗ . (3-55)

Regresando a la condición de normalización impuesta en (3-54), se puede observar que

ν(j) ≤ 2

p∗

para toda j ∈ J . Entonces estos últimos términos se desvanecen, lo que nos permite concluir

que

∥ u ∥p
∗

Lp∗ (Rn)
= p∗,

lo que finalmente implica que {uk} converge fuertemente a u en Lp∗(Rn).

El teorema siguiente es el resultado de existencia de soluciones para el caso cŕıtico. Dicho

teorema y el lema anterior pueden resumirse en uno solo, sin embargo, se han separado para

hacer incapié en que las sucesiones minimizantes presentan la propiedad de convergencia fuerte

en el espacio Lp∗(Rn) (módulo traslaciones y dilataciones). En el caso cŕıtico la convergencia

a una solución de la ecuación en el espacio H se logra al incluir la condición (3-52) para las

sucesiones.

Teorema 22 Supongamos que p = p∗ es el exponente cŕıtico de Sobolev y {ϕk} es una suce-

sión minimizante en H ⊂ D1,2(Rn) que se satisface la condición (3-52). Si {ϕkj} y ϕ, son la

subsucesión y la función que se establcen en el Lema 21, entonces

ϕkj → ϕ (módulo dilataciones y traslaciones)

en H. La función ϕ es un mı́nimo y además es una solución débil de la ecuación de Euler-

Lagrange
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−
n∑

i=1

β2i ϕxixi
+

n∑

j,i=1

KiKjϕxjxi
− µϕ |ϕ|p

∗−2 = 0,

para algún multiplicador µ ̸= 0. Donde ci,βi ∈ R, βi ̸= 0 para toda i ∈ {1, ..., n}, Ki = βici y

n∏

i=1

1

βi
> 0.

Demostración. Por los Lemas 13 y 21 sabemos que existen ϕ ∈ H,{zk} ⊂ Rn,{Rk} ⊂ R y

{ϕk} una subsucesión -que denotaremos de la misma forma- tales que

uk(x) := R
2−n
2

k ϕk(
x− zk
Rk

) (3-56)

define una sucesión que converge fuertemente a ϕ en Lp∗(Rn). En el mismo sentido debido a

las observaciones 1 y 2, sabemos que si {ϕk} es una sucesión minimizante entonces también lo

es {uk}. Por tanto, como

ĺım
k→∞

∥ uk ∥Lp∗ (Rn)=∥ ϕ ∥Lp∗ (Rn)

se concluye K(ϕ) = 1. Además debido a la convergencia débil de {ϕkj (·+ ykj)} a ϕ en H y por

la equivalencia de los normas, se verifica

I(ϕ) ≤ ĺım
j→∞

ı́nf I(ϕkj (·+ ykj))

≤ M1. (3-57)

Y dado que K(ϕ) = 1 y M1 ≤ I(ϕ) se concluye que M1 = I(ϕ). Por tanto ϕ alcanza el

mı́nimo de I(ϕ) con la restricción K(ϕ) = 1. Además por la misma sucesión de desigualdades

(3-35) se concluye que ĺım
j→∞

∥ uj ∥2=∥ ϕ ∥2, luego entonces ϕkj → ϕ en H, módulo dilataciones

y traslaciones.

3.3.4. Observaciones de existencia.

En los apartados precedentes hemos presentado resultados de existencia para el caso cŕıtico y

subcŕıtico. Para el caso subcŕıtico hemos resuelto el problema de existencia en su totalidad,
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ya que demostramos que cualquier sucesión minimizante es precompacta módulo una sucesión

de traslaciones, esto independientemente de las constantes que definen la transformación y por

tanto los funcionales que intervienen en el problema variacional. Sin embargo el caso cŕıtico no

está completo debido a que no hemos demostrado la existencia de sucesiones minimizantes que

satisfagan la condición (3-52). De tal forma que es necesario exhibir al menos un ejemplo con

la intención de no trabajar sobre un conjunto vaćıo.

Aunque hasta el momento no se ha podido determinar la convergencia en el caso cŕıtico sin

pedir la condición (3-52), existe un caso definido por las constantes dadas en (1-10) donde se

puede mostrar una sucesión minimizante que satisfaga (3-52) a partir de una solución conocida.

En ese sentido si se considera la transformación dada por (1-10) la ecuación transformada es

∆ϕ = −ϕ|ϕ|p∗−2, (3-58)

cuya solución es la conocida función (2-8) de Ni, Gidas y Nirenberg, es decir

ϕ∗(x) = A
(
1 + |x

λ
|2
) 2−n

2
,

para A una constante adecuada.

Si definimos

τ :=

[
1

p∗

∫

Rn

|ϕ∗(x)|p∗dx
] p∗−2

p∗

, (3-59)

entonces la función

ϕ̃(x) := τ
1

2−p∗ ϕ∗(x) (3-60)

es solución de la ecuación

∆ϕ = −τϕ|ϕ|p∗−2. (3-61)

Por la forma propuesta para ϕ̃ se desprende rápidamente que K(ϕ̃) = 1 y I(ϕ̃) = M1. Además

las funciones que tienen la forma de (2-8), son las que alcanzan la constante óptima de Sobo-

lev, es decir satisfancen la condición (3-52) (véase [51]). En ese sentido podemos pensar en la

siguiente sucesión de funciones dada por

ϕk(x) = ϕ̃(x) para toda k ≥ 1, (3-62)
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que por lo antes expuesto es una sucesión minimizante que satisface las hipótesis del Teorema

22.

Con la observación anterior se verifica el hecho de que el conjunto de sucesiones minimizantes

que satisfacen (3-52) en el caso del exponente cŕıtico de Sobolev es no vaćıo. Sin embargo esto

sólo es válido para valores particulares de las c′is y β
′
is (véase las constantes que definen el caso

estacionario en (2-7)). Un trabajo posterior es tratar de generalizar el resultado o encontrar

nuevas condiciones para otros valores de dichas constantes donde se verifique la convergencia

fuerte.
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Caṕıtulo 4

Estabilidad de las soluciones

Un campo importante de estudio de las ecuaciones de evolución ha sido el de estabilidad. En

general, debido a su relevancia en los diferentes modelos f́ısicos y biológicos, se ha estudiado la

estabilidad de las soluciones de equilibrio o estacionarias. En el área de las ecuaciones diferen-

ciales ordinarias una solución de equilibrio es estable si soluciones que inician en vecindades,

suficientemente pequeñas, del punto de equilibrio asociado a la solución de equilibrio se man-

tienen cerca del estado de equilibrio para todo instante posterior. En cambio si la solución se

aleja del estado de equilibrio se dice que la solución de equilibrio es inestable.

En ecuaciones diferenciales parciales, el método clásico para determinar si un estado de

equilibrio ue(x) es estable o no, es el siguiente: Consideremos valores próximos al equilibrio, ue,

u(x, 0) = ue(x) + g(x),

donde g es pequeño. Supongamos

u(x, t) = ue(x) + v(x, t)

siendo v(x, t) el desplazamiento del equilibrio. Si v(x, t) → 0 se sigue que u(x, t) → ue(x) cuando

t → ∞. Decimos entonces que el estado de equilibrio es estable (asintóticamente). Si v(x, t) es

acotado cuando t → ∞ y suponemos que u está inicialmente próximo a ue, entonces decimos

que la solución de equilibrio es estable. En cambio, si existe algún dato inicial (próximo a ue)
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para el cual u(x, t)− ue(x) es grande para t → ∞, entonces ue(x) es inestable.

En general, el desplazamiento del equilibrio satisface una ecuación en derivadas parciales

lineal (con un número infinito de grados de libertad). En el caso de la ecuación de onda semilineal

el estudio se complica debido, por supuesto, a la no linealidad.

El objetivo de esta sección es presentar el resultado que ha sido probado para un tipo de

estabilidad de las ondas viajeras, soluciones de la ecuación (3-2). En [4] se prueba la estabilidad,

para ecuaciones no-lineales dispersivas, de soluciones de tipo onda viajera, por ejemplo áquellas

de la forma

ut + f(u)x −Mux = 0, (4-1)

con f : R −→ R una función C∞(R) superlineal y M un operador de dispersión. La prueba

se logra al verificar que la solución de onda viajera es un minimizador local restringido de un

funcional hamiltoniano asociado con la ecuación (4-1). Lo anterior se hace fundamentalmente

mediante la obtención de información básica sobre esl espectro de un operador asociado. Este

operador se obtiene al linealizar la ecuación de onda viajera. En la práctica el análisis es

part́ıcularmente dif́ıcil de realizar. Para evitar estas d́ıficultades se puede recurrir a un método

alternativo para probar estabilidad de ondas solitarias, que no se basa en un análisis local.

Dicho método fue desarrollado por Cazanave y P. Lions (véase [13]) utilizando el principio

de concentración-compacidad de Lions. Mediante esta técnica, en [1], John P. Albert prueba

que las ondas solitarias, soluciones de la ecuación KdV, son estables en el sentido de que una

ligera perturbación de una onda solitaria continuará pareciéndose a una onda solitaria para

todo tiempo, en lugar de evolucionar a otra forma de onda. Resulta que cuando este método

funciona se demuestra no sólo la existencia de minimizadores y la compacidad de las sucesiones

minimizantes, sino también que el conjunto de minimizadores es un conjunto estable para el

problema de valores iniciales asociado; en el sentido de que la solución que inicia cerca del

conjunto permanecerá cerca para todo tiempo.

Como ya mencionamos una ventaja del método de concentración-compacidad para probar

la estabilidad de ondas solitarias es que requiere un análsis menos detallado que el de métodos

locales como los de Benjamin, Weinstein y Grillakis, sin embargo, produce un resultado débil

de estabilidad; en tanto que sólo se demuestra la estabilidad de un conjunto de soluciones

minimizadoras y no proporciona información de la estructura de este conjunto y tampoco
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distingue entre sus diferentes miembros.

Un problema, que es un ejemplo donde se aplica el método de Cazanave y Lions, es el

siguiente

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Minimizar

E(ψ) = 1
2

∫∞
−∞(dψ(x)dx )2 − 2

(p+1)(p+2) (ψ(x))
p dx,

sujeto a la restricción

F (ψ) = 1
2

∫∞
−∞(ψ(x))2 dx = λ > 0.

(4-2)

Mediante el principio de concentración-compacidad se puede demostrar que este problema tiene

una solución para p < 4 que satisface la ecuación

−φ′′ + cφ− 1

p+ 1
(φ)p+1 = 0

y por lo tanto es una solución de tipo onda viajera de la ecuación Generalizada de Korteweg-de

Vries (GKdV)

ut + upux + uxxx = 0,

donde p ∈ N. La solución es para una velocidad de onda c > 0, que además es un multiplicador

de Lagrange asociado con el problema (4-2). Después de que se verifica que las sucesiones

minimizantes asociadas al problema (4-2) son relativamente compactas módulo traslaciones, se

utiliza la propiedad de que E y F son cantidades que se conservan de la ecuación GKdV para

probar que el conjunto de minimizadores globales del problema (4-2) es un conjunto estable

para el flujo estable asociado con la ecuación GKdV (véase [4]).

La estabilidad de ondas viajeras, soluciones de ecuaciones de segundo orden, se ha estudiado

en muchos trabajos, incluyendo [28], [47], [48] para las ecuaciones de Klein-Gordon y [13], [53],

[54] para la ecuación de Schrödinger. Además de los resultados de estabilidad de Levandosky

para ecuaciones de cuarto orden existen otros para ecuaciones de orden superior, tales como la

ecuación KdV (véase [9] y [49]) y la de Boussinesq generalizada (véase [35] y [40]). Otros trabajos

importates son los de Weinstein [52], Albert, Bona y Saut [3], Bouard y Saut [10], Kichenassamy

[28], Lopes [36], Albert y Angulo [2]. Además Levandosky en [30] aplica el mismo método para

probar estabilidad de soluciones tipo ondas solitarias cuando los funcionales involucrados en el
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problema variacional no son cantidades conservadas. Sin embargo, no hay resultados para la

ecuación (3-2) utilizando el método de concentración-compacidad, lo cual es una aportación de

la presente investigación.

4.1. Existencia local (en el tiempo)

Antes de continuar realizaremos una breve exposición sobre la existencia y unicidad para el

problema de valores iniciales

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

utt −∆u+ f(u) = 0 en Rn × (0,∞)

u(x, 0) = u0(x) en Rn

ut(x, 0) = u1(x) en Rn.

(4-3)

Aunque existen múltiples enfoques mencionaremos uno que reduce el problema de existencia y

unicidad a un problema de punto fijo. El material respectivo a esta sección se puede revisar con

mayor detalle en [13], [57] y [47].

La ecuación del problema (4-3) puede ser escrita en forma de un sistema

⎧
⎨

⎩
ut = v

vt = ∆u− f(u),
(4-4)

que, a su vez, puede ser escrito en términos de un sistema semilineal abstracto

Ut = AU + S(U), (4-5)

donde la nueva incógnita del sistema es el par U = (u, v)T = (u, ut)T . En tanto A es el operador

lineal

A =

⎡

⎣ 0 I

∆ 0

⎤

⎦ ,

siendo I el operador identidad, ∆ el operador de Laplace y

S(U) =

⎛

⎝ 0

−f(u)

⎞

⎠ = S

⎛

⎝u

v

⎞

⎠ .
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Una definición rigurosa del operador A exige no sólo que indiquemos la forma en que actúa

sino también su dominio. Éste resulta ser el espacio adecuado para resolver la ecuación de onda.

De forma natural se considera el espacio de Hilbert

H̃ = H× L2(Rn).

La elección de este espacio no es arbitraria, sino surge de considerar el funcional de enerǵıa

E(t) =

∫

Rn

(ut)2 + |∇u|2

2
+ F (u) dx,

que es una integral de movimiento. Efectivamente la conservación de la enerǵıa sugiere buscar

soluciones tales que

1. u ∈ H, ya que |∇u| ∈ L2(Rn) y

ĺım
|x|→∞

u(x) = 0,

que es una condición de contorno.

2. ut ∈ L2(Rn).

Cabe mencionar que el espacio de enerǵıa H̃ es un espacio de Hilbert dotado de la norma

∥ (f, g) ∥
H̃
:= (∥ f ∥2 + ∥ g ∥2L2(Rn))

1
2 . (4-6)

Por otro lado, el problema de condiciones iniciales se reduce a la ecuación integral

U(t) = eA(t)U0 +

∫ t

0
eA(t−w)S(U(w)) dw, (4-7)

que, a su vez, es equivalente al problema de punto fijo

U(t) = [Φ(U)](t) (4-8)

para la función

[Φ(U)](t) = eA(t)U0 +

∫ t

0
eA(t−w)S(U(w)) dw. (4-9)
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En ese sentido se recurre al teorema de punto fijo de Banach. Consideremos las siguientes

hipótesis:

1. Sea R =∥ U0 ∥H̃ y B2R la bola de radio 2R en H̃.

2. Supongamos que la no linealidad S mapea H̃ en H̃ de modo que se trata de una función

lipschitziana sobre conjuntos acotados en H̃, es decir

Definición 23 S es una función de tipo Lipschitz sobre conjuntos acotados si para cada

k > 0 existe Lk > 0 tal que

∥ S(U1)− S(U2) ∥H̃< Lk ∥ U1 − U2 ∥H̃

para cada U1, U2 ∈ H̃ con

∥ U1 ∥H̃, ∥ U2 ∥H̃≤ k.

Bajo estas hipótesis es fácil comprobar que si τ > 0 es suficientemente pequeño, Φ es una

contracción estricta en C([0, τ ];B2R). Esto permite deducir la existencia y unicidad de una

solución local (en tiempo) de (4-3) en C([0, τ ];B2R).

En el caso espećıfico de la no-linealidad que hemos considerado y bajo las condiciones del

exponente p, resulta que para cada par de datos iniciales

(u0, u1) ∈ H̃ = H× L2(Rn)

existe τ > 0 y una única solución

u ∈ C([0, τ ]; H̃) ∩ C1([0, τ ];L2(Rn)).

Por último una vez que la solución local en el tiempo ha sido obtenida, mediante los mismos

argumentos de prolongación que se utilizan en el marco de las ecuaciones diferenciales ordinarias,

esta solución local puede ser prolongada al máximo intervalo de existencia V (0) = [0, Tmax) de

modo que la solución única de (4-3) se obtiene finalmente en el conjunto

u ∈ C(V (0); H̃) ∩ C1(V (0);L2(Rn)).
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4.2. Estabilidad

Primero establecemos el Teorema 24 similar al de Albert en [1]. Dicho Teorema otorga prácti-

camente la demostración final del resultado de estabilidad de nuestra construcción, el cual se

enuncia a continuación en el Teorema 25. Debemos mencionar que los resultados siguientes se

establecen suponiendo 2 < p < p∗, es decir el caso subcŕıtico. Recordemos que G denota al

conjunto de minimizadores (véase definición 11) y por el Teorema 18 es un conjunto no vaćıo

en el caso subcŕıtico.

Teorema 24 Sea G no vaćıo. Si {ϕk} ⊂ H es una sucesión minimizante entonces

1. Existen {yk} ⊂ Rn y ϕ ∈ H tal que {ϕk(· + yk)} tiene al menos una subsucesión fuerte-

mente convergente a ϕ en H.

2.

ĺım
k→∞

[
ı́nf

ϕ∈G, y∈Rn
∥ ϕk(·+ y)− ϕ ∥

]
= 0.

3.

ĺım
k→∞

[
ı́nf
ϕ∈G

∥ ϕk − ϕ ∥
]
= 0.

Demostración. El inciso 1) es inmediato del Teorema 18. Ahora, para demostrar 2) procede-

remos por contradicción. En ese sentido supongamos que existe una subsucesión {ϕkj} para la

cual existe ε > 0 tal que

ı́nf
ϕ∈G, y∈Rn

∥ ϕkj (·+ y)− ϕ ∥≥ ε

para cada j ≥ 1. Como dicha subsucesión es en śı misma una sucesión minimizante entonces

por 1) existe {yj} tal que {ϕkj (· + yj)} tiene una subsucesión - que denotaremos del mismo

modo- fuertemente convergente a ϕ∗ ∈ G, verificándose

ε ≤ ı́nf
ϕ∈G, y∈Rn

∥ ϕkj(·+ y)− ϕ ∥

≤∥ ϕkj (·+ yj)− ϕ∗ ∥
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para cada j ≥ 1. Por tanto

ĺım
j→∞

∥ ϕkj(·+ yj)− ϕ∗ ∥> 0,

pero por otro lado, debido a la convergencia fuerte, se tiene que

ĺım
j→∞

∥ ϕkj(·+ yj)− ϕ∗ ∥= 0,

lo que es una contradicción, aśı que se obtiene 2). Finalmente para verificar 3) basta recordar

que K e I son funcionales invariantes bajo traslaciones espaciales, es decir K(ϕ(·+ y)) = K(ϕ)

e I(ϕ(·+ y)) = I(ϕ) para toda ϕ ∈ H y toda y ∈ Rn. En ese sentido observemos que si ϕ∗ ∈ G

entonces M1 = I(ϕ∗) = I(ϕ∗(·+ y)) y 1 = K(ϕ∗) = K(ϕ∗(·+ y)), de donde ϕ∗(·+ y) ∈ G para

cada y ∈ Rn. Por tanto se verifica

0 = ĺım
k→∞

[
ı́nf

ϕ∈G, y∈Rn
∥ ϕk(·+ y)− ϕ ∥

]

= ĺım
k→∞

[
ı́nf

ϕ(·+y)∈G, y∈Rn
∥ ϕk(·+ y)− ϕ ∥

]

= ĺım
k→∞

[
ı́nf

ϕ(·+y)∈G, y∈Rn
∥ ϕk − ϕ ∥

]

= ĺım
k→∞

[
ı́nf
ϕ∈G

∥ ϕk − ϕ ∥
]
.

Teorema 25 Para toda ε > 0 existe δ > 0 tal que si

ı́nf
ϕ∈G

∥ v0 − ϕ ∥< δ,

entonces la solución v(x, t) = v∗(ξ(x, t)) de (4-3) con v0 = v(x, 0) = v∗(ξ(x, 0)) satisface

ı́nf
ϕ∈G

∥ v(·, t) − ϕ ∥< ε

para todo t ∈ V (0) ⊂ R.
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Demostración. Para la demostración supongamos que el teorema es falso, aśı que existe ε > 0

tal que para todo δ > 0

ı́nf
ϕ∈G

∥ v0 − ϕ ∥< δ,

pero

ı́nf
ϕ∈G

∥ v(·, t∗)− ϕ ∥≥ ε

para algún t∗ ∈ V (0) ⊂ R. Lo anterior es válido para un conjunto de problemas de condiciones

iniciales adecuado que nos permite considerar una sucesión de funciones {ϕk} en H. La sucesión

anterior es tal que vk(x, t) = v∗(ξ(x, t)) es solución de (4-3) con vk(x, 0) = ϕk(ξ(x, 0) para cada

k ≥ 1. Que a su vez define una sucesión {tk} ⊂ V (0) ⊂ R tal que para algún ε > 0 se satisface

ı́nf
ϕ∈G

∥ ϕk − ϕ ∥< 1

k
(4-10)

y

ı́nf
ϕ∈G

∥ vk(·, tk)− ϕ ∥≥ ε (4-11)

para toda k ≥ 1.

Observemos ahora que si {ϕk} no convergiera a ϕ0 ∈ G entonces existiŕıa m ∈ N tal que

para toda k ≥ m

∥ ϕk − ϕ ∥≥ 1

k

para toda ϕ ∈ G, por tanto

ı́nf
ϕ∈G

∥ ϕk − ϕ ∥≥ 1

k

lo cual es una contradicción con (4-10). Luego podemos afirmar que existe ϕ0 ∈ G tal que

ϕk → ϕ0 en H, con I(ϕ0) = M1 y K(ϕ0) = 1.

Demostremos ahora que {ϕk} es minimizante. Notemos primero que debido a la convergencia

fuerte ĺım
k→∞

∥ ϕk − ϕ0 ∥= 0 y

∥ ϕk − ϕ0 ∥pLp(Rn)=
∑

z∈Zn

∫

Rn(z)
|ϕk(x)− ϕ0(x)|pdx
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≤ C

[
∑

z∈Zn

∫

Rn(z)
|∇ϕk(x)−∇ϕ0(x)|2dx

]

= C ∥ ϕk − ϕ0 ∥2H

donde Rn(z) el rectángulo n-dimensional con centro en z ∈ Rn y cuya diagonal es dn =
√
n.

Se tiene ĺım
k→∞

∥ ϕk − ϕ0 ∥pLp(Rn)= 0, es decir ĺım
k→∞

∥ ϕk ∥pLp(Rn)=∥ ϕ0 ∥pLp(Rn) lo que implica que

ĺım
k→∞

K(ϕk) = 1.

Por otro lado, debido a que ∥ · ∥I y ∥ · ∥ son normas equivalentes, se verifica

ĺım
k→∞

∥ ϕk ∥2I=∥ ϕ0 ∥2I= M1,

es decir

ĺım
k→∞

I(ϕk) = M1.

Por tanto {ϕk} es una sucesión minimizante.

Por otro lado siempre se puede escoger una sucesión {ak} ⊂ R tal que ĺım
k→∞

ak = 1 y |ak| ≥ 1

para cada k ≥ 1, de tal forma que se satisface ĺım
k→∞

K(akϕk) = 1 y ĺım
k→∞

I(akϕk) = M1, es decir,

{akϕk} es una sucesión minimizante.

Consideremos ahora la sucesión {akvk(·, tk)}, que resulta minimizante. Lo anterior ya que co-

mo los funcionales K e I no dependen del tiempo t entonces ĺım
k→∞

K(akvk(·, tk)) = ĺım
k→∞

K(ϕk) =

1 y ĺım
k→∞

I(akvk(·, tk)) = ĺım
k→∞

I(ϕk) = M1. Habiendo observado lo anterior por el Teorema 24

se tiene que

ĺım
k→∞

[
ı́nf
ϕ∈G

∥ akvk(·, tk)− ϕ ∥
]
= 0,

es decir existe una sucesión {ϕ̂k} ⊂ G tal que para k suficientemente grande se satisface

∥ akvk(·, tk)− ϕ̂k ∥≤ ε

2
.

Por tanto

ε ≤∥ vk(·, tk)− ϕ̂k ∥

≤∥ vk(·, tk)− akvk(·, tk) ∥H + ∥ akvk(·, tk)− ϕ̂k ∥
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≤ |1− ak| ∥ vk(·, tk) ∥ +
ε

2

para toda k ≥ 1 suficientemente grande. Aśı que tomado k → ∞ se tiene 0 < ε ≤ ε
2 , lo que es

una contradicción.

Una desventaja del Teorema 25 es que sólo asegura la estabilidad con respecto a un conjunto

indeterminado de minimizadores. Si por ejemplo el conjunto G contiene dos funciones, ϕ1 y

ϕ2, que no son traslaciones una de la otra, entonces no todas las sucesiones minimizantes

convergeŕıan módulo traslaciones a la misma función; ya que una sucesión minimizante podŕıa

contener dos subsucesiones que tiendan a ϕ1 y ϕ2 respectivamente. En ese sentido se puede

intentar hacer una descripción detallada del conjunto de minimizadores. Esto lo hace Albert

para la ecuación KdV

ut + uux + uxxx = 0

al caracterizar los minimizadores de un problema variacional adecuado.

75



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo presentamos resultados relativos a la existencia y estabilidad de soluciones de

tipo onda viajera para la ecuación (0-1) en el caso subcŕıtico y la existencia de soluciones de

onda viajera para la ecuación (0-1) en el caso cŕıtico. Recordemos que en este último caso la

prueba sólo es para un conjunto determinado de valores de la transformación de coordenadas.

Es importante mencionar que el problema analizado en el presente trabajo tiene una es-

tructura variacional. Esto permite estudiarlo mediante los diferentes métodos variacionales

conocidos y no uno en espećıfico. De forma particular utilizamos el principio de concentra-

ción-compacidad, ya que como quedó exhibido en el desarrollo expuesto, cuando el método

funciona, probar la existencia de minimizadores y compacidad de sucesiones minimizantes es

la antesala de la estabilidad del conjunto de minimizadores respecto a un problema de valores

iniciales.

A lo largo de la investigación han surgido nuevas preguntas que aún quedan por contestar.

En este sentido, nos parece importante mencionar las siguientes:

1. ¿ Se podrá caracterizar, en algunos casos, el conjunto de minimizadores para nuestra

ecuación ?

2. ¿Existirán simetŕıas particulares para las funciones en el conjunto de minimizadores?

3. ¿Qué ocurre con la existencia y en su caso estabilidad de las soluciones para el caso cŕıtico?

4. Además de dar respuesta a lo anterior buscamos principalmente construir un resultado en
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el siguiente sentido: supongamos que una solución de tipo onda viajera para un problema

de condiciones iniciales de la ecuación (12) inicia con k puntos cŕıticos, entonces después de

cierto tiempo y bajo ciertas hipótesis se formarán m(k) puntos cŕıticos. En otras palabras:

para una solución que inicia con cierto número de crestas en su perfil nos interesaŕıa

conocer el número de crestas que tiene en otro instante. Pensamos que esto se puede

lograr “contando” las concentraciones que asegura el lema de concentración-compacidad.

La idea general es la siguiente: la sucesión de centros {yk}, cuya existencia asegura el

principio de concentración-compacidad, es una sucesión acotada (véase Corolario 15). Por

tal motivo podemos considerar el conjunto Υ de puntos de acumulación del conjunto

de subsucesiones convergentes de la sucesión minimizante original. Suponemos que dicho

conjunto coincide con el conjunto de puntos cŕıticos (concretamente con los máximos

relativos) de la función ĺımite ϕ. En ese sentido Υ tiene una relación relevante con las

“crestas” de ϕ. Intuimos también que dicho conjunto es finito y su cardinalidad coincide

con el número de concentraciones de la función ϕ. Consideramos que una herramienta

para abordar este problema es el resultado de Concentración Global de Struwe (véase [51]

).

Por último quisiéramos mencionar una observación respecto a las sucesiones minimizantes en

el caso subcŕıtico. Para ello nos remitimos a la sección 3.3.1. Debemos senalar que los conjuntos

Π1 y Π2, que se definen en la sección antes mencionada, pueden restringirse al fijar ϕ, en ese

sentido podemos hablar ahora de

α∗(ϕ) = supΠ1(ϕ)

y

ω∗(ϕ) := ı́nf Π2(ϕ).

En este caso se sigue satisfaciendo

α∗(ϕ) ≤ (máx{β2i }+ |K|2)
2

y
mı́n{β2i }

2
≤ ω∗(ϕ)
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para todo ϕ ∈ H.

Por otro lado si consideramos una sucesión minimizante {ϕk} entonces

ĺım
k→∞

I(ϕk) = M1

y aśı

ĺım
k→∞

1

2

∫

Rn

[
n∑

i=1

β2i (∂xi
ϕk(x))

2

]

dx = εM1,

con 0 ≤ ε ≤ 1. De donde

1

2

∫

Rn

[
n∑

i=1

β2i (∂xi
ϕk(x))

2

]

dx = εkM1 (5-1)

para

ĺım
k→∞

εk = ε.

En ese sentido observamos que

I(ϕk) ≤ ω∗ ∥ ϕk ∥2

≤ ω∗

α∗ εkM1

para todo k ≥ 1. De donde

M1 = ĺım
k→∞

I(ϕk) ≤
ω∗

α∗ εM1

y como M1 > 0 entonces 1 ≤ (ω∗/α∗)ε y ε > 0.

Dada cualquier sucesión minimizante podemos definir una sucesión de números reales dada

por

αk := α∗(ϕk) (5-2)

para cada k ≥ 1. Resulta que hay casos en los que se verifica que

ĺım
j→∞

[
ω∗(ϕ)

εk
αk

]
≤ 1 (5-3)

para ϕ la función del Lema 13 y {εk} la sucesión dada en (5-1). Cuando esto ocurre la sucesión

minimizante converge fuertemente a ϕ en H.
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Algunos casos concretos nos llevan a pensar que la condición (5-3) se satisface cuando εk < 1

para todo k ≥ 1. Lo anterior implica que

∫

Rn

(K ·∇ϕ(x))2 dx > 0, (5-4)

es decir, la parte cinética de la enerǵıa total es diferente de cero. En ese sentido aquellas suce-

siones minimizantes que satisfacen la condición (5-2) podemos llamarlas “sucesiones cinéticas”.

Como en el caso subcŕıtico todas las sucesiones minimizantes convergen y entonces las que son

sucesiones cinéticas también convergen. Además convergen a una función que es la representa-

ción de una onda viajera que en cierto sentido conserva la propiedad cinética de las sucesiones

minimizantes. Un hecho que falta por esclarecer es si todas las sucesiones minimizantes son

cinéticas. Esto estableceria que en el presente caso la enerǵıa potencial no puede evolucionar en

cinética sin una causa externa.

Por otro lado si se utiliza el mismo razonamiento para el caso cŕıtico seŕıa relevante deter-

minar o exhibir sucesiones minimizantes cinéticas, ya que en tal caso también tendŕıamos la

convergencia fuerte sin imponer más condiciones. Podŕıamos concluir aśı que, tanto en caso cŕıti-

co y subcŕıtico, si {ϕk} es una sucesión minimizante cinética entonces converge fuertemente

a ϕ -que establece el Lema 13- en H.

79



Apéndice A

Consideremos

uξ
0

λ (x, t) := ϕ∗(ξ) = A(λ2 + |ξ − ξ0|)
2−n
2 ,

con A = (n(n− 2)λ2)
n−2
4 , 3 ≤ n, λ > 0 y ξ0 ∈ Rn. Para empezar tenemos que

∇uξ
0

λ = (β1, ...,βn)(∇ξϕ
∗)T

y aśı |∇u∗|2 =
∑n

i=1 β
2
i (ϕ

∗
ξi
)2, con β2i = 1 para todo 2 ≤ i ≤ n y β21 = 1/(1 − c21). Por tanto

∫

Rn

|∇uξ
0

λ (x, t)|2 dx =

∫

Rn

n∑

i=1

β2i (ϕ
∗
ξi(β1(x1 − c1t),β2x2, ...,βnxn))

2 dx

y con el cambio de variable apropiado tenemos

∫

Rn

|∇uξ
0

λ (x, t)|2 dx = (Πn
i=1

1

βi
)

∫

Rn

n∑

i=1

β2i (ϕ
∗
ξi(ξ))

2 dξ

:= (Πn
i=1

1

βi
)I1. (A-1)

Por otro lado

∂iϕ
∗ = Aλ−n(2− n)(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)−

n
2 (ξi − ξ0i ).
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Luego de utilizar el cambio de variable zi = (ξi − ξ0i )/λ se obtiene

I1 =

∫

Rn

A2λ−2n(2− n)2(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)−n

n∑

i=1

β2i (ξi − ξ0i )
2 dξ

= A2λ−2n(2− n)2
∫

Rn

(1 + |z|2)−n(
n∑

i=1

β2i λ
2z2i )λ

n dz

= n
n−2
2 (n− 2)

n+2
2

∫

Rn

(1 + |z|2)−n(
n∑

i=1

β2i z
2
i ) dz.

(A-2)

De la identidad anterior y al sustituir en (A-1) podemos concluir que

∫

Rn

|∇uξ
0

λ (x)|2 dx =

∫

Rn

|∇u01(x)|2 dx,

es decir no existe dependencia respecto a λ, ξ0 y t.

Veamos ahora el correspondiente cálculo para término
∫
(∂tu

ξ0

λ )2. Empecemos observando

que

∂tu
ξ0

λ = −β1c1ϕ∗
ξ1 ,

de donde

∫

Rn

(∂tu
ξ0

λ (x, t))2 dx = (β1c1)
2
∫

Rn

(ϕ∗
ξ1(β1(x1 − c1t),β2x2, ...,βnxn))

2 dx

= (β1c1)
2(Πn

i=1
1

βi
)

∫

Rn

(ϕ∗
ξ1(ξ))

2 dξ

= (β1c1)
2(Πn

i=1
1

βi
)

∫

Rn

A2λ−2n(2− n)2(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)−n(ξ1 − ξ01)

2 dξ

= (β1c1)
2(Πn

i=1
1

βi
)n

n−2
2 (n− 2)

n+2
2

∫

Rn

(1 + |z|2)−nz21 dz

=

∫

Rn

(∂tu
0
1(x, t))

2 dx.

(A-3)

Nuevamente no existe dependencia respecto a λ, ξ0 y t. En seguida veamos que lo anterior

también se verifica para la integral
∫
(uξ

0

λ )p
∗
:

∫

Rn

(uξ
0

λ (x, t))p
∗
dx =

∫

Rn

(ϕ∗(β1(x1 − c1t),β2x2, ...,βnxn))
p∗dx
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= (Πn
i=1

1

βi
)

∫

Rn

Ap∗(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)p∗(

2−n
2 )λ(2−n)p∗dξ

= (Πn
i=1

1

βi
)(n(n− 2))

n
2

∫

Rn

(1 + |z|2)−n dz

=

∫

Rn

(u01(x, t))
p∗dx.
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Apéndice B

Si recuperamos la forma que tiene el funcional de enerǵıa (véase (2-25) ) podemos concluir que

este no tiene dependencia respecto a los parámetros λ, ξ0 y t. Para profundizar un poco más

en el análisis del funcional de enerǵıa es necesario calcular integrales de la forma

∫

Rn

(1 + |x|2)−n dx (B-1)

y ∫

Rn

(1 + |x|2)−nx2i dx (B-2)

para i = 1, ..., n. Una forma de calcular dichas integrales es utilizando el cambio de variable dado

por las coordenadas esféricas n-dimensionales donde intervienen las n variables r, θ1, ..., θn−1;

x1 = r sen θ1 sen θ2... sen θn−3 sen θn−2 cos θn−1

x2 = r sen θ1 sen θ2... sen θn−3 sen θn−2 sen θn−1

x3 = r sen θ1 sen θ2... sen θn−3 cos θn−2

x4 = r sen θ1 sen θ2... cos θn−3

.

.

.

xn−1 = r sen θ1 cos θ2

xn = r cos θ1
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Donde r ≥ 0, 0 ≤ θi ≤ π para i = 1, ..., n − 2, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π y el jacobiano de la

transformación es

| ∂(x1, ..., xn)

∂(r, θ1, ..., θn−1)
| = rn−1Πn−2

k=1(sen θk)
n−(k+1).

En primer lugar para (B-1) se tiene que

∫

Rn

(1 + |x|2)−n dx =

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)−nrn−1Πn−2

k=1(sen θk)
n−(k+1) drdθ1...dθn−1

= 2π

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n
drΠn−2

k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

= nV (Sn)

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n
dr,

(B-3)

donde V (Sn) es el volumen de la esfera unitaria en Rn. En tanto para (B-2) tenemos que

∫

Rn

(1 + |x|2)−nxi dx =

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)−nr2φi(θ1, ..., θn−1)r

n−1Πn−2
k=1(sen θk)

n−(k+1) drdθ1...dθn−1

=

∫ ∞

0

rn+1

(1 + r2)n
dr

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0
φi(θ1, ..., θn−1)Π

n−2
k=1(sen θk)

n−(k+1) dθ1...dθn−1

=:

∫ ∞

0

rn+1

(1 + r2)n
drIi.

(B-4)

En la sucesión anterior de ecuaciones φi esta dado por

φi(θ1, ..., θn−1) = (cos θn−(i−1))
2Πn−i

j=1(sen θj)
2,

pero además resulta que para cada n ≥ 3 se tiene que Ii = V (Sn) para toda i = 1, ..., n. Por
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ejemplo para el caso i = 1 tenemos las siguientes identidades

I1 =

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0
φ1(θ1, ..., θn−1)Π

n−2
k=1(sen θk)

n−(k+1) dθ1...dθn−1

=

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0
(sin θ1)

2(sen θ2)
2...(sen θn−3)

2(sen θn−2)
2(cos θn−1)

2(sen θ1)
n−2(sen θ2)

n−3...

...(sen θn−3)
2(sen θn−2) dθ1...dθn−1

=

∫ π

0
...

∫ π

0
(sen θ1)

n(sen θ2)
n−1...(sen θn−3)

2(sen θn−2)
3 dθ1...dθn−2

∫ 2π

0
(cos θn−1)

2 dθn−1

= πΠn−2
k=1

∫ π

0
(sen θ)k+2 dθ

= π

∫ π
0 (sen θ)

n dθ
∫ π
0 (sen θ)

n−1 dθ∫ π
0 (sen θ)

2 dθ
∫ π
0 (sen θ) dθ

Πn−2
k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

=

∫ π

0
(sen θ)n dθ

∫ π

0
(sen θ)n−1 dθΠn−2

k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ.

(B-5)

Por otro lado recordamos la identidad

∫ π

0
(sen θ)k dθ =

√
πΓ(1+k

2 )

Γ(1 + k
2 )

(B-6)

y al sustituirla en (B-5), utilizando las propiedades de la función Gamma, se obtiene

I1 =

√
πΓ(1+n

2 )

Γ(1 + n
2 )

√
πΓ(1+n−1

2 )

Γ(1 + n−1
2 )

Πn−2
k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

= π
Γ(n2 )

Γ(1 + n
2 )

Πn−2
k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

= π
Γ(n2 )
n
2Γ(

n
2 )

Πn−2
k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

=
2π

n
Πn−2

k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

= V (Sn).

(B-7)

Finalmente regresando a las identidades (B-3) y (B-4), vemos que es necesario calcular un par

de integrales indefinidas, estas estan dadas por

∫ ∞

0

rn+1

(1 + r2)n
dr =

Γ(n2 − 1)Γ(1 + n
2 )

2Γ(n)
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y ∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n
dr =

2−n√πΓ(n2 )
Γ(1+n

2 )
,

que al sustituirlas en (B-3) y (B-4) obtenemos

∫

Rn

(1 + |x|2)−n dx = nV (Sn)
2−n√πΓ(n2 )

Γ(1+n
2 )

(B-8)

y ∫

Rn

(1 + |x|2)−nx2i dx = V (Sn)
Γ(n2 − 1)Γ(1 + n

2 )

2Γ(n)
. (B-9)

Considerando las identidades anteriores y al reemplazarlas en la forma que tiene el funcional

de enerǵıa (2-25) de la sección 2.2 obtenemos la identidad (2-30), de la misma sección.

86



Apéndice C

Verifiquemos ahora lo relativo a la observación 4. Empecemos desarrollando la siguiente integral:

∫

Rn

(uξ
0

λ (x, t))2dx =

∫

Rn

(ϕ∗(β1(x1 − c1t),β2x2, ...,βnxn))
2dx

= (Πn
i=1

1

βi
)

∫

Rn

A2(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)(2−n)λ2(2−n)dξ

= (Πn
i=1

1

βi
)(n(n − 2))

n−2
2 λ2

∫

Rn

(1 + |z|2)2−n dz

La integral de la última expresión se calcula de la siguiente forma

∫

Rn

(1 + |x|2)2−n dx =

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)2−nrn−1Πn−2

k=1(sen θk)
n−(k+1) drdθ1...dθn−1

= 2π

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n−2
drΠn−2

k=1

∫ π

0
(sen θ)k dθ

= nV (Sn)

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n−2
dr,

donde V (Sn) es el volumen de la esfera unitaria en Rn. Por otro lado se tiene que

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)n−2
dr =

⎧
⎨

⎩

Γ(n2 −2)Γ(n2 )
2Γ(n−2) si n ≥ 5,

Diverge si 4 ≥ n ≥ 1.

En ese sentido podemos concluir que

∫

Rn

(uξ
0

λ (x, t))2dx < ∞

para todo n ≥ 5, es decir uξ
0

λ ∈ H1(Rn) si y sólo si n ≥ 5.
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Apéndice D

Verifiquemos la identidad (2-34), que esta relacionada con (2-21), y se utiliza para determinar

la masa de la onda viajera. En primer lugar tenemos

∫

Rn

(∂iϕ
∗(ξ))(∂jϕ

∗(ξ))dξ = A2λ−2n(n− 2)2
∫

Rn

(1 + |ξ − ξ0

λ
|2)−n(ξi − ξ0i )(ξj − ξ0j )dξ

= A2λ−2n(n− 2)2
∫

Rn

(1 + |x|2)−nλn+2xixjdx

= n
n−2
2 (n− 2)

n+2
2

∫

Rn

(1 + |x|2)−nxixjdx,

(D-1)

en part́ıcular estamos interesados en

∫

Rn

(∂1ϕ
∗(ξ))(∂jϕ

∗(ξ))dξ = n
n−2
2 (n− 2)

n+2
2

∫

Rn

(1 + |x|2)−nx1xjdx. (D-2)

Iniciemos con j = 2. Utilizando nuevamente el cambio de variable dado por las coordenadas

esféricas n-dimensionales se tiene que

∫

Rn

(1 + |x|2)−nx1x2dx =

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)−n(r sen θ1 sen θ2... sen θn−3 sen θn−2 cos θn−1)

(r sen θ1 sen θ2... sen θn−3 sen θn−2 sen θn−1)

(

rn−1
n−2∏

k=1

(sen θk)
n−(k+1)

)

drdθ1...dθn−1

=

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)−nrn+1(sen θ1)

n(sen θ2)
n−1...(sen θn−2)

3

cos θn−1 sen θn−1drdθ1...dθn−1
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=

(∫ ∞

0
(1 + r2)−nrn+1dr

)( n∏

k=3

∫ π

0
(sen θ)kdθ

)(∫ 2π

0
cos θ sen θdθ

)

= 0,

(D-3)

debido a que ∫ 2π

0
cos θ sen θdθ = 0.

Veamos ahora que ocurre cuando 3 ≤ j ≤ n. Primero observemos que

xj = r sen θ1 sen θ2... sen θn−j cos θn−(j−1).

Por tanto

∫

Rn

(1 + |x|2)−nx1xjdx =

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)−n(r sen θ1 sen θ2... sen θn−3 sen θn−2 cos θn−1)

(r sen θ1 sen θ2... sen θn−j cos θn−(j−1))

(

rn−1
n−2∏

k=1

(sen θk)
n−(k+1)

)

drdθ1...dθn−1

=

∫ 2π

0

∫ π

0
...

∫ π

0

∫ ∞

0
(1 + r2)−nrn+1(sen θ1)

2...(sen θn−j)
2 cos θn−(j−1) sen θn−(j−1)

sen θn−(j−2)... sen θn−2 cos θn−1

(
n−2∏

k=1

(sen θk)
n−(k+1)

)

drdθ1...dθn−1

=

(∫ ∞

0
(1 + r2)−nrn+1dr

)(∫ 2π

0
cos θn−1dθn−1

)(∫ π

0
...

∫ π

0
...dθ1...dθn−2

)

= 0,

(D-4)

ya que ∫ 2π

0
cos θdθ = 0.
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re 1.2, 1984.

[32] P. L. Lions, The Concentration-Compactness Principle in the Calculus of Variations. The

Locally Compact Case, Part 2, Annales de l’institut Henri Poincaré (C) Analyse non linéai-
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