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Resumen

Se desarrolla una extension del modelo estandar basada en dimensiones extras en el espa-
cio de espin (espacio de espin extendido). Se muestra la equivalencia entre la formulacion
Lagrangiana tradicional y la del modelo de espin extendido, y en particular, para los ele-
mentos fermion-escalar, fermién-vector y escalar-vector. En 741 dimensiones se permite
la descripcion de las quiralidades derechas e izquierda de los fermiones y, especificamente,
se reproduce el sector de quarks del modelo estandar, obteniéndose cuatro generaciones
a lo més, dos dobletes de Higgs y efectos de jerarquia de masas de los fermiones, a nivel

horizontal (entre generaciones) y vertical (entre elementos de dobletes de quarks).

Abstract

A standard model extension is developed based on extra dimensions in spin space (extended
spin space). The equivalence between the standard Lagrangian formulation and the one in
the extended spin model is shown and, in particular, for fermion-scalar, fermion-vector,
and scalar-vector elements. In 7+1 dimensions, it is shown that both left- and right-handed
chiral fermions are allowed and, specifically, that the standard model electroweak quark
sector is reproduced, obtaining at most four quark generations, two Higgs doublets, and
fermion mass hierarchy effects, both horizontal (between generations) and vertical (between

quark-doublet elements).
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1 Introduccidén

En la fisica moderna, el cuerpo tedrico que describe de manera correcta a las particulas
fundamentales (quarks y leptones hasta donde sabemos) y sus interacciones se conoce como
modelo estdndar. El modelo abarca tres de las cuatro fuerzas conocidas: la fuerza electro-
magnética, la interaccion débil y la interaccién fuerte. Esta tltima es responsable de las
interacciones entre los quarks y gluones que constituyen a los hadrones, mientras que la
segunda actiia en procesos de decaimiento en los cuales las particulas finales son leptones y
hadrones estables, siendo el decaimiento beta un proceso caracteristico. Las interacciones
son mediadas por el intercambio de particulas vectoriales: fotones en el electromagnetismo,
bosones W+ y Z9 en la interaccion débil y gluones en la fuerte. Para la gravedad se postuld
el graviton, aunque la interacciéon gravitacional no se incluye propiamente dentro de la teo-
ria. Dentro del modelo estdndar las interacciones electromagnética y débil son tratadas de
manera unificada, mediante la teoria electro-débil de Glashow-Weinberg-Salam[35, 60], la
cual explica la simetria abeliana U(1) del electromagnetismo como una consecuencia del
rompimiento de la simetria no-abeliana de isospin e hipercarga débiles SU(2), x U(1)y.
Esta simetria permanece exacta hasta un limite inferior de energia que es del orden de 100

GeV, pero se rompe para energias por debajo de ese valor.

La parte restante del modelo describe a la interacciéon fuerte mediante la cromodinamica
cuantica (QCD), que es una teoria de campo con simetria de norma no-abeliana SU(3)¢
de color. Los gluones encargados de mediar las interacciones, asi como los quarks, tienen
carga de color, por lo que existen acoplamientos de este tipo entre ellos. La constante de
acoplamiento de QCD varia asintoticamente con la energia, siendo pequena (del orden de
0.2 y comparada con la unidad que corresponde a un acoplamiento fuerte) para energias de
alrededor de 10 GeV. En esta region, quarks y gluones se comportan como particulas libres,
v la pequenez de la constante de acoplamiento permite un tratamiento perturbativo de la
teoria. En cambio, para energias del orden de 1 GeV, donde los quarks se encuentran confi-
nados dentro de los hadrones, el valor de la constante de acoplamiento es aproximadamente

la unidad y los calculos perturbativos dejan de tener sentido.
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1 Introduccién

La descripcién de las interacciones fundamentales y prediccion de las particulas asociadas
correspondientes, constituyen uno de los grandes éxitos del modelo estandar. Para el elec-
tromagnetismo, la invariancia de norma implica que debe existir el fotén e interactuar tal
como lo hace, lo que lleva al entendimiento de la naturaleza de la luz. Razonamientos simi-
lares conducen a predecir la existencia de los gluones y de los bosones W+ y Z9, asi como
sus propiedades. Por ejemplo, para estos tltimos el modelo predice que sus masas deberian
ser de aproximadamente 80 GeV para los W* y de 90 GeV para el Z°, propiedades que
fueron confirmadas experimentalmente. El modelo predice también la existencia del boson
de Higgs, y el descubrimiento reciente de una particula tipo Higgs en el LHC valida atn

maés el modelo|2, 19].

A pesar de sus grandes logros, el modelo estandar tiene limitaciones, pues existen fenémenos
que no puede explicar o, en ciertos casos, ni siquiera admitir, algunos de los cuales se

mencionan a continuacion:

= El modelo no puede explicar el origen del rompimiento de la simetria por el campo

de Higgs para que las particulas adquieran masa.

= No abarca la gravedad, pues ésta no tiene la misma estructura que las otras fuerzas

(no es renormalizable).

» Los valores de las masas de quarks y leptones no pueden explicarse con el modelo

estandar.
= Aunque las describe, el modelo no explica el nimero de generaciones, ni sus jerarquias.
= El modelo no proporciona el valor de las constantes de acoplamiento.

Gran parte de la investigacién en particulas elementales, durante los ultimos cincuenta
anos, se ha dedicado a la busqueda de soluciones para las cuestiones pendientes del modelo
estandar, mediante la propuesta de modelos y teorfas que lo complementan o extienden.
Como ejemplos representativos de estas extensiones al modelo, y en las que se centra la
mayoria de la investigacion actual, se encuentran la supersimetria (SUSY)[49, 42, 51|, las
teorias de gran unificacion (GUT)[15] y la teoria de cuerdas|55, 44|, cada una con distinto
grado de aplicabilidad. Asi, las teorfas de gran unificacién suponen la existencia de un
grupo que contiene a los grupos de norma del modelo estandar, produciendo informacién

adicional respecto a las constantes de acoplamiento y las representaciones de las particulas.
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Una de las primeras propuestas de unificacién es la idea de Kaluza-Klein, que propone
dimensiones espaciales extras (una en la formulacion original) asociadas con simetrias de
norma. Las teorias de gran unificacion[34] ejemplifican estructuras matematicas dentro de
la fisica de particulas que abarcan simetrias de norma. En concreto, imponen restricciones
sobre el grupo de norma del modelo estandar SU(3)c x SU(2)r x U(1)y, limitando las
representaciones y los valores de las constantes de acoplamiento[33]. Sin embargo, las GUTs
no incluyen a la gravedad e introducen nuevos parametros para bosones de Higgs, bosones
de norma y sus interacciones dentro de la teoria. Tampoco aportan informacién sobre el

niimero de generaciones.

La teoria de cuerdas, por otro lado, permite relacionar la teorfa cuantica de campos con la
relatividad general. Sin embargo, dada su gran complejidad y a pesar del esfuerzo inverti-
do, no ha sido posible atn obtener un equema tinico de compactificaciéon que reproduzca el
modelo estandar a bajas energias, e incluso algunas vertientes de la teoria se han separado
cada vez mas de las suposiciones y motivaciones fisicas originales, con lo que el interés de
la investigaciéon se ha vuelto puramente matematico. Las teorfas supersimétricas relacio-
nan bosones y fermiones transformando a las particulas fundamentales en otras llamadas
supercompaneras, que difieren de las particulas originales por media unidad de espin. La
implementacion de SUSY contiene una conexiéon fundamental entre simetrias internas y
simetrias del espacio-tiempo, por lo que, en la versién local, provee un marco natural para
una descripcion unificada de la gravedad con el resto de las interacciones. Si SUSY fuera
una simetria exacta, una particula y su supercompaifiera deberian tener la misma masa y,
puesto que no se han observado supercompaneros para las particulas del modelo estandar,
SUSY debe ser una simetria rota, siendo el por qué y el como de dicho rompimiento los
problemas principales por resolver de la teoria. También, los resultados negativos en la
busqueda de particulas supersimétricas en el LHC[24, 1, 3] restringen atin mas los modelos
propuestos de SUSY.

Dos elementos que se usan frecuentemente en la construccién de extensiones al modelo
estandar, y que son susceptibles de ser comprobados experimentlamente en el LHC en los
siguientes anos, son extensiones al sector de Higgs, como en los modelos de dos dobletes
de Higgs (2HDM)[17], y la inclusion de simetrias de sabor|52, 29, 54, 4|. Estas ultimas
pueden ser globales o de norma, y el grupo de sabor puede ser discreto o un grupo de
Lie continuo. Una caracteristica comtin de estos modelos es que la estructura adicional

de Higgses y/o las simetrias de sabor se proponen inicialmente, en lugar de derivarse del
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1 Introduccién

modelo. Para mencionar dos ejemplos recientes, en la Ref. [28] se considera una extension
2HDM en el contexto del modelos de axiones invisibles DFSZ (Dine-Fischler-Srednicki-
Zhitnitsky)[26, 61], mientras que en [25] se emplean 2HD y singuletes escalares adicionales,
en conjunto con una simetria horizontal de norma U(1), para explicar las desviaciones al

modelo estdndar encontradas en los decaimientos de mesones B por el LHCb.

En cuanto a la descripcion real de las particulas elementales, nos centramos en sus grados
de libertad. Las particulas e interacciones obedecen simetrias globales y locales, que les
anaden nimeros cuanticos discretos no triviales, ademas de los de Lorentz. Si bien el grado
de libertad asociado al espacio es comin a todas las particulas elementales, los grados de
libertad discretos asociados a las representaciones fundamentales son més elementales, en
el sentido de que pueden ser usados para construir los otros. El espin es una manifestacién
fisica de la representacion fundamental del grupo de Lorentz, y en relaciéon con el espacio
desempena este papel elemental, pues el espacio utiliza la representaciéon vectorial, que se

puede construir en términos del espin.

El hecho que los fermiones conocidos participan en la representacién fundamental de los
grupos de Lorentz y de norma, mientras que los bosones, las particulas que transportan
las interacciones, participan en la representaciéon adjunta de los grupos de Lorentz y de
norma, sugiere una construccion compuesta9]. Tales similitudes y la presencia de simetrias
sugieren un esquema unificado, a saber, un espacio elemental para los grados de libertad
discretos: de Lorentz y escalares. De hecho, existen requisitos de coherencia analogos en
la mecanica cuantica para la descripcién y cuantificacion de las particulas e interacciones,

como son las restricciones a las representaciones requeridas por unitariedad.

De manera similar a la idea de Kaluza-Klein, suponemos un espacio comun para los grados
de libertad de espin y escalares. Si bien es tentador mezclarlos, el teorema de Coleman-
Mandula[23](Apéndice A) prohibe una mezcla directa. Obedecer esta restriccion significa
que los generadores escalares resultantes deben conmutar con los de Lorentz; equivalente-
mente, uno exige que estos dos conjuntos aparezcan como un producto directo. Sin embargo,
como se vera, se permite una simple clasificacion de los espacios, y esto conduce a limita-
ciones en el tipo de elementos que se pueden obtener, que es lo que en iltima instancia
proporcionara informacién, por ejemplo, sobre las representaciones e interacciones. En lu-
gar de anadir mas dimensiones espaciales, como en Kaluza-Klein, proponemos en su lugar

agrandar las dimensiones del espacio vectorial abstracto en que viven los objetos de es-
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pin 1/2, al que asignamos el nombre de espacio de espin, pero manteniendo la simetria de
Lorentz en el espacio de 3 + 1 dimensiones estandar. Como consecuencia, las dimensiones
extras son relevantes iinicamente en el espacio de espin, mientras que en el espacio-tiempo
(el espacio de configuracion) carecen de dindmica y permanecen inertes, por lo que no es
necesario compactificarlas. Una de las motivaciones para elegir los grados de libertad de
espin 1/2 como base es que las representaciones tensoriales del grupo de Poincaré pueden
obtenerse a partir de la representacién espinorial, pero no al revés, y en este sentido la
representacion espinorial es la mas basica. En otra interpretacion, uno procede verificando
espacios discretos adicionales, descritos a partir de un algebra de Clifford e independien-
temente de la descripcion en el espacio de configuraciéon, que permita la inclusién de los
estados y operadores relevantes|12]. En este sentido, un espacio discreto de 7+ 1 dimensio-
nes es el minimo que permite una descripcién de quarks de distinto sabor y los operadores
que los clasifican, pues se han estudiado espacios de menores dimensiones, encontrandose

que no son lo suficientemente grandes para ese proposito|7, 8, 11, 12].

El espacio de espin extendido[7, 8, 10, 11, 12|, como hemos llamado a nuestro propuesta,
se construye en términos de kets-bras que incluyen espinores, lo que resulta en un espacio
vectorial matricial dotado de una métrica, y que puede ser descrito en términos de un
algebra de Clifford. Manteniendo la simetria de Lorentz en 4-d, como se menciond, trae
como resultado la inclusiéon de operadores adicionales en el mismo espacio, los cuales se
asocian a simetrias de norma y de sabor. Puesto que los generadores de estas simetrias
conmutan con los del grupo de Lorentz, se satisface el teorema de Coleman-Mandula. Esto
hace posible que los operadores de simetria, tanto de norma como de Lorentz, sean elementos

del mismo espacio matricial, junto con los campos fisicos que clasifican.

Otras investigaciones enfatizan de manera similar el grado de libertad de espin en las exten-
siones del modelo estandar[56, 21|, para tratar de entender sus cuestiones ain sin resolver.
Estas extensiones utilizan, por lo general, un espinor algebraico representado por una ma-
triz, y la caracteristica comun de este tipo de construcciéon de modelos es el uso de la
estructura del espacio de algebra de Clifford asociado. En cuatro dimensiones, una matriz
de 4 x 4 se conecta al dlgebra de Clifford de 3+1 dimensiones C4. Cada columna de la matriz
es un ideal izquierdo del algebra. Esto permite que los operadores actien también por la
derecha, y tales transformaciones se asocian generalmente a grupos de norma. Para tener
en cuenta los multipletes de particulas y grupos de norma del modelo estandar, se hace uso

de dimensiones extras en el espacio-tiempo. Elecciones distintas sobre la naturaleza de los
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1 Introduccién

ideales izquierdos, las dimensiones del espacio-tiempo y las transformaciones de simetria,
conducen a modelos diferentes con distintos grados de aplicabilidad y consecuencias feno-
menologicas. En las Refs. [16, 18] se proponen modelos basados en objetos de Clifford en
13 4+ 1 dimensiones, que pretenden explicar el origen de las familias de quarks y leptones.
En la Ref. [58] se emplea un espinor algebraico de C7 para representar una familia de quarks
y leptones, con las transformaciones de Poincaré y de norma restringidas a actuar desde la

izquierda y derecha, respectivamente.

Otros modelos del mismo tipo incluyen a la gravedad y son geométricos por naturaleza.
En ellos, la relaciéon fundamental del &lgebra de Clifford, que usualmente se toma como un

algebra real, se da en términos de una base vectorial abstracta {e,} como

epey + evey = 29, (1.1)

sin mayor referencia a las matrices gamma. Para citar algunos ejemplos recientes (de ningu-
na manera una lista exhaustiva), en las Refs. [40] y [46] se proponen modelos que incluyen
los grupos de norma del modelo estandar y la gravedad. El primer modelo esta basado en
Cs, v el segundo en Cs1, el cual supone un espinor columna dentro de una matriz algebrai-
ca. La Ref. [48]| también propone un modelo que incluye campos de norma y de gravedad,
motivado por cuerdas y modelos de branas, y esta situado en un espacio de Clifford de 16

dimensiones.

En la presente tesis se presenta el modelo estandar electrodébil en el espacio de espin exten-
dido en 7 + 1 dimensiones|13, 14|. Se muestra una comparacion formal entre los campos y
Lagrangianos, en el espacio extendido, y la formulacién convencional del modelo estandar,
lo que permite una interpretaciéon directa del modelo en términos de una teoria de cam-
pos. Como se menciond, se escoge esta dimension por ser la minima donde se puede tener
quarks izquierdos y derechos con los ntimeros cuénticos del modelo estandar. Se obtienen
generaciones de quarks sin masa y con ella, a lo mas dos dobletes de Higgs, y una simetria
horizontal (entre familias y misma carga) de sabor. También se proporciona una jerarquia
de masas vertical (entre estados de distinta carga) después del rompimiento de la simetria.
Estos resultados constituyen una base hacia el objetivo tultimo de explicar el nimero de

generaciones de quarks y sus jerarquias de masa.
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La organizacion es la siguiente: En el capitulo 2 se presenta un breve resumen del sector
electrodébil de quarks del modelo estandar. En los capitulos 3 y 4 se presenta la construccion
del espacio de espin extendido, mostrando su descripcién en términos del algebra de Clifford
y las construcciones generales de operadores y transformaciones de simetria, asi como de
los campos sobre los que actiian. En el capitulo 5 se construyen, secuencialmente, términos
de norma e invariantes de Lorentz a partir de campos que se encuentran dentro de las
representaciones y simetrias que se derivan del espacio de espin extendido, lo que se traduce
en una teorfa Lagrangiana invariante de Poincaré. En particular, se muestra la equivalencia
de una teoria de campo invariante de norma, escrita en el espacio extendido, y la formulacion
estandar, con caracteristicas propias para cada tipo de vértice. En el capitulo 6 se presenta
el modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones en el espacio de espin extendido. Se
muestra la construccién de operadores y estados, obteniéndose cuatro familias de quarks
y dos dobletes de Higgs, asi como efectos de jerarquias horizontal y vertical. Se muestra
primero un efecto de jerarquia para una sola generacién, extendiéndose posteriormente a

cuatro generaciones. Finalmente se establecen las conclusiones.

17



2 Modelo estandar electrodébil

En este capitulo presentamos un breve resumen de los sectores de leptones y quarks del
modelo estandar, sin ahondar en detalles tedricos ni mencionar el desarrollo histérico. Para
un tratamiento completo véanse las Refs. [20, 39, 50|, mientras que los resultados experi-

mentales pueden consultarse en [47].

2.1. Grupo de norma

En procesos débiles tales como =~ — e~ + v, +v, yn — p+e + U, solamente participan
leptones izquierdos y antileptones derechos. Las amplitudes de dichos procesos se pueden

escribir en términos de corrientes cargadas

TE) = S (1 36) efa), @2.1)
g, (x) = éé(xm (1 —75) ve(), (2.2)

donde e(x) y v(x) son los campos del electron y su neutrino, respectivamente, y la barra
denota el adjunto de Dirac 1) = 1149, Lo anterior sugiere que los campos izquierdos se pue-
den acomodar en un doblete asociado a un grupo SU(2). Definiendo el doblete de leptones

(el subindice L es para enfatizar el hecho de que involucran a fermiones izquierdos)

(1= 1%) () = () , (23)
L

v los operadores de escalera de isospin débil

1, .2
7_+:7' + T _ 0 1 7 (2.4)
2 0 0

L=

N
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2 Modelo estéandar electrodébil

7l —ir2? 0 0
- _ — 7 2.5
=210 25)

con 7', i = 1,2, 3, las matrices de Pauli, las corrientes cargadas en las ecuaciones (2.1) y

(2.2) se pueden reescribir como

Jif =Ly, L, (2.6)

J, =Ly, L, (2.7)

lo que sugiere que las corrientes débiles forman un grupo SU(2), si se introduce la corriente

neutra

s ;. T
J'u :L’}/M?L
1 1

:§ﬁe'YuVe — QéL'yﬂeL,

(2.8)

de manera que las tres corrientes J, j[, J 3 formen un triplete de isospin débil SU(2); en la

representacion adjunta
, _ . _ Ti .
Ji(z) = Ly, T'L = L’)/MEL7 i=1,2,3, (2.9)
donde las cargas definidas por
T = /Jg(a:)d?’x, i=1,2,3, (2.10)
satisfacen el algebra del grupo SU(2),
[T%,T7) = i~k (2.11)

La parte derecha del electron eg = %(1 + 75) e (el neutrino se asume sin masa y por lo

tanto sin parte derecha) no aparece en las corrientes, por lo que es un singulete bajo una
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2.1 Grupo de norma

transformacion de SU(2); . Las corrientes .J ff, J 3 se acoplan a los bosones Wﬁt y Ai, respec-
tivamente, y en principio podria pensarse en asociar la corriente neutra J;j’ con la corriente
electromagnética J;™. Sin embargo, dado que trr3 = 0, de la ecuacion (2.8) se deduce que
la suma de las cargas del neutrino y del electrén es cero, lo que es incorrecto, ademas de que
J;’ no conserva paridad y no contiene a eg, como si sucede con la corriente electromagnéti-
ca. En consecuencia no es posible asociar la corriente neutra con la electromagnética.. No
obstante, la ecuacion (2.8) si proporciona la diferencia correcta de las cargas eléctricas del
neutrino y del electrén: % — (—%) =1=0-(-1), lo que implica que J" deberfa contener
una parte generada por una matriz de 2 X 2 con traza distinta de cero. Estos argumentos
sugieren que el grupo de norma debe agrandarse para contener una nueva simetria U(1), con
otro campo de norma B, asociado a ella. Esta nueva simetria es independiente de SU(2),,
por lo que su generador debe conmutar con los generadores 7" en la ecuacion (2.10). Para

obtenerla partimos de la corriente electromagnética

T (@) = gy, (2.12)
donde ¢ es la carga del fermion . Para el electréon ¢ = —1 y el operador de carga @) esta
dado por

_ em 3. t t 3
Q= [ Jg"(v)d’x = erer +eper | d’x. (2.13)
Las cargas 17" en la ecuaciéon (2.10) no conmutan con @, pero tomando la combinacion
lineal
3 _ d3 1 T 1 T T
Q-T1° = @ —gVerVel — 5€LEL ~ €RER | | (2.14)

entonces si se cumple que [Q — 73, Ti] = 0,1 =1,2,3, y la nueva simetria, denotada por
U(1l)y y conocida como hipercarga, se escoge como Y = 2 (Q — TS). El factor de 2 es
convencional y se escoge para cumplir la relacion de Gell-Mann - Nishijima[32, 45]

Y

Q:T3+§. (2.15)
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2 Modelo estéandar electrodébil

Q (1.1°) Y
Uu 3 (1) 3
D 5 (-1
Uri 3 0 3
Dpi —3% 0 -2

Tabla 2.1: Nameros cuanticos electrodébiles de los quarks. Los subindices L y R corres-
ponden a quiralidad izquierda y derecha respectivamente, y el indice ¢ = 1,2,3
etiqueta la generacion: Uy = u, Uy =¢, U3 =t, D1 =d, Do = sy D3 =0b.

conocida con anterioridad a la formulacion de la teoria de norma electrodébil para describir

la clasificacion de hadrones.

Resumiendo, el grupo de norma del modelo estandar electrodébil es SU(2)r, x U(1)y. El
grupo SU(2), corresponde al isospin débil y U(1)y a la hipercarga. Los generadores de

1
. . ; T . ; . . . . .
isospin son 7" = —, ¢ = 1,2, 3, con 7* las matrices de Pauli, y en términos de las corrientes

estan dados por la ecuacion (2.24). El generador de U(1l)y se escoge de forma que se
cumpla la relacion en la ecuacion (2.15), con @ la carga eléctrica. Los quarks y leptones se
arreglan en dobletes izquierdos y singuletes derechos de SU(2), . En la siguiente seccién nos

enfocaremos en el sector de quarks.

2.2. Sector de quarks

Los quarks se arreglan en los multipletes del grupo de norma mostrados en la tabla 2.1.

Para escribir el Lagrangiano en forma compacta empleamos la notacién

ULi
QLi:< L'>, Uri, Dri . (2.16)

El Lagrangiano del sector de quarks del modelo estandar electrodébil es entonces

L= £quarks + Lonorma + EHiggs + Lyukawa + Lrp + Eghostsa
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2.2 Sector de quarks

donde Lyyarks €s el término de quarks libres mas la interaccion con el grupo de norma,
Lorma contiene la parte correspondiente a los generadores del grupo de norma, Lr;g9s €8
el Lagrangiano del campo escalar de Higgs que rompe la simetria, Ly yrawa €S €l término
de interaccion de los quarks con el campo de Higgs y Lrp v Lgnosts contiene a los términos
que fijan la norma (Fadeev - Popov) y a los términos que eliminan a los campos fantasma
que aparecen en la teoria como resultado de fijar la norma. Estos dos tltimos Lagrangianos

no son relevantes para el presente trabajo y no serdn considerados. Explicitamente

3 )

~— - T i
Louarks = Z;QLWM <au gy A, - 69/Bu> QrLi
1=

3
~ 2
+ iZURi'Y'LL <8“ — i3g’Bu) URi (2.17)

=1

3 .

. = 1

+ 1 E DRZ"}"U‘ (8ﬂ + BQ/BM> DRi7
i=1

donde A* y B* son los campos de norma de SU(2)r, x U(1)y respectivamente, con cons-

tantes de acoplamiento g y ¢’. El término cinético de los campos de norma es
c = lpipmw lp g 2.18
norma — _Z prtg - 1 v ( . )

con los tensores de intensidad de campo FZW (1=1,2,3) y By, de SU(2)r x U(1)y dados

por

Fi, = 0,4, —0,Al + geiju Al Ak

(2.19)
By = 0,B,—0,B,.

con g;j;; el tensor de Levi - Civita en tres dimensiones. El campo escalar de Higgs estd

formado por un campo con carga positiva y uno neutro, ambos complejos y con Y = 1,

arreglados en el doblete de SU(2)p,
Jr
¥
¢ = ( ; ) . (2.20)
P

El Lagrangiano del campo de Higgs es entonces
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2 Modelo estéandar electrodébil

LHiggs = (Du¢)T (DMQZ)) -V <¢T¢) ) (221)

con

. T ]
D¢ = <0# — zgg.AH — 2g’B’H> ¢. (2.22)

Finalmente el término de interaccién de los quarks con el campo de Higgs es

Ly ukawa = — Z (Fg,?)QLmﬁDRj + FE?QU(Z;URJ' + h.c.) (2.23)
i?j
donde Fg?) y Fg) son acoplamientos de Yukawa que en general son pardmetros complejos

arbitrarios, y h.c. corresponde a términos Hermitianos conjugados. El campo de Higgs

conjugado q~5, con hipercarga —1, se obtiene a partir de ¢ como

B (bO*

¢ =ir’e* = R (2.24)
—¢

La inclusion de ¢ en (2.23) no altera la invariancia de norma ya que para SU(2), y tnica-

mente para este caso, la representacion conjugada es la tnica que puede obtenerse a partir

de la fundamental mediante una transformacion de similitud.

Después del rompimiento espontaneo de la simetria por el campo de Higgs, el Lagrangiano

de Yukawa (en la norma unitaria) es

= D = U
Ly, =— Z DLiMZ(‘j )DRj — Z ULiMZ(j )URj + h.c., (2.25)
ij ]
donde M;; son en general matrices complejas, dadas a su vez por
D D U U
Mz('j ) = Fz(j )%7 Mv(;j ) = Pz('j )% ) (2-26)
con v el valor de expectacion para el vacio del campo escalar que rompe la simetria. Apli-

cando una transformacion biunitaria a cada término de (2.25) se pueden diagonalizar por

separado las matrices de masa M) y M(D).
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2.2 Sector de quarks

Z/IIBM(D)VD = M®D),
(2.27)
Z/IIT]M(U)VU = MO,

con Up y y Vp,u matrices unitarias, y M (D.U) matrices diagonales. Empleando estas trans-
formaciones, se pueden escribir los eigenestados de masa (denotados por una prima) en

términos de los eigenestados de la interaccion débil (sin prima), como

D. = UhLDy,
L b (2.28)
Dy = VpDg,
U, = UuU
L b (2.29)
donde se ha empleado la notacién matricial
Dra D,Ll
DL = DL2 5 DIL = DIL2 . (230)
Dps D'
La matriz de mezcla V', que es unitaria, se construye de la forma
V =uUjup, (2.31)

y sus valores experimentales actuales pueden consultarse en la Ref. [47]. Después de este
breve recuento del modelo estdndar electrodébil pasamos a la descripciéon del modelo de

espacio de espin extendido.
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3 Espacio de espin extendido

3.1. Motivacion

La fenomenologia de particulas no sblo incentiva la bisqueda de un espacio comun para
su descripcioén, sino que también sugiere como construirlo. De hecho, al igual que el grado
de libertad de espin puede ser utilizado para construir la representaciéon vectorial de los
grados de libertad que son escalares de Lorentz, tomando pares de componentes, también
la representacion adjunta se puede construir en términos de la representacién fundamental.
Las particulas de espin 1/2 del modelo estandar, quarks y leptones, pertenecen a la repre-
sentacion fundamental de los grupos de norma o son singuletes de los mismos, mientras
que los vectores del modelo estandar pertenecen a la representacion adjunta, tanto para los

grupos de norma como para el grupo de Lorentz.

Tomar pares de componentes es un mecanismo valido para describir la representacién vec-
torial o adjunta, y estos pares estan conectados a los grados de libertad elementales. Estas
conexiones sugieren examinar dichos grados de libertad elementales, y sus posibles combi-
naciones. De hecho, en modelos compuestos, que generalmente requieren abordar dindmicas
adicionales, se tiene un camino para entender estas caracteristicas. A diferencia de estos
modelos, en el presente trabajo utilizamos ntimeros cuanticos de particulas asintéticamente
libres, por lo que se espera que la dindmica sea la misma del modelo estdndar. La conexién
del espacio fisico, considerado como un fenémeno emergente, con los grados de libertad

discretos no es obvia y su origen no sera considerado.

Teéricamente, consideramos los objetos mas elementales dentro de la mecénica cuantica.
El objeto mas simple, el vector de estado de un grado de libertad, contiene una fase global.
Como por lo general es inobservable, dicha fase es irrelevante. Para generalizar estos espacios
hay que recordar que existen dos mecanismos para la creaciéon de méas estados a partir de

estados individuales: la suma directa o "vertical", y el producto directo u "horizontal". La
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3 Espacio de espin extendido

eleccion de la primera es necesaria para crear un estado de dos grados de libertad, pues la

segunda Unicamente conduce a un objeto cuyo grado de libertad es una fase.

Unification examples

Grand -unified theory

-

Gauge
interactions i

Gravity,
General
relativity
J— | |

supersymmetry

i —
EHHHH'IH%HI
HHHHE'II&II
[ i

[ —— = 1
— A
Kaluza-Klein idea

Strings SPIN-EXTENDED MODEL

Figura 3.1: Ideas de unificaciéon y simetria que conectan elementos fisicos|12]: espin y es-
pacio; bosones y fermiones y su interaccion: interaccion de norma (en la teoria
cuéntica de campos) y gravedad (en relatvidad general). Por ejemplo, en la es-
quina superior izquierda supersimetria extiende el espacio de particulas original
y asocia un compaifiero bosénico a los fermiones, y viceversa. En la esquina
inferior derecha la idea de Kaluza-Klein asocia interacciones de norma a dimen-
siones adicionales dentro de la relatividad general. El modelo de espin extendido
conecta grados de libertad escalares y de espin, dentro de un tnico espacio de
Hilbert matricial.
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3.2 Definicién del espacio vectorial

El bloque de construccién més simple que le sigue es un objeto de dos grados de libertad o
qubit. En su version mas general, dicho objeto transforma bajo el grupo de transformaciones
lineales generales G1(2), con restricciones unitarias requeridas por la mecénica cuéntica.
Estas restricciones estan presentes cuando el objeto forma una representacion del grupo de
Lorentz (en cuyo caso se llama espinor), o de los grupos de Lorentz escalares. En la figura
3.1 se muestra esqueméticamente el concepto de espacio de espin extendido en el contexto

de ejemplos de de unificacion.

3.2. Definicién del espacio vectorial

Nuestro objetivo es construir el espacio més general con grados de libertad discretos, que
describa términos de Lorentz y escalares. El supuesto subyacente es que tanto los escalares
unitarios de Lorentz como lo espinores provienen del mismo origen. Como una suma directa
estd asociada con el incremento de la dimensiéon de un determinado grado de libertad, y
el producto directo con el aumento del nimero de grados de libertad, elegimos este tltimo
como procedimiento general para construir el espacio, incluso si es posible obtener un mapeo
lineal de los espacios resultantes, después de su aplicaciéon. En el caso de los estados de
dos grados de libertad, la suma directa no sirve para la construcciéon de algunos estados
compuestos: por ejemplo, no se puede construir un estado de vector de Lorentz a partir de
objetos de espin 1/2 de esta manera. Para ello es necesario emplear el producto directo.
Mas atn, un estado de suma directa puede obtenerse a partir de un estado de producto
directo, pero no al revés, de modo que un producto directo es la operacién més general. Por

lo tanto preferimos emplear el producto directo, que también se asocia con composiciéon.

Asi pues, para generar estados a partir de los més elementales, estudiamos los que resultan
de considerar objetos de dos grados de libertad. Para el grupo de Lorentz hay cuatro clases
de espinores, dependiendo de como transforman bajo el grupo: si el espinor £% transforma
con el elemento M del grupo de Lorentz', el espinor dual £% transforma con M !, el espinor
conjugado £% transforma con la representacion conjugada M*, y el espinor conjugado dual
&, transforma con la matriz conjugada dual M*~!. En otra notacién, las representaciones de
espin se clasifican por el ntmero cuéntico de quiralidad, que describe los diferentes estados

complejos. La ecuacion de Dirac define la suma directa de espinores que forman los estados

Lo del grupo SL(2), pues ambos grupos son equivalentes localmente.
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3 Espacio de espin extendido

masivos. El estado escalar de dos grados de libertad se clasifica en dos clases: un objeto y
su complejo conjugado, que en la fisica de particulas se asocian esencialmente a grados de

libertad de particula y antiparticula, respectivamente.

El siguiente paso para extender el espacio vectorial consiste en aplicar el producto directo
entre objetos de dos grados de libertad. Un producto directo de espinores forma el espacio
de matrices de dos dimensiones, que puede ser parametrizado por la matriz unidad (i = 0)
y las matrices de Pauli o; (i = 1,2,3)[59]. Objetos de dos espinores describen escalares,
vectores y tensores antisimétricos (del grupo de Lorentz). En otra aplicacion elemental,
el producto directo combina los dos tipos de espinores masivos, y conduce al espacio de
matrices de 4 x 4, cuyos componentes se pueden clasificar de acuerdo con el algebra de

Clifford, y forman las matrices de Dirac.

Para generalizar a los espacios de mayor dimensién, continuamos empleando el grupo de
Lorentz como paradigma. La construcciéon espinorial mas general que contiene [ espinores

&%, k espinores £%, n espinores ,,, y m espinores &;,, tiene la forma

€01, £0gM  gOrg | Lo ba K - (3.1)

La construccién de dos espinores sugiere un procedimiento fisicamente relevante para pro-
yectar el espacio en (3.1), y extenderlo usando un algoritmo simple para obtener los estados
de producto directo mas generales, incluyendo escalares. Generalizar la ecuacion (3.1) para
contener objetos de dos grados de libertad generales implica usar representaciones escalares
de dos estados y sus conjugados. Para espinores individuales éstos forman una matriz de
2 x 2, y los objetos resultantes consisten de combinaciones de espinores escalares, lineales y
hasta bilineales. Repitiendo el procedimiento, los nuevos elementos del algebra se generan

a partir de la anterior con

Tnio=Tn(oi i=0,...,3. (3.2)
En realidad, la construccion anterior proyecta el tensor general en la ecuacion (3.1) so-

bre un espacio de Hilbert matricial, que contiene elementos complejos y duales, asociados

fisicamente a la inversién temporal y transformaciones de anti-particula. En la notacién
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3.2 Definicién del espacio vectorial

comunmente usada en la mecéanica cuantica?, el espacio dual se asocia a los bras, y los esta-
dos restantes a kets. Se pueden formar productos distintos entre un conjunto de bras {(b|}
y un conjunto de kets {|a)}. Entre ellos, el producto escalar (b|a) conduce a un conjunto
de ntimeros, mientras que el producto directo |a)(b| representa sus posibles combinaciones,
y mantiene la informacién. Los objetos que resultan de esto ultimo viven en un espacio
dual, no-dual combinado. De esta forma se genera un algebra, constituida por el conjunto

de matrices u operadores I'

T'=> cala)b], (3.3)

donde c¢gp es un namero c. El producto escalar entre los elementos I'y, I'y se define como
Tr (rgrb) . (3.4)
Suponiendo I" unitaria en la ecuacion (3.3) obtenemos la condiciéon sobre los valores de ¢y

T'T =" e = ac. (3.5)

Los fermiones son representados de esta forma en el espacio matricial a través de una
combinaciéon esquemética de grados de libertad espinoriales y escalares, con el elemento
espinorial |a) representando los grados de libertad de Lorentz, y el elemento escalar (b

que contiene a grados de libertad de sabor, los cuales se pueden resumir formalmente como
|a)(b]. (3.6)

La idea de una doble descripcién dentro de un modelo matricial que incluye fermiones es
apoyada por la presencia de un grado de libertad escalar, que siempre acompaiia a los

estados fisicos espinoriales en el modelo estandar.

Otra forma de interpretar los espacios generados en la ecuaciéon (3.2) es que se genera
un algebra de Clifford de N dimensiones. Como se vera en las siguientes secciones, los

indices de la matriz de la subalgebra de cuatro dimensiones se pueden utilizar para describir

2El uso de kets y bras para describir elementos de un espacio vectorial, y sus correspondiente dual, no es,
por supuesto, privativo de la mecénica cuéntica, aunque es en este contexto donde su uso es mas coman.
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3 Espacio de espin extendido

combinaciones escalares, lineales y hasta bilineales de espinores, lo que implica que una
subalgebra de Clifford de cuatro dimensiones se reserva para este esquema; esto también

significa que se incluyen espinores, vectores y campos escalares.

3.3. Descripcion en términos del algebra de Clifford

Consideremos un algebra de Clifford Cy en N dimensiones con N par®, generada por un
conjunto de N matrices gamma ortonormales de dimension 2¥/2 x 2V/2 que cumplen con

la propiedad definitoria del algebra

Ya¥8 + V8Va = 2908, (3.7)

donde g es el tensor métrico con signatura (+,—,---,—) y a,3=0,1,...3,5,..., N.* Las

matrices gamma se toman con las propiedades de Hermiticidad estandares

Tomando todos los productos posibles de las N matrices gamma se tiene un conjunto de 2%
matrices linealmente independientes, lo que define un algebra de Clifford universal.® Este
conjunto forma una base para las matrices complejas cuadradas de la misma dimensioén, por
lo que Cy es isomorfa a Mat (2N /2, C), donde Mat (2N /? (C) designa el 4lgebra de matrices
complejas de 2V/2 x 2N/2,

Los generadores espinoriales del grupo de Lorentz y las transformaciones de Lorentz finitas

que actuan sobre espinores son las estandares del algebra de Clifford de 4 dimensiones

UMV:%[7M77V] con p,v=0,...,3, (3'9>

que generan la transformacion.

3Si n es impar, el algebra de Clifford compleja es isomorfa a la suma de algebras de matrices complejas
de la dimension par anterior, esto es Cami1 = Mat (2™,C) & Mat (2™, C), por lo que espacios con
dimensiones impares no son considerados.

4Siguiendo una practica estandar se ha omitido la etiqueta 4.

®Si N es impar ésta propiedad no se mantiene, y de hecho el algebra de Clifford resultante es isomorfa a
un algebra de Clifford universal de dimensién N — 1
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3.3 Descripcion en términos del dlgebra de Clifford

T (3.10)

En consecuencia, el espacio-tiempo se mantiene en 4 dimensiones, una temporal y tres
espaciales, es decir, las dimensiones espaciales adicionales tienen relevancia tnicamente en
el espacio de espin, como se mencioné previamente. Por lo tanto, las matrices gamma 3 + 1

transforman de la forma usual bajo S(A)

S(A)HS(A) L = (A_l)“ Y (3.11)

con pu,v =0,...,3, mientras que las restantes N — 4 matrices gamma v,, a = 5,..., N,y

sus productos, conmutan con o,,, €.g.: [¥6,001] = Y6771 — ©707Y1Y6 = 0, por lo que son
escalares de Lorentz

S(A)yeS(A) L =~ (3.12)

Estos escalares pueden identificarse con generadores de simetrias continuas, ya sea globales
o de norma, que autométicamente cumplen con el teorema de Coleman-Mandula, pues
conmutan con los generadores de Lorentz. Esta ultima caracteristica permite la inclusiéon
de generadores de grupos de norma y del espacio-tiempo en el mismo espacio, y constituye
una alternativa al uso de un algebra de Lie graduada, como se usa en SUSY, para evadir
el teorema de Coleman-Mandula. Mas ain, los estados sobre los que acttian los operadores
también son elementos del espacio, por lo que se tiene un espacio matricial donde el ntimero
de simetrias escalares permitidas queda restringido por la dimensién del espacio. En la figura
3.2 se muestran esquematicamente los operadores de simetria en el espacio matricial, y en

la Fig. 3.3 los estados en el mismo espacio.
Los elementos escalares forman el conjunto

1 - 1, )
Sy-1=5(I+75)U (20972) o S —35)U (2072, (3.13)

donde I representa la matriz identidad de N x N y 75 es la matriz de quiralidad, definida

como

A5 = —i07117273 (3.14)

33



3 Espacio de espin extendido

S(N—4)L ®C4

Figura 3.2: Representacion esquemética de los generadores de simetrias, tanto escalares
como de Lorentz, en el espacio matricial de espin extendido. El operador P,
relevante para la forma como se divide el espacio, se define en la siguiente
seccion 3.4.

Puesto que el grupo U (2(N -4/ 2) posee 2N~% generadores, la cardinalidad de Sy_4 es
2N=3,

3.4. Operadores y transformaciones de simetria

De acuerdo con la discusion de la seccion 2.2, todos los campos ¥(z) estan conformados
por grados de libertad de Lorentz y escalares, con los indices respectivos o y a contraidos
con los indices de la matriz del elemento del espacio M7, de manera que

U(z) = T (x) MO

a -

(3.15)

En términos del dlgebra de Clifford los campos fisicos se asocian con elementos de Cy, clasi-

ficados por operadores de C4® S,,—4, por lo que en general un campo V¥ tiene la estructura
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3.4 Operadores y transformaciones de simetria

Figura 3.3: Representacion esquematica de los estados en el espacio de espin extendido, cla-
sificados de acuerdo a sus propiedades de transformaciéon de Lorentz: fermiones
(F), vectores (V), escalares (S) y tensores antisimétricos (A). Los antifermiones

(F) corresponden a los conjugados Hermitianos de los fermiones, y los bloques
para V, S, y A también contienen soluciones de antiparticula.

combinacién de productos

(elementos del espacio 341 ) x de clementos de Sy_s (3.16)
Las transformaciones de simetria acttian sobre los campos como
¥ — UwUT, (3.17)
y se emplean conmutadores para evaluar la accién de los operadores®
[0, V] = AV (3.18)

5En el apéndice B se proporciona un argumento mas formal, en términos de algebras de Lie, para el uso
del conmutador en la ecuacién de eigenvalores.
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3 Espacio de espin extendido

Esta ultima ecuacién se interpreta como una ecuaciéon de eigenvalores, esto es, ¥ es un
eigenestado del operador O, con eigenvalor A. El producto interno de dos campos se define

de acuerdo con la ecuacion (3.4)
(® | U) = Tr (@T\I/) . (3.19)

Los campos escalares y vectoriales transforman respectivamente bajo la representacién
(2.17) como las matrices v*, up = 0,...,3 y v* a = 5,...,N, en las ecuaciones (3.11)
y (3.12). Para la representacion de fermiones se emplea un operador de proyeccion P,
obtenido de los elementos de S, tal que acttie sobre los generadores de Poincaré J,, =

i (0 — x,0,) + %aw, y sobre el espacio de operadores de simetria Sy _4

T =PI =P [z (,0y — x,0,,) + %UW] ,
(3.20)

Se requiere entonces que los campos fermiénicos incluyan 1 — P en la estructura general de
la ecuacion (3.16), de forma que los generadores de Poincaré y de norma actien trivialmen-
te por el lado derecho al evaluar los conmutadores en la ecuacion de eigenvalores (3.18),
puesto que (1 — P;) P = 0. Esto lleva a que los fermiones transformen en la representacion

fundamental, tanto del grupo de Poincaré como de los grupos de norma
v — UV, (3.21)

donde V¥ representa un campo fermioénico. Por el contrario, los operadores de sabor actian
por la derecha y trivialmente por la izquierda. Esto se entiende describiendo a ¥ como la
matriz U ~ [¢) (a|, donde el ket |¢) lleva la informacion de Lorentz y de los grupos de

norma, mientras que el bra (a| lleva la informacion del sabor.

En resumen, el modelo de espacio de espin extendido en N dimensiones estd basado en
el algebra de Clifford generada por N matrices gamma. Las N matrices, junto con sus
productos, constituyen la base de un espacio vectorial. Manteniendo los generadores espi-
noriales del grupo de Lorentz en cuatro dimensiones, las restantes N — 4 matrices y sus

productos actiian como generadores de simetrias adicionales, los cuales permiten clasificar
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3.4 Operadores y transformaciones de simetria

a los elementos del espacio vectorial de manera consistente con los grupos de norma del
modelo estandar. La utilidad del modelo reside en que la dimensién del espacio, junto con
el requerimiento de invariancia de Lorentz, restringen las representaciones posibles y las
simetrias permitidas para clasificar a los elementos del mismo. Se tiene entonces un modelo
donde los generadores de simetrias de norma y de espacio-tiempo, y los campos sobre los

que actdan, son elementos del mismo espacio matricial.
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4 Campos y simetrias en el espacio matricial

Para construir campos interactuantes, empezamos con campos libres para el caso de un
espacio en (5 + 1) dimensiones|11], como un ejemplo para el que resaltamos caracteristicas
fisicas predichas. En este espacio, de entre pocas opciones, escogemos P = L, donde

L=

. 1.
(14+795)7°° - i (4.1)

oo
| .

es el operador asociado al ntimero leptonico, y los generadores de simetrias y el espectro de
particulas resultantes se ajustan al sector electrodébil del modelo estandar. Especificamente,
el espacio de simetria proyectado incluye a los grupos de norma SU(2);, @ U(1)y, con sus

respectivos generadores de isospin I; e hipercarga Y

7 -
I = Z(l — 5)7°,

1 -
I, = —1(1 — )7,

i
I=—7(1- F5)7°+°,

i -
Y=-1+ 5(1 + 75)7576.

Es de notar que los generadores de SU(2) correctamente contienen el operador de proyeccion
1

5(1 — 75), lo que confirma la naturaleza quiral de la interacciéon, y que también lleva a
tener representaciones quirales, una caracteristica que resulta de la naturaleza del espacio
matricial bajo el proyector L y el grupo de Lorentz. En la Tabla 4.1 se muestran estados
representativos ¥ de particula libre, junto con sus niimeros cuénticos, obtenidos usando la
ecuacion (3.18) para los operadores relevantes. Los componentes de W y Z requieren, en
su normalizacion, factores de constates de acoplamiento relativas g y %/, respectivamente.
Para fermiones y vectores, el segundo componente de espin puede obtenerse a partir del

primero volteando el espin; e. g.,v2 = [L(y2v3 — iy371), V1]
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4 Campos y simetrias en el espacio matricial

Multipletes Estados ¥ I v 0 I ipaAa? LA
stados L

electrodébiles ? 27T R
vi = (1 =9)(° +7°)(v° —in°) /2 -1 0 1 /2 -1

Dobletes de vi=+(1—=3)(v" —iv*)(v° —in°) /2 -1 0 1 -1/2 -1
fermiones 61L = é(l - ’75)(70 + 73)(1 + i7d'76) -1/2 -1 -1 1 1/2 -1
el = 3(1—=%)(v' —iv*) (1 +i7°°) -2 -1 -1 1 -1/2 -1

Singuletes de 62}3 = 1%(1 +:~YS)’Y;(’71O + 732)(755— Z’YGG) 0 -2 -1 1 1/2 1
fermiones er =1+ (v —iv)(v" —iv°) 0 -2 -1 1 -1/2 1
Doblete de pt = ﬁ(l —35)7°(1 — iv°y%) 1/2 1 1 0 0 —2
escalares @’ = ﬁ(l —3)7°(7° +in°) —-1/2 1 0 0 0 -2

100l L2y
Singuletes 2\/577(’7 fy_;YW ) 8 8 8 8 1 8
. p)
vectoriales 2%/570(’71 - i’yQ)Y 0 0 0 0 1 0
101 _ 2 \A0(~1 1 72\ (~AB _ 46

Triplete 8(11 )7 (v i )(72 Ky ) 1 0 1 0 1 0
torial =) (v + i)Yy 0 0 0 1 0
vectoria. 11— 3)07° (7 + iv2) (70 + i) 1 0 1 0 1 0

Tabla 4.1: Estados de fermiones sin masa y bosones en la extensién de 5 + 1 dimensiones.
El momento se toma en +2z, con proyecciéon dada por el operador de niimero
lepténico L. Los nimeros cunticos corresponden a la accién de los operadores
componente I3 de isospin, hipercarga Y, carga Q = I3+ %Y, nimero lepténico L,
proyeccion de espin %L7172 y quiralidad L#s. La dependencia en las coordinadas

se omite.

La cuestion de lo que fija la dimensién de esta extension para derivar grupos del modelo
estandar y representaciones, se aplica de manera similar a las teorias de gran unificacién, ya
que también existe un niamero infinito de grupos posibles que contienen al modelo estdndar.
La respuesta para ambas extensiones tiene que ver con que se obtiene informacién relevante

desde las dimensiones mas bajas, y en la predictibilidad de caracteristicas, como son las

representaciones y el SU(2) quiral para el presente caso.

Mediante la identificacion de elementos entre el espacio de espin extendido y términos
Lagrangianos estandares, la Ref. [11] fija reglas bésicas para derivar algunos términos in-
variantes de norma. En términos de rigor, y para poner a prueba el alcance del modelo, es
deseable obtener tales términos dentro del algebra del modelo. A continuacion, traducimos

la informacién de campo que emerge del espacio de espin extendido, para derivar una teoria
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4.1 Construccién de los campos

interactiva invariante de norma. En primer lugar, escribimos los campos en la base de espin
extendido, y del mismo modo los generadores de simetria se escriben en una representacion
estandar, para finalmente construir términos invariantes y mostrar su equivalencia con las

contribuciones Lagrangianas de teoria de campos.

Como se mostrd en el capitulo 3, y se ejemplifica arriba, es posible escribir campos fun-
damentales utilizando como base productos de matrices conformadas por representaciones
de Lorentz y grupos escalares. De hecho, la propiedad de conmutacién de los respectivos
grados de libertad permite que los estados y los operadores puedan ser escritos en la forma
Cy ® Sy_4. Explicitamente W = M7 Ms, donde

MyeCy y Mye Sy (4.3)

Es posible tener una expresiéon con elementos de cada conjunto a través de su paso a cada

lado, usando reglas de conmutacién o anticonmutacion.

4.1. Construccién de los campos

En la presencia de interacciones se tienen expresiones més generales de campos bosoénicos
y fermionicos, a partir de aquellas de campos libres, que mantienen sus propiedades de

transformacion.

Campo Vectorial

A} ()07 Lo, (4.4)

donde yoy, € C4, I, € Sy_, con Sy_, definido en la ecuacion (3.20), y Yoyl €s un

generador de un grupo unitario dado.

Campo escalar

¢ ()0 M . (4.5)

Campo fermiodnico
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4 Campos y simetrias en el espacio matricial

V& (x)L*PrMF, (4.6)

donde Mf , Mf € Sy_4 son, respectivamente, componentes escalares y fermioénicos, y L%
representa una componente de espin, por ejemplo L' = (v, + i72). Pr es un operador de

proyeccion del tipo dado en la ecuacion (3.20), tal que

Prryy = 7. Pr, (4.7)

y usamos el complemento Pr = 1 — Pp, de manera que una transformaciéon de Lorentz
con Pro,, describa fermiones, como se argument6 en la seccién 2.4. El ejemplo més simple
de un operador con tales caracteristicas|7, 8] es Pr = (1 — 75)/2, usado para el doblete
de fermiones en la Tabla 4.1. De esta forma, se deriva un estado en la representacién
fundamental, pues el operador de Lorentz actta trivialmente por la derecha al usar la regla
de transformacion de la ecuacion (4.7). Esto significa que la matriz posee estados de kets
espurios, contenidos en el término escalar de Lorentz M en la ecuacion (4.3). También se
obtienen tensores anti-simétricos, pero como llevan a interacciones no renormalizables no

seran considerados.

4.2. Transformaciones de simetria

Describimos aqui dos tipos de transformaciones que actiian como en la ecuacion (3.20):

Transformacion de Lorentz
7
U= exp(—ZPw’WUW), (4.8)

donde 0, esta dada por la ecuacion (3.9), w*” son parametros y P es el proyector escalar

en la ecuacion (3.20).

Transformacion de norma
U = exp|—il,aq ()], (4.9)
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4.3 Ejemplos de transformacién en 5 + 1 dimensiones

donde I, € Sy _,, v las aq(x) son funciones arbitrarias. Las representaciones de grupos
unitarios N @ N, basadas en elementos de la representaciéon fundamental y su conjuga-
da, denotadas por N y N respectivamente, quedan implicitos a partir de la construccion
matricial |a)(b| de la ecuacion (3.3). Estas incluyen las representaciones de singulete y la
fundamental (expresada en I,), y de manera similar aquellas obtenidas por N @ N (ver,

por ejemplo, la Ref. [10]).

4.3. Ejemplos de transformacién en 5+ 1 dimensiones

Empleando elementos de la Tabla 4.1 se pueden mostrar ejemplos especificos de transforma-
ciones de Lorentz de los campos. Consideramos tnicamente los casos de escalar y fermién
tomando un elemento, respectivamente, de los multipletes en la Tabla 4.1. Los indices ma-
triciales, que mezclan de manera no trivial indices escalares y de espin, no se muestran,
y se consideran brevemente en la seccién 5.1. Asi pues, tomando el elemento superior del

doblete de escalares

L1

ot = m(l — 35)7°(1 — iv°49), (4.10)

y comparandolo con la Ec. (4.5) tenemos que (omitiendo la dependencia en las coordenadas)
la parte (1 —75)(1 — iv°y5) de ¢ pertenece al conjunto Sy, dado por
S = {17 757 ’767 75765 ;5/55 ;95757 ’?576’ 5/57576} ) (411)

el cual puede escribirse de manera equivalente como en la Ec. (3.13). De acuerdo con las

Ecs. (3.9), (3.20) y (4.1) los generadores del grupo de Lorentz son

iLy%y9, j=1,2,3,

o (4.12)
iLy7 A", g k=1,2,3, Z#]v

respectivamente para rotaciones espacio-temporales (boosts) y rotaciones espaciales. En-

tonces para el escalar en la Ec. (4.10) se cumple que

{iLr", "} = [iWV’“,@*} =0. (4.13)
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4 Campos y simetrias en el espacio matricial

La transformacion en la Ec. (3.10) cumple con
S71 = 408140, (4.14)

lo que asegura que la combinacion bilineal, en la formulacion estandar, ¥f4%y transforme
como un escalar de Lorentz, donde 1 es un espinor columna. En particular, para los boosts

01

S es anti-unitaria debido a que los generadores ¢ son anti-Hermitianos, y la Ec. (4.14)

implica que
{o",4%} =0, (4.15)

propiedad que también se verifica rapidamente a partir de la definicion en la Ec. (3.9). En
el espacio de espin extendido, la generalizaciéon del escalar estandar 7%t se representa
por una matriz del tipo M~Y con M € Sy_4. Puesto que [M, o] =0, VM € Sy_4, la Ec.
(4.15) conduce a que los generadores de boosts anticonmuten con los estados escalares, lo

que justifica el anticonmutador en la Ec. (4.13).

Para el fermion sin masa e} = §(1—95)(7°+7°%)(1+i7°7%) de la Tabla 4.1, los generadores
en la Ec. (4.12) actian de acuerdo con la Ec. (3.21) y producen

iLyytel = iLytr3el = —ie?,
iLy%y2%e} = iLy*~yPel = €7, (4.16)
TA0~3el — _jel '
1Ly e = —ieg,
iLy'y?%el =ej.

El generador iLy'~? es, salvo un factor numérico, el operador de proyecciéon de espin en la
Tabla 4.1, y el generador iLy°v3 produce el mismo estado salvo una fase. El resto de los

generadores tienen el efecto de cambiar la polarizacion 7 4+ 3 — 1 — in2.

44



5 Conexién Lagrangiana

Historicamente, es sabido que las ecuaciones de Maxwell pueden formularse en términos de
una base de Dirac. En nuestro caso, los campos dentro de la base de espin extendido se
pueden utilizar para construir un Lagrangiano estandar!. Esto equivale a usar elementos
con una estructura de grupo bien definida, para obtener combinaciones escalares de Lorentz
e invariantes de norma. Escogiendo elementos escalares que resultan del producto interno
en la ecuacion (3.19), se obtiene una teoria interactiva, pues se mantiene el mismo conte-
nido de particulas. De esta manera, las opciones de Lagrangianos se ven limitadas por las
mismas condiciones que en la teorfa cuantica de campos, como son renormalizabilidad y

cuantizacién.

Procedemos construyendo primeramente elementos de matriz que contienen el campo vec-
torial, junto con los campos ya sea de fermiones o de bosones, para después convertirlos a
expresiones en términos de los bras o kets asociados de los estados. Al tomar la traza se ob-
tienen elementos invariantes bajo transformaciones de Lorentz y de los grupos de norma del
espacio de espin extendido. Este procedimiento extrae el coeficiente de la matriz identidad,
lo que lleva a los componentes Lagrangianos habituales. La invariancia bajo transformacio-
nes como en la ecuacion (3.20) puede ser verificada de forma independiente, empleando la
separacion en Lorentz y simetrias escalares de la ecuacion (4.3). Se mostrara la invariancia
para los objetos lineales (vector-fermioén) o bilineales (vector-escalar), con el aporte de las
ecuaciones (4.4) a (4.6).

5.1. Fermiones

Anadiendo al Lagrangiano libre fermiénico (que implica la ecuacion de Dirac) la contribu-

cion vectorial en la ecuacion (4.4) resulta en el término de interaccion

! Alternativamente, el Lagrangiano estandar puede ser reinterpretado en términos de esta base.
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5 Conexién Lagrangiana

;U + 9 A3y — Maohe Py (1)
donde ¥ es un campo que en este caso representa particulas de espin 1/2. El operador I,
es el generador de grupo en una representaciéon dada, g es la constante de acoplamiento, el
término Ny contiene la normalizacion (y términos similares mas abajo), e Ige,, es el operador
de identidad del grupo escalar en la misma representacion (que se omite en adelante). M es
un operador de masa general, cuyas restricciones proporcionan informacién sobre las masas
de fermiones|11, 13|. El operador P; se introduce para evitar la cancelacion de elementos
fermidnicos no diagonales. Dicho operador es necesario debido a componentes espurios en

el ket izquierdo de fermiones en W. Por ejemplo

1
Py = —(3° — %), 5.2
) \/5( ) (5.2)
como [Py, L] = [P¢,(1 —45)L] = 0, provee una combinacion no trivial con los ntimeros
cuanticos correctos para el bilineal \Ilan\I/Z (con ¥,, ¥, ya sea fermiones de singulete o

doblete de la Tabla 4.1), y mantiene su normalizacion y su representacion de espin, lepton

y electrodébil.

Como se explico en el capitulo 3 y después de la ecuacion (4.6), los operadores escalares y
de Lorentz actiian trivialmente del lado derecho de la ecuacion (5.1), por lo que el campo
fermionico transforma de acuerdo con la ecuacion (3.21). La ecuacion (5.1) es invariante

bajo transformaciones de Lorentz, siempre que el campo vectorial transforme como
AZ(J;)I@ — A, VAL () 1q, (5.3)

donde se ha usado la ecuacion (3.11). La ecuacion (5.1) también es invariante bajo la

transformacion local (4.9) si el campo vectorial transforma de acuerdo con
i
A%(x)I, — UA%Y(2) U — ;(%U)UT. (5.4)
La traza en la ecuacion (5.1) puede ser expresada en términos de estados, pues nos apoyamos

en la expansion de la ecuacion (3.3) para los campos ¥. El campo fermiénico en la ecuacion

(4.6), con elementos de matriz vJ, se expresa como
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5.1 Fermiones

[W2(x) L Pp MY |y5 =Y (L*Pp)yy(M[ )ps{0az| D), (5.5)

donde (L*Pr)yy = (yla) 3g dap(Bln), (Mg )ns = (nla) 32 far(D]8), con dag, fup nimeros c,
y donde el campo fermioénico % (z) = (aaz|¥) tiene en cuenta grados de libertad escalares y
de espin. Escogemos matrices escalares y de espin que conmutan como elementos de la base,
como el singulete fermidnico en la Tabla 3.1; utilizamos la propiedad de separabilidad de los
generadores|22| (tanto para matrices que anti-conmutan, como para los dobletes, cada tér-
mino bilineal se separa), ya que la condiciéon de normalizacion, en la ecuacion (3.5), cancela
el ket-bra: para la componente de espin Lo PpL(LgPr)t = (LaPF)W;(f/f)M(LgPF); =
(v|a)(Ble), y un calculo similar con los estados electrodébiles (aqui Ly es un operador re-
ducido Ly que acttia sobre los grados de libertad de espin y el operador Py). Esto implica

que la ecuacion (5.1) puede escribirse como

V1 (@) {[i0)udbe + 9 A () (La)be (107 s = MIpe(70) g }96 (). (5.6)

Asi pues, el Lagrangiano fermion-vector de la ecuacion (5.1), junto con los campos de
la Tabla 4.1, lleva a la contribucién de fermiones al Lagrangiano electrodébil del modelo
estandar|35, 60|

o 1
Wi, + 597" Wy (@) — §g,Bu($)]V“‘I’l+

&r [lau - g/Bu (x)]’y“wr,

(5.7)

que también se deriva heuristicamente en las Refs. [11] y [13]. El Lagrangiano en la ecuacion

(5.7) contiene un doblete izquierdo de SU(2) con hypercarga ¥; = —1

U (z) = (VL(QCD : (5.8)

con dos componentes de polarizacion, e.g.,

1)etPrii(z)
vo(@) = (zbiL( ) ) 59)

¢§L (x)eipum(fﬁ)
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5 Conexién Lagrangiana

dadas en coordenadas polares; un singulete derecho v, con Y = —2 con notaciéon similar, y
los bosones vectoriales del grupo de norma y constantes de acoplamiento correspondientes,

By(z), Wi(z), gy ¢, respectivamente.

5.2. Bosén escalar

Un término de interaccién invariante de Lorentz, entre campos escalares y vectoriales, se
construye aplicando dos veces el operador contenido en la ecuacion (5.1) dentro del estado
escalar ¥ en la ecuacion (4.5), quitando la matriz 7y y siguiendo la ecuacion de Klein-
Gordon:

1
tr N—\I/T[i&,[dm + g AL (@) Iy v (10, L ger, + gAj(2) 1]V, (5.10)
B

donde la transformacién en la ecuacion (3.17) se usa ahora en la forma ¥ — UWU ! y las
matrices 7y, de cuatro dimensiones se posicionan en pares para mantener las relaciones de los
generadores I, (ver también el término vectorial en la Ec. (4.4)). Esta expresion se aplica a la
transformacion de Lorentz de la Ec. (4.8). La expresion final se obtiene aplicando la igualdad
YuYv = Guv — 10, dado que en el producto [10, Lgen + AL (2) 1) [i@ulden—l—AZ(x)Ia] solamente
el término simétrico %{i&,f den + AL ()1, 10y dden + AZ(a:)Ia} sobrevive a la condicion de ser
renormalizable.? Se puede realizar una expansion similar a la del campo fermioénico en la
ecuacion (5.1). Las dos matrices vy contenidas en U que provienen de los términos del
campo de la ecuacion (4.5), llevan a la matriz identidad dentro de la traza. En la Ref. [11] el
término de masa vectorial que resulta del mecanismo de Higgs se relacioné con operadores
de masa dentro de el espacio de espin extendido, y se us6 para conectar dicho espacio con

el modelo estandar.

5.3. Bosén vectorial

Usamos componentes invariantes para el campo vectorial contenido en la ecuacion (4.4)

para construir su término de energia cinética, y extraemos la parte anti-simétrica

*Usando la igualdad AB = $[A, B] + ${A, B}, y el hecho de que el término anti-simétrico se cancela al
tomar la traza sobre los indices espinoriales en 3 + 1 dimensiones.
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5.4 Lagrangiano electrodébil fermion - W

. . i, i
[10y Lgen + gAl;(l')Ib] [Zaulden + gAfL(fC)Iabh M) = Fﬁulaghyﬁﬂ], (5.11)
por lo cual tomando el tensor anti-simétrico [y”,+#] obtenemos Fj, = 9,47 — 0, A}, +

gc“bdAgAﬁ, con ¢®? las constantes de estructura del grupo, [I, Iy] = ic®?I,.

Mostramos un término particular que reproduce la contribucién vectorial cinética, el cual
elimina términos de derivadas superiores no renormalizables. Una contribucién escalar se
construye a partir de la contraccién de los dos términos

i

1
-t Ep Lo

i
N A e Lo 297, (5.12)

Usando la relacion de traza en cuatro dimensiones (y su extension a mas dimensiones)
tryiy Yy Py = A(g" gP7 — gHPg"e + g7 g"P), (5.13)

la traza se reduce a la combinacién anti-simetrizada —g"?g”? 4+ g"? ¢”?. Sumando todos los
términos finalmente se obtiene la expresién conocida para el término cinético fiF e
La expresion en la ecuacion (5.11) también puede derivarse partiendo del Lagrangiano

estandar correspondiente|11].

5.4. Lagrangiano electrodébil fermién - W

En esta seccion justificamos|14] el proyector Pr en la ecuacion (5.2), mostrando la equiva-
lencia del vértice W-fermién de espin extendido, que contiene el operador Wﬁ(m)’yo’y“ (con

el factor 1¢ omitido) en la ecuacién (5.1), con la expresién convencional.

El espacio de (5 + 1) dimensiones permite componentes de carga 0y —1, asociados a campos

leptonicos (neutrino y electron)

() =) (WL(@ eipum(m)y%) , (5.14)

PO, (x)ePera(®) et

Uh(a) =) yep(a)ePneeg, (5.15)

67

49



5 Conexién Lagrangiana

y los componentes espinor-leptéon mostrados en la Tabla 4.1. Los estados convencionales
se suponen reales y se obtienen dentro de la representaciéon de Dirac de v*. Asimismo

escogemos coordenadas polares para los componentes para localizar efectos de fase.

Los términos de proyeccion relevantes en (5 + 1) dimensiones son

Py = G535 + 911 + 9077 + go2n "+
9037°7° + 127" + 91377 + g3+
(955675 + grs6] + 9o1567°7" + 902567°7> + goss67 Y+
9125677 + 9135677 + g23567°7°)7°7°. (5.16)

Para el modelo de espin extendido con W (z), el coeficiente del término (1 (x))? asociado

a e} es

(A = B)[W§ (z) — Wi ()]

A= 3(91 + g5 — igs56 — i956)

B = —3(g03 — ig12 — ig03s6 — G1256)-

Para el término convencional con ¥;(x), el coeficiente de elL es

3G (z) — Wi(x)).

2

Para el modelo de espin extendido con W (), el coeficiente del término (2, (x))? asociado

2
a €7 €S

(A + B)[Wg(x) + Wi(x)].
Para el término convencional con W,(x), el coeficiente de €% es
3 W6 (@) + W3 (2)].

Concluimos que la eleccion A = 1/2; B = 0 iguala las dos expresiones. Dadas las expresiones
para Ay B hay cierta libertad en la eleccion de los coeficientes g;. Estos términos no proveen

informacion sobre las fases, a diferencia de los términos cruzados:
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5.4 Lagrangiano electrodébil fermion - W

Para el modelo de espin extendido con W (z), los coeficientes vl, e? del término asociado

L (x)Y?, (z) se presentan para cada Wﬁ(m)

L ipers @) o @) [C ( (2ipera(®) | 62ipyL1(r)> i
2
D <e2ipl,L1(x) . 627:peL2(m)>i|
W3 (x)
I : '
_ 2~ per2(x)+pyr1(z)) 2iper2 () 2ipy 11 ()
Sie [C (e +e > +
D ( 2ipuri(z) _ ezz'pem(m)ﬂ
Wi(x)
1 —i(peL2($)+puL1($)) 2ip5L2(x) QiPVLl(w)
2°¢ [C <6 - ) N
D (eQipVLl(l‘) + 627;peL2($)>:|
W; (x)
le_i(peLQ(gj)—f—pVLl(l‘)) [—C (e%peLz(ac) _ e%mm(w)) +
2
D (EQiPVLl(:E) + eQiPem(ﬂf))} ,
donde C' = go1 — ig23 — igo1s6 — 92356 Y D = —igo2 + 913 — go2s6 — ig1356. Para el término

convencional con W;(z), el coeficiente de v}, €2 es

%e_i(peL2(m)+puLl($)) [2 (eZipeLz(x) + €2ipuL1) (Wll (:E) + Wf(:z:))%—

(€2iPeL2($) _ eQipuLl(ﬂﬁ)) (W21 (z) — Wf(a:)) .
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5 Conexién Lagrangiana

Concluimos que la eleccion C'= —1, D = 0 empata ambos términos.

Mientras que la expresion en la ecuacion (5.2) es consistente con los valores de arriba para
A, B, C 'y D (con un factor general vinculado a la normalizacién Ny en la ecuacion (5.1)),

destacamos que existe una libertad para otras elecciones de Py.

Finalmente, esta comparacion se realizé con una eleccion de las matrices v que lleva a una
base como en las ecuaciones (5.8) y (5.9), lo que requiere fijar las fases para completar la
identificacion de los estados. Las fases estan dadas por (para ponerse en los estados de la
Tabla 4.1): ei — —iei y e% — —ie%. Se puede verificar que esta soluciéon se ajusta a todos

los demés términos.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

Se presenta ahora un modelo de los sectores de quarks y Higgs del modelo estandar elec-

trodébil, en el espacio de espin extendido en 7 + 1 dimensiones|53].

6.1. Generadores y operadores

El algebra de Clifford en 7 4 1 dimensiones es generada por las ocho matrices gammal! de
16 x 16

Y0, V15725 Y3, V5, Y65 V75 V8- (61)

Las matrices g,7v1,72 v v3 constituyen los generadores del grupo de Lorentz de acuerdo
con (3.9), y la matriz quiral 45 se define como en la ecuacion (3.14). El conjunto S contiene
32 escalares que generan el grupo 3(1495)U(4) & 3(1 — 75)U(4) y son: cuatro matrices vq,
a = 5,...,8, seis pares Vup = YoV, @ < b, cuatro tripletes Yape = VaVpVe ¥ un tetraplete
Y5v6Y7vs- Multiplicando estas quince matrices por 75, mas la misma 75 y la matriz identidad

I se tienen los 32 elementos de S.

El ntmero maximo de elementos de & que conmutan entre si es ocho, y estos elementos

definen el algebra de Cartan h de S de dimensién 8, para la cual escogemos la base

L, A5, 5%, Y7Y8, V56TV V5V6Vss YT¥8Vs,  V5Y6Y7TV8Vs5- (6.2)

Esta base se emplea para construir operadores que clasifiquen a las particulas de acuerdo a
sus nimeros cuanticos. Un grado de libertad en h se asigna al proyector P empleado en la
caracterizacion de fermiones, dos més forman los generadores diagonales del grupo de norma

electrodébil SU(2)r, x U(1),, a saber la tercera componente del isospin I3 y la hypercarga

'En el apéndice C se proporciona una representacion explicita de las matrices gamma.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

Y. De los cinco restantes, tres se asocian al sabor, que sera descrito més adelante, y los

restantes son la identidad y la quiralidad.

Para obtener los operadores diagonales es ttil reescribir la base en la ecuacion (6.2) en

términos de los operadores de proyecciéon

Pri= L1(1+35)(1 +iv576) (1 + ivrys),

Pra= (1+75)(1 +iv576)(1 — iv7s),

Pry = L(1+3)(1 — ivsv6) (1 + ivrs),

Py = %(1 +75) (1 —iv576) (1 — iv77s), (6.3)
Pri= 3(1—7)(1+iv57) (1 + iv77s), |
Pro = %( —35) (1 +iv576) (1 — iv77s),

Prs= 3(1—75)(1—iv57) (1 + iv77s),

Pra= 3(1—%)(1—ivs76)(1 — ivrs),

los cuales se muestran esquematicamente en la diagonal del espacio matricial en la Fig.
6.1. Cada uno de estos proyectores tiene dos valores propios no nulos degenerados, fijados
a uno, y todos los operadores diagonales pueden escribirse como una combinacién lineal de
ellos. Para la descripcion de los quarks derechos se requieren dos asignaciones diferentes de
hipercarga , a saber, 4/3 y —2/3, para quarks del tipo up y del tipo down, respectivamente,
por lo que la parte derecha del operador de hipercarga debe ser una combinacién lineal
de los primeros cuatro operadores en la Ec. (6.3), con los pesos dados por los dos posibles
valores propios. Los operadores Pr; y Pro se eliminan para hacer espacio para el sabor y
1 — P, necesarios para la descripcion de las diferentes familias de fermiones. Esto deja Prs

vy Pr4 como los tnicos candidatos y asignamos

1 4 2
—(1+75)Y = —Ppq — =P, 6.4
2( +75) 3 R3 — 3R, (6.4)

para la parte derecha del operador de hipercarga. La eleccion de los dos operadores en la Ec.
(6.4) es arbitraria y solamente requiere que tengan el mismo rango, con representaciones

distintas de operadores y estados resultando en la misma fisica.

La parte izquierda del operador de hipercarga se escoge de manera simétrica
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6.1 Generadores y operadores

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1|Pr1 1
2 Pri1 2
3 Pra 3
4 Pra 4
5 5
6 6
7 7
8 8
9 Pry 9
10 Pry 10
11 Pro 11
12 Pro 12
13 13
14 14
15 15
16 16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 6.1: Representacion esquemética de la base de Cartan (ecuacion 6.3) en el espacio
matricial de espin extendido de 7 + 1 dimensiones. La base de ocho elementos
se representa aqui en términos de operadores de proyecciéon Pr; i, @ = 1,...,4,
que se obtienen de la base. Los subindices R, L indican la quiralidad: R para
operadores que contienen 1+ 45 (derechos), y L para operadores que contienen
1 — 45 (izquierdos).

1 1
“(1—A)Y = =
2( ¥s) 3

(Pr3 + Pra), (6.5)
con ambos coeficientes igual a 1/3, que el eigenvalor de la hipercarga para quarks izquierdos
de ambos tipos de carga. El operador completo es entonces

1

Y = (4P33 —2Pry + Prs + PL4) ,

D= W

) 3 .
(1 —iv576) (1 + 15(1 + ’Ys)’V?’Ys) -
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

La construccion del operador P descrito en la seccién 3.4 es ahora directa, pues debe estar
dado por una combinacién lineal de los mismos operadores que aparecen en la hipercarga,

en este caso todos multiplicados por el mismo peso w, lo que da
P = w(Pr3 + Pra + Pr3 + Pra). (6.7)

Este operador le da a los fermiones propiedades de transformacion estdndares, actuando
trivialmente por la derecha, de acuerdo con las ecuaciones (3.20) y (3.21) y da cero para
todos los estado no fermiénicos. Es decir, si ® representa un campo escalar, vectorial o, en

general, tensorial, se tiene
[P, @] =0, (6.8)
mientras que para un campo fermioénico ¥, con o sin masa, se tiene
[P, U] =PU = \V, (6.9)

por lo que asociamos P con el nimero bariénico, esto es, con el generador de una simetria
U(1) para fermiones con o sin masa. En lo que sigue P sera referido como el operador de

namero bariénico B, con A = 1/3. En términos de las matrices gamma, este operador es

1 . 1
B = 6(1—175’)@ = g(PR3+PR4+PL3+PL4)- (6.10)

También es posible determinar la estructura del operador B desde el principio, al exigir
que el espectro contenga fermiones con propiedades estdndares de transformacién bajo los
grupos de Lorentz y de norma. Esto lleva a la conclusién de que B debe estar dado por una
combinacion lineal de cuatro operadores de la ecuacion (6.3), dos derechos y dos izquierdos.
Una vez maés, diferentes opciones cambian la estructura de la matriz pero no cambian la
fisica. Es de notar que esta definicién para el nimero bariénico no esta relacionada con
la simetria U(1) remanente en QCD después del rompimiento de la simetria quiral, sino
més bien se desprende de la eleccién del proyector B. En otras palabras, una vez que se
elige el proyector para permitir la existencia de fermiones con propiedades estandar de

transformacion, la definiciéon del niimero bariénico se sigue naturalmente.
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6.2 Operadores de sabor

Puesto que los generadores de isospin deben conmutar con Y, el generador diagonal I3 se
puede formar con los mismos proyectores izquierdos utilizados en Y, ecuacion (6.5), asi que
elegimos
1 1 - .
Iy = 5(Prs — Pra) = (1 =35)(1 — i7576)777s- (6.11)
El resto de los generadores de SU(2)r, se obtienen de los elementos no diagonales de S,

al requerir que cumplan con el algebra de Lie del grupo [Ix, [}] = icgmIn vy que también

conmuten con Y. Estos son

i .
L= g(1=5)(1 - V5Y6)7"
(6.12)

i N .
Ir= g(l — 5)(1 — in576)7°,
Finalmente, el operador de carga ) esta dado por la relacion de Gell-Mann - Nishijima

Y
Q=13+

3 (6.13)

6.2. Operadores de sabor

De los elementos de S se pueden obtener cuatro grupos adicionales que conmutan entre
si, y con SU(2);, ® U(1)y, tales que sus generadores dan cero al actuar sobre estados no
fermionicos, por lo que son interpretados como grupos de sabor. Hay dos grupos SU(2) de
sabor, denotados por SU(2)s v SU(Z)f respectivamente, y dos U(1), denotados U(1)s y

U(1) j- Los generadores respectivos son

1 - .
fr=5 (1+7) (1+1iv°95) 47,
fo=g (1+7) (1+1v°75) 4%, (6.14)
f3 =5 (1+7) (1 +v°7%) 78,
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

A Z - .

fr=5(1=7) (1+1iv°95) 47,

~ 7 B .

fo=g (1=75) (1+1v°95) ~%, (6.15)
~ 7 5 .

fs =5 (1=7s) (1 +v°7%) 78,

para SU(2)s y SU(2); ¥
fo = i7°7%3s. (6.16)

fo =175, (6.17)

para U(1); y U(1) j- En términos de los operadores de proyeccion en la ecuacion (6.3) los

operadores f3 y fg son

f3= %(PRI — Pro), (6.18)
A 1
fs=35 (Pr1— Pra2). (6.19)

6.3. Quarks sin masa

Consideremos primero estados con la estructura de la ecuacion (3.16), y con los nimeros
cuanticos de quarks sin masa en el modelo estandar cuando se clasifican con los operadores
pertinentes. La dimensién del espacio matricial da lugar a cuatro generaciones de quarks
sin masa?. En la figura 6.2 se representan esquematicamente los operadores y los estados
sobre los acttian en el espacio matricial de 7+ 1. Las proyecciones quirales de los operadores
diagonales B, I3 y Y, de acuerdo con las ecuaciones (6.10), (6.11), (6.6) y la Fig. 6.1, estan
agrupadas en los conjuntos Qr = % (14 75) (B, 13,Y) y Qr = 3 (1 —75) (B, I3,Y).

2La dimension del espacio no es lo suficientemente grande para acomodar el grupo de color SU(3) de QCD,
pero esto se puede hacer en 9+1 dimensiones[10].
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6.3 Quarks sin masa

Los elementos de matriz no diagonales de la figura 6.2 representan a los estados, y siguiendo
la regla de multiplicaciéon de matrices, son multiplicados por la izquierda por los operadores
en la diagonal que estéan en la misma fila, y por la derecha por los operadores en la diago-
nal que estan en la misma columna, proporcionando los valores propios correspondientes.
Entonces, por ejemplo, los elementos etiquetados U};, 1 =1,...,4 en las filas 13 y 14 re-
presentan todos los posibles grados de libertad con los niimeros cuéanticos (1/3,1/2,1/3)
para el ntmero bariénico, el isospin y la hipercarga, respectivamente, con el sabor corres-
pondiente. En consecuencia, tienen los nimeros cuénticos de quarks izquierdos del tipo up.
Hay 4 grados de libertad para cada uiL, que representan las dos posibles polarizaciones
de espin y los dos signos de la energia (valido para estados con o sin masa), por lo que
en este sentido, aunque estén representados por matrices de 16 x 16, los fermiones en el
espacio de espin extendido tienen los mismos grados de libertad que un espinor de Dirac en
cuatro dimensiones. Esta tltima caracteristica es una consecuencia de mantener la simetria
de Lorentz en 3 + 1 dimensiones. Se tienen resultados analogos para quarks derechos de
tipo up, que se muestran en las filas 5 y 6 en la figura 6.2, y para quarks de tipo down,
tanto izquierdos como derechos, los cuales se muestran en las filas 15 y 16, y las filas 7 y
8, respectivamente, en la figura 6.2. Por lo anterior, hay un total de ocho quarks izquierdos
arreglados en cuatro dobletes de SU(2)r,, con los elementos conectados verticalmente por los
operadores de escalera % (Iy £ il5), y ocho quarks derechos que son singuletes de SU(2)y..

Los estados de quarks se dan en las tablas I y II, junto con sus nimeros cuanticos.

Los operadores de sabor clasifican atn més los estados de quarks, proporcionando una sime-
tria horizontal: los miembros de las dos primeras familias con la misma carga son dobletes

horizontales de SU(2); cuando se clasifican con los operadores de escalera % (frtifa),

y lo mismo es cierto para las dos dltimas familias cuando clasifican con % ( fl +1 fz) de

SU(2) f2, por ejemplo

Ubdy (h—ih) = U2 U3 (i —ih) =0,
(6.20)
Uik kit = 5L U O isa =0

donde, de acuerdo con la discusion después de la Ec. (3.21), los operadores de sabor actian

de manera no trivial solamente por el lado derecho. Esta simetria también se aplica a los

quarks derechos.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
8 8
9 9
10 10
11 11
12 12
13 13
14 14
15 QL 15
16 Q|16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 6.2: Representaciéon esquematica de operadores, grados de libertad de quarks sin

masa <U27R, DE,R’ i=1,... ,4> vy Higgses <¢f2, gb(l)’Q) en el espacio matricial
de espin extendido de 7+ 1 dimensiones. Las proyecciones quirales de los opera-
dores diagonales B, I3 y Y estdn agrupadas y representadas por los conjuntos
Qr = 3(1+7%) (B, 13,Y) y QL = (1 —75) (B, I3,Y). Los operadores ac-
taan por la izquierda sobre los estados en la misma fila, y por la derecha sobre
los estados en la misma columna, de acuerdo con la regla de multiplicacion de
matrices.

Los campos de quarks en términos de dobletes izquierdos y singuletes derechos de SU(2) se

definen, respectivamente, como

60

Q _ ¢IO}L($)U(LN
Vil = (w%LmD%) | 021

Vh(z) =Y Ufr(@)Us,
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6.4 Sector de Higgs

Dobletes izquierdos de quarks con nimero barionico 1/3, A
. . . 3. 1.2 Id Q f3 f3 F
hipercarga 1/3 y polarizacion 1/2 (operador SiBy Yy )

1 (Ué): (%(1—%)(75 —w)(v +wg 5y +v2> 2 2/3 12 32

RNV 5 (1=3) (7° —i7®) 1 —iv™7*) (+° ++°) —1/2 —1/3 —1/2 3/2

o _ (UL _ (151 =75) (" —in° 1+w7)(v°+w3) 12 2/3  1/2 ~1/2
= (D%) B (%(1—75) (v =i°) (" —iv®) (7°+73)) “12 —13 12 O i)

s _ (UL _ (1—'75)(7 —w)(v +ir*) 70 (70—~ 12 2/3 ~1/2 1
Q= (Di) - (ﬁ (1=95) (v° =7°) (1 —in" 78) (" - 2) -1/2 —1/3 0 ~1/2 1

4 _ <U§) _ (% (1-%5) (7° —i® 1+w %) ~° (vo—v3)> 223 12 0

L\ 16 (1=%) (" =1°) (7 =r*)7° (v° = %) —1/2 —-1/3 1/2

Tabla 6.1: Dobletes de isospin débil de quarks izquierdos sin masa. Los operadores de norma
y de Lorentz acttian por la izquierda y trivialmente por la derecha, y al revés para
los operadores de sabor. Para obtener estados de polarizacion -1/2 debe hacerse

el reemplazo (’yo + 73) — (71 — i72), para QlL, QlL, y (’yo — 73) — (71 — i72),
para Q%, ‘i. en el dltimo término.

donde los “ se definen como en la ecuacion (4.6).

6.4. Sector de Higgs

A partir de elementos de S multiplicados por g podemos obtener operadores que trans-
forman como escalares de Lorentz?, y con ellos se obtienen dos dobletes de SU(2), con los
nimeros cuanticos del campo de Higgs. Para ver esto consideremos los elementos de matriz
en las filas 13 y 14 y las columnas 7 y 8 en la figura 6.2, etiquetados (,021,2, pertenecientes
a la proyeccion quiral izquierda del espacio matricial. Desde la izquierda son clasificados
por @1 y desde la derecha por Q4, y la ecuacion (3.18) proporciona los valores propios
(1/3,1/2,1/3) —(1/3,0,—2/3) = (0,1/2,1) para ntumero bariénico, proyeccion de isospin e
hipercarga, respectivamente. Es decir, tienen los ntimeros cuanticos del componente superior
de un doblete de SU(2);, de un campo escalar cargado. Consideremos ahora los elementos

de matriz en las filas 5 y 6 y las columnas 15 y 16, etiquetados QDE 19 ¥ que pertenecen a

3Esta propiedad depende también de la estructura de los operadores y no sélo de la multiplicaciéon por o,
por lo que esto tltimo es una condicién necesaria pero no suficiente.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

Quarks derechos con ntimero bariénico 1/3

, Y F
y polarizacion 1/2 (operador %iB’yl’y2) @ fs fs
U}} = % (1+7) ( 55— 1766) (v7 +.m78)870 g’yo ;ry”’)s 4/3 - 2/3 —1/2 3/2
Dp =135 (1+75) (7" —10°) (L= iv™")7° (1° +°) -2/3 —-1/3 —1/2 3/2
Uk = 15 (1+735) (1° = 7°) (1 +i777°) 7° (1° +7°) 4/32/3 12 —1/2
D =15 (1+75) (v° —=i7°) (" —=n®) 7" (0" ++7) -2/3 —-1/3  1/2 —1/2
U = 15 (1+735) (° = n®) (V" +ir°) (1° = ~°) 43 2/3 121
D =15 (1+3) (" =7°) (1 =iv™") (0" =) —2/3 —1/3 —1/2 1
U}jz = %16 (1+95) (7557 z’yf;) (1 + z’ff) (700 - 733) 4/3 - 2/3 0 1/2 0
Dy =15 (1+%) (V> —1°) (77 = ir®) (+° =) —2/3 -1/3 1/2

Tabla 6.2: Quarks derechos sin masa. Los operadores de norma y de Lorentz acttian por la
izquierda y trivialmente por la derecha, y al revés para los operadores de sabor.
Para obtener estados de polarizacion -1/2 debe hacerse el reemplazo (’yo + 73) —
(v' = iv?), para Uy, Ug, Dy, D,y (0 —°) = (v! —in?), para U}, Ug, D,

D;L% en el dltimo término.

la proyeccion quiral derecha del espacio matricial. Estos se clasifican desde la izquierda por

Q3 y desde la derecha por )9, pero tienen los mismos niimeros cuanticos que los anteriores,
pues (1/3,0,4/3) — (1/3,0 — 1/2,1/3) = (0,1/2,1). Sin embargo, estos dos bloques de ele-

mentos de matriz tienen distinta quiralidad por lo que, si queremos obtener un campo de

Higgs sin proyecciéon de quiralidad como en el modelo estdndar, debe estar dado por una

combinacién de ellos. Entonces con los ocho grados reales de libertad de los dos bloques

se obtienen 4 elementos complejos, con los que se pueden construir dos campos escalares

cargados y no quirales, linealmente independientes, gbf y qb; Una construccion analoga

produce los campos de Higgs neutros ¢Y y ¢9, conectados a los cargados por los operadores

de escalera de SU(2)1,. Los dobletes escalares de Higgs y sus conjugados Hermitianos se dan

en las tablas 6.3 y 6.4, respectivamente.

La combinacion ag, + bg, de los estados tipo Higgs en la tabla 6.3, para a, b reales, se

clasifica con los operadores de proyeccion quirales L = %(1—&5), R= %(1—#%), obteniéndose

las relaciones
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6.4 Sector de Higgs

Escalares tipo Higgs con ntimero bariénico cero I3 Y @ %B'ylny
b = <¢T> _ (1 £ (1= (77 + %) %0 ) 2 1 0
NG £ (1= (14 4"%%) 70 ~1/2 0
b, = <¢§> _ < g (L=i"95) (Y7 +i®) 3570 ) 2 1 )
2\ ¢ g (L=1"°) (1 +i77%35) 7" 7%0)  —1/2 0
Tabla 6.3: Dobletes de escalares tipo Higgs
Escalares tipo Higgs conjugados con niimero bariénico cero I3 Y Q %Bvlfyz
3, = (6" _ (é (1=ir"7°) (1 —iv"7"%) ’m) /2, 0 0
RN g (1=i7°%) (V" =ir®) 70 ~1/2 -1
3, = (#9)" _ <g (11— i7°~%) (1 mWS%)vWS%) /2 0 0
2\ ()] —5 (1=1"1%) (47 = 7®) 3570 ~1/2 -1
Tabla 6.4: Dobletes de escalares tipo Higgs conjugados
R(¢p1 + @)L =1 + ¢y,
L(¢1 + @) R =0,
(61 + 02) 629
L(¢y — @) R =) — o,
R(¢y — ¢) L =0.
Definiendo los campos escalares
Uy ()7
bu(x) = [VLIO1) (6.24)
Ui (z)dy
by (2)¢y
polar) = | 22, (6.25)
V()¢5

y junto con los campos de quarks definidos en las ecuaciones (6.21) y (6.22), las relaciones

(6.23) llevan al Lagrangiano invariante de norma
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

;o U @)l (2) + 6o(@) ) + mp!(2)[61(2) — dalxWR()PY) + fec)
(6.26)

donde Py es un operador de proyeccion, « es un indice de espin, y en retrospectiva asignamos

las masas

my = (a+b)/2, mp=(a—0>)/2, (6.27)
para considerar inicialmente un efecto de jerarquia con solo dos sabores para cada carga
de quarks. La configuracion del Lagrangiano en la ecuacion (6.26) pone de manifiesto las
simetrias de norma requeridas: SU(2); para el campo ¥(x)

U(z) — et e @ (g) el Laa@)a (6.28)

lo que conduce a las transformaciones no triviales

¢1(z) — py(x) —e 2 Dl[g, (z) — ¢y(2))],
&1(2) + () =@ (2) + Py(z)]e’ 2aca@la (6.29)
WP () se R @lew (),

mientras que la transformacion U(1),
U(z) — e tor @Y g (g)elov @Y (6.30)

implica que

1 (z) — Po(z) —e ZQY($)1/3[¢1(37) - ¢2($)]€_WY($)2/3,

@1 (1) + Po(x) —e my<m)1/3[¢1($) - ¢2($)]€_WY($)2/3,
U9 (2) me oy @189 (), (6.31)
U (2) e i OV30E (),
VR () —er D23y P (z)
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6.5 Jerarquia de masas para una generacion

Estas transformaciones implican que los componentes escalares estdn conectados al Higgs

H del modelo estandar mediante las asignaciones

H(x) ~ ¢y (x) — ¢2(2), (6.32)

Hi(z) ~ ¢y (2) + oy (), (6.33)

donde la representacion conjugada corresponde a H(z) = il,H*(x). Una transformacion

unitaria los conecta a sus conjugados, e.g.

()" + (63)" = —2L72(6% + 69) 2, (6.34)

y la representacion de las matrices v, fija la conjugacion de carga.

Existe también la posibilidad de proyectar fuera una generacién, mediante una combinacién
de los generadores de sabor. Como un ejemplo consideremos el operador

1 /. .

F=—; (fo—4fs—85), (6.35)

el cual produce [F, Ui] = )\iUz, [F, D’L] = \NDi | [F, Uli%] = /\iU}é, [F, DiR] = \ND%, i =

1,...,4,con Ay =3/2, Aoa = —1/2, \3 = 1 y \y = 0. Por lo tanto, este operador provee una

simetria horizontal U(1) con eigenvalor cero para una generacion, que se puede interpretar

como una proyecciéon de una familia de quarks fuera del espacio de sabor. Lo anterior

produce tres generaciones efectivas, con la masa de la cuarta sin fijar por el modelo.

6.5. Jerarquia de masas para una generacion

Después del rompimiento de la simetria electrodébil[27, 37|, solamente los campos neutros
sobreviven (o los escalares méas ligeros[36, 33]) y se usa la misma base en las Tablas 6.3 y

6.4 para los valores de expectacion del vacio, lo que lleva al Hamiltoniano de masas

H, = a¢ + 063 + ad)’ + bpy'. (6.36)
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

Quarks masivos H, Q % Bryln?
Uy =5UL+UL)  mu 23 1/2
Dy = 25Dy —Dg) mp —1/3  1/2
Uit = 55U - Ug)  —my  2/3 1/2
D§; = (DL +Dp) —mp —1/3  1/2

Tabla 6.5: Quarks masivos eigenestados de H,,

Este término produce eigenestados fermiénicos y masas a partir de los parametros de aco-

plamiento de Yukawa, mediante las relaciones

HUY =muUly,  HUf = —muUs}, 057
H,D}, =mpD},,  H,D§t =-mpDS, '

donde U¢t, Dj/lj corresponden a estados de soluciones de energia negativa (y similarmente
para componentes de espin opuestas). Estos estados se muestran en la Tabla 6.5 (solamente

se muestran dos sabores) con sus nimeros cuanticos.

El papel que juegan my y mp en la ecuacion (6.37) confirma su interpretacion como
masas en la ecuacion (6.27). Ademas, la dependencia particular en los parametros a y
b implica un efecto de jerarquia de masa de doblete de sabor, si representan una escala
grande comparable O(a) ~ O(b). Esta interpretacion se apoya en las conexiones entre los
componentes de Higgs en la Tabla 6.3, ¢2 = v5¢1, ¥y en que ¢2 puede ser generado a partir

de ¢1 mediante la transformacién
g = —ie pre” P, (6.38)

para 8 = w/4. Méas atin, se basa en una propiedad de composicion, pues se puede construir
la funcién de onda del Higgs a partir de los fermiones. Esto tltimo se muestra en las

relaciones

Vo8 =ULUR + URUR

(6.39)
¢! o' = - DLo}! - DDA
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6.6 Extension a cuatro generaciones

y se puede obtener otra componente volteando el espin, por ejemplo E}J = %B(’ygyg —

iv3m) D
6.6. Extension a cuatro generaciones

En una descripcion Hamiltoniana se pueden obtener operadores escalares de masa de la
forma M~g, con M € S, al exigir que conmuten con los operadores de carga y de niimero
bariénico. Hay ocho de estos operadores, mostrados en la Tabla 6.6, con una base maxima
de operadores que conmutan dada ya sea por M; a My o M5 a Mg. Los estados de Higgs

neutros pueden entonces ser escritos como combinaciones de estos operadores de masa

1 7
¢?:§(M1—M2)+§(M7—M8)7

8 Z. (6.40)
¢9 = g(M3+M4)—§(M5+M6)7

y los operadores de masa en términos de los Higgses neutros. Sin embargo, existen com-
binaciones de los operadores de masa que no corresponden a ninguna combinacién de los
estados de Higgs neutros, y que actian de manera analoga a los campos de flavones|30, 6].
En consecuencia, después del rompimiento espontianeo de la simetria electrodébil, cuando
solamente sobreviven los campos de Higgs neutros, consideramos las siguientes combinacio-
nes de campos de Higgs neutros y sus conjugados Hermitianos, y de operadores de masa

(escogiendo el primer conjunto de la Tabla 6.5)

M1 =ay (¢(1) + ¢(1JT) + b1 <¢g + ¢(2)T) )

a b
Mo :ZQ(M1 +M2)+ZQ(M3 — My),

(6.41)

donde a2 y b1 2 son parametros reales, My es del tipo no Higgs y el factor de 1/4 es

solamente por conveniencia de normalizacion.

Se tiene entonces una base de operadores de masa, cuyos eigenestados son estados de quarks

masivos. Por ejemplo, las combinaciones
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

M =+° Ms = 757"
My = in®y%9° Mg = 7°7%357"
My = in"y*° My =7"7%357"

My =7"7%979%9" Mg = i7°9%977%357"

Tabla 6.6: Operadores de masa Hamiltonianos de la forma Svg, con S € S. Los operadores
My a M, constituyen un conjunto méximo de operadores que conmutan, y lo
mismo para Mg a Mg. Ambos grupos estas relacionados mediante una transfor-

maciéon con s.

1
Us =5 (UL~ Up + U} + U})
1 (6.42)
Diy =5 (=Dp + Dy + Dj, — Dj)
son eigenestados del operador
Q= My + Mo, (643)

con M; y My dados en la Ec. (6.41), y constituyen una familia de quarks masivos del tipo

up y down, respectivamente. Los estados de quarks masivos se muestran en la Tabla 6.7.

6.7. Efectos de jerarquias de masas

Considerando unicamente el operador M; en la Ec. (6.43), esto es, tomando as = by = 0

se tienen los eigenvalores

a1+ b

2 )
o b (6.44)

2 )
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6.7 Efectos de jerarquias de masas

Quarks masivos con nimero Q My M Q
barioénico 1/3 y polarizacion
—1/2(0perador 3i371'y2)

Ul, = % (_Ui UL+ U3 +U?z) 2/3 a1—2i-b1 ag;bg a1+b142—a2—b2
Uk =3 (UF-UR-Ui+Up) 23 ek el aibgut
U3, = 7% (Ui — UL+ U3+ Ug{) 2/3 a1—2|—b1 7@51)2 a1+b15a2+b2
U, =3(UI-U3+UL—Uf)  2/3 ayh _mh athah
Di,=4(-DL Dy +D} D) 1/3 ogh ok acbyuh
DY —}(D}-Dp-DL+DY) 13 eph s ek
DY =L (-DL+Dy— DL+ DY)  —1/3 ogh _mh scbiaih
Diy—4(DL+D4-Di+D}) _ -1/3 =5h —sgh echouh
Tabla 6.7: Estados de quarks masivos
respectivamente para quarks U}'w y Dt i =1,...,4, lo que constituye una jerarquia de

masas vertical dependiente del orden de los parametros involucrados, con las identificacio-

nes

al =My + my, (6 45>
by =my,, — mq, .

donde m, y mg son masas corrientes de quarks del tipo up y down, respectivamente, para

una familia dada.

Por otro lado, considerando solamente la parte My en la Ec. (6.43) con a3 = b =0, y los

estados en la Ec. (6.42) junto con otra generacion

Ui

N DN =

(U —UR - UL +Ug),
(6.46)

D}y = (Di + D — D} — D) ,

se obtienen los eigenvalores

69



6 Modelo electrodébil de quarks en 7+ 1 dimensiones

az — by
2 )
as + by
2 )

(6.47)

respectivamente para las generaciones en las Ecs. (6.42) y (6.47). Por lo tanto, el operador

M produce una jerarquia de masas horizontal (entre familias).

Modelos con cuatro generaciones de quarks y dos dobletes de Higgs se han estudiado en
el contexto del rompimiento dinamico de la simetria y de composicion[5, 38, 31|. En esos
modelos se proponen estas caracteristicas ab initio, mientras que en el presente caso surgen
naturalmente de un minimo de supuestos fisicos. Esto también es cierto para el aspecto
de composicién, que esta incluido de forma natural en el presente modelo por su propia

construccion.
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7 Conclusiones

El presente trabajo esta basado en una extensiéon al modelo estandar previamente propuesta,
llamada modelo de espin extendido, y se presentaron dos aspectos importantes del mode-
lo: Uno formal, que trata con traducir el modelo a un formalismo Lagrangiano, y el otro
fenomenologico, con la construccién de un modelo electrodébil de quarks en 741 dimensio-
nes. Se explicaron las medidas encaminadas a la formalizacién del modelo, proporcionando
una formulacién de teoria de campo, con el objetivo final de utilizar las restricciones para
obtener informacion sobre el modelo estandar. A la inversa, una teoria de campo se pue-
de formular en la base del modelo, lo que puede proporcionar mas informaciéon sobre las

simetrias y representaciones usadas.

Se emplea un espacio matricial en el que se formulan tanto generadores de simetria como
campos. Para una dimensiéon dada, la eleccion de un operador de proyecciéon no trivial P
restringe el espacio matricial, determinando los grupos de simetria y la disposicién de repre-
sentaciones de fermiones y bosones. En particular, se obtienen estados de espin 1/2 y 0 en
la representacion fundamental de grupos escalares, y estados de espin 1 en la representacion
adjunta. Después de expresar los campos dentro de esta base, se construye una teoria de
campo invariante de norma, basada en las simetrias de Lorentz y en las simetrias escalares

obtenidas.

Las caracteristicas obtenidas en la extension de 5 + 1 dimensiones se formulan a través
de un Lagrangiano: los grupos de simetria de norma SU(2)z Q) U(1)y y ntumero leptonico
global Upe(1) con sus bosones vectoriales asociados, actuando tinicamente en las represen-
taciones predichas por el modelo: fermiones y un doblete escalar asociado a una particula
de Higgs; todo lo anterior lleva a vértices escalares, vectoriales y fermionicos. En la cons-
truccion Lagrangiana surgen caracteristicas especiales, como la necesidad de un operador
de proyeccion y reglas de matrices de Dirac para mantener la invariancia de Lorentz. Con
la presentacion Lagrangiana del modelo se pueden aplicar las condiciones de cuantizacién

y renormalizacion, lo que lleva a una formulacién de teoria cuantica de campos.

71



7 Conclusiones

Para el caso de 7 + 1 dimensiones se presentdé un modelo de quarks electrodébil con las
caracteristicas principales de producir a lo méas cuatro generaciones de quarks, dos dobletes
de Higgs, y efectos de jerarquia de masas horizontal y vertical. Estas caracteristicas pueden
servir de base para modelos con rompimiento dindmico de la simetria, donde se postulan en
lugar de derivarse, mientras que las predicciones propias del modelo en este sentido es un
tema para futuras investigaciones. El modelo también restringe la forma como acttan los
campos escalares, mediante los valores de expectacion del vacio después del rompimiento
espontaneo de la simetria, sobre los distintos sabores de fermiones, a través de la existencia
de campos /operadores que no son del tipo Higgs para la generacion de masas, y que actian

de manera similar a los flavones.

Como extension del modelo estandar, el modelo de espin extendido satisface los requeri-
mientos basicos de tener las simetrias correctas, incluyendo las de Lorentz y de norma,
describir las particulas del modelo estdndar, y formularse en términos de una teoria de

campo, ademas de sus predicciones propias.

El modelo proporciona una descripciéon unificada de campos y simetrias, tanto de norma
como de espacio-tiempo, en un tnico espacio matricial. Esta tltima caracteristica contrasta
con el caso de SUSY donde, para el mismo propoésito, el teorema de Coleman-Mandula
se evade en lugar de cumplirse como en el presente caso, mediante el uso de un algebra
de Lie graduada. Por lo tanto, una linea de investigacién interesante es investigar en qué
medida el modelo de espin extendido puede servir como una alternativa, o complemento, a
SUSY; una comparacion que se ve favorecida por el hecho de que ambos modelos comparten
representaciones de espin extendidas clasificadas por un édlgebra de Clifford con indexacion
de Lorentz|43]. Dado que los espacios matriciales restringidos proporcionan informacion
sobre las interacciones fundamentales, y representaciones fisicas de particulas, vale la pena
investigar si esta informaciéon se puede obtener en la supersimetria, con el objetivo final de

explicar el origen de las interacciones.
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Apéndices

A continuacién se presentan tres apéndices. En el apéndice A se establece el teorema de
Coleman-Mandula y las condiciones requeridas para su cumplimiento, sin proporcionar una
prueba del mismo. En el apéndice B se presenta el formalismo, en términos de un algebra
de Lie, para el uso de conmutadores en la ecuaciéon de eigenvalores para un espacio vectorial
matricial. Finalmente, en el apéndice C se proporciona la representaciéon de las matrices

gamma usada en el modelo de 7+1 dimensiones.
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A Teorema de Coleman - Mandula

El teorema de Coleman-Mandula|23, 41| establece que las tnicas simetrias posibles, descritas
mediante un grupo de Lie, de una teoria de interaccién de particulas relativistas dada por la
matriz de dispersion S, son productos directos del grupo de Poincaré y el grupo de simetrias

internas.

El teorema se establece de la siguiente manera: Sea G un grupo de simetria conectado de
la matriz de dispersion Sy P el grupo de Poincaré, si se satisfacen las siguientes cinco

condiciones
1. G contiene un subgrupo localmente isomorfico a P (Invariancia de Lorentz).

2. Todos los tipos de particulas corresponden a representaciones de energia positiva de
P. Para cualquier masa finita M, solamente hay un ntimero finito de tipos particulas

con masa menor a M. (Finitud de particulas).

3. Las amplitudes de dispersion elasticas son funciones analiticas de la energia del centro
de masa s y la transferencia de momento invariante ¢, en alguna vecindad de la regién

fisica, excepto en los umbrales normales. (Analicidad de la elasticidad débil).

4. La teoria admite dispersion no trivial. La matriz T', definida como S — 1, no se anu-
la, excepto posiblemente en un conjunto discreto de valores excepcionales de s y t.

(Ocurrencia de la dispersion).

5. Los elementos de matriz de los generadores del grupo son distribuciones en el espacio

de momento. (Requerimiento técnico).

Entonces G es localmente isomorfico al producto directo de un grupo de simetria interno
con el grupo de Poincaré. Dicho de otra forma, para todo generador de simetria g que no
esté en el dlgebra de Poincaré, y dadas las condiciones de arriba, g conmuta con todos los

generadores del algebra de Poincaré
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l9,P] =0, (A1)

donde, abusando de la notacién, hemos usado el mismo simbolo P para el grupo y para el

algebra. La prueba rigurosa del teorema puede encontrarse en las referencias dadas arriba.
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B Algebra de Lie de los campos

Sea G un grupo de Lie matricial con algebra de Lie g. Los elementos de g son los generadores
de G. El mapeo Ad : G — GL(g) definido por
Ady(X) = AxXA™, (B.1)
con AeG y Xeg, constituye la representacion adjunta de G. De manera analoga el mapeo
ad : g — ¢l(g) definido por
adx(Y) = [X, Y], (B.2)
con X, Yeg, constituye la representacion adjunta de g. Ambas representaciones estén rela-
cionadas por
Adee = e, (B.3)

En el modelo de espin extendido los campos W pertenecen a la representacion adjunta del
algebra de Lie, pues estan formados por elementos de S y 0, (generadores) como en (3.16),

y transforman de acuerdo con (3.17), que es equivalente a (B.1).
Una subalgebra de Cartan de g es un subespacio ) de g que cumple con lo siguiente
1. Para todo Hy y Hy en b, [Hy, Hy] = 0.
2. Paratodo X en gy H en b, si [H, X] =0 entonces X esta en b.
3. Para todo H en b, ady es diagonalizable.
Estas condiciones proporcionan el maximo niimero de operadores simultdneamente diago-

nalizables. Una raiz «; de g con respecto de § se define por la ecuacion

[Hi, X] = i X, (B.4)
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para todo H; en b, con «; distinto de cero y X en g. La ecuacion (B.4) define una ecuacion
de eigenvalores en el espacio matricial de g. Por ejemplo para su(2) los elementos del algebra
son las tres matrices de Pauli o', 02 y 3. El algebra de Cartan en este caso consta de un
solo elemento que generalmente se toma como o3. Los operadores de escalera o+ = o' +io?

son combinaciones de los generadores y por lo tanto pertenecen a su(2). Entonces se tiene

(0%, 04] = +204. (B.5)

Es decir, las matrices o+ son eigenvectores de o. En el modelo de espin extendido tanto los
elementos de la subalgebra de Cartan como los campos ¥ pertenecen al dlgebra de Lie, por
lo que se emplea la definicion (3.18) para la ecuacion de eigenvalores, que es formalmente
igual a (B.4).
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C Representacion de las matrices gamma

Los resultados mostrados son independientes de la representaciéon usada para las matrices
gamma, pero para realizar calculos especificos, asi como para mostrar explicitamente los
estados, es conveniente escoger una representacion. A continuacion se muestra la representa-
cion empleada en 7+ 1 dimensiones, construida mediante un proceso iterativo[57] partiendo
de las matrices de Pauli para obtener representaciones en 3+ 1, 5+ 1 y finalmente en 7+ 1

dimensiones. I, representa la matriz identidad de la dimensién correspondiente.

Empleando las matrices

IR (N N
1 0 1 0 0 —1

y el producto tensorial (de Kronecker) ®, se obtiene una representacion en 3 + 1

=o' ® 03,

al=—ic?® 03,
. . (C.2)
o =l ®io,
a’ =L ® io?.
Con estas matrices se obtiene la representaciéon de 5+ 1
80 =a® @ o3,
51 :CM3 ® 0_3’
62 :a2 ® 0.37
B ol @ o8 (C.3)
B =l ®io,
B =L ®io?,
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y finalmente la representaciéon de 7 + 1

0 =3 @ o3,
V=8 @ od,
A2 =42 ® b,
¥ =8 @ o3,
V=8 @ o?,
48 =55 @ o3,
V' = ®io’,
78 =1y ®io>.

(C.4)
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