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Resumen

Para el analisis del comportamiento de la presion transitoria de pozos, se desarrollaron
soluciones para produccion a gasto constante, y solo se dispone de un numero
reducido de soluciones para pozos que producen a presion constante. En el analisis de
incremento de presion, la mayoria considera que el pozo produce a gasto constante.
Solo unos cuantos autores han presentado soluciones para analizar el comportamiento
del flujo de pozos que han producido a presidn constante, particularmente el
comportamiento de incremento de presidén posterior al cierre del pozo. La falta de
informacion sobre este tema se debe principalmente a la dificultad de obtener una
expresion analitica facil de evaluar, y se complica la solucién si se considera los efectos
de dafo y almacenamiento. Uraiet en su tesis doctoral en 1979 presenta una solucién
numeérica que describe el comportamiento del incremento de presién para pozos con

dano y almacenamiento.

En esta tesis se presenta dos modelos matematicos analiticos, que describen el
comportamiento del incremento de presion en pozos con dafio y almacenamiento. El
primer modelo es una solucién en el espacio real. La cual esta formada por una doble
integral y evalua por medio de un software aplicando integracion gaussiana. El segundo
modelo es una solucion en el espacio de Laplace, la cual se llevé al espacio real
empleando un método de inversion numérica, Stehfest. Los dos consideran un

yacimiento infinito.

Uraiet desarrollé su solucion para un yacimiento cerrado y con frontera externa a
presion constante pero si se evalua la solucion con una frontera externa lo

suficientemente grande se simula un yacimiento infinito.

Los tres modelos se evaluan y se comparan mostrando una buena coincidencia para
las diferentes condiciones simuladas. También se presenta el comportamiento de la
Funcion Derivada de la Presion para pozos que produjeron a presion constante antes

del cierre.
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Se han desarrollado multiples soluciones de la ecuacion de difusividad para pozos con
produccion a gasto constante, sin embargo solo se dispone de un numero reducido
para pozos que producen a presion constante. En el analisis de incremento de presion,
generalmente se considera que el pozo produce a gasto constante, o en una serie de
gastos constantes discretos antes del cierre. La falta de esfuerzos de investigacion en
esta area del analisis de presion no es debido a la importancia al problema o a la falta
de aplicacion a la ingenieria petrolera, sino a la dificultad de obtener una expresion
analitica simple para describir el comportamiento del incremento de presion en el pozo,
posterior a la produccion a presion constante. ElI problema matematico es,
principalmente, la dificultad del manejo en el cambio de la condicién de la frontera
interna cuando el flujo del pozo se cierra, cambiando de la condicién Dirichlet a la
condicion Newman. Este problema no ocurre en el caso de flujo a gasto constante, en
el cual las ecuaciones para el incremento de presion se obtienen directamente al
emplear el principio de superposicidon. De hecho, la suposicion de que un pozo

produzca a un gasto constante antes del cierre se realiza por consideraciones tedricas.

Considerando las soluciones disponibles para flujo a gasto constante, se propuso un
método para convertir estas soluciones a soluciones para flujo a presion constante, esta
conversiéon es a través del método de superposicion de incrementos de gastos en la
produccion en funcidn de la presion, pero este método requiere un esfuerzo
computacional extenso y cuidado considerable en la formulacién del algoritmo, ademas,
un numero pequefo de incrementos a tiempos cortos puede resultar en un porcentaje
alto de error en la precision de los resultados mientras que a tiempos largos se requiere
un numero mayor de calculos por cada incremento, lo que aumenta y limita el rango de

efectividad de este método.

La produccién a presion constante da como resultado un gasto transitorio. El analisis
del incremento de presion después de un flujo transitorio es complicado por el gasto
transitorio antes del cierre. Por tal motivo, los métodos designados para el analisis del
incremento o decremento para produccion a gasto constante no son validos para una

produccion a presion constante. La mayoria de los métodos existentes para el analisis
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de incremento de presion de pozos con una historia de produccion a presion constante
son empiricos. Por lo tanto, siempre ha habido una necesidad de un procedimiento
detallado que describa el comportamiento del incremento de presion de un pozo que

produce a presion constante.

El uso de la transformada de Laplace en la solucién de problemas de flujo proporciona
una solucion en el espacio de Laplace la cual, generalmente, no es posible invertir
analiticamente de manera sencilla. Por lo tanto, las soluciones son expresadas en
términos de integrales complejas, series infinitas o a través de alguna aproximacién
numeérica de estas, ya sea para tiempos cortos o bien, para tiempos largos. Para el caso
de produccion a presion constante, las soluciones aproximadas disponibles son validas

solo para tiempos largos.

El analisis del incremento de presiéon, frecuentemente proporciona util informacion
acerca del yacimiento y del pozo. Existen técnicas para determinar los efectos de dafio
y almacenamiento del pozo, permeabilidad y porosidad del yacimiento y también para
determinar la presion inicial o presion promedio del yacimiento al tiempo que el pozo es
cerrado. Los efectos de fracturas presentes por o cerca de agujero del pozo, también

pueden ser detectadas, asi como fallas préximas o fronteras de drene del yacimiento.

Se desarrollaron dos modelos analiticos para el analisis del incremento de presion para
un pozo que produce a presion constante. El primer modelo generd una solucion en el
espacio real, y el segundo modelo generd una solucion en el espacio de Laplace Para
poder llevar acabo la validacién de los modelos se implementé un modelo numérico
desarrollado por Uraiet, empleando diferencias finitas. Los programas fueron

programados en el software de Mathematica

Para el modelo en el espacio de Laplace se resolvié la ecuacién de difusion que
describe el periodo de produccion utilizando el método de la transformada de Laplace.
Para el periodo de cierre se resolvié la ecuacion de difusividad tomando como condicion

inicial la solucion del periodo de produccién, al tiempo de cierre, todo este
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procedimiento se llevd a cabo en el plano de Laplace. Dando como resultado una
ecuacion no homogénea. Se obtuvo la solucion empleando el método de variacion de
parametros, la cual se llevdo al espacio real empleando un método de inversidn

numeérica, Stehfest.

Para el modelo de solucibn en el espacio real, primero se obtiene el gasto
correspondiente a una pozo que produce a presion constante, para ello se emplea el
teorema de convolucion y la presién del pozo que produce a un gasto unitario. Se
multiplica dicho gasto a la funcion escaldn con salto al tiempo de cierre para describir el
comportamiento de un pozo que produce a presion constante durante un tiempo dado y
se cierra al finalizar este. Posteriormente, se emplea el teorema de convolucién, con

este gasto para obtener la presidn correspondiente a este gasto.

La solucion obtenida en el espacio real tiene una expresién que involucra dos integrales
impropias. La evaluacién de estas se llevd a cabo empleando el método de cuadratura
gaussiana. Alguna de estas desventajas que tiene esta solucion es que tiene problemas
de convergencia, para algunas valores de dafo y almacenamiento, adicionalmente el
programa es lento, por ejemplo una curva de las curvas tipicas presentadas en este
trabajo se generé en un promedio de dos horas. Para solucionar este problema la
solucion se implementé empleando un método de programacién en paralelo, lo cual en
una computadora de cuatro nucleos el tiempo se redujo a un poco mas de la tercera

parte del tiempo total.
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Revision bibliogréafica

El problema de la produccion a presion constante de un pozo situado en el centro de un
yacimiento cilindrico homogéneo e iso6tropo, lo estudid por primera vez Moore,
Schilthuis y Hurst en 1933, en el que sugieren que el analisis del incremento de
presion del pozo después del cierre podria utilizarse para determinar la permeabilidad
del yacimiento, y posteriormente por Hurst en 1934. Los resultados para ambos casos
se presentaron en forma grafica en términos de la disminucion del gasto adimensional

con el tiempo para un yacimiento infinito y cerrado.

Muskat en 1934 presentd soluciones analiticas representando la caida de presion
promedio del yacimiento en forma de una serie de funciones escalonadas a presion
constante, tanto para los casos de frontera exterior cerrada como a presién constante.
La solucion general en funcién de series infinitas de funciones de Bessel, se obtuvo
combinando soluciones particulares que cumplieron las condiciones en la frontera. No

se presentaron resultados numéricos en su trabajo.

Van Everdingen y Hurst (1949) presentaron una serie de soluciones para la
declinacion del gasto de flujo con respecto al tiempo, y la evaluacién numérica de la
solucion aplicando la técnica de transformada Laplace, para yacimientos infinito y
cerrado. Sin embargo, la solucién se evaludé solo para valores pequefios del radio
exterior del acuifero. En consecuencia, los datos presentados son apropiados para la
solucion de problemas con entrada de agua, pero no para el analisis de datos de
pruebas en pozo individual. Ellos no presentaron soluciones para la distribucion de la
presidn en el yacimiento, debido a la dificultad para obtener la funcion inversa de

Laplace.

La primera publicacion de la aplicacion del analisis del incremento de presion para
pozos que producen a presion constante antes del cierre la realizaron por Jacob y
Lohman (1952). La solucién a gasto transitorio, asigné valores muy altos para el flujo

de gasto durante el periodo de flujo temprano. Sus graficas de decremento contra el

tiempo total (tp+At) dividido por el tiempo de cierre resultan en una linea recta

semilogaritmica. La permeabilidad de la formacion se calculé con la pendiente de la
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porcidn recta semilogaritmica correspondiente al flujo radial usando el gasto promedio
durante el periodo anterior inmediato de flujo. El valor calculado de esta forma, coincidié
con valores de transmisibilidad determinados por graficas de curvas tipo de datos del

gasto transitorio del periodo flujo, para varios pozos en los que se realizaron pruebas

van Poollen (1967), presento un ejemplo de campo de un pozo a produccion a presion
constante. En su analisis, utilizdé la aproximacion a tiempos largos de Jacob-Lohman

para calcular el producto de movilidad por el espesor.

Clegg (1967), utilizo la aproximacion de Schapery’s para obtener la funcion inversa de
Laplace. Presentd soluciones aproximadas para el gasto de flujo y el incremento de
presion en el pozo, asi como una solucion aproximada para la distribucion de la presidn
en el yacimiento. Extendié sus resultados para incluir el efecto de una discontinuidad
permeabilidad radial (una regién de dafio). Sus soluciones son correctas dentro del 2%
para tiempos adimensional largos. Sin embargo, para tiempos mas pequefios, las
soluciones aproximadas dan resultados pobres. Los métodos aplicados por Clegg solo

se aplican a yacimientos infinitos.

Fetkovich en 1974 utiliza los valores tabulados presentados por Ferris (1962) para el
caso de un yacimiento infinito, y Tsarevich y Kuranov (1966) en el caso de un
yacimiento cerrado para desarrollar curvas tipo log-log y representar el decremento del
gasto de flujo en funcién del tiempo. Se demostré el uso de estas curvas tipo para
evaluar el producto de la permeabilidad-espesor y predecir el rendimiento del gasto

futuro.

Locke y Sawyer (1975) extendieron el método de la curva tipo para cubrir la
produccion de una presion constante de un pozo fracturado verticalmente. Las curvas
tipo se generaron mediante técnicas numéricas y semi-analiticas. Estas curvas tipo se
pueden utilizar para determinar la permeabilidad del yacimiento y la longitud efectiva de

la fractura.
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Juan (1977), desarroll6 un algoritmo para derivar soluciones a presion constante a
partir de soluciones a gasto constante, usando el método de superposicién. Esta

derivacion no requirié el uso de la Transformada de Laplace.

Cox (1979), sugirié un procedimiento para analizar el comportamiento del incremento
de presion de un pozo que produce a presion constante, similar al que se uso para el
caso de flujo a gasto constante. El problema se resolvié tratando los cambios continuos
como una secuencia discreta en los gastos, y después, aplico el principio de
superposicion. La informacion que requiere este procedimiento frecuentemente no esta

disponible para este tipo de analisis.

Uraiet y Raghavan (1980) estudiaron el comportamiento de la presién durante el
periodo de incremento, incluyendo los efectos del tiempo de produccion antes del
incremento, la naturaleza de la condicion de frontera externa (cerrada y presion
constante), dafo alrededor del pozo y efecto de almacenamiento. Todos los resultados
en este estudio se obtuvieron por medio de un modelo numeérico, desarrollado

empleando el método de diferencias finitas.

Ehlig-Economides y Ramey (1981) proporcionaron una solucién para el incremento de
presion después de un periodo de produccion a presion constante, derivada del
teorema de superposicidn en el tiempo, considerando gastos continuamente variables
antes del cierre. Los resultados indican que una modificacion para el método de Horner
proporciona una determinacion tedérica correcta de la permeabilidad del yacimiento y de

la presion estatica.

Kutasov (1984) determiné una ecuacion aproximada para la caida de presion en el

yacimiento al tiempo t=tp (tempo de produccion), la cual se emple6 como una

distribucion de presién en el area de drene del pozo antes de su cierre. Para determinar
el incremento de presion después del periodo de produccion uso, la solucion para la
ecuacion de difusividad. Kutasov (1989) presentd una solucion analitica aplicando el

método de Horner en una solucién desarrollada por Carslaw y Jaeger que describe el
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incremento de presidén para pozos que producen a presion constante, en un yacimiento
de comportamiento infinito. La ecuacion que describe el incremento de presion se
derivd una vez mas considerando como condicion inicial de presion en el pozo y en el

yacimiento al tiempo de cierre.

Como se describe anteriormente, pocos son los autores que presentan soluciones para
obtener el incremento de presion de pozos que producen a presion constante, antes del
cierre, en un yacimiento infinito. Cada solucién se obtiene empleando métodos de
solucion diferentes, la mayoria de estas soluciones no contemplan el efecto del dafio y
almacenamiento de un pozo al incremento de presion para su analisis. Solo Uraiet en
1979, considera el efecto de dafio y almacenamiento en el pozo para un yacimiento con
condicion de frontera externa cerrada y a presion constante, presentando una solucién

numeérica.
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A continuacion se presenta el modelo desarrollado por Uraiet. Se analizan las
principales suposiciones consideradas, se definen las variables adimensionales y las
condiciones de frontera externa utilizadas y se describe el método de solucion

empleado.

Se considera flujo transitorio de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso
homogéneo e isotrdpico. La ecuacion que describe este comportamiento es la ecuacion
de difusividad, derivada de la ecuacion de continuidad y la Ley de Darcy. Se consideran
la permeabilidad, la porosidad y la viscosidad del fluido constantes. El flujo es radial. La
ecuacion adimensional que describe el flujo laminar isotérmico en medio poroso se

expresa como:

I +
D 2 D
or; or, oty

20°Pp , . o _ 2 0P (2.1)
D . .

Uraiet utilizé un modelo numérico de diferencias finitas para su evaluacién. A

continuacion se definen las consideraciones para la aplicacion del método.

2.1 Variables adimensionales.
Las variables adimensionales utilizadas se definen como sigue:

Presion adimensional, pg:

_p-p(rt)
p)=——— 1
Pi — Pus

Po (1ot , (2.2)

donde [); es la presion inicial del yacimiento y p,,, la presion del pozo fluyendo, las

cuales se consideran constantes. Por lo tanto, p, =p,, =1 durante el periodo de
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produccion.
Tiempo adimensional de produccién en funcién del radio del pozo:

kt

A L
? pour;

Radio adimensional:

Radio adimensional externo:

r
_ _e

Mo =—.
rW

Gasto adimensional:

_ qBu .
2wkh (p—py)

Uo

Uraiet emplea la transformacion de coordenadas de la dimensién radial a la

transformacion siguiente:

B Inr,

(2.3)

D - .
Inr,,

Por lo tanto, el rango de variacion de la variable radial, r, <r <r, se transforma en

0<x, <1 ylaEc. (2.1) se escribe como (Apéndice A):

12
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o
(o) " 9" _ 20y (2.4)
(ln rDe) aXD atD

2.2 Condiciones de frontera e inicial.
2.2.1 Definicion de laregion con dafo alrededor del pozo (Efecto de dafio).

Considera una region anular concéntrica alrededor del pozo, con permeabilidades

diferentes en cada region. La region dafiada o estimulada tiene permeabilidad k, y se
extiende a partir del radio del pozo, r =r, hasta el radio de dafio r,. En términos de la

variable lineal se tiene:

_Inr/r, Inry,

= — ] 2.5
® Inr /r, Inr, (2:5)

Para un gasto constante de produccién, dentro de la region de dano, se considera que

Kk, y I, se expresan en términos del concepto de estado estacionario con introducido por

Hawkins, de la manera siguiente,
S :Lﬁ—ljlni, (2.6)

donde S es el factor de dano.

La ecuacion diferencial parcial que describe el comportamiento del flujo en la region de

dano se expresa como (Apéndice B):
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(foe) ™ Py _ K Poy (2.7)

(Inr,) o5 kot

donde p,, representa la caida de presion adimensional en la region de dafio.

En la interface de la regién de dafio y yacimiento (XD=XDS), se especifican dos

condiciones adicionales, la condicion de continuidad en la caida de presion y la
condicion de continuidad en el flujo. Estas condiciones se expresan por medio de las

ecuaciones siguientes:

stk = pD

y

K Posc _y Po (2.8)
*OX, OX,,

2.2.2 Condiciéon de frontera interna.

Se define t,, como el tiempo de produccion adimensional antes del cierre, se tiene la

condicion siguiente:
Pos =1 a X, =0 para 0<t, <t,.. (2.9)
Los efectos de almacenamiento del pozo no se consideran en esa formulacion para el

problema de flujo durante el periodo de produccién, ya que la presion del pozo se

mantiene constante.
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Para el periodo de incremento, se consideran dos condiciones diferentes de frontera
interna. En la primera, no se consideran nuevamente los efectos del almacenamiento

del pozo, y se representa por la condicion de flujo siguiente,

Pos | _ 0, para t, >t,. (2.10)
OXp ‘om0

Si se considera el efecto de almacenamiento en el pozo, se emplea la expresion

sugerida por Agarwal, la cual se define como,

CD astk — ks (rDe )7XD astk , para tD ZtDs’ (21 1)
OAt,  Kinry, Xo |,

donde At, es el tiempo adimensional de cierre, y C, es el coeficiente de

almacenamiento adimensional del pozo definido por van Everdingen y Hurst como:

C

Co—— = 212
°  2zhgc,r] (212)

donde C es la capacidad de almacenamiento en m*/Pa (o Barriles/(lb/pgz)). La

condicion representada por la Ec. (11), especifica que el gasto de entrada en el pozo a
cualquier tiempo después del cierre es igual al cambio en el volumen del fluido
almacenado dentro del pozo.

2.2.3 Condicion inicial.

Al tiempo inicial, la presion del yacimiento es constante en todo el yacimiento, por lo

tanto, la presion adimensional es cero, es decir,
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Po(Is»tp) =0, a t,=0. (2.13)

2.2.4 Condicion de frontera externa.

Se consideran dos condiciones de frontera externa. La primera, modela un yacimiento

cerrado, la cual se expresa como:

Po _y, a t,=0. (2.14)
OXp

La segunda, modela un yacimiento con frontera externa a presién constante, es decir,
Pp =0, a X, =0. (2.15)

Si el yacimiento tiene una frontera externa localizada a una distancia radial

suficientemente grande, se pude considerar un yacimiento infinito.

El método empleado para la solucion del modelo matematico es el meétodo de
diferencias finitas. En el Apéndice C, se desarrolla el concepto basico y las técnicas

necesarias.

En el método de diferencias finitas, el problema de dominio continuo se "discretiza" de
tal manera que las variables dependientes existen sélo en puntos discretos. Las
derivadas se aproximan mediante diferencias, lo que da origen a una representacion
algebraica de las ecuaciones diferenciales parciales, Ec. (2.1). De esta manera, un

problema de calculo se transforma en uno de algebra matricial.

Para el caso de produccion a gasto constante, la definicibn de caida de presion

adimensional involucra el término del gasto. La definicion es:
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(27z><10 )kh

Po (ootp) = [P —p(r.t)]. (2.16)

En el desarrollo de Uraiet, la definicién de presion adimensional no involucra el término

de gasto, por lo tanto para preservar la continuidad entre los resultados de gasto

constante y la presion contante se grafica los datos en términos de p,/q, . Por lo tanto

para el caso de produccién a gasto constante la presion adimensional es,

p (27r><10 )

pD(rD,tD)zq—D [ p—p(r.t)]. (2.17)

2.3 Validacion del Modelo de Uraiet con otras soluciones.

Uraiet para validar su solucibn numérica la comparé con otras soluciones ya

desarrolladas en la literatura.

Presentd el comportamiento del gasto de flujo para un yacimiento infinito el cual
comparo con los resultados numéricos de Van Pollen en 1967. Simulo el caso de un

yacimiento cerrado con un radio adimensional exterior de r,, =100,000, con este radio

se modela un yacimiento infinito para un tiempo de produccién, {; <10°. Muestran una

buena concordancia.

Muskat (1934) presentdé una ecuacion que describe el gasto en el pozo en un
yacimiento cerrado y en un yacimiento a presion constante. Ambas ecuaciones, estan
en términos de la funcidon Bessel de primer y segundo tipo, asi como de orden cero y

primero. Las soluciones fueron evaluadas para r,, =500 y para tiempos de produccion

incluidos aquellos en los que los efectos de frontera son importantes. Los resultados se

presentan una buena concordancia.
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Para evaluar los efectos del dafio en el gasto en un pozo que produce a presion
constante utilizo la solucién analitica propuesta por Clegg en 1967, el cual utilizé la
Transformada de Laplace y el método de inversion de Schapery para derivar una
aproximacion que determina el comportamiento del gasto del flujo en un medio poroso

infinito con permeabilidad discontinua, Esta aproximacion solo es valida para t, > 200.

Los resultados del modelo y la solucion de Uraiet muestran una muy buena

concordancia.

La distribucion de la presion para un yacimiento Infinito la compard con los resultados
obtenidos por Jaeger en 1956. El modelo de Uraiet se realizé con r,, =5,000 para
simular un sistema infinito para t, <10’. La presion adimensional, Py, fue calculada

para ry, =10. Los dos modelos presentaron una buena concordancia en los resultados.

Clegg (1967), uso la transformada de Laplace y el método de inversién de Schapery

para un yacimiento infinito. Esta aproximacion es inadecuada para tiempos cortos
'[D<200. Sin embargo, para tiempos largos el error decrece rapidamente y la

aproximacion puede ser usada.

Muskat presentd una solucidén para la caida de presion adimensional en un yacimiento

cerrado, presion constante y tiempo largos. El radio exterior se especificé en r,, =500.
La presion adimensional, p,, se evalud en r, =10 para el caso de yacimiento cerrado,

y en ry =20 para caso de frontera a presion constante.
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El procedimiento tipico para la inclusion de los efectos de almacenamiento y dafo del
pozo en el analisis del incremento de presibn de un pozo que produce a gasto
constante no son aplicables a pozos que han producido a presidon constante antes de
cierre. Por lo tanto aqui se presentan dos modelos de solucion aplicando dos

metodologias diferentes para incluir el dafio y almacenamiento.

3.1 Modelo I. Solucion en el Espacio Real del comportamiento del
incremento de presion en un yacimiento infinito que produce a
presion constante considerando los efectos de dafio vy
almacenamiento.

Para un pozo con dano y almacenamiento que produce a presion constante en un
yacimiento infinito, la ecuacion de difusividad describe el comportamiento de presion en
un yacimiento, la cual considera que el flujo es laminar, monofasico, fluido ligeramente
compresible, con efectos capilares despreciables, medio isotropico, permeabilidad,
viscosidad, compresibilidad de la formaciéon constante y efectos gravitacionales

despreciables.

Para el primer periodo de flujo, cuando el pozo produce a presion constante la

ecuacion de difusividad se expresa como:

2
9P Po_ 2P (3.1)

a2 Poar, Pt

La condicién inicial para un tiempo igual a cero, se define por medio de ecuacion

siguiente:

P (15,0)=0. (3.2)
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Considerando un pozo con dafo en la formacién, la condicién de frontera interna que
describe el comportamiento de la presion fluyendo adimensional esta dada por la Ec.
(3.3):

0
Puo (tD): Po (latD)_Sd LrD %J . (3-3)
D Jry=1

Al establecerse que el pozo produce a presion constante se tiene una segunda

condicion de frontera interior, definida como,
Puo (t5) =1 (3.4)

por lo tanto, se sustituye la Ec. (3.4) en la Ec. (3.3) y se define la condicion siguiente, en

la que se incluye el efecto del dafio del pozo:
0
0o (Lt ) =S, LrD ﬁJ -1, (3.5)
p=1

La condicion de frontera externa para un yacimiento infinito se define como:

lim py (rp,t5)=0. (3.6)

[

Para resolver el sistema de ecuaciones comprendido por las Ecs. (3.1) a la (3.6) se
transforman al plano de Laplace; la transformada de Laplace (TL) es una aplicacion
entre espacios de funciones. Su ventaja mas significativa radica en que la integracion y
derivacion se convierten en multiplicacion y divisién, que da como resultado que las
ecuaciones diferenciales e integrales se presentan por medio de ecuaciones
polindbmicas, mucho mas faciles de resolver. Su aplicacion principal es que reduce las
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes en ecuaciones

algebraicas lineales, y las ecuaciones diferenciales de coeficientes no constantes en
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derivadas parciales y ecuaciones integrales. Es decir, la TL es un método rapido y
eficaz, para resolver ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes y no

constantes.

La aplicacion de la TL para problemas de flujo de fluidos ha proporcionado un gran
numero de soluciones analiticas simples. Algunos problemas que involucran

ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes, suelen tener como parte no

homogénea, una funcién f(t) que no es continua. El analisis de estos problemas es

mas sencillo cuando se utiliza el método de la TL.

Se consideran los efectos de almacenamiento y dafio en el pozo y se usa el teorema de

Duhamel, el cual indica lo siguiente (Apéndice D):

pwa -[qWD p qWD —T)dT, (37)

para obtener la respuesta de la presion del pozo a las condiciones de presion constante

Puo (o), mediante la selecciéon de un gasto q,,(t,), y usando la presion del pozo

adimensional, Pg,p (tD) para produccion a un gasto unitario. Las condiciones del

incremento de presién de un pozo que produjo a presion contante antes del cierre son,

Puio (tD)zl antes que el pozo comience a cerrarse en ty =ty y qu(tD):O para

tp, >t . En el espacio de Laplace la Ec. (3.7) se expresa:

Puio (5):qu (S) S Pgup (S) (3.8)

El desarrollo de una expresién para la presion de un pozo que produce a un gasto
adimensional unitario con dafio y almacenamiento en un yacimiento infinito en el

espacio de Laplace, se deduce en el Apéndice E, (E.22),
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Puols)= V]
"o fsey Ko (V8) 5 (175G, 5, (V5]

(3.9)

La expresion para el gasto adimensional en funcion de la presion adimensional de un

pozo fluyendo, P, (S), se obtiene directamente de la Ec. (3.8):

— v Pun(s)
Qo (5) —m- (3.10)

Para un pozo que produce a presion constante pwa(S)zl/s, la Ec. (3.10) puede

expresarse,

1

- 3.1
S Do (5) G10

Usando la Ec. (3.11) que define la presién para un gasto unitario se obtiene (Apéndice
F, Ec. (F.2)),

Vs K, (Vs)
sK, (Vs)+5v5 Sy K, (V5)

(3.12)

La transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.9) se deriva al considerar dos casos

dependiendo de si el valor del almacenamiento es igual a cero, C, =0, o diferente de

cero, C, #0.

Primer caso cuando C, =0. Cuando el almacenamiento es igual a cero, la Ec. (3.9)

se transforma en,
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() 5.5, ()
5 (]

(3.13)

Pquo (S) =
se simplifica la Ec. (3.13),

+S, - (3.14)

&5
L P ()} = —— L bis 2L (3.15)
{ } s{ﬁKl<J§)} {S}

+S,. (3.16)

La transformada inversa de Laplace que se encuentra en el segundo miembro de la Ec.
(3.16) se obtiene en el Apéndice G, Ec. (G.34). Por lo tanto, la Ec. (3.14) se rescribe

como:

. |— "o
pqu :ﬂ_i_([[ j 1( ) dW+Sd. (3.17)

Segundo caso cuando C,#0 . Cuando el almacenamiento es distinto de cero,

independientemente del valor del dafo, la transformada inversa de Laplace de la Ec.
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(3.9), se define por la Ec. (H.34) del Apéndice H para a=S,, b=C,, c=1y d=C_S;,

al sustituir estos valores en la Ec. (H.34) se obtiene la ecuacion siguiente,

o (1-e™h
Pauo (to)=izf w3( ) dw (3.18)
0

donde
f,(Co Sy W) = (CowY, (W) —(1-CoS, W)Y, (w)) +(Cowd, ()~ (1-CoS,w?)J, (W) (3.19)

Al comparar la Ec. (3.17) con las Ecs. (3.18) y (3.19), se obtiene:

dw+S, Si Cp =0
Pawo (to )= (3.20)

dw SiC,#0

donde f, (CD,Sd,W) se define por medio de la Ec. (3.19).

La transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.9) también la presenta Raghavan

(1993, pag. 69, Ec. 4.106) la cual coincide con la Ec. (3.20), para el caso en el cual el

coeficiente de almacenamiento es distinto de cero CD #0.

La transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.12) se obtiene en la manera siguiente:

V5K, (Vs)
s(KO(JE)+sdJ§K1(J§))

(3.21)
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donde L' representa la transformada inversa de Laplace. La Ec. (3.21) se reescribe al
considerar que la transformada inversa de una suma, es la suma de la transformada
inversa de los sumandos y que la transformada inversa de Laplace de una constante es

la funcién delta de Dirac centrada en cero.

V5K, (Vs)
s(KO(JE)+sdJ§K1(J§)) '

Guo (to)=Cpd (tp ) + L (3.22)

El desarrollo de la transformada inversa de Laplace que se encuentra en el miembro

derecho de la Ec. (3.22) se presenta en el Apéndice | (Ec. (1.25)) y para a=3S; se

obtiene:

Qoo (1) :cD5(tD)+%T%dv (3.23)
oV 5 (Sq)

donde

f,(Sa.v)=(Yy (V) +Sg W, (v))2 +(3y (V) +S4 V9, (v))2 (3.24)

Como el pozo se cierra a partir de t; >, la expresion que describe el gasto es:
—)dv (3.25)

donde U(tD) representa la funcion escaldn unitaria. Se aplica la transformada de

Laplace a la Ec. (3.20),

26



Modelos Matematicos

4 71 1 1 1 1 )
) P fl(O,Sd,w)(g_szdeJrSdg 310 =0
Pan (S)=1 . (3.26)
i (1— ! ]dw Si Cy #0
7> W f(Cp,Se,w)ls s+w’ P
Se simplifica la Ec. (3.26),
4 %1 1 1 1
— | — dw+S, — SiC,=0
? !w fl(O,Sd,W)s(s+w2) R o
Pauo (5)= . (3.27)

| 1 |
w f,(Cp,S,,w) s(s+w)

dw SiC,#0

il
72_2

S —3

Se aplica la transformada de Laplace a la Ec. (3.25),

_ 4 % 1 I
Gup (5) =Cp L{U (tp _tD)g(tD)}+”_2£m L{U (to —to e }dv. (3.28)

Para obtener la transformada de Laplace de las expresiones que se encuentran en el

miembro derecho de la Ec. (3.28) se considera que,

L{U (tp—t5) 5 (tp)} =1 (3.29)
y
LU (to-t,)(e 7 )} = S +1v2 (1—e“*’(s*vz)) . (3.30)

Se sustituyen las Ecs. (3.29) y (3.30) en la Ec. (3.28),

(1)
d

q . v (3.31)

Guo (s) =C j
"o 7[2 oV Sd,v S+V
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Las Ecs. (3.27) y (3.31) se sustituyen en la Ec. (3.8). Primero se considera el caso para
C, =0,

_ 4% 1 aw S|4t 1 1-etl)
§)=8{— + 0 — dv ;. 3.32
Rt 2 022

Se desarrolla el producto en la Ec. (3.32),

4S, J‘gl(S;VvtsD J‘J‘ 1 gz SV WtsD)

Pusp (8) =— NG T (0.5, f (sd,v)dVdW' (3.33)

T

Se aplica la transformada inversa de Laplace a cada miembro de la Ec. (3.33),

e 48 wL’l{gl(s;v,tso)} Jder 1 Lo (st )
L Puso ()} = ﬂzdl TG ”VW (0.5, fz(sdyv)dvdw. (3.34)

Las transformadas inversas de Laplace de las expresiones que se encuentran en el

segundo miembro de la Ec. (3.34) son:

o At <0
L' {g (s:v.t ) =14€ D 3.35
{9, (s:Vtp)} {O At >0 (3.35)
y
e—wztD _ e—vztD
R Aty <0
-1 . _
L' {g, (v, Wt} = - (1—e'(vz_wz)t5°j (3.36)
W Aty >0
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donde Aty =t —t,.

Se sustituyen las Ecs. (3.35) y (3.36) en la Ec. (3.34),

48,7 51(tD;V) _6°°°°L 8, (tp, b3V, W)
Pro (1) =22 [ 16y 7 L 0,5, ) £ (5,0 22 (3:37)

donde

eV At, <0
o, (ty;v) = D 3.38
(to3v) {o At >0 (2.35)
y
e—wztD _e—vztD
R Aty <0
52 (tDatsD’V W) e_WztD (l_e(vzwz)tsD) . (339)
VR Aty >0
Para el caso en el cual C, #0,
4 % 1 dw 4 % 1 l_e—tsD(s+vz)
Puep (S)=53— C,+— dv 3.40
Prao (5) {7;2 -([Wfl(CD,Sd,W)s(s+w2)H > -([vfz(sd,v) S+V° (3.40)
Se desarrolla el producto de la Ec. (3.40),
_ AC, T Gi(ssw) 9, (S:V,Wotsp )
S)= dvdw 3.41
Puso () =22 jwf (Co.50w) ”vw 7 (Co.Sy.W) T, (S4.v) (347)
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donde

g;(s;w)= (S+1W2). (3.42)

Se aplica la transformada inversa de Laplace a cada miembro de la Ec. (3.41),

ac,t LMo, (ssw)) Ho. (ssvawity )]

(= 16
e (=22 T o 5w ”vwf CorSy ) E(Sp0) B4

Las transformadas inversas de Laplace de las expresiones que se encuentran en el

segundo miembro de la Ec. (3.43) son:
L' {g, (ssw)} =™, (3.44)

Se sustituyen las Ecs. (3.36) y (3.44) en la Ec. (3.43),

4C, T 1 S (tow) 16 57 1 NAA
Pueo (to) = Dj (% ,[_j IW fo, o3V, W) dvdw (3.45)
00

7w f (CD,Sd,W CD,Sd,w) f,(Sg.V)

donde

5, (to;w) =™, (3.46)

~
Il
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3.2 Modelo Il. Solucion en el Espacio de Laplace del comportamiento
del incremento de presion en un yacimiento infinito que produce
a presion constante considerando los efectos de dafio y
almacenamiento.

En la primera etapa se desarrolla la distribucion de presion en el yacimiento antes del
cierre, incluyendo el efecto de dafio. Se observa que no puede haber almacenamiento
antes de su cierre, ya que la presion del pozo es constante durante este periodo. En la
segunda etapa, se desarrolla la expresion para la distribucion de la presion del
yacimiento al momento de cierre, con condicion de inicial igual a la distribucion de
presion obtenida durante el periodo de produccion con almacenamiento en el pozo, y el

efecto del dafio dentro del yacimiento.

Para el periodo de produccion, el modelo matematico es descrito por la ecuacion de
difusividad,

r2 &P +r, P _ r2 Pop .

= 3.47
o P oty (347)
La condicion inicial,
Peo (1550) =0. (3.48)

La condicion de frontera interna para cuando un pozo produce a presion contante es,

Pauo (tD ) =1. (3.49)

La condicion de frontera interna que describe el comportamiento de un pozo con dano
esta expresada por:
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op
Pauo (1) = Poo (Lt ) =S, {ro aTqDJ . (3.50)
D /=l

La condicion de frontera externa para un yacimiento infinito:

lim p,, (rp,t,)=0. (3.51)

Se aplica el método de la Transformada de Laplace a las Ecs. (3.47) a la (3.51),

dzﬁqD + 1 dﬁqD

e Tnan, P (352)
D D D
— 1
Pawo (o) = S (3.53)
_ _ dp
quD = qu (I,S)—Sd LrD drqDJ (354)
D Jry=l
y
lim P, (15,5)=0. (3.55)

Ip >

Al aplicar las condiciones de frontera interna y externa de las Ecs. (3.53) a la (3.55)

(Apéndice J) y la solucion es la Ec. (J.8),

B 5) = LU0
a \'D> SKO(\/§)+Sd\/§K1(\/§).

(3.56)

El valor del gasto adimensional se obtiene a partir de la ley de Darcy en términos de las

variables adimensionales, la cual se expresa por:
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_ dﬁqD
=— ) 3.57
0o (s) [ro . J ) (3.57)

Con base en la Ec. (3.56), se deriva la presion adimensional, y al evaluarla para ry =1

se sustituye en la Ec. (3.57),

0, (5) = — K (o) (3.58)

K5, 5K ()

Para el periodo de cierre, el modelo matematico es descrito por la ecuacion de
difusividad,

2
r2 0 pzD 1, Pp _ 2Py . (3.59)
ory or

La condicidon inicial es determinada por la presiéon adimensional del periodo de

produccién, Ec. (3.56), evaluada en el tiempo de produccion t, =tpD ,

Po (1:0)=9(r5), (3.60)

donde

) ). 1 K(Ven)
g(rD)_ qu(rD’tpD)_L qu(rD’S)_gKO(\/§)+Sd\/§K1(\/§)

(3.61)

o=t

La condicion de frontera interna, se expresa por las ecuaciones:
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c, Puo [ Po ) _ (3.62)
dt, o ),
y
0
Puso (tD) = Pp (latD ) - Sd [rD %J . (3.63)
b rp=1

donde P, (ty) es la presion del pozo al momento del cierre.

La solucion del sistema de Ecs. (3.59) y (3.60) se obtiene por medio del método de la

transformada de Laplace. El sistema de ecuaciones en el espacio de Laplace es:

d’pp , 1dpp
+——2 —yp, —g(r,) , 3.64
dré rD er pD g( D) ( )

La condicion de frontera interna en el espacio de Laplace, se expresa por las

ecuaciones:
Co (VP 1 dPo =
D pwsD_ )_ o d =0 (3-65)
rD o=l
y
5 =5 (Lv)-s.|r 4Po 3.66
pwsD pD( ’V) d rD dr . ( - )
D Jry=1

La ecuaciéon diferencial ordinaria determinada por la Ec. (3.64) es una ecuacion
diferencial parcial no homogénea. Para este tipo de ecuaciones, la solucion general se

expresa como la suma de la solucion general de la ecuacion homogénea mas una
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solucion particular de la ecuacidon no homogénea desarrollada en el Apéndice K. La
solucion general para la distribucidon de presion en el yacimiento después del cierre, en
el radio del pozo, incluyendo los efectos de dafio y almacenamiento esta dada por la
Ec. (K.51),

P (fo:5:: Co.5, ) =Co W(v.C,.s,) | X (s,v;C(ZD,Sd W (v;c(:D,sd) (3.67)
donde

W (V;Cp, Sy ) = CoVK, (VW )+ (1+ 8,Cov) WK, (W) (3.68)
y

X (8,%:C5,84 ) =5(s V) (K, (V5 )+ 8, V5K, (5)). (3.69)
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En este capitulo, se presentan evaluaciones y comparaciones de los modelos
propuestos con las obtenidas con el modelo de Uraiet para validar las soluciones
nuevas: Modelo | (solucidén en el espacio real) y Modelo Il (solucion en el espacio de
Laplace), para pruebas de incremento de presién de pozos que produjeron a presion
constante antes del cierre, con dafio y almacenamiento. Se presentan graficas de los
resultados empleando el método de Horner, el cual se ha utilizado extensamente para
analizar las pruebas de incremento de presidon en pozos que producen a gasto
constante, pero ahora aplicado a pozos que producen a presion constante antes al
cierre. También se discute el comportamiento de la funcion derivada, donde es
importante mencionar que solo se presentan resultados ya que no se habia
desarrollado en la literatura una solucién como tal que describiera el comportamiento de
funcién la derivada en pozos que producen a presion constante antes del cierre, y sobre

todo incluyendo los efectos del daino y almacenamiento.

Para el caso de gasto constante, la definicion de la caida de presion adimensional
implica el término gasto, para el caso de presion constante no esta en funcion del gasto.

Para preservar la continuidad entre la contante del gasto y la constante de presion, los

resultados se grafican en términos de pD/qD . No se debe considerar la pD/qD como

una caida de presion adimensional, ya que en general la presion y el gasto son

funciones del tiempo.

Una de las caracteristicas principales es que la presion adimensional del pozo, Ec. 3.4,

es igual a uno cuando el pozo esta fluyendo a presion constante, por lo que al momento

de cerrarse este efecto se manifiesta en la presion adimensional, P, -

El software que se utilizdé para la evaluacién de la solucion numérica de Uraiet, y los
Modelo | y Il es "Mathematica ©”. En el modelo de Uraiet se programé el método

numeérico de diferencias finitas ya descrito en el capitulo de Modelo de Uraiet.

La expresion de la solucion del Modelo |, Ec. 3.45, tiene una integral doble con limites

superiores igual al infinito, en funcion de exponenciales que limitan su evaluacién, ya
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que dependen del tiempo de produccidon y para valores grandes, las exponenciales
causan que la ecuacién no converja. Adicionalmente depende de los parametros como

dafo y almacenamiento.

Para evaluar el Modelo | en el software de "Mathematica ©", tiene programados
diversos métodos de integracién, se utilizo el método de cuadratura Gaussiana. La
cuadratura Gaussiana selecciona de manera oOptima los puntos para determinar el
tamano de los intervalos para la evaluacion de la suma de la integral y no en forma

espaciada uniforme, de un polinomio de grado 2n—1 o menor, que se ajustara a una

funcién f(x) en los puntos X, X,, X;, .. X,, comprendidos en el intervalo [a,b] y los

coeficientes C,, C,, C;, . . . C,, para reducir en lo posible el error esperado que se

obtiene al efectuar la aproximacion siguiente:

Esta cuadratura proporciona resultados precisos solo si f(x) se aproxima por medio
de un polinomio dentro del rango [—1, 1] . La funcién puede escribirse como
f (x)=W(x)g(x), donde W (x) se conoce y g(x) es un polinomio el cual aproxima por
medio de un polinomio de grado n a un conjunto de m+1 pares de datos (x;.y,), de

modo que N<m; por lo tanto se tiene:

T 0= [w()g(x)a~Swa x).

Un método para definir el polinomio es el de Legendre, el cual considera que si

[a, b] # [—1, 1] , €l cambio de variable se expresa por medio de la ecuacién siguiente:
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b-a b+a
2 2

dngdy’

y la férmula de cuadratura se expresa de la forma siguiente:

b b-a b-a a+b
f () dx=—=YcCc*f | —x +——|.
Ia (X) 2 z' ( 2 ! 2 j

i=1

La Ec. 3.45 tiene una integral indefinida doble; para poder evaluarla se definieron los
limites de las integrales para mantener un comportamiento continuo de la ecuacion y no
tener problemas de convergencia. Hay puntos donde la ecuacion no converge y en ellos

se utilizaron aproximaciones para mantener la convergencia.

La expresion de la solucién del Modelo Il, Ec. 3.67, al estar en el espacio de Laplace
es necesario aplicar dos veces un método de inversién de la transformada de Laplace

para obtenerla.

Hay soluciones en el espacio de Laplace que no se pueden invertir facilmente en forma
analitica al espacio real, como la solucion del Modelo Il, Ec. 3.67, por lo que se requiere
aplicar un algoritmo numérico como el de Stehfest, para obtener la inversa de la
transformada de Laplace. Este algoritmo proporciona soluciones para una variedad
amplia de problemas de interés en el andlisis de pruebas de pozos. El algoritmo esta

basado en la expresion siguiente presentada por Stehfest:

donde f (z) es latransformada de Laplace de F(t), y V; esta definida como:
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min(i,N/2) kN/22k|

v, = (-1 ™ 2 N2 KRRk T}

donde N es el numero de términos en la suma. Stehfest observé que entre mayor sea

N es mayor la precision.

Solo se presentan las graficas mas representativa, es decir, si se valida el modelo de la
solucion en el espacio real con el modelo de Uraiet, y después se valida el modelo de la
solucién en el espacio real con el modelo en el espacio de Laplace, entonces queda
validado el modelo de la solucién en el espacio de Laplace con el modelo de Uraiet. El

modelo de Uraiet es simulado para un yacimiento infinito.

4.1 Validacion de la soluciéon analitica del Modelo I. Solucion en el
Espacio Real.

Se desarrollé una expresion que describe la presion de un pozo que produce a un gasto
adimensional unitario con dafo y almacenamiento en un yacimiento infinito en el
Modelo | el cual se encuentra en el Espacio Real, para verificar la validez de la
expresion, se comparo la solucion analitica obtenida en la Ec. (3.20), con la solucion en
el espacio de Laplace al aplicar el algoritmo de Stehfest a la Ec. (3.9). Se plantearon
tres casos diferentes, en el primero se considera el dano igual a cero y el
almacenamiento distinto de cero, Fig. 1. En el segundo caso se considera el coeficiente
de almacenamiento igual a cero y diferentes valores del dafo, Fig. 2. En el tercer caso
se presenta una comparacion de las curvas al considerar diferentes valores distintos de
cero, de almacenamiento y dafio, Fig. 3. En los tres casos la comparacion muestra que
las curvas coinciden. De las tres comparaciones anteriores se concluye que la Ec.

(3.20) es la transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.9).
Todas la curvas estas evaluadas para un tiempo de producciéon de 10*, en graficas

semilogaritmicas. Se observa en la Fig. 1, que el incremento de presion inicia cuando

terminan los efectos de almacenamiento en el pozo y entre mayor sea el
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almacenamiento mayor tiempo de produccion requerira para que se forme la linea recta,
con pendiente igual a uno. En la Fig. 2, al ser una grafica semilogaritmica nos permite
visualizar lineas rectas paralelas con la misma pendiente cuando se tiene dafio, sin

almacenamiento.

. Cp=0,5,=0

. Cp=10,8,=0

. Cp=10%,5,=0
. Cp=10%,5,=0

= stittiss ¥ ' - | ' Lol
01 1 10 100 1000 10%

Fig. 1. Transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.9), aplicando el algoritmo de Stehfest
(curvas continuas), y la Ec. (3.20) (conjunto de puntos) para diferentes valores del
almacenamiento C, = 0 y dafio igual aceroS, =0.
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+ Cp=0,54=-2
Cp=0,54=-1
. Cp=0,84=0
+ Cp=0,84=1
+ Cp=0,84=2

Fig. 2. Transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.9), aplicando el algoritmo de Stehfest
(curvas continuas), y la Ec. (3.20) (conjunto de puntos) para diferentes valores del dafio S; #0,

con almacenamiento igual a cero C; =0.

- Cp=1,Sz=0
Cp=10,54=1
- Cp=10? 54=2
. Cp=10° ;=10
- Gp=10" 5;=20

Fig. 3. Transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.9), aplicando el algoritmo de Stehfest
(curvas continuas), y la Ec. (3.20) (conjunto de puntos) para diferentes valores del dafio S, # 0

y almacenamiento C, # 0.
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En el Modelo |, la expresion que describe el comportamiento del gasto adimensional a
presion constante en el Espacio Real es la Ec. (3.23), para verificar la validez se
comparo la funcion obtenida al aplicar el algoritmo de Stehfest a la Ec. (3.12). La Fig. 4

es una grafica semilogaritmica donde se muestra el resultado obtenido para diferentes

valores del dafo, SOI # (0. Se observa que ambas funciones son idénticas por lo cual se

concluye que la Ec. (3.23) es la transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.12).

donde se observa que a mayor dafio menor gasto.

& o
[ R
L L L L

hbias . L T PO

Fig. 4. Transformada inversa de Laplace de la Ec. (3.12), aplicando el algoritmo de Stehfest
(curvas continuas) y la Ec. (3.23) (conjunto de puntos), para diferentes valores del dafio,
S, #0.
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4.2 Comparacion del Modelo I- Solucion en el Espacio de Real y el
Modelo II-Solucién en el espacio de Laplace para diferentes
valores de almacenamiento.

4.2.1 Dafo igual a cero.

Para verificar la valides de los dos soluciones desarrolladas, Ec. (3.45) y Ec. (3.67)
tomando en cuenta que las soluciones estan en espacios diferentes, se programan
meétodos diferentes para su evaluacion, métodos ya mencionados anteriormente. En las

Figs. 5 a la 8 se presenta el comportamiento de la presion adimensional en el pozo del
Modelo | y el Modelo Il, para un Aty =10°, para distintos tipos de produccion y

almacenamiento, se observa que los dos modelos coinciden, teniendo el mismo
comportamiento para los distintos valores de almacenamiento presentados. La linea

continua representa el Modelo | y la linea con puntos representa el Modelo |l.

La Fig. 5 presenta el caso cuando el C, =0 y se observa que la presion incrementa

rapidamente al no presentarse los efectos de almacenamiento y dafio en el pozo, y a
tiempos cortos de produccidon alcanza la presidon del yacimiento en cortos tiempos de
cierre y conforme incrementa el tiempo de produccion la pendiente de la linea recta es
menor o sea, el incremento de presidon se vuelve constante y menor. Sin embargo
cuando se presentan los efectos de almacenamiento en el pozo, Figs. 6 a la 8, el
comportamiento del incremento de presion tarda en manifestarse conforme aumenta el
almacenamiento ya que dependera de la duracion del efecto el almacenamiento en el
pozo y entre mayor sea el almacenamiento tardara mas en reflejarse el incremento y el
mayor incremento se observa en los dos siguientes ciclos logaritmicos después de

terminar el efecto de almacenamiento.
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Presién adimensional
© o o o o o o =
w e [4)] D ~ o] w (=)

o
[

01k

olis=
1072

107" 10° 10’ 10° 10° 10* 10° 10°

Tiempo adimensional, Aty

Fig. 5. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S; =0y C, =0.

1.0
0.9}
0.8}
T 0.7}
oy
ko)
2 0.6}
QD
£
S 0.5¢
(0]
cC
S 0.4}
@
= tp=10°
Q@ 0.3} - e
I tp=10"
0.2 e
- 8
01 - t,=10
0 L i L i Lo L L i Lo
1072 107" 10° 10 10? 10° 10* 10°

Tiempo adimensional, Atp

10°

Fig. 6. Comportamiento del incremento de presion adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S; =0y C, =10 .
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1.0

0.9

0.5+

Presion adimensional

0.1k

0
1072 107" 10° 10" 10° 10° 104 10° 10°
Tiempo adimensional, Aty
Fig. 7. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presion constante con S, =0y C, =10°.

1.0
0.9}
0.8}
T 0.7}
c
g
% 0.6}
£ - tp=10°
S 0.5 - t,=102
c tp=10*
0 0.4- f=10°
o - tp=10°
o 0.3}
0.2}
0.1t
0 T L i Lo i
107 107" 10° 10" 10? 10° 10* 10° 10°

Tiempo adimensional, Aty

Fig. 8. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S, =0y C, =10°.
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4.2.2 Dafio Diferente de cero, S; =5

Para verificar la valides de las dos soluciones, Ec. (3.45) y Ec. (3.67) cuando se tiene

dafo en el pozo se presenta en las Figs. 10 a la 12 el comportamiento de la presion
adimensional para pozos con dafio diferente de cero,S, =5, y distintos valores de
almacenamiento. Se observa que para los distintos parametros se tiene una buena
concordancia entre los dos modelos para las distintas condiciones. La linea continua
representa el Modelo | y la linea con puntos representa el Modelo I, para diferentes

tiempos de produccion y un At, =10°.

En la Fig. 9 se observa el efecto del dafo en el pozo en el periodo de produccion al
momento del cierre y entre mayor sea el tiempo de producciéon es menor la presion

inicial al memento del cierre. Si el C, =0, el incremento es constante y pequefio para

la mayor parte del tiempo de cierre. Cuando se presentan los efectos de
almacenamiento, Figs. 10 a la 12, y de dafno, el mayor incremento de presion se lleva
en aproximadamente un ciclo logaritmico después de terminar el efecto de
almacenamiento para después disminuir y mantenerse constante y en pequenos
incrementos entre mayor sea el tiempo de produccion. Cuando la linea recta se forma

cuando se cumple que At << t, la pendiente es menor que cuando no se tiene dafo.

47



Validacion y Andlisis

TR

Presion adimensional
o
()]

0.4

— tr=10°

0.3 — tr=107

tr=10"

02 tr=10°

01. — tr=108
0yt g b b g """:5
10 10 10 10 10 10 10 10 10

Tiempo adimensional, Atp
Fig. 9. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S; =5y C, =0.
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02 (=10°
01l - tp=10°
0= -1 S A e R ST ""”:6
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Tiempo adimensional, Atp

Fig. 10. Comportamiento del incremento de presion adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S, =5 y C, =10.
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1.0
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01t - t‘D=‘IOs
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Fig. 11. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presion constante con S, =5 y C, =10°.
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Fig. 12. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presion constante con S, =5y C, =10°.
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4.3 Comparacion del Modelo de Uraiet y el Modelo Il - Solucién en el
espacio de Laplace, para diferentes valores de Almacenamiento.

4.3.1 Dafo igual a cero.

Para verificar la validez de las soluciones de los modelos desarrollados, se evalua el

Modelo Il y se compara con el Modelo de Uraiet para distintos valores de tiempos de
produccién y almacenamiento (C, =0, 10° y 10°), y un At, =10°, y los resultados se

muestran en las Figs. 13, 14 y 15. Estos dos modelos muestran una excelente
concordancia de datos para las distintas condiciones. Ahora comparando estos
comportamientos con el Modelo | y Modelo Il de las Figs. 5, 7 y 8 se observa que
tienen una buena concordancia por lo tanto se puede decir que los tres modelos tienen

el mismo comportamiento para diferentes condiciones.

Presién adimensional
o o o o o o o o =
[y) w Eay (&) [s7] ~ [e2] [(e] (=]

©
i

DT e — e —
1072 10" 10° 10’ 10° 10° 10°* 10° 10°
Tiempo adimensional, Atp
Fig. 13. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presion constantecon S, =0y C, =0.
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Fig. 14. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S, =0y C, =10°.
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Fig. 15. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con S, =0y C, =10°.
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Es importante mencionar que se evaluaron para otros valores de dafno que no se
incluyeron en esta tesis por cuestiones de optimizacién, que nos muestran una
excelente concordancia entre los Modelos para diferentes combinaciones de dafo y

almacenamiento.

4.4 Analisis y validacion de los resultados del Modelo I- Solucion en

el Espacio de Real

4.4.1 Comportamiento de la presion adimensional estatica sin los efectos

del almacenamiento C, =0y S; >0.

Las graficas de las Figs. 16 a la 19 corresponden a la caida de presion después del
cierre para diferentes valores de tiempo de produccion, y tiempo de cierre dafio para la
Ec. (2.45) del Modelo I. Son graficas semilogaritmicas que muestran que siel S, =0, al
momento de cierre, la presion inicial es igual a uno, cumpliendo la condicion de un pozo
que en su periodo de produccion produjo a presion constante. Al presentarse dafio

alrededor del pozo esta condicidon no se cumple y entre menor sea el tiempo de

produccion y mayor el dafio, la presion inicial al momento del cierre es menor.
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Fig. 16. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presién constante con un tiempo de produccion, t; =1.
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Fig. 17. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presién constante con un tiempo de produccion, t, =107.
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Fig. 18. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.
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Fig. 19. Comportamiento del incremento de presion adimensional para un pozo que produce a

presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.

54



Validacién y Analisis

Independientemente del dafo y del tiempo de produccién las curvas convergen a una

.z . . . . . .y 4
presion igual a cero al mismo tiempo de cierre, y para tiempo de produccion t, >10" la

caida de presion se refleja a At, =10~ para cualquier dafio, la pendiente de la caida de

presion dependera del dafio, entre mayor sea el dafio menor la pendiente.

4.4.2 Comportamiento de la presién adimensional estéatica con los efectos

del almacenamiento C, #0y S, >0.

A continuacién se presenta el comportamiento del incremento de presion de un pozo
que produjo a presion constante, con los efectos del almacenamiento y dafio, se utiliza
la Ec. (3.45). Por cuestiones de validacion y analisis se presentan dos graficas para

cada caso, una en escala log-log y la segunda semilogaritmica para las mismas
condiciones, At, =10, S, =0, S, =5, C,=0y. C, =10, y para diferentes tiempos de
produccion. Las graficas de las Figs. 20, 22, 24 y 26 son log-log y corresponden para
un tiempo de produccion, t, =10°, t, =107, t, =10° y t, =10", respectivamente. Como
se observa en todos los casos cuando el At, =t aproximadamente, se forma una
linea recta de pendiente, m=—-1, y entre menor sea el tiempo de produccion sera
menor el area bajo la curva, donde los efectos de dafo ya no estan presentes. Las
graficas semilogaritmicas de las Figs. 21, 23, 25 y 27 al limitar la escala, se puede
observar que las curvas con el mismo valor de dafo convergen al mismo valor de
presion conforme aumenta el tiempo de cierre independientemente de valor de

almacenamiento hasta llegar al valor de cero aproximadamente cuando At, >t para

los diferentes tiempos de produccion.
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Fig. 20. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.
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Fig. 21. Comportamiento del incremento de presion adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.
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Fig. 22. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 107.
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Fig. 23. Comportamiento del incremento de presion adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 107.
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Fig. 24. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.
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Fig. 25. Comportamiento del incremento de presion adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.
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Fig. 26. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a
presion constante con un tiempo de produccion, t, = 10°.
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Fig. 27. Comportamiento del incremento de presién adimensional para un pozo que produce a

presién constante con un tiempo de produccion, tg =10,
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4.4.3 Validacion del Modelo | con el Modelo de Uraiet.

4.4.3.1 Efecto del Almacenamiento en el Pozo.

Las Figs. 28 y 29 son graficas log-log que presentan el cociente entre la caida de
presion adimensional y el gasto de flujo adimensional como funcién del tiempo de cierre
adimensional, para un pozo que ha sido producido a presidon constante. Para que el
Modelo | cumpla la correspondencia de uno a uno con la solucién a gasto constante se
define la caida de presion con la Ec. 2.17. Se utiliza el gasto instantaneo al momento
del cierre en la Ec. 2.17. Las curvas muestran una buena concordancia para las
diferentes condiciones evaluadas en las curvas, entre el Modelo de Uraiet y el Modelo |,

solucién en el espacio Real.

La grafica de la Fig. 28 representan el comportamiento del yacimiento infinito para
ambos casos y muestra el comportamiento caracteristico de la pendiente igual a la
unidad del efecto de almacenamiento a tiempos cortos de cierres para diferentes

valores de almacenamientos. Conforme el tiempo de cierre aumenta, las curvas con

C, #0 convergen a la curva C, =0 y para At, <<t se obtiene la pendiente. Esto

implica que la prueba se debe ejecutar el tiempo suficiente, para que se obtenga la

linea recta semilogaritmica

El almacenamiento del pozo afecta el comportamiento de la presidon transitoria a
tiempos cortos, y el tiempo requerido para que el efecto de almacenamiento del pozo

desaparezca por completo se puede calcular, para S =0, por la ecuacion t, =60 C_,
donde t; es el tiempo adimensional de produccion para el caso de gasto constante, o el
tiempo de cierre adimensional para el caso de incremento, y C, es la constante de

almacenamiento adimensional del pozo.
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Se observa que en la Fig. 28 que a tiempos de cierre cortos, el comportamiento del
incremento para el caso de presion constante en el pozo es idéntico a los resultados de

decremento a gasto constante

- tp=10% Cp=0
— tp=10%, Cp=10?
tp=103, Cp=10’
tp=103, Cp=10*
—  tp=10%, Cp=0
tp=10%, Cp=10?
— =108 Cp=10°
tp=108, cp=10*

S 107"

Pwo — Po {{p + Atp)

1072

L e T e P AL
10 10 10 10 10 10 10

Tiempo adimensional, Aty
Fig.28. Efecto del almacenamiento del pozo en el comportamiento del incremento de presion
del Modelo | (puntos) y del Modelo de Uraiet (linea continua) con S, =0, t, =10’ y t, =10%.
Yacimiento infinito.

Ha sido sefialado por otros autores que la aplicacion de las curvas tipo de decremento a

gasto constante para datos de incremento se basa en la premisa de que At <<t;.

El hecho de que las dos curvas que se muestran en la Fig. 28 son diferentes para

tiempos largos, t,, es debido a que el requisito anterior (Aty <<t,) no se cumple para

el caso de t, =10°.
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Este efecto de almacenamiento del pozo debe ser gobernado principalmente por el
volumen del pozo y el mecanismo de almacenamiento en lugar de las condiciones
antes del cierre. También esto se debe al hecho del gasto instantaneo en el momento

del cierre el cual se utilizd para obtener el resultado en la Fig. 41.

Las observaciones anteriores aplican igualmente para el caso de yacimiento cerrado
mostradas en la Fig. 29, donde se muestra una muy buena concordancia para los
ambos modelos, esto nos lleva a confirmar que los efectos de frontera no controlan los

datos de presion.

T T T T TarT

tp=10*, Cp=0
7~ tp=10%, Cp=10?
Py tp=10%, Cp=10°
; tp=10%, Cp=10"
— tp=10%, Cp=10°

tp=10%, Cp=0

— =105, Cp=10?

tp=10%, Cp=10°

— tp=105, Cp=10*

— tp=10°%, Cp=10°

pwo - Po {tp + Atp)
D

1072

10_30 I 1 I 2 I 3 I 4 I IIII””S I III””G
10 10 10 10 10 10 10

Tiempo adimensional, Aty
Fig.29. Efecto del almacenamiento del pozo en el comportamiento del incremento de presion
del Modelo | (puntos) y del Modelo de Uraiet (linea continua) con S, =0, t, =10" y t, =10°.
Yacimiento cerrado.
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4.4.3.2 Efecto del Almacenamiento y Dafio en el pozo.

La Fig. 30 es una grafica log-log donde se muestra los efectos del dafo y
almacenamiento del pozo en el comportamiento del incremento de presion. Para que el
Modelo | cumpla la correspondencia de uno a uno con la solucion a gasto constante se
define la caida de presion con la Ec. 2.17. Se utiliza el gasto instantaneo al momento

del cierre. Las curvas muestran una buena concordancia para las diferentes

condiciones evaluadas en las curvas para Aty >500 entre el Modelo de Uraiet y el
Modelo |. Se observa que para valores de S;>5, a tiempos cortos de cierre no

coinciden las curvas ya que se tiene problemas de convergencia al utilizar la

correspondencia de uno a una de la Ec. 1.22 en el Modelo |I.

Se utilizaron valores de dafio de S;=-1, 5, 20 y valores de almacenamiento de
C, =10%, 10°, 10*. La grafica muestra el comportamiento para un yacimiento infinito.
Igual que en los casos anteriores para valores C, >0 y S, 20, las curvas convergen a
la curva C, =0 para tiempos largos de cierre. Se definen lineas caracteristicas del

fenomeno de almacenamiento del pozo para valores finitos de C, y S a tiempos

cortos
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Fig.30. Comparacién del comportamiento del incremento de presiéon del Modelo | (puntos) y del
Modelo de Uraiet (linea continua) con S, #0,C, =0,y t, =10°.

Para el analisis de pruebas de incremento de presion en pozos con dafio y

almacenamiento, se ha aplicado la técnica de graficar la caida de presion adimensional
Iog(ApD) en funcidén de los parametros Iog(AtD/CD) para el caso de gasto constante.

La Fig. 44 nos muestra el cambio de la presion adimensional durante el incremento,

Iog(ApD/qD ) contra Iog(AtD/CD ), para el caso de produccidon a presion constante para
el Modelo de Uraiet y el Modelo |, demostrando que At,/C, es una funcion Ap,/dp -

Se observa que hay una muy buena concordancia entre las curvas de los Modelos. La

aplicabilidad de la correlacion a datos de incremento requiere que At <<t .
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Fig. 31. Comparacion del comportamiento del incremento de presion en un yacimiento Infinito
del modelo de Uraiet y el Modelo | con S, =0.

4.5 Meétodo de Horner para el Andlisis del Incremento de Presion.

El método de Horner se ha utilizado extensamente para analizar las pruebas de

incremento de presién en pozos que producen a gasto constante. En el analisis del

incremento de presién los pozos que presentan un comportamiento variable decreciente

del gasto de tipo exponencial previamente al cierre, el método de Horner considera al

ultimo gasto de produccion como el valor del gasto constante equivalente, es exacto

para pruebas cortas en pozos. El método de Horner proporciona un valor correcto de la

permeabilidad de la formacién, asi como la estimacion del factor de dafo y la presion

inicial del yacimiento.
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La presion del pozo durante el periodo de cierre, p,,, se grafica contra la relacion de
tiempo (tp + At )/AtwS en una grafica semilogaritmica. Uraiet propone que para
mantener una correspondencia directa con respecto al caso de produccion del pozo a
gasto constante, se debe considerar una correspondencia uno a uno entre los
resultados a gasto constante y a presion constante para facilitar la comprension de los

nuevos resultados, por lo tanto la presion adimensional de Horner para produccion a

presiéon constante de un pozo, se define por la Ec. (2.17).

Para determinar el valor del tiempo de produccion t;, que interviene en la relacion

(t, +At,,)/At,, , Horner recomendo que el tiempo de produccion se sustituya por un

pseudo tiempo de produccion anterior al cierre si el gasto varia durante el periodo de
flujo. En su analisis, Uraiet no siguié esta aproximacion, debido a que la base para

definir p,,, e€s empirica, por lo tanto utilizé el tiempo real de produccion en el calculo de

la relacion del tiempo de Horner.

En la Fig. 32 se compara la presion adimensional contra el tiempo de Horner del
Modelo de Uraiet (yacimiento cerrado) y el Modelo | (yacimiento infinito). Se observa en
el Modelo de Uraiet, los efectos de la frontera externa en la presion para los diferentes
tiempos de produccion. Durante tiempos cortos de cierre las curvas seran concavas
hacia arriba sin embargo, si las prueba se ejecuta el tiempo suficiente, se forma una
linea recta. Las lineas rectas no son paralelas; las pendientes dependen principalmente

de los tiempos de producen antes del cierre, las pendientes contindan incrementandose
conforme aumenta el tiempo de cierre y para tiempos mayores de t, = 10> comienza a
ser constante. En el Modelo | al ser un yacimiento infinito y no sentir los efectos de
frontera externa, para t, =10° todas las lineas coinciden en una linea recta, para

tiempos cortos de produccion y tiempos cortos de cierre se presenta un curva concava

hacia abajo y tarda en presentarse entre mas largo sea el tiempo de produccién.
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Sin embargo para tiempos t, <10° donde el Modelo de Uraiet no ha sentido los efectos

de la frontera externa y se comporta como un yacimiento infinito las curvas coincide con

el Modelo I. Cabe mencionar que no estan considerados los efectos de dafio y

almacenamiento.

Para el Modelo | también se cumple que para tiempos de produccion t, >10* se forman

lineas rectas con pendiente dentro del 4% del valor convencional de 1.151. El Modelo |

tiene una pendiente de 1.17 que se encuentra dentro el 4%.
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Fig.32. Comportamiento de la presion de Horner para un pozo que produjo a presion constante.
Modelo Uraiet (lineas continuas) y Modelo | (lineas de puntos).

Tiempo de Horner,

Las pendientes de la curvas continua aumentando conforme el tiempo de cierre

aumenta definiéndose la linea recta para Aty <t, y para At, >t, las pendientes

decreceran y eventualmente alcanzaran el valor de cero cuando la presion del pozo sea

igual a la presion estatica del yacimiento.
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Desde un punto de vista practico, Uraiet simplifica el procedimiento para realizar una
prueba de incremento de presion y analizar los datos registrados a presién constante.
Si la presién del pozo antes del cierre se mantiene constante, solo valores instantaneos

de gasto y tiempo son necesarios.

4.6 Funciéon Derivada

Es importante mencionar que en la literatura no se encuentra algun estudio sobre el
analisis de la funcion derivada en pozos que producen a presion constante antes el
cierre. El analisis de las pruebas de presién, en su mayoria efectuadas a gasto
constante, siempre es posible trazar una linea recta a través de ciertos puntos en una
grafica especifica de interpretacién, y bajo ciertas consideraciones esta linea recta
puede no ser correcta para definir el modelo de flujo. Ante tal situacion, es necesario
determinar el tipo de flujo que domina a la prueba antes de utilizar una grafica
especifica para el anadlisis. Es esencial tener un proceso de identificacion del régimen
de flujo para la identificacién correcta de la prueba de presion. La combinacién de la
funcién derivada de la presion y de la presidn convencional en una gréfica, representa

una herramienta muy util de diagndstico de flujo.

La calidad de los datos de presion tiene una influencia mayor en los calculos de la
funcién derivada. Sin embargo, para el caso de pruebas de incremento de presion
precedida por produccion a presion constante, como ya se menciono, la literatura es

limitada y nula para la funcién derivada con los efectos de dafio y almacenamiento.

El analisis de pruebas en funcion de la derivada se ha enfocado hacia pozos que han
producido a gasto constante, por lo que al evaluar para el caso de produccion a presion
constante se requiere, como en el caso de la grafica de Horner propuesta por Uraiet,
normalizar la funcién derivada para obtener una correspondencia entre los dos casos.
Para normalizar la funcién derivada se utilizé el ultimo gasto de producciéon antes del

cierre.
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Con la aproximacion de la derivada con respecto al tiempo, el cambio de presion
durante los periodos de prueba es considerada para el analisis. Con el objetivo de
enfatizar el régimen de flujo radial, la derivada es tomada con respecto al logaritmo del
tiempo. Usando el logaritmo natural, la derivada puede ser expresada como derivada

del tiempo, multiplicada por el tiempo de cierre.

dpD :At dpD
dinAt, — ° dt,

Ap'= , (4.1)

Para calcular la funcién derivada del Modelo | propuesto, se deriva con respecto al
tiempo adimensional la Ec. (3.45) y el resultado se multiplica por el tiempo

adimensional.

Para el caso en el cual C, =0, la funcién derivada esta definida con la ecuacion

siguiente:
dp 6 % we"® (1 e_(vz_wz)tm)

—FwsD _ _ —¥ dvdw 4.2
° z* D-H f, (0, Sd,w NEMY) V(v -w’) *2)
y para el caso en el cual C, =0, se tiene,

_w? vz—wz)tSD
» Wit o WE P (1 e( j

¢ 9Pun __4Coly < we dvdw  (4.3)

_let,
1(cD,sd,w) ”f(C SasW) F, (Sg,V) v(vV —w)

° dt, 7’
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4.6.1 Funcioén Derivada cuando C, =0.

Las graficas log-log de las Figs. 33 a la 38 presentan el comportamiento de la funcion

derivada vs. At, para pruebas de incremento de presion en pozos precedidos por una
produccion a presion constante sin los efectos almacenamiento en el pozo, C, =0,

para diferentes tiempos de produccion, S, >0 y un tiempo de cierre Aty =10°. Para

tiempos cortos de produccién las pendientes son paralelas para los distintos valores de

dano.

Se observa que conforme aumenta el tiempo de produccién la pendiente va
aumentando para tiempos cortos. El incremento de la funcion derivada de la presion
(FDP) es constante para tiempos muy cortos, posteriormente va disminuyendo
lentamente este incremento hasta ser cero. Llega a un valor maximo la FDP y después
de este punto comienza a disminuir la FDP, estos decrementos son pequefios hasta ver

constantes y formar una linea recta con pendiente negativa. Se observa que para
tiempos de produccion t g <10°, el punto maximo de la FDP es menor a 0.5 con un
Aty =10° y para t >10° alcanza el valor de 0.5, en términos dimensionales, la derivada

se estabiliza a este valor cuando el régimen de flujo es alcanzado. La duracion de

FDP=0.5 dependera del tiempo de produccion, entre mayor sea t, mayor sera la

duracion de FDP=0.5.

En esta etapa podemos concluir que cuando t =0.1x At, siempre y cuando t <At , el

valor de la FDP sera de 0.5, y el valor maximo de FDP se dara cuando

FDP,, =107 xAt, .
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Fig.33. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a
Constante con S, >0 yun t, =10.
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Fig.34. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion

Constante con S, >0 y un ty, =107,
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Fig.35. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion

Constante con S, >0 y un ty =10".
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Fig.36. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion

Constante con S, >0 y un tg =10*.
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Fig.37. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a

Constante con S, >0 y un t_ =10,
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Fig.38. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion

Constante con S, >0 y un tg =10°.
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4.6.2 Funcion Derivada cuando C, #0.

Durante el periodo donde domina el almacenamiento, el cambio de presidén y la
derivada de presion son idénticos. En escala log-log, las curvas de la derivada siguen
una linea recta de pendiente igual a la unidad. Las Figs. 39 a la 42 son graficas log-log,
que muestran el comportamiento de la FDP para diferentes tiempos de produccién, un

Aty =10", C, =0, C, =10",y S, =0, S, =5.

A tiempos cortos la FDP forma una linea recta de pendiente unitaria durante los efectos
de almacenamiento, y cuando los efectos del almacenamiento son nulos se forma una
linea recta con pendiente aproximadamente de 0.5. Posteriormente se llega a una
estabilizaciéon cuando la FDP es igual a 0.5 cuando se alcanza el régimen de flujo
radial. Entre estos dos regimenes de flujo, el gasto del pozo esta cambiando mientras el
efecto de almacenamiento del pozo esta presente y la respuesta a este efecto se

describe como una joroba, y el tamafo de la joroba defendera del valor del dafio.

Se observa que el periodo de estabilizacion depende del tiempo de produccion y entre
mas grande el tiempo de produccién mas tiempo durara la estabilizacion, por lo tanto a
menor tiempo de produccion es menor el area bajo la curva. Para las curvas con danio,
se observa que tienen el mismo comportamiento con pendientes paralelas para
diferentes dafos, se observa el periodo de estabilizacion de 0.5. A tiempos largos las
curvas convergen al mismo valor de dafio independientemente del valor de
almacenamiento. El decremento de la FDP comienza aproximadamente cuando

Aty =t .

Las Figs. 43 y 44 son graficas semilogaritmicas, donde se observa que para tiempos
largos de produccién convergen a cero y la joroba son mas grandes. A tiempos cortos
los incrementos son pequefnos hasta ser constantes, llegan a su periodo de

estabilizacién de 0.5 y para posteriormente comenzar a decrecer.
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Fig.39. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C, 20 un t, =10°.
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Fig.40. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C, 20 un t, =10",

Atp
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Fig.41 Comportamiento de la Funcion Derivada para un Pozo que Produce a Presién Constante
con S, >0,y C, >0 unty,=10°.
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Fig.42. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C, 20 un t, =10,
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Fig.43. Comportamiento de la Funcidon Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C, 20 un t, =10°,
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Fig.44. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C, 20 un ty, =10".
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4.6.3 Analisis del Incremento de Presion en Funcion de la Derivada de
Presion. Metodo de Horner.

Para un cierre despues de un periodo simple de decremetno, la derivada es generada

con respecto al tiempo efectivo de Agarwal dado por la ecuacion de superposicion.

pp'=—IPo Lt O (4.5)
t, AL, t °dt, '
din "> P
t, + At

Al aplicar este procedimeinto para determinar la Funcion Derivada de la Presion, los
resultados se encuentran en las Figs. 45 a la 50 donse se puede observar que para las
mismas condiciones y parametros de las Figs. 39 al 44 los resultados son los mismos,

teniendo el mismo comportamiento.
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107 B = o s ol 4 W\ ottty
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Fig.45. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constanteccon S, 20,y C, >0 un t =10°, (Factor de Horner).
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(tsp + Atp)Atp dpy,sp
o dat,

10°;

— Cp=0.55=0
Cp=0.5p=5
— Cp=10%,55=0

1071

— Gi=10%.55=5

1072},

'
-.
/
Jr
v
0

10721 /

TR TR
Fig.46. Comportamiento de la Funcidon Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C; >0 un tg =10", (Factor de Horner).
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Fig.47. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C;, >0 un tg =10°, (Factor de Horner).
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Fig.48. Comportamiento de la Funcidon Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C; >0 un tg =10, (Factor de Horner).
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Fig.49. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C;, >0 un tg =10%, (Factor de Horner).
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Fig.50. Comportamiento de la Funcidon Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, >0,y C, >0 un t, =10, (Factor de Horner).

4.6.4 Comparacion de la Funcion Derivada de la Presion del Modelo | con el

Modelo de Uraiet.

A continuacion en las Fig. 51 y 52 se comparan el comportamiento de la FDP del

Modelo | con el Modelo de Uraiet para diferentes tiempos de produccion, tiempo de

cierre adimensional At, =10°y distintos valores de almacenamiento. La Fig. 51 muestra
el comportamiento de la FDP cuando el S, =0 y la Fig. 52 cuando S, = 0. La FDP del

Modelo de Uraiet se evalua numéricamente con el método de diferencia finitas antes ya
mencionado y el Modelo | su FDP se evalua analiticamente con la Ec. (4.3), se observa

una buena concordancia entre los dos modelos

En la Fig. 51, se evaluaron dos diferentes tiempos de produccion, t, <Aty Yy tg > At .
A tiempos cortos cuando el C, =0 se observa la linea recta con pendiente igual a uno

para los diferentes valores de tiempo de produccién y almacenamiento. Para el primer
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caso cuando t <At , la FDP maxima es diferente de 0.5 pues el tiempo de produccion

debe ser t, >10", lo cual no se cumple, por lo tanto no ha alcanzado su periodo de
estabilizacion Para el caso de t, >At,, tiene su etapa de estabilizacion donde la

FDP #0.5.

En la Fig. 52, se presenta el comportamiento de la FDP para distintas combinaciones
de dano y almacenamiento donde se muestra, en general, una muy buena
concordancia en las curvas entre el Modelo | y el Modelo de Uraiet. Sin embargo, para

las curvas donde S,>5 y C_,=0 no coinciden los datos para At, <3000 , Este
problema también se present6 para el caso del incremento de presion cuando S, >5 y
C, =0 se tiene problemas de convergencia y por lo tanto solo para At, >500 se tuvo

una buena concordancia.

10_1 : — B ._:_.__‘7_“ \“"*‘ﬁ_v‘-
C ._4'/" ) 1
y " _ .._"\‘\ L . 23t

tp=10%, Cp=10?
tp=10%, cp=10°
tp=10°, cp=10*

1073 . - tp=10%, Cp=0
o tp=10%, cp=10? ]
— tp=10%, Cp=10° \
tp=10%, cp=10* %
\\
10_4 1 I 0 I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6
10™ 10 10 10 10 10 10 10

Tiempo adimensional, Atp
Fig. 51. Comportamiento de la Funcién Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constante con S, =0,y C, 20.
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Fig. 52. Comportamiento de la Funcidon Derivada para un Pozo que Produce a Presion
Constantecon S; #0,y C, =0.
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Con base en procedimientos analiticos se desarrollaron dos modelos para determinar el
incremento de presion en pozos con dafo y almacenamiento que producen a presion
constante antes del cierre, para un yacimiento infinito. El unico Modelo numérico para
pruebas de incremento de presion a presion constante con dafo y almacenamiento

pero para un yacimiento cerrado y a presion constante, el cual si lo evaluamos para un

I, lo suficientemente grande se comporta como un yacimiento infinito, en la literatura

fue propuesto por Uraiet en 1979. El modelo de Uraiet se utilizé para validar y comparar

los resultados de los modelo analiticos.

Esta validacidn y comparacion dio la oportunidad de ir un poco mas y poder desarrollar
evaluar la funcion derivada del incremento de presion para pozos que produjeron a
presion constante antes el cierre. De lo anterior se pueden establecer las conclusiones

siguientes:

1. La solucién del primer modelo gener6é una solucion en el espacio real, y el
segundo modelo generd una solucion en el espacio de Laplace, la cual se
llevo al espacio real aplicando dos veces el método de inversion numérica de
Stehfest.

2. Para poder llevar acabo la validacién de los modelos se programo el modelo
numeérico desarrollado por Uraiet, el cual emplea diferencias finitas. Los tres
modelos se programaron para su evaluaron en el software de Mathematica ©.

3. En el primer modelo se obtuvo una solucion en el espacio real, la cual
involucra una integral impropia doble, con limites superiores al infinito lo cual
complica la evaluacién y programacién de la solucién, ya que no tiene un
comportamiento continuo, por lo que se utilizaron aproximaciones numeéricas
que pudiesen minimizar los puntos no continuos, este modelo se implementé
en Mathematica © empleando un método de programacion en paralelo.

4. Del segundo modelo se obtuvo una solucion en el espacio de Laplace que
involucra una doble transformada inversa de Laplace, una correspondiente

para el tiempo de produccion y una para el tiempo de cierre. el método de
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inversion numérico que se empleo fue de Stehfest para cada variable de
Laplace. La solucion se programo6 en Mathematica ©

El trabajo desarrollado por Uraiet, considera un yacimiento homogéneo, con
geometria radial. Se incluyen los efectos de dafio y almacenamiento del pozo.
El efecto del dafo se representa por una regidn concéntrica, con un
determinado valor de permeabilidad. Se consideran dos condiciones de
frontera externa, cerrada y a presion constante. Se emplea el método
numeérico de diferencias finitas para resolver numéricamente el modelo.

El modelo de Uraiet realizado se validé reproduciendo las graficas que
reportan en su trabajo para posteriormente comparar sus resultados con los
modelos analiticos desarrollados en esta tesis, No se encontr6 ninguna
discrepancia entre los resultados de la graficas dadas por Uraiet en su tesis.
Se compararon el Modelos I, solucién en el espacio de real y el Modelo I,
solucién en el espacio de Laplace con el modelo de Uraiet, para diferentes
valores de dafio y almacenamiento asi como diferentes valores de tiempo de
cierre y tiempos de produccién. En cada una de las graficas generadas se
muestra que hay una muy buena concordancia entre los dos modelos
analiticos desarrollados y el Modelo de Uraiet. Las graficas y resultados
muestras una buena concordancia.

Se considero el concepto de Uraiet de que para preservar la continuidad entre
el caso de gasto constante y el caso de presiéon constante y analizar el

comportamiento de las pruebas de incremento, los resultados se grafican en

términos de p,/q,, lo que permitid comparar los resultados y ver similitudes

con graficas y comportamientos que presentan las pruebas de incremento
pero a gasto constante, ya validadas y manejadas desde hace tiempo.

En el trabajo original de Uraiet, no considero6 la funcion derivada de la presion,
por lo cual se modificé el modelo de Uraiet para calcularla. Esta evaluacion
también es numérica. La derivada del Modelo | se realizé analiticamente y el
resultado se muestra en la Ec. 71. Con lo cual se comparé la funcién derivada
de la presion entre el modelo de Uraiet y el Modelo |, sin encontrarse
diferencias, para las distintas combinaciones de parametros evaluados.
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10.

11.

Se puede observar que para la funcion derivada de la presién de pruebas de
incremento a presion constante antes del cierre, al graficar en la escala log-
log, el comportamiento de las curvas con el efecto de almacenamiento y dafio
siguen el mismo comportamiento obtenido para en el caso de produccion a
gasto constante.

A tiempos cortos, no es posible describir el efecto del dafio de manera
adecuada por medio del factor de dafo, ya que el estado transitorio
introducido por el efecto de dano se rige tanto por la permeabilidad de la
region con dafo y su extensién radial. Sin embargo a tiempos largos, es
posible hacer eso, cuando el gasto en la region con dafio es esencialmente
estacionario (Nunca puede llegar a ser constante ya que el gasto de flujo es

una funcién del tiempo, y el tiempo de reestabilizacién no puede ser cero).
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Apéndice A

Apéndice A.

Cambio de Variables de la Ecuacidon de Difusividad para el Modelo de
Uraiet.

A partir de la Ec. (2.3) se obtiene:
X
Inry =X, Inr,, =Inry.
A cada miembro de la ecuacion anterior se le aplica la funcidn exponencial, es decir,

9{6(%) _ ﬁxﬁ(mss).

Como la funcién exponencial y la funcion logaritmo son funciones inversas, se obtiene:

o =Toe (A1)
Se deriva la Ec. (2.3) en funcion del radio adimensional,

M _ 0 Inr, 1 ilnrD= 1

o, Orfy Inr,, Inr,, or, I, Inr,, (A.2)
Se reescribe la primera derivada parcial de la Ec. (2.1),

Py _ Py 0%

or, 0%, Orp (A.3)

y la segunda derivada parcial,
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0Py _ 0 (0o
o> or, '

o (A.4)
Se sustituye la Ec. (A.2) en la Ec. (A.3),
oy Iylnr,, OXy
Se sustituye la Ec. (A.5) en la Ec. (A.4) y se obtiene la ecuacion siguiente:
Py _ 0 f_ 1 2py
a2 ary\ryInry, ox, )
reescribiendo la ecuacién anterior,
2
0 pzD = 1 0 L% . (A.6)
oy Inry, oy \ 1y OXp
Se desarrolla el producto de la derivada de la Ec. (A.6),
o’ 0 0
FlD = ! _iz Po +Li Po ) (A7)
oy Inrg,\ g oXy Iy oy 0Xy
Se reescribe la Ec. (A.7) en la forma siguiente:
o’ 0 opy | OX
FlD _ 1 _iz Po +i 0 [ 9Py D (A.8)
oy Inrg, \ 13 oXp Iy 0%\ OXy ) ory

Se sustituye la Ec. (A.2) en la Ec. (A.8) y se obtiene:

90



Apéndice A

7p, 1 _Lopy 10 [dp 1
o Inrg, | r2oxg 1y 0% (o N\ rplnry, )

reescribiéndose se obtiene,

o 1 1 0 11 &
FZD = Po +— . F;D _ (A.9)
ory 5 Inr,, OX, I3 (ln rDe) OXp

Se sustituyen las Ecs. (A.1), (A.5)y (A.9) en la Ec. (2.1),

0 0°
rDZeXD _ 21X 1 Pp + 21X 1 - F;D + rDXg’ ( . 1 apD ] — rDZ:D apD ,
Moe” Ty, OXp ° (lnl’ ) OXp Moe InTy, OXp ot

se factoriza,

11 opg 1 1 azpD 1 b |_ 2% Po
/D}{[ /D}{/D//aXD " I‘ (lnr ) J+/rg{( e T, OXp J_rDe o, ’
se obtiene:

e® &Py _ OPp

= (A.10)
lnrDe ox: ot
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Apéndice B.

Ecuacion Diferencial Parcial que Describe el Comportamiento del
Flujo en la Regidon de Dafio.

Para la region de dafio, en el sistema de coordenadas definido por la Ec. (2.3), la

ecuacion de difusividad que describe el comportamiento de la presion es:

(rDe )_2XD 9’ Pos _ OPps ' (B.1)

(ln rDe )2 8Xés atDs

La ecuacién que define el tiempo adimensional es:

Kkt
t, = . B.2
gour, &2
En la regién de dafio, el tiempo de produccion adimensional se define como:
K.t
t. = = B.3
” gour, &)

Se multiplican el numerador y denominador de la Ec. (B.3) por el valor de la

permeabilidad en la zona no danada,

k Kkt k. kt K
Ds — 1, > 2 == 2 :_StD' (B4)
kgcur, kocur, K

Se determina la derivada del tiempo adimensional a partir de la Ec. (B.4),
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(B.5)

Se reescribe la derivada parcial del miembro derecho de la Ec. (B.1) en la forma

siguiente:

OPps  Ppgc Olp
Ot oty oty .

Se sustituye la Ec. (B.5) en la ecuacién anterior,

astk _ £ astk

atDS ks atD -

Se sustituye la Ec. (B.6) en la Ec. (B.1),

(rDe)_ZXD 82 stk zkastk )
(nr,) o6 K a

(B.6)

(B.7)
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Apéndice C.

Modelo de Diferencias Finitas.

Ecuacion de difusividad.

Generalmente, se emplean dos sistemas de malla en los modelos de diferencias finitas,
llamados sistema de malla de "bloque centrado”, y "nodo distribuido”. En esta tesis se
utiliza el sistema de malla de nodo distribuido ya que el valor de la presion se define en

la frontera interior y en un caso de frontera exterior.

Se empled una distribucion uniforme para la discretizacion de la variable Xj.

Con el fin de simplificar la formulacion de diferencias finitas, se combinan las Ecs. (2.4)

y (2.7), en la manera siguiente,

_a Y (C.1)

donde U = p,, a=1, para la region sin dafio y a=k/k, para la region con dafio.

Para la solucion de la Ec. (C.1), la malla de nodos distribuidos como se muestra en la

Fig. C.1. El miembro izquierdo de la Ec. (C.1) se discretiza en la forma siguiente,

(rDe )_ZXD aZU _ (rDe )_ZXDi 2 |:Ui+1 _Ui — Ui _Ui_l j|> (02)

(Inr, ) 0 (Inry, ) AX+AX | AX; AX;
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b - - *—e - - Q
iz1 2 3 4 1 j j#l i-l i i+l K-1 K K+l
|nx;|u;1
‘o :\s W k -
xin= A= X . xp =1
0 DAMAGED o~ oS UNDAMAGED °
REGION REGION

Fig. C.1. Descripcion del espacio de la malla.

donde i es el indice del nodo de la malla en la direcciéon de X,. Puesto que se empled

una discretizacion uniforme de malla (Ax, = Ax;, = Ax; ), se tiene:
Xp; = (1—1) A, (C.3)
y la Ec. (C.2) se reescribe como,

2% A2 —2Mxp(i-1)
()™ 00 ()™

(Inry,)” &5 (Inry, ) (A%p)

-2U; +U, . (C.4)

i+1
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ou
Para discretizar la derivada temporal de la Ec. (C.1), at_’ se emplea el método de
D

Crank-Nicholson. Por lo tanto, la Ec. (C.1) se reescribe como,

—2A%p(i-1) n+1 n
(5 oup -207" +Up T+ (1-0) g, -207 +U J=amt oL (€5
D

(Inr,, )2 (A )2

donde el indice N en la Ec. (C.5) representa el nivel del tiempo, y & es un parametro
de ponderacion. Uraiet empled diferentes valores de & en el modelo y determind que
para € =0.6 se obtiene el menor error acumulado, y una discretizaciéon uniforme en la
variable temporal en cada ciclo logaritmico genera una solucién precisa. Para cada una

de las graficas generadas, el numero de nodos en la malla se fijé en 500.

La Ec. (C.5) se escribe en la forma siguiente,
i+1 i+1

U+ (27 + UM = U = 0], (20 1)U + /U], (C.6)

donde

n_ C.7
7i a(inry,)” (Ax,)’ (©7)
y

al = ﬂ%" - (C.8)

El sistema representado por la Ec. (C.6) es estable para todos los valores de 7' y

a'>0,con 8>0.5.
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El gasto adimensional, J,, en el pozo se calcula a partir de la ecuacion siguiente,

o =ﬁ€mr)[e(u;+l —4uM 43U )]+(1—9)(u; —4U] +3U7). (C.9)
D De

Esta aproximacion es correcta para (Axé), e involucra los primeros tres nodos de la

malla.
Condiciones de frontera y condicién inicial
El sistema de Ecs. (2.9) a (2.15) se discretiza de la forma siguiente,
a) Condicién inicial
U’ =0, 1<i<K, (C.10)

Donde .
b) Condiciones de frontera interna en el pozo para el periodo de produccion:
u" =0. (C.11)
c) Condiciones de frontera interna en el pozo durante el periodo de cierre:

Cuando no se considera el efecto de almacenamiento de fluidos en el pozo, la
aproximacion de diferencias finitas correspondiente al caso en que el flujo es cero, se
obtiene al sustituir la Ec. (C.9) en la Ec. (2.10):

Uy —4u]" +30 :—1;’9 [-3U7 +4u7 -U; . (C.12)
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Para el caso donde se consideran los efectos de almacenamiento del pozo, la Ec.

(2.11) se discretiza como:

U -u; % [-0(Ur —405 +307) |- (1-0)(U] —4UT +3U7). (C.13)
3 2 1 3 2 e '

C =
oA 2A%k (Inry,)

Se define:
n 6 At k
_ s ’ C.14
/ 2kC, (A%, )(Inty,) (C.14)
por lo tanto la Ec.(C.13) se simplifica en la manera siguiente:
(1+3ﬂn)un+l _(4ﬂn)un+1 +(ﬂn)un+1 — 1_3(1_9)ﬂn Un
1 2 3 9 1
(1-0) ( ) (C.15)
1-6 n n 1-0 n n
+£4T'B Juz —[Tﬂ ]U3.

Las condiciones de frontera externa de los sistemas representados por las Ecs. (2.14) y

(2.15) son definidos como:

Ug,, =Ug , para un yacimiento cerrado (C.16)
y
Ug =0, para el caso de presion constante. (CA7)

En la interfaz entre la region con dafio y la regién sin dafo definida por la Ec. (2.8), se

tiene la condicion siguiente:

B HE e
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donde (aU/ax) _ representa la caida de presién justo a la izquierda de la interfaz y

i

(6U/éx). , la caida de presion a la derecha de la interfaz. Si (U), vy (U),, . se

i
expanden en serie de Taylor en términos de U,, la Ec. (C.6) y la Ec. (C.18) se

combinan para dar la siguiente ecuacion que representa la interfaz,

n+ n ks n n ks n+ n n+
Ui =7 —J+Ll+yj +y —JUJ. ‘+(—7/j )Uml =
(C.19)

El sistema previo de ecuaciones se simplifica en una matriz tridiagonal de la forma

siguiente:
[A]U =[D], (C.20)

donde A es una matriz tridiagonal y [D] es un vector columna. Esta matriz representa

las diferentes combinaciones de condiciones en la frontera interior y exterior.

A continuacion, se representan las matrices desarrolladas para cada caso:
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Fig. C.2. Representacion de la matriz del periodo de flujo para un yacimiento

cerrado.
A Un+l D
] N d+1)—(2d —e!)Ul +d U’ |
i=2[2+e0 -1 u, ( n) ( :) : :
L oae i U du, —(2d -¢")ul +d U],
i=]j —k /k (kg /k+1)+el -1 U |= d(ks/k)Uj”fl—(d(ks/k+1)—ej”)UJT‘+d Ui,
-1 2+ein -1 Ui dUirll—(Zd—ei“)Ui”er Uirlrl
i=K -2 2+e || Uy
- el 2d Uy, —(2d - e )Uy
o () (M) a1 k g P
e = e — = a=— para la region con dario (i< j)
0(rse ) A 7 K,
a=1 para una region sin dafio (i > j)
d :ﬂza_in
0 Vi

Fig. C.3. Representacién de la matriz del periodo de flujo para un yacimiento con
frontera externa a presion contante

A Un+l D
] N d+1)—(2d el Ul +d U?
i=2 [2+e! -1 u, ( n) ( :) : :
-1 2+¢€ -1 U, d Ui—l_(zd_ei )Ui +d U7,
i=j —k [k (k/k+1)+e] -1 U; |=|d(k/k)U], —(d(k /k+1)—€] JU] +d U],
-1 2+€ - Y duy, _(2d _ein)Uin +d U,
i=K-1 -2 2+ep, || Uk | ) .
- - I dUg,—(2d-ep,)Ug,
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Int,, )’ (A, )’
e = (In o, )2(I(I)Z(XD) 2 :Ln, a LS para la region con dafio (i< j),
0(r,, ) AL Ky
a=1 para una regioén sin dafio (i> j),
g-=0_a
0 a

Fig. C.4. Representaciéon de la matriz del periodo de cierre para un yacimiento

cerrado.
A Un+1 D
_ o e —2d)U; +(e) +2d)U!
i=1|2+e, -1 U, (n )l n(zn )2n
-1 2+¢€f -1 U, dUy, -(2d —efJu +d U7,
i= | ko fk (ko /k+1)+el - U, |=|d (k. /K)UL, —(d(k /k+1) €Ul —d U,
-1 2+ein -1 Ui dUirll—(Zd—ein)Uin+d Uirll
i=K -2 2+e} ||Uy
- el 2d U, —(2d —ef JUg
(Inry,) (A%,)'a 1 k . o
e' = efz(H)AX =—, a=— para la region con dafio (i< j),
0(rs ) "AL Y K,
a=1 para una region sin dafio (i> j)
d :ﬂza_in
0 Vi
oo L 2k ¢, (A, )(Inry, )

B0 kAL
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Fig. C.5. Representaciéon de la matriz del periodo de cierre para un yacimiento con
frontera externa a presiéon contante.

A UI’H—] D
_ _ _ e*-2d)U" +(e) +2d U]
i—1 [2+4e* -1 U, ( Ui +(e+2d)u;
-1 2+¢ -1 U, d Ui—l_(zd_ei )Ui +d Uy,
i=j Kk, /k (K /k+1)+e] 1 U, |=|d(k/K)U], —(d(k /k+1)—ef)uf+d U],
_1 2+ein —1 Ui dUIrll_(zd_elr])Uln+d Uirlrl
i=K-1] -1 2+ep, ||U, | ) o
I dUg, —(2d-eg Uy,
Inr ) (Ax,)'a 1 k .
e = (In fo L(i(_l)AXD) =—, a=— para la region con dafio (i< j),
0(r,) oAty Ky
a=1 para una region sin dafio (i> j).
g1zt @
0 Vi

o 2k ¢y (A% )(Inry,)
B 6 koAt
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Apéndice D.

Produccién a Gasto Variable: Radio del Pozo Finito.

Sea p; (Ipt,) la distribucion de la presion adimensional para el caso de gasto variable.

Sea qu(rDtD) la distribucion de la presion como resultado de una produccion a gasto

constante, con una frontera externa cerrada o a presion constante. Para el caso de
gasto variable, se considera que el pozo esta en un yacimiento infinito, la distribucion de
presion satisface las Ecs. (D.1), (D.2), (D.3)y (D.4).

Ecuacién diferencial de flujo:

2
Py 1P _ P (D.1)
o 1y o, ot

Condiciones de frontera:

Interna (en el pozo),

dp,
r =—0, (t, ). D.2
o) ) ©2)
Externa,
lim p,(ry,t,)=0. t, >0 (D.3)

Ip—©
Condicion inicial,

Po (15,0) =0, (D.4)
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La solucion para este problema es sencilla si se considera que la solucion para el

problema a gasto constante, qu(rD,tD), es conocida, la cual satisface las Ecs. (D.2),

(D.3), (D.4) y la ecuacion para el gasto constante:

0T
[rD qu} S (D.5)
dr, . S

Si aD (s) es la transformada de Laplace de q, (tD), se deduce que saD_qu satisface las

Ecs. (D.6), (D.7) y (D.8), las cuales son las transformadas de Laplace de las Ecs. (D.1),
(D.2)y (D.3),

Ecuacion diferencial de flujo:

o' p op -
Po , 1P _gp (D.6)
oy Iy ory

Condiciones de frontera:

Interna (en el pozo),

(ro dd_fDD ] -y (0.7)
Externa,

rlDi_rEO_pD (15,8)=0, (D.8)

Por lo tanto,
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_pD = SaD _qu ) (D.9)

La propiedad de convolucion establece que:
L' {f(s)g(s)} =], F(u)G(t—u)du, (D.10)

aplicando la Ec. (D.10) a la Ec. (D.9):

tp

pD(rD,tD)zatiqu(tD—u)qu(rD,u)du, (D.11)

D o

la Ec. (D.11) se reescribe como:

tp

pD(rD,tD)=_|'qD (to —U) P (1p,u)du, (D.12)

0

alternativamente, la Ec. (D.12) puede expresarse:

tp

Po (Tooto ) = [ Ao (U) Pip (1o tp —u)dlu, (D.13)
0
donde
. dqu
= , D.14
qu dtD ( )
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Apéndice E.

Solucion de la Ecuacion de Difusiéon Para un Pozo que Produce a
Gasto Constante en un Yacimiento Infinito con Geometria Radial (se
Incluye el Efecto de Dafo y Almacenamiento).

Se considera el flujo de un fluido ligeramente compresible que fluye en un medio poroso

homogéneo, con geometria radial de dimension infinita. El yacimiento tiene un pozo que
produce a gasto adimensional constante, (,, situado a un radio adimensional 1, =0.

Se consideran los efectos de dafio y almacenamiento. EI modelo matematico que

describe tal fendmeno se representa por la ecuacion diferencial siguiente;

2
a pzD _I_iapD :apD , (E1)
oy Iy ory, oty

la condicion de frontera interna se expresa por las Ecs. (E.2) y (E.3):

d
Co P _[rD apDJ =1 (E.2)
dt, o ),
y
0
Pawo (to) =P (Lty) =S, Lro apD J : (E.3)
o rp=1

La condicion de frontera externa,

lim py (.t ) =0 (E4)

Ip >
y la condicion inicial

Py (1y,0)=0. (E.5)
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La solucion del problema de valores inicial y de frontera, de las Ecs. (E.1) a la (E.5), se

obtiene empleando el método de la transformada de Laplace en la manera siguiente:

Se aplica la transformada de Laplace al sistema de ecuaciones de (E.1) a la (E.5),

d’p dp
Po 18P _ o (E.6)
dry 1y dr
_ dp 1
C,s - r,—= =—, E.7
S Pawo [ D er Jr ; S ( )
_ _ dp
Pqwo = Po (I’S)_Sd Lro dIE)DJ (E.8)
D Jry=l
y
lim P, (r5,5) =0. (E.9)

Ip >

La solucion general de la Ec. (E.5) es:
Po (y,5) = AK, (\/ErD)+ BI, (\/Ero). (E.10)

Aplicando la condicion de frontera de la Ec. (E.9) a la solucion expresada por la Ec.
(E.10):

lim P, (1,.s) = r1i£r010(A|<0 (V515 ) +B1, (V51 )) = 0. (E.11)

Ip >

La Ec. (E.11) se simplifica al considerar que el limite de una suma de funciones es igual

a la suma de los limites de las funciones, es decir,
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Alim (K, (V5 ))+ B lim (1, (V51 )) = 0. (E.12)

Ip —>© Ip —>©

Las funciones modificadas de Bessel de modificadas de orden cero cumplen las

identidades siguientes:

rEirgo(Ko(\/ErD)) =0 (E.13)
y
éiggo(lo(%r,) )):oo. (E.14)

Se substituyen las Ecs. (E.13) y (E.14) en la Ec. (E.12) y para que la suma de los limites

sea finita, es necesario que:
B=0. (E.15)

Por lo tanto, la Ec. (E.10) se expresa,
Po (Iy,S) = AKO(\/ErD). (E.16)

Se sustituye la Ec. (E.8) en la Ec. (E.7) y se obtiene:

_ dp dp 1
Cys| Py (L,S)—S [r DJ —(r D] =-—. (E.17)
P [ o (1:8)=Sa| T dry ), ° dr, S

La Ec. (E.16) se sustituye en la Ec. (E.17) y se obtiene la ecuacion siguiente,
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AC,SK, (Vs )+ As (1+C58,3 K, (\/E)zé, (E.18)

a partir de la cual se despeja la constante A,

Al ! (E.19)

TsCysK, (V5)+ 5 (1+Co845 ) K, (V)

La constante de integracion A, expresada por la Ec. (E.19), se sustituye en la Ec.

(E.16),
By (10.5) =~ o [or ) (E.20)
S CpsK, (Vs )+ /s (1+CpSs5)K, (V5
Se sustituye la Ec. (E.20) en la Ec. (E.8),
[ () oo
wo S Cos K,y (Vs )+ /5 (1+CoSys ) K, (V5 ) '
El miembro derecho de la Ec. (E.20) se rescribe en la forma siguiente:
K, (V5)+8, 5K, (Vs) (E.22)

= _1
quD_S\EKI(\E)?LCDS(KO(\E)—FS"\EKI(\E))‘
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Apéndice F.

Gasto Adimensional a Presion Constante.

La presidn en un pozo que produce a presion constante definida por la Ec. (3.4), en el

plano de Laplace, puede expresarse:
1
Puio (S) = S

Por lo tanto,

1
e *Pawo (5)

Guo (S)

(F.1)

Se sustituye la Ec. (3.9) en la Ec. (F.1) obteniéndose:

wD S

(s)—l 5Co K, (V5)+s (1+5C, Sy )K, (Vs)
T KRS

La ecuacioén anterior se factoriza en la manera siguiente:

S

_ (S)_l sCp Ko(«E)+xEK1(xE)+st Sd‘EKl(«E)
Qo - Ko(\/§)+\/§8d Kl(\/g) )

|2 ) () ()

()5, ()

por lo tanto,
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sCp M+ J5K, (45)

1 : -
qu(S)_S K()\/g K S) K0<\/§)+\/§Sd Kl(\/g)

Finalmente, se tiene la ecuacion siguiente:

V5K, (Vs)
sK, (Vs )+5v5 S, K, (Vs)

(F.2)

qu (S) = CD +
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Apéndice G.

Transformada Inversa de Laplace de la Ecuacion (3.9), Presion de un
Pozo que Produce a un Gasto Adimensional Unitario Cuando C, =0

De la Ec. (3.16), se considera la expresion siguiente:

h*(s):M (G.1)

35K, (35)

Se aplica Teorema de Inversiéon del plano de Laplace al plano real el cual establece

que,

y+ioo
h(ty)=—— [ e**h’(1)dA, (G.2)

2rxi
Ve

—ioo

donde A se utiliza para representar una variable en el espacio complejo, h*(/i)
representa una funcion en el espacio complejo y » la mayor de las singularidades de

h"(1) que se localizan a la izquierda de la linea (y —ioo, y +i).

Se sustituye la Ec. (G.1) en la Ec. (G.2) para obtener su expresion correspondiente en

el espacio real,

dA. (G.3)

Se emplea el cambio de variables determinado por la expresion u:ﬁ en la Ec. (G.3)

y se obtiene la ecuacion siguiente:
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}/+ioo
h(ty)=—— [ e* Kol(#) 4, (G.4)

El integrando tiene un corte de rama en A =0 por lo cual se emplea el contorno de la
Figura G.1 (Carslaw and Jaeger, 1959, pag. 303). Para calcular la integral de linea en

el segmento EF, el lado superior del corte de rama, se emplea la relacién

in/2

A=u’e" =—u*, de tal manera que u=ue”*=iu, y por lo tanto la Ec. (G.4) se rescribe

como:
1 e Ko (i)

hEF(tD)_—E'([(e )Wdu. (G.5)

Bl __B

V' N

F A

C D'/

AT 4

Figura G.1. Contorno de integracion.

Las funciones de Bessel modificadas de primer orden con argumento imaginario puro,

cumplen las identidades siguientes:

Kl(ix):g(—Jl(x)HYl(x)). (G.7)
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Se sustituyen las Ecs. (G.6) y (G.7) en la Ec. (G.5) y se simplifica la expresion

resultante para obtener la expresion siguiente:

s <tD>=iT(eu“D)_/g (Y (u) +13, ()
79 Z(_‘]l(u)”Yl(U))

du. (G.8)

Se eliminan los factores comunes en el numerador y denominador de la Ec. (G.8),

(e—uztg) (YO (u)+i_‘10(u)) du. (G.9)

© ey 8

1
T

e (o) =
Se definen las expresiones siguientes:
Num =Y, (u)+iJ,(u) (G.10)
Den=1J, (u)-iY,(u). (G.11)
El complejo conjugado de la Ec. (G.11) es:
Den=J,(u)+iY,(u). (G.12)
Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (G.11) y (G.12),
DenDen =Y/ (u)+J7 (u). (G.13)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (G.10) y (G.12), y se simplifica la ecuacion

resultante:
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num %:iﬂ/\ (G.14)
7u

donde

A =Y, (u)Y, (u)+Jy(u)J, (u). (G.15)

Se multiplican el numerador y denominador del integrando de la Ec. (G.9) por el
conjugado del denominador, Ec. (G.12), y se sustituyen las Ecs. (G.13) y (G.14) en la

expresion resultante para obtener la ecuacion siguiente:

1 m(e‘uzto)(ﬂzuHA)

e ()= Ny o)

du. (G.16)

%

Se repite el proceso desarrollado para la evaluacion de la integral de linea en el

segmento CD, el lado inferior del corte de rama. Se emplea la relacién A=u’e"" =-u?,

de tal manera que u =ue* =—ju y por lo tanto la Ec. (G.4) se reescribe como:

heo (tD):ziﬂje””D M(—2u)o|u. (G.17)

heo (tD)=—%Te“Z‘D Koldu) g, (G.18)

Las funciones de Bessel modificadas de orden cero con argumento imaginario cumplen

las relaciones siguientes:
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Ko (=i X)==(=Y, (x)+i3,(x)) (G.19)

K, (-1 %) ==(=3,(x)=iY,(x)). (G.20)

du. (G.21)

Se eliminan los factores comunes en el numerador y denominador del integrando de la

Ec. (G.21), y se invierten los limites de integracion de la integral resultante,

du. (G.22)

Se definen las expresiones siguientes,
Num =Y, (u)—iJ,(u) (G.23)
Den=J,(u)+iY,(u). (G.24)
El complejo conjugado de la Ec. (G.24) es:
Den=J,(u)-iY,(u). (G.25)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (G.24) y (G.25),
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DenDen = J7 (u)+Y;” (u). (G.26)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (G.23) y (G.25) y se agrupa la parte real y la

parte imaginaria de la expresion resultante,

NumDen = 2 —i A (G.27)
U

Se multiplican el numerador y denominador de la Ec. (G.22) por el conjugado complejo
del denominador, Ec.(G.25) y se sustituyen las Ecs. (G.26) y (G.27) para simplificar la

expresion resultante,

L (e”ztD)[ﬁzu—iAj

eo () =— [ HORAM du. (G.28)

La transformada inversa de Laplace de la expresion h(tD)es:

h(to)=hee (to)+hep (t5)- (G.29)
Se sustituyen las Ecs. (G.16) y (G.28) en la Ec. (G.29) y se obtiene,

—u’ty

4 %1 e
h(to)=— ! (G)mdu. (G.30)

La expresion,

£ (s) = ——— (G.31)
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se relaciona con la expresion h*(s), Ec. (G.1) en la manera siguiente:
f7(s)==h"(s). (G.32)

La transformada inversa de Laplace de f° (s) Se expresa como:

f(tD):Th(z’)dr. (G.33)

0

Se sustituye la Ec. (G.30) en la Ec. (G.33) y se simplifica,

« l—ev
f(tp)= ﬁiz ! [%)ﬁdu (G.34)
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Apéndice H.

Transformada Inversa de Laplace de la Ecuacién (3.9), para la Presidn
de un Pozo que Produce a un Gasto Adimensional Unitario, Cuando
Cp #0.

De la Ec. (3.9), se considera la expresion siguiente:

)+ 456 )
bsk, (\E)+«/§(c+ds) K, (xE)

h"(s;a,b,c,d)= (H.1)

donde a, b, c y d son constantes mayores que cero y la cual se encuentra en el espacio
de Laplace. Se aplica el Teorema de Inversion a la Ec. (H.1), definido en la Ec. (G.2)

para obtener su expresion correspondiente en el espacio real,

()= [ et (2 ) a3k (V2) da. (H.2)

C2rig baK, (VA (e+dA)K, (V)

Se realiza el cambio de variables determinado por la expresiéon = J2 enla Ec. (H.2)y
se obtiene la ecuacion siguiente:

1 y+ioo

_ v it K, (,u)"' auK, (,u)
h(tD)_27zi7ioo bAK, (1)+ p(c+dA)K, (u)

dA. (H.3)

El integrando tiene un corte de rama en A =0, por lo cual se emplea el contorno de la
Figura G.1. Para calcular la integral de linea en el segmento EF se emplea la relacién

in/2

A=u’e" =—u’ la cual implica que u=ue””=iu, y por consiguiente, la Ec. (H.3) se

rescribe de la manera siguiente:
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1T e K, (iu)+iauK (iu)
ﬂii(e )—buKO(iu)+i(c—du2)Kl(iu)du' ("4

Se sustituyen las Ecs. (G.6) y (G.7) en la Ec. (H.4) y se simplifica la expresion resultante

para obtener la expresion siguiente:

1 T(euztD)bu —(Yo (u)+id, (u))+iau(=J, (u)+iY, (u)) i (H.5)

(Yo (u)+i 3, (u))+i(c—du®)(=d, (u)+iY, (u))

Se agrupan la parte real y la parte imaginaria del numerador y del denominador del
integrando de la Ec. (H.5), y en la expresion resultante se multiplica el numerador y el

denominador por la unidad imaginaria i1,

o [N 8 @) 0w )
er \Ip ps 0(buYO(U)—<c_du2)Yl(u))_,_i(buJO(U)_(C_duz)Jl(u))

du. (H.6)

Se definen las expresiones siguientes:

Num:(—(Jo(u)+auJ1(u))+i(Y0(u)+auY1(u))) (H.7)

Den:(buYo(u)—(c—duz)Yl(u))+i(bu Jo(u)—(c—duz)Jl(u)). (H.8)
El complejo conjugado de la Ec. (H.8) es:
ﬁ’l:(buYo(u)—(c—duz)Yl(u))—i(bu Jo(u)—(c—duz)Jl(u)). (H.9)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (H.8) y (H.9),
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DenDen = (buYO (u)—(c—du?)Y, (u))2 +(bu J,(u)=(c—du*)J, (u))z. (H.10)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (H.7) y (H.9), y se simplifican para obtener

la expresion siguiente:

num ﬁ:(-%)(m(ab—d)uz)n(AMZ) (H.11)
donde

A =buJ; (u)+((ab+d)u’—c)J, (u) I, (u)-au(c—du’) 37 (u) (H.12)
y

A, =buY;*(u)+((ab-+d)u’ —c)Y, (u)Y, (u) ~au(c—du® )Y (u). (H.13)

Se multiplica el denominador y numerador del integrando de la Ec. (H.6) por el
conjugado complejo del denominador y se emplean las Ecs. (H.10) y (H.11) para

simplificar la expresién resultante,

(e-uztv)((-zj(c+(ab-d)u2)+i(A +A2)]

1% u
her (tp ) =—— i _du. (H.14)

Yy (buYO (u)—(c—du?)y, (u))2 +(bu J, (u)—(c—du*)J, (u))

Se repite el proceso desarrollado para la evaluacion de la integral de linea en el
segmento CD, el lado inferior del corte de rama. Se emplea la relacion A=u’e"" =-u’,

de tal manera que u =ue "™ =—ju, en la Ec. (H.4) para obtener la expresion siguiente:
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K, (—iu)—iauK, (-iu)

UbKO(_iu)+i(C_d“2)Kl(—iu)du' (H.15)

e (8 ) = %j(e )

0

Las funciones de Bessel modificadas de orden cero con argumento imaginario cumplen

las relaciones siguientes:

Ko (=) ==(=Y, () +i3,(x)) (H.16)

K, (i x)=§(—J1(x)—iY1(x)). (H.17)

Se sustituyen las Ecs. (H.16) y (H.17) en la Ec. (H.15),

hCD(tD)zi.T(e‘“ztD) ﬁz(_YO(u)m(’(u))_iau2(_2(u)_m(u)) du. (H.18)
! ubz(—YO(u)+i Jo(u))+i(c—du2)5(—\]l (u)=iY, (u))

Se simplifica la Ec. (H.18),

1 j)‘(euztD)Ub( (_Yo(u)+iJo(”))_iau(_‘]l(uj_in(u)) du. (H.19)

=Y, (u)+iJ, (u))+i(c—du?)(=J, (u)-iY, (u))

Se agrupa la parte real y la parte imaginaria del numerador y del denominador del
integrando de la Ec. (H.19),

. (e*UZ‘D )(—(JO (u)+aud, (u))-i(Y, (u)+au, (u) ))

w(—ubYO(u)+(c—du2)Yl(u))+i(—(c—du2)Jl(u)+ubJ0(u))

du. (H.20)

Se invierten los limites de integracién de la Ec. (H.20),
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(e )((30 () o, () +i(%, (v) raw, (v))

hCD(tD):_%I(—ubYo(uH(c—duz)Yl(u))+i(—(c—du2)J1(u)+ubJ0(u)) - (H-21)
Se definen las expresiones siguientes:
Num =( (3, (u)+aud, (u))+i(Y, (u)+auy, (u))) (H.22)

y

Den = (—ubY, (u)+(c—du?)Y, (u))+i(—(c—du*)J, (u)+ubJ, (u)). (H.23)
El conjugado complejo de la Ec. (H.23) es:
Den = (—ubY, (u)+(c—du*)Y, (u))=i(—(c—du*)J, (u)+ubJ, (u)). (H.24)
Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (H.23) y (H.24),
DenDen =(-ubY, () +(c—du®)¥, ()} +(~(c—du*)J, (u)+ubJ, (u)) . (H.25)
Se rescriben la Ec. (H.25) en la manera siguiente:
DenDen = (buY, (u) —(c—du® )Y, (u)) +(buJ, (u)~(c—du*)J, (u))". (H.26)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (H.22) y (H.24) y se agrupa la parte real y la

parte imaginaria de la expresion resultante,

Num%=(—ij(c+(ab—d)u2)—i(A+A2). (H.27)

7u
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Se multiplican el denominador y numerador del integrando de la Ec. (H.21) por el
conjugado complejo del denominador y se sustituyen las Ecs. (H.26) y (H.27) para

simplificar la expresion resultante,

o () == [ (e““D)((‘ij(w(ab—d)uz)—i(‘\*Az))
P ”o(buYO(u)—(c—duz)Yl(U))z+(bUJo(“)_(C_du2)‘]l(u))

du. (H.28)

2

La transformada inversa de Laplace de la expresion h(t,)es:

h(tD):hEF (tD)+hCD (tD)' (H.29)

Se sustituyen las Ecs. (H.14) y (H.28) en la Ec. (H.29),

» eV c+(ab—d)u2))
h(ty)=— [ ( 2 _du. (H.30)
4 Jo.(Uj(buYo(u)—(c—duz)Y,(u)) +(buJO(u)—(c—du2)Jl(u))

La expresion

() o ()

f'(s;a,b,c,d)= (H.31)
( ) s(bsKO(\/g)+\/§(c+ds)Kl(\/§))

se relaciona a la expresion h'(s;a,b,c,d) en la manera siguiente:

f*(s;a,b,c,d)=lh*(s;a,b,c,d). (H.32)

S
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A partir de la Ec. (H.32), la transformada inversa de Laplace de f*(s;a,b,c,d) se
expresa como:

tp

f (ty;a,b,c,d) = [h(z;a,b,c,d)dz. (H.33)

D>
0

Se sustituye la Ec. (H.30) en la Ec. (H.33), se intercambian las integrales y se simplifica

la expresidn resultante para obtener la ecuacion siguiente:

o) ] (e )(er(@-)w) u
e e e
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Apéndice |.

Transformada Inversa de Laplace del Gasto Adimensional en Funcién
de la Presion Adimensional de un Pozo Fluyendo.

De la Ec. (3.22) se considera la expresion siguiente:

V5K, (V5
k(o (]

h'(s;a)=

donde a es una constante positiva. Se aplica el Teorema de Inversion, Ec. (G.2), a la

Ec. (1.1) para obtener su correspondiente expresion en el espacio real

1 y+ico

— | et % (ﬁ)
o L ) )

dA. (1.2)

h(tD):

Se emplea el cambio de variable determinado por la expresion u = «/Z enlaEc. (l.2)y

se obtiene la ecuacion siguiente:

_ 1 weﬂto K, (#)
hee (tp) ==— | ,u(KO(,u)Jra,uKl(,u))d/L (1.3)

El integrando tiene un corte de rama en 1 =0, por lo cual se emplea el contorno de la

Fig. G.1. Para calcular la integral de linea en el segmento EF, el lado superior del corte

de rama, se emplea la relacion A=U’e" =-U’, de tal manera que y:ue"”z =iu, y por

lo tanto la Ec. (1.3) se rescribe como:

e K
! K, (iu)+aiuK, (iu ))d (4)
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Se sustituyen las Ecs. (G.6) y (G.7) en la Ec. (1.4) y se simplifica la expresion resultante,

:lw eVt (_Jl(u)+in(U))
hEF(tD) 7[.(';(_(Yo(u)+iJo(u))+aiu(—~]1(U)"‘in(u)))

du. (1.5)

Se agrupan la parte real y la parte imaginaria en el numerador y en el denominador del

integrando de la Ec. (1.5),

Se definen las expresiones siguientes:
Num=(-J, (u)+iY, (u)) (1.7)
Den=(Y,(u)+auY, (u))+i( J,(u)+aud, (u)). (1.8)
El conjugado complejo de la expresion (1.8) es:
Den =(Y, (u)+auY, (u))=i( J, (u)+aud, (u)). (1.9)
Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (1.8) y (1.9)
DenDen =( Y, (u)+auY, (u)) +( J, (u)+aud, (u)) . (1.10)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (1.7) y (1.9), y se simplifica la expresién

resultante,

127



Apéndice |

numﬁz—%ﬂﬁ\ (1.11)
donde
A =J,(u)d, (u)+Y, ()Y, (u)+au(Jf (u)+Y,; (u)) (1.112)

Se multiplican el numerador y denominador del integrando de la Ec. (1.6) por el
conjugado del denominador, y se sustituyen las Ecs. (1.10) y (1.11) en la expresion

resultante para obtener la ecuacion siguiente:

e (1) == | e_UZtD(_fjJ”Aj
er (o 7zo(Yo(u)+auY1(U))2+(a“‘]1(“)+‘]0(u))2

du. (1.13)

Se repite el proceso desarrollado para la evaluacién de la integral de linea en el

segmento CD, el lado inferior del corte de rama. Se emplea la relacion 1 =u’e™" =—u?,

de tal manera que ,u:ue‘i’”2 =—1U y por lo tanto la Ec. (1.2) se reescribe como:
14 K, (—iu)
hyp (t,)=— e ™ 1 —2u)du. .14
eo (to) Znil —iu(KO(—iu)—aiuKl(—iu))( ) (114)

Se sustituyen las Ecs. (G.19) y (G.20) en la Ec. (1.14),

heo (1) :l]ge_uzt” 5(_J1 (u)-iv, (u))
' (Z(_YO(U)"'iJo(U))_aiUZ(—Jl(u)—in(u))j

0
Se eliminan los factores comunes en el numerador y denominador del integrando de la
Ec. (1.15),

du. (1.15)
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=looe—u2tD (J( )+IY( )) u )
Mo () 72"([ ((Yo(u)=iJ,(u))—aiu(3,(u )+in(u)))d ' (1.16)

Se agrupa la parte real y la parte imaginaria del numerador y del denominador del
integrado de la Ec. (1.16),

o tD(J (u )+iY1(u)) .
(u)+auy, (u))- i(JO(u)+auJ1(u))d ' (1.17)

3 I>—*
O'-—:S

Se definen las expresiones siguientes:
Num=(J, (u)+iY,(u)) (1.18)
Den =(Y, (u)+auY, (u))-i(J,(u)+auJ, (u)). (1.19)
El conjugado complejo de la Ec. (1.19) es:
Den=(Y, (u)+auY, (u))+i(J, (u)+aud, (u)). (1.20)
Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (1.19) y (1.20),
DenDen =( Y, (u)+auY, (u))" +(J, (u)+aud, (u))". (1.21)

Se multiplican miembro a miembro las Ecs. (1.18) y (1.20) y se agrupan la parte real y la

parte imaginaria de la expresion resultante,

NumDen—iHAI (1.22)
zu
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Se multiplican el numerador y denominador del integrando de la Ec. (1.17) por el
conjugado del denominador, y se sustituyen las Ecs. (1.21) y (1.22) en la expresion

resultante para obtener la ecuacion siguiente:

L e ‘D( +i Aj
o (tD):;J.;(YO(u)+auY1 (U)) +( 3, (u)+aud, (u)) o (129
La transformada inversa de Laplace de la expresién h(t,)es
h(ty)=hee (t5)+hep (t5)- (1.24)
Se sustituyen las Ecs. (1.13) y (1.23) en la Ec. (1.24),
:izz( j 1)+ auY, (u ))ez_:DauJ] Wy (29
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Apéndice J.
Solucion de la Ecuacion de Difusividad para un Pozo que Produce a
Presion Constante.

La solucion general de la Ec. (3.56) para un pozo que produce a presion constante

durante el periodo de flujo es:
ﬁqD(rD,s)zAKO(JgrD)+BIO(J§rD) (J.1)
Se aplica la condicién de frontera externa, Ec. (3.55), a la Ec. (J.1),

lim Pp (r,,5) = lim (AKO(\lgrD)+ BI, (JErD)) =0. (J.2)

I'p >0 I'p >

Se simplifica la Ec. (J.2),

Anm(KO(\/ErD))m1im(|0(\/§rD))=o. (J.3)

I'p >0 Ip >

Para que se cumpla la condicién de la Ec. (J.3) se requiere que la constante B de

integracion sea igual a cero. Por lo tanto, la Ec. (J.1) se reduce a la expresion siguiente:
P (1o-8) = AK, (‘/grD)- (J.4)

La Ec. (3.53) se sustituye en la Ec. (3.54),

_ _ dp, 1
Pawo = Po (1,8) =S, (rD dT;D]r ] =5 (J.5)

Se sustituye la Ec. (J.4) en la Ec. (J.5) para obtener la ecuacién siguiente:
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AK, (Vs)+ AS, V5K, (\/E)zé. (J.6)

A partir de la Ec. (J.6) se obtiene el valor de la constante A , determinado por:

A=l ! WJ.7)

(]S, ()

Se sustituye la Ec. (J.7) en la Ec. (J.4),

Ko \/;rD
RO L

S K, (5 )+8,sK, (Vs 8
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Apéndice K.

Solucion Particular de la Ecuacion No Homogénea de la Ecuacion
(3.64) Del Modelo 1.

La ecuaciéon diferencial ordinaria determinada por la Ec. (2.64) es una ecuacion
diferencial parcial no homogénea. Para este tipo de ecuaciones, la solucion general se
expresa como la suma de la solucion general de la ecuacion homogénea mas una
solucion particular de la ecuacion no homogénea. La solucion general a la ecuacion

homogénea es:
Po (1o»5) = AK, (1, ) +BI, (Vs ) (K.1)

Para obtener la solucion particular, se aplica el Teorema del libro de Boyce-Di Prima,

1993, el cual dice que:

Si las funciones p(x), q(X) y g(x) son continuas en a<x< B, y las funciones y, (x)

y yl(x) son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogeénea,

asociada a la ecuacion diferencial
y'+p(x)y'+a(x)y=9(x), (K.2)

entonces una solucion particular de la ecuacion diferencial (K.2) es dada por:

RN T AU L[ NN TR A QLU
R A T T TTRATG )
donde
W (Y, ¥2) = V1Y = Vi (K4)

133



Apéndice K

Para aplicar el teorema anterior se identifican las funciones que intervienen en él,

p(rD)=E, (K.5)
q(r,)=-v, (K.6)
9(r)=-9(1) (K.7)
¥ (1) = Ky (VW15 ), (K.8)
Y, (1) =1y (N ), (K.9)
y

W (Y,, )= %Y5 = WY = WK, (Vi ) 1, (Vo ) 43K (g ) 1 (V) (K.10)

Las funciones de Bessel cumplen la ecuacioén siguiente:

Ko(x)ll(x)+Kl(x)I0(x):§. (K.11)

La Ec. (K.11) se aplica a la Ec. (K.10),

W 31032) =7 (4 (575 )1 (8, 16 (4 ) (2 ) = =, K12)

Se sustituyen las Ecs. (K.5) ala (K.12) en la Ec. (K.3),
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Bo (o) = Ko (V1 ) [ 1 (VW) g ()t — 1, (s ) [ K, (Wt g (1) et (K.13)

La Ec. (K.13) representa la solucidn particular de la ecuacion no homogénea (3.64).
Para que la solucién obtenida sea finita para todo valor del radio adimensional, se
requiere que a=0y b =00, sustituyendo estos valores de las constantes en la Ec.
(K.13),

Po (o) =K, (V1o ) [ 1o (V) g (t)tdt+ 1, (Vg ) [, (Wt g (1) et (K.14)

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion no homogénea (3.64) es:

Py ()= KO(«/;rD)LrD I0<u«/;)g(u)udu+
Io(x/;rD)r: KO(ux/;)g(u)udtJrAIO(\/;rD)+BKO(J;rD).

(K.15)

I

Para que la Ec. (K.15) sea finita para todo valor del radio adimensional se requiere que

el valor de la constante A sea cero. La Ec. (K.15) se rescribe como:

Po(rp)= Ko(ﬁrD)L’D Io(uﬁ)g(u)udu+ Io(ﬁrD)J‘: Ko (uxﬁ)g(u)udtJr
BK, (Vi ).

(K.16)

La derivada de la presion adimensional de la Ec. (K.16), con respecto al radio

adimensional es:

ZEDD SENTS (J\er)Ier l, (u«/;)g (u)udu +
\ﬁl1 (ﬁrD)IrD: K, (uﬁ)g (u)udt— B\EK1 (ﬁrD).

(K.A17)
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Se simplifican las dos integrales definidas del miembro derecho de la Ec. (K.17). La

primera integral se simplifica en la manera siguiente:

° 1] ! ° sul, (uvv )udu b. .
_[1 Io(u«/;)g(u)udu:L gKO(Jg)+SdJ§K](J§)'[‘ KO(\/_)IO( \/_) d (K.18)

Se tiene la siguiente identidad:

JTD K, (\Eu)lo(uﬁ)udu :S—ivﬁ(ll(ﬁ) K, (\E)—rDll(rD\ﬁ)Ko(rD\E))+

: (K.19)
() ()1 17 ), (5.
Se sustituye la Ec. (K.19) en la Ec. (K.18) y se obtiene:
: o] ) o (o ()
[715(ush) g (u)udu =L {S(S_V) () 5.5 (] .
L )R ()l ()R (95 |
5(s-v) Ko (V5)+ 84 4/5K, (V5)
La segunda integral se simplifica en la manera siguiente:
J Ko(uv)g(u)udt =L # ) sld ] J, Ko (udv)K, (\/Eu)udt}. (K.21)

Se tiene la siguiente identidad:

J.: Ko(u\/;) KO(\/gu)udt =T (\/gKo(rD\/;) K, (rD\/E)—\/VKO (rD\/g) K, (rD\/V)) (K.22)

S—V
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Se sustituye la Ec. (K.22) en la Ec. (K.21) y se obtiene:

J:j Ko (U\/;)g(u)udt:
ol JsK, (o3 ) K, (135) = VWK, (35 K, (1) (K.23)
s(s—v) Ko(\/§>+5dx/§Kl( s) :

Se sustituyen las Ecs. (K.20) y (K.23) en la Ec. (K.16),

| ) 5] 6 )
P 5(s-v) Ky (V/5)+8, V5K, (5)

L 1)K () <f>Kl<rD£>)}+
s(s—v) Ko (V5)+ 84 4/5K, (Vs) (K.24)
L (4 ) ) 1 ) M)}
s(s—v) Ko (Vs )+ 845K, (V5)
BK, (Vvry ).
Se simplifica la Ec. (K.24),
W)_Ll{ (3 ) (), () <rw>Ko<ws>>}+
Y 5(s-v) Ky (V/5)+ 845K, (Vs)
B LI N
s(s-v) Ko (Vs)+ 84K, (Vs)
BK, (Vvry ).

La Ec. (K.25) se rescribe en la manera siguiente:
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Bo (1) =L { XF‘(rD’S’V) }+ BK, (<A, ). (K.26)

X(s,v;CD,Sd)=s(s—v)(Ko(x/§)+Sd\/§Kl (JE)) (K.28)

Para el célculo de la constante de integracion B, se sustituye la Ec. (3.66) en la Ec.
(3.65)

— dp dp
CDVpD (l,v) - Sd CDVLrD dTpDJ - LrD o J = CD' (K.29)
D =1 =1

>}

Se simplifica la Ec. (K.29),

Cov Py (1)~ (1+ SdCDv)[rD O('fJ _c,. (K.30)
o=l

Se evalua la Ec. (K.26) en un radio adimensional igual a uno,

_ B F (1s,v)
1 — 1 1 b )
Po (1) {X(S,V;CD,Sd)

}+ BKO(W). (K.31)
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A partir de la Ec. (K.26), se obtiene:

(rD dﬁDj - L‘l{x A (Lsv) }—B\/;Kl(\/;). (K.32)

(s.,v;Cp.Sy)

Se sustituyen las Ecs. (K.31) y (K.32) en la Ec. (K.30),

CDV(L_I { - (Zlfllcst?sd )} +BK, (W )] -

, (K.33)
F (Ls,
(1+sdc,3v)[|_1 {x (; \(/; Vg )}— BVK, (ﬁ)} =C,.
s Vs p 9y
Se simplifica la Ec. (K.33),
(c:DvK0 (VW) +(1+8,Cov) VK, (W))B +
1| CoVF (15:v) = (14 8,CV) R (Lsv) | _ (K.34)
X (5,v;Cp,Sy ) ?
La Ec. (K.34) se rescribe como:
LR (s,v;Cp,Sy)
W (v;Cy,S,)B=Cp +L , (K.35)
X (s,v;Cp.,Sy)
donde,
W (v;Co, S ) = CoVKy (W) +(1+ 8,Cov) VWK, (VW ) (K.36)
y
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F, (5,v;Cp,Sy ) =—CpVF (Ls,v)+(1+S,CoV) R (Ls,v). (K.37)

Se despeja la constante B de la Ec. (K.35),

B:;){C[ﬁLI{Fz(s’V;CD’Sd)}]. (K.38)

W (v;C,, S, X (s,v;Cp,Sy)

La presién adimensional del pozo se determina por medio de la Ec. (3.66). Se
sustituyen las Ecs. (K.31) y (K.32) en la Ec. (2.66):

(s,v;Cp, S,

B = L—I{X F(Ls,v) )}+BKO (W)SdLLl{x lz\(llsvi }B\/VKI (W)J (K.39)

Se agrupan términos en la Ec. (K.39),

X (s,v;Cp,Sy)

5 =L { F (Ls.v)—-S,F'(1, s,V)}+ B(KO (VW) +8.0K, (\/J)) (K.40)

Se sustituye el valor de la constante de integracion B, Ec. (K.38), en la Ec. (K.40):

P =C
Pusp D W (V;Coasd) X (S,V;CD,Sd)

KO(W)+Sd\/;K1 (\/\7)+ I_,{Fl(l,s,v)so| Fl'(l,s,v)}

(K.41)

(Ko (W) + 54K (W) (chFI (Ls,v)—(1+5,Cov) F (l,s,v))

W (v;Cp,S,) X (s,v;Cp,Sy)

Para simplificar la Ec. (K.41) se define la expresién siguiente:
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F (Ls,v)-SsF (Ls,v)

G :Cp,S, )= _
1 (8::Co.5,) X (s,v;Cp,Sy)
(K.42)
(K (V) + 544K, («/;))(CDVFI(l,s,v)—(1+SdCDv)Fl'(l,s,v))
W (v;Cp,Sy) X (5,v;Cp, Sy) '
La Ec. (K.42) se reescribe en la manera siguiente:
G, (5.¥:Co. S, ) = F(Ls,v)—-S,F (l,s,v)_
X (s,v;Cp.Sy)
, , (K.43)
Ky (V) + S, VoK, (V) (CovRi (Ls.v) = F (1,5.v)=S,CovF, (l,s,v))
W (v;Cp.,S,) X (s,v;Cp,Sy) '
Se modifica el primer sumando de la Ec. (K.43):
(Fi(1s.v)=S,F (Lsv)W (1:C,..8,)
Gi(5:v:Co, Sy ) = X (5.v:Cp.5, W (v:Cp.5,)
s VoD Yd s ~D>Yd (K44)
K, (J;)+ S, WK, <\/17) (CDvF1 (Ls,v)=F'(1,5,v)-S,CovF/ (1, s,v))
W (v:Cy.S,) X (5,%:Co.S4) |
Se agrupan los términos del segundo sumando de la Ec. (K.44):
( | (F(15.v) = S,F (Ls,v)W (v:Co..8,)
G, (s,v;Cp,S, ) = -
X(s,v;C,,S, )W (v;C,,S
(5v:Co-8 W (V:Co-5, ) (K.45)

(Ko (V) + 843K, (V7)) (c:Dv(F1 (1,5.V)- S, (Ls.v))-F/ (l,s,v))

W (v;Cy,S,) X (8,%:Cp,S,)

Se reagrupan los términos de la Ec. (K.45) de la manera siguiente:
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(KO (W) +84 VK, (\/?)) F'(1,s.v)
Gi(5:¥:Co-5) = X (5,v;Cp,Sy )W (v;C,.,S,) i

(W (v:Co.84) — Cov (K, (V1) + 843K, («/J)))(ﬁ (Ls,v)-S,F’ (1,s,v))

X (s,v;Cp,S4 )W (v;Cp, Sy )

(K.46)

Se tiene la identidad siguiente:
W (V:Co, 8 ) ~Cov Ky (V1) + 8,3V, (V7)) =K, (V7). (K.47)
Se sustituye la Ec. (K.47) en la Ec. (K.46):

JvK, (W)(Fl (Ls,v)—S,F’ (l,s,v))

X (s,v;Cp,S4 )W (v;Cp., Sy )

. (Ko(\ﬁ)+8d\ﬁKl (\ﬁ))ﬁ'(l,s,v)

X (s,v;Cp, S84 )W (V;Cp,Sy)

G (s,v;Cp,Sy) =
(K.48)

Se simplifica la Ec. (K.48),

WK (W) F (Ls,v)+K, (W) (Ls,v)

G (s,v;Cp. 54 ) =
1(SV D d) X(S,V;CDan)W(V;CD’Sd)

(K.49)

Se sustituye el valor de la funcién F (Ls,v) y el de F'(Ls,v) en la Ec. (K.49), y la

ecuacion resultante se simplifica,

V5K, (V) K, (Vs) =K, (V5) KI(J\?)'

](S,V, D> d) X(S,V;CDQSd)W(V;CD’Sd)

(K.50)

Se sustituye la Ec. (K.50) en la Ec. (K.41)
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() K, () K (4], (), (), ()

K.51
W(iCoS) T X(s.:Co.S, W (¥iCa.S,) 51

pwsD = CD
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Simbolo

p 'qu
pwsD
qu ( I‘-D > tD )

P

Nomenclatura

Definicién

Capacidad de almacenamiento del pozo.
Compresibilidad de la formacion.

Coeficiente adimensional de almacenamiento.

Espesor de la formacion.

Funciéon modificada Bessel de primera clase y orden cero.

indice de punto del nodo de la malla en la direccion de X .

Funcion Bessel de primera clase y orden cero.
Funcion Bessel de primera clase y primer orden.
Numero de celdas para X, =1.

Funciones Modificadas de Bessel de segunda clase de
orden cero.

Funciones Modificadas de Bessel de segunda clase y
primer orden.

Permeabilidad del yacimiento.

Permeabilidad de la regién con dafo del yacimiento.

Subindice que representa el nivel del tiempo.

Derivada de la presién adimensional con respecto al
tiempo para una produccion a presiéon constante.

Presion de fondo adimensional después del cierre.

Presion adimensional para el caso de gasto variable,
Modelo Il.

Presion inicial.

Dimensién

[m/e]
Adimensional
[L]
Adimensional
Adimensional
Adimensional
Adimensional

Adimensional

Adimensional
Adimensional
V]
V]

Adimensional

Adimensional

Adimensional

Adimensional

/L]
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Nomenclatura

P,
Puio (to)

Pquo (S)
Pup (t5)
Po (footo)

Pi
prD

stk

Presion del pozo.

Presion del pozo fluyendo adimensional a las condiciones
de presion constante.

Presion adimensional del pozo para produccion a gasto
unitarios.

Presion del pozo fluyendo adimensional.

Presién adimensional para el caso de gasto variable,
Modelo I.

Presion inicial del yacimiento.
Presion de fondo fluyendo del pozo.

Caida de presion adimensional en la region de dafio.
Caida de presion adimensional.

Gasto de flujo adimensional.

Gasto del pozo fluyendo a las condiciones de presion
contante.

Radio con dario.

Radio con dafio adimensional.

Distancia radial adimensional.

Radio interno del pozo.

Radio externo del yacimiento.

Radio externo adimensional del yacimiento.

Factor de Dano.
Variable de la Transformada de Laplace del tiempo.

Tiempo adimensional.

Tiempo de produccion adimensional antes del cierre.

]

Adimensional
Adimensional

Adimensional

Adimensional

Adimensional
Adimensional
Adimensional
[m/L*]

Adimensional

Adimensional
[L]
Adimensional
Adimensional
[L]
[L]
Adimensional

Adimensional
Adimensional

Adimensional

Adimensional
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Nomenclatura

Tiempo de cierre adimensional.

Tiempo de produccion adimensional.

Variable de integracion.

Variable de integracion.

Distancia de la malla.
Radio con dano linealizado.

Funcion Bessel de segunda clase y orden cero.

Funcion Bessel de segunda clase y primer orden.

Parametro de ponderacion.
Viscosidad del fluido.
Transformada de Laplace.

Funcion delta de Dirac.

Adimensional

Adimensional

Adimensional

Adimensional

Adimensional
Adimensional
Adimensional

Adimensional

Adimensional

[m/Lt]

Adimensional
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