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Introduccion

En esta tesis, se estudiaran algunos espacios métricos de trayectorias; especificamente empezaremos con
el espacio de la funciones continuas con dominio en [0,00) de valores reales, con una métrica que extiende
a la del supremo. Normalmente, la métrica del supremo esta definida para funciones que son acotadas. Asi
que, tendremos que hacerle algiin ajuste para que pueda ser aplicada a todas las funciones continuas con
dominio [0,00) de valores reales y veremos algunas propiedades importantes en el sentido de la convergencia.

En el capitulo 2, nos adentraremos en el espacio de las funciones continuas con dominio [a,b] que to-
man valores en R"™ con p-variaciéon finita, definimos tal concepto y comenzamos estudiando el caso cuando
p = 1, las cuédles simplemente llamaremos funciones de variaciéon acotada. Mostraremos que el espacio
de las funciones de variaciéon acotada contiene a las funciones monétonas y de derivada continua, para
las cuéles existen formas sencillas de calcular su correspondiente 1-variacién. A continuacién pasaremos a
ver la relacion entre ser de variacion acotada y la Lipschitz continuidad, finalmente daremos una funciéon
continua que no es de variaciéon acotada.

Dada una funcién continua con dominio [0, 7] que toma valores en R™ con p-variacion finita, estudia-
remos como va cambiando su p-variacién, si vamos modificando el tamafio del intervalo. A esta funcion le
llamaremos la funcién p-variaciéon. Probaremos que es siper-aditiva, no decreciente, continua y un control.
Ademas, veremos algunos resultados un poco maés fuertes, para el caso cuando p = 1. La finalidad de esto
es conocer mejor el comportamiento de la p-variaciéon, lo cual, puede ayudarnos a mostrar que el espacio
de funciones continuas de p-variacion finita: es un espacio de Banach.

Veremos también, con un sencillo ejemplo, porque la p-variaciéon no define una norma en el espacio de
las funciones continuas con dominio [a,b] que toman valores en R™ con p-variacion finita, pero con una
pequena modificacién; en efecto, se obtiene una norma, més ain veremos que con esta nueva norma, se
obtendra un espacio de Banach.

Es natural preguntarse para qué nos podria servir conocer el espacio de las funciones continuas de
p-variacién finita. Para contestar esta pregunta, una aplicacién interesante para el espacio de la funciones
de p-variacién finita es la teoria de rough paths, siendo creada por F.Lyons en 1990, la cual es puramente
determinista, pero ofrece una alternativa conveniente al calculo de It6. El espacio de las rough paths es un
subconjunto de las funciones continuas de p-variaciéon finita; por eso, conocer este espacio es importante
para la teoria.

En esta teoria, las ecuaciones diferenciales estocéasticas que dependen del movimiento Browniano resul-
tan un caso particular, pues el movimiento Browniano resulta ser una rough path, de hecho las semimar-
tingalas resultan ser p-rough paths para 2<p<3. Por lo que esta teoria, también generaliza a las ecuaciones
construidas a partir de estos procesos, con la ventaja, de permitir definir ecuaciones diferenciales por tra-
yectorias muy irregulares, procesos que no son semimartingalas. En este caso, la teoria de [t6 no puede
ser aplicada; y la teoria de Lyons es el Ginico camino para definir y estudiar tales ecuaciones. Esta puede
consultarse en las referencias [2],[3].

VII



VIII INTRODUCCION

En el capitulo 3, estudiaremos el espacio de las funciones cadlag de valores reales, es decir, las funciones
que tienen limites por la izquierda y son continuas por la derecha. Nos concentraremos maéas, cuando el
dominio es un intervalo [a,b] con a > 0. Primero veremos un poco como se comportan estas funciones
en el sentido de sus discontinuidades, o dicho de otra manera, en sus saltos. La métrica que definiremos
para este espacio, serd una métrica que extienda la métrica del supremo; pero que nos permita aproximar
funciones, si sus saltos van siendo cada vez maés parecidos; funciones que saltan no pueden estar cerca en
la métrica del supremo; ya que se perderia la convergencia puntual, si los saltos se acercan por la derecha
o por la izquierda. El propésito de la métrica es justo lograrlo permitiendo una pequena variaciéon en la
posicién, la cual serd controlada por un homeomorfismo estrictamente creciente. Se incluird un ejemplo
donde se vea bien c6mo es este tipo de movimiento.

Veremos sus propiedades mas importantes en el sentido de la convergencia, ademés este espacio re-
sultard separable y no completo, el hecho de que el espacio no resulte completo, serd la motivacién de
la ultima parte de este capitulo. Definiremos una métrica distinta de la inicial, donde el espacio resulte
completo, pero que a su vez termine generando la misma topologia que la primera.

El espacio de las funciones cadlag de valores reales con dominio [a,b], a > 0, resulta ser el adecuado
para estudiar los procesos estocasticos y asi, justificar el porqué algunos procesos continuos pueden ser
aproximados por una sucesiéon de procesos de saltos.

El resultado més conocido es el teorema de Donsker, el cual afirma que el movimiento Browniano es
limite de caminatas aleatorias en su versiéon cadlag, es decir, si el proceso es X,,, entonces lo pasamos a
su version cadlag haciendo X(,,y. Por supuesto, esto es a muy a grandes rasgos: lo que se hace es tomar
una caminata aleatoria simple y simétrica, a la que le iremos modificando la unidad de tiempo, asi como
el tamano de los saltos. Si graficamos las trayectorias que nos van quedando y las rellenamos con la fun-
cibn méximo entero, intuitivamente cuando llevamos este proceso al infinito, resulta natural encontrarle
semejanza al movimiento Browniano.

Nosotros solo enunciaremos este resultado debido a que ya es muy conocido. Lo que haremos, sera
mostrar otros ejemplos de procesos, que también son limite de procesos discretos en su versién cadlag.
Veremos que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es el limite de cadenas de Ehrenfest, y también como se
aproxima la difusién de Wright-Fisher. La primera tiene una interpretacion fisica y la segunda se usa para
modelos de genética; también el primer proceso puede ser utilizado en finanzas, en un modelo de reversion
a la media. Por supuesto, ver procesos continuos como limite de procesos discretos da pie a que puedan
hacerse facilmente simulaciones.

La forma de ver estas convergencias, serd a partir de una metodologia explicada en el apéndice de
convergencia a difusiones, el cudl contiene un teorema que es tutil, para poder establecer condiciones y asi
decir si una sucesién converge a una soluciéon de una ecuaciéon diferencial estocastica. De tal forma, que si
el lector es lo suficientemente creativo, pueda definir procesos discretos y ver si éstos llevan a una solucién
de una ecuacion diferencial estocastica que resulte interesante.

Es importante decir, es recomendable para leer esta tesis, tener conocimientos previos en las areas de:
Topologia, Anéalisis Matemaético, Probabilidad y Procesos Estocasticos. Lo que vendria siendo equivalente
haber tomado los cursos de Topologia I, Analisis Matemético I, Probabilidad I y II, Procesos Estocésticos
I y II impartidos por la Facultad de Ciencias de la UNAM. Se recomienda leer el Apéndice definiciones
preliminares, con el objetivo de tener una lectura mas fluida.



INTRODUCCION



Capitulo 1

El espacio C|0, o).

Empecemos definiendo la métrica que vamos a estudiar.

Definicion 1.1 : Sea C[0,00) = {f : [0,00) — R | fes continua}.
Ahora definimos d,,: C[0,00) x C[0,00) — R dada por:

i) =3 IO =)l

n=1

donde || f(t) —g(t) || = sup | f(t) — g(t) | entonces d,, es una métrica en C[0,00).
0<t<n

Verifiquemos que en efecto es una métrica:

LA =9 lln _ 1

x Sean f,g € C[0,00). Entonces para toda n € N se tiene que

2n —on’
o0
por otro lado Z on = 1. Entonces, por el criterio de comparacion de series, tenemos que:
n=1
oo
1A t) —g(t
Z I/ Q)n 9®) lIn converge. Esto nos dice que d, esté bien definida.

n=1

Ahora, procedamos con verificar las 3 propiedades de métrica.

i)

n=1
1A t) —gl(t
& If( 2)n 9() lln = 0 para todan € N*

< 1A f(t)—g(t) ||ln=0 para todan € NT
& () =g(t) ln=sup [ f(t) = g(t) |= 0 para todan N*
& Para cualesquiera n € Nty t € [0,n] se tiene que f(t) = g(t)

& f=g.
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ii)

TP I R PRSI ) P RS ON
n=1 n=1

iii)
Sean f,g,h € C[0,00), n € NT y t € [0,n]. Por la desigualdad del tridangulo de los niimeros reales:

sup | f(t) —g(t) | < sup [ f(t) —h(t) |+ sup |h(t) —g(t) |.
0<t<n 0<t<n 0<t<n

Ademaés, se cumple aAl < bA1 + ¢Al para cualesquiera a,b,c € R tal que a < b+ c.
De lo anterior se sigue que:

IAgt)—f@) lln <IA|FE&) = h() |ln+ 1A h(t)—g(t) |n. Dividiendo en ambos lados se llega:

LAG0) = FO) ln  LALFO b o | LA 9Ol o

on on on
A g@) = F) e o= 1A F) = h(®) ||n 1A R = gt) |
nzl ||9(2)n f@) |l Snzl ||f(2)n () | +; l (2)n g(®) |l .

Por lo tanto dy(f,g) < du(f,h) + dy(h,g). Con esto concluimos que d,, es una métrica en C[0, c0).

1.1. Caracterizaciéon de la convergencia.

El siguiente resultado, nos da una caracterizacion de la convergencia en el espacio C[0, c0). Se observa
que la convergencia se puede inducir por la métrica d,, que es una métrica que generaliza la métrica del
supremo en un intervalo acotado.

Proposicion 1.2 : Sea (fm)men una sucesion en C[0,00). Entonces (fm)men €s dy-convergente a f si
s0lo si (fm)men converge uniformemente a f en todo intervalo acotado I C [0, 00).

Prueba: ( =) Sea I C [0,00| un intervalo acotado. Entonces existe mo € N tal que I C [0,my].
Sea (fm)men una sucesion en C[0,00| tal que (fm)men es dy-convergente a f.

Dado £ > 0 existe £* > 0 tal que £* < 1 A e, aplicando la d,-convergencia de (fi,)men & f, tenemos que
*

existe M € N tal que si m > M entonces dy(fp, f) < omo 0 decir:
i LA fm@) = @) lln _ €
< .
2n 2mo
n=1
1A t)— f(t *
De modo que para mg, tenemos que | fim(t) = FC8) flmo <= se sigue 1A || frn(t) = f(t) ||lme < €™

2mo 2mo
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Dado que €* < 1 entonces sup | fm(t) — f(t) | = || fo(t) — f(£) |lme < €* . De aqui concluimos que:
0<t<mgo

| fm(t) — f(t) |[< e paratodat €I C[0,mp] y m > M. Asi (fm)men converge uniformemente a f en I.

[o.¢]
1 . .
(<) Sea € > 0. Tomemos e* < 1 A g, como Z on converge, entonces existe ng € N que satisface:

n=1
S e
2n 2

n=ng+1

Ahora consideremos el intervalo acotado [0, ng]. Por hipotesis (fim)men converge uniformemente a f en
*

[0,n0], por lo que existe M € N tal que si m > M se cumple sup | fi(t) — f(t) | < 5 Seam > M
te[0,n0]
entonces
00 ng 0o
LA fm() = f() |In LA fm() = f() |In LA fm() = f() |In
U SR P I S VAT AVES (GIM e T F A
n=1 n=1 . n=no+1
O ; =1 X 1 =1
< St 2 wmm s mt X
n=1 n=ng+1 n=1 n=nop+1
c* 0 * *
1 — =& <.
< W+ > o <5t e <e
n=ng+1

Con lo que concluimos que si m > M entonces dy,(fp,, f) < €. Por lo tanto (fin)men es dy-convergente a

fom

1.2. Convergencia de la suma y multiplicacién por escalar.

Los resultados concernientes a esta secciéon, nos dicen que en este espacio métrico, la suma de sucesiones
convergentes es convergente y que al multiplicar por un escalar tambien obtenemos una sucesién convergen-
te.

Proposicion 1.3 : Sean (fm)meN Y (gm)men sucesiones en C[0,00) tales que (fim)men €s
dy-convergente a f y (gm)meN €s dy-convergente a g. Entonces (fm + gm)men es dy-convergente a f + g.

Prueba: Sea ¢ > 0. Por la d,-convergencia de (fm)men existe M7 € N tal que si m > M; entonces

d(fim,f) < % Por la d,-convergencia de (g, )men existe Ma € N tal que si m > My entonces d(gm,g) < g
Sea M=méx{M;,M>} € N si m > M entonces:

€
du(fm + gm, f+g) < du(fm + Gm, f + gm) + du(f + Gm, f+g) - du(fma f) + du(gma g) < 5 + 5 =€

Por lo tanto (fm, + gm)m e N €s dy-convergente a f +g =
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Proposicion 1.4 : Sea (fm)men una sucesion en C[0,00) tal que (fm)men €s dy convergente a f y AER.
Entonces (Afm)men es dy-convergente a \f.

Prueba: (Haremos la prueba por casos)

Caso 1: Supongamos | A [> 1.
Sea € > 0. Aplicando la d, Convergencia de (fim)men a f, tenemos que existe una MeN, tal que si

m > M entonces dy(fm, ) < By es decir:

<

— LAY fn(®) = F(t) |In €
> on Al

n=1

Por otra parte para m > M tenemos que:

— LA Afm(t) — f()||n_ LA A (fm() = £(1)) |In
Z on Z on ’

n=1 n=1

du()‘fma )\f) -

Ademas sabemos que si bya > 0y b > 1 entonces b(1 A a) = 1 A ab. De esto se sigue que:

LA Un®) = F @) I g~ TA LA ) = FO) ) _ LA () = £(8) lIn
Z _Z - |)\|§_: on

2n 2n

n=1 n=1

= [ A du(fm, f) <[] = e
IM

Entonces dy(Afm, Af) < e. Por lo tanto (Af)men es dy-convergente a \f.

Caso 2: 0 < | A |< 1.
Sea € > 0. Como (fm)men es dy-convergente a f, tenemos que existe M € N tal que si m > M se cumple
d(fm, f) <e| A|. Es decir:

<el|A].

AN () = £@) I
> on

n=1

Por otra parte para m > M tenemos que:

A0S = 3 LN ODO Z M) o 5~ LA U = ) D

n=1 n=1

Ademaés sabemos que si a,b > 0y b < 1 entonces (1 A b) < —(1 A a). De esto se sigue que:

[N

o o0 7(1 A (@) = £(2)) lIn) 5
LA A () = f@) lln Al _ 1 LA (Fn@) = () In
> ] <2 ] R ; ]

Entonces d(Afm, Af) < e. Por lo tanto (Af)men es dy-convergente a Af. El caso A = 0 es trivial =
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1.3. El espacio C[0,00) no es normado.

Aunque el espacio C[0,00) se comporta bien en la convergencia de la suma de sucesiones y mul-
tiplicacién por escalar, resulta ser que este espacio no puede ser inducido por una norma, ya que si

=1 I
esto pasara, deberia cumplirse que || Af ||=| A ||| f || donde || f |= Z /\H2J;()”

n=1
quier valor de A, pero esto no siempre ocurre. Para notar esto presentamos el siguiente contraejemplo.

, para cual-

Ejemplo 1.5 : Sea f € C[0,00), f= 2y A = 2. Notemos que:

o LANF@) I 1/\2 - LA f(E) [In

Z:lzn > *Z = 1 entonces: \)\|ZT:|2|(1):2.

Por otra parte:

LAl 1A 1/\||)\f()\|n 1/\||f()||n
nz::l o nzz:l o 7hb:121demodoquez: 75|)“Z g

para f[=2y A = 2.



Capitulo 2

Trayectorias con p-variacion finita.

El primero que realizé estudios sobre la variacion acotada fue Jordan en el afio de 1881, quien introdujo
el concepto de funcion de variacion acotada en un intervalo [a,b], y que hoy en dia juega un papel muy
importante en el anélisis.

El objetivo de este capitulo es estudiar a las funciones de p-variacién acotada. Tal concepto fue intro-
ducido por Wiener en el ano de 1924, el cual es una generalizacién de variaciéon acotada.

Definicion 2.1 : Sea a < b y o:[a,b|—=R"™ una funcion continua. Decimos que o tiene p-variacion finita
para p € [0,00) si la p-variacion o en [a,b] definida por:

0 sia=0,
lol - — :
et [ sup Y lo(tesn) = o(@)IP]7 sia <b,
w€ll[a,b] k=0

es finita, Es decir es un nimero real. Al espacio de las funciones o:[a,b] —=R"™ con p-variacion finita, lo

denotaremos como CZ YT .
([a,b],R™)

En el caso en que o tenga 1-variacién finita, diremos que o es de variacién acotada.

2.1. Casos mas simples de la 1-variacién.

A continuacién presentamos algunos resultados para poder calcular la 1-variacion, el siguiente teorema
nos dice como6 calcular la 1-variacion, cuando la funcién es de clase C'. Recordar que una funcién es de
clase C, si existen todas sus derivadas parciales y adémas estas son continuas.

Teorema 2.2 : Sea f: Q — R"™ de clase C! tal que [a,b] C Q donde Q es abierto. Entonces

m—1 b
sup S 1 F(trin) — FEl| = / I @) | d.

nEH[a,b] k=0
Prueba:
Sea IT una particion de [a, b]. Entonces II = {to, ...t} donde tg) = a < t; <...<t,, = b. Denotamos a la
por coordenadas como f(z) = (fi(z),..., fu(x)). Nos fijamos ahora en:

7



8 CAPITULO 2. TRAYECTORIAS CON P-VARIACION FINITA.

m—1 m—1
1f(te1) = fEe)ll = [(f1(trt1) = frlte), - fu(tes1) — fu(te))]]
k=0 k=0
m—1
’ 1 ’
= D MAEG) trr = ), Fu ) a1 = 1))
k=0
donde t,(cl), ey t,(:) € [tg,tg+1]- Esta ultima igualdad, es consecuencia inmediata del teorema del valor
medio. Como f' es continua en [a, b], entonces f; es continua en [a,b] para cada i € {1,...,n}. Esto
implica que f; es acotada en [a, b] para cada i € {1...n}, por lo cual existen M, ..., M, > 0 tales

que | f;(x)|< M; para toda z € [a,b] yi € {1,...,n}.

m—1 m—1
r o (n et ! (n
I e = )y ) rn = 8D = D (e = ) 1L, Fa )]
k=0 k=0
m—1
< St — t)y M+ M2
k=0
m—1
= VME+ .+ MEY (ther —tr)
k=0
= VM}+...+M2(b-a).
m—1
Por lo tanto para toda 7 particion de [a, b, ocurre que Z I f(ther) — FtR)| < V/ME+ ...+ M2 (b—a).
k=0
m—1
Concluimos asi que sup Z | f(tks1) — f(tr)] € R.
nelllab] 1
m—1 b
Nos falta probar que sup Z | f(tes1) — f(tR)| = / | o' (z) ||da.
n€llla,b] 1 a

Vamos a utilizar los siguientes dos resultados de Calculo Integral:

Resultado 1: Si f: R — R es continua en [a, b], entonces para cada £ > 0 existe § > 0, tal que para
cualquier particion 7 de [a,b] con | 7 | < § y cualquiera t € [tx,tr41] entonces:

m—1

/ f— Z f(tk)(tge1 — tr)| < e. Recordemos que | 7 | = kl%ax tpr1 — tg
k=0

Resultado 2: Si f: R — R" es continua en [a, b], entonces para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que
Il f(£) — (fi(s1),---, fu(sn)) || < € para cualesquiera ¢, s1,...,s, € [a,b] que cumplen |t —s; | < 9,
1=1,...,n

Ambos resultados pueden ser consultados en [11].

Procedamos a la demostraciéon. Sea € > 0.
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€ /
Para 3 > 0, podemos aplicar el Resultado 1 a ||f ||, ya que esta es continua en [a, b], por la hipotesis

de que f es de clase C. Por lo cual existe 6; > 0, tal que si | 7 | < d; se cumple que:

para cualquier ty € [tri1,tx].

b m—1
/ VE =S 17 @) | (en — )| <
a k=0

W | ™

S ’
Para W > 0, podemos aplicar el Resultado 2 ya que f es continua en [a, b], por la hipotesis de
—a

que f es de clase C'!, por lo cual existe dy > 0 tal que: | £ (£) —(fi(s1), ..., fu(sn)) || < c

3(b—a)
para cualesquiera t, si,...,s, € [a,b] que cumplen |t —s; | < d2, i =1,...,n.

€
Para 3 > 0, existe 1 = {t},... ,t}nl} donde tg = a < t; < ... <ty,, = b una particion de [a, b] tal que

mi1—1

m—1
sup 3 () = £ = 5 < D0 IF () — FEI-
k=0

mellla,b] 1,

b
Tenemos que / | /|| existe porque ||f'|| es continua en [a, b], por lo tanto integrable. Definamos:
a

m—1

L= sup ILf (ter1) — f(ER)]-
WEH[G,b} k=0

Por lo anterior, podemos escoger una particion 7* tal que |7*| < min {6;,d2} y m C 7, donde 7* =
{to, ..., tm,.} yto =a < t; <...<t, = b. Entonces, si llamamos:

ms—1

Lee = Y (f(thgn) = F(ER))

k=0

ms—1

= ST A trr = ta), - () s — ).
k=0

donde t,(cl), . ,t](f) € |tk,tk+1] para k =1,2,...;m, — 1. Esta ultima igualdad es consecuencia inmediata
del teorema del valor medio. Sean cualesquiera ty,. .., t;y,,—1 que cumplen &y € [tg, tx+1]| para
k=1,2,... my — 1. Llamemos:
myx—1
Spe = >N F @) || (tern — te)
k=0
Ahora:
ms—1 ms—1
! — / 1 /
[Swe = Lol = [ 32 I1F @) I (trsr = ta) = D NG s = ta)so S trir = ta) |
k=0 k=0
ms—1
! — / 1 /
= | DS UIF @I = I DI e = 1)
k=0
ms—1 c
< Z 30 )(tk+1 —t) porque | my |< d2
k=0
ms—1
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Por lo tanto |Sp+ — La+| < % Ya de aqui concluimos que:

/abllf'll—L‘ _

b
/||f | = Sp. 4 Ss. — Ly, + L. — L
a

b
< /Hf | = Sn |+ 1S5, — L] + |Ln. — L|
a
< S4i4i-c
3 3 3

Por lo tanto para toda € > 0, ocurre que

/ab\lf'HL .

Las siguientes dos proposiciones, nos dicen como calcular la 1-variacién para funciones mondtonas.

b
/ Wl —L‘ — 0. Es decir:
a

b
s —L‘ < Asi

Proposicion 2.3 : Sea o:[a,b]—R tal que para cualesquiera (t1,t2€[a,b], t1<ta, entonces o(t1)<o(t2)).
Es decir o es monotona creciente, entonces || o ||1—varfa,p) = o(b) —0(a).

Prueba:

Si a = b entonces por definicion, || o |l1—varfa,y=0 ¥ 0(b) — 0(a) = 0. Asi || o [[1—var[a,p) = 0(b) — o(a).

Para a < b tomemos 7 € II[a, b], entonces m={to, ...t} donde to = a <t;<...<t, =b. Ahora:
m—1 m—1
D lo(ter) - o(ti)l= Y _lo(tisr) - ote)].
k=0 k=0
Porque t41>t; y la hipotesis implica que o(tg+1)=>0(tx). Ahora desarrollamos la suma
m—1
o(thsr) — o)) = [o(t1) — olto)] + [o(t2) — ()] + - + [0(tm) — 7 (tm_1)]
k:0
= [o(tm) — o(to)] = o(b) — o(a).
m—1
Entonces sup Z |0 (tks1) — o(te)|=0(b) — o(a). Por lo tanto || o [[1_yarjas= 0(b) —0(a) =
n€llla,b] 1.

Proposicion 2.4 : Sea o:la,b]—R tal que para cualesquiera (t1, ta€Ja,b], t1<te entonces o(ta)<o(t1)).
Es decir o es monotona decreciente entonces || o [|1_yar(ap) = (@) — o (b).

Prueba:
Si a = b entonces por definicion, || o [[1_yarap = 0y 0(a) —a(b) = 0. Asi || o |[i—yarfay) = o(a) — a(b).

Para a < b, tomemos 7w € II[a, b] entonces 7={tg, ...t} donde ty = a <t;< ... <t,, = b. Ahora:
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m—1 m—1
D lolter) - o(ti)] = D lo(t) - o(thya)]
k=0 k=0
Porque tj11>t; v la hipotesis implica que o (tg4+1)<o(t;). Ahora desarrollamos la suma
m—1
o(ty) —o(tkr1)] = [o(to) —o(t1)] + [o(t1) —o(ta)] + ... + [0(tm=-1) — o(tm)]
k:O
= [o(to) — o(tm)] = o(a) — a(b).
m—1
Asi para toda 7 € I[a, b] se cumple Z lo(tgs1) — o(tr)|=oc(a) — o (b).
k=0
m—1
Entonces sup Z\a (tkr1) — o(tg)|=0(a) — a(b). Por lo tanto. || o [[1_yarfap) = o(a) —o(b). =
mell k=0

2.2. Lipschitz continuidad y variacién acotada.

Como vamos a ver en esta seccién, una funcién Lipschitz continua es de variacién acotada. Damos
ademas un ejemplo en donde se exhibe que el regreso no es necesariamente cierto.

l—var

Proposicion 2.5 : Sio:[a,b|—R"™ es Lipschitz continua, entonces o € C([a bR")"

Prueba: Sea 7 € Il[a, b]. Entonces m={ty, ..., t;,} donde tp=a <t1<...<t, =b. Como o es Lipschitz
continua, existe C>0 tal que || o(z) — o(y)||<C| z — y | para cualesquiera z,y € [a,b]. Entonces

m—1 m—1 m—
lo(trsr) = o(tR)I<D Cltrsr — trl = CD [ters — te] = C(b—a).
k=0 k=0
m—1
Por lo tanto sup Z lo(tkr1) — o(te)[[SC(b —a) es decir || o [[1_yar[qap es finita. =
m€llfa,b] ;.

Ejemplo 2.6 : La funcion ¢:[0,1]—=R dada por o(t)=v/t, no es Lipschitz continua y es de variacion
acotada. Avn mds ocurre que || o [|1_yarjoq] = 1.

Prueba: (Por contradiccion) Supongamos que o es Lipschitz continua. Entonces, existe C > 0 tal que

vz — /Y| < Clz — y| para cualesquiera z,y € [0, 1]. Definamos C*= max{1,C}, |z — /y| < C*|z — y|
1

para cualesquiera x,y € [0,1]. Sean z¢ = . Es evidente que xg,yo € [0,1] y que

9(C)2 y Yo — 4(C*)2

‘\/ C*)? _\/4((;)2

Simplificando < C’* esto implica que

6C~ (C*)

1 1
9(0*)2 o 4(0*)2

5
< 36 lo cual es absurdo.

@\’—‘
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Por tanto o no es Lipschitz continua. Asi por la Proposicion 2.3 || o [[{_yarp,) =1 =
La siguiente proposicion, generaliza la version para Lipschitz continua que ya teniamos para las funciones
a-Holder.
Proposicion 2.7 : Sio:[a,b|—>R"™ es a-Hdlder, entonces o tiene — variacion finita.
e
Prueba:

Sea 7 € I[a, b]. Entonces m={{tg,...,t,} donde tg = a < t1 <...<ty, =b. Como o es a-Holder, existe
C > 0 tal que |[o(z) —o(y) ||< C |z —y |* para cualesquiera x,y € [a,b]. De forma que si elevamos a la

potencia — la expresién anterior, tenemos que:
«

m—1 L m—1 ) ) m—1 )
lo(tha) —o(te)|a <Y Ca [ thpy —ti | = Ca Y | tepn —ti| = Ca(b—a).
k=0 k=0 k=0
m—1 . )
Por lo tanto sup Z lo(tg+1) — o(tr)||= < Ca(b—a). De esto se sigue que :
mellla,b] 1,
m—1 «
1 . . U .
sup Z lo(tir1) —a(ti)lle| =10 |1_y4ap es finito, es decir o tiene — variacion finita.
m€lla,b] ;7 & ’ o

2.3. Una funcién que no es de variacién acotada.

Ejemplo 2.8 : Sea o:[0,1] — R. Dada por:

_ tcos(%) sit=#0,
U(t)_{o sit=0.

Entonces o es continua y no es de variacion acotada.
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Prueba: Es claro que si ¢ # 0, la funcion o es continua en ¢t. Veamos entonces que ¢ es continua en t = 0.
| cos (&) | < 1 para toda t € (0,1] es decir —1 < cos (5) < 1 para toda t € (0,1]. Multiplicando por ¢ la
desigualdad tenemos que: —t < tcos ( ) < t para toda t € (0,1]. Tomando limite ocurre que:

0=1m -t <limt cos(g) <lmt=20
t—0 t—0 t—0

2t
continua en t = 0. Esto demuestra la continuidad de o.

Entonces hm t COS(H) = lim o(t) = 0. Como ¢(0) = 0 tenemos que lim o(t) = ¢(0), por tanto o es
=0 -0 t—0

Pasemos ahora a ver que o no es de variacion acotada. Sea n € {1,2,...} definamos entonces la siguiente
particion de [0,1]:

T = {to, t1, ta,.. ., tan—2, tan—1, tan}. Donde to=0, t; = 5, to = 55, ..., tag—2 = 3, ton—1 = 5, tap=1.

Esta particion divide a [0,1] en 2n subintervalos. Ahora

2n—1
S lo () =0 @l =1l (&) =0 O + o (555) =0 () I+ + o)~ (3) |
k=0
_ |1 II 1 11 1 I I 1 I
= |3, Cos (—2(%))‘ + | 351 cos <2(2n11)> — 5, COS (2(21”)>‘ S + ‘1008 <m) - icos(z(%))‘
— ‘ﬁcos(nﬂﬂ + ‘ﬁcos (2”;1) II — %cos(nﬂ)‘ + 2n1 5 COS (2" 2) II - an_l cos (2”2 1) H‘
+ ‘211173005(2"2_3)1'[—2n£2cos(2“2_2)ﬂ‘+ ...... +|%|+|%|
1 1 1 1 1,1 2 2 2 1 1
— %+%+2n_2+2n_2+ ...... +§+§:%+2n_2+ ...... +§:ﬁ+m+ ...... +1
Entonces
2n—1 1
Zua ter) =0 ()] =D+ para ™ = {tg=0,t1 = 5= , to = g7 , ..., toap—1 = &, toy=1}.
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m—1

n
Por lo tanto  sup Z lo(tps1) —o(te)|| > Z
nelllab] k=1

para toda n € {1,2,...}. Sabemos que

PT\H

00 m—1
1 ) .
Z — = oo entonces  sup Z llo(tkr1)—o(tr)]| = oo lo cual nos dice que o no es de variacion acotada. =
=1 k nellla,b] -,

2.4. La funcién p-variaciéon es continua, stper-aditiva y es un control.

Sea o € Cp[o ﬁrw) En esta seccion estudiaremos las propiedades de la funcion (a,b) — || o ||p var{ab)’

Demostraremos que es continua, super-aditiva, y finalmente que es un control, la definicién concerniente
a esto viene a continuacion.

Definicion 2.9 : Una funcion w{(a,b)| 0 < a < b < T}—[0,00), es llamada siper-aditiva si
w(a,c) +w(e,b) < w(a,b) para cualesquiera a < ¢ < b.
Si ademds w es continua y w(t,t) = 0 para toda t € [0,T], diremos que w es un control.

Diremos que la funcion continua o:[0,T|—=R estd controlada por un control, w si existe C' > 0 tal que:

lo(b) — o (a)||<Cw(a,b) para cualesquiera 0 < a < b < T.

Lema 2.10 : Sea o € Cﬁazﬁar). Si0< a<b< T entonces || 0 ||p—varjap €5 finita.

Prueba: Si a = b se cumple trivialmente. Supongamos entonces que a < b. Sea 7 € Ila, b],
m={to,...,tm} donde tg = a < t; <... <ty =b. Vamos a suponer ademas que 0 < a y b < T, ya que
para los casos que estamos excluyendo, bastard hacer un ligero cambio en la demostraciéon. Una vez di-
cho esto definamos 7* = {yog,...,Ym+2}, donde yo = 0, y; =t;—1 parai=1,..., m+ 1, ypyo =T, es
claro que 7* es particion de [0,T]. Entonces tenemos lo siguiente:

m—1 m
lotisn) — o tI” < 3 lo(wes) — o l? <o 12 yoy
k=0 k=0
m—1
Por tanto Z lo(tgs1) —o(t)|lP <|| o Hp varfo,] Para cualquier m € a,b], 7={to, ..., tm}-
k=0

Concluimos que || o ||} es decir es finita. =

Uarab]—H g ”p var[0,T]

Los dos teoremas siguientes tienen que ver con la super-aditividad de la funcién p-variacion, el primero
serd para el caso particular p = 1, donde obtendremos una propiedad mas fuerte que la siper-aditividad,
ya que mostraremos una igualdad. Para el caso general no tendremos tal igualdad, pero la super-aditividad
se seguird cumpliendo.

Teorema 2.11 : Sea o € C(l[a}j,fj’:Rn). La funcion (a,b) — || 0 |l1—var(ap €5 stper-aditiva. Mds aiin, si

0<a<b<u< T entonces H g ||1—var[a,b] + ” g Hl—var[b,u] - || o Hl—va'r[(z,u]'
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Prueba: Claramente la funcion esta bien definida debido al Lema 2.10.

Sean a,b,u € [0,T] tales que 0 < a < b < u < T. Lo primero que haremos sera ver los casos mas féciles.
Sia=wuoa=>bob=uesinmediato que || o [li—varfa] = Il 7 ll1=varfa,s] + | & [[1—var(p,u)- Podemos
suponer sin problemas que 0 < a<b<u < T.

Sea m € H[a,u], 7={tg, ...t} donde tg =a< t; <...<ty, = u .

Caso 1: b € 7 en este caso. Notemos que 7 N [a,b] € Il[a,b] y m N [b,u] € II[b, u]. Tenemos que existe
mo € {1,...,m — 1} tal que t,,, = b. Entonces:

—_

mo—1

3

lo(tksr) —o(tu)ll = Z lo(tker) —o(tr)]l + Z lo(ths1) — o ()l
k=0 k=mg
< H o ||1—var[a,b} + || g Hl—var[b,u} :
m—1
Por tanto Z lo(tks1) —o(te)ll < [l o Hl—var[a,b] + 1o ||1—'uzz'r[b,u] .
k=0

Caso 2: b ¢ 7. En este caso, anadlogamente, consideraremos a m N [a,b] y 7 N [b, u], solo que en este caso
no nos quedan particiones de [a,b] y [b, u] respectivamente. Lo tnico que hay que hacer es pegar b, es
decir: mw N [a,b] U {b} y m N [b,u] U {b} las cuales si son particiones de [a,b] y [b, u] respectivamente.

Notemos que existe mg € {0,...,m — 1}, tal que t,,, = max {7 N [a,b]}. Pensemos en el caso mas
elaborado, que es cuando mg ¢ {0,m — 1}, entonces:

m—1 mo—1 m—1
lo(te) —o)ll = > llo(tien) = o)l +llo(tmg+1) = oltm) |+ D llo(ther) = o(t)]
k=0 k=0 k=mo+1
mo—1 m—1
< D lotrr) = o)l + lo®) = oltm) |+ D llo(rir) = o)l + lo(tme+1) — o)l
k=0 k=mo+1
< H o ||1—va7"[a,b} + || o Hl—var[b,u}'

Note que si my=0 o m — 1 basta hacer un ligero cambio, para llegar a la misma desigualdad, por tanto

,_A

m—

lo(tkt1) —o(te)ll <l o lli—varfap) + 1| o [1-varp) -
=0

Ya que la particiéon fue arbitraria, de los dos casos concluimos que:

H g Hlf'uar[a,u} < ” o Hlfvar[a,b] + ” g Hlfvar[b,u} .

Demostremos la otra desigualdad.

Sea m € Hla,b], 7={x0,...,Tm, } donde xg = a < z1 <...<Ty,, = by m2 € I[b,u], 7={yo,.. ., Yms}
donde tyg = b < t; <...<ty, = u. Es claro que 7 U 72 es una particion de [a, u]. Entonces:
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mi—1 mo—1
D llot@rs) —o@)l+ Y lower) — ol < 1l o li-varfau) -
k=0 k=0

Esto ultimo es porque el lado izquierdo de la desigualdad es justo la suma correspondiente a la particion
m1 U ma. Es decir para cualesquiera 7y € Il[a,b], 7={xo,...,zm, } y m2 € II[b,u], 7={yo, ..., Ym,} S€
cumple que

mi1—1 mo—1
> lo(@rir) = o@l < 1o li-varfau — Y, lo@es1) — o (w)ll-
k=0 k=0

mo—1

Lo cual implica H o Hl—var[a,b}g || g Hl—var[a,u] - Z Ho-(yk—l-l) - U(yk)||
k=0

mo—1

Para m; € H[b7 u],7r - {y07 . -aym2}' Es decir Z Hg(ykJrl) - U(yk)H < H g Hlfvar[a,u] - H o Hlfvar[a,b}-
k=0

Concluimos entonces:

|| g lllfvar[b,u}é H o Hlfvar[a,u] - H o ||17'var[a,b]a es decir H o Hlfvar[b,u] + H o Hlfvar[a,b}é H o Hlfvar[a,u] a

Teorema 2.12 : Sea o € CﬁE’%TRn). La funcion (a,b) — || o Hziwr[a’b] es super-aditiva, es decir para
0<a<b<u< Tocurre que || o ||§_Uar[a’b] + o ||g_var[b’u] <|lo Hg_wr[a’u].

Prueba: Observe que basta hacer un ligero cambio en la demostraciéon pasada, para obtener esta
desigualdad.

Corolario 2.13 : Sea o € CﬁggfﬁTRn), La funcion ®:[0,T] — R definida por ®(t)=| o Hi_wr[o g €8 no
decreciente.

Este resultado es inmediato del Teorema 2.12. w»

Note que el caso anterior es la funcién p-variaciéon pero restringida a una variable ¢, el siguiente teorema
demostrara la continuidad de esta tltima. Y esto sera 1til para probar la continuidad en el caso general
de la funcién p-variacion.

Teorema 2.14 : Sea 0 € Ch 0" - La funcion ®:(0,T] — R definida como ®(t)=| o ||

p
([0,7],R" p—var[0,] €

continua.
Prueba: (Solo probaremos el caso cuando p = 1, la prueba general se puede consultar en [3]).

Para demostrar que ® es continua en [0, 7], usaremos sucesiones.
Sea to € [0, 7. Tomemos ahora (rq)72; una sucesion en [0, 7] tal que ry — to. Consideremos primero:

Caso 1 tg € (0,T). Por demostrar que ®(r4) — ®(t9). Sea € > 0, entonces existen m; € II[tg,T],
T={to=20<...<Tm, =T} ym € 0,t], 7={0=yo < ... < ym, =to} tales que:
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mi1—1 mo—1
€ €
Fo lh—varito.r) =5 < Yo llo(@en) —a@)l v 1o lh-vario) —3 < > llotyrsr) = oyl
k=0 k=0
Para min{| =1 |7, | m2 |7} > 0, donde | m1 |~ = min {z441 —xx : K =0,..,m; — 1} y anédlogamente
| mo |~ = min {yp11 —yr : k=0,...,mg — 1}.
Como 14 — tg existe Q1 € N, tal que si q > () entonces | ry —to | < min{| m; |7, | m2 |~ }. Para % > 0,

como o(rq) — o(tp), esto ultimo por la continuidad de o, existe Q2 € N tal que si ¢ > Q2 entonces

€
lo(re) —olto) || < 5
Definamos a Q= méx {Q1,Q2}. Afirmamos que si ¢ > Q entonces | (r,) — ®(to) |< €. Procedamos a
verficar esto tltimo, sea ¢ > @), nos fijamos en el correspondiente r4, veremos los distintos casos, si
rq = to es inmediato que | ®(ry) — (ty) |< €. Por lo que ese caso es trivial. Veamos entonces que pasa
si tp < 1q, en este caso nos fijamos en 7y, como q > ()1, tenemos que | ry —to | < | w1 |7, lo cual impli-
caque | g —to | < a1 —xo de esto se sigue que zg < 14 < x1, Veamos ahora la siguiente desigualdad

mi1—1 mi1—1
€
lo lh—varfior) =5 < Y llot@rsr) =@ = D lo(@er) = olzi)ll+ || o(1) — o (o) |
k=0 k=1
mi1—1
< > @) —o(@)| + (L o(z1) = olry) | + | o(rg) — o(x0) |)
k=1
mi1—1 c
< > @) —o(@)+ [l o(z1) —olry) | + 3
k=1
Notemos que 7{={r,, zo,...,xm, =T} € I|ry,T], lo cual implica que:
iy £ £
D llo(@en) —o@)|+ | o) = a(rg) || + 3 S Mo lhvarp, ) + 5
k=1
€ €
Por lo tanto H o ”1—var[to,T] _§ <H o ”1—var[rq,T] +§ entonces ” g Hl—var[to,T} - ” g Hl—var[rq,T} <e.
Aplicando el Teorema 2.11 || g Hl—va'r[(],to} + || o Hl—var[to,T}:” o ||1—var[0,T]
H o Hlfvar[ﬂ,rq} + H o Hlfvar[rq,T]:H o Hlfvar[O,T]
entonces: || g Hlfvar[(),to] + || o Hlf'uar[tg,T}:H g Hlfvar[(),rq] + || g ”lf'uar[rq,Ty
Lo cual implica || o [[1_yarfo,r] = | & l[1—varfo,to) =l @ li—varfto,r] = || @ [li—varfry,r) < € por el Corolario
2.13 la funcién es no decreciente, por tanto | ®(rq) — ®(to) | = ||| o ”g—vaw[o,rq] — | Hﬁ_m[o,to} <e.

Falta ver el caso 74 < tp, en este caso nos fijamos en 3, como q > ()2 tenemos que | rq —to | < |m2 |,
lo cual implica que | 7g —to | < Ymy — Ymo—1 de esto se sigue que Ymy—1 < ¢ < Ym,, Veamos ahora la
siguiente desigualdad
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mo—1 mo—2
€
| o hevarow) =5 < D lo@rer) = ol = D loien) = o)+ | 0 (¥m,) = o(ym,-1) |
k=0 k=0
mo—2
< Y o) — ool + (1 o(ma) = o(rg) | + 1 9(rg) = 0 (yms—1) 1)
k=0
mo—2 c
< Y llo(ria) —o@o)ll+ 1| o(Yma1) = olry) | + 3
k=0
Notemos que m9={yo, ..., Yms—1,7q} € II[0,74], lo cual implica que:
mo—2 c c
Z lo(Wr+1) = o)l + | 0(Yma—1) —a(rg) || + 3 < [ o ll1—varo,rq) + 3
k=0
€ €
Por lo tanto H o ”lfvar[O,to] _5 <H o Hlfvar[O,rq} + 5 entonces H o ||17var[0,t0] - H o Hlfvar[O,rq} <e.
Como la funcién es no decreciente, entonces | ®(to) — ®(ry) [=[| 0 [[1—varo,to] = | 7 l1=varory < €

Concluimos de todos los casos que si ¢ > Q, entonces | ®(tg) — P(rq) | < €, es decir ®(ry) — ®(tg). Por
tanto ® es continua para todo tg € (0,7"). Los casos t = 0 6 t = T se obtienen de manera muy parecida

a la que acabamos de hacer. =

p—var
([0,T],R™

p

es continua.
p—var|a,b]

Teorema 2.15 : Sea o € C ) La funcion (a,b) — || o ||

Prueba: Sea € > 0. En el Teorema 2.14 vimos que ®:[0,T] — R, definida como ®(¢)=|| o ||?_
p—var|0,t]

. . . 3 . .
es continua, por tanto uniformemente continua, de modo que para 3 > 0 existe § > 0, tal que si

| z —y | < 0 entonces | &(z) — O(y) | < % Supongamos entonces que || (a1,b1) — (a2, b2) || < 6.
Asi|ar—as | <8y |bi—by | <6 de modo que | B(ar) — B(az) | < g v | ®(by) — B(bs) | < g

(e

p—varfai,az] H o Hifvar[bl,bg] < ” o Hzfvar[al,ag

] +e Hgfvm‘[bl,bz}

p p D p
S || g Hp—fuar[&ag] - || g ||p—va7“[0,a1] + H g ||p—va7"[0,b2] — || o ||p—var[0,b1}
e €
= | @(ar) — ®(az) | +] @(b) — D(ba) [< 5 + 5 =€
Por tanto la funcion (a,b) — || o Hg —varfah) € uniformemente continua, lo cual implica que es continua. =

Finalmente el siguiente resultado nos dice que la funcién p-variacion, resulta ser un control.

Corolario 2.16 : Sea 0 € C?[BZ%,TR")‘ Entonces w(a,b) = || o Hg_var[%b] es un control, tal que para cada

a < b se tiene que || o(a) —o(b) || < w(a, b)%
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Prueba: Por el Lema 2.10 w(a, b) esta bien definida. Sea ¢t € [0, 7], es claro por la definicién que
1
w(t,t)=0, también es imediato ver que || o(a) — o(b) | < w(a,b)?, ademéas por el Teorema 2.15 w es

continua y también por el Teorema 2.12 w es super-aditiva. Por lo tanto w es un control. =

Proposicion 2.17 : Sea o € Cﬁoqﬁar) y wA(a,b)] 0<a<b<T}—[0,00) un control, tal que si 0 <

a<b<T,secumple| o) —o(a) | < Cwla, b)% con C > 0. Entonces || 0 ||p—varfap) < C w(a, b)%

Prueba:
m—1 1
1o lpvarary = | sup 3 lloltisn) = ottl?]”
wella,b] k—0
m— 1
< sup Z CPw(tgs1,tr) ]p esta desigualdad se sigue de la hipotesis.
nelllab] ;-
1
= (CP)» [ sup Z W(tky1, tr) ]p
well[a,b] 3_
1
< C [ sup  w(a, b)] " esta desigualdad es porque w es stiper-aditiva por ser un control.

m€ell[a,b]

= C [ w(a, b)]%

Lo cual concluye la prueba. =

Teorema 2.18 : Sea o € C(l[o %TRH) Entonces existe Y:[0,1]— R™ una funcion Lipschitz continua y

¢ :[0,1] — [0,1] una funcion continua no decreciente, tal que o =Y o ¢.

Prueba: Supongamos el caso interesante que es cuando || o Hl,var[QT];é 0, y consideremos

H o H 1—var[0,t]

¢ :[0,T] — [0,1] dada por ¢(t) = , por el Lema 2.10, Corolario 2.13, Teorema 2.14 que ya

H o ||1—var[0,T}
probamos ¢ esta bien definida, es continua y no decreciente. Probaremos ahora que ¢ es suprayectiva.

Supongamos que no es suprayectiva, si valuamos los extremos tenemos que:

|| g ||1—vm’[0,0} H 4 ||1—va7"[0,T]

»(0) = =0, o(T)= =1 es decir {0,1}C¢([0,T7).

H g ”17var[0,T} H o Hlfvar[O,T]

Como estamos suponiendo que ¢ no es suprayectiva, existe ¢ € [0, 1] tal que t ¢ ¢([0,7]), lo cual impli-
ca que t € (0,1). Asf definimos [0,t) y (¢, 1] abiertos en [0, 1], como ¢ es continua, entonces ¢~ 1[0,t) y
#~1(t,1] son abiertos en [0,T], ademés son no vacios ya que 0 € ¢~1[0,¢) y T€ ¢~ (¢, 1] y también
cumplen que ¢~1[0,¢) U ¢~ (¢, 1]=[0,T], ¢~1[0,1) N ¢~ 1(¢,1]=0, lo cual implica que [0,T] es disconexo,
lo cual es absurdo por tanto ¢ es suprayectiva.

Ahora procederemos a definir Y:[0, 1]—> R", dada por: Y (y)=c(min ¢~ 1({y})). Y. Esta bien definida ya
que como ¢ es sobre y continua, ¢~!({y}) es un cerrado no vacio de [0,1] y por tanto tiene elemento
minimo.
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Afirmamos ahora que 0 = Y o ¢. Sea t € [0, T], entonces Y o ¢(t)=Y (¢(t))= o(min ¢~ ({¢(t)})) como
t € ¢ 1({4(t)}), esto ultimo implica que min ¢~ 1 ({4(t)}) < t. Si min ¢~ ({¢(¢)}) = ¢ entonces
o(min ¢~ ({¢(t)}))=0c(t). Por tanto Y o ¢(t)=c(t).

Si tenemos que min ¢~ 1({¢(t)}) < ¢, entonces definimos 7={to= min ¢~ ({¢(¢)}),t1 = t}, lo cual implica

que H U(tl) - O’(t(]) || < || o Hl—var[to,tl]v pero ¢(t0) = ¢(t1) entonces || g ”1—1)(17‘[0,150] - ” o Hl—va’r[O,tﬂ y por
la super-aditividad tenemos que || o [[1_yar[tg,1;]= 0, es decir || o(t1) — o(to) || = 0. Concluimos entonces

que o(min ¢~ ({¢(t)}))=0c(t). Por tanto Y o ¢(t)=c(t).

Por lo tanto 0 =Y o ¢. Solo falta probar que Y es Lipschitz continua. Sean yi1,ys € [0, 1], entonces

1Y (1) =Y (g2) | = | Y(¢(y7)) — Y((y3)) || para algunos y7, y5 € [0,T], ya que ¢ es suprayectiva.
De donde || Y(o(y7)) — Y (o(v3)) =] o(yi) — a(y3) ||, justo por lo que acabamos de demostrar.

. [ olli- 0,551 — | olli- [0,5%]
Siyi <3 entonces || o(y7) — o (w3) | < |l o l1-varly;.p31= vaﬁ o'yTh ] 0] |
—var|0,
” o Hlfvar[o,y*] H o ||17var[0,y*]
= = - - H o ||1—var[0,T] - [¢(y>2k) - ¢(y1<>”’ o Hl—va’r[O,T]
H g Hlfvar[O,T} ” o Hlfvar[O,T]

:[yQ - yl]” g ”1—var[O,T]~

Si llamamos C=|| & ||1_yarjo,r] > 0 entonces || Y(y1) =Y (y2) [ < C |y1 —y2 |.

H o ||1—var[0,y]*] - H g Hl—var[o,yg}

Si y; < yf entonces H U(@/;) - U(yf) H < H g Hlfvar[y;,yi‘]: H g Hlfvar[O,T]

” g H 1—var[0,T]

. H g Hlfvar[(],yf] H o ”lfvm“[o,y;]

= - O ||[1—var = |o(y1) — ¢(y5 O |[1—var
H o ”1—Uar[O7T} || e Hl—var[&T] H ||1 [0, [ ( 1) ( 2)]” ||1 [0,T7]

=ly1 — el o ”1—vm«[0,T]-

Si llamamos C=|| o [|{—yar[o,r] > 0 entonces || Y (y1) — Y (y2) [|<C| y1 —y2 |.
Por tanto para O=I| o [ _varor) > 0. | ¥(52) = Y () | < Cl s — 2 | para cualesquiera ya, g € [0,1]
Concluimos que Y es Lipschitz continua.

Falta ver el caso cuando || o ||1_yqer(o,7)= 0; este caso es mucho més simple. Basta notar que o = ¢ para

algun ¢ € R™, Asi tomemos ¢p=Idy Y=¢. =

2.5. El espacio Cﬁ;}gﬁ%n) con || o ||)—yarfap DO es normado.

El espacio de las trayectorias de p-variacion finita con || o ||p—var[a,b] no resulta un espacio normado.
Para notar esto veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.19 : Sea o: [a,b]: — R", dada por o(t) = ¢ para toda t € [a,b]. Entonces || o ||,—yarfap = 0-
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([A,BL,RN

Prueba:

10 lpvariasy = | sup > Jotis) —ot)P]” =] sup 3 Je—e||” =0
mellla,b] 12, rellab] 1o (]

Conclusion del ejemplo:

3} p—var e A Tats S
|l & llp—var(a,p) DO €s una norma en C([a,b] ny» Y2 que existe una funcién distinta de la constante cero, tal

que H g Hp—var[a,b] = 0.

Ya vimos que si una trayectoria o cumple que || o HIFUM[%b] = 0, no necesariamente es la funcion
constante cero, pero si podemos caracterizar a las funciones que cumplen esta propiedad y en este sentido
va la siguiente proposicion. Justamente las trayectorias que cumplen esto resultan ser las trayectorias
constantes.

Proposicion 2.20 : Sea o: [a,b] — R™ continua. Entonces || o ||p—varap) = 0 81y solo si o es constante.
Prueba:
(=) Supongamos que || o ||, yarap = 0

Si a = b, es evidente que o es constante entonces supongamos que a < b, asi definamos

m = {to = a,t1 = b} particion de [a, b], entonces || o(ty) — o (t1))||P < || o ||§_mr[a,b} = 0. Pero

|| o(to) —a(t1))|| = || o(a) —a(b))]], asi || o(a) — a(b))|| = 0, es decir o(a) = o(b) de esta forma
Llamemos ¢ = o(a) € R™. Por demostrar que para toda t € (a,b), se tiene que o(t) = ¢.

p
p—var(a,b]’

(<o Hgimr[a,b} =0, es decir

Sea t € (a,b). Entonces || o ||Z_mr[a,t] + | o Hz—var[t,b] <| o]

p
p—varfa,t

|| o(a) — o(t) ||=0, por lo tanto o(t) = o(a) = ¢, es lo que queriamos probar por lo cual o = ¢é.

definamos m = {tp = a,t; = t}
particion de [a, t] entonces || o(a) —o(t) ||P < || o ||

(<) Supongamos ahora que o es constante.
Siguiendo la misma prueba que en el Ejemplo 2.19 ya acabamos. =

Aunque el espacio de las trayectorias con p-variacion finita con || o Hp_var[a,b} no resulta ser un espacio
normado, esta dltima proposiciéon da pie a que con una modificacién, podriamos definir una funciéon que si
lo sea y que dependa de la p-variacién, tal como veremos en la seccion siguiente de este capitulo. Antes de
hacer eso vamos a notar que no todos los valores de p son interesantes, ;qué pasa si p<17. En este sentido
va la siguiente proposicion:

Proposicion 2.21 : Sea o: [a,b] — R™ continua con p-variacion finita, tal que p < 1. Entonces o es
constante.

Prueba:

Si |l o llp—varfa,p) = O ya acabamos, debido a la Proposicion 2.20, asi supongamos || o ||,—var(a,p > 0

3

1
Sean t € [a,b] y € > 0. Para e*= [ ] T-r > 0, como o es continua en [a, b] tenemos que o

” o Hifvar[a,b]
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es uniformemente continua en [a, b], por lo que existe 6 > 0 tal que si |z —y | < 4.

Entonces || o(z) — o(y) || < €%, sea 7* una particion de [a,b] tal que t € 7 y | 7* | < 6.

m—1 m—1
lo(trsr) — o)l = D loltesr) — o) " Pllo(ters) — ote)|I?
k=0 k=0
m—1
< ] t —o(ty)||*P t —o(ty)||P
< max flo(te) — o)l kZ_OHU(k—H) o(te)ll

Sike{0,...,m—1}, y trpy1 —tp < d se tiene que ||o(tg+1) — o(tx) || < €, como p < 1 se sigue que
llo(tis1) — ote) |77 < (¢*)17P de modo que . 5néx 1||cr(tk+1) —o(te)||'7P < (¢*)'~P. Resumiendo:

=U,...,

m—1
loa)—o@) || < lo(trr1) — o (te)l
k=0
m—1
< i tps1) — o(ty) |7 tps1) — o(tg)|P
< g olten) ~ oI 3 fotinin) -~ ow)
m—1 m—1
< (@)Y llo(ter) = o)l < ()7 sup Y lo(trar) = o(t)|IP
E—0 n€llla,b] ;-
1 ql-p
5 v
_ 1-— p _ p
= N ien = | ()| 1 i
p—wvar|a,b]
9
= ol =€
H g Hg—var[a,b] p-varla,]

Para toda e > 0, se cumple que || o(a) — o(t) || < ¢, es decir o(a) = o(t) para toda ¢ € [a,b], por tanto

o es constante m

Por lo visto en las tltimas proposiciones, podemos tener una idea de como definir una norma en el
espacio de las trayectorias con p-variacién finita, y en que casos resulta interesante estudiar este espacio.
Antes de hacer eso, veamos que entre méas grande el valor p més chico resulta el espacio.

Proposicion 2.22 : Sea o:[a,b] — R™ continua. Sip < p entonces: || o ||plfvar[a,b] < |l o lp=var(a,b)

p—var Ccpl —var

en consecuencia tenemos que C([a 0,8") SC [ab] R

Prueba: Si || o [|)—varfa,y) =00, s evidente la desigualdad. Supongamos entonces que || o ||Zivmq[a b

es finito, si p < 1 por la Proposicién 2.21 tenemos que o es constante y por la Proposiciéon 2.20
| o llp—varfa,p =l @ |]p/7vm[a7b]:0, el caso interesante es cuando p > 1y o es de p-variacion finita.

Tomemos 7 particion de [a, b], 7={a = to,...,t, = b}. Asi tenemos lo siguiente:

1/p

m—1 1/p m—1
> llo(tre) - U(tk)Hp] < [Z lo(tie) —a)l”| <1l o llp—varfap)
k=0 k=0
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La primera desigualdad es una propiedad de la norma p. Concluimos entonces que:

| o sz_var[a’b} < || o llp—varfa,)> 1o ctial implica el resultado. =

2.6. El espacio C( 71z con [| 0(0) || + || o [|,—varfo,r) €s un espacio de
Banach.

Teorema 2.23 : Sea p > 1. El espacio CﬁgfﬁfRn) con la norma: || o(0) || + || o [[p—var[o,7] €5 un espacio

de Banach.

Prueba: Cﬁgg%ar) C €(]0,T1), como C([0,T7]) es un espacio vectorial sobre el campo R, basta ver que
p—var

C([o T).Rn) €5 UN subespacio de C([0,T]), para demostrar que este es un espacio vectorial sobre el campo R.

(1) Sea o = 0. Como o es constante entonces por la Proposicion 2.20 || o lp—varfo,r] = 0, por lo tanto:

p—var
([0, T],R™

p—var

(2) Sean 01,09 € C )Y A € R. Como 01,09 € C([OyT]an) ocurre || o1 |lp—varo,7]: | 72 [lp—varfo,r] € R.

Sea 7 € II [0,T] donde m={to, ..., t,}. Entonces:

m—1 1 m—1 1

| S lllon 4+ Ao2)(trs1) = (01 4+ 22 @17 © = | S0 1 (o1 (he) + Aoatie)] — [o1(t) + Aoa(tn)] [P]”

k=0 k=0
m—1 1
— | S lo1tean) — or1(t) + Aoaltirn) — Aoat) 7]
k=0
m—1 1
P

(Il 71 (ts1) = o1 (t) | + | Aoa(tipr) — Aoa(t) 7]

IA
]

m—1 1 m—1 1
< [ | o1(tks1) — o (te) || ],, + [ D 1 Aoa(tisr) — Aoa(tr) Hp]p
k=0 k=0
m—1 1 m—1 1
~[ S louttrrn)—ort) 17 |7+ 1AL S N oattirt)=o2(t)IP]” <1 o1 lp—sario.r) + | M 02 lp—varfo.ry-
k=0 k=0
m—1 1
De modo que: [ > lllor + Ao2) (trsr) — (o1 + M?)(tk)]!\p]p < |l o1 lp—varo,r) + | Al 02 [lp—varfo.17 -
k=0

Como 7 € II [0, T] es arbitrario entonces: || o1 + Ao prvar[O,T] < | o1 prvar[O,T] + || Ao2 prvar[O,T] )

Es decir o1 + Aoy € C‘F[S%]TJR”)' Concluimos entonces que C

por tanto espacio vectorial sobre el campo R.

p—var

(0.7].R") S subespacio vectorial de C([0,7]),

El siguiente paso es probar que: || o(0) || + || & |lp—var[o,7]; define una norma en Cﬁg%TRn).

es claro que la norma esté bien definida, por lo cual pasemos a demostrar las propiedades de norma.

En este caso
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i) (=) Supongamos que | o || = 0 entonces || o(0) || = 0y || o |lp—varjo,r] = O, esto implica que o es
constante por la Proposicion 2.20 y como || a(0) || = 0, tenemos (0) = 0. Concluimos que o = 0.
(<) Supongamos ahora que o = 0, esto implica que ¢(0) = 0, por lo cual || ¢(0) || = 0, ademés como
o es constante por la Proposicion 2.20, tenemos que || o ||,—yarjo,r] = 0, por tanto || o || = 0.

i) Sean A€ Ry o € Cﬁazﬁar). Entonces:

[ Aa 1= Ac(0) [ + 1l Ao [lp—varpory = [ A a(O) [ + 1A o lp—varfo,r)
= [ALIeO) [ + 1 o llp-vario,n]
= [Alllell

ﬁalﬁar) . Entonces:

iii) Sean o1, 09 € C
| o1+ o2 ||=[ (01 + 02)(0) | + 1| o1 + 02 [lp—varjo,r] = || 1(0) + 02(0) || + || o1 + 02 lp—varfo,7)

< | o1(0) [| + [| 2(0) || + || o1 + 72 [[p—var(o,r)- Veamos que pasa con el segundo termino.

Sea 7 € II [0,T| donde m={to, ..., tm}. Entonces:

m—1 1 m—1 1
[ Y o+ o) tisn) = (or o) @l T = | Y I oattnin) + oaltne)] = [oa(te) + o2(t)] 1P|
k=0 k=0
m—1 1
— | S loultir) — ort) + oaltnir) — oa(ti) 7]
k=0
m—1 1
< | S Ulortsn) — orlt) |+ | o2ltirn) — oa(te) P]°
k=0
m—1 1 m—1 1
<| S o) =) 1P |7+ 3 I oattirn) — o) 1] < 101 lpvarior) + 11 72 lp—varfo:
k=0 k=0

Concluimos entonces que: || o1 + 02 [lp—varfo,7] < || 01 llp—varfo,r] + | 02 lp—varfo,7]- Esto implica que:

IN

o1 (0) [[ + 1 o2(0) | + || o1 + 02 [lp—var(o,1] o1 (0) | + (1 o2(0) || + 1| o1 [lp—vario,z) + || 02 lp—varfo,7)

Fou | + [ o]

Entonces || oy + o2 || < || o1 || + || o2]|.

Por lo tanto || o(0) || + || & [l,—var(o,r) define una norma en Cfj; 79'pny- Bs decir Clig 750y es un espacio

p—var

normado. Visto esto lo que faltaria por demostrar es que C([o T],Rn) €8 completo.

p—var

Sea (04)g2; una sucesiéon de Cauchy en Cl(o,].gn)- Tomemos ahora ¢ € [0,T] fijo. Afirmamos entonces que
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(04(t))g2; es una sucesién de Cauchy en R". Sea € > 0 como es (04)72; una sucesion de Cauchy, existe
€ N tal que si q1,q2 > Q entonces || g4, — 0 < g, es decir:
a1~ Oqz

I (01 = 62)(0) | + [l 71 = T4z lp—varfo.r] < €

Sit =0, entonces || (g4, = 4,)(t) =l (041 = 04,)(0) [|=]] 94, (0) = 04, (0) <& si q1,02 > Q.
Sit=T,sean = {0,T}. Tenemos que || (aq, = 04,)(T) = (041 = 94,)(0) [| < [| 04 = 045 llp—varfo,1 -
Ahora || (0g, = 04, )(T) | = | 94, (T) = 045(T) | = [| 91 (T) = 042 (T) = (09, = 04,)(0) + (g, = 04,)(0) ||

<0 (T) = 04 (T) = (04, = 04,)(0) [| + || (041 = 04,)(0) || < [ (0g = 0,)(0) [| + || 041 = T4 [lp—varfo,1]

Por lo tanto || 04, (T) — 0, (T) || <€ si q1,q2 > Q.
Site (O,T) entonces H (UQI - G@)(ﬂ H = H (U(h - UQ2)(t) - (Uth - Uq2)(0) + (Uth - UQQ)(O) H

< H (UQ1 - U%)(ﬂ - (Uth - GQ2)(O) H + H (Um - UQ2)(O) H < H (UCI1 - GQ2)(0) H + H Og1 — Ogo Hp—var[O,t]

< | (0q0 = 042)(0) || + | 041 — 04y llp—varfo,r) < & Porlo tanto || og, (t) —0g, (1) [| <& sl q1,q2 2 Q.

En conclusion de esta parte, para ¢ > 0 existe @ € N tal que si g1, g2 > Q entonces || (oq, — 0g,)(t) || < €
para toda t € [0,T], esto implica que: (04(t))g2; es una sucesion de Cauchy en R", que era la afirmacion
que tenfamos, pero también implica que (04);2; es una sucesién de Cauchy en C[0,T]. Como R™ es

completo, para cada t € [0,T] existe ¢ € R™ tal que: lim o,(t) = #, de esta forma definimos o: [0,T]—R"
q—00

como o(t) =t. Como C[0,T] también es completo, esto nos asegura que o es una funciéon continua.
Lo que queremos hacer ahora es probar que || o prvar[[),T] es finito, para hacer esto primero notemos la
siguiente afirmacion.

Afirmamos ahora que: sup || 04 [[p—varo,7] € R, procedamos entonces a la prueba de esta afirmacion.
q=1,2,...

— oo
Tomemos € = 1, como (0q)524

p—var

([0,7],R")" Tenemos que existe Q € N, tal

es una sucesion de Cauchy en C

que si g1, g2 > Q entonces || 4, — 04, || < 1. Sea My = max {|| o4 ||: q=1,...,Q}. Asi definamos
M=My+1 > 0,sea ¢ =1,2,...,si ¢ < Q. Entonces || o4 | < My, por tanto || o, | < M, por otra parte si

q> Qentonces || og || = || og—cg+og||<|log—0og |+ og | <1+ My= M entonces || g4 || <M

Por lo tanto para toda ¢ = 1,2.. ., tenemos || o4 || < M pero || o || = [| 04(0) || + || o4 llp—varfo,7-

Lo cual implica || o |lp—varjo,r] < M para toda ¢ = 1,2... . Por tanto sup || o4 [lp—varfo,r] € R. Una
q=1,2,...

vez dicho es-
to pasemos a ver que || o ||,—yqr[o,7] €s finito. Sea m una particion de [0,T] donde ™ ={to, ..., }. Entonces:
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m—1 m—1
lo(ters) = oI = Y || lim oy(tis) = dim oy (b))
k=0 k=0
m—1
= 3 M oy (tan) = oyt
k=0
m—1

m—1
- ‘ P
= lim kzo l7g(ti1) = og(tII” < Mim |l o I ariozy
‘ P _ P

< qlglélo q:sll,g | Ogq prvar[O,T} = qzsﬂg | Oq prvar[(),T] .

m—1
Por lo tanto Z lo(ter1) —o(te)||P < sup | oy ||g_wr[0 7 ¥ de la afirmacion pasada se sigue que

=0 q=1.2,... ’

p—var

| o Hp,wr[oﬂ es finito. De modo que o € C([O’T]’Rn).

Por demostrar que o, — o en el sentido de la norma que definimos.

Sea ¢ > 0. Para g > 0 existe Q € N tal que si ¢1, g2 > Q entonces || o4, — g, || < g, es decir
€
| (041 = 0¢:)(O) [| + || 001 — T45 lp—varo,1] < 3
Sea ¢ > Q. Hay que fijarnos || o — o || = || (64 — 0)(0) || + || 04 — & |lp—var(o,r], Para el primer término
de esta suma tenemos:
I (4= 0)O0) | = | 74(0) = 7(0) | = [ 7(0) = limm () | = lim [ 74(0) = -(0) |.

De modo que si r > Q entonces || 04(0) — 0,(0) || < %, esto implica que lim || 04(0) — 0,(0) || < g, es
T—>00
decit || (7~ )(0) | < 5.

Ya pudimos acotar el primer término. Sea 7 € II [0,T] donde 7={to, ..., ¢, }. Entonces:

T 1 E .
[ o0 = ) (trsn) = (03 = o) EIP [P < 1104 = 01 lpsariom < 5o5i7 2 Q.

m—1
. o . 1 , € €
Aplicando limites: Tlggo[go |(og — o) (tis1) — (0q — o) (tr)||P ]p < lim - = 3

r—oo 3

Desarrollando el limite de la izquierda.
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1 1

ﬁm[Zn = o) (teir) — (0 — o) t)IP]” = [hmZH 1= o) (thir) — (0g — o) (I

T—00 7—00

1

m—1
= [ Z rlggo H(Uq - UT)(tk+1) - (Uq - UT)(tk)Hp] !
k=0

1

m—1
= |01t [(og = o) tr41) = (0 — o) (80) 117]”
k=0

1

[Z I hm aq (tp+1) — hm or(trs1) — hm aq(tk) - hm or(tx) ]Hp]

At
LL

1 1

| S lloa(ths) = oltisn) — og(te) — o) 117] = [Z 0 — ) t1) — (00— o)1) 1IP)”
k=0

il
o
-

m— =
Es decir para toda 7 una particion de [0, 7], se cumple [ Z —0)(tgt1) — (0g — o) (k) ]Hp] g
k=

00\0)

Por tanto || 04 — 0 prvar[(],T] < % juntando todo lo que llevamos, obtenemos la siguiente desigualdad:
e € .

|og—a |l =l (og=0)O0) | + || 04 = llp—varfo,r] < 3 + 3 <ces decir si ¢ > Q, entonces || g — 0o || < e.

Que es justo la definicion de que o4 — o

Finalmente tenemos que C (0, T]TRH) es un espacio de Banach. =



Capitulo 3

El espacio D

3.1. Preliminares.

El espacio D es el conjunto de las funciones cadlag, es decir las funciones continuas por la derecha y
con limites por la izquierda. Resulta conveniente en ciertos contextos trabajar con funciones de este estilo,
por ejemplo si nos interesa estudiar las trayectorias de un proceso de Poisson, en este caso, seria necesario
definir una métrica distinta a la del supremo, que nos permita de alguna manera poder aproximar los
saltos. En este texto pensaremos al espacio D con dominio en [a,b] o [0,00), sin embargo, muchos de los
resultados aqui presentados, se pueden generalizar, cuando el dominio es un espacio métrico completo y
separable. Antes de proceder a definir la métrica en D, conozcamos un poco como se comportan los saltos
en este espacio.

Definicion 3.1 :
D[0,00)={f : [0,00)=R | f es continua por la derecha en x y lim f(t) existe para toda x € [0,00)}.

t—x—

Proposicion 3.2 : Si f € D[0,00) entonces f tiene a lo mds una cantidad numerable de
discontinuidades.

Prueba:
Sea f € D[0,00). Entonces para n = 1,2, ... definimos A,~{z > 0| | f(z) — lim f(¢) | > 1}. Luego
t—x—

o0
disc(f)={z € [0,00) | f es discontinua en x}= U A, verifiquemos esta ultima igualdad.

n=1
C Sea x € disc(f). Entonces lim f(t)#£f(x) y = #0 porque h’m+f(t):f(x) por la continuidad por la
t—x— t—x
derecha de z, pero lim f(¢) € R de modo que | f(z)— lim f(¢) | > 0, por la propiedad arquimediana
t—x— t—ax—

1 [e.e]
existe ng € N tal que — < | f(z)— lim f(¢) |, lo cual nos dice que = € A,,. Por lo tanto x € U Ap.
no t—x—

n=1
o0
1

DSeazx € U A,,. Asi existe una ng tal que z € A,, de modo que — < | f(x)— lim f(¢) |, entonces

n=1 no t—x—
| f(x)— lm f(¢) | > 0 es decir f(x)# lim f(¢). Por la tanto = € disc(f).

t—x— t—x—

Afirmamos ahora que A,, es numerable para toda n € {1,2,...}. Veamos que en efecto eso se cumple:

Sean € {1,2,...} y z € A,, entonces: | f(x)— lim f(t) | > —, como f es continua en x por la dere-
t—xr— n

28



3.1. PRELIMINARES.

1 1
cha, entonces para ¢ = o > 0, existe 6, > 0 tal que si 0 < y —x < 0, entonces | f(y) — f(z) | < o
n

Ahora sea y € (z,x + 05). Luegosit € (z,y), 0 < t— = < J, entonces | f(t) — f(x) |

_%+f(x)<f(t)<%+f(a:)sia:<t<y.

1 1
Ahora aplicamos limites en la desigualdad: —— + f(z) < lim f(t) < — + f(x)
2n t—y~ 2n

1
Lo cual implica que | f(z) — lim f(¢) | < — y entonces
t—y— 2n

| fly) = Mm f(8) [ <[ f(y) = f(x) | + | fz) - tl_i};gf(t) | < zi +

t—y— n

n

1
< — es decir:
2n

1
o

29

1
Por lo cual para toda y € (z,x + 0,), se tiene que | f(y) — lim f(¢) | < —, lo cual nos dice que y & A,.
t—=y— n

De esta forma para cada x € A,, existe una 0, > 0 tal que (x,z + d,)NA,, = (. Ahora escojamos:

gz € (x,z + 0;) N Q. Es claro que ¥: A,—Q dada por ¥(x)=g, es inyectiva. Por lo tanto A,, es
o0

numerable. Concluimos entonces que disc(f)= U A, es numerable. =

n=1

En la primera definicién estamos pensando a D con dominio [0,00), y vimos que una funcién en
este espacio, a lo méas tiene una cantidad numerable de discontinuidades. Ahora haremos las definicion
concerniente, para pensar a D con dominio compacto [a, b], donde a > 0. Del mismo modo obtendremos que
una funciéon aqui, tiene a lo més una cantidad numerable de discontinuidades, podriamos hacerlo evidente
del resultado anterior, pero lo probaremos nuevamente independiente del resultado anterior. La razén de
esto, es que la demostracion serd un poco mas fina, ya que al tener como dominio [a,b] al momento de
definir los conjuntos A,, de la proposicion pasada, podremos no solo mostrar que son numerables, méas aun

probaremos que son finitos.

Definicion 3.3 :

Sean a,b € R tal que 0 < a < b. Entonces definimos D[a,b]={f: [a,b] =R | f es continua por la derecha

en zy tgm_ f(t) existe para toda x € [a,b]}.
xX

Proposicion 3.4 : Si f € Dla,b] entonces f tiene a lo mds una cantidad numerable de discontinuidades.

Prueba:

Sea f € D[a,b]. Entonces para n = 1,2, ... defino A,={z € [a,b] | | f(z) — lm f(t) | > 1}. Luego
t—x—

o

disc(f)={z € [a,b] | f es discontinua en z}= U Ay, verifiquemos esta ultima igualdad.

n=1

C Sea x € disc(f). Entonces lim f(t)#f(x) y © # a porque lim+f(t):f(:17), por la continuidad por la
t—x~ t—x
derecha de z, pero lim f(t) € R de modo que | f(z) — lim f(¢) | > 0, por la propiedad arquimediana
t—x— t—x—

o0

1
existe ng € N tal que — < | f(z) — lim f(¢) |, lo cual nos dice que x € A,,. Por lo tanto = € U Ay
no t—x—

n=1
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o0
1
DSeazx € U A,,. Entonces existe una ng tal que x € A,, de modo que — < | f(zx) — lim f(¢) |
no t—x—
n=1

entonces | f(z) — lim f(¢t) | > 0 es decir f(z)# lim f(¢) por la tanto = € disc(f).
t—x— t—x—

Afirmamos ahora que A, es finito para toda n € {1,2,...}. Veamos que en efecto eso se cumple:
Sean € {1,2,...} y z € A, entonces: | f(z)— lim f(¢) | > — como f es continua en x por la dere-
t—x— n

cha entonces:

1

1
Para ¢ = o > 0, existe 6; > 0 tal que si 0 < y —x < 0, entonces | f(y) — f(x) | < 7
n n

1
Ahora sea y € (z,z + 05). Luego sit € (x,y), 0 <t — x < 0, entonces | f(t) — f(z) | < 2, decir:
n

1 1 :
_%_A'_f(x)<f(t)<%—‘rf($)sl$<t<y

1 1
Ahora aplicamos limites en la desigualdad —— + f(z) < lim f(t) < — + f(z).
2n t—y— 2n

1
Lo cual implica que | f(z) — lim f(¢) | < o Juntando las desigualdades tenemos:
t—y— n

!ﬂw—mﬂmSU@—MNHﬂwngﬂM<;+l

1
t—y— n 2n n

1
Por lo cual para toda y € (z,x + 0,), se tiene que | f(y) — lim f(¢) | < — lo cual nos dice que y ¢ A,.
t—y— n

De esta forma para cada x € A, existe una d, > 0 tal que (z,z + d,) N A,, = 0. Notemos que hasta aqui
la prueba es anéloga al caso D[0, 00). Pero al tener dominio compacto seremos mas detallistas.

1
Sea x € A,. Entonces: | f(z) — lm f(t) | > —, como lim f(¢) existe entonces:
t—x— n t—x~

1 1
Para ¢ = — > 0, existe 0} > 0 tal que si =9} < y — 2 < 0 entonces | f(y) — lm f(¢) | < —
2n t—x~ 2n

1
Ahora sea y € (x — %, x). Luegosit € (x — d%y), —05 <t — x < 0 entonces | f(t) — lm f(t)| < o
t—x— n

1 1
Es decir: % + lim f(t) < f(t) < > + lim f(¢) siz—0F <t <uy.
n n

t—x— t—xr—

1 1
Aplicamos limites en la desigualdad ~% + lim f(t) < lim f(¢) < o + lim f(¢).
t—y— n

n t—z— t—xr—

1
Lo cual implica que | lim f(¢) — lim f(¢) | < 5—. Juntando las desigualdades tenemos:
t—x~ t—y~ 2n

—&-1*
om

| £() ~ Yim £(0) | <1 f() — Y 70|+ | Y 76) — Tim () | < .
—x —x —y

t—y— 2n

1
Entonces | f(y) — lim f(¢) | < —, lo cual nos dice que y ¢ A,,. De esta forma para cada z € A, existe
t—y~ n

una 0% > 0 tal que (z — 6%, 2)NA, = 0.

En conclusion: Para cada x € A,,, existen d,, 05 > 0 tales que (x — 03,z + 0,)NA, = {z}. Dicho de otra
manera todos los puntos de A, son puntos aislados, es decir A/n:(Z), luego A, = A, U A/n =A,Ud=
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A,, A, es cerrado pero A, también es acotado, lo cual implica que es compacto.

m
Ademas A, C U (x — 0%, x + 05), por lo que existen z1,...,om,m € A, tales que: U (z; — 05, T + ;)
r€A, i=1

o0
De modo que A, = {x1,...,zn}, por lo tanto A, es finito. Concluimos entonces disc(f) = U A, es
n=1

numerable. =

De aqui en adelante nos concentraremos en D con dominio [a,b] no negativo. Para poder definir la
métrica de Skorohod en D, es necesario conocer un conjunto de parametros al cual llamaremos A, y esta
definido de la forma siguiente:

Definicion 3.5 : Definamos al conjunto A = {\: [a,b] — [a,b] | X es continua, estrictamente creciente
tal que A\(a) = a y A(b) = b}.

Definicion 3.6 : Definamos al conjunto A = {\ : [a,b] — [a,b] | X es un homeomorfismo estrictamente
creciente}.

La siguiente proposicién, nos dice que ambos conjuntos son iguales, lo cual nos ayuda a comprender
mejor quienes son las funciones que pertenecen a A, y dependiendo del caso podemos usar la definicion
que mas nos convenga. Recordemos que un homeomorfismo es una funcién continua y de inversa continua.

Proposicion 3.7 : A = A'.
Prueba:

(C) Sea A € A. Primero veamos que es sobre. Para esto supongamos que no lo es, entonces existe z€[a, b]
tal que para todo z € [a,b], se tiene que \(z) # x. Como A(a) = a y A(b) = b, sucede que x € (a,b).
Ahora hay que fijarnos en [a,z) y (z,b] abiertos de [a, b], luego como A es continua, entonces A~ ![a, z) y
A~1(z,b] son abiertos de [a, b], ademéds A~t[a,z) N A7 (z,b] = () y también se cumple A~[a, z) U A" (x, b]
= [a, b], es decir [a, b] es disconexo lo cual es una contradiccion. Por tanto A es sobre.

Ahora notemos que \ es inyectiva. Sean z,y € [a, b] tales que x # y. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que x < ¥y, como A es estrictamente creciente A(z) < A(y). Por lo tanto A\(x) # A(y), concluimos

que A es inyectiva, se sigue entonces que A es biyectiva.

Faltaria demostrar que A~ es continua. Sea yo € (a,b). Tomemos € > 0 entonces A\~ (yg) € (a,b).

b—xy zo—a
Nombremos 2o = A~!(y), definamos ahora £* = min {5, 5 O, 02 } > 0.
De esto se sigue que (zg — €*), (xo +€*) € (a,b). Lo que haremos ahora sera tomar:

d = min {A(xo) — Mzo — %), Mo + %) — A(z0)} > 0 porque X es estrictamente creciente.

Sily—wyo| <desdecir|y—yo| < min {Azg) — A(zo — "), AM(zo + ") — Map)}. Como A\(zg) =
A" (y0))= yo tenemos que |y —yo | < yo — Ao —€*) ¥y [y —yo | < A(wo +¢*) — wo.

Se sigue entonces que A\(xg —*) <y y que y < A(xg + €*). Ahora aplicamos inversa a la desigualdad
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y como \ es estrictamente creciente llegamos a zo — ¢* < A (y) vy que A7'(y) < 29 + £*. Por lo tanto
| AL (y) — 20 | < €%, ademéas como 29 = A1 (yo) y €* < &, llegamos a que | A" (y) — A L(yo) | < e.

Concluimos entonces que A~ ! es continua en 7. Haciendo un cambio muy sencillo a esta demostracion,

se llega a que \™! es continua en y = a y y = b. Por lo tanto A™! es continua. Demostramos entonces que
. /

A es un homeomorfismo es decir A € A .

(D) Sea A € A', lo tnico que hay que verificar es que A(a) = a y A(b) = b, pero eso es una consecuencia

inmediata de que A es sobre y estrictamente creciente. Por tanto A € A. =

Es necesario para poder definir la métrica de Skorohod, ver que toda funcién en D es acotada. Como
las funciones en D no son continuas necesariamente, no podemos asegurar tan ficilmente que son acotadas,
pero en este sentido nos ayuda la siguiente proposicion.

Proposicion 3.8 : Sea f € D[a,b] y € > 0. Entonces existen tg,t1,...,tym € [a,b] tales que:
a=ty) <t <...<tm=>byademdis sup | f(s) — f(r)]| <e paratodaj e {1,2,...,m}.

s,r€ltj—1,t5)

Prueba:
Sea f € Dla,b] y € > 0. Procedamos a definir el siguiente conjunto:

a = {t € [a,b] | existen tp,t1,...,tm € [a,t] tales que a =ty < t] <... <ty =t

y ademas  sup | f(s) — f(r) | <e paratodaj € {1,2,...,m} }.
s,r€ftj—1,t5)

La demostraciéon puede volverse un poco complicada, pero es una técnica clasica. Lo que haremos sera
verificar que este conjunto tiene supremo, después mostraremos que ese supremo debe ser b y por ultimo
veremos que el supremo pertenece al conjunto. (Lo cual nos da justo lo que queremos demostrar).

Es claro que « es acotado superiormente. Veamos ahora que « es no vacio. Como f es continua por la
€ ) ) €
derecha en a, para 1 0 existe 6; > 0 tal que si 0 < s —a < d; entonces | f(s) — f(a) | < 7 Llamemos

t1 =a+ 01 € [a,b] y to = a, por como los definimos tg,t; € [a, t1].

Sean s,r € [to,t1). Es decir s,r € [a,a + 01) se sigue que 0 < s —a < 61y 0 <7 —a < 01 entonces

a\f(s)—f(r)lé!f(S)—f(a)!+\f(a)—f(r)]<i+§:

[ F(9) = Fl@)| < Sy | () = f(a) | < =<

1 M

£
Esto implica que sup | f(s) — f(r) | < 5 <& Por lo tanto t; = a+d; € « es decir o # ¢, concluimos
s,r€[to,t1)
que sup o € R, méas aun sup o > a ya que a < t; = a+ 91 € a. En conclusiéon hasta aqui a < sup o < b.

Ya dimos el primer paso, ahora toca como dijimos mostrar que el supremo debe ser b.

Supongamos ahora que sup a < b, para de esta forma llegar a una contradiccion. Sabemos que el limite
€

por la izquierda de f aplicado a sup « existe, es decir, para 1 > 0, existe d2 > 0 tal que si:

€

—02 < s —sup « < 0 entonces | f(s) — lim f(t) | <
t—sup a— 4

€
Como sup a < b entonces f es continua por la derecha en sup «, para 1 > 0 existe 63 > 0 tal que si
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€
0 < s— sup a < d3 entonces | f(s) — f(sup a) | < 1 Y sup a+ 03 € [a,b].
Por otra parte, existe t* € « tal que sup a —ds < t*, dado que t* € « existen tg,t1,...,tm € |a,t*]
tales que a =ty < t1 <...<tyu=t"y sup | f(s) — f(r)| <e paratodaj € {1,2,... m}.
S,’I‘E[tj_l,tj)
Caso: sup a # t*

Sean s,7 € [ty, sup «). Tenemos —dy < s—sup a < 0 y —dy < r— sup a < 0 entonces:

(&)= lm f@) [ <Zy|f)— lim f(t)|< 7 demodoque | f(s) = f(r) | < 5.

t—sup a— t—sup a—

Por lo tanto sup | f(s) — f(r) ]| <e.

$,7E[tm,sup «)

Sean s,7 € [sup «, sup « + d3). Es decir 0 < s—sup a < d3 y 0 < r— sup a < J3 entonces:
| f(s) = f(sup ) | < Z y | f(r)— f(sup o) | < Z de modo que | f(s) — f(r) | < g. Por lo tanto

sup | f(s) — f(r) | < e por lo que en este caso llegamos a que sup a + J3 € a.
s,r€[sup a,sup a+d3)

Caso sup a = t*
Este caso es mas sencillo que al anterior, ya que solo hay que corroborar un supremo en vez de dos.
Sean s,7 € [sup «, sup « + d3). Es decir 0 <s—sup a < d3 y 0 < r— sup a < J3 entonces:
€ € €
| f(s) = f(sup @) [ < 7y | f(r) = f(sup @) | < 7 de modo que | f(s) = f(r) | < 3

Por lo tanto sup | f(s) — f(r) ] <e.
s,m€[sup a,sup a+4d3)

Por tanto sup a + d3 € a. En ambos casos llegamos a que sup a + d3 € «, pero esto es absurdo, con
esto concluimos que sup a = b.

Ya que sabemos que sup a = b, lo ultimo que probaremos para completar la demostraciéon es que

€
sup a € «, sabemos que el limite por la izquierda de b existe, por lo que para 1 > 0 existe 64 > 0

€
tal que si —d4 < s —b < 0 entonces | f(s) — lim f(t) | < —.
t—b— 4

Por otro lado existe tT € «, tal que sup a@ —d4 < tT < b, dado que t* € « existen tg,t1,...,ty, € |a,t7]

tales que a = tg < t1 <...< t;,,=t" y ademas sup | f(s) — f(r) | <e paratodaj € {1,2,...,m}.
s,r€[tj—1.t5)

Si tT = b pues ya acabamos. Entonces podemos suponer sin problemas que t < b entonces:
Sean s,r € [ty, b). Entonces =04 <s— b <0 y —d4 <r— b < 0 esto implica que:
) € ) € €
| f(s) = Mm f(t) | < 2y | f(r) = Hm f(t) | < 7 de modo que | f(s) — f(r) | < 5.
t—b 4 t—b 4 2

Por lo tanto sup | f(s) — f(r) | < e. Lo cual implica que b € o y esto termina la prueba de esta
$,7E[tm,b)
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proposicién. =

Proposicion 3.9 : Si f € Dla,b] entonces f es acotada.

Prueba: Sea f € D[a,b] y e=1. Aplicando la Proposicién 3.8 tenemos que existen tg,t1, ..., ¢y € [a,b]
tales que a = tg <t1<...<tp, =b y sup | f(s)— f(r)] < 1lparai=1,2,...,m.
S,'I‘E[ti_l,ti)

Definamos: M=| f(a) | + m + m* >0, donde m*= Z | f(t;) — Um f(t) |

i=1 t—t;

Es claro que | f(t) | < M para toda t € [a,b]. Por tanto f es acotada. =

3.2. Topologia de Skorohod.

Dos funciones f y g estan cerca una de la otra en la topologia uniforme, si la grafica de f(t) se puede
llevar a la grafica de g(t) por una pequena perturbacion de manera uniforme de las ordenadas, mantenien-
do fijas las abscisas. Por uniforme entendemos que la perturbacion en las ordenadas, varia en un rango,
que siempre es el mismo sin importar que abscisa fijemos.

En D, permitimos también una pequena deformacién uniforme de la escala de tiempo. Fisicamente,
esto equivale al reconocimiento de que no podemos medir el tiempo con una precision perfecta mas alla
de lo que podemos posicionar. La siguiente topologia, ideada por Skorohod, esta inspirada en esa idea.

La secciéon del capitulo anterior, nos da las herramientas necesarias para poder definir la métrica de
D, la cual por supuesto induce una topologia, a la que nos referiremos como la topologia de Skorohod.

Definicion 3.10 : Definamos la metrica dgi: D]a,b] x Dla,b] — R como sigue:

de(f 9) = A”éf\{ sup |f(t) — g(A(t))| + sup |t — A(t)l}

t€(a,b] t€la,b]
a 14,,, la topologia inducida por la métrica dg, se le conoce como: "Topologia de Skorohod".
*Verifiquemos que en efecto dgj define una métrica en Dla, b]. Lo primero que veremos es porqué dgj, esté

bien definida. Sean f,g € Dla,b]. Por un lado sabemos que I djap) € A, es decir A es no vacio, ademas es
claro que f — (go A) € D[a,b] y por la Proposicion 3.9 f — (g o A) es acotada, esto implica que:

0 # { sup |f(t) — g(A(t))| + sup [t — A(t)| tal que A € A} CR
t€la,b] t€la,b]
Ademas es claro que este conjunto esté acotado inferiormente por 0. Por tanto dg; esté bien definida y

dsk(fv g) > 0

Ahora procedamos a verificar las tres propiedades de métrica.
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i) Por demostrar que dg(f,g) = O sisolosi f =g.

(«=) Supongamos que f = g, sea A = Id|, entonces
sup | f(t) — g(A(t)) | + sup [t —A(t) | = sup | f(t) = f(t) [+ sup [t —t]=0
tela,b] tela,b) t€la,b] te€la,b)]

esto implica dg(f,g) = 0 por ser el infimo y porque ya vimos que dg(f,g) > 0.

(=). Supongamos ahora que dg(f,g) = 0. Sea ty € [a,b]. Demostremos que f(tg) = g(to).

Caso 1: tg=a.

Sea ¢ > 0. Como dgi(f,g) = 0 existe A € A tal que: sup | f(t) — g(A(¢t)) | + sup |t— A(t) | <e

t€la,b] te(a,b]
entonces sup | f(t) — g(A(t)) | < e, en particular para tg = a tenemos que: | f(a) — g(A(a)) | < €
tela,b]
pero A(a) = a entonces | f(tg) — g(to) | = | f(a) — g(a) | < e. Por tanto f(to)=g(to)-
Caso 2: to=b.

Sea ¢ > 0. Como dgsi(f,g) = 0 existe A € A tal que: sup | f(t) — g(A(#t)) |+ sup |t — A(t) | <e

t€la,b] tela,b]
entonces sup | f(t) — g(A(t)) | < e, en particular para tg = b tenemos que: | f(b) — g(A(D)) | < e
tela,b]
pero A(b) = b entonces | f(tg) — g(to) | = | f(b) — g(b) | < € por tanto f(to)=g(to).

Caso 3: tg € (a,b) y g es continua en t.

€
Sea € > 0. Como g es continua en % existe 0 > 0 tal que si | y —tp | < J entonces | g(y) — g(to) | < 3

Ahora para § = min {5, %} > 0, como dg(f,g) = 0 existe A € A tal que:

sup | f(t) — g(A(t)) | + sup [t —A(t) | <&
te[a,b] t€la,b]

Es decir sup | f(t) — g(A(t)) | <& y sup |t — A(t) | < & en particular para to tenemos que:
tela,b] t€(a,b]

| f(to) — g(M(t0)) | < 8"y | to — A(to) | < & esta tltima parte implica la siguiente desigualdad:

| f(to) = g(to) | < | f(to) = g(A\(t0)) | + | g(A(to)) — g(to) | < &' + 5 <

Entonces | f(to) — g(to) | < e. Por tanto f(to)=g(to)-
Caso 4: tg € (a,b) y g no es continua en t.

Para n = 1, existe t1 € (to,tp + 1) N cont(g), porque ya vimos en la Proposicion 3.4 que los puntos de
discontinuidad en g son a lo mas numerables. De hecho para n > 1, existe t,, € (tg,t0 + %) N cont(g),
por la misma razén de que los puntos de discontinuidad en g son a lo més numerables: Con esto defini-
mos una sucesion (¢,)5%; C [a,b], la cual cumple ¢y < t,, para toda n > 1. Ademas t,, — tp, como g es
continua por la derecha en ty entonces g(t,) — g(to). Ademés la sucesion es tal que (t,,)52; C cont(g)

entonces por el caso 3 (g(tn))02y = (f(tn))22, como f tambien es continua por la derecha en tg, llega-
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mos a que f(t,) — f(to), pero como hablamos de la misma sucesion esto implica que f(tg)=g(to).
Se concluye de todos los casos que f = g.

ii) Por demostrar que dg(f,9) = dsi(g, f). Sean f,g € Dla,b] y A € A. Afirmo entonces que:

sup | f(ATH(t)) — g(t) | =sup | f(t) — g(A(t)) |y sup [t —A(t) | = sup |t —A"}(t) |
t€la,b] te(a,b) tela,b] tela,b]

Es claro que si A € A, tenemos A\™1 € A. Sea t € |a, b] entonces \(t) € [a,b] de modo que:

| £() = g(A®) [= | FATHA®) — g(A®) [< sup | FATH(®) — g(t) |

te(a,b]

Esto implica que sup | f(t) — g(A(t)) | < sup | fF(A71(t)) — g(t) |.
tE[(Lb] te[a,b]

Sea t € [a,b]. Entonces A™1(¢) € [a, b] de modo que:

| FOTH®) = g(0) [= | FATHE) — gAATH®)) < sup | f(t) — g(A(1)) |

t€la,b]

Por lo tanto: sup | f(A7(t)) — g(t) | =sup | f(t) — g(A\(?)) |.
t€(a,b] t€la,b]

Hasta aqui hemos probado la primera parte de la afirmacién, procedamos a demostrar la segunda parte
de la afirmacion.

Sea t € [a,b]. Entonces A(t) € [a,b] de modo que:

[ 1= ) [ = [A() = A7HA@) | < S [t = A4 |

Esto implica que sup |t — A(t) | < sup |t — A7L(2) |.
t€la,b] te(a,b]
Sea t € [a,b]. Entonces A(t)~! € [a,b] de modo que:

[t = AT [ = [ATH) = AATH®) | < s [t = A@) |

Por lo tanto sup |t — A71(t) | < sup |t — A(2) |.
t€la,b] te(a,b]

Esto termina de probar la afirmacion.

Aplicando la afirmacién llegamos a que para toda A € A se cumple:

sup | f(t) — g(A(t)) | + sup [t — A(t) | = sup | f(ATH(t)) — g(t) | + sup [t — A7(t) |

t€la,b] tela,b] t€la,b] te(a,b)]

Se sigue que para toda A € A tenemos:

sup | f(t) — g(A()) | + sup [t — A(t) | = dax(y, f)
tela,b)] tela,b]

Esto implica que dg,(f,9) > dsi(g, f), dado que f y g fueron arbitrarias se concluye que:

dsk(fv g) - dsk(g7 f)

iii) Por demostrar que para cualesquiera f, g, € Dla, b] entonces se tiene:
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dsk(fv 90) < dsk(fyg) + dsk(ga 90)
Para probar esto afirmamos que para cualesquiera f, g, € D[a,b] y A1, A2 € A se cumple:

tzl[lpb] | f(t) — (A1 oA2)(1)) | < tzl[lpb] | f(t) — g(A2(t)) | + tzl[lpb] | g(t) — e(M(2)) |

Probemos ahora la afirmacion. Sean f, g, € D[a,b] y A1, A2 € A. También tomemos ¢ € [a, b], es claro
que A1 o Ay € A entonces:

[F(@) = oMo X)) = [f(t) =M@ = [f(t) = g(A2(t)) + 9(X2(t)) = (M (A2(1)))]
< [f() =9(@®) [ + [ 9(h2(t)) = (A1 (A2(1)))]

< tzt[lpb]lf(t) —g(Xa(t)) | +£pr} | g(t) — p (A (t))]

Por lo tanto

tzl[lpb] | f(t) — (Ao A2)(1)) | < t:lpb} | f(t) — g(A(t)) | + tzt[lpb] | g(t) — o(M1(1)) |

Una vez demostrada esta afirmacion, hagamos una segunda afirmacion.

Afirmamos ahora que para cualesquiera A1, Ao € A entonces se tiene

sup |t — (A1oAg)(t)) [ < sup [ ¢ — (Au(t)) | + sup | — (X2(?)) |
t€[a,b] t€[a,b] t€[a,b]

Probemos ahora la afirmacion. Sean A1, A2 € A. También tomemos ¢ € [a, b)].

[t —(AoX@)] =]t = (MA@ = [t —Aa(t) + A2(t) — A(Xa(1))]

<t =a(t) |41 A2(t) = M(Ae(D))]

IN

sup [t — A2(t) | + sup | ¢ — Au(t)]
t€la,b] tEla,b]

Por lo tanto

sup [t — (AroX)(t)) | < sup |t — (Au(t)) [ + sup [ £ — (Aa(t)) |
te(a,b] te(a,b] te(a,b]

En resumen para cualesquiera f,g,¢ € Dla,b] y A1, 2 € A se cumple:

t:mlf(t) — (Ao X2) ()] + tzl[ipb]\t —(AoA)(®))] < t:mlf(t) —g(Xa(®))| + tzl[?b]lg(t) — (A ()]

+  sup [t — (Au(8))] + sup [t — (Az(2))]
t€[a,b] t€la,b]
Esto implica que:

dsi(f, ) < Sup | f(8) = g(x2(t)) |+ P | 9(t) = (Mi(1))]

+ sup [t — (M(?) | + sup [t — (A2(t)) |
t€la,b] tela,b]
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Esto nos dice que para cualesquiera A1, Ay € A

dsk(f, ) — [tzl[lpb] | f(t) — g(Xa(D))] + tzl[lpb} [t = (ha(t) |1

< sup | g(t) — e(Ma(t))|[+ sup [ ¢ — (A(D)) |
te(a,b] t€(a,b]

Llegamos entonces a que para cualquier Ao € A

dsi(f, @) — [tzl[lpb] | f(t) — g(Aa2(t))] + tzl[lpb] [t = () | 1< da(g, #)

De modo que para cualquier Ao € A

dsi(f,0) — dsi(g,0) < sup | f(t) = g(A2(t))] + sup |t — (A2(2)) |
t€la,b] te[a,b]

Por lo tanto dg(f, ) — dsk(g,¢) < dsk(f,9), despejando dgi(f, ») < dar(f,9) + dsr(g, ), que es lo que
queriamos demostrar. Concluimos que en efecto dg; define una métrica en Dla, b].

3.3. Convergencia en la topologia de Skorohod.

El siguiente resultado, nos da una caracterizacion de la convergencia en D con la topologia de Sko-
rohod en términos de la convergencia uniforme. A grosso modo lo que nos dice es que la convergencia en
D, es una convergencia uniforme pero parametrizada por funciones que también convergen uniformemente.

Por simple notacion entendamos — ¢, como converger pero con la metrica de Skorohod de igual forma
—y, converger uniformemente.

Proposicion 3.11 : Sea (fn)o2, una sucesion en Dia,b] y f € Dla,b]. Entonces: fn, —si f si solo si
existe (A\p)o>, una sucesion en A tal que fr,o Ny =4 [y A = Idjgp).-

Prueba:

1
(=) Sea n > 1, entonces, para — > 0 existe \,, € A tal que:
n

dsk(f7 fn) < sup ‘ f(t) - fn()‘n(t))‘ + sup ’ t— ()‘n(t)) ’ < dsk(fa fn) +
t€(a,b] t€(a,b]

S|

de este modo hemos construido la sucesion (A,)72; en A.

. . . . 1 € .
Sea £ > 0. Por la propiedad arquimediana existe ng € N tal que — < 2 como f, —s f existe N € N
no

tal que si n > N entonces dg(f, frn) < % Ahora sea N* = méax {N,ng}, es claro que N* € N, de tal

forma que si n > N* nos fijamos en su correspondiente \,. Asi se cumple que:

dyelfr f) < SUD F(8) = Fun(®)) |+ 0D [t — ()] < dop(fof) -~ < S 4 & =
te(a,b] te(a,b] n 2 2
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Esto implica que | f(t) — fn(An(t)) |[< ey |t —An(t) |[< € sin > N* para toda t € [a,b]. Por lo tanto

fn oA\p —u f V An —u Id[a,b]-

o

(<) Supongamos entonces que existe (A,)5

una sucesion en A tal que fr, oAy =y [y An =0 Ldjg ).
Sea ¢ > 0. Como f, o\, — f entonces existe n; € N tal que si n > n; se cumple

| f(t) — fn(An(2)) |< % para todo t € [a,b], esto implica que tEpr] | f(t) — fn(An(t)) |<

| ™

iy . . €
Como también tenemos que: A\p, —, Id|, ) existe ng € N tal que si n > ngy entonces |t — Ay (t) |< 5

Lo cual implica que: sup |t — A\, (1) |< % ( En este caso si podemos hablar de la desigualdad estricta ya
t€la,b]
que la continuidad nos dice max = sup).

Sea n*=méx {n1,n2}. Es claro que n* € N de modo que si n > n* entonces se cumple que:

e €
sup [f(t) = fn(An(t)) | + sup |t — (Au(1))] < 5ty=¢
te(a,b] te(a,b]

De esto se sigue dg(f, fr) < € sin > n*. Por lo tanto f,, —s; f. =

El lema que viene a continuacién es muy simple, pero serd muy util para poder definir las parametri-
zaciones adecuadas en la demostraciéon de los teoremas, asi como en algunos ejemplos.

Lema 3.12 : Sean a,b,c,d € R ye > 0 tales que: a <b,c<d,a<c,b<d,c—a<e,d—b<e. Asi

definimos: f : [a,b|—[c,d] dada por f(z) = c+ — C(ﬂs —a) entonces | f(z) —x | < 2e.

b—a

Prueba:

Sea z € [a, b].

d—rc 5+b—c< €

Comod—b<e, a<bya<c, setiene que < <
b—a b—a b—

+ 1. Entonces:
a

LI (=T [ R =R R

Sumando c en la desigualdad anterior, tenemos:

d—
f(:r):b c(:r—a)+c§6+(c—a)+:v<25+:r
—a
. € d—a € d—c
Comoc—a<e, a<byb<d, setiene que —— +1 < — < . Entonces:
b—a b—a b—a b-—a
T —a € d—c

_ _a) < —
e+ (x—a)< —

e—l—(x—a)z(—b

Sumando ¢ en la desigualdad anterior, tenemos:

d—
2etr<—et(c—a)tar< "
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Por lo tanto | f(x) —x [< 2 =

La siguiente proposicion, va en el sentido de que la convergencia en Skorohod abarca la convergencia
uniforme, eso es bueno puesto que el objetivo de esta topologia es mantener la convergencia que ya
conocfamos, pero ademés permitir otro tipo de convergencias que no podrian ocurrir con funciones que
tienen saltos, ya que como sabemos, la métrica del supremo es muy restrictiva.

Proposicion 3.13 : Sea (fn)32, una sucesion en Da,b] y f € Dla,b]. Si f, converge uniformemente a
f entonces f, converge a f en el sentido de Skorohod.

Prueba: Supongamos que f, converge uniformemente a f. Defino (A,)52; una sucesion en A como
)\n:ld[w] para toda n > 1 entonces f,o\,=f, para toda n > 1, de esto se sigue que (f,0A\,)52

n=1
converge uniformente a f, ademés es evidente que (\,);2; converge uniformemente a Idj,; entonces

por la Proposicion 3.11, tenemos que f, converge a f en el sentido de Skorohod. =

El reciproco de esta proposicién no se cumple necesariamente, para ver esto veamos el siguiente ejemplo,
que ademas es muy clarificador de como se comporta la convergencia en la Topologia de Skorohod.

Ejemplo 3.14 : Consideremos D|0,2], tomemos (fn)22, una sucesion en D|0,2] definida como sigue:
fn = 1[0 141y Afirmamos entonces que fr, — gk 1[0 1y pero fn > 1[0 1y puntualmente.
2 ' n ’2 ’2

1.8¢
164

144

En la figura se muestra la sucesion de funciones y se observa como entre méas grande la n, el salto se va
aproximando al salto de la funcién que propusimos como limite del dibujo, es claro que en el punto 1/2 la
sucesion de funciones no converge puntualmente a nuestra funcién propuesta como limite, por lo que mucho
menos converge uniformemente, es aqui cuando se ve la utilidad de la topologia de Skorohod, al ser menos
restrictiva nos permite hacer este tipo de movimientos, solo haciendo una reparametrizacion de los interva-
los.
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Prueba: Para cada n construyamos A,: [0,2]— [0,2] de la siguiente manera:

nt2y site0,1)
An(t) =

-2, 4 1
St 4 g sit € (3,2

Tomemos t € [0, 1), 1(t)p,1y=1 y por construccién A, (t) € [0, 3+ 1) por lo que 1(An(t))0,111)=1, es
D) ’2 ' n
decir:

[ 1,1y = 1) 212) | = [1-1]=0.

Si ahora tomamos t € [1,2], 1(t)j,1)=0 y de nuevo por construccion An(t) € 2+ 2] 1(An(t))0,1.411=0.
D) 2 ' n

[ 1,1y = 1) 112y | =[0-0]=0.

Concluimos entonces que: sup |1(¢) 1y = 1(An(t))g 14 1) | = 0.

t€la,b] 2 20
Ya vimos que un supremo vale cero, trabajemos con el otro. Sea t € [0, %) entonces:

2 2 t 1
It An(t) | = ’t_n+ t‘ t‘l—n+ ‘ 2o
n n n o n
Ahora sea t € [%, 2], para este caso tenemos:
3n—2 4 2t 4 4 — 2t 1
t—A(t) | = |t — t——|=|7———| = < —.
| n(t)| ' 3n 3n 3n  3n 3n T n

2
Por tanto sup |1(t)[07%) - 1()\n(t))[07%+;) | + sup |t — A\u(t) |[< = para cualquier n.
tea,b] " t€(a,b] n

De aqui ya es muy facil mostrar que f, —sk 1[0 1y, ya que dado € > 0, por la propiedad arquimediana
2

: 1 £ .
existe ng € N tal que — < 3 De forma que si n > ng entonces:
ng

2 2
sk (L 1) fn) = ds (1 1), 1[0,§+%))St?[ﬁ]“(t)[o,%) — 1)), 111) [+ tzﬁpb}ﬁ —An(t) [< oS —

Ya probamos que f,, —>sk 1[0 1y, falta ver que f, - 1[0 1y puntualmente, pero eso es muy facil ya que
’2 2
fn(%):l(%)[OéJr%):l para toda n y 1(%)[07%):0. .

Ya vimos que convergencia en Skorohod, ni siquiera implica convergencia puntual, las siguientes propo-
siciones nos dice en qué casos si se cumple que la convergencia en Skorohod implica convergencia puntual
o uniforme.

Proposicion 3.15 : Sea (fn)nen una sucesion en D]a,b] y f € Dla,b] tal que f,, es dgj; — convergente a
[ Entonces (fn(2))nen converge a f(z) para todo z € Cont(f).
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Prueba: Tomemos z € Cont(f). Sea € > 0. Como f es continua en z existe 6 > 0 tal quesi | z—y | < ¢

entonces | f(2) — f(y) | < %

. ’ ; 3 . . .
Me fijo en § = min {5, 5}, por la dg;, — convergencia de f, tenemos entonces que existe N € N tal que si

n > N se cumple que dgy(fn, f) < 8. Sea n > N entonces se cumple que dgi(fn, f) < 0, por lo que existe

A € A tal que: sup | fu(t) — fOn(®) | + sup | t— A\u(8)] < &

te[a7b} tE[a,b]
Entonces sup | fu(t) — fAu(t)) | <8 y sup |t — Aa(t)] < &
tefa,b] t€(a,b]

En particular para z tenemos que: | fn(2) — f(Au(2)) | <38 v |2 = An(2)] < &
Después por la continuidad en z se sigue que | f(2) — f(Au(2)) | < g

Ahora nos fijamos en:

| fa(2) = F(2) | < | fal2) = FOu(2) |+ f(2) = FOn(2) | <& +

IR

IR

IR
I
™

Por lo tanto si n > N entonces | f(z) — f(A(2)) | < €, concluimos que (fn(2))nen converge a f(z). =

Proposicion 3.16 : Sea (fn)nen una sucesion en D]a,b] y f € Cla,b] tal que f, es ds, — convergente a
f- Entonces f, converge uniformemente a f.

Prueba: Como f € Cla, b], tenemos que f es uniformemente continua. Sea ¢ > 0. Como f es
€
€ 2
Me fijo en §' = mfn{é, 5}, por la dg. — convergencia de f, tenemos entonces que existe N € N tal que si

uniformemente continua existe una 6 > 0 tal que si | z —y | < § entonces | f(z) — f(y) | <

n > N se cumple que dgx(fn, f) < 8. Sea n > N entonces se cumple que dsi.(fn, f) < &', por lo que existe

An € A tal que: sup | fu(t) — fOn(®) | + sup | t— A\u(8)] < &

t€(a,b] t€(a,b]
Entonces sup | fo(t) — fOn(t) | <&y sup | t— A(t)] <&
t€a,b] t€(a,b]

Esto implica que para toda t € [a,b] se cumple | f,(t) — f(Au(8)) | <8 v |t — An(t)] < &
Sea t € [a,b] entonces | f(t) — f(Au(t)) | < %

Ahora nos fijamos en:

| () = FO) [ < | ) = FORD) | + [ () = fOul)) | <8+

<-+-o=c¢

N ™

c
2
Por lo tanto para toda t € [a,b] si n > N entonces | f(t) — f(An(t)) | < &, concluimos que f, converge

uniformemente a f. =

En resumen: Si la funcién a la que se converge es una funcién continua entonces si es cierto que
convergencia Skorohod coincide con la convergencia uniforme.
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Corolario 3.17 : Sea (fn)22, una sucesion en D[a,b] y f € Cla,b]. Entonces: fn, —si [ si solo si

fo = f.
Se sigue de las Proposiciones 3.13 y 3.16. =
Recordemos el siguiente resultado de Topologia. El cual puede ser consultado en la referencia [6].

Proposicion: Sea (X,7) espacio topologico 1" numerable entonces:
U C X es abierto si y solo si para todo x € U y (x,)52; tal que x,, — x entonces existe N € N tal que si
n > N se cumple que z,, € U.

Corolario 3.18 : La topologia inducida por la métrica doy en Cla,b], coincide con la topologia inducida
de la métrica en Cla,b] C Dla,b] que se obtiene de la métrica dgj.

Este resultado se sigue del Corolario 3.17 y la Proposicién anterior mencionada y del hecho de que todo

espacio métrico es 17 numerable. =

En palabras mas concretas, si nos restringimos a las funciones continuas, la topologia de Skorohod es
exactamente la misma que se obtiene con la métrica del supremo.

Proposicion 3.19 : Sean ()02 y (9n)5>, sucesiones en Dla,b] tales que fr, —sk [ Y gn —sk g-
Ademds g es continua entonces (fn + gn) —sk [+ 9-

Prueba: Sea ¢ > 0 . Como g es continua en [a, b] entonces g es uniformemente continua en [a, b], por lo
que existe § > 0 tal que si |z — y| < 0 entonces | g(z) — g(y) | < % Como f, —g f existe N; € N tal
que si n > Ny entonces dg(fn, f) < min {§,d}, ademas g, —4 g y g es continua por lo que g, converge
uniformemente a g, por lo que existe No € N tal que si n > Ny entonces | gn(t) — g(t) | < % para toda

t € [a,b].
Tomemos N = méx {N1, No} € Ny n > N entonces dsi(fn, f) < min{g,d}.

De esto se sigue que existe A € A tal que sup [fy(t) — f(A(£))| + sup | A(t) —t| < min {F,d}.
t€la,b] te(a,b]

Lo cual implica que: sup |f,(t) — f(A(2))] < %/\ § y sup | A#) -t < %/\ 5.

tefa) refat]
Sea t € [a,b].
[ (fat+90)@) = (F+9)AD) | = [ falt) +gn(t) = F(AE)) — g(A?)) |
< [ fa(®) = FO@) [+ Tgn(t) —g(A®)) |
< [ fa(®) = FO@) [+ 1 gn(t) —g(8) | + [ 9(t) —g(A®)) |
< cHTH=z

Por lo tanto sup | (fn 4+ gn)(t) — (f +9)(A (1)) | < S ademas sup | A(t) —t] <
tefab] 2 t€a,b]

| ™
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De modo que: sup | (fn +9n)(t) — (f +9)(A({@)) | + sup | A(t) —t| <e sin> N.
te(a,b] te(a,b]

Por lo tanto (fn, +gn) —sk f+9g. =

3.4. Dja,b] con la métrica de Skorohod es separable pero no es completo.

El teorema a continuacién se puede resumir: Diciendo que las funciones escalonadas que toman valores
en los racionales, es un subconjunto denso en DJa, b] con la topologia de Skorohod.

Teorema 3.20 : (Dla,b], Ts) es separable.
Prueba:

Definimos F C Dla, b] de la siguiente manera:

F={f € Dla,b] | existe k € Ny q1,...,qx+1 € Q tales que f(z)=¢; six € [a + (i_l)k(b_a),a + i(b,:a)>
parai € {1,...,k} v f(b)=qr+1}. Es claro que F es numerable.

Por demostrar que F es denso en Dla,b]. Sea U C DJa, b] abierto no vacio de Dla,b]. Sea f € U entonces
existe € > 0 tal que By, (f,€) C U. Lo que haremos sera construir un elemento de F, que se encuentre en

Bdsk (f? 5) .

€
Para 3 >0y f, aplicamos la Proposiciéon 3.8 entonces tenemos que existen to, ..., t, € [a,b] tales que
€
a=ty <t <...<tp=byademas sup | f(s)— f(r)| << paratodaj e {1,2,... m}.
S,'I’G[tj_l,tj) 8
m={to,...,tm} es una particion de |[a, b], asi que podemos pensar en la norma de la particiéon denotada
por |7|.

£ ||

Para min{m, ﬂ} > 0, por la propiedad arquimediana existe k € N tal que % < min{ﬁ, %} .

Para cada j € {1,...,m — 1}, defino 7 = méx {a + (i_l)k(b_a) la + (i—l)k(b—a) < tj} si j = 0, definimos

i=1,...,k
t; =a y t;, = brespectivamente. Notemos que {tj,...,t}, } define una particion en [a, b].

. € €
&Je{L”wm+1hwmm%qu@fge(—§+ﬂqﬂxg+ﬂq40‘
Entonces existe gj—1 € Q N (—% + f(tj-1), % + f(tj_1)>.

Con esto definamos una funcion de la siguiente manera: U: [a,b] — R donde:

gj—1 siz € [t;f_l,t;f) conj=1,..,m

Gm sSiz=1t;, =b

m@:{

Es claro que ¥ € F. Afirmamos entonces que ¥ € By, (f,e). Para demostrar esto lo que haremos sera
definir una funcion A: [a,b] — [a,b] de la siguiente forma:

(tj —ti—1)(t —t5_4)

* *
th—t:_,

A(t) = t;_q + siteltr ]

j—17%j

Es claro que A(a) = a , A(b) = b, X es estrictamente creciente y continua es decir A € A. Tomemos ahora
t € [a,b] sit # bexiste j € {1,...,m} tal que t € [t]_y, t}) entonces W(t) = gj—1 y A(t) € [tj-1, t;).
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. e € ¢
Ast [W(8) = fFA@)] = lgj-1 = FO@)] < lgj—1 = -] + [f(t-1) = FA@) [ < ¢+ ¢ = -
Sit =bentonces |U(t) — f(A(t))] = |gm — f(b))] < % se sigue que para toda t € [a,b] se cumple:
| (t) — f(A1)] < E, con esto llegamos a que: sup |¥(t) — f(A(2))] < =
4 tefa,b] 4
Falta ver que A estd muy cerca de la funcion identidad. Sea t € [a,b]. Existe j € {1,...,m} tal que

9

t e [tjfl s tj] ademaés tj—1— t;fl < 3

€ 5
y tj—t; < g’ por el Lema 3.12 se sigue que | t — A(¢) | < T

=~ M

Llegamos entonces a que para toda ¢ € [a,b] se cumple | t — A(¢) | < Z Por lo que sup [t — ()| <
te[a,b]

Por lo tanto sup |U(t) — f(A(?))| + sup |t—A(t)]| <
t€[a,b] t€(a,b]
nuestra afirmacion. De la afirmacion es inmediato que ¥ € U, por lo que U N F # ()

< ¢ es decir dg (¥, f) < €. Lo cual prueba

| ™

Por lo tanto F es denso en (D[a, b], 75) concluimos entonces que (D[a, b], Tsx) es separable. =

Realmente hasta aqui no habiamos tenido problemas en cémo habiamos definido la métrica de Sko-
rohod, pero aqui nos enfrentamos a uno. Nos hubiera gustado que el espacio métrico que definimos resultase
completo, pero no es asi, como lo veremos a continuacion.

Proposicion 3.21 : (Dla,b], Tsk) no es completo.

—a 1 b—a
Prueba: > 0, por la propiedad arquimediana existe ng € N tal que — < esto implica que
no
1 a+b b—a a+b 1 a+b
— + + < + + = b. De modo que si n > ng entonces — + * < b.
nQ 2 2 2 n 2

Esta tltima cuenta solo es para definir bien las funciones en Dla, b]. Asi definamos la siguiente sucesion
de funciones:

bray 1 y,.... Por demostrar (fn)p, es de

1=1 b4a bt 1 9=1ra+b bt 1 =1 iatp
Fi=ipge ey Pl ey s Il e g

n0+1
Cauchy.

1 < 1
no+m-—1"mng+n—-1

Sean n,m >1. Sin pérdida de generalidad supongamos que n < m entonces

Ahora fn:].[aTM’aTM_,’_ Ly, fm:l[‘%b

arvy 1. Toca definir A € A, definamos A:[a,b] — [a,b] como:
no+tn—1

v 2 ng+m—1

t sit € [a,“T'H’)
1 b+a
v, o) (=532 : 4b ath 1
Ap={ T T = sit e |ogb ety L
b—a 1 t—bta_ 1
oy 1y ) O ) e [ep 1)

2 ng+m+1
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A pesar de la aparente dificultad de la expresion anterior, es la misma que hemos usado anteriormente.

Ahoraa+b—b+a:0,—<a+b+ 1 >+<a+b+ 1 ) 1 1

2 2 2 ng+m—1 2 ng+n-—1 :ng—kn—l_no—i-m—l'

El Lema 3.12 nos diria que si

a+b a+d 1 1 1
te , t Mt)—t] <2 -
[ 2 2 no—i—m—l} entonces | A(t) | <n0+n—1 n0+m—1>
b 1 b 1 1 1
Del mismo modo b—b =0, +a+ - +a+ = — .
2 ng+n-—1 2 ng+m-—1 ng+n—1 no+m-—1
De nuevo el Lema 3.12 nos dice que si
b 1 1 1
te ¢ + ,b| entonces | A\(t) —t | <2 -
2 ng+m—1 n+n—1 ng+m-—1
1 1

Asi concluimos que | A(t) —t | < 2 ‘ para cualquier ¢ € [a, b] se sigue que

ng—l—n—l—n0+m—

sup [ A1) — ] <2
tela,b]

1 1
ng+n—1 ng+m-—1
y por la forma en la que definimos A € A, es inmediato que:

1 1
ng+n—1 ng+m-—1

sup | fin(t) = fu(A(2)) [=0. Ast sup [ A(t) =t [+ sup | fin(t) — fu(A(D)) [< 2
t€la,b] t€la,b] t€la,b]

1 1
ng+n—1 ng+m-—1

Por lo tanto dgi(fr, fm)< 2 para cualesquiera n, m > 1.

De lo anterior se sigue que (f,)22; es una sucesion de Cauchy en Da, b].

Afirmamos ahora que (f,)22; no converge en Dla, b], demostremos esto por contradiccion, es decir
supongamos que existe f € Dla,b] tal que f, —s f.

b+a . . . .
Sea tg € ( b+7a, b| y € > 0. Entonces ty — 5 > 0, por la propiedad arquimediana existe n; € N tal que

1 b+a ’ ’ b"‘a 1
— <ty———P in{e, > 0, dond =ty — —
o Sto 5 ara min{e, ¢ } onde ¢ 0 5 P—

n > N entonces dgi(f, frn) < min{e,al}, esto tltimo porque f, —4 f. Nos fijamos ahora en

existe N € N tal que si

N*=max{N,n; },como N* > N tenemos que dgsi(f, fn+) < mfn{e,z-:/} por lo cual existe A € A tal que:

sup | A1) — 1]+ sup | £() — - (A(D)) | < minfe, €'},
tela,b) t€la,b]

Lo cual implica que sup | A(t) —t¢ | < min{e,e'} y sup | f(t) — fa=(A(t)) | < min{e, e }.
t€la,b] t€la,b]
En particular para to, tenemos | A(to) — to | < min{e, &'} y | f(to) — fa=(A(to)) | < min{e, e’ }.
1 . . 1 b+a )
Esto tltimo implica que + < A(to), esto nos dice que fn+(A(tp))=0, por la forma en
N*+ng—1 2
que definimos la sucesion. De esto se sigue que | f(tg) | < e. Mostramos entonces que si tg € (252, b]
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08t
06t
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04t

La gréfica representa a la sucesion de Cauchy que construimos en el caso particular D[0,1|. Para probar
que no converge en Skorohod, lo haremos por contradiccion, pero el argumento como se ve en la grafica
es que si convergiera, tendria que ser a la funcién pintada de negro pero esa funcién no es continua por la
derecha.

entonces | f(to) | < ¢ para toda & > 0. Por tanto si tg € (5%, b] entonces f(to)=0.

e )

Hasta aqui lo que probamos es que si tg € (%5 entonces f(tp)=0, queremos ver que pasa con los otros

puntos. Como f es continua por la derecha entonces f(*£%)= btay,

b+a

0, tomemos ahora tg € |a, € > 0 para

—to} > 0, por la convergencia en Skorohod tenemos que existe N € N tal que sin > N
b+a

min{e,

entonces dsk(f, frn)< min{e, —to} por lo que existe A\ € A tal que:

sup | A(t) —t| + sup | f(t) — fn(A(t)) | < min{e, 2% — ¢4} lo que implica que
tela,b] te[a,b]

b
En particular para fo tenemos | A(to) — fo | < % —toy | f(to) = fn(A(t0)) | < e
e b+a
Esto ultimo implica que A(tg) < —5— por lo que fn(A(to))=0 finalmente | f(to) | < €.

Por lo tanto f(t9)=0. Como ya hicimos todos los casos concluimos que f =0. La funcién constante cero es

a por la Proposicion 3.15, f,(%5%) — f(2%2)=0 pero f,(%2)=1

continua en [a, b, en particular para

para toda n lo que implica que fn(“Ter) — =1, pero esto es una contradicciéon ya que el limite es dnico.
La contradicciéon vino de suponer que (f,)"! converge en D[a, b], por lo que esta sucesiéon no converge.

Por tanto (Dla,b], 7s;) no es completo. m
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3.5. Dia,b] se puede completar conservando la misma topologia.

Vamos a ajustar la métrica de Skorohod para que nos resulte un espacio métrico completo, pero que
siga induciendo la Topologia de Skorohod. Para hacer esto tenemos que cambiar nuestro espacio de para-
metros A.

La idea en la definicién es exigir que el tiempo en la deformacién A, sea parecido a la funcién identidad;

es decir que cumpla que la pendiente (A(t) — A(s))/(t — s) este cerca de 1, o lo que es lo mismo y
analiticamente mas conveniente, que su logaritmo se encuentre, o esté cerca de 0 .
e R}.

. / a1
Una vez cambiado A por A, procederemos a mostrar unos cuantos lemas que vamos a utilizar.

A(t) — Als)
t—s

Definicion 3.22 : Definamos al conjunto A = {)\ € A‘ sup in

s,t€la,b]As#t

Lema 3.23 : Sea A € A. Entonces sup |A(t) —t| = sup (t— a)‘w - 1‘
te[a,b] t€(a,b]

Prueba:

Sea t € (a,b]. Entonces t — a > 0 luego

(= a) P2 — 1] — (¢ — )| 2Ot = (t—a)| A = (M)~ t |

t—a

t—a t—a

_ (t o a) ‘ )\(t)fale’CL

Es decir si t € (a, b] entonces (t — a) ‘M — 1’ = |A(t) — t |. Esto implica que:

t—a

‘ A(t)—X(a)
t—a

— 1| = sup |A\(t) —t |
te(a,b]

sup (t —a)
te(a,b]

Sit = a entonces |A\(t) —t | = |A(a) —a | = 0. Concluimos:

sup [A(t) —t[ = sup (t_@‘M_l‘ .

t€a,b) te(a,b] tra
/ Alt) — A A(t) — A
Lema 3.24 : Para toda A € A se tiene que sup lnM > sup lnM .
s,t€[a,b]AsF#t t—s te(a,b) t—a
Prueba: Sea t € (a,b] con a # t. Tenemos que lnM < sup lnM .
t—a s,t€la,b]As#£t t—s
Por tanto tenemos lo que queriamos sup lnM < sup lnM
te(a,b] t—a s,tela,b]As#t t—s

Alt)=A(a)

Lema 3.25 : Para toda A\ € A’ se cumple sup |A(t)—t| < (b—a) [exp ( sup ‘ln

)

telab] te(ab] t-a
Prueba: Por el Lema 3.23 tenemos que sup |A(t) —t| = sup (t— a)‘w - 1‘, Sabemos ademas

tela,b] t€(a,b]

que para u > 0 se cumple | u — 1 | < exp(| Inu |)—1, aplicando esto a lo anterior nos queda.
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)1

sup (t—a)]%—l\ < sup (t—a)[exp (‘ln% ) —1}§ sup (b—a)[exp (’lnw

te(a,b] te(a,b]

Ahora si, pasemos a definir la métrica que hara completo a D, pero que al mismo tiempo induzca la
topologia de Skorohod.

Por ultimo sup (b—a) [GXP (‘l”%
te(a,b]

te(a,b]

) - 1}: (b— a) -exp ( sup ‘gnw

Definicion 3.26 : Definamos la métrica d.: D[a,b] x Da,b] — R como sigue:

At) — A(s)
t—s

n

e | tefa,b] s,t€[a,b]As#t

de(f,g) = inf { sup |f(t) —g(A())[+  sup

Lo primero que vamos a hacer es verificar que es métrica, pero para eso, demostremos la siguiente de-
sigualdad.
Proposicion 3.27 : Para cualesquiera f,g € Dla,b] se tiene que dg(f,g) < [b—a+1]lexp(d.(f,q))—1].
Prueba:

Sean f,g € D[a,b]. Recordemos que z < e* — 1, asi tenemos:

sup |f(t) —g(A(t))| < exp(sup | f(t) —g(A(t)) |)— 1 para cualquier A € A.
te[a’b] te[a,b}

Después apliquemos el Lema 3.25 entonces:

sup |A(t) —t| < (b—a)|exp| sup ’ln — (“)
t€(a,b] te(a,b)]

) 1] para cualquier A € A

Ahora juntemos las desigualdades:

sup | f() —g(A(t)) | +sup [A(t) =t < [exp(sup | f(t) —g(A(#))[)—1]

te[a,b] te[a,b] tela,b]

> — 1] para cualquier A € A

+ (b—a) [exp ( sup )lnw

te(a,b]

La desigualdad anterior implica que:

dsk(fag) < (b_a+1)

t€la,b] te(a,b]

eXp<sup [f(t) = g(A(t)] + sup ‘lnw

Apliquemos ahora el Lema 3.24

dsi(f,9) < (b—a+1)

exp<sup FO-g0®) |+ swp  [mAO20)
tela,b] s,t€la,b]As#t

) — 1] para cada A € A,



50 CAPITULO 3. EL ESPACIO D

Finalmente:

dsr(fyg) < inf {(b—a+1)
AeA’

exp<sup SO -g0) |+ sup [
t€(a,b] s,t€[a,blAs#t

= (b—a+1)

exp (inf/ { sup | f(t) —g(A(t))| + sup ‘lnw
AEA | tea,b] s,t€la,b]As#t

= (b—a+1)[exp(de(f,9)) —1]

que es lo que queriamos demostrar. m

**Recordemos que todo esto lo hicimos para ver que d. define una métrica en D[a, b]. Empecemos
entonces a verificar cada una de las propiedades de métrica.

Es claro por la Proposiciéon 3.9 y de la definicién de d. que estéa bien definida y que d. > 0.
(i) Por demostrar que d.(f,g)=0 si y solo si f = g.

(+=) Supongamos que f = g. Tomemos A=Id|, entonces:

sup £ —gOO)+  swp 220 up ) —g(0]+  swp [ In=S
t€(a,b] s,t€la,b]As#t t€(a,b] s,t€la,b]As#£t
= 0

Por ser d.(f, g) el infimo, concluimos que d.(f, g)=0

(=) Supongamos ahora que d.(f,g)=0, justo por la Proposiciéon 3.27 tenemos entonces que dg(f, g)=0
por tanto f = g.

(ii) Por demostrar que d.(f, g)=d.(g, f) . Sean f,g € Dla, b].

Sea A € A'. Entonces A € A, recordemos que cuando probamos que dg; vimos que:

sup | f(ATH(8) — g(8) | = sup | £(t) — g(A(t)) |

tE[a,b} tE[a,b]
_ A |
Afirmamos entonces que: sup lnM = sup ln)\ (t) — A" (s) .
s,t€[a,b]As#t t—s s,t€[a,b]As#£t l—s

Se hara por casos.
(>) Subcaso 1:

)\_l(t) — )\_1(3)
t—s

Asf tenemos lo siguiente:
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—1(4y _ y—1 —1(4) _ y—1 _ -1 B
ln)\ (t) — A7 (s) :ln)\ (t) — A7 '(s) ~ o — t 5_ — t s_
t—s t—s A7) — A 1(s) A7) = A 1(s)
_ -1 _ -1
_ t—s _ ln)\()\ () = A(A7(9))
AHE) — A 1(s) A7HE) — A 1(s)
—1(4) _ y—1 _
Por lo tanto ln>\ () = A" (s) < sup lnM .
l—s s,t€la,b]As#t l—s
Subcaso 2:
—1(g) _ y—1
A AT
t—s -
Asi tenemos lo siguiente:
—1(y _ y—1 —1(4) _ y—1 _ 1 _
ln)\ (t) — A7 (s) :—ln)\ (t) = A7 (s) — t—s i t—s
t—s t—s A7) = A 1(s) A7) — A~ 1(s)
_ -1 _ -1
_ t—s _ ln)\()\ (t)) — A(A™(9))
A7HE) — A 1(s) A7HE) — A 1(s)
—1(4) _ y—1 _
Por lo tanto ln>\ () = A" (s) < sup lnM .
t—s s,t€la,b]As#t t—s
—1(4) _ y—1 _
De ambos casos se sigue que: sup ln)\ (1) = A" (s) < sup ln)\(t) Als)
s, t€[a,b]As#£t l—s s,t€la,b]As#t l—s
Esto nos dice tambien que A\~te A’
(<) Subcaso 1:
NO-A®)
t—s -
Asi tenemos lo siguiente:
A(t) — A(s) A(t) — A(s) t—s ! t—s
l =1 = In|——7—= =—-In——mr——7—
[ — A — "0 =G "Nt = A(s)
_ -1 _ -1
s | ] A0 = A )
A(t) — A(s) A(t) — A(s)
_ —1(4) _ y—1
Por lo tanto lnM < sup ln/\ () =X (s)
t—s s,t€[a,b]As#t t—s
Subcaso 2:
M)A

t—s
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Asi tenemos lo siguiente:

MO =AG)| A=) _ P T
— -1 )1
et | ] AT = A A)
A(t) = Als) A(t) — \(s)
— —1 1
Por lo tanto lnM < sup ln/\ ) = A" (s) '
t—s s,t€la,b|AsF#t t—s
—1 o -1 _
De ambos casos llegamos a que: sup ln)\ (t) = A (s) > sup lnM '
s,t€fa,b]AsF#t t—s s,t€[a,b)As£t t—s

., ., . . . / — 2
Esto prueba nuestra afirmacion, en conclusiéon tenemos lo siguiente. Si A € A" entonces A™! € A y ademaés

sup | FOTN0) — g [+ sup A O2O s sup (1) - gM0) + sup 10220
te€la,b)] s,t€la,b]AsF#t te(a,b) s,t€la,b]AsF#t

Esto implica que d.(g, f) < sup | f(t) — g(A(¢)) |+  sup ’lnw
t€(a,b] s,t€la,b]As#£t

De modo d.(g, f) < dc(f,g) para cualesquiera f,g € D[a,b]. Por tanto d.(g, f)=d.(f, g).

(iii) Por demostrar que para cualesquiera f, g, ¢ € Dla,b] entonces d.(f,p) < d.(f,g) + dc(g,¢).
Sean f,g, € D[a,b] y A1, A2 € A". Ya habfamos visto que A\; o Ay € Ay

tzl[lpb] | f(t) — (M oA)(t) | < t:l[lpm | f(t) — g(A2(t)) | + tzl[l%] | g(t) — w(M(1)) |

A2 (t)f/\z (S)

t—s

’ln)\lo)\z(t%:;\lo)\z(s) <

‘ln)\l(t)*)\l(s)

+ sup ‘ln
s,t€[a,b]As#t

Afirmamos sup
st€la,b]As#t

sup
s,t€[a,b]As#t

Pasemos a probar esta afirmacion. Sean s,t € [a, b] con s # t. Entonces:

ln)qo)\g (t)—A10A2(s)

t—s

’l AL (Az()=A1(A2(s)) A2(H)—Xa(s)
A2(t)—A2(s) t—s

A1 (A A1(A A2 (t)—A
e s

Az (t)—=Aa(s)
t—s

MO N ()
= ‘l” GEWE)

+ ‘ln

< sup ’lni’\l(tiiil(s) +  sup ’lni’b(tiifs
s,t€[a,b]As#£t s,t€[a,b]As#£t
Porlotato  sup  [mA0N0u] ¢ gy [pRONG] L gy [0t
s,t€la,b]As#t s,t€la,blAs#t s,t€la,b|As#t

(s)
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Una consecuencia inmediata de esto es que A\j o Ay € A". De la desigualdad que ya teniamos y de la
afirmacion es inmediato que d.(f,¢) < d.(f,g) + dc(g, ¥).

Hemos mostrado que d. define una métrica en D[a,b]. =

Lo que haremos ahora es ver que d. induce la misma topologia que dg, para esto necesitaremos la
siguiente definicién, asi como las siguientes dos proposiciones.

Definicion 3.28 : Sea f € Dja,b] y 0 < 6 < b— a. Definimos:

W}@) = inf max wrlti1,t;) tal que welti,t;) = sup [ f(s) = f(r)]
T€eO i=1,....m S,Te[ti_hti)

donde © = {m €1la,b]:t; —t;—1 >6,i=1,2,...,m}.

Observacion: Si f € DJa, b] entonces w}(é) esta bien definida.

Proposicion 3.29 : Sea f € D[a,b]. Entonces lim W', (8)=0
6—0t f

Prueba:
Sea ¢ > 0. Por la Proposicion 3.8 entonces existen to,...,t, € [a,b] tales que a =ty <,..., <t =by
ademés sup | f(s)— f(r)| < eparai=1,...,m. Ahora m = {to,...,tn} es una particion de [a, b].
S,r€[ti—1,t;)
Definamos A = ?u’n , | ti —ti—1| > 0. Sea ¢ > 0 tal que 0 < 0 < A entonces 7 € © ademas
ie{l,.m
welti—i,t;) =  sup | f(s)— f(r)] <eparai=1,...,m. Asi max w[t;—1,t;)< €.
S,TE[ti_l,ti) i=1,...,m

Por lo tanto 1’n(f9 max wylti—1,t;) < max wylti—1,t;)< € es decir w}(é) <e m
TE 1=

i=1,....m =1,...,

Proposicion 3.30 : Sidy(f,g9) <62 yd < 1 A(b—a) entonces de(f,g) < 65+ w}((s).

Prueba:( La condiciéon § < b — a solo es para que w;c (0) este bien definida. ) Sea 0< € < §. Entonces
existe q € © donde q={tg,...,t,},contp=a<...<t,=byt;—ti1 >dconi=1,...,7 tal que:

'méX Wf[ti_l,ti> < w}(é) + €

i=1,....m
Esto tltimo solo es por la definicién de infimo. Por otra parte como dg(f, g) < 62, existe A € A tal que:

sup | f(t) — g(A(t)) | < &%y sup |t — A(t) | < &7
t€la,b] t€(a,b]

. . / . ..
Necesitamos ajustar A a otra que este en A, para esto vamos a hacer la parametrizaciéon que ya hemos
ocupado varias veces. Vamos a definir A\*: [a, b] — [a, b] dada por:

/\(tz‘) — /\(ti—l)

A () = Mt
()= Atir) + S =2

(t — tifl) sit e [ti,tifl] con ¢ = 1, e, T
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Consideremos ahora A~ o A*: [a,b] — [a,b]. Notemos que tiene las siguiente propiedades:
1) Es estrictamente creciente.

2) A Lo (t;) =ticoni=0,...,r.

3) Para toda t € [a,b) se tiene que t, \™' o \*(t) € [t;,t;_1) para alguna i = 0,...,7.

No olvidemos que queremos acotar a d, ara eso debemos acotar dos supremos, empecemos con el
Cy )
primero. Sea t € [CL, b] Entonces tenemos lo siguiente:

[f() —gX )] < 1F() = FATHAODI+ IFATHA(®))) — g(X* (1)

< weltio, i) + 62 paraalguna i=0,...,r.
’ / ! 5 /
< wf(5)+5+52<wf(5)—|—5+52<wf(5)+15<wf(5)+25.

Por lo tanto sup |f(t) — g(A*(2))| < w} (6) 4+ 26. Lo que haremos ahora sera acotar el otro supremo, para
tela,b]
esto consideremos la siguiente afirmacion:

Afirmamos que para cualesquiera s,t € [a,b] se cumple | [N*(t) = A\*(s)] = (t—s) | < 20 |t —s|.

Sean s,t € [a,b]. Si s =t la desigualdad se cumple trivialmente, lo interesante es cuando s # ¢, sin
pérdida de generalidad supongamos que s < t. Separando en casos:

Caso: s =t;_1 yt=1t; para alguna ¢ = 1,...,r, para este caso tenemos lo siguiente:
| [A(@) = A" ()] = (=) [=| [\ (t) = A"(tima)] = (G = tim1) | < [ [A(6) — 8] [ 4+ [ (A" (1) — i) |
< [ =] |+ T (Atia) = tia) |
< 62462 =267

< 25(ti—ti_1):2(5|t—8‘

Hicimos este primer caso para que nos ayude a probar un caso mas general.

Caso: (Estan en la misma subdivision) es decir s,t € [t;_1,t;| para alguna ¢ = 1,...,r, por como constru-
imos A* se cumple A (ti —X'(s) A(t;) — ?(til) de esto se sigue la siguiente igualdad
-5 i — ti—1
A8 = A ()] = (E=s)| _ |AE) = AWi)] = (G —tic) | M) = Atia)] = (6 — ti1) |
t—s ti —ti—1 (ti —ti—1)

(A*(8) = A"(s)] = (¢ = s)

t—s

< 24. Con esto

Aplicando el caso que ya probamos a la igualdad tenemos que

mostramos que | [N*(t) — A\*(s)] — (t —s) | <2 | t — s |. Ya probamos un caso mas general que el primer
caso. Usaremos este caso para mostrar el caso que falta.
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Caso: (Estan en distintas subdivisiones) es decir s € [t;_1,t;] para alguna i =1,...,r y t € [tj_1,t;] para
alguna j =1,...,7 y i # j, como s < t tenemos que ¢ < j, haciendo cuentas:
[ @) = A ()] = (E=s) | = [A(E) = A"(s) + A"(ta) = A" (i) + -+ A (1) = A"(tj-1) — (¢ = 9)

—|—ti—ti+...—|—tj_1—tj_1’.

< [ A(E) = A(s) = (G = 8) [+ [ A"(tign) = A"(8) = (figr —8) [+ +
| A*(t) — A*(tj—1) — (t —tj—1) | . Aplicando el caso anterior:

< 26| ti—s| 420 | tigr —ti | 4. 425 [t—tj1].

< 20(t; —s) +20(tig1 —t;) + ...+ 25(t —tj—1). Por suma telescopica:

= 20(t—s)=25|t—s].

Ya con este caso terminamos de probar la afirmaciéon. Recordemos que nuestro objetivo es acotar el se-
gundo supremo, por lo que tomemos s,t € [a,b] con s#t. De la afirmacion que probamos y de que
20<1/2.

X () -X()

—25) <
In(l1—26) <1 P

<In(1+ 29)

1
Recordemos el siguiente resultado | In(1+u) |[<2|u|si|u|< 7 Usando este resultado en la desigual-

dad anterior obtenemos:

NH(E) — N (s)

—46 <lIn(1—-29) <lIn
t—s

< In(1 + 26) < 46

A*(t) = A*(s)

" < 44 y como ya habiamos dado cota para el otro supremo
—s

Esto implica que sup in

s, t€la,b]As#£t

A*(t) — A*(s)
t—s

concluimos que: sup |f(t) — g(A*(t))] +  sup In

< w}((s) +60. =
te(a,b) s, t€la,b]As#t

Corolario 3.31 : 714, = 14,.

Prueba: De las Proposiciones 3.27, 3.29, 3.30, podemos llegar a que f,, = fsiysolosi f, =>¢c fy

usando el mismo argumento que en el Corolario 3.18, tenemos lo deseado. =

Hasta aqui vamos bien, ya propusimos una nueva métrica en D que induce la topologia de Skorohod,
pero més alin, vamos a mostrar que con esta métrica el espacio si nos resulta completo.

Proposicion 3.32 : Sea (X,d) un espacio métrico y (X,)52 una sucesion de Cauchy en X. Si
(X, )72 es una subsucesion de (Xp)p2, tal que Xy, — £. Entonces X, — £.

Prueba:
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Sea & > 0. Para % > 0 como (X,,)22; es de Cauchy entonces existe N1 € N tal que si n,m > N; enton-

ces d( X, Xp) < g, ahora para g > 0 como X,, — ¢ tenemos que existe No € N tal que si & > Nj en-

tonces d(Xy,,¥) < g Definamos ahora N = méx { N7, N2}, Sea k > N. Entonces Nj, No < N < k < ny,
por lo cual d(Xy, X, ) < % y d(Xp,,0) < %

Finalmente:

d( Xk, 0) < d( Xk, Xp,) + d(Xp,, 0) <

Por tanto X,, — ¢ =

Teorema 3.33 : (Dla,b|,d.) es un espacio métrico completo.

Prueba: Sea (fy)52; una sucesion de Cauchy en Dla, b]. Por la Proposicion 3.32, basta mostrar que existe
(fnp)32, una subsucesion de (f,)o2; tal que f,, — f para algun f € Dia,b].

DN | =

1
Para 5:5, como (f,)52 es de Cauchy existe n1 € N tal que si n,m > n; entonces dc(fn, fm) <

AN

1
Para g=7» como (fn)o2; es de Cauchy existe No € N tal que si n,m > Ny entonces de(fn, fm) <

1
Sea ng=mdax{Na,ny + 1}. Por definicion ny < ny y ademas si n,m > ng entonces d.(fn, fm) < —.

Supongamos que hemos definido n1,n9,...,n; € N tales que n; < ng < ... < ng, con la propiedad de

que si n,m > ny entonces de(fn, fin) < ok y ahora construyamos nj41.

1
Para EZW’ como (fn)22 es de Cauchy existe Niy1 € N tal que si n,m > N4 entonces

1
de(fry frm) < ohet Y asi defino nyi1=max{Ngy1,n; + 1}, es claro por construccion que ni;q cumple lo

requerido entonces por el teorema de la recursion hemos definido (fy,, )72 ; una subsucesion de (f,)52,

1
que cumple de(fn, ;5 fr,) < ok para toda k. Claro que lo que queremos hacer es mostrar que esta

subsucesion converge. Pero para ello tenemos que notar més cosas.

1 / .
Sea k fija. Como de(fn,,» fr,) < ok tenemos que existe A\ € A que satisface:

1

n Ak (t) — )\k<8)
2k”

t—s

SUD [ fon () — e k()] < =y sup |l

t€lab] 28 7 s telabl st

. ., / . . sz
Hemos definido la sucesion (M), en A, una vez hecho esto, hagamos la siguiente afirmacion:

Afirmamos que Sup [Agtm+1 0 Agtm © - 0 Ap(t) — Mg 0 - .. 0 Ap(t)|= sup | Agtm1(t) — t| para
te(a,b] te(a,b|
cualesquiera m, k > 1. Pasemos entonces a probar esta afirmacién, veamos la primera desigualdad

(<) Sea t € [a,b].
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o7

[Aktma1 © Agtm © oo . 0 A(t) = Mgrm 0o 0 A(B)] = [Aktma1(Mgam 0o 0 Ak(t)) — A © « .. 0 Ag(2)]

< sup [Agympr(t) — ¢
tela,b]

Por lo tanto sup [Agtma1© Metm © -« 0 Ap(t) — Mg © - .. 0 Ap(t)| < sup | Agpama1(t) — ¢t
te(a,b| t€(a,b]

(>) Sea t € [a,b]. Sabemos que Agim, ©...0 A\ es sobre, por lo que existe z € [a, b] tal que:
Merm ©-..0Xg(2) =t
De esta forma tenemos lo siguiente:
Metmt1(t) =t = [Metmt1Notm 0 ... 0 Ak(2)) = A 0 .. 0 Ag(2)]
< sup [Memt1 (Nkm 0 - 0 Ap(#)) = Mg 0 -+ 0 Ap(P)]

t€la,b]

Por lo tanto sup |[Agtrma1(t) —t] < sup [Agtma1 © Metm © - 0 Ap(t) — Mg © -+ . 0 A(t)].
t€la,b] t€la,b]

Hemos probado la afirmacion. Es evidente que Agimi10...0 Ak ¥ Agrm ©...0 A € A para cualesquie-
ra k,m > 1. Esto es, porque cuando probamos la desigualdad del triangulo vimos que la composicién es

!
cerrada en A .

Ahora por los, Lemas 3.24 y 3.25 llegamos a la siguiente desigualdad.

Mottt (t) — At
In ktm+1(t) ktm+1(8)

sup | Atme1(t) =t < (b—a) [exp ( sup
s,te

)]

t€[a,b] [a,b] As#t l—s
Ademaés también tenemos:
A t)— A 1
0< sup In ktmt1(t) ktm+1(8) < o < 5
s,t€[a,b]As#t t—s 2 2
- . . 1
Recordando el siguiente resultado que dice e —1 <2z si 0 < x < 5
. b—a
Finalmente podemos llegar a sup [Aptmi1(t) — ¢ < 5
t€(a,b] 2
., b—a
En conclusion: tzl[lpb] [Aktmt1 © Agtm © oo 0 Ap(t) — Mgpm 0 .. 0 Ap(t)]| < ohFm Para toda k,m > 1.
a,
Una vez visto esto, sea k > 1 entonces definamos, (Ag4m ©...0Ag)o°_;, la cual es una sucesion en Cla, b].

Por demostrar que (Agpm © ... 0 A\;)5°_; es de Cauchy en (Cla, b],doo)-

1 e
2M " p—q
entonces doo((Agtmg © -0 Ak), Aktmy 0-..0A;))= 0 < &.

Sea £ > 0. Entonces existe M € N tal que

. Tomemos ahora mq, my > M. Si son iguales
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Asi podemos suponer, sin pérdida de generalidad que mq < ms. Por lo que tenemos lo siguiente:

SUD | Aktmy O -« © Ap(t) = Mepmy © -+ - 0 Ak(t)] = SUP [Aktmy © -« 0 Ak(E) + Agmg—1 0 - .. 0 A (1)
te[a,b] t€[a,b]

— Motmg—19 -0 AE(t) + oo+ Megmg+1 0« 0 AL () — Moty +1 © - 0 Ak () — Ay © -+ . 0 Ag(2)]

b—a b—a
— 2k‘+m2—1 +..F 2k’+m1 .
Esto ultimo se sigue de la conclusion de arriba, haciendo las cuentas:
b—a b—a (b—a)2™ ™ —1) (b—a)2™ ™) (b—a) < (b—a)
2k+m271 """ 2k+m1 o 2k+m271 < 2k+m271 o 2k71+m1 — am1
(b—a) €

< 51 <(b_a)(b—a):5.

Por lo tanto sup [Agimy © - 0 Ak(t) — Mgy © ... 0 Ak(t)] < e. Y esto implica que:

t€la,b]
Aoo(Mltmy © -+ - 0 Ay Ay © - .- 0 A\g) < e. Acabamos de mostrar que: (Agym 0...0Ag)2_; es de Cau-
chy en (Cla,b],ds) , como (Cla,b],d) es completo, existe A\; € Cla, b] tal que Mg 0...0 Ay =00 AL
Ya sabemos que eso es equivalente a decir que: Agqqy 0 ... 0 Ap converge uniformemente a Af.

Hagamos observaciones muy féciles sobre A7.
1)} es continua.
2)\i(a)—a y AL(b) = b.

3)A% es no decreciente.

Lo dificil es ver que A} es estrictamente creciente. El primer paso que haremos sera trabajar una
desigualdad, entonces hagamos las cuentas pertinentes: Sean s,t € [a,b] con s # ty m > 1.

In At 00X () = Aj 1 ©...0 AL (S) < Sup ‘ln At 00X () = Ajf1m ©...0 AL (S)
b= - s,t€la,b]As#£t b=

< sup ‘ln—/\“m(t)_)‘k*m(s) +...+ sup ‘lni)"“(t)_k’“(s)

B s,t€la,b]As#t s s,t€[a,blAs#t s

< ﬁ+21c+%+"'+2ik:2k1—1_2k}km<2kl—l

A o...0Xg(t) — A o...0Mg(s 1
Obtuvimos la desigualdad: |in htm at i htm £(5) oh 1
—s
A o Ag(E) — A L 0
Ademas de la desigualdad necesitamos verificar que: lim ktm 0+ 0 Melt) kam © -+ © Ak($) > 0.
m—00 t—s
Para ver esto procedamos por contradicciéon, supongamos que:
i Metm © « . 0 A () = A © ... 0 Ag(s) 0
m— o0 t—s

el caso menor no se puede dar ya que Aj, es no decreciente.

Asi tomemos € = e~2 > 0. Entonces, existe M; € N tal que si m > M; entonces
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)\kerO...O)\k(t])f_Ak+mo-"o)‘k(s) < e 2.
— S

Ahora aplicamos logaritmo natural a la desigualdad, por lo que

n/\k+m 0...0N(t) = Aggm © ... 0 A () Metm © « - 0 A (1) — A © - .. 0 Mg ()

l < —2 entonces |In > 2
t—s t—s
Recordemos que la parte de la izquierda ya la habiamos acotado al principio de la demostracion, asi
A o...0 M (t) — A o0...0Ag(s
—— > 2, lo cual es absurdo. Por tanto concluimos que lim ket () hm k() > 0.
2k—1 m—00 t—s

Esta parte del limite es para justificar rigurosamente el intercambio de la funcién logaritmo natural y el
limite que viene a continuacion. Pero ademés implica que Aj es estrictamente creciente.

lim ‘ln)\;H_mo...o)\k(t1:2k+mo...o)\k(s) — lIn lm Ak-o-mO...o)\k(ti:ilﬁ_mo...o)\k(s) _ ’ln /\Z(ti:iz(s)
m—0oQ m—0oQ
AL(t) — Ai(s 1
Probamos entonces que si s,t € [a,b] con s # t se cumple |In i i k(s) < 951
—s

LMD = 26)

ro— es decir A\ € A, es claro que \f = Aig1 © Ak

Por lo tanto sup
s,t€la,b]As#t

— 2k._l )

Afirmamos ahora: sup | f, (N 7H(1)) = fary (Nepd )T DN S sup [ fay () = frey A(1))-
t€(a,b] t€la,b]

Concentrémonos por el momento en probar esta parte. Como Ay = A7 | 0 A, A7t = /\];1 o [)\ZH}_l.

Sea t € [a,b].
o (e @]7H®) = fre (Nl THE)] = (e A 0 I ] 1) = fr (Na ] H (@)
< tzm}rfnku,;%t)) — frna @)

= sup |fnk (t) - fnk+1 (Ak(t)”
tela,b]

1
Esto prueba la afirmacion. Se sigue que sup | fn, ((N;]7H(2) = frpry (Moia] 71 (@) < o Haciendo algo
tela,b]

muy similar a lo que hicimos arriba, se concluye que (f,, o [A\f]71)22, es de Cauchy en (B[a, b],dx), €l
cual es completo, es decir, existe g € Bla,b] tal que fp, o [\f]™! =0 g. Es facil ver que g € D[a, b).

Finalmente probemos que f,,, — g y esto completaria la prueba del teorema.

Sea ¢ > 0. Como f,, o [)\};]_1 —s0 g, existe k1 € N tal que si k > ki entonces

sup | o, (A 71(8) = 9(0)] < 5
tela,b]



60 CAPITULO 3. EL ESPACIO D

™

1
Por otra parte, existe ko € N tal que si k > ko entonces o1 <

N |

Ae(t) = Ak (s) M0 = )|

= |ln

In

Ademas, recordemos que ya habiamos notado

t—s t—s
Tomemos k3=maéx {ki,ko} € N, sea k > k3.
NN = ) 1 £
o A -1 ) — alt I [ k k
1o (017 0) = )]+ fio PG e o <e

Por lo tanto d¢(fn,,9) < € si k > k3. Es decir fp, —c g.

Y asi concluimos que (DJa, b],d.) es un espacio métrico completo.

En este capitulo definimos el espacio D, las funciones cadlag dotdndolas de la topologia de Skorohod,
estudiamos cémo se comporta la convergencia, de forma que pudiera darnos una idea del concepto de
cercania en esta topologia, vimos que este concepto de cercania, extiende la idea que hay detras de la
métrica del supremo, en efecto lo que converja en el sentido uniforme seguiré convergiendo en esta nueva
topologia, pero ademés otro tipo de aproximaciones estdn permitidas.

La razoén de permitir otro tipo de aproximaciones, se ilustra en el Ejemplo 3.14, donde parece razona-
ble pensar que si los saltos entre una funcion y otra se van acercando, deberiamos poder decir que estas
funciones estan cerca, lo cual sabemos que no se podria argumentar con la métrica del supremo, ya que ni
siquiera tendriamos la convergencia puntual.

La importancia de la topologia de Skorohod, radica justamente en darnos una forma de determinar, si
funciones que tienen saltos estan cerca o no una de la otra. En el capitulo 4 veremos algunas aplicaciones
que ilustren la potencia que esta nueva topologia.



Capitulo 4

Aplicacion del espacio D en convergencia a
difusiones.

En este capitulo se presentaran algunas aplicaciones que tiene la topologia de Skorohod, empezando
por el resultado mas conocido: Teorema de Donsker. Luego veremos cémo podemos definir procesos, de
tal forma que estos puedan converger débilmente en Skorohod a una difusion.

4.1. Preliminares.

Vamos a empezar dando algunas definiciones que son de gran importancia, como lo son la definiciéon
de convergencia débil y tensién en un espacio métrico.

Definicion 4.1 : Sea (S,d) un espacio métrico. Denotaremos por 3(S), a la minima sigma algebra
generada por la topologia inducida por la métrica d.

Definicion 4.2 : Sea (P,,)5; una sucesion de medidas de probabilidad en (S,5(S)) donde S es un
espacio métrico. Diremos que P, converge débilmente a P, una medida de probabilidad en (S,5(S5)),

y lo denotaremos P, = P, si para toda f: S—R continua y acotada se cumple / fdP, — [ fdP.
S S

Definicion 4.3 : Sea (X,,)72, una sucesion de variables aleatorias en (S,5(S)) donde S es un espacio
métrico. Diremos que X,, converge débilmente a X, una variable aleatoria en (S,5(S)), y lo denotaremos
X, = X siPx, = Px. Recordando que dado (2, F,P) espacio de probabilidad, Px es la medida de
probabilidad en (S,5(S)) inducida por la variable aleatoria X.

Teorema 4.4 : (Caracterizaciones de la convergencia débil). Las siguientes incisos son equivalentes a la
convergencia débil de variables aleatorias, X,, = X en S un espacio métrico.

a) n11_>ngo Ef(X,) = Ef(X) para toda funcion f: S — R continua y acotada.

b) nh_)r{)lo Ef(X,) =Ef(X) para toda funcion f: S — R uniformemente continua y acotada.
c) Jggo sup P(X,, € F) <P(X € F) para todo F cerrado en S.

d) nh—>Holo inf P(X,, > € G) >P(X € G) para todo G abierto en S.

e) T}Lngo P(X, € A) =P(X € A) para todo conjunto A € B(S) tal que P(X € FrA) =0

) f(X) = f(X) en R para toda funcion f: S — R continua y acotada.
g) f(X,) = f(X) en R para toda funcion f: S — R uniformemente continua y acotada.

61
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La demostracion de este resultado puede consultarse en la referencia [7|, no presentaremos la demos-
tracién porque nuestro objetivo solo es introducir el concepto de convergencia débil en un espacio métrico,
ya que este serd usado més adelante. Proseguiremos con el concepto de tension.

Definicion 4.5 : Sea S un espacio métrico. Decimos que una medida de probabilidad P, es tensa en
(S,5(S)) si para toda € > 0 existe K un compacto tal que P(K) > 1 —e.

Teorema 4.6 : Si S es un espacio métrico completo y separable entonces cualquier medida de
probabilidad P es tensa en (S,5(S5)).

Prueba: Sea P una medida de probabilidad en (S,5(S)) y € > 0. Como S es separable, entonces existe

D C S tal que D = {d1,d>,...}. De esta manera para cada k € N definimos la sucesion (A})7;, donde
n 4 1 = n 3 - n
Al = B% (dy,) la bola con centro en d,, y radio T Es claro que L_Jl Ap=S. Asi P (L_Jl Ak> =1.

ng
Por un argumento de continuidad de la probabilidad, existe ny € N tal que P (U AZ) >1-— 2%
n=1
n
Asi definamos el siguiente conjunto B= ﬂ (U Aﬁ), es facil verificar que B es un conjunto totalmente
k>1
acotado en S, de esto se sigue que B es relativamente compacto, definimos K=B el cual es un conjunto
compacto en S, de modo que:

P(B) =P ﬂ(nkA;g> >P ﬂ(nkA;g> = 1-P U(nkA;;>

k>1 \n= E>1 \n= E>1 \n=

n=1

ng c

> 1—ZIP><U Ag)
k>1 n=1

> 1—22%:1—6.

k>1

Con esto concluimos la prueba. =

Definicion 4.7 : Sea S un espacio métrico. Decimos que una familia II de medidas de probabilidad en
(S,5(S)), es tensa si para toda € > 0 existe K un compacto tal que P(K) > 1 — € para toda P € TI.

Notemos que esta tltima definicién generaliza a la primera, cuando nos tomamos una familia de una
sola medida de probabilidad. Este concepto es de suma importancia para poder garantizar convergencia

débil.
4.2. Teorema de Donsker.
El teorema de Donsker quizés sea la aplicacion méas conocida de la topologia de Skorohod y por tal

razén la mencionaremos, pero no la estudiaremos a fondo en esta tesis. Su uso més comiin es la simula-
cion computacional del movimiento Browniano, de hecho la existencia del movimiento Browniano es una
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consecuencia del teorema de Donsker.

En palabras simples lo que dice el teorema de Donsker, es que el movimiento Browniano es limite de
caminatas aleatorias. Detallemos un poco esto tltimo.

Consideremos una caminata aleatoria simple, simétrica, sobre los enteros, que inicia en el origen, es de-
cir Xo=0y X,=¢1+%+...+¢, en donde ¢, <o, ... son variables aleatorias independientes idénticamente

distribuidas con P(s = 1) = P(¢ = —1) = 3. Por lo cual E(c) = 0 y Var(s) = E(¢?)=1. Lo que haremos

ahora, es suponer que la unidad de tiempo en la variable es ahora de longitud At = % con N un natural,

de lo que se trata es de hacer At cada vez mas pequeno. También hara falta hacer un cambio en la es-
cala de los saltos, en vez de ser unitarios ahora seran de longitud /At. Asi definimos la caminata aleatoria:

Woni=vVDts) + Aty + ... + /A,

Es claro que para esta nueva caminata aleatoria E(W,a;)=0 y que la Var(W,a;)=n At

Con estos ajustes lo que se trata de hacer es lograr una similitud con el movimiento Browniano estén-
dar, en una version discreta, pero esto se arregla simplemente completando las trayectorias con la funcion
maximo entero. Justamente el teorema de Donsker establece que cuando At — 0 esta caminata aleatoria
converge al movimiento Browniano estandar.

Recordemos que el movimiento Browniano también es conocido como proceso de Wiener, la razon es
porque Norbert Wiener en el ano 1923, fue quien demostroé la existencia de un proceso que cumpliera las
caracteristicas del fenémeno fisico "Movimiento Browniano".

Més formalmente el resultado del que estamos hablando es el siguiente:

Teorema 4.8 : Sea W el proceso de Wiener. Sean <1,<2,<3,. .. variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas, con esperanza cero y varianza o> < 0o. Sea Sp =¢1 + ...+, con So=0. Si

Xp(t,w) = ﬁS[m], neNU{0} yt>0

entonces la sucesion X, converge débilmente a W sobre el espacio de Skorohod.

La demostracion de este resultado puede consultarse en la referencia [4].

4.3. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

El modelo fue propuesto por Uhlenbeck y Ornstein para modelar la velocidad del movimiento difuso
de una particula en periodos de tiempo pequenos.

Definicion 4.9 : Sean « y o dos constantes positivas. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un proceso
(Xt)i>0 que satisface la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:

dXt = —O[Xtdt + O'dBt

Xo = xo
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La variable X; representa la velocidad de una particula al tiempo t. La fuerza de friccién esta represen-
tada por la parte determista —aXy, mientras que odB; es un ruido aleatorio.

Por como esté definido el proceso, se esperaria que al avanzar el tiempo el proceso sufriera un decai-
miento debido al factor de friccién.

Cabe decir que existe una definicion méas general del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, pero para motivos
de esta tesis, bastara estudiar el anterior definido.

Proposicion 4.10 : El proceso de Ornstein-Uhlenbeck cumple las condiciones del teorema de existencia
y unicidad. (Teorema B.3, este es mencionado en el apéndice, seccion ecuaciones diferenciables estocds-
ticas)

Prueba: En este caso b(t,z)=—az y o(t,r) = o, asi proponemos K > 0 como K = max{a?,o?}
[0(t,2) = b(t,y) | + | o(t,z) —o(t,y) P = |—axt+ayP+|o—0of
= ?la—yP<K|z—yl
Acabamos de verificar la condiciéon de Lipschitz para la variable x.
[b(t,2) P+ [o(t.x) P = |—az P+ |0
= 2|r)P+o?<K|zP+K=K(z|]*>+1)

Con esto tltimo probamos la condicién de crecimiento de z. Asi se cumplen las condiciones de existencia

y unicidad, la solucién que nos garantiza el teorema es en el sentido fuerte. =

Proposicion 4.11 : La solucion a la ecuacion diferencial estocdstica
dXt = —OéXtdt + O'dBt

Xo = x
t
Esta dada por X; = Xge ™ + a/ e~ t=3)qp,
0

Prueba: Supongamos un proceso de la forma:

X, = a(t) {xo + /0 t b(s)dBS]

en donde a(t) y b(t) son funciones diferenciables. Derivando y usando la formula de Itd tenemos:

dX, = d(t) [x0+ /0 tb(s)st] dt 4 a(t)b(t)dB;

AWy
= e+ b,

Comparando con la ecuacion a la que queremos que sea solucion, si pasara lo siguiente:
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Podriamos concluir que soluciona la ecuacién diferencial estocéstica. Por lo que bastaria proponer
funciones a(t) y b(t) diferenciables que cumplan las igualdades anteriores.

Simplemente notemos que a(t)=exp(—at) y b(t)=cexp(at) cumplen lo deseado. =

Proposicion 4.12 : Para el proceso de Ornstein- Uhlenbeck se cumple lo siguiente:

a) E(X;) = xpe

o2
b) Var(X;) = % (1 —e2at)

«

2
¢) Cov(Xy, Xs) = ;Tx (e_o‘(t—s) — e—oc(t+s)>

Prueba:

a) Tomando esperanza a la solucion tenemos:
t t
E(X;) =E [Xoeat + U/ ea(ts)st} = zoe " + oFE [/ e“(ts)st} = goe~
0 0

Esto tltimo porque la integral es una martingala que inicia en cero. b)

t
Var(Xy) = Var (Xoeat—i—a/ e_o‘(t_s)st>
0

¢
= o*Var </ e_a(t_s)st)
0
t 2
= o2E </ e_a(t_s)st>
0

t
= o2 / e 20(t=5) g5 esto wltimo debido a la isometria de Itd
0

1 t
— 0.26—2at |:62as
20 0
2
g
= (1= —2at
5 (1 =)

c) Sean s,t con 0 < s <t

65
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Cov(Xy, X)) = E(X.X,)—E(X)E(X,)

t s
= EKXoeo‘t—Hf / e-a<f-“>d3u> (Xoeas+a / e_a(s_“)dBu>] _ XZealt+s)
0 0
t s
= o’E (/ e_o‘(t_“)dBu/ e_o‘(s_“)dBu>
0 0

t s
= gl oltts)g </ ea“dBu/ ea“dBu>
0 0 .
= leeltts)E [(/ eo‘“dBu—i—/ ea“dBu> (/ eo‘“dBu)}
0 s 0

s 2
= gleolt9)R </ eo‘“dBu>
0

S
= g2ealtts) / e?Ydy  esto ultimo por isometria de Ito
0

02

= O (el ematn)

Concluimos la proposiciéon. =

La razon por la que nos intereso el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es porque en la siguiente secciéon, mos-
traremos como una sucesion de cadenas de Ehrenfest tiene como limite un proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

4.4. Convergencia de cadenas de Ehrenfest al proceso de
Ornstein-Uhlenbeck.

La idea en esta seccién, como el titulo lo menciona, es a partir de una sucesiéon de cadenas de Ehrenfest,
obtener en el limite el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Es importante mencionar, que la metodologia que usaremos aqui, esta contenida en el apéndice en la
seccion de Convergencia a Difusiones, asi que es recomendable darle un vistazo para entender lo que se va
hacer a continuacion. En términos simples, lo que haremos sera usar el Teorema C.1 del apéndice, el cual
nos da condiciones suficientes, para que una sucesioén de procesos converja débilmente a la soluciéon de una
ecuacion diferencial estocéstica.

Para cada n natural, empecemos por describir la cadena de Ehrenfest estandar, y después iremos ha-
ciendo las modificaciones necesarias, para que converja al proceso de Ornstein-Uhlenbeck:

Cadena de Ehrenfest

Aqui, el sistema fisico es una caja llena de aire y se divide por la mitad por un plano con un pequeno

agujero en él. Las particulas van cambiando de seccién al pasar del tiempo. Nosotros modelaremos esto
matematicamente por 2 urnas que contienen un total de 2n bolas, lo que nosotros consideraremos como
las moléculas de aire. En cada tiempo tomamos una bola de las 2n de manera aleatoria y la cambiamos
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de urna, lo que considerariamos como una molécula de aire pasar por el agujero.

i bolas 2n-i bolas

Urna A Urna B

Asi la cadena de Ehrenfest es el proceso (W}})o°_,, donde W} representa el nimero de bolas en la urna

izquierda al tiempo m, notemos que el siper indice n solo hace referencia a que estamos trabajando con
2n bolas. También para simplificar las cosas vamos a suponer que Wi =n, es decir empezamos con n bo-
las en cada urna. Lo que haremos ahora, es modificar la cadena de Ehrenfest para asi aproximarnos al
proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

De esta manera, primero consideremos Z;), =W, —n, es decir el niimero de bolas en el tiempo m en la
urna izquierda menos n, (Z),)%°_; en esencia sigue siendo una cadena de Ehrenfest, solo bajamos el es-
pacio de estados de {0,...,2n} a {—n,...,n}.

Ya modificamos los estados que toma el proceso, pero eso no va a ser suficiente, ahora modificaremos la
longitud de los tiempos en que salta la cadena, asi como el tamano de sus saltos de la siguiente manera:

YYr—zn//n

m/n

Es decir en vez de ser 1 la unidad de tiempo ahora serd 1/n y en vez de subir o bajar 1 ahora el proceso
subira o bajara 1/y/n. El espacio de estados queda S/, = {k/y/n: —n < k < n}. Ahora pasaremos a
calcular la correspondiente matriz de transicién de probabilidades de este nuevo proceso.

Como definimos la cadena de Ehrenfest (W;?)>°_; su matriz de transicion esta dada por:

X

i —r—1
2n y=7
— ! 2n-—
Pm,y— n-= y:x+1
2n
. 0 en otro caso

Asi el proceso Y, / "—7Z" /\/n tiene la siguiente matriz de transicion de probabilidades:

1
m/n
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( n+xzyn 1

2n vn
1/n _ _

P = n—axyn 1
— Y=+ —=
2n vn

0 en otro caso
. . . ., 1/n
Una vez hecha esta construcciéon, nos interesa la convergencia de la sucesion de procesos (Ym//n)fle.

Como se puede notar, construimos una sucesion de procesos discretos, pero nosotros queremos
convergencia al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, el cual es un proceso continuo. Para arreglar esto,
simplemente convertiremos cada proceso discreto en su version cadlag. Es decir:

1/n_ y,1/n
X =Yg m

Teorema 4.13 : Se cumple la convergencia débil th/n = Xy en D[0,1] donde X; es el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck con a = o =1 y condicion inicial X (0) = 0.

Prueba: Para demostrar este resultado, como ya habiamos mencionado antes, usaremos el Teorema C.1
del apéndice. Asi que iremos verificando que se cumplen cada una de las hipo6tesis requeridas.

(A) Primero que nada, empecemos diciendo que el problema de la Martingala que vamos a considerar en
este caso es con a(x) = 1y b(x) = —z. El cual esté bien definido por que ya vimos que:

dX; = —X;dt + dB; tiene solucién tnica en distribucion.
(Ver la parte del apéndice del problema de la Martingala, Proposicion D.1)

Una vez dicho esto pasemos a verificar (i),(ii),(iii) del Teorema C.1 del apéndice.
(i)

1
Seae > —= y z € Sy/,. Asi tenemos lo siguiente:
n

NG

Pl/”(x, B(z,e)°)

Ai/n(l’):Kl/n(va(%E)c): 1/n

—nPY"(z, B(z,e)¢)=P <Y(%11)/n € B(x, €>C/Ynl//2 = :c)

Conocemos la matriz de transicién de probabilidades de este proceso, asi que en un tiempo los tnicas

1
posibilidades que tienen probabilidad positiva es cuando se pasa a z +1/y/n 6 x —1/y/n, como ¢ > —

vn

tenemos que x + 1/v/nx —1/y/n € B(z,¢). Asi llegamos a que P (Y(;/Lil)/n € B(x, E)C/Ynlz% = x) =0

1
Con esto lo que notamos es que si € > — entonces A;/n(x):o para todo z € Sy,

vn

De esto ultimo es claro que se cumple (iii) del teorema C.1, es decir para cualquier ¢ > 0y R < o0

lim  sup AY"(2)=0
1/n—0 |z|<R c ( )
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(i), (i)
Sea x € Sy /,. Nos interesa ahora calcular a'/"(z), por la definicion tenemos que:
2 le/yn 2 pl
)= o DKed)= [ oo [ e aPRly
jy—e|<1 | In " Jy-al<a

y—z|<1

Desarrollando la integral:

i [ ) (o))

Pero también nos interesa calcular b'/”(z), por la definicion tenemos que:

Py .,
b/ ()= / (4 — 2) K1 (s dy)= / (y—2) 25— / (y— 2)PY)
ly—a|<1 ly—z|<1 1/n ly—z|<1

Desarrollando la integral:

() () )

Por lo tanto si z € Sy, entonces a'/"(z)=1y b/™(z) = —x

Nuestros coeficientes en este caso para el problema de la Martingala son a(z) =1y b(x) = —z. Asi que
para cualquier R < oo se verifica (i), (ii) es decir:

lim  sup | a'/™(z) —a(z)|=0 y lim  sup | b/ (x) — b(z)|=0
1/n—=0 |z|<R 1/n—=0 |z<R

Lo tnico que falta para poder aplicar el Teorema C.1 que viene en la parte del apéndice de difusiones es:
lim (X = 23) =0
h—)O( 0 h)

Pero eso es obvio, ya que las cadenas las supusimos que empezaban en cero, pero podemos notar que esta
condicion puede ser manipulada, simplemente definiendo las cadenas de Ehrenfest de tal forma que este
limite exista en la posicién inicial.

Asi aplicando el teorema hemos mostrado que th /n converge débilmente en D[0,1] a la solucion del
problema de la Martingala con a(x) =1y b(z) = —z con Xy = 0. Asi por el Teorema D.3 del apéndice

converge débilmente al proceso de Ornstein Uhlenbeck con @ = ¢ = 1 con condicién inicial Xo =0. =

4.5. Simulacién del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Ya mostramos en la seccién pasada que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck con o = 0 = 1, es limite de
cadenas de Ehrenfest, por lo que resulta razonable simularlo con el siguiente coédigo en R.

Si corremos el cddigo nos arrojara una trayectoria del siguiente estilo:
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n<-1000

m<-1000

U<—runif (m)

X<-0

for(i in 2:m){
aux<-tail (¥,1)
if (aux==-n/sqgrt (n)) {¥<-c (¥, (-n+1) /sgrt(n) )}
else if (aux==n/sgrt(n)) {X<-c (X, (n-1)/sgrt(n))}
else {X¥<-c(¥X,aux+(1l/sgrt(n))-(2/sqgrt(n))*(U[il<((aux*sgrt(n)+n)/ (2*n))))}
}

plot (¥, type="1")

0.8-

0.6-

0.4-

Simulacién 1

Este es justo como el Teorema 4.13, ya que proponemos como condicién inicial cero. Pero como no-
tamos no es importante el punto donde se comience, siempre y cuando mantengamos la propiedad de
que los puntos en la cadena de Ehrenfest tengan limite, hagamos otra simulacion (ver Simulacion 2) pero
cambiando el punto de inicio a 4.

Podemos notar en ambas simulaciones, el proceso va oscilando alrededor de su media con el pasar del
tiempo, a esta propiedad se le conoce como reversion en la media. Cabe decir que esta es una propiedad
importante en finanzas, y por esta razon este proceso es utilizado para un modelo de reversiéon en la media.

Para dejar esto un poco mas en claro digamos lo siguiente:

La tendencia de algunas variables financieras, como pueden ser las acciones, tiende a volver a sus
valores medios en el largo plazo; cuando influye la suerte y ocurre un evento excepcional, se produce una
modificacién en la tendencia que tiende a regresar a la media cuando los hechos vuelven a ser normales,
ya que bajan las probabilidades de que se repita el evento excepcional.
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0.5-

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Simulacién 2

La reversion a la media en bolsa es comun cuando sucede un evento excepcional, lo méas normal es que
el evento excepcional no vuelva a pasar y la cotizacién vuelva a sus niveles previos medios o reversion a la
media. Estos cambios son propios de un mercado de oferta y demanda; hay valores que flucttian de forma
no comun como por ejemplo, cuando hay rumores de fusiones, son valores de moda o el mercado considera
que algunos eventos afectaran a la cotizacién. Pero si no es un evento excepcional y lo que ocurre es un
sensible cambio de los fundamentales de la empresa, la cotizacion seguird una evolucién en funciéon de la
nueva realidad.

En bolsa pueden suceder determinados eventos que separen los precios de los titulos de su valor funda-
mental y se alejen de su tendencia media, los seguidores de la teoria de la total aleatoriedad del mercado
consideran que se dara el efecto péndulo y con el tiempo el precio volvera a su media. Como estamos en un
mercado que se rige en la oferta y demanda y al mercado llegan muchas noticias (verdaderas o falsas), en
momentos puntuales la cotizaciéon de una accién puede tener cambios bruscos y alejarse temporalmente de
la media; pero no siempre es asi por lo que tendremos que analizar los datos para ver si las divergencias son
transitorias o pueden continuar alejadas de la media. Esta falsa analogia con la ciencia, al suponer que se
producira el efecto péndulo, nos llevara a creer que todas las empresas son buenas y solo son fluctuaciones
del mercado que se corrigen a largo plazo; la realidad es que el largo plazo es mas razonable de lo que
creemos y premia a las buenas empresas y castiga a las que no han creado ventajas competitivas.

No vamos a desarrollar el modelo, pues que el objetivo de esta observaciéon solo es ejemplificar como
podemos aplicar el proceso de Ornstein-Uhlenbeck y que utilidad podemos tener al poder hacer simula-
ciones de este.
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4.6. Convergencia a la difusién Wright-Fisher.

Ya vimos que podemos aproximarnos al proceso de Ornstein-Uhlenbeck a partir de cadenas de Eh-
renfest, ahora desarrollaremos un segundo ejemplo donde una sucesiéon de cadenas de Markov a tiempo
discreto, pueden aproximarse a un proceso continuo, en este caso a la difusion de Wright-Fisher.

La forma en la que vamos a mostrar esto es de forma muy similar, al ejemplo anterior, usaremos la
metodologia que se encuentra en el apéndice en la seccién de convergencia a difusiones, solo que esta vez
nos apoyaremos en el Lema C.2 que nos dejara mas facilmente probar las condiciones (i), (ii), (iii) que
necesita el Teorema C.1 para garantizar la convergencia.

Empecemos a desarrollar el ejemplo:
La motivaciéon para este ejemplo proviene de la genética, pero sin problemas vamos a suponer que
tenemos una urna con n letras las cuales pueden ser "A" o "a". (En genética cada letra representaria un

tipo de gen). La urna al tiempo m+-1 sera construida a partir de la urna al tiempo m de la siguiente manera:

Para escoger la i-esima letra de la urna al tiempo m + 1, se escogera aleatoriamente una letra de la

urna al tiempo m, aqui tendremos la opcién de escoger lo que nos haya salido o ignorar el resultado y con

probabilidad «/n escoger una "a" o con probabilidad /n escoger una "A".

Ilustremos como podria ser una posible construcciéon de la urna al tiempo m + 1.

AAAaaaI aAaaAA

Urna al tiempo m Urna al tiempo m+1

En la eleccion de la primera letra se escogio una "a" de la urna al tiempo m y se escogioé para colocar en
la urna al tiempo m + 1.

En la eleccion de la segunda letra se escogié una "A" de la urna al tiempo m y se escogié para colocar en
la urna al tiempo m + 1.

En la eleccion de la tercera letra se escogié una "A" de la urna al tiempo m se ignoro y se coloco una "a"
en la urna al tiempo m + 1. (Mutacion)

En la eleccién de la cuarta letra se escogié una "a" de la urna al tiempo m se ignoro y se coloco una "a"
en la urna al tiempo m + 1. (Mutacion)

En la eleccion de la quinta letra se escogioé una "a" de la urna al tiempo m se ignoro y se coloco una "A"
en la urna al tiempo m + 1. (Mutacion)

En la eleccion de la sexta letra se escogioé una "A" de la urna al tiempo m se ignoro y se coloco una "A"
en la urna al tiempo m + 1. (Mutacion)
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En genética los ultimos eventos corresponden a las mutaciones. Sea Z), el numero de A’s en la urna al
tiempo m. Si j es el nimero de A’s presentes en la urna al tiempo m es decir Z)}, = j entonces la
probabilidad de que la seleccién de la i-esima letra para la urna al tiempo m + 1 sea una A esta dada por:

pn:i(1—2)+<l—i)§

Notemos ahora que si Zj;, = j entonces la distribucién de Z7 || es la misma que la de S, = &1 + ... + &,
donde &1, ...,&, € {0,1} son independientes idénticamente distribuidas con P(§; = 1) = py,.
Asi:

E(Zpqa | 23 = 3) = npn

m
Var(ZgH_l ’ Ly, = J) = npn(1 —pp)

Al proceso que tenemos se le hara una rescala en los saltos ahora en vez de subir o bajar 1 subiré o
bajara 1/n, de igual manera se cambiara la escala en el tiempo en vez de 1 serd 1/n y finalmente se
tomara una versiéon continua de este es decir:

Definimos X/ = Y/ donde YY" = zn /n. Para términos préacticos supondremos adicionalmente
t 1/nftn] m/n m

que Zy = 0 para todo n natural.

Teorema 4.14 : th/n converge débilmente en Skorohod a la solucion de la siguiente ecuacion
diferencial estocdstica:

dXt = (—OéXt + 5(1 - Xt))dt + Xt(l - Xt)dBt,' Xo =0
Donde X; € [0, 1], conocida como difusion de Wright-Fisher.
Prueba:

Mostraremos esto usando el Teorema C.1 del apéndice, asi que vayamos viendo que se cumplen las
condiciones.

(A) Lo primero que hay que identificar es cudl es el problema de la martingala MP (b, a) en cuestion y
justificar porque esté bien definido, en este caso el problema de la martingala que nos interesa es cuando

a(z) =z(1—2z) y b(z) = —azx + B(1 — z).

Para justificar esto, vamos a usar teoremas de existencia y unicidad contenidos en la parte del apéndice
seccion de ecuaciones diferenciales estocasticas y el problema de la Martingala.

Asi empecemos mostrando que la difusiéon de Wright-Fisher tiene unicidad trayectorial, usemos el
Teorema B.4. Para poder usar el Teorema B.4 necesitamos proponer las funciones k, p adecuadas.

Propongamos k(z) = (a + 8)z y p(x) = v2z. Es claro que p es continua y estrictamente creciente,
también que k es concava y estrictamente creciente con k(0) =0y p(0) = 0.

[ 0(x) = b(y) |=| —az + B(1 =) = (—ay + B(1 —y)) [=| (-a = B)(z —y) |= (a+ 5) | (x —y) |
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Por lo tanto | b(z) — b(y) |[= k(| x —y |)

&€ &g 1 3 1
Sea5>00alculemos/ du:/ du_ _ du 1 lim (Ine —Inh) =00
o k(u) Jo (@+Bu  a+Bly u o+ frot

£ d €d 1
Por otra parte / e e (Ine—Inh) =00
o (p(u))? 0 2u  2h-0t

(0(z) —o(y)*=(Vo(1 —2)) — Vy(l =)=zl —2) = 2\/zy(1 —2)(1 - y)) + y(1 — y)

Supongamos ahora que x < y entonces:

z(l—a) =2yzy(l—2)1—y) +y(l—y) < y(l—2z)—2y/22(1—y)?>+y(l —x)
= y(l—2)—22(1—y)+y(l—2z)

= 2y—z)=2]|z—y|

Si x > y es analogo.

z(l—z)—2/zy(l—2)(1—y) +y(l—y) < z(1—y)—2y/y>(1—-2)?+z(1—y)
= z(1-y)—2y(l —z)+z(1-y)

= 2@@-y)=2|z—y|
Por lo tanto | o(z) —o(y) |< p(| x —y |).

Asi hemos mostrado todas las condiciones del Teorema B.4 ,por lo tanto hemos exhibido unicidad trayec-
torial. Los coeficientes b(x), o(x) son continuos, ademas su dominio lo estamos tomando como [0,1] asi
que resultan acotadas. Asi que por la Proposicién D.2 de la seccién del problema de la Martingala, resul-
ta que M(b, a) tiene solucion. Concluimos por el Teorema B.5 y la Proposicion D.1, que el problema de la
Martingala esta bien definido. Aqui en vez de probar (i), (ii), (iii) del teorema del apéndice vamos a
mostrar las condiciones (a), (b), (¢) del Lema C.2 del apéndice el cual nos garantiza que estas son
suficientes.

(a), (b) Sea z—7j/n. Calculemos: a'/™(z), bY/™(x)
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2

@) = [0y - o) Kyalwdy) = [-aP L

/n

= n/(y — x)QP:;,Q"

n
= nZ(z/n —j/n)QIP’(Y(%Zl)/n =i/n| Yn{b//z =j/n)
1=0

1~ . :
= ﬁZ(Z—J)QP(ZgLH:”Z:Z:])
1=0
1 n £\ 2 n .
= EE((Zm%»l_]) |Zm:j)

1 o o
= —B(Z50)? | Z = ) = 2B(Z5 | 25 = 5) + 7]

1 ) .
= ﬁ[npn(l —Pn) + [npn]2 = 2jnpy, +]2]

-2
. J
= pn—p%+np%—2jpn+g

Aqui las cuentas nos van a quedar mas largas asi que las haremos aparte:

pn:x_%‘i‘

P = —le(- 2P+ 21— D)1 2)f — (1) I

n

2 2.2 2 2 2 2 232
— _$2_|_20;Lx a‘z 2xﬂ+23;"16_’_2fgﬂ_23:a,8_,8+2:c,8_a:ﬁ

n2 n n? n?2 n2 n?

nph = nle(l- ) +22(1-2)(1-2)2 +[(1-2)5)

n

_ 2 2, o?a? 2 2zaf | 22%af | B2 _ 2uB? | 2?7
= nz®—20x® +C 4 2f - 2P - =L LR L B 2P L TP

n

~2jpp = —2nx(x — 2 + B By = _ona? 4 2220 — 262 + 2228

.
N
)

n

Sumando todo tenemos que:
2

pn—pi+npi—2jpn+‘% =z — 22+ &, (z)
Donde:

o, (z) =

—eay 8 b 2eo’ 239205 o Inofofaf f° B w7 ogh | Doap oap O 2af7 of

n n n n2 n2 n2 n2
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n

2
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Asi a'/"(z) =z — 2 + &, (x), recordemos que a(z) = z(1 — )

Concluimos que: lim  sup \dilj/n(:r) —a;j(z)] = lim sup | ®p(x)[=0...... (a)

1/n—0 lzl|<R 1/n—0 lzl|<R

. 1/n
@) = [w-oiped) = [w-oT =n [@-opl);

= 0y (i/n—j/mPOY L =ifn | Y, = j/n)

1=0

= 3 P =i 2 =)

1=0

= E(Zp—dlZ5 =) =npn—j=—cx+(1-2)8

Asi bY/"(z) = —azx + (1 — 2)B, recordemos que b(z) = —az + (1 — x)3

Concluimos que: lim  sup | bl/n( ) —bi(z)|=0...... (b)
1/n—0 lzl|<R

Hasta aqui hemos probado que se cumplen las condiciones (a) y (b), pero nos hace falta la condicion (c),
de modo que verifiquemos que también se va a satisfacer con p = 4.

1/n
W@ = [o-o K = [w-a' T =0 [w-arl

= nz — j/n)*P( (%Zl —Z/TL|Y n=1J/m)

1 & . .
= 52(2—1)4]?( mi1 =125 =7)
i=0

1 . .
= —SE(Zh - N ZE =)

= 13 [B((Z ) | 20 = §) — AFE((Z0 )% | Z = j)

n

+ GPE((Z000)? | 20 = 1)~ APE(Z0 e | 28 = ) 457 (3)

Ya habiamos notado que Z), | | Zy" = j tiene la misma distribucién que S, ~ binomial (n, py,).
Recordemos ademés los primeros cuatro momentos de la binomial (n, py,).

]E(Sn) = Npn

E(Sﬁ) = n2p% + npn (1 — pn)
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E(Sy) = n(n—1)(n — 2)p;, + 3n(n — 1)p; +npy,
E(SY) =n(n —1)(n —2)(n — 3)pt +6n(n —1)(n —2)p2 + Tn(n — 1)p2 + np,
Asi por (*) tenemos que:
'yi/n(aj) = %[n(n —1)(n—2)(n —3)pt +6n(n —1)(n — 2)p3 + Tn(n — 1)p2 + np,
— 4j[n(n = 1)(n = 2)p}, + 3n(n — 1)p;; + npa] + 652 [0?p] + npu(1 — pu)] — 45%[npn] + 5]
= %[n(n —1)(n—2)(n = 3)py +n(n — 1)(n — 2)(6 — 45)p;, + n(n — 1)(7 - 12 + 65%)p;
+ (145 +65% — 45%)pn + 7]
Hagamos las cuentas correspondientes:
j=nz
po=z— S+ 5
R R b b b
P = 3 3?3 + 3%229;3 _ 17333 + 3907126 . 6x;aﬂ + 3:1:2;25 . 3307;3[3 + 6m§2aﬂ . 33:2«;25 + 3:21232 . 69;2262 3x§2@2

3zaf? + 6x2032 - 33 B2 + ﬁ o 3x83 32233 - 2333

B n3 n3 n3 n3 n3 + n3 n3
4 4 daz* 6a2z*  4z*ad zta? 4238 - 12z3af 1223023 - 423033 o 4248 12z%ap o 122402
bp = 7T n + n? n3 + n4 + n n? + n3 nt n + n?

+ 4z*aB B 62232 - 122232 6x2a?3? - 122332 + 24x3 032 o 1223022 62432 o 122432

6xta?p?

o n2 n3 oy 2 3 oy 2 3

4z33 dzxa B3 122233 1222033 122383 1223033 42433 4xtaps 4 4zt
n3 — nd T n3 + nt + n3 n4 TR n + nt T nt

43/'364 .72454
4 nt

Luego sustituyamos, va a quedar una ecuacién muy grande pero no hay que espantarse, solo hay que

agrupar de forma conveniente los términos que no se irfan a cero y ver que se anulan:

6232,84
n4
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") =

+

+

Por lo tanto
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nn—1)(n-2)(n—3 2.4 4.3 4.4 3 3.2 3.3 4
[ ( )( = )( )][602250 _4$n?:l _'_:cnix 12:;204,6’_‘_12xn§)¢ﬁ_4:cn?:5+1292201/3

12z%a2p 4zt a 38 62232 1222032 6x 042B2 122332 2413 032 1223022 6z 52
n3 + n4 + nZ n3 + n4 Y + n3 - n4 n?

12z4aB? | 62%a?p? | 4zp3  4zapBd 122233 1222033 122333 122303 42483 | 4z%apd
n3 n? n3 nt T n3 nt nd nt n3 nt

A L Y e L a;:g‘l] 4 [11n2— 6] [x4 _ dast 4x:,8 B 4:(;:,3] B 6[  dost

n4 n4 n n n n

4238 4:5:51 + [n(n - 1)(” — 2)(6 - 4n$)][3a213 238 6x ozﬂ + 3z a2ﬁ + 6w a,B

n 3 2 3
n n n

n3 n? n2 n?2 n3 n3 n3 n3 n3 n3 n3

323028 + 3x52 - 62252 32352 . 3xaB? + 622032 - 33082 + E - 3x63 32233 w353]

322
n

_l’_

[6(n2 —3n+ 2)”

= _ 3as® | 328 _ 3x5ﬁ] [635 (2- Sn] [4x2—3n” 3M

n n

n —1)(7 — 12nz + 6n2z?
%]_%_{_[( )( )][a2 x? 2$a6+2$ aﬁ+ﬂ 2$B2+:c2,82]

n2 n? n?2 n?

[7(n — 1)”962 204

208 2228 122(n — 1) 20z2 | 228 _ 22°8 1243
o 26200 | e

n n n

_|_

n n

L e e e

net — daxt + 4238 — 422 + 623 + 122* — dnat + 1202t — 12238 + 12248 — 1223 — 624

6nat — 120 + 12823 — 1282* + 622 — dna + 4aa* — 4823 + 4248 + nat

lim sup 74/ =0, ya que si observamos la primera parte converge uniformemente a cero y

O lz)|<R

los términos del final que son los que podrian no irse a cero se anulan entre si.

Asi hemos mostrado que se cumplen (a),(b),(c) del Lema del C.2 del apéndice de difusiones, asi se

cumplen (i),

(ii), (iii) del Teorema C.1

Recordemos que Z} = 0, por lo que es evidente:

’ h _ _
}lzli)I%)(Xo =uxp) =0

Asi aplicando el Teorema C.1 hemos mostrado que X; converge débilmente en D|[0,1] a la solucion del
problema de la Martingala con a(x) = z(1 — z) y b(x) = —ax + B(1 — ) con condicién inicial X =0

Por la Proposicion D.1 identificamos que la ecuacion diferencial estocéstica correspondiente a MP (b, a) es

la difusién de Wright Fisher. =
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4.7. Simulacién de la difusién de Wright-Fisher.

Ya mostramos en la secciéon pasada que la difusion de Wright-Fisher, es limite de cadenas de Markov,
especificadas en la seccion anterior, por lo que resulta razonable simularlo con el siguiente co6digo en R.

n<-1000
m<-1000
E<-0
a<-.3
b<-.4

for(i in 2:m){
aux<-tail (X,1)
{¥<-c(X,rbinom(1, 1000, (aux/n)*(1l-(a/n))+ (1-(aux/n))*(b/n) ))}
}

plot (X/n, type="1")

Si corremos el cddigo nos arrojara una trayectoria del siguiente estilo:

Hay que decir que en esta simulacién empezamos en el origen y usamos a = .3 y § = .4, pero estos
pueden ser facilmente modificados en el codigo si se quiere otra simulacién con diferentes parametros.



Apéndice A
Definiciones preliminares.

En esta seccion, se introducirdn algunas definiciones, que se ocuparan a lo largo del desarrollo de la
tesis. Puede que el lector ya este familiarizado con las siguientes definiciones, en ese caso puede omitir esta
seccion.

Definicion A.1 : Sean s,t € R. Denotaremos al minimo de s y t de las siguientes maneras:
min{s,t} o bien s A t.

Definicion A.2 : Sean a,b € R con a < b. Denotamos por Il[a, b] al conjunto de particiones del intervalo
la,b] donde I[a,b]={7 | 7={to,...,tm} conm=1,2,...yto=a <t; <...<tp, =b}.

Definicion A.3 : Sea 7 es una particion de [a,b], donde m = {to,...,tm} yto =a < t; <...<t,, = 0.
Definimos la norma de la particion como | 7 | = max {tx41 —tx | k=0,...,m—1}.

Definicion A.4 : Una funcion f: A CR — R" es Lipschitz continua. Si existe C >0 tal que:
| f(z)— f(y) IS C | x—vy| para cualesquiera x,y € A.
Definicion A.5 : Una funcion f: A CR — R"™ es a-Hélder. Si existe C >0 tal que:
| flz) = fw) ISC |z —y|* para cualesquiera z,y € A.
Notemos que esta definicién incluye a las Lipschitz continuas.

Definicion A.6 : Una funcion f: A CR — B CR es un homeomorfismo. Si f es continua, biyectiva y
su 1nversa es continua.

Definicion A.7 : Una funcion f: A CR — B C R es acotada. Si existe M > 0 tal que | f(x) |<M para
cualquier x € A.

Definicion A.8 : Sea funcion f: A CR — B CR. Definimos los conjuntos:
cont(f) ={x € A| fes continua enz} y disc(f) = {x € A| fes discontinua enx}.

Definicion A.9 : Una funcion f: Q@ C R — R™ con Q abierto es de clase C'. Si todas sus derivadas
parciales de primer orden existen y son continuas.

Definicion A.10 : Sea X un conjunto. Definimos a la funcion indicadora como 1: A — {0,1} dada por:

1 sixze A,
Mﬂ_{omxg&
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Definicion A.11 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que una sucesion ()22, es convergente a x €
X. Si para toda £ > 0 existe N € N tal que sin > N entonces d(x,,z) < €.

o0

Definicion A.12 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que una sucesion (Tn)no

toda € > 0 existe N € N tal que si m,n > N entonces d(zm, x,) < €.

es de Cauchy. Si para

Definicion A.13 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que X es Completo si toda sucesion convergente
es de Cauchy.

Definicion A.14 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que X es Separable. Si existe D C X denso
numerable, es decir, todo abierto no vacio de X intersecta a D y la cardinalidad de D es a lo mas la de los
naturales.

Definicion A.15 : Un espacio normado que es completo con la métrica inducida por su norma se llama
un espacio de Banach.

Definicion A.16 : Definimos al espacio métrico (Bla,b],d~ ), donde Bla,b] es el conjunto de funciones
acotadas, con dominio en [a,b] de valores reales y doo es la métrica del supremo.

Definicion A.17 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que A C X compacto, si toda cubierta abierta
tiene una subcubierta finita.

Definicion A.18 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que A C X es relativamente compacto, si su
cerradura es compacto.

Definicion A.19 : Sea (X,d) espacio métrico. Decimos que A C X es totalmente acotado, si para toda

n
€ > 0 existen x1,...,T, € A tales que: A C U Bi(x;,¢€).
i=1

Definicion A.20 : Sea X un espacio topoldgico y x € X una base local en x, B(x) es un conjunto de
abiertos que tienen al punto x que satiface: Dado cualquier abierto que tenga al punto x existe un elemento
de B(z) que se queda contenido en él.

Definicion A.21 : Un espacio topoldgico X es 1™° nimerable si todo punto x € X tiene una base local
numerable.



Apéndice B
Ecuaciones diferenciales estocasticas.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea (B;)>0 un movimiento Browniano unidimensional
adaptado a la filtracion (F¢)¢>o.

Definicion B.1 : Sean b(t, X;) y o(t, X¢) dos funciones de [0,T] x R en R. Una ecuacion estocdstica es
una ecuacion de la forma:

dX; = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt ......... *

definida para valores de t en el intervalo [0,T] y con condicion inicial la variable aleatoria Xg, que se
presupone JFo-medible e independiente del movimiento Browniano. La ecuacion de arriba se interpreta
como la ecuacion integral

t t
Xt=X0+/ b(s,Xs)der/ o (s, X,)dB,
0 0

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la sequnda es una integral estocdstica de
Ité. Al proceso (Xi¢)i>0. Se le llama proceso de Ito.

Los elementos que se conocen en esta ecuacion son los coeficientes b(t, x) y o(t, z) junto con la variable
aleatoria inicial Xj. Lo que se desconoce es el proceso (X¢). A la funcién b(t, x) se le conoce como coefi-
ciente de tendencia (drift en inglés). A la funcion o(t, ) se le conoce como coeficiente de difusion. El
proceso solucién tiene la siguiente interpretacion:

Es el estado de un sistema que evoluciona de manera determinista gobernado por la parte no aleatoria de
la ecuacion (la tendencia), pero alterado por un ruido auditivo dado por la integral estocastica (la difu-
sion).

Para que una ecuacion estocastica tenga solucién se le deben pedir ciertas condiciones a los coeficientes,
asi como en el caso de ecuaciones diferenciales deterministas, existen teoremas basicos que hablan de
existencia y unicidad los cuales piden condiciones de regularidad sobre los coeficientes b(t,x) y o(t, z),
como por ejemplo el siguiente teorema.

Definicion B.2 Una ecuacion diferencial estocdstica tiene solucion fuerte si tiene solucion y esta es
unica en el sentido de la distinguibilidad o dicho de otra manera hay unicidad trayectorial.
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Teorema B.3 : (Teorema de existencia y unicidad) Si los coeficientes b(t,x) y o(t,z) cumplen la
propiedad del lipschitz en la variable x,

| b(tvx) - b(tvy) ‘2 + ‘ U(ta JI) - U(ta y) |2S K ’ r—y |2
y la condicion de crecimento en x,
[t x) [P+ [ o(t,x) P< K(1+ [z [?)

Para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocéstico (X;) solucion de la ecuacion estocas-
tica * que es adaptado a la filtracién, tiene trayectorias continuas, es uniformemente acotado en L?(P),

es decir, sup E(X?) < oo y ademéas hay unicidad trayectorial.
0<t<T

Para ver la demostracion consultar referencia [8]

El teorema anterior nos da criterios para establecer existencia y unicidad de una ecuacién estocastica,
mas no nos dice una solucién explicita, pero aun asi resulta bastante tutil.

Teorema B.4 : Supongamos que existe una funcion p continua estrictamente creciente que satisface:
|o(z) —a(y) |< p(| x —y |) donde p(0) =0 y para toda € > 0

/5 du
=00
o p*(u)
y que ademds hay una funcion k concava estrictamente creciente tal que | b(x) — b(y) |[< k(| z —vy |)
donde k(0) = 0 y para toda € > 0

entonces existe unicidad en trayectoria.

Hay que decir que este teorema no nos garantiza existencia en las soluciones. La demostracion de este
resultado puede ser consultada en el referencia [10].

Teorema B.5 : Si hay unicidad en trayectoria entonces hay unicidad en distribucion. Este resultado
puede consultarse en [10].

La siguiente proposicién es conocida como Isometria de It6.

t
Proposicion B.6 Para un proceso Xs medible y adaptado tal que P </ |XS|2ds < oo) =1 se cumple:
0

t t
E/ XSdBS\2:IE/ | Xs|2ds.
0 0

La demostracion puede consultarse en [12].



Apéndice C
Convergencia a difusiones.

En tiempo discreto la informacion bésica es una sucesion de probabilidades de transicion, 7y (x, dy) para
una cadena de Markov Yflh, m=0,1,2,... que toma valores en S, C R? es decir:

IP’(Y(};nH)h € A/Y!, =z)=m(x, A) paraz € Sy, A CR?

En este caso nosotros definimos X{L:Yhh[t /n) €8 decir hacemos X} constante en el intervalo [mh,(m+1)h).

En el caso continuo la informacion bésica es una sucesion de tasas de transicion Qp(z, dy), para una cade-
na de Markov Y;h, t > 0 que toma valores en S, C R? es decir:

d
£IP’(X[1 € A/Xt =12)=Qp(z,A) parar € S, ACRY conz ¢ A

Observamos que, aunque se excluye z € A de la interpretacion vamos a permitir Q(z, {x}) > 0, en cuyo
caso los saltos de x a = (que son invisibles) ocurren con una tasa positiva. Para tener una cadena de
Markov de buen comportamiento nosotros supondremos que:

(B) Para cualquier compacto K se cumple sup Qj(z,RY) < oo
zeK

En palabras, nuestro teorema de convergencia establece que si la media infinitesimal y la covarianza de
la cadena de Markov convergen a aquellos de una difusion para la cual el problema de la martingala es-
te bien definido, y nosotros tenemos una condicién para los saltos en el limite, entonces tenemos conver-
gencia débil. Para poder precisar el resultado nosotros necesitaremos introducir alguna notacién. Para
ambos casos introduciremos el concepto de Kernel.

mh(x,dy)/h  en tiempo discreto
Kh(ﬁ, dy) =
Qn(x,dy) en tiempo continuo

Y definimos:

B (x)— e Vs — 2V Ko (2
[ =Kt
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) ( ) /”y x”<1( ) h( y)

Ah(a) =Ky (2, Bx,2)° donde B(a,e) = {y || y — « ||< £}

(A) a;j y b; son coeficientes continuos para el cual el problema de la Martingala esta bien definido, es
decir para cada x existe una tnica medida P, en (C,C) tal que las funciones coordenadas X;(w) = w(t)
satisface P, (Xo=z) =1y

t t
X — / bi(xs)ds y XtiX]t- - / a;j(xs)ds son martingalas locales.
0 0

Teorema C.1 : Supongamos que en tiempo continuo se satisface (B) y en ambos casos que (A) se
cumple ademds para cada i,7 € Ny R <00, > 0

N 1s h
(¢) lim Sup. | aij(x) — ag(x)[=0

(i3) lim sup | bM(x) — bi(z)|=0
0 Jali<r

(i43) lim  sup AM(z)=0
"0 el <R

Si X{)‘ = x5 — x entonces tenemos que Xth = X: la solucion del problema de la Martingala con Xog = x.
La demostracion de este teorema puede ser consultada en [10].

Observaciones: (=) denota convergencia en (D[0, 1],R?) pero el resultado puede trivialmente ser
generalizado para obtener convergencia en (D[0,7],R%) para T < co.

En (i),(ii),(iii) el supremo solo se toma sobre los puntos = € Sy,

Definamos ahora:

al (x)= / (i = i) (9 = ) Kn(w, dy)
bl ()= / (i — o) K, dy)

()= / | (v - 2) P Kz, dy)

Lema C.2 : Sip > 2 y para cualesquiera R,i,j < oo se cumple:
a)lim sup | al(z) — aii(x)|=0
(@)fim, sup | aly(x) = ai(x)

(b)lim sup | bl(x) — bs(x)| =0
M0 Jali<r
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(c)lim  sup ~"=0
h=0 |al|<R ¥

Entonces se cumplen (i), (ii) y (iii) del Teorema C.1

Prueba: Empecemos por probar (ii)

bi(x) — b (x = i — X)) Kp(x,dy) — i — x;) Kp(x,d
e v | = | [y~ [ k)

— / (yz —CL”i)Kh(xvdy)
ly—z|/>1

< / | (i — 1) | Kz dy)
ly—z[>1

< / Iy — 2 |P Kn(z, dy)
ly—z|>1

< Ah(z)

Ahora por la desigualdad del triangulo
| b (x) = bi(w)| <| b () = b () |+ | B} () — bi(=))|
Tomando limites y supremos

lim sup |bl(2z) —bi(x)] < lim sup | bf(x)—bl(2)| + lim sup |bl(x) — bi(x)|

h=0 | z|<R h=0 |lz|<R h=0Jjz|<r
< lim sup 4%(z) =0
=0 lzI<R
Lo cual demuestra (ii)
Pasemos a probar (i)
i) —als@) | = | [ et~ Katedy) ~ [ ey ) Ko dy

_ /” ) = K d)

A

< / | (i — ) (95 — 5) | Koo, dy)
ly—=|>1

IN

/ |y — 2 | K, dy)
ly—z|>1

< A=)
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Tomando limites y supremos

lim sup |ali(z) —ai(z)] < lim sup |ali(z)—al(z)|+ lim sup |a%(z) — ()]
N ? N R N
< lim sup ’y]],f(x) =0

h=0 2 <R

Lo cual demuestra (i)

Ya lo tnico que falta verificar es que en efecto se cumple (iii)

A(x) / | (g — ) [P K, dy)

v

/ | (v — ) |? Kn (. dy)
(y—z)||>e

> o / Kn(x, dy) = €Ky (z, B(x,¢)¢) = P Al(z)
l(y—2)||>e

Despejando, sacando limites y supremos tenemos que:

lim sup AP(z) < lim sup 4*(z)e™® <ePlim sup 4" =0
h=0 z||<r h=0 Jlol|<Rr h=0 le||<R

lo cual prueba (iii) =

Lema C.3 : Si para toda R < oo tenemos:

(a)lim sup |ak(z)|=0
h=0 o<k

(b)lim  sup | b (x) — b;(z)|=0
h=0lz|<R

Entonces se cumplen (i),(ii) y (iii) del Teorema C.1 con a;;(x)=0

Prueba: Estamos asumiendo que a;j(x)=0 por lo que (a) y (b) de este lema implican (a) y (b) del Lema
C.2, solo faltaria ver que se cumple (c) del lema pasado para poder concluir, asi tomemos p = 2.

Sihie) =3 [ - w0 Knwdy) = [ Y- 00 Kntondy) = [ 1y | Kl dy) =24

Asi tenemos lim sup 4 (z) = lim sup Z&Z(x}
=0 Jlali<r =0 al<R

i

Luego

sup »_aji(x) = sup Y |af(z) =) sup |af(x) |=d( sup |afi(x) )

lzll<k ™ l=zll<k ™ i llzll<R [=l<R

sacando limites
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lfim sup al(z) = lim d( sup |alk(z)|) =0 Esto altimo por (a) de la hipotesis
P20 all<r W20 al<R

Por lo tanto

lim sup % (z) =0
=0 <R

Asi probamos (c) del Lema C.2 y eso concluye la prueba. m



Apéndice D
El problema de la Martingala.

En la seccién de convergencia a difusiones establecimos la condicion:
(A) ai; y b; son coeficientes continuos para el cual el problema de la martingala esta bien definido es

decir, para cada x existe una tnica medida P, en (C,C) tal que las funciones coordenadas X¢(w) = w(t)
satisface P, (Xo=2) =1y

t t
Xi— / bi(zs)ds y Xg'X;f - / a;j(xs)ds son martingalas locales.
0 0

Nosotros diremos simplemente que (X;) es solucion al problema de la martingala para a;; y b;
coeficientes continuos y lo denotaremos por (X;) soluciona MP (b, a) si para cada i y j,

¢ t
Xi— / bi(xs)ds y Xi X} — / a;;j(zs)ds son martingalas locales.
0 0

Observacion: Por comodidad nosotros asumiremos siempre que a;; y b; son coeficientes continuos, pero
esta definicién es méas general.

A continuacion establezcamos la relaciéon que hay en encontrar soluciones para el problema de la
martingala y soluciones de una ecuacién diferencial estocastica.

Proposicion D.1 : Sea MP(b,a) el problema de la martingala, y o localmente acotada tal que a = oo+,

Consideremos entonces SDE(b, o) entonces:

a) Existe una correspondencia 1-1 entre las distribuciones de las soluciones de SDE(b, o) y las soluciones
del problema de la martingala.

b) Hay unicidad en distribucion para SDE (b,o) si y solo si MP(b,a) tiene solucion inica.

Este resultado puede consultarse en [9].

Proposicion D.2 : Sio(x) y b(x) son continuas y acotadas entonces existe solucion para el problema
de la Martingala MP(b, a).
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Este resultado puede consultarse en [9]

Teorema D.3 : Sea (X;) una solucion para MP(b,a) tal que a = oco. Entonces existe un movimiento
Browniano By posiblemente definido en una ampliacion del original espacio de probabilidad tal que (X,B)
resuelve SDE(b, o ).

Este resultado puede consultarse en [9] y [10].
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